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Introduccion

La eterna tensiéon

Una razoén por la cual durante siglos la humanidad ha mostrado preocupa-
cion por estudiar el conocimiento, es que éste juega un papel muy importante
en el debate, las decisiones, y las acciones del dia a dia de la vida, tanto de
la cotidiana, como de la cientifica. El estudio sistematico y detallado del
conocimiento, sus criterios de adquisicion, y sus limites y modos de justi-
ficacién, es con frecuencia lo que se conoce como epistemologia (Hendricks
2006). Pero en la epistemologia como en muchos otros ambitos de la filosofia
se ha generado desde hace tiempo una especie de tensién entre los enfoques
de tipo formal y aquellos mas concentrados en las cuestiones de contenido.
Sin embargo, esta tensién ha sido particularmente fructifera en la historia
de la filosofia. Por ejemplo, después de que el positivismo légico aportara
grandes avances en materia de teorias de la verdad y la justificacién (entre
otras), la busqueda por derrotar sus intentos de encontrar un fundamento
ultimo para el conocimiento (Ayer 1959) dio lugar a un nuevo paradigma
en epistemologia en el que surgieron una gran variedad de propuestas alter-
nativas a las dadas, asi como nuevos conceptos tales como la carga teorica
de la observacion (Hanson 1958), la inconmensurabilidad de teorfas (Kuhn
1962), etc. Pero éste no es el inico ejemplo en el que esta tension ha resultado
una especie de catalizador que contribuye a la elaboracién teorias filosoficas.
Después de que en 1948 Hempel publicara su modelo Nomologico-Deductivo
para la explicacion cientifica, multiples criticas le fueron presentadas (e.g.
Ruben 1990).

Una de las criticas hechas a Hempel por parte de algunos filésofos de
la ciencia tiene que ver con la presuposicién de leyes de la naturaleza, pero
muchas otras tienen que ver con la mencionada tensién entre forma y conte-
nido; por ejemplo, para Salmon, de ninguna manera, el modelo de explicacion

v
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cientifica puede ser dado en términos de un argumento légico, pues esto ge-
nera problemas concernientes a la relevancia de las hipétesis respecto a la
conclusién (Salmon 1984). Para resolver el problema originado por el modelo
formal de Hempel, los fil6sofos presentaron distintas alternativas. Algunas de
estas alternativas se desarrollaron dentro de marcos tedricos principalmente
formales (por ejemplo, utilizando légicas de la relevancia), y otras, incluso
pretendian mostrar la inconveniencia de una metodologia de tipo formal (eg.
Riben 1990).

El objetivo del presente trabajo es ofrecer un panorama del estudio formal
de ciertos problemas filoséficos, en particular en el contexto del conocimien-
to. Mostraremos la eficacia y conveniencia del uso de sistemas formales en
epistemologia, buscando asi dar una respuesta parcial favorable a la pregunta
sobre qué podemos decir acerca de los tratamientos de epistemologia a partir
del desarrollo en materia de sistemas formales que se ha dado en las tltimas
décadas. Para concluir, a manera de ejemplo, presentaremos la primera parte
de un proyecto cuyo propésito es modelar el fenémeno del conocimiento en
el sudoku. Esta parte del proyecto es pertinente por que distingue el aspecto
computacional del aspecto epistémico en el juego.

Con el fin de lograr los objetivos mencionados, en el capitulo 1 presen-
tamos dos cuestiones filoséficas para motivar el estudio por la via formal de
problemas epistemoldgicos. Estas cuestiones son: i) la necesidad de responder
al escéptico -via el problema del error-, y ii) el problema de la justificacién -via
una propuesta fiabilista-. Los capitulos 2 y 3 tienen como objetivo principal
mostrar el funcionamiento de dos de las teorias mas paradigméticas corres-
pondientes al area de epistemologia formal. En el capitulo 2 presentamos los
principios de la ldgica epistémica, destacando como nociones tipicas de cono-
cimiento pueden expresarse efectivamente en un lenguaje formal. La logica
epistémica puede ubicarse en el contexto de la busqueda por una definicién
satisfactoria de conocimiento. En particular como un recurso para defender
una concepcion fiabilista de conocimiento. De esta manera, el capitulo en-
cuentra una motivacién en el inciso ii) mencionado anteriormente. El capitulo
3 esta dedicado al proceso conocido como revision de creencias. Esta teoria
encuentra motivacién en el inciso i): una posible respuesta al problema del
error planteado por el escéptico cartesiano es que si bien, es clara la existencia
de la posibilidad del error ante las afirmaciones que pretendemos catalogar
como conocimiento, la epistemologia formal, en particular el proceso de revi-
sion de creencias, brinda una alternativa para probar que los mundos en los
cuales cometemos errores (como aquél en el que un genio maligno me engana)
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no son relevantes para nuestro conocimiento. Otra respuesta posible a este
problema es que una funcién de la revision de creencias es detectar los “erro-
res”dentro de un sistema de creencias, y una vez que éstos sean localizados,
ejecutar procesos que establezcan estrategias para resolver los conflictos deri-
vados de dichos errores para asi lograr conocimiento. Los métodos de revision
de creencias nos permiten modelar los cambios en un conjunto de proposicio-
nes (creencias) ante la aparicién de nueva informacién. Estos procesos logran
capturar cémo es que ante la aparicién de nueva informacion, se modifican los
estados y las actitudes epistémicas. En el presente trabajo nos enfocaremos
en el modelo paradigmatico AGM y en la versién modal. El capitulo 4 es el
mas importante de todos. En este capitulo vamos a construir nuestro propio
modelo formal como parte de la solucion de un problema epistemolégico. El
problema es el de describir el conocimiento en el sudoku. Nuestro proposito
es construir un lenguaje que nos permita distinguir entre las proposiciones
que describen estados epiestémicos y aquellas que distinguen estados de cosas
dentro del juego. Este ejemplo puede dar luz a diferentes contextos del cono-
cimiento, pues el sudoku es un juego cuyo éxito depende, entre otras cosas, de
la interaccién entre nuestro conocimiento (interno al juego) y nuestras creen-
cias acerca de él. Es muy importante aclarar que el modelo no pretende servir
como mecanismo para llegar a la solucion, sino describir interacciones entre
conocimiento y creencias, asi como buscar una justificacién (en el sentido
fiabilista) para poder llamar “conocimiento” a las proposiciones verdaderas
de las que podemos tener certeza en un juego de sudoku. Antes de entrar
en materia, daremos una breve introducciéon sobre el juego del sudoku con el
objetivo de que a lo largo del trabajo, al lector que no esté familiarizado con
el juego se le faciliten las referencias al mismo.

El sudoku

El sudoku es un juego de tipo rompecabezas que se ha popularizado du-
rante los ultimos anos a partir de su internacionalizacién en 2005. El objetivo
del sudoku es rellenar, respetando ciertas restricciones, una cuadricula de 9x9
casillas, dividida en subcuadriculas de 3 x 3 con las cifras del 1 al 9 partiendo
de algunos niimeros ya dispuestos en algunas de las casillas. Las restricciones
consisten en que no pueden repetirse cifras en el mismo renglén, columna o
subcuadricula. A los numeros que se encuentran ya dispuestos al inicio del
juego, les llamamos “pistas iniciales”, y dado que estas pistas corresponden
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a las casillas en las que se encuentran colocadas, nuestra creencia acerca de
que cada uno de los nimeros mostrados corresponden a la casilla en la que se
encuentran es, junto con las reglas, el conocimiento inicial del juego. La idea
es que a partir de este conocimiento, podemos ir construyendo razonamientos
que nos permiten conocer la correspondencia entre cada uno de los nimeros y
las casillas restantes en el juego. Pero con sélo poseer el conocimiento inicial,
es muy dificil que tengamos certeza sobre el resto de las correspondencias
casilla~cifra; el grado de dificultad dependera del nimero de pistas de las que
dispongamos. Asi pues, tenemos que ir formando conjeturas acerca de cual
es el nimero que le corresponde a cada una de las casillas. Si estas conjeturas
se forman de la manera correcta, lo ideal es que sean creencias que se van
reforzando hasta convertirse en conocimiento (una vez que tenemos certe-
za sobre la correspondencia casilla-cifra). Por supuesto que éste no siempre
sera el caso, pues es posible que nos equivoquemos y una o mas conjeturas
sean incorrectas. Lo importante es que mientras transcurre el juego, vamos
adquiriendo conocimiento. Ya sea porque las conjeturas han sido correctas
y las creencias se refuerzan cada vez mas hasta convertirse en conocimiento,
0 porque una vez que nos equivocamos y revisamos las creencias que nos
condujeron hasta el error sabemos que existe una o varias asignaciones que
no son posibles dentro del juego.

La estrategia para modelar la interaccién entre las creencias (incluidas
algunas que son falsas) y el conocimiento que se va adquiriendo en un juego
de sudoku sera definir una légica modal similar a la 16gica epistémica; vamos
a valernos de diferentes recursos como légica multimodal, 16gicas multivalua-
das y por supuesto, légica epistémica, para construir un sistema donde sean
validos los axiomas que tradicionalmete han sido aceptados en los modelos
de conocimiento (justamente, por que al parecer, son los que mejor coinciden
con nuestras intuiciones acerca de lo que el conocimiento deberia ser).



Capitulo 1

Epistemologia formal

Como parte de la motivacion filoséfica del presente trabajo, vamos a to-
mar como punto de partida dos vertientes desde las que tradicionalmente
se han estudiado ciertos problemas en epistemologia. La primera de ellas
esta ubicada en el contexto del cldsico problema de dar respuesta al escépti-
co, concentrandonos especificamente en el problema del error. La segunda
vertiente que motivara nuestro planteamiento formal tiene que ver con el
problema de encontrar una definicién satisfactoria de conocimiento. Nues-
tro enfoque se centrara en una respuesta fiabilista acerca de la nocién de
justificaciéon dentro del analisis tripartito de conocimiento.

1.1. El problema del error

La epistemologia puede ser vista como el estudio de la posibilidad del
conocimiento, y este estudio no seria posible sin estudiar también nuestra
propension a equivocarnos. Durante siglos, uno de los grandes retos de la
epistemologia ha sido el de derrotar al escepticismo. El escepticismo puede
verse como la postura que parte de la pregunta sobre cémo es posible el
conocimiento dada la posibilidad de error. Por ejemplo, el escéptico carte-
siano comienza su argumento con la posibilidad del error. Pareciera entonces
que el error es el primer obstaculo a vencer en contra de la posibilidad del
conocimiento. Desde esta perspectiva, la epistemologia muestra un interés
primordial en dar réplica al escepticismo y a sus retos, en particular al pro-
blema del error.

Una de las vias para enfrentar el reto del escéptico es desarrollar una
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teoria que garantice que donde quiera que el escéptico cite la posibilidad del
error como un argumento en contra de la afirmaciones dadas como conoci-
miento, se puede mostrar que, ain si aceptamos que las afirmaciones tienen
posibilidades de error, fallan en cuanto a tener posibilidades relevantes de
error. Algunas posibilidades de error simplemente no son genuinas: son muy
remotas, muy especulativas o, simplemente van demasiado lejos. Estas posi-
bilidades, en consecuencia, podrian ser descartadas y no ser consideradas en
adelante en el proceso de adquisicién de conocimiento. La tarea de desechar
estas posibilidades ha sido abordada desde distintos enfoques. A veces la ta-
rea es tratada mas en terminos tradicionales de epistemologia, y a veces en
términos mas formales. Tres trabajos que podriamos considerar como una
especie de “puente.®tre los enfoques usuales (o tradicionales) y los formales
son: el fiabilismo epistémico de Goldman, la epistemologia contrafactual de
Nozick y la epistemologia contextual de Lewis. Si bien Goldman, Nozick y Le-
wis son filésofos tradicionales, las teorias antes mencionadas proponen ciertos
procesos, lo que de alguna manera coincide con la elaboracién de teorias y/o
herramientas de tipo formal.

El fiabilismo de Goldman (1979, 1986) reconoce las capacidades cogni-
tivas limitadas del agente. La idea de esta propuesta es intentar resolver el
problema de Gettier a partir del analisis del concepto de conocimiento en
otros términos (en términos causales). De acuerdo al fiabilismo epistémico,
no es necesario que los métodos de adquisicién del conocimiento sean infa-
libles. Esto implica que aun cuando los seres humanos somos propensos a
equivocarnos, existen procesos cognitivos de elaboracion de creencias en los
cuales podemos confiar, pues éstos tienden a producir creencias verdaderas.
Otra propuesta de tipo falibilista es la de Nozick.

El objetivo del analisis contrafactico de conocimiento presentado por No-
zick (1981) es evitar la Gettierizacién, dando asi buenas razones para defender
que el conocimiento es posible. Se podria decir que de cierta manera, la defini-
cién dada por Nozick, evita (en el mismo sentido que lo hace la propuesta de
Goldman) tener que dar una justificacién del conocimiento bajo los esténda-
res puestos por el escéptico. Nozick cree que los condicionales contrafacticos
ponen de manifiesto un aspecto importante de nuestra comprension intuitiva
del conocimiento, asi pues, el agente sélo requiere tener éxito en todos los
mundos posibles suficientemente cercanos al mundo actual. Un ultimo ejem-
plo que presentaremos de conocimiento falibilista es la nociéon contextual de
Lewis.

El método de Lewis no parte del reto escéptico. La epistemologia contex-
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tual supone el conocimiento de una gran cantidad de cosas en una variedad
de diferentes contextos. Los interlocutores de una conversacién determinan
qué mundos posibles son reales o relevantes y también por qué o cuando. El
conocimiento que se posee en un momento dado puede evaporarse si cambia
el contexto, pero en cualquier caso, el punto es que tenemos conocimiento
y la epistemologia parte de ahi, no de la ignorancia o de la demostracion
de la mera posibilidad del conocimiento. Lo que necesitamos para obtener
conocimiento son reglas dictadas por el actual contexto (conversacional) pa-
ra descartar los mundos posibles y que entonces sea posible describir como
evitamos el error y ganamos verdad en los mundos posibles restantes. En los
tres ejemplos presentados pareciera que la nocién de conocimiento determi-
na también una nocién de relevancia para los estados de cosas en los cuales
evaluamos el conocimiento. Al ser falibilistas las tres propuestas, la nociéon
de relevancia parece descartar aquellos mundos en los que somos enganados
por un genio maligno, somos cerebros en cubetas, etc. Por ejemplo, en el caso
de Goldman podemos decir que aquellos estados epistémicos en los cuales las
creencias no son producto de procesos cognitivos fiables, resultan irrelevantes
para lo que consideramos conocimiento. Todas aquellas creencias producto
de alucinaciones o enganos entrarian dentro de esta clasificacion.

Por el lado de los tratamientos formales, existe una serie de propuestas
epistemoldgicas que comparten la estrategia de establecer una nocién de re-
levancia para los estados desde los cuales evaluamos el conocimiento. Las
afirmaciones del conocimiento pueden ser depuradas por restricciones alge-
braicas definidas por la relacién de accesibilidad entre mundos posibles (como
veremos en el capitulo 2), lo cual parece ser el fundamento de las técnicas
mencionadas en los parrafos anteriores y en general, el fundamento para la
logica epistémica.

La l6gica epistémica se origina con Von Wright (1951) y fue propuesta més
notablemente por Hintikka (1962). Las propiedades algebraicas de la relacién
de accesibilidad entre mundos posibles pueden ser definidas de tal modo que
el escéptico no tenga a dénde ir. La idea basica es que cuando un agente
se encuentra frente a un problema de aprendizaje epistémico, el problema
determina un conjunto de mundos posibles en cada uno de los cuales el
agente ha tenido éxito en solucionar el problema y ademés ha adquirido
conocimiento.

Una propuesta mas que cabe en el enfoque aqui presentado de epistemo-
logia formal es la presentada por Hendricks (2001), a la que llamé epistemo-
logia de operador modal. La epistemologia de operador modal es una mezcla
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de un modo epistémico y logica alética con algunos conceptos surgidos de la
logica computacional. Fue desarrolllada con el objetivo de estudiar la validez
de crear limites para el conocimiento convergente (Hendricks 2001). A fin de
encontrar este limite, el agente tiene que converger a la hipdtesis verdadera
solo en los mundos posibles consistentes con lo que se ha observado hasta
ahora. Segin Hendricks (2007), la epistemologia puede ser presentada de dos
diferentes maneras:

» La aproximacién tradicional (mainstream), que busca condiciones de
necesidad y suficiencia para la atribucién de conocimiento utilizando
ampliamente consideraciones de sentido comun, asi como ejemplos y
contraejemplos muy particulares vy,

= la aproximacion formal, que incluye epistemologia logica, epistemologia
computacional y epistemologia de operador modal; ésta utiliza procesos
axiomaticos o se concentra en el aprendizaje o la adquisiciéon de cono-
cimiento, utilizando herramientas de légica y teoria de la computacion.

Lamentablemente, estas dos tradiciones no se han puesto mucha atencién
una a la otra, pero ambas utilizan en el sentido aqui planteado el mismo
tipo de técnica (revisar las creencias y descartar el error), para combatir el
escepticismo.

1.2. La justificacion como proceso

El segundo debate en epistemologia contemporanea que utilizaremos para
motivar nuestro enfoque formal se centra en la parte de justificacién del anali-
sis tripartito de conocimiento. Desde hace tiempo, los filésofos han trabajado
en la nocién de conocimiento con el fin de evitar la “gettierizaciéon” (Gettier
1963) y otras dificultades epistémicas. Se supone que la condicién de jus-
tificacion asegura que las condiciones de verdad y creencia de la definicion
tripartita estan “conectadas adecuadamente”.

Las estrategias estandar para perfeccionar esta nocién de conocimiento
han sido agregar requisitos a la condicion de justificacion, o complementarla
con una cuarta condicién. A lo largo de los anos han surgido diversas teorias
que proponen agregar una cuarta condicién; algunas de ellas resuelven el
problema original de Gettier y otras no, pero en cualquier caso, lo que suele
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ocurrir es que surgen nuevos cuestionamientos derivados del problema origi-
nal (Dancy 1993). Esta es entre otras, una razén por la cual una propuesta
fiabilista puede resultar muy atractiva; pues en lugar de anadir condicio-
nes (lo que muy probablemente anadiria probremas), pretende modificar la
definicién tripartita de conocimiento vinculando las nociones de creencia y
de verdad con la nocion de justificacion. Esto es, entendemos una creencia
como resultado de un proceso cognitivo y decimos que una creencia esta jus-
tificada, cuando el proceso que la genera es un proceso fiable. La fiabilidad
se da cuando el proceso tiende a generar creencias que resultan verdade-
ras. Aunque Goldman es el epistemologo “fiabilista” por antonomasia, no es
el tnico que ha desarrollado teorias en este sentido. Muchos epistemologos
contemporaneos también han intentado dar una nocién de justificacion en
términos de fiabilidad con el fin de resolver los problemas de Gettier. Nozick
(1981), por ejemplo, insiste en una estrategia més “radical.?pelando a un
procedimiento altamente fiable que a pesar de variaciones en sus condicio-
nes relevantes, sea conducente a la verdad, utilizando para esto condicionales
contrafacticos. Notemos que aun cuando haya distintas concepciones de lo
que “fiabilidad”significa, todas las propuestas de este tipo coinciden en que
el criterio recae sobre el proceso mediante el cual se produce la creencia. Este
enfoque sugiere de manera natural un tratamiento formal del concepto de
justificacion. Como Hendricks (2006) dice:

La condiciéon de la justificacion en epistemologia, equivale a la
metodologia vista como el estudio sobre cémo la ciencia llega a sus
enunciados, es decir, sobre cémo las creencias estan justificadas
por los canones, normas o recomendaciones y el funcionamiento
interno del método aplicado, o el agente en cuestién.

En filosofia de la ciencia, por ejemplo, la metodologia es la que se en-
carga del estudio de la naturaleza de la justificacién y su conexion con la
racionalidad. La metodologia puede ser (someramente) caracterizada como
el estudio de los métodos (o procesos) mediante los cuales la ciencia accede
a sus verdades postuladas. Los metodologistas, asi como los filésofos de la
mente formales, cuentan con una amplia gama de herramientas para analizar
e, idealmente, poder garantizar que los métodos utilizados en la ciencia sean
conducentes a la verdad. Estas técnicas van desde varias logicas inductivas y
no monotonicas, hasta el bayesianismo; desde la teoria de juegos y la teoria
de revisién de creencias, hasta la teoria del aprendizaje formal, y asi sucesi-
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vamente. Fn cierto sentido, el discurso de un filésofo “tradicional”sobre justi-
ficacion es equivalente al de un filésofo “formal”sobre metodologia. Asi pues,
una de las tareas de este trabajo es utilizar un método fomal para estudiar
un fenémeno epistémico en el contexto de un juego, y de esta manera ofrecer
una clara justificacién para las creencias verdaderas a las que intuitivamente
denominariamos como el conocimiento en el juego.

Entre otras virtudes, un tratamiento formal podria proporcionar algin
tipo de claridad a la nocién de justificacién. En este sentido, la metodologia
puede ser un recurso para aumentar la claridad del concepto. Para Bonjour
(1976) una teorfa epistemolégica adecuada debe establecer una conexién en-
tre como da cuenta de la verdad y cémo da cuenta de la justificacién, es decir,
debe mostrar que la justificacién -como la plantea la teoria- es conducente
a la verdad (p.75). Una labor central en filosoffa de la ciencia es estudiar
la conduccion a la verdad del método. Si bien estas cuestiones se relacio-
nan directamente con el status epistémico del método, también es cierto que
llevan indirectamente a la naturaleza de la justificacién racional. Si el uso
del método conduce a la verdad, entonces, dada la relacion entre el méto-
do y la justificacion, la garantia que proporciona el método también es una
garantia para la verdad (Sankey, 1999). Independientemente de que acepta-
mos o no la interpretacién que da Hendricks del papel heuristico que juegan
las teorias formales en una nocién fiabilista de justificacién, la herramienta
formal nos proporciona una salida para resolver dos de los cuestionamientos
que se le presentan a estas propuestas. Estos son, el problema de cuando
sabemos que un proceso es fiable y el problema de la individuacién de proce-
sos. Revisar un proceso cognitivo con mecanismos como logica epistémica o
revision de creencias puede determinar cuando &dste es fiable. Ademas, dado
que una creencia puede ser el resultado de diversos procesos, un mecanismo
formal puede ayudar a especificar exactamente de qué proceso es resultado
una creencia dada.

Lo mencionado en el parrafo anterior es muy claro en el caso del sudo-
ku: no dirfamos que tenemos un buen método si éste no nos conduce a la
solucién del juego (que puede ser descrita por un conjunto de proposiciones
verdaderas). Por otro lado, cuando el agente resuelve un juego de sudoku, en
general no estd siguiendo un procedimiento formal, pero un modelo de légica
epistémica que distinga las conjeturas del conocimiento, si puede determinar
qué tan fiable es el proceso mediante el cual el agente resuelve el juego. Es
muy importante para los objetivos del presente trabajo marcar la distincion
entre un método para solucionar el juego (que no es lo que haremos, ya que
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esto serfa materia de un problema matematico y hay bastantes resultados
al respecto en teoria de la computacién), y uno que nos proporcione infor-
macién acerca de las creencias en el juego; por ejemplo, que nos permita
distinguir creencias de conocimiento. Hablando en términos de comocimien-
to y del modelo que presentaremos en el capitulo 4, el modelo debe mostrar
que la interaccion entre nuestras diferentes creencias conduce a proposiciones
verdaderas que son las que constituyen nuestro conocimiento final. Lo impor-
tante es determinar entonces qué elementos deben componer el método para
conseguir el objetivo. Por ejemplo, en el sudoku (como en muchos otros ca-
sos) el error juega un papel importante en el camino hacia el conocimiento.
Una creencia incorrecta, (por ejemplo “El ntiimero 5 corresponde a la casilla
ijk”) en si misma no aporta nada, pero una vez que somos conscientes de que
la proposicion es falsa, las posibilidades se van reduciendo de manera tal que
dicho procedimiento nos llevara a darle estatus de conocimiento a una propo-
sicién (verdadera) del tipo “El nimero n corresponde a la casilla ijk”donde
n # 5. Asi pues, parece que las proposiciones en el sudoku quedaran justi-
ficadas por la fiabilidad del método con el que determinemos su verdad, es
decir, por lo “bien hecho” (coherente, preciso, exhaustivo, etc.) del modelo.
Por ejemplo, una de las condiciones que este modelo debe de cumplir, es la
de dar cuenta de qué proposiciones, por el hecho de ser falsas, no se deben
formular, lo que en el juego se traduce en jugadas que no se pueden realizar.

1.3. Epistemologia formal

Otra diferencia metodolégica caracteristica de un tratamiento formal en
epistemologia es que el enfoque aborda los problemas “por partes”. Una cier-
ta cantidad del entendimiento conceptual es presupuesto, o ciertos parame-
tros conceptuales se fijan desde el comienzo. Los parametros que se fijan
pueden ser muy variados: el objetivo epistémico, la actitud, el método, la
fuerza (o validez) del conocimiento o de la creencia, etc. Incluso, pueden ser
combinaciones de estos elementos. Tener estos parametros fijos, mas la es-
tructura adicional impuesta por el aparato formal elegido (légica, teoria de
aprendizaje, teoria de la probabilidad, teoria de juegos, revision de creencias,
etc.) da lugar a un modelo formal de investigacién. En este modelo, nociones
particulares como validez, fiabilidad, computabilidad, y racionalidad son na-
turalmente seleccionadas por el andlisis formal. La idea es entonces estudiar
lo que se sigue a partir del modelo con respecto a los conceptos que nos in-
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teresan. Aun cuando los resultados de este analisis conceptual parcial en un
marco formal, pueden no aportar nada al concepto global de conocimiento,
es posible que nos proporcione informacion acerca de la estructura de los
componentes que integran dicho concepto. De esta manera, diversos traba-
jos que en principio parecen estar alejados del verdadero objeto estudio de
la epistemologia, aportan elementos y arrojan luz a cuestiones que resultan
relevantes en el estudio de los fendmenos epistemolégicos.

En las ultimas dos décadas, la epistemologia formal ha cobrado impor-
tancia en distintos departamentos e institutos de investigaciéon en el mundo.
La epistemologia formal se ocupa de temas tanto de la teoria tradicional del
conocimiento, como de la epistemologia moderna de las creencias (conside-
rando a las creencias como conjuntos de proposiciones). Para abordar estos
problemas se hace uso de diversas herramientas formales de la légica y las
matematicas. Por ejemplo, en el Departamento de Filosofia de la Universidad
de Constanza hay actualmente un proyecto llamado “Formal Epistemology”.
Este proyecto se divide en tres partes: creencias y su revision, grados de
creencia y creencia, y revision de creencias en légica dindmica epistémica.

La revisién de creencias (que veremos a detalle en el capitulo 3) es el
proceso mediante el cual revisamos nuestros conjuntos de creencias a partir
de nueva informacién (que se presenta en forma de proposiciones). La revisién
de creencias es una teoria epistémica, donde por teoria epistémica entendemos
un mecanismo conceptual que sirve para estudiar los cambios de conocimiento
y creencias de un agente racional. Presentar los componentes de una teoria
epistémica podria ayudarnos a entender la relaciéon que hay entre nuestras
intuiciones y las cuestiones tratadas tradicionalmente, y un aparato formal
que pretende abordar problemas de epistemologia. Tenemos entonces que los
componentes de una teoria epistémica son:

» Estados Epistémicos: Los estados epistémicos son usados para represen-
tar el estado actual, o posibles estados cognitivos de un agente racional
en un determinado momento. Un estado epistémico se dice en equilibrio
si satisface los criterios de racionalidad.

= Actitudes Epistémicas: Son la condicién de las creencias con respecto al
estado epistémico. Por ejemplo en un modelo proposicional las posibles
actitudes serian ser aceptada, rechazada, indeterminada. En un modelo
probabilistico podrian ser probable, deseable, entre otros.

» Entradas Epistémicas: Si asumimos que el conjunto de creencias o el
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estado epistémico es internamente estable, las actualizaciones reque-
riran de un estimulo externo: las entradas epistémicas. Dichas entradas
provocaran un cambio de creencias transformando el estado epistémico
original en un nuevo estado epistémico.

= Criterios de Racionalidad: Se encuentran situados en el metanivel de la
teoria epistémica y son usados para determinar el comportamiento de
los cambios de creencias. Por ejemplo minimo cambio de las creencias
preexistentes, primacia de la nueva informacion, consistencia, entre
otros.

Adicionalmente algunos autores (eg. Dalal 1988) creen que existen prin-
cipios basicos que deberian ser adoptados en toda teoria epistémica:

= Concordancia de la representaciéon: La representacién de un estado
epistémico después de producido un cambio de creencias debe ser del
mismo tipo que la representacion del estado epistémico antes del cam-
bio.

= Imparcialidad: Si existen varios estados epistémicos candidatos como
posibles resultados de una funciéon de cambio, entonces ninguno de ellos
debe ser elegido arbitrariamente como resultado.

Si la nueva informacién es compatible con la totalidad de las viejas creen-
cias, simplemente debemos anadirla al conjunto. El caso més interesante es
cuando la nueva informacién es incompatible con las viejas creencias. En este
caso, las reglas de actualizacion tales como la condicionalizacién estricta se
colapsan. Entonces surge la cuestién de como combinar las viejas y las nuevas
creencias. Un problema que presenta la revision de creencias es que parte del
supuesto de que nosotros revisamos nuestras creencias si y solo si existe una
contradiccién légica dentro del conjunto, cosa que no siempre es cierta.

El estudio de los grados de creencia tiene una parte cualitativa que se
enfoca en la nocién categérica de cierto tipo de creencias (las creencias de
si-o-no) y las leyes a las que éstas obedecen, asi como una parte cuantitativa
(que es la que sera tratada mas adelante) cuyo interés son los grados de las
creencias y las leyes que éstos deben obedecer. El objetivo del proyecto De-
grees of Belief and Belief del Departamento de Filosofia de la Universidad de
Constanza es desarrollar teorias que puedan dar cuenta de estados epistémi-
cos que comprenden tanto la creencia categdrica como los grados de creencia
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y verificar la conexién entre estos dos aspectos (Foley 1992, Hawthrone &
Bovens 1999). Las teorfas de grados de creencia pueden ser relacionadas con
la plausibilidad e informatividad de una teoria (Hubert 2008). Esto es, que
una hipoétesis es aceptable si es plausible y suficientemente informativa. Por
ejemplo, las tautologias, mientras que son maximalmente plausibles, son tam-
bién poco (o nada) informativas para merecer ser llamadas aceptables. Por
otro lado, una hipétesis completa puede ser altamente implausible. Teorias
tales como la de la probabilidad subjetiva analizan toda la gama que existe
entre estos dos extremos.

Al igual que la revision de creencias, la l6gica modal epistémica también
ha proporcionado un campo fértil en el que se pueden estudiar problemas
epistemoldgicos (entre otros). Los estados epistémicos tales como el conoci-
miento y la creencia pueden ser modelados con logica epistémica. Si agrega-
mos un componente dinamico obtenemos logica dinamica epistémica, la cual
nos permite representar estados epistémicos y acciones de multiples agentes
(van Ditmarsch & van der Hoek & Kooi 2007). Recientemente, han surgi-
do diversas propuestas para la revisiéon de creencias que incorporan logica
dindmica epistémica (e.g. van Benthem 2007), lo cual proporciona recursos
para estudiar ademas de los estados epistémicos, las dinamicas entre ellos,
capturando cuestiones como la actualizacién de la informacién de los agentes.

Dada su importancia en el contexto de la epistemologia formal, y que
sera la herramienta que utilizaremos para modelar el conocimiento en el su-
doku, en el capitulo 3, presentaremos un panorama detallado sobre légica
modal epistémica. Este tratamiento nos permitira ver cémo esta herramien-
ta nos permite capturar condiciones epistemolégicas complejas como son el
conocimiento compartido y el conocimiento comun.

Antes de entrar en materia con las cuestiones formales, es pertinente
detenernos un poco para discutir qué queremos decir cuando utilizamos ex-
presiones como modalidades o mundos posibles.

1.4. La modalidad desde el enfoque usual

Las nociones contemporéaneas de conocimiento se presentan con frecuencia
en versiones modales. Esto es porque el conocimiento es definido con respecto
a posibles estados de cosas distintos al estado de cosas actual. De esta mane-
ra, los enfoques tradicional y formal de la epistemologia han convergido en
definiciones de conocimiento con respecto a otros mundos posibles. Como lo
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senala Hintikka en (2003), “Con el fin de de hablar de lo que una persona a
sabe y no sabe, tenemos que suponer una clase (“espacio”) de posibilidades.
Estas posibilidades serdn llamadas escenarios. Los filésofos tipicamente los
llaman mundos posibles.” (p.19).

Una vez que contamos con el recurso conceptual de los mundos posibles, es
necesario establecer criterios que nos ayuden a determinar cuales de ellos de-
ben ser considerados relevantes para tener éxito epistémico. Por ejemplo, una
nocion clasica de infalibilismo requiere que el agente, con el fin de tener cono-
cimiento acerca de una hipotesis, deba estar capacitado para eliminar todas
las posibilidades de error asociadas a la hipotesis en cuestién. El problema es
que al pensar en cosas tales como “El conjunto de todos los mundos posibles
tales que...”, el asunto podria volverse inmanejable. Estas clases podrian ser
tan grandes que podrian incluso salirse de la categoria de los conjuntos. Pero
ademas, es claro que no sélo se trata de algo que podria ser conceptualmente
complicado, sino que seguramente es innecesario. Es claro que gran parte de
esas clases estd constituida por mundos tan extranos y extravagantes que
quedan realmente lejos del mundo actual y que tener conocimiento de lo que
en ellos ocurre podria no ser mas que una pérdida de tiempo. Suponiendo que
fuera posible, si estos mundos fueran considerados relevantes todo el tiempo,
el escéptico tendria ahi un recurso constante para cuestionar la posibilidad
de conocimiento. Parece entonces que la epistemologia se ve orillada a acep-
tar una nocién falibilista de conocimiento (pues el agente podria no tener la
posibilidad de demostrar cuestiones como que la proposicion p es verdade-
ra en todos los mundos posibles, incluso en aquél en donde todo lo falso es
verdadero). Sin embargo, algunos epistemologos podrian seguir sosteniendo
que una nocion falibilista no puede calificar como conocimiento en el mas
amplio sentido de la palabra (pues el conocimiento implica la verdad de lo
que se cree). A lo més calificarfa como una descripcién de cémo es aquello
que en la practica consideramos conocimiento. Pero si aceptamos una nocién
infabilista de conocimiento, éste no puede ser definido respecto a todos los
mundos posibles. Si aceptamos una definicion en términos de mundos posi-
bles, ésta debe ser infalibilista y sigue pendiente la tarea de buscar criterios
que puedan determinar cudles son los mundos irrelevantes. Aqui es donde al-
gunos epistemdlogos (tradicionales y formales) ejercen su labor mediante la
creacién de procesos que sirven como “depuradores”del error que finalmente
nos proveen de una gran variedad de teorias en epistemologia. El principio
general de estos procesos podria verse de esta forma:
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Si el escéptico cuestiona la posibilidad del conocimiento a partir
de la posibilidad del error, el reto es mostrarle que las posibilida-
des de error fallan en ser genuinas en el sentido de su relevancia.
Donde la relevancia esta dada por el contexto de la teoria episte-
moldgica.

El enfoque también tiene que ver con los términos en los que se dan los
mundos relevantes. Por un lado, se pueden buscar condiciones que deter-
minen el conjunto de los mundos relevantes como subconjunto de todos los
mundos posibles. En general, los 16gicos y epistemologos formales definen
una relacion de accesibilidad dentro del producto cartesiano del universo de
mundos posibles. Lo deseable es que no haya una distinciéon importante entre
relevancia y accesibilidad. Un epistemdlogo informal por ejemplo, darfa la re-
levancia en términos de condiciones de equivalencia perceptual, o proximida-
des contrafacticas (Lewis 1973,Stalnaker 1968), o contextos conversacionales
que circuscriban a los mundos posibles, mientras que un epistemologo formal
o un légico, mediante las variaciones de las propiedades de la relacion de
accesibilidad (reflexividad, serialidad, transitividad, etc.) obtiene diferentes
sistemas modales epistémicos validos cuyo objetivo es determinar justamente
los mundos relevantes relativos a nuestros intereses.

Hemos argumentado a favor de una nocién fiabilista del conocimiento,
proponiendo también una solucién al problema de céomo determinar que
un proceso cognitivo es fiable. Los sistemas formales sirven para evaluar en
qué medida los razonamientos producen creencias verdaderas. Por ejemplo,
un sistema logico puede determinar si los procesos inferenciales son correc-
tos. Asi mismo (aunque aqui no desarrollamos este punto), este tipo de pro-
cedimientos parecen disponer de elementos capaces de individuar procesos
cognitivos. Entonces, hay razones para pensar que trabajar en el desarrollo
de estrategias formales podria robustecer de manera importante las posturas
fiabilistas en epistemologia.

La herramienta formal nos permite dar una respuesta al cuestionamiento
del escéptico acerca de como podemos hacer afirmaciones de conocimiento
dado que siempre existe la posibilidad del error; herramientas formales como
teoria de juegos (en particular drboles de decision), revisiéon de creencias,
etc., proponen ejecutar acciones concretas que abren paso al conocimiento,
una vez que se detectan las creencias incorrectas (proposiciones falsas).

La construccién de un modelo formal (utilizando una légica multimo-
dal epistémica trivaluada) para estudiar el conocimiento en el sudoku que
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presentaremos en el capitulo 4 satisface las motivaciones planteadas en este
capitulo. Por un lado, el sistema modal permite determinar, dado un proceso
cognitivo para resolver el sudoku, el grado en el que éste arroja verdades.
Por otro lado, el modelo apunta a que en una segunda etapa podremos de-
terminar la funcién que el error (las conjeturas falsas) tiene en el proceso de
adquisicion de conocimiento dentro del juego.

La evidencia presentada juega un papel a favor del uso de sistemas for-
males en la investigacion de fenémenos epistémicos. Un trabajo posterior
seria generalizar el modelo construido para el caso del sudoku y llevarlo a
contextos mas relevantes en el campo de la teoria de la computacién y de la
epistemologia.
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Capitulo 2
Logica modal epistémica

La logica modal es una de las herramientas formales que mas se ha po-
pularizado durante los 1dltimos anos. La razon es, entre otras cosas, que ha
tenido grandes alcances en diversas disciplinas. Por ejemplo, uno de sus lo-
gros es que ha resultado sumamente 1til en la modelaciéon del conocimiento.
A la logica modal utilizada con este fin se le conoce como légica epistémica.
El principal objetivo de la 16gica modal epistémica es crear un lenguaje con el
cual se puedan expresar las creencias, el conocimiento, y sus interacciones en
un contexto dado. En este capitulo presentaremos la sintaxis y la semantica,
asi como algunos ejemplos y observaciones acerca de estos sistemas.

Como se menciona en la introduccion, el conocimiento juega un papel de-
terminante en las decisiones que se toman, tanto en la vida cotidiana, como
en el quehacer cientifico. Pero en ocasiones, las decisiones no sélo dependen
del conocimiento que tenemos de los hechos, sino también del conocimiento
que tenemos acerca del conocimiento (o creencias) que tienen otros agentes.
Los juegos ejemplifican muy bien esta situacién. Por ejemplo, en el pdkar,
la idea que existe detras del bluffing, es generar creencias en el resto de los
jugadores acerca de nuestro propio conocimiento de la situacion del juego.
Un caso similar ocurre en economia cuando las operaciones bursétiles son
determinadas a partir no sélo de lo que se sabe, sino de lo que se cree (o
se sabe) que otros agentes saben. La légica epistémica nos permite razonar
acerca del conocimiento; sus alcances llegan no sélo a dar cuenta del conoci-
miento que tenemos acerca de los hechos, sino también del conocimiento que
poseemos acerca del conocimiento (o creencias) que poseen otros agentes. Un
lenguaje que nos permita expresar hechos acerca del mundo, y que también
nos permita expresar el conocimiento que cada agente tiene acerca de estos

15
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hechos resulta muy 1til para estudiar casos como los mencionados.

Hacer la distincién entre los hechos del mundo y el conocimiento que ca-
da agente tiene de ellos implica que, dado un hecho, no necesariamente cada
uno de los agentes tiene conocimiento acerca de él. En estos casos, cuando
el agente no sepa si una proposicion es verdadera o falsa en alguna situa-
cion particular, considerara posible un mundo en el cual dicha proposicién
es verdadera, pero también considerara posible otro mundo en el cual la pro-
posicién es falsa. Si su incertidumbre no es sélo respecto a un hecho sino a
varios, considerara posibles una mayor cantidad de mundos. La seméntica de
mundos posibles pretende describir este tipo de situaciones.

2.1. Mundos posibles

La mayoria de los intentos de modelar el conocimiento se han basado en
el modelo de los mundos posibles (Hintikka, 1962). En 16gica proposicional
clasica, para determinar cuando una férmula es falsa o verdadera, es necesario
verificar el valor de verdad de cada una de las proposiciones atémicas que
la componen. Férmulas tales como “Esta soleado en la Ciudad de México y
esta lloviendo en Londres” reciben un valor de verdad de acuerdo al valor
de verdad de las proposiciones “Esta soleado en la Ciudad de México” y
“Esta lloviendo en Londres”.

Supongamos que estd soleado en la Ciudad de México y un agente A se
encuentra ahi. El agente A sabe entonces que esta soleado en la Ciudad de
México, pero no sabe si esta lloviendo o no en Londres. El agente A considera
posible la situacion en la cual esté soleado en la Ciudad de México y esta llo-
viendo en Londres, pero también considera posible la situaciéon en la cual
esta soleado en la Ciudad de México y estda nevando en Londres. Lo tnico
que A sabe de hecho, es que estd soleado en la Ciudad de México (que es lo
unico que él puede asegurar que es verdadero en las dos situaciones que con-
sidera posibles). Podemos decir que, intuitivamente, entre menos situaciones
considere posibles el agente A, menor sera su incertidumbre acerca de cual
es la situacion real. Esta es la nocion de mundos posibles que Hintikka pre-
sent6 en 1962 con la finalidad de estudiar situaciones en las cuales un agente
no estd seguro acerca de cudl es la situacion real en la que se encuentra. Esta
presentacion es muy 1util para describir una situacién en un tiempo t no sélo
en términos de las proposiciones que son verdaderas en t, sino también, en
términos de lo que el agente sabe acerca de estas proposiciones. Dado enton-
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ces un conjunto de proposiciones atémicas, podemos describir qué es lo que
sabe un agente acerca de estas proposiciones mediante un conjunto de mun-
dos posibles (en cada uno de los cuales son ciertas o no estas proposiciones),
asi como relaciones entre estos mundos (que nos dicen cuando un mundo es
compatible con el conocimiento de un agente).

A continuacién presentaremos el lenguaje clasico de la 16gica modal epistémi-
ca. Es pertinente senalar que la formulacion original (Hintikka, 1962) esta pen-
sada para un solo agente. En el caso del modelo del conocimiento en el sudoku
tampoco es necesario considerar una logica multiagente, sin embargo, aqui la
presentamos por que ésta juega un papel importante en los tratamientos
actuales de epistemologia formal.

2.2. Sintaxis

El lenguaje clasico de la légica modal epistémica (LE) se construye a
partir de:

= Un conjunto de proposiciones atémicas (denotado como ®) en cuyos
términos es posible describir el mundo sobre el cual deseamos que los
agentes razonen.

= Un conjunto de agentes (comtinmente denotado como A).

= Un operador modal K; para cada agente i € A, y los conectivos l6gicos
— (negacion) y V (disyuncion).

Este lenguaje se define formalmente de la siguiente manera:

Definicién 2.2.1 (Lenguaje de la ldgica epistémica LE). Las formulas que
conforman el lenguaje de la logica modal epistémica LE se construyen a partir
de un conjunto numerable no vacio de formulas atomicas ® y un conjunto
finito de agentes A siguiendo las reglas que se muestran a continuacion:

TeLE
Sipe® entonces p e LE
St e LE entonces —p € LE

St p e LE yyv e LE entonces pV Y € LE
Siie AypeLE entonces Kype LE
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En notacion BNF, las formulas @ € LE se definen con las siguientes
reglas:

pu=T|pl-p| (V)| Kg
Dondepe ®,i € Ay yp,p e LE.

La formula T representa la formula que siempre es verdadera, —p repre-
senta la negacion de p, (p V ) representa la disyuncion de ¢ y 1, y K;¢
expresa “El agente i sabe ¢”.

Como podemos observar, el lenguaje £E es un conjunto que se forma
a partir de la proposiciéon T, las proposiciones atémicas p € @, y que es
cerrado bajo la disyuncion, la negacion y los operadores modales K; para
cada agente i € A. Las conectivas 16gicas A, —, <> (conjuncién, implicacién y
doble implicacién respectivamente) y los operadores modales P (posibilidad)
y E (todos saben)se definen como:

L =gey 0T
(P AY) Zaer =(mp V)
(0 = V) Zaer (V)
(0 < V) Zaer (¢ = V) A (¥ = @)
Pip =gy 7K~

Epp =gey /\ Ko
icB

Las conectivas A, — y < tienen el significado habitual, las formulas del
tipo P;p intuitivamente significan “No es cierto que el agente i sepa que no se
cumple ", otra posible interpretacion es “El agente ¢ considera posible ¢”.
Finalmente, las formulas de la forma Ezp se leen como “Todos los agentes que
pertenecen al conjunto B saben ¢ (donde B es un subconjunto del conjunto
de agentes A).

Como podemos notar, sintacticamente, lo inico que le hemos agregado
a la légica proposicional clasica es el operador modal K; para cada agente
i € A. Como mencionamos anteriormente, cada férmula de la forma K;p se
lee como B! agente i sabe (conoce) ¢”. Por ejemplo:

K;p El agente i sabe ¢.
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Ko N K1 El agente ¢ sabe ¢ y el agente j sabe ).
K;(p — 1) El agente i sabe que ¢ implica .
Ko N =Ko El agente ¢ sabe ¢ y no es cierto que el agente j sepa ¢.

El lenguaje tiene la ventaja de que podemos expresar conocimiento de
ordenes superiores. Es decir, no sélo podemos expresar lo que un agente sabe
acerca de los hechos, sino también lo que él sabe acerca de lo que los otros
agentes saben.

K;p El agente 7 sabe ¢.

K;K;p El agente 7 sabe que el agente j sabe que ¢.

K;KjpN—K;K;K;p El agente ¢ sabe que el agente j sabe p, pero el agente
J no sabe que el agente ¢ sabe que el agente j sabe p.

- K1 N PjKp No es cierto que el agente i sepa 1, pero el agente j lo
considera posible.

Estrictamente hablando, no existe un operador analogo al operador modal
de posibilidad, pero podemos definirlo. Por ejemplo, en nuestra definicion
tenemos que:

Py =def K~

Sin embargo, es importante tener presente que su interpretacién no co-
rresponde, al menos en principio, con una nocion intuitiva de creencia. Para
el modelo del sudoku, definiremos un operador dual de conocimiento que cla-
ramente, no coincide con lo que seria una creencia dentro del juego. Esto a
primera vista, pareciera ser un punto débil de la légica modal epistémica.

La sintaxis presentada nos sirve para escribir formulas que pertenezcan al
lenguaje, asi como para dar la interpretacion intuitiva de estas férmulas. Para
determinar cuando una férmula es verdadera o falsa es necesario presentar
la seméntica de nuestro lenguaje.

2.3. Semantica

Como ya hemos mencionado, la mayoria de los trabajos realizados en 16gi-
ca epistémica parten del trabajo que Jakko Hintikka present6 en Knowledge
and Belief: An Introduction to the Logic of the Two Notions (1962). Hin-
tikka combiné sus conocimientos matematicos con las ideas de légica modal



20 CAPITULO 2. LOGICA MODAL EPISTEMICA

de von Wright en un manuscrito que fue el primero en dar una semantica
clara de las nociones de creencia y conocimiento. Esto no sélo puso fin a una
era de intentos de la filosofia por encontrar medios para debatir formalmente
estas nociones sino que también marcé el punto de partida de una nueva
era en la que, mas que el desarrollo de nuevas cuestiones epistemoldgicas,
surgieron nuevos enfoques mediante los cuales se abordaron los problemas
tradicionales.

Von Wright (1951) fue el primero en dar cuenta formal (principalmen-
te de manera sintactica) de los razonamientos acerca del conocimiento en
términos de légica modal. A principios de la década de los 60, la seméantica
de mundos posibles tuvo un fuerte auge. Uno de los primeros trabajos que se
hicieron desde esta vertiente fue el de Carnap (1946), el cual posteriormente
fue enriquecido por la nocién de accesibilidad entre mundos dada por Hin-
tikka (1957) y perfeccionado por Kripke (1963). Estas propuestas seménticas
han demostrado ser muy eficientes para interpretar nociones tan diversas co-
mo ser epistémico, ser doxdstico, ser temporal, ser dedntico, ser dindmico,
asi como aquellas concernientes a la probabilidad. Esta fue la era en la que
la 16gica modal se convirtié en una importante herramienta de razonamiento
en diversas disciplinas.

La idea de usar la semantica de mundos posibles para el conocimiento
y la creencia consiste en pensar en la informacion que un agente tiene en
términos de los mundos posibles que son consistentes con dicha informacion.
Decimos que estos mundos posibles son accesibles para el agente. Asi, el
conocimiento y la creencia pueden ser definidos en términos de estos mundos;
un agente sabe que algo es el caso, si y s6lo si es el caso en todos los mundos
que son accesibles al agente. Esta semantica para la logica epistémica nos
permite formalizar razonamientos acerca del conocimiento y la creencia. Por
otra parte, la seméantica proporciona una manera concisa para representar la
informacion de un agente, y ademas, permite anadir facilmente més agentes,
de tal manera que también es capaz de representar la informacion que cada
uno de los agentes tiene acerca de la informacién que tienen los otros.

Definicién 2.3.1 (Estructura de mundos posibles). Dado un conjunto de
proposiciones atomicas ® y un conjunto de agentes A, una estructura de
mundos posibles es una terna M = (W, R;, V') donde:

» W es un congunto tal que W # 0 y cada elemento de W es llamado un
mundo posible.
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= Para cada agente i € A, tenemos una relacion (llamada de accesibili-
dad), Ry CW x W.

s V:® = 2% es una funcion que asigna a cada proposicion atémica en
® un conjunto de mundos posibles.

En la literatura, a la estructura de mundos posibles también se le conoce
como estructura epistémica, modelo de mundos posibles, modelo epistémico
o modelo de Kripke. A la pareja (W, R;) se le conoce como marco de mun-
dos posibles, marco epistémico o marco de Kripke. Algunos autores llaman
“Marco de Kripke” a lo que acabamos de presentar como “Estructura de
mundos posibles” (e.g. Zalta 1995), es decir, al conjunto de mundos junto con
la relacion de accesibilidad y la funciéon de evaluacion.

Una de las ventajas de utilizar marcos de Kripke es que éstos pueden ser
representados de manera grafica. Cada elemento w € W es representado con
un punto un nodo, y cada relacién de accesibilidad con una flecha etiquetada
de acuerdo al agente al que corresponde. Es decir, si (wy,ws) € R; (si wq es
accesible a través de R para el agente ¢ desde w;), trazamos una flecha de
wy a ws etiquetada por 1.

Ejemplo 2.3.2 (Representacion grdfica de un marco de Kripke). Sea
M = (W, R;) un marco de Kripke tal que

W = {wy, wq, w3}

Ry = {(w1, ws3), (w1, wa), (w2, w1), (w3, w2)} y

Ry = {(w1, w2), (w2, w1), (w3, ws), (w2, ws)}-

Una representacion grdafica de M puede ser la siguiente:
A/Z\A
(=)

Figura 2.1: Marco de Kripke
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El valor de verdad de las formulas de logica epistémica esta determinado
por la estructura de mundos posibles (a diferencia de la légica proposicional
en donde el valor de vardad de cada féormula estd determinado por el valor
de verdad de cada una de las proposiciones atémicas que la componen). El
valor de verdad de las formulas del tipo K;e se obtiene verificando el valor de
verdad de € en todos los mundos u tal que (w,u) € R;, que son precisamente
aquellos mundos que el agente ¢ considera posibles a partir del mundo real
w. El valor de verdad de las férmulas que no utilizan operadores modales se
obtiene de la misma forma que se harfa con 1égica proposicional (de acuerdo
al valor de las proposiciones atémicas) relativo a los mundos posibles en los
que se evalia. Esto quiere decir que para conocer el valor de verdad de las
formulas en LE es necesario indicar cudl de los mundos posibles es el mundo
real. A la pareja (M, w) donde M = (W, R;, V) es una estructura de mundos
posibles y w € W se le conoce como estructura puntuada. Esta estructura
nos indica cudl es la situacion real desde la que partimos. A w también se le
conoce como punto de evaluacion.

Definicién 2.3.3 (Semdntica para LE ). Definimos la relacion |= entre una
estructura puntuada (M, w) (donde M = (W, R;,V')) y una férmula ¢ € LE
(con M y LE definidos en términos del conjunto de proposiciones atdmicas
O y del conjunto de agentes A) de manera inductiva sobre la estructura
sintdctica de .

(M,w) =T

(M,w) = p si y sélo st w € V(p)

(M,w) E —p si y solo si no es cierto que (M, w) = ¢
(M. w) | (o o) siy sdlo si (M,w) |= ¢ o (M) = v
(M,w) = Kip sty sdlosi (M,u) = ¢ para toda uw € W tal

que (w,u) € R;.

dondepe ®, i€ Ay p,peLlE.

Cuando (M,w) = ¢ se dice que ¢ es verdadera en la estructura puntuada
(M, w). En el caso en que no sea cierto que (M, w) = ¢ se escribe (M, w) ¥ ¢
y se dice que @ es falsa en (M, w).

Como ya hemos mencionado, T es la proposicion que siempre es verdade-
ra, en particular, sera verdadera para cualquier estructura acentuada dada.
La semantica para las conectivas logicas — y V es la usual: ¢ es verdadera
en (M, w) siy sélo si ¢ es falsa en (M, w) y ¢ V¢ es verdadera en (M, w)
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si y so6lo si ¢ es verdadera en (M, w) o 1 es verdadera en (M, w). Para el
operador modal K; la seméantica es la siguiente: Decimos que K; es verdadera
en (M,w) siy sélo si ¢ es verdadera en toda estructura acentuada (M, u)
tal que (w,u) € R;. Es decir, el agente i sabe que ¢ es el caso en (M, w) siy
solo si ¢ es verdadera en todos aquellos mundos u que ¢ considera posibles a
partir de w.

El valor de verdad de la férmula L y las féormulas compuestas por las
conectivas A, —, <+ v los operadores modales P y E se derivan a partir de
los elementos presentados en el parrafo anterior y la definicién 2.3.3.

Definicién 2.3.4 (Satisfactibilidad y validez). Sea (M,w) una estructura
puntuada tal que M = (W, R;, V'), y sea ¢ una formula en LE.

1. Se dice que ¢ es satisfactible en M si (M,w) = ¢ para algin w € W.

2. Se dice que ¢ es satisfactible si es satisfactible para alguna estructura

M.

3. Se dice que ¢ es verdadera en M si (M, w) |= ¢ para todo w € W. En
este caso usaremos la notacion

My

4. Se dice que p es vdlida si es verdadera para cualquier estructura M.
En este caso usaremos la notacion

F o

Ejemplo 2.3.5 (Modelo de una situacion utilizando ldgica epistémica). Re-
tomando el ejemplo de 2.1 consideremos las siquientes proposiciones:

p= “Bstd soleado en la Ciudad de México”

q= “Estd lloviendo en Londres”

Y las siguientes situaciones que el agente i considera posibles:

FEstd soleado en la Ciudad de México y estd lloviendo en Londres (deno-
taremos esta situacion con w ).

FEsta soleado en la Ciudad de Mézico y no estd lloviendo en Londres (de-
notaremos esta situacion con u).

La incertidumbre de 1 respecto a si estd lloviendo o no en Londres puede
representarse con el modelo (M, R;, V). Donde
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» W ={w,u}
" R = {(w7 w)? (w7 u>’ (U, w)v (uvu)}
» Vi® —2W tal que V(p) = {w,u},V(q) = {w}

Podemos representar M grdficamente de la siguiente manera:

CCOH=C

Figura 2.2: Modelo (M, R;, V')

Notemos que dado este modelo y considerando a w el mundo posible que
describe la situacion real, tenemos que:

» (M, w) = K;p El agente i sabe que estd soleado en la Ciudad de Mézxico
ya que en los dos mundos que considera posibles (w y u), la proposicion
p es verdadera.

» (M,w) = ~KigAN—K;—q El agente i no sabe si en Londres llueve o no,
ya que en uno de los mundos que considera posibles (en w) se satisface
q, y en el otro no.

En el cuadro 2.1 se muestra la semantica para la légica epistémica pro-
posicional.

Ya antes habiamos mencionado que una de las razones a las que se debe
el éxito que la légica modal, y en particular de la epistémica, es que dan
cuenta clara de algunas distinciones importantes. Por ejemplo, las nociones
de conocimiento comun y conocimiento compartido pueden determinarse de
manera precisa utilizando légica epistémica.

2.4. Conocimiento comun

La necesidad de expresar nociones que involucran a multiples agentes ha
conducido a la légica epistémica a presentarse frecuentemente como una 16gi-
ca multimodal (con una modalidad por agente). En el caso del conocimiento
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(M,w) ¥ L

n
N
—-

(M, w) = (g AY)
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(1,0 = 5 = ) i
ssi (

(M7 w) ): Pip ssi (M7 u) ): —Kimp
ssi (M, u) ¥ K;—p
ssi existe un u € W tal que (w,u) € R; y (M, w) ¥ —¢
ssi existe un u € W tal que (w,u) € R; y (M,w) = ¢

(M,w) | Egp ssi (M,w) = J\ Kig
icB
ssi (M, w) | K;p para todo i € B

Cuadro 2.1: Satifaccién en la logica epistémica
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en el sudoku estas nociones no seran necesarias, pues el juego involucra sélo
un agente. Es decir, dependiendo de las necesidades del fenémeno que se pre-
tende modelar es el conjunto de agentes respecto al que vamos a considerar
las modalidades. Sin embargo, es importante para los objetivos del presente
trabajo, senalar aquellos aspectos epistémicamente relevantes que logran ser
capturados por las herramientas formales que aqui presentamos.

Con el fin de motivar la nocién de conocimiento comin presentaremos el
siguiente ejemplo (van Ditmarsch, van der Hoek & Kooi, 2007).

Ejemplo 2.4.1 Dos agentes, a (Ana) y b (Beto) se encuentran uno frente a
otro. Cada uno de ellos lleva un nimero en la frente y puede ver el numero
en la frente del otro. Los nimeros son niumeros consecutivos n y n + 1 para
una cierta n € N. Ambos agentes saben esto, y ambos agentes saben que lo
saben, etc. Sin embargo, ellos no tienen ningiun tipo de conocimiento a priori
acerca de su propio numero. Consideremos las proposiciones atomicas a, Y
b, para cada n,m € N, que expresan que el nimero en la frente de Ana es
n y el numero en la frente de Beto es m.

Supongamos que de hecho az y by son verdaderas. Supongamos también
que los agentes solo ven cada uno el nimero del otro y que es conocimien-
to comin (ambos saben, ambos saben que saben, etc.) que los nimeros son
consecutivos. Podemos realizar las siguientes observaciones.

1. Kby
Ana puede ver el nimero de b.

Por la misma razon tenemos que Kpas.
2. Ka(al V ag)

Ana sabe que su numero o es 1, o es 3.

Asi mismo tenemos que Ky(by V b3).
3. K(I,Kb(bo V b2 V b4>

Esto se sigue de 2.

Similarmente, tenemos que KbKa(a; V az V as).
4. KKKy (bgV by V by)

Pues Ana sabe que lo que Beto sabe sobre lo que ella sabe, solo puede
ser a partir de lo que €l sabe sobre su propio numero y lo que €l sabe
que ella sabe acerca del nimero de Beto.
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Por una razon andloga tenemos que Ky K, Ky(by V b3V bs).

FEsta secuencia de verdades para el estado real, caracterizado por (byAas),
tiene un gran numero de consecuencias logicas para el conocimiento iterado
correspondiente a a y b. FEsto se podria ver facilmente si enumeraramos todas
las posibilidades epistémicas para los agentes.

Supongamos que el objetivo del juego es que cada uno de los agentes adi-
vine el numero que tiene en la frente. Para expresar esto introduciremos la
proposicion gana, para “Ana sabe cudl es el niimero que tiene en la frente”.
Similarmente, introducimos ganay para “Beto sabe cudl es el nimero que
tiene en la frente”.

5. Kaal VAN f(aag

Ana considera posible que su niumero sea 1, pero también considera
posible que su niumero sea 3.

De manera similar para Beto tenemos que Kyby A Kb,

6. Ku.(—gana, \ ~ganay)

Notemos que solo si uno de los numeros es 0, alguien puede saber con
certeza cudl es su propio niumero: el agente que ve el 0 sabe que €l (o
ella) tiene el 1. Ana considera dos situaciones posibles: una en la que
es cierto que a1 N\ by y otra en la que es cierto que az A\ by. Como en
ninguna de las situaciones alguien tiene el 0 en la frente, entonces Ana
sabe que no hay ganador.

Similarmente, tenemos que Ky(—gana, A —gana,).

7. E{mb}_\ag) A ﬂE{a’b}E{a’b}—\ag)

Tanto Ana como Beto saben que Ana no tiene el 5 (por que Beto sabe
que Ana tiene un 3 y Ana sabe que tiene un 1 o un 3). Sin embargo,
no todos saben que todos saben esto. Como tenemos que Ky K as: Beto
piensa que es posible la situacion en la que Ana tiene un 3 y Beto tiene
un 4, en cuyo caso, Ana podria ver el 4 de Beto por lo que consideraria
posible que ella tuviera jun 5! Lo cual no es cierto. Una vez mds, una
semantica clara puede ayudar a verificar este tipo de situaciones.

8. Etapy(mgana, A ~ganay) N —Eyq 5y Fra 5y (mgana, A ~ganay)

Aunque todos saben que ninguno de los agentes puede ganar (se sigue
de 6.), no es el caso que este hecho sea sabido por todos; Notemos que
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Ana piensa que es posible que ella tenga el nimero 1 y que Beto tenga
el niumero 2, en cuyo caso Beto consideraria posible que el nimero de
Ana fuera 1y el suyo fuera 0. Pero en este caso, Ana sabria cudl es su
propio numero: f(a_f(b(al N Kaay).

Una version de légica epistémica méas completa que la que presentamos
en la seccion anterior es la siguiente.

Definicién 2.4.2 (Lenguaje de légica epistémica con conocimiento comin
LEC). El lenguaje de la ldgica epistémica con conocimiento comiin LEC se
define siguiendo las reglas que definen al lenguaje de la logica epistémica LE
(reglas 1 a 5, ver definicion 2.2.1) mds las reglas que permites crear nuevas
formulas utilizando los operadores E y C'. Esto es:

T € L&
Sipe® entonces peLEC
Sipe LEC entonces —p € LEC

Sipe LEC yi e LEY entonces oV 1h € LEC
SiicAyypeLEC entonces K;p € LEC
SiBCAyypeLEY entonces FEgpe LEC
SiBCAypeLEY entonces Cppe LEC

En notacion BNF, las férmulas o € LEC se definen con las siguientes
reglas:

pu=T |p|-w|(pVY)| K| Egp | Cpp
Dondepe ®,ic A, BCAvyop, e LEC.

K, se leera como “El agente a sabe que ¢”.

Eyp se leera como “Todos los agentes en B saben que ¢”.

Cgyp se leera como “Es conocimiento comun entre los agentes en B saben
que ¢”.

Para definir la semantica del operador C, recordemos que intuitivamente,
el hecho de que ¢ sea conocimiento comun entre los agentes que pertenecen
a B quiere decir que ademas de que todos los agentes del conjunto B saben
v, todos saben que todos saben .

Seani€ A, BC Ay ¢ € LE®. Tenemos lo siguiente:
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= El operador modal K es en realidad un operador de necesidad en logica
multimodal (con una modalidad por agente):

Ko =gey (il

= Las férmulas con el operador F son abreviaturas (en caso de que B sea
finito):

Exp =dey /\ Kip
icB

s Fl conocimiento comun es una nocién distinta:

CBQOZ>KiQO/\KZ'KiQO/\"'/\KjKﬁO/\"'V@jEB

Definicién 2.4.3 (Semdntica para lenguaje epistémico con conocimiento comin,).
Consideremos la estructura acentuada (M,w) donde tenemos el siguiente
marco de Kripke: M = (W, R,B) con R C W x B x W, B un conjunto de
agentes, w € W, y una funcion evaluacion e : Py x W — {V, F'}. Entonces

)EDP sit e(p,w) =V Vpe P

) = Kip sit Yo e W, si(w,v) € R; entonces (M,w) = ¢

)= Egyp sit Yie BYveW, si(w,v) € R; entonces (M,w) = ¢
) = Cpp sit Yv e W, si(w,v) € Ry entonces (M,w) = ¢.

Y

Y

M
M,
M
M

g & g &8

(
(
(
(M,
La relacion Rz C W x W se define inductivamente:
w,w) € Ry siiweW

w,v) € R sii 3i € B tal que (w,v) € R;

w,v) RET sii Ju € W tal que (w,u) € R A (u,v) € Rg
w,v) € RB sii In € N tal que (w,v) € Rj.

(
(
(
(

Veamos ahora el sistema de demostracién para la légica epistémica.

Definicién 2.4.4 (Sistema de demostracion para la ldgica epistémica) Un
sistema axiomdtico para la 6gica epistémica LEC contiene los axiomas de S5
correspondientes al operador K en lugar del operador de necesidad tradicional

©).
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K Ki(p =) = (Kip = K)
T Kip—

4 Kip — KiKip

5 —Kip = KinK;p.

2.5. Propiedades del conocimiento

Como es bien sabido, la nocién de conocimiento ha sido ampliamente
discutida por siglos sin llegar a un acuerdo definitivo. Si el mismo concepto
no esta claramente definido, es facil darse cuenta de que cualquier propuesta
de formalizacién va a ser susceptible de enfrentarse a problemas relacionados
con aspectos que no logran ser capturados. Por lo anterior, es muy importante
tener claro, dada una cierta formalizacién, qué nociones son las que logra
capturar y cudles no, asi como las razones e implicaciones que tienen que ver
con dichas nociones.

Ante la cuestion que acabamos de plantear, es natural hacerse la pregunta
sobre qué tanto se apega la definicion presentada en este capitulo a la idea
intuitiva que tenemos de conocimiento. De acuerdo a la semantica presentada
en la seccion anterior, tenemos que para las formulas del tipo K;¢, un agente
conoce @ si y solo si ¢ es verdadera en todos los mundos que el agente ¢
considera posibles. Veamos dos propiedades que obtiene el conocimiento como

consecuencia de la definicién dada, revisando algunos esquemas vélidos (def.
2.3.4).

» Axioma de Distribucién (Axioma K).

(K) | (Kip A Ki(p =) = Kipp
Notemos que esta forma del axioma K es equivalente a la presentada
en la definicién del sistema de demostracién para LE€.

Demostracién. Sea K la férmula K;(p — ¢) — (K;p — K1), v sea
K’ la férmula (K;p A Ki(o — ) — K.

K — K’
1. Ki(¢ =) = (Kip — K) (hip 1)
2. Kip A Ki(p — ¢) (hip 2)
3. Ki(p — 1) (conj a 2)
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4. K;p — K;p (MP a1y 3)
5. K;p (conj a 2)
6. K;vv (MP a4yb5)

S (Ko NKi( = 9)) = K
K - K

(Kip AN Ki(p — 1)) = Ky (hip 1)
Ki(¢ = ¢) A K;p (hip 2)

Kb (MP aly2)

~KipV Kb (AD a 3)

K;p — K;1 (Equiv de la implicacién)

A

LK — ) — (K — Ki)

La interpretacion natural de este axioma es que todo agente conoce las
consecuencias logicas de su conocimiento. Si un agente sabe ¢ y también sabe
@ — 1, entonces él sabe 1. Esto es claro ya que si ¢ y ¢ — 1 son verdaderas
en todos los mundos que el agente ¢ considera posibles, entonces 1) debe de
ser verdadera en cada uno de estos mundos.

= Regla de Generalizacion del conocimiento.

Si M | ¢ entonces M = K;p

Esta propiedad expresa el hecho de que cada agente conoce toda férmula
valida en alguna estructura dada M. Recordemos que para que ¢ sea valida
en una estructura M = (W, R;, V), es necesario que (M, w) = ¢ para todo
w € W. Si ¢ es verdadera en todo en todo mundo w, entonces en particular
es verdadera en todos los mundos que el agente ¢ considera posibles por lo
que el agente debe saberla. Ahora veamos qué podemos decir respecto a la
relacién de accesibilidad entre mundos posibles.
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2.6. La relacion de accesibilidad

La relacién de accesibilidad en légica modal puede tener diferentes
propiedades. Por ejemplo, puede ser reflexiva ((w,w) € R;,Vw € W), tran-
sitiva (Si (w,u), (u,v) € R; entonces (w,v) € R;,Vw,u,v € W), eucli-
deana (si (w,u), (w,v) € R; entonces (u,v) € R;Yw,u,v € W), serial
(Vu € W Jv € W tal que (u,v) € R;), etc. Al restringir las estructuras
a aquellas cuyas relaciones sean de cierto tipo, la definicion de conocimiento
adquiere nuevas propiedades. Veamos algunas de ellas.

a) Si la relacién R; es reflexiva, entonces el mundo actual w pertenece
al conjunto de los mundos que cada agente ¢ considera posibles. Esta
propiedad es equivalente al axioma T'; al que se le conoce también como
Axioma de conocimiento o Axioma de verdad.

(T) Kip — ¢

Demostracion. Si K;p se cumple, significa que ¢ es cierto en todos los
mundos que el agente considera posibles, en particular en w. Esto tiene
consecuencia que todo aquello que el agente sabe debe de ser verdad.
|

b) Cuando la relacién es transitiva entonces se cumple el Azioma de in-
trospeccion positiva, denotado como 4.

Demostracién. Supongamos que (M, w) = K;p. Dado que K;p es
cierto en w, entonces ¢ es cierto en todo mundo accesible desde w. Es
decir, (M, u) = ¢ para todo u € W tal que (w,u) € R;. Pero como R;
es transitiva, entonces (w,v) € R; para todo v € W tal que (u,v) € R;.
Como (w,v) € R;, tenemos también que (M, v) = ¢ para todo v € W
tal que (u,v) € R;. Ya que ¢ es verdadera en cualquier mundo accesible
desde u, tenemos que (M, u) = K;p para cualquier u accesible desde
w. Por lo tanto, (M, w) = K;K;p. La interpretacién natural de lo que
dice este axioma es que el agente 7 es conciente de aquello que sabe. m

¢) Cuando la relacion R; es simétrica y transitiva entonces se cumple el
Azxioma de introspeccion negativa, denotado como 5.
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(5) "K;p = KinK;p

Demostracién. Supongamos que (M, w) = = K;p. Entonces, (M, u) =
- para un u € W tal que (w,u) € R;. Dado que R; es simétrica, en-
tonces (v,w) € R;, y como R; es transitiva, entonces (v, u) € R;. Como
(M,u) E ¢ y u es accesible desde v entonces (M,v) E —K;p. Esto
es cierto para todo v tal que (w,v) € R;. Entonces (M, w) E K;—=K;p.
La interpretacion natural de lo que dice este axioma es que el agente @
es conciente de aquello que no sabe. m

Los sistemas axiomdticos de 16gica modal (incluyendo la légica epistémi-
ca) en general incluyen el axioma K, asi como las reglas MP y N (retoma-
remos esto en el capitulo 4). Por tradicidn, los sistemas se han nombrado
de acuerdo a los axiomas que se cumplen en ellos. El sistema de demostra-
cién que hemos presentado hace que la légica epistémica sea una légica S5 (o
KT45) pues se cumplen los axiomas K, T, 4 y 5. Una observacién importan-
te es que en una légica S5 las relaciones de accesibilidad son de equivalencia,
es decir, son reflexivas simétricas y transitivas.

Reglas de inferencia:

MP w—;;b,f

Y
N R
Veamos ahora, el planteamiento formal del sistema de revisiéon de creen-
cias.
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Capitulo 3

Revision de creencias

Ahora que contamos con una herramienta que nos permite modelar el
conocimiento para un cierto conjunto de agentes, podemos hacernos la pre-
gunta de cémo la actitud epistémica de éstos cambia a través del tiempo.
En el ejemplo 2.4.1 del capitulo anterior podemos ver que tales cambios son
importantes; el estado de la informacién que cada agente posee cambia en
funcién del anuncio de cualquiera de los agentes -notemos que incluso el pri-
mer anuncio de Ana (“Yo no conozco los nimeros” = ¢- cambia su estado de
informacion: después de decir ¢ tenemos que Ana sabe que Beto sabe que
¢). Es decir, tenemos que K,Kpp (de hecho tenemos que K, K, K,Kyp, etc.).

Existen diferentes perspectivas para la revision de creencias. Podriamos
preguntarnos por ejemplo, si sélo ocurre que el agente actualiza sus creen-
cias o su conocimiento acerca del mundo, o si puede ser también que dichas
actualizaciones ocurran a partir de cambios en el mundo mismo. El estudio
en el cual el cambio se debe tinicamente a la modificacion de la informacion
que tenemos acerca del mundo (que es el caso del sudoku) es lo que en epis-
temologia formal se suele llamar revision de creencias. Cuando la razén por
la que tenemos nueva informacién se debe a cambios en el mundo (como en
el caso del dominé o del pékar) lo que tenemos es una actualizacion.

Podemos decir que los estudios formales de revisién de creencias son bas-
tante recientes. Comienzan a partir de los trabajos de los fil6sofos William
Harper (1976) e Isaac Levi (1967, 1977, 1980). Pero es hasta la década de
los 80 que se establece como un area de investigacion a partir del trabajo de
Carlos Alchurrén, Peter Géardenfors, y David Makinson (1985). Al modelo
presentado por estos autores se le conoce como El modelo AGM. Una de las
mas fuertes influencias que recibieron los autores para esta teoria fue la de los
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trabajos realizados sobre logicas condicionales, principalmente los resultados
sobre condicionales contrafdcticos presentados por Lewis (1973). El origen
de este trabajo se da a partir la confluencia de los trabajos anteriores de los
autores; Gardenfors estaba interesado en establecer una semantica para los
condicionales contrafacticos, pues queria definir reglas que permitieran eva-
luarlos sin compromiso ontolégico (pero si epistémico) (Gérdenfors 1979).
Dichas reglas fueron expresadas en términos de postulados. Por su parte, Al-
churrén y Makinson (1981, 1982) tenian como objetivo formalizar la dindmica
de los cédigos legales. Este trabajo dio origen a una nueva area de investiga-
cién y en los anos siguientes se desarrollaron nuevos modelos constructivos
para funciones de cambio, asi como una semantica: el sistema de esferas de
Grove (1988), inspirado fuertemente en la seméntica de los contraficticos de
Lewis (1973).

Un aspecto muy interesante de esta area de estudio es que en ella parti-
cipan, entre otros, filésofos que buscan un modelo para el comportamiento
de un agente racional con respecto a su dinamica de creencias, o bien pa-
ra analizar los cambios en las teorias cientificas; l6gicos interesados en los
cambios en conjuntos de proposiciones en lenguajes formales; especialistas
en derecho que buscan un modelo que represente la dinamica de las promul-
gaciones, enmiendas y derogaciones de leyes en los cédigos; investigadores de
ciencias de la computacion interesados en un modelo que formalice la nocion
de actualizar bases de datos y bases de conocimiento, etc.

Antes de comenzar con un planteamiento formal sobre la revisién de creen-
cias, veamos el siguiente ejemplo que es una variacién del ejemplo presentado
en Fermé (1999).

Consideremos el siguiente conjunto de proposiciones en lenguaje coti-
diano: p =“Maria ha nacido en Bahia de Banderas”, ¢ =“Ana ha nacido en
Bahia de Parita”, »r = “Dos personas son compatriotas si han nacido en el
mismo pais”. Supongamos que estas proposiciones son toda la informacion
de la que disponemos actualmente sobre Maria y Ana, y supongamos que re-
cibimos la siguiente nueva informacion: s =“Ana y Maria son compatriotas”.

Si agregamos la nueva informacién a nuestro conjunto de creencias, ob-
tendremos un nuevo conjunto de creencias que contiene las proposiciones
p,q, 7y s. Ademas podemos definir la operacién adicion como aquella cuyos
argumentos son, una proposiciéon y un conjunto, y que da como resultado
el minimo conjunto que incluya a ambos. Esta operacion representa el mo-
do mas simple de cambiar un conjunto de creencias, pero este proceso no
siempre resulta tan sencillo.
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Por ejemplo, supongamos que consultando un mapa descubrimos que ¢t =
Bahia de Banderas es parte de México, y u = Bahia de Parita es parte
de Panamé. Si agregamos t y w a nuestro conjunto original {p,q,r,s}, el
resultado serd un conjunto con informacién contradictoria: Ana y Maria son
compatriotas, pero Bahia de Banderas y Bahia de Parita no estan en el
mismo pais. Entonces, la adicién no esta reflejando la idea de actualizacion
consistente. Si deseamos compatibilizar la informacién previa con la nueva,
alguna parte de nuestro conjunto inicial debe ser abandonada o tal vez, la
nueva informacién debe ser rechazada (total o parcialmente). En el ejemplo
que acabamos de presentar, existen varias alternativas: podemos suponer que
la informacién acerca de los lugares de nacimiento de Ana y Maria es errénea,
o tal vez el mapa contuviera errores de impresion, quiza Ana y Marfa no son
compatriotas. Cualquiera de estas opciones nos permite resolver el problema
de incompatibilidad entre las nuevas y las viejas creencias.

Consecuentemente, podemos definir una operacién que toma como argu-
mentos un conjunto y una proposiciéon y arroja un nuevo conjunto consistente.
Este nuevo conjunto incluye parcial o totalmente nuestras creencias origina-
les y la nueva proposicion (si es que hemos decidido aceptarla). El resultado
de esta operacion de actualizacion puede ser expresado como un subconjun-
to de la operacién de adicion. Notemos que esta operaciéon de actualizacién
estd basada en dos nociones: consistencia y una seleccién entre los posibles
caminos para realizar el cambio.

Otro tipo de cambio es el siguiente. Supongamos que descubrimos que
r es incorrecta y, en consecuencia, deseamos eliminarla de nuestro conjunto
de creencias, el resultado serd un nuevo conjunto al que no pertenecerd r.
Queremos que el hecho de que Ana y Maria sean compatriotas quede inde-
terminado. Esto no quiere decir que Ana y Maria no sean compatriotas, sélo
quiere decir que ignoramos esa informacion.

A pesar de el éxito que han tenido los procesos de revision de creencias
en las ultimas décadas, ain quedan abiertas muchas preguntas de interés
filosofico. Por ejemplo, podriamos preguntarnos si los conjuntos de creencias
se actualizan “espontaneamente” o requieren algtin tipo de “estimulo.®*terno.
Es decir, si un conjunto de creencias es internamente estable. Por supuesto,
esta pregunta tiene respuesta en casos particulares; como mencionamos al
principio del capitulo, en el sudoku sélo la informacién se actualiza, en el
pokar la informaciéon se actualiza de acuerdo a los cambios que se van pre-
sentando en el mundo. Otra pregunta interesante es si los valores epistémicos
asignados a las expresiones del lenguaje seran solamente aceptacion, recha-



38 CAPITULO 3. REVISION DE CREENCIAS

z0, indeterminacion, o se deben considerar grados de aceptabilidad. Tampoco
hay acuerdo en general acerca del hecho de que el conjunto deba, necesaria-
mente, ser consistente, etc. En este trabajo no abordaremos estas cuestiones,
pero todas ellas son consideraciones importantes que debemos hacer si es que
decidimos tomar la via formal para el estudio de fenémenos epistemoldgicos.

En la siguiente seccién daremos el planteamiento formal de la revision de
creencias con algunas consideraciones acerca de las nociones que capturan,
asi como de las intuiciones que las originan.

3.1. El enfoque AGM

El actual paradigma en la revisién de creencias es justamente el enfoque
AGM. Por esta razon es indispensable presentarlo si queremos tener un buen
panorama. Para ello seguiremos el tratamiento de van Ditmarsch (2007),
del cual omitimos algunas demostraciones que quedan fuera de los objetivos
del presente trabajo. Una de las motivaciones para modelar una teoria de
la revisién tiene que ver con la idea general de que las teorias (cientificas)
tienen la tendencia a que, cuando aparece un fenémeno del cual no pueden dar
cuenta, deben realizarse inicamente los minimos cambios necesarios tales que
nos permitan explicar el nuevo fenémeno. Asi pues, una de las motivaciones
de la revisién de creencias es el principio de cambio minimo (de una teoria).

Dado un conjunto de creencias K y alguna nueva informacién ¢, la teoria
de revision de creencias AGM, distingue tres tipos de cambio:

» En una ezpansion de K con @, el conjunto de creencias resultante (al que
denotaremos KC @ ¢) admite ¢: la evidencia es anadida a las creencias,
posiblemente generando inconsistencia.

= Una contraccion de K con ¢, denotada por KSy, resulta en un conjunto
de creencias del cual se elimina ¢ o, mas precisamente, del cual, no se

sigue .

= Una revision de K con ¢, denotada por K ® ¢, es el resultado de in-
corporar nueva informacién ¢. El caso més interesante es cuando ¢ es
contradictoria con K. En este caso el resultado serda un nuevo conjunto
de creencias que contenga a ¢ y que por lo demds sea “muy similar”
a K. Utilizando lo que se conoce como la identidad Levi, la revision
puede ser expresada en términos de las dos operaciones anteriores:
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Definicién 3.1.1 Identidad Levi

Kep=(Ko-p) @p

En otras palabras, a fin de revisar un conjunto de creencias con nueva
informacién (contradictoria) ¢, primero “hacemos espacio”para ¢ quitando
aquello con lo que se contradice (es decir, =), y entonces podemos agregar
de manera segura la nueva informacién ¢. A continuacién presentaremos un
lenguaje para la revision AMG.

Definicion 3.1.2 Definimos el lenguaje Ly como el conjunto de formulas
proposicionales generadas por algun conjunto de formulas atomicas ® y las
conectivas clasicas. Sea Cy,(-) el operador cldsico de consecuencia. Es de-
cir, Cp(X) = {0 € Ly|X F o}. Un conjunto de creencias K es un conjunto
de formulas proposicionales cerrado bajo C,(-). Es decir, C,(K) = K. De-
notamos el conjunto tnico de creencias inconsistente (que consta de todas
las formulas proposicionales) por K . Mds ain, a menos que se indique lo
contrario, en este capitulo, ¢, y x denotan formulas proposicionales que
representan nueva informacion.

Una vez presentado un lenguaje puramente proposicional para las creen-
cias, notemos que los razonamientos acerca de los cambios se realizan en
un meta-nivel. Para describir el comportamiento de cada tipo de cambio
deberemos presentar algunos postulados. Estos postulados proporcionan las
propiedades deseables para las operaciones, las cuales estan inspiradas en
intuiciones generales acerca del cambio de teorias o de informacion.

3.1.3. Expansion

Recordemos que la operacion @ modela la expansion: la idea de I @ ¢ es
que éste es el conjunto resultante una vez que aceptamos ¢ como la nueva
informacion agregada al conjunto de creencias original K. El comportamiento
de la expansion se dara de acuerdo a los postulados del cuadro 3.1.

El postulado (I @ 1) garantiza que el resultado de una expansién es un
conjunto de creencias: esto facilita la realizacion de expansiones repetidas,
y ya que esta condicion se aplica para todas las operaciones, esto garanti-
zard que se cumplan propiedades como la identidad Levi (3.1.1) o la conmu-
tatividad de @. El segundo postulado para &, acierto, expresa todo lo que



40 CAPITULO 3. REVISION DE CREENCIAS

(K& 1) K@ ¢ es un conjunto de creencias tipo
(K®2)peKdyp acierto
(Ke3) KC Koy expansion
(K@®4)Sipe K entonces K=K p acciéon minima

(K & 5) Para toda H, si K C H, entonces B CH D ¢ monotonia

(K®6) Kd ¢ es el mas pequeno conjunto que cambio minimo
satisface (K @ 1) — (K @ 5)

Cuadro 3.1: Los postulados para la expansién

tiene que ver con la expansion. Una vez que hemos decidido aceptar ¢ como
nueva informacién, ésta debe ser incorporada a nuestras creencias.

El resto de los postulados refieren a algin tipo de cambio minimo, o
economia informacional, o racionalidad. Para ser mas precisos, (K & 3) di-
ce que, cuando decidimos agregar informacién nueva a nuestras creencias,
no desechamos arbitrariamente otras creencias, por el contrario, intentamos
mantener todo el viejo conjunto de creencias (esto podria considrarse un tipo
de cambio minimo: no removemos cualquier cosa de manera innecesaria). Los
postulados (I @ 1) — (K @ 3) garantizan, por lo menos, que nada debe ser
desechado cuando realizamos una expansion. Es decir que,

Cn(Ku{p}) CKO¢

El postulado de accion minima (K& 4), reduce al minimo las circunstan-
cias para cambiar el conjunto de creencias K una vez que aceptamos la nueva
informacion ; si ¢ ya pertenecia a K entonces el conjunto permanecera igual.
El postulado K @ 6 es obviamente acerca del cambio minimo: una vez que
hemos aceptado que una expansion corresponde a la adicion de elementos a
un conjunto (I @ 3), no debemos agregar nada més que lo absolutamente
necesario. Es facil ver que si aceptamos el resto de los postulados, (K @ 6) es
equivalente a
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SikFp+Yentonces COHp=Kdy extensionalidad
Kop)dy =Ko (pA) conjuncion
Kep)dy=(KoyY)d o) conmutatividad
(KNH)Dp=(Kdp)N(H®p) distributividad

Cuadro 3.2: Algunas propiedades derivadas de la expansion

K& e CCOn(KU{p})

El postulado (K @®5) es similar a el postulado (K @4) y se da por razones
histéricas y conceptuales (van Ditmarsch,& van der Hoek,& Kooi, Berteld,
2007 p.46). El significado que se ha presentado de cada uno de los postulados
para la expansion se resume en el siguiente teorema.

Teorema 3.1.4 Una funcion @ satisface (K & 1) — (K @& 6) si y solo si
K& e=Cn(KU{e}).

El teorema 3.1.4 es un teorema de representacion para la expansion: los
postulados permiten dar una definicién explicita de @. Mas adelante veremos
de manera breve que éste no es el caso para la contracciéon ni para la revision.

Definicién 3.1.5 Dado un conjunto de postulados (K @ i1),...,(K @ i),
definimos un postulado de cambio minimo (K @ min)®%) como sigue:

(K @ min)-#) IC @ o es el minimo conjunto que satisface

(K®iy),...,(K®i)

3.1.6. Contraccion

Denotaremos con K & ¢ al conjunto que resulta cuando ¢ es eliminado
como creencia de K. El caso de la contraccién es un poco mas complejo que
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(Ko 1) K6 ¢ es un conjunto de creencias tipo
(Ke2)KopCK contraccion
(K©3)Sipé¢ K entonces K=K ¢ acci6n minima
(K ©4) Si ¥ pentonces p ¢ KO ¢ aceptacién
(Ke5)SipeK entonces K C (KSp)dp recuperacion
(K©6)Sik < 1entonces Cop=Koy extensionalidad
(Ko (Kep)n(Key) CKe(pAY) conjuncién minima
(Keg)Sip g Ko (pAy)

entonces LS (p AyY) CKS @ conjuncion maxima

Cuadro 3.3: Los postulados para la contraccion

el de la expansion: Supongamos que el conjunto de creencias de un agente
es K = Cn({p,q,r}). Supongamos también que este agente quiere contraer
p de K. Notemos que removiendo p, al tomar la cerradura bajo consecuencia
légica, el agente no obtiene el resultado deseado pues [Cn(K \ {p}) = K!
(notemos que (r — p) € K\ {p} y por lo tanto p € Cn(K \ {p})). Més atn,
supongamos que, dado K, el agente necesita contraer p A q. Obviamente, no
parece haber razon para retirar r pero en cuanto a p y ¢, si lo que queremos es
eliminar la conjuncién (bajo el régimen de minimalidad) habra que eliminar
solo una de las dos proposiciones atéomicas, sin embargo, no es claro cudl.
Aqui es donde la nocién de arraigo entra en escena: en ocasiones el agente
estd arraigado a una creencia, es decir, estd menos dispuesto a renunciar a
ella. Entonces ademéds de representar las creencias del agente, necesitamos
no perder de vista las razones para cada una de sus creencias especificas.

Los supuestos subyacientes para para los postulados de & (ver cuadro 3.3)
son, que el resultado de una contraccion es unico (por lo que, en efecto, en el
ejemplo de la contraccion de pAq tuvo que haber una eleccién), apegandonos
como siempre, a un principio de economia informacional.
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Los postulados (K & 1) — (K & 6) forman un sistema bdsico para la con-
traccion, y pueden ser motivados de una manera similar que los postulados
para la expansién: (K © 1) determina el tipo de ©: el resultado vuelve a ser
un conjunto de creencias (no es el conjunto vacio, ni un error, ni un conjunto
de conjuntos de creencias, etc.). El postulado (K © 2) especifica que, cuando
contraemos, nada debe de ser agregado al conjunto de creencias; (K © 3)
es similar a (K @ 4) y estipula que ninguna accién debe ser realizada si el
resultado deseado ya se ha conseguido, y (X ©6) dice que el resultado de una
contraccion no debe depender de la presentacion sintactica de la proposicién
que queremos contraer. Finalmente, el postulado de recuperacion, o (KX © 5)
nos da una conexion entre la expansion y la contraccién: Supongamos que
un agente cree @, y también 1. Entonces, si el agente retira la creencia ¢
puede ser que esté forzado a retirar ¢ también, pero (por el principio del
minimo cambio) sélo si es necesario. Esto implica que tan pronto como el
agente decida agregar ¢ nuevamente, v deberd ser aceptado también.

Desde luego, por (K © 1) uno no puede contraer exitosamente una tauto-
logfa, pues “el minimo” conjunto de creencias es C'n(f): el conjunto de todas
las tautologias. El cual no es el conjunto vacio: no puede ser que un agente no
tenga absolutamente ninguna creencia. Por lo tanto, puede haber sido mas
apropiado llamar a (K © 4) aceptacion condicional. Esto parece sugerir que
tenemos la siguiente igualdad: K& T = K.

Los postulados (K& 7) y (K& 38) limitan el comportamiento de & cuando
contraemos una conjuncion. Una primera pregunta que podemos plantearnos
es si cuando contraemos ¢ A 1 podemos también contraer ambos elementos
de la conjuncién de manera independiente. Es decir, si K & (¢ A 9) resulta
en el mismo conjunto que obtenemos al realizar K& ¢ y K © 1, en términos
de conjuntos, la pregunta es si la siguiente igualdad se cumple

Ko(eny)=(Kep)n(Key) (x)

Por el principio de minimalidad, C no se cumple en general: si se tiene que
remover ¢ A, no parece claro que necesariamente haya que remover tanto
como 1: Si yo creo que Juan (un mal estudiante) pasé un examen particular
(llamemos a esta creencia ¢), y también que Pedro (un buen estudiante)
pasé este mismo examen (llamemos a esta creencia 1), al enterarme de que
no es el caso que ambos pasaron el examen es muy posible que me incline a
s6lo remover la creencia ¢.

Notemos que la direccién contraria de la contencién (D) de (x) es de
hecho (K & 7). Este postulado da un criterio minimal de la contencién de
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K S (p A1), a saber, que todo lo que se conserva después de retirar ¢ y
retirar ¢, debe pertenecer a K © (¢ A 1)). Esto es nuevamente motivado por
por un principio de minimalidad: Supongamos que una creencia particular
X se conserva (no importa si la contraccién se hizo de ¢ o de v). Entonces
X se debe conservar también si solo contraemos con respecto a la féormula
mas fuerte ¢ A ¢. La idea es que resulta més sencillo retirar una férmula
légicamente mas fuerte que retirar una mas débil.

Sin embargo, lo anterior no significa que tengamos - ¢ — 1 = K 6 ¢ C
K & ¢, de hecho, en general ni siquiera tenemos que

KopCKo(pA) (x)

Por ejemplo, supongamos que yo creo que Pedro es ligeramente mejor es-
tudiante que Juan. También tengo la creencia de que ambos pasaron el exa-
men (utilicemos ¢ para Pedro, y ¢ para Juan). Ahora supongamos ademas,
que tengo que retirar ¢. Es muy posible que yo me quede con mi creencia v,
con lo cual tendrfamos (%), dado que ¥ € K& (¢ A1), lo que es absurdo: Si
tengo que admitir que no todos los estudiantes pasaron, empiezo eliminando
al peor.

Finalmente, (K © 8) da un criterio para la contencién de K © (¢ A ¥).
Podemos motivar este postulado como sigue. Primero, podriamos esperar
tener que: Si ¢ ¢ K S (¢ A1), entonces K& (p Ap) = K S ¢. Por que si ¢
es removida cuando ya se ha removido (¢ A v), el postulado de aceptacion
se cumple y no hay necesidad alguna de remover mé&s, o menos, para obtener
K& (¢ A). Por ejemplo, si yo creo que Pedro es mejor estudiante que Juan,
entonces remover la creencia de que ambos pasaron el examen es lo mismo
que remover la creencia de que Juan lo pasd. Sin embargo, en lugar de eso,
yo puedo tener la firma creencia de que Pedro y Juan son igualmente buenos
estudiantes, en cuyo caso no tendriamos K & (¢ A ¢) = K & ¢. Finalmente,
presentemos el cambio por revision.

3.1.7. Revisidon

La forma mas estudiada de cambio de creencias es justamente la revisién.
La idea de la revisién (K ® ¢) es que el agente, habiendo aceptado que ¢ sea
incorporada en sus creencias, requiere que el cambio del conjunto anterior
al nuevo sea de tal forma que (1) el conjunto de sus creencias permanezca
consistente (si es que ¢ y K lo son), (2) que como resultado del cambio, el



3.1. EL ENFOQUE AGM 45

agente crea @, (3) que el agente mantenga sus creencias originales tanto como
sea posible, y (4) que las nuevas creencias que adopte sean las menos posibles.
Los postulados de revision son dados en el cuadro 3.4: recordemos que K| es
el conjunto de creencias inconsistente, es decir, el conjunto total del lenguaje.
Aligual que en el caso de los postulados (K&1)— (K &6) para la contraccién ,
los postulados (K®1) — (K ®6) establecen un sistema bésico para la revision.
Los postulados (K ® 1) y (K ® 2) tienen una motivacién andloga a la que
tienen para los otros operadores los postulados tipo y aceptacion, al igual que
para el postuldo de extensionalidad. El postulado (K ® 3) garantiza que al
aplicar la revision con ¢ no agregamos nada que no agregaramos al aplicar la
expansion con @, siendo ésta la “minima manera”de agregar . De acuerdo
a(K®4)y (K®3), si ¢ es consistente con K, la revisién y la expansion
son operaciones equivalentes. Aunque en principio no lo parece, el postulado
(K ® 4) también induce minimalidad: dice que no podemos retirar férmulas
de K innecesariamente al aplicar la revisién. El postulado (K ® 5) garantiza
que solo estemos obligados a aceptar un conjunto inconsistente de creencias
si la nueva informacién es inconsistente.

Si la nueva informacién ¢ es consistente con lo que se creia, la revision no
genera ningun problema. Supongamos que ® satisface los postulados basicos
(K® 1) — (K ®6). Entonces, si ~p ¢ K esto implica que L ® ¢ = K & ¢.
Notemos que esta igualdad es inmediata: Por el postulado I ® 3, tenemos
que K® ¢ C K @ ¢y por el postulado K ® 4, tenemos la otra contencién.

El principio de preservacion para la revision dice que si uno en principio,
no cree el opuesto de la nueva informacién, entonces no necesita retirar nada
cuando adopta la nueva informacién:

Si —p ¢ K entonces L C K ® ¢

(K®7)y (K®8) son generalizaciones de (K ® 3) y (K ® 4) para el caso
de la revisién iterada. Juntos implican lo siguiente:

Si ¢ ¢ K ® ¢, entonces la revision con ¢ A ¢ resulta el mismo conjunto
que el obtenido con la revisién con ¢ y la expansién con . Incluso (K ® 3)
y (K ®4) se siguen de (K®7) y (K ® 8) si hacemos la débil, y muy natural,
suposicion de que L ® T = K.

Veamos ahora, la versién modal de revisién de creencias.
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(K®1) K® ¢ es un conjunto de creencias tipo
(K®2)pe KL®p aceptacién
(K@) KL®p KDy frontera superior
(K®4) Si—p ¢ K entonces CHp CK® ¢ frontera inferior
(K®5) K®p=K, ssit —p trivialidad
(K®6) Sit <1 entonces C®p=K®Y extensionalidad
(K®7) K®(pA) C(K®p) B iteraciéon (K ® 3)

(K®8)Si v ¢ ®¢
entonces (K ® ) Y CKL® (p A1) iteraciéon (K ® 4)

Cuadro 3.4: Los postulados para la revision

3.2. Revision de creencias con légica modal

Como ya habiamos mencionado, con frecuencia en epistemologia, la no-
cién de creencia estd dada en términos de mundos posibles. Por esta razén
es que resulta pertinente presentar una semantica de revision de creencias en
términos de mundos posibles. Entonces tenemos que, una posible definicion
de verdad sobre una creencia es la siguiente:

(M,w) = By siy sblo si Vo((w,v) € R— (M,v) E ¢)

Al igual que en logica epistémica, el operador B; puede definirse de dis-
tintas maneras ya que puede tener por objeto capturar distintas intuiciones
acerca de la nocién de creencia. En nuestro modelo del capitulo 4 utilizaremos
un operador similar cuyo sentido es “considerar posible”, que no necesaria-
mente es lo mismo que creer. En general, el principio rector detrds de una
semantica de mundos posibles para la revision de creencias es que, en la
medida en que menos cree, un agente considera mds mundos posibles y vi-
ce versa. Los casos extremos en el contexto de la creencia serfan que: (i) el
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agente considera que no hay mundos posibles, esto modela el hecho de que él
cree todo, incluyendo todas las proposiciones p y —p; (ii) el agente considera
un mundo posible, en este caso él es omnisciente con respecto a este mundo:
él cree todo lo que hay que decir acerca de este mundo (en particular él cree
v 0 —p para toda ¢); y (iii) el agente no descarta ningin mundo, es decir,
él considera todos los mundos posibles, en cuyo caso, no cree nada, excepto
tautologias, como ¢V —. En el mundo real los casos extremos son, en efecto,
(i) y (iii) pues los conjuntos de creencias pueden ser inconsistentes.

En el caso en el que sélo las formulas proposicionales puedan ser creen-
cias, podemos suponer que un mundo posible coincide con una evaluacién, y
sintacticamente representa cada mundo como un conjunto maximal consis-
tente de formulas proposicionales. Dado w, escribimos wg para su correspon-
diente conjunto maximal consistente: wg = {p € Ly | w |= ¢}. Llamaremos a
wy la teoria (proposicional) de w, e inversamente, diremos que la evaluacién
w es el (dnico) modelo para wy. Denotaremos con [[¢]]o la extensién proposi-
cional de ¢: [[¢]lo = {w | w = ¢}. La extensién de un conjunto de creencias
K es [[Kllo = M, exll#]lo- Finalmente, denotaremos el conjunto de todas las
posibles evaluaciones por V.

Dado un marco de Kripke M y un estado w, podemos pensar el conjunto
de creencias K, de un agente como:

Kw={p€Lo| (M,w)Bp}= (] w

(w,w)ER

De manera contraria, dado el conjunto de creencias de un agente K, en w,
podemos construir el conjunto de los mundos R(w) que el aparentemente
considera posibles desde w:

Rw)c={veV|vEK,}

Por lo que vimos en 3.1.3, es obvio que la semantica de una expansion
deberia ser algo asi: Como K & ¢ es simplemente la adicion de ¢ obteniendo
C,(K U @), semanticamnte tenemos que debemos restringir el conjunto de
mundos posibles (a este proceso se le conoce como relativizacion):

Definicién 3.2.1 Dado un marco de Kripke M, un mundo w y una relacion
de accesibilidad R, la relativizacion de R a [[¢]]o resulta un marco M', un
mundo w' = w y una relacion R, donde R = RN (W x [[¢]]o). También
escribimos (M, w) & [[¢]lo para denotar a (M',w').
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El siguiente lema justifica la definicién anterior: éste dice que agregar
una informacion ¢ a las creencias de un agente, seméanticamente se reduce a
relativizar los mundos que considera posibles en donde se satisface .

Lema 3.2.2 Sea IC,, el conjunto de creencias de un agente desde un mundo
w. Entonces:

ey @psiysilosi (M,w) @ [[¢]lo = By

Ahora vamos a definir la contraccién en términos de mundos posibles.
Haciendo una analogia respecto al lema 3.2.2, es de esperarse que un agente
que quiere contraer respecto a ¢ deberia agregar algunos mundos a aquellos
que considera posibles, a saber, aquellos en los que ¢ es falsa. La pregunta,
desde luego es, jcudles son dichos mundos? Para referir a la contraparte
semantica de la relacién podemos utilizar un sistema de esferas, también
llamado modelo de replieque de teorias respecto a las teorias actuales del
agente.

Para capturar esto, un sistema de esferas para R(w) en un marco M con
dominio W es un conjunto Sphe(R(w)) de esferas Sp O R(w) con un orden
lineal dado por O, con un maximo W y un minimo R(w), y, para toda ¢,
si alguna S € Sphe(R(w)) intersecta a [[p]]o entonces existe el mas pequeno
(respecto a D) S" € Sphe(R(W)) que intersecta a [[¢]]o. Intuitivamente,
las esferas que sén “més cercanas” a aquellos mundos R(w) que el agente
actualmente considera posibles, representan los conjuntos de mundos que
él “replegaria”si tuviera que renunciar a algunas de sus creencias. Véase la
figura 3.1.

Ahora la contracciéon puede ser facilmente definida: dado el conjunto ac-
tual R(w) de alternativas para nuestro agente, si el quiere dejar de creer ¢,
esto significa que R(w)N[[—-¢]]o no es vacio: si lo es, el agente lo relega, es de-
cir, agranda su conjunto de mundos accesibles a la primera esfera S, O R(w)
que tiene una interseccién no vacia con [[—p]]yp . En la segunda parte de la
figura el drea sombreada esta formada por los mundos que forman el conjunto
expandido de R(w), asi que ¢ a dejado de ser una creencia.

Definicién 3.2.3 Dado un marco de Kripke M, un mundo w, una relacion
de accesibilidad R y un sistema de esferas Sphe(R(w)) alrededor de R(w), la
contraccion semdntica (M,w) © [[¢]]o es definida como M’ w'" con w' = w
y M = (W,R'), donde R'(w) = S, con S = min{S" € Sphe(R(w)) | S'N
[0 # 0}, y para toda v # w, R'(v) = R(v).
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Figura 3.1: Semantica de mundos posibles para el cambio de informacién

La contraparte semantica de la revision estd dada por la identidad Levi
(3.1.1): un agente que quiere revisar con respecto a ¢ primero “va a’ la
primera esfera S que intersecta a [[-¢]]o, y entonces descarta de S todos
esos mundos que atn satisfacen ¢. En la primera imagen de la figura, el area
marcada representa aquellos mundos que son considerados posibles después
de la revision respecto a —p.

Con el fin de tener las tres definiciones de cambio de informacién en
términos de mundos posibles, presentamos una definicién semantica de ®.

Definicién 3.2.4 Dado un marco de Kripke M, un mundo w, una relacion
de accesibilidad R y un sistema de esferas Sphe(R(w)) alrededor de R(w),
sea © como se definid en 3.2.3. Entonces (M,w) ® [[¢]lo es definida como
(W, R"),w', donde R"(w") = R'(w)N[[=¢llo y (M,w) © [[=¢]]o = (W, '), w'

" !/
yw' =w'.

Una vez que hemos presentado un panorama general sobre como trabaja
la epistemologia formal, procederemos a construir nuestro propio marco con
el cual, modelaremos el conocimiento en el sudoku.
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Capitulo 4

El conocimiento en el sudoku

4.1. Creencias en el sudoku

El sudoku es un juego de tipo rompecabezas que se cree que fue creado
hace poco mas de tres décadas. Se compone de una tabla de 9 x 9 casillas,
compuesta por subtablas de 3 x 3 a las que llamaremos subcuadriculas.

El objetivo del juego es rellenar las casillas vacias con un ntmero en
cada una de ellas, de tal forma que en cada columna, fila y subcuadricula
aparezcan los numeros 1,2,3,4,5,6,7,8 y 9 una y sélo una vez. Un juego bien
planteado tiene una tnica solucién. Al principio del juego, algunas casillas
exhiben los nimeros que les corresponden, a estos ntimeros les llamaremos
pistas iniciales. Notemos que el conocimiento inicial puede ser descrito por
proposiciones del tipo El numero 4 corresponde a la casilla ubicada en la fila
h, columna v, subcuadricula c.

A partir del conocimiento que esta dado por las pistas iniciales, el pro-
cedimiento mediante el cual se resuelve el sudoku, consiste en ir formando
conjeturas (adquiriendo creencias) acerca de qué ntiimero corresponde a cada
casilla. Cuando construimos una conjetura, si ésta estda en lo correcto, en
principio nuestra creencia acerca de la verdad de la conjetura se ird fortale-
ciendo conforme avance el juego. Por otro lado, cuando la conjetura es falsa,
al ir avanzando en el juego sin violar las reglas, llegard un momento en el que
no serd posible seguir. Por ejemplo, si elaboramos la conjetura: El nimero 5
corresponde a la casilla Cyjj, (donde Cjjy es la casilla ubicada en la fila ¢, en la
columna j y en la subcuadricula k), y ésta resulta ser verdadera, al avanzar el
juego, la creencia se fortalecera; digamos que hemos llenado la subcuadricula

o1
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k sin generar ninguna contradiccion con el resto de los nimeros colocados
sobre el tablero, este hecho nos proporciona buenas razones para fortalecer la
creencia de que colocamos el niimero en la casilla correcta. Por el contrario, si
la conjetura es falsa, quiere decir que el nimero 5 no corresponde a la casilla
ubicada en la interseccion de la fila ¢ con la columna 7 y la subcuadricula k.
Pero este hecho nos da ain mas informacién. Sabemos también que si éste
es el caso, el numero 5, necesariamente debe corresponder a alguna casilla en
la fila ¢ de las que no intersectan a la fila j. Analogamente, tiene que haber
un numero 5 en alguna de las casillas de la columna j que no intersectan a
la fila 7. Considerando la situacion de la subcuadricula, es muy probable que
una vez que sabemos que el nimero 5 no corresponde a la casilla Cjji, ten-
gamos conocimiento acerca de la configuracién de la misma subcuadricula.
Por ejemplo, podriamos tener algin tipo de conocimiento disyuntivo; diga-
mos que, al saber que el numero 5 no corresponde a la casilla Cjj;y, esto nos
podria conducir a la deduccién de que a la casilla Cj;;, le corresponde nece-
sariamente o bien el nimero 4, o bien el nimero 3. Que coloquemos el 5 en
una casilla equivocada implica que si seguimos las reglas del juego, después
de colocar el nimero 5 en la casilla Cjj;, eventualmente tendremos dos veces
al nimero 5 en el mismo renglén, o en la misma columna, o en la misma
subcuadricula. En este caso, debemos detenernos y regresar por el camino de
conjeturas hasta descubrir cudl fue la falsa creencia que nos condujo a una
conjetura erréonea, y entonces eliminar la cadena que se construyé a partir
de ella.

El sudoku es un juego que presenta un fenémeno interesante de interaccién
de creencias. Incluso podemos afirmar que el éxito del juego depende de la
interaccién entre dichas creencias; a diferencia de otros juegos cuya solucion
no esta determinada o en los que interviene el azar. Asi pues, proponemos un
proyecto para modelar el fenémeno epistémico del sudoku dentro del campo
de la epistemologia formal. Este proyecto consta de tres etapas, de las cuales,
la primera es la que se desarrolla en el presente trabajo y en particular en
este capitulo. Las etapas del proyecto son las siguientes:

1. Separar los aspectos computacional y epistémico del sudoku. Esta etapa
del proyecto es importante por que la distincién entre ambos aspectos
es necesaria para poder aplicar las dos etapas siguientes. Por ejemplo,
para la etapa 2, se propone utilizar herramientas formales como revi-
sion de creencias y légica dindmica epistémica. Estas herramientas son
aplicables a las proposiciones epistémicas.
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2. Definir un estilo de actualizacién de modelos. Esto quiere decir que con
el fin de modelar la interaccién entre las creencias, necesitamos que
nuestro modelo sea capaz de actualizarese ante la aparicién de nueva
informacién (por ejemplo, cada vez que agregamos un nimero). Una
propuesta para desarrollar esta etapa es utilizar revisién de creencias o
légica dinamica epistémica.

3. Construir un modelo para resolver de forma eficiente un sudoku con-
siderando el aspecto epistémico del juego. Es decir, un modelo cuya
funcién sea guiar el proceso de actualizacién hacia la solucién del jue-
go. En teoria de la computacion se han desarrollado algoritmos para
poder resolver un juego de sudoku. Sin embargo ninguno de ellos ha
tomando en cuenta el aspecto espistémico. Este proyecto no sélo nos
conduciria a la solucién del juego, sino que lo haria tomando en cuenta
que el juego es resuelto por un agente epistémico.

Ademds, estas etapas deben (o pueden) incluir herramienta formal que
modele otros aspectos del fenémeno epistémico. A lo largo del desarrollo
puede incluirse alguna teoria que ayude a determinar los grados de creencia
de una proposiciéon en un momento dado del juego. Esto podria ser de gran
utilidad, por ejemplo, para la tercera etapa del proyecto.

Asi pues, nuestro objetivo a continuacién es presentar un modelo que dis-
tinga el aspecto epistémico del aspecto computacional en el juego del sudoku.

Definicién 4.1.1 Definimos las proposiciones atomicas del sudoku como
Q" = {Nyr|N,i,j, k=1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Donde Njj;, es una abreviatura de la proposicion “El nimero N corres-
ponde a la casilla Cyj,”, y la casilla Cyj;, estd determinada por la interseccion
de la fila h; y la columna v, la cual pertenece a la subcuadricula sy.

Las filas se numeraran de arriba hacia abajo, las columnas de izquierda a
derecha y las subcuadriculas en el mismo orden que el de los nimeros en el
teclado de un teléfono. Notemos que un renglén h; y una columna v; bastan
para determinar una casilla. Sin embargo es importante, dadas las reglas del
juego, observar que

hiNwv; € sy cuando 1 <i <3A1<75<3
hiNv; € sycuando 1 <i<3N4<5<6
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hiNvj € sgcuando 1 <1 <3AT<753<9
hiNwv; € sy cuando 4 <i<6A1<75<3
hiNwv; € sy cuando 4 <i<6A4<75<6
hiNwv; € s cuando 4 <i<6AT7<j5<9
hiNv; € sycuando 7<i<9IAN1<j5<3
hiNv; € sgcuando 7<i<9IAN4<j5<6
hiNv; € sg cuando 7 <i <9IAT7T< 35 <9

La observacién anterior muestra qué conjunto de casillas determinadas
por las intersecciones entre filas y columnas corresponden a cada una de las
subcuadriculas.

Mediante una conjuncién de proposiciones atomicas es posible describir en
cualquier momento la situacion actual del juego. Sin considerar por supuesto,
las creencias o la serie de pasos que derivaron en dicha situacion. Por ejemplo,
si tenemos la siguiente configuracion en un juego de sudoku

6 314
91418 5) 3
7 2
6 207
6 815
6 4
5 8
7 315 6

queda descrita por la siguiente conjuncién de proposiciones atomicas
6131 A 3152 A 4dig2 A 9211 A 41 A 8a31 A Dasa A 3oz A T311 A 2383 A G524 A 2545/

7555 N Gges A 8z A Dege /A 6747 A d7rg A Dgar N 8gsg A Tozz A 3968 A Dorg A Bgg9

El problema de esta proposicion es que no nos permite distinguir las
pistas iniciales de los nimeros que han sido colocados durante la evolucion
del juego. Tampoco nos dice nada acerca de los criterios con los que fueron
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colocados los niimeros que no forman parte de las pistas iniciales y por tanto,
no nos da informacién alguna sobre el grado de certeza con el que podemos
asegurar que cada uno de los niimeros mostrados corresponde a la casilla en
la que se encuentra.

Antes de dar el lenguaje que utilizaremos es importante hacer algunas
observaciones. La primera de ellas es que, debido a que un juego bien plan-
teado tiene una tnica solucion, las proposiciones atémicas siempre tienen un
valor de verdad. Es decir, una proposicion del tipo 5142 =“El ntimero 5 co-
rresponde a la casilla C45”va a ser verdadera o falsa desde el principio hasta
el tltimo momento del juego. Lo que si varia es nuestro conocimiento acerca
del valor de verdad de la proposicion; mientras la casilla C49 permanezca en
blanco, es posible que desconozcamos el valor de verdad de 5y45. Podriamos
tener conjeturas con mayor o menor grado de certeza al respecto, pero lo
importante es notar que el valor de verdad de la proposicion original no cam-
bia, pues en el juego, los hechos siempre son los mismos, y lo tinico que va
cambiando es la informacién que poseemos acerca de ellos conforme vamos
“descubriendo”la correspondencia entre los digitos y las casillas.

La observacion presentada en el parrafo anterior es una muy buena mo-
tivacion para utilizar l6gica epistémica, ya que ésta permite capturar propie-
dades no sélo acerca de los hechos del mundo, sino también del conocimiento
que poseemos de ellos. Otra motivacion es que para poder tomar las deci-
siones no basta con conocer los niimeros que en un determinado tiempo ¢ se
exhiben en el tablero. Es necesario saber cuando sabemos que determinado
nimero corresponde a una casilla y cuando simplemente lo hemos conjetu-
rado, incluso, es 1til tener una nocién del grado de certeza con el que estan
dispuestos los numeros en las casillas que se exhiben (en este trabajo no
trataremos de resolver el problema de determinar el grado de certeza de las
conjeturas; esto corresponderia a la segunda parte del proyecto general). Por
ejemplo, seria una pérdida de tiempo si al momento de tomar la decisiéon pa-
ra la siguiente jugada, cuestionaramos de igual forma la verdad de una pista
inicial que la verdad de una proposicion que representa una conjetura cuyo
fin es so6lo el de ir eliminando posibilidades como estrategia para resolver el
juego.

Asi pues, para modelar el conocimiento durante el juego, necesitamos dar
cuenta del valor de verdad de las proposiciones de manera relativa a lo que
podemos saber (es decir, en funcién de los nimeros que se exhiben) pues los
mundos posibles se daran en funcién de la informacién con la que contamos.
Notemos que si consideramos un mundo posible como un arreglo parcial del



56 CAPITULO 4. EL CONOCIMIENTO EN EL SUDOKU

tablero en el que s6lo se muestran los niimeros correspondientes a ciertas
casillas, habra proposiciones sobre las que no podemos saber su valor de
verdad. Esto plantea la necesidad de utilizar otro tipo de 16gica (distinta a
la habitual) para nuestra funcién evaluacién; en este caso, vamos a utilizar
una logica multimodal epistémica trivaluada.

4.2. Loégica modal multivaluada

Las légicas modales multivaluadas han sido estudiadas durante las iltimas
cuatro décadas (Segerberg 1967, Kripke 1975, Schotcg & Jense & Larsen &
MacLellan 1978, Morikahua 1989, etc.), con el proposito de aumentar los
grados de libertad no sélo en cuanto a las modalidades que una logica puede
tener, sino también en cuanto a los valores de verdad que ésta puede asignar.
En particular en (Fitting, 1992), se presentan dos distintos enfoques para una
l6gica modal multivaluada: uno es utilizando marcos de Kripke que permiten
a las férmulas tomar valores en una logica finita multivaluada en cada mundo
posible, y el otro es una generalizacion del primero que permite también que
la relacién de accesibilidad entre mundos sea multivaluada. Para elaborar
nuestro modelo basta con plantear el primer enfoque.

4.2.1. Sintaxis basica y semantica

Antes de abordar las cuestiones modales, es necesario hacer una breve
contextualizacién en lo que son las légicas multivaluadas. La logica multi-
valuada puede ser considerada como una generalizacion de logica clasica en
la que los valores de verdad constituyen una lattice finita. Una lattice (o
reticulo) es un conjunto parcialmente ordenado (es decir un conjunto con
una relacién refexiva, antisimétrica y transitiva) en el que para cualesquiera
dos elementos existe un supremo (una minima cota superior). A partir de
esto podemos observar que si bien, las nociones de conjuncién y disyunciéon
son las usuales, no necesariamente ocurre lo mismo con la negacion. Por su
parte, la implicacién juega un papel intermedio: esta definida y es interpre-
tada bajo el orden parcial de valores de verdad de la lattice, s6lo debemos
tener presente que ésta en general no puede ser anidada (es decir, debemos
tener cuidado con férmulas del tipo ((a; — az) — az) — ay4).

Definicion 4.2.2 Definimos una lattice T de valores de verdad como el es-
pacto constiturdo por el conjunto de estos valores y un orden parcial al que
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denotaremos <. También vamos a agregar los operadores N\ y V. Al nivel mds
bajo de T lo denotamos como falso y al mas alto como verdadero. Suponemos
que falso # wverdadero.

En légica clasica las féormulas P A =P y PV =P sirven para definir den-
tro del lenguje contrapartes de falso y verdadero. En una logica mas general
multivaluada como la que estamos considerando, no es suficiente con la ma-
quinaria basica para definir contrapartes de todos los valores de verdad, por
lo que las constantes proposicionales son agregadas explicitamente al lengua-
je. Para ver esto de manera mas simple, supongamos que los mienbros de T
pueden ser usados ellos mismos como féormulas atomicas.

Definicién 4.2.3 El lenguaje proposicional L1 estd dado por:

» Formulas atomicas de Ly: se dividen en variables proposicionales
denotadas por P,(Q), etc., y constantes proposicionales, las cuales son
miembros de T .

= Férmulas de L1 que se construyen con las siguientes reglas: Las formu-
las atomicas de Ly son formulas de Ly. Si A y B son formulas de L,
entonces (AN B) y (AV B) también lo son.

= Implicaciones de Ly: son expresiones de la forma (A — B) donde A
y B son formulas.

Para conveniencia del lector las formulas son denotadas con A, B, etc.; las
implicaciones son denotadas con X, Y, etc., y los conjuntos de implicaciones
son denotados con I', A, etc.

Definicién 4.2.4 Una evaluacion es un mapeo (una funcién continua y su-
prayectiva) que asigna a cada una de las formulas de Ly un elemento de
T y a cada elemento de T lo manda en él mismo (es decir, la evaluacion
restringida o T es la funcion identidad).

Si v es una evaluacion, su accion se extiende a todas las formulas de la
manera habitual: v(AAB) = v(A)Av(B) donde el operador A del lado derecho
de la igualdad pertenece a 7. Similarmente para V. Entonces v(A) € T si A es
una férmula de L. Finalmente, las implicaciones de L son mapeadas a 7 de
modo que v(A — B) = verdaderosiy sélosiv(A) < v(B).Siv(A) £ v(B), el
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valor exacto de v(A — B) no importard por ahora. Por supuesto, el siguiente
paso mas natural es presentar el sistema de demostraciéon y mostrar que el
sistema es completo. Sin embargo, omitiremos estos dos aspectos para pasar
a la incorporacion de la logica multivaluada a una versién modal.

Ejemplo 4.2.5

Supongamos que (G, R) es un marco de Kripke. Para tener una estructura de
mundos posibles (o modelo de Kripke) es necesario agregar una interpretacién
v, que mapea parejas ordenadas de mundos posibles y féormulas atéomicas
en valores de verdad (normalmente en falso y verdadero). Entonces v es
extendida a todas las férmulas en la manera usual. En particular v(w,JA) =
verdadero (es decir, w,v = OA) si y sélo si v(w', A) = verdadero (es decir,
w',v | A)para toda w' € G tal que (w,w') € R. De aqui se sigue que
v(w,0A) = falso si v(w', A) = falso para alguna w’ € G con (w,w’) € R.

Ahora supongamos que la interpretacion v es parcial; en cada mundo po-
sible, v mapea algunas férmulas atéomicas a verdadero, otras a falso y el
resto estan indefinidas. Necesitamos una forma natural de extender la infor-
macion incompleta contenida en v a todas las formulas. Para las conectivas
clasicas es simple: A A B es verdadera en un mundo si tanto A como B son
verdaderas en él, y es falsa si alguno de los dos dos es falso. Esto deja sin
valor de verdad a A A B en cualquiera de los otros casos; por ejemplo, si A
es verdadera pero B carece de valor de verdad en un mundo determinado.

El caso modal puede ser tratado mas o menos de la misma manera. Te-
nemos que v(w,JA) = verdadero si v(w', A) = verdadero para toda w' € G
tal que (w,w’) € R. Tenemos que v(w,dA) = falso si v(w', A) = falso
para algin v’ € G tal que (w,w’) € R. En cualquier otro caso, v(w,JA)
estd indefinido. Por ejemplo, si existe algin w’ € G tal que (w,w’) € Ry
que v(w', A) esté indefinido (atin cuando A sea verdadero en todos los demas
mundos accesibles desde w), entonces v(w,JA) estard indefinido. Una for-
mulacién de este estilo de l6gica modal parcial fue presentada en (Kripke,
1975), en donde él muestra que su teoria de la verdad puede ser extendida
de manera natural.

Pero lo que Kripke presenta es una logica parcial; hay proposiciones cuyo
valor no esté definido, y esto podria ser considerado por muchos, en contra
del espiritu de la légica y las matematicas. Lo que si viene a cuenta en
este momento, es tomar la propuesta de légica modal parcial de Kripke y
reconsiderarla tratando de sustituir el caso del valor indefinido por un tercer
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valor de verdad (que es de hecho, lo que nos va a servir mas adelante). En el
caso de la légica proposicional, éste proceso nos conduce a lo que se conoce
como la ldgica trivaluada fuerte de Kleene (Kleene, 1950).

Definicion 4.2.6 Ldgica trivaluada fuerte de Kleene. Consideremos T =
{falso, L,verdadero} con el orden falso < L < werdadero. Vamos a leer el
tercer valor, 1., como “desconocido”o “indeterminado”.

Mientras que en la légica parcial de Kripke, la preocupacién era definir
los casos en los que las proposiciones son verdaderas y el papel de la negacion
no parecia relevante, en la logica de Kleene, la negaciéon juega un papel mas
importante. La operacién negacion intercambia falso por verdadero y deja
fijo a L. Simplemente vamos a anadir un operador unario, —, vamos a pedir
que el conjunto de féormulas sea cerrado bajo este operador y vamos a agregar
los siguientes axiomas:

1. —werdadero — falso
2. -1l — L
3. = falso — verdadero
4. falso — —werdadero
5. L — L
6. verdadero — —falso

El siguiente paso es combinar la logica trivauada de Kleene con la pro-
puesta de Kripke para obtener asi una légica modal trivaluada. Lo que Fitting
hace en (Fitting, 1992) para introducir el operador modal, es presentar una
version trivaluada de la semantica parcial de Kripke.

Definicién 4.2.7 Definimos una evaluacion, v, como un mapeo que va del
producto cartesiano de mundos posibles y formulas atomicas al conjunto
{falso, L,verdadero}. El mapeo se extiende a todas las formulas mediante
la evaluacion de los operadores N\, V y — en cada mundo posible de acuerdo
a la logica de Kleene y usando la siguiente iqualdad para el caso modal:

v(OA,w) = /\{v(w',A) | (w,w") € R}.
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Esta igualdad ya habia sido utilizada en (Schotch & Jensen & Larsen &
MacLellan, 1978) y en (Thomason, 1978). Fitting presenta una semdantica
detallada que es la que utilizaremos mas adelante.

Definicién 4.2.8 Definimos L[] el lenguaje que es como Ly, pero anadien-
do la siguiente regla de formacion de formulas: Si A es una férmula del len-
guage, entonces A también lo es. De la misma manera, L[|, —| permite
la cerradura de formulas bajo O y bajo —.

Como ya se habia senalado antes, la seméantica es una modificacién directa
del modelo convencional de mundos posibles.

Definicién 4.2.9 Un modelo trivaluado modal es una estructura (G, R,v)
donde G es un conjunto no vacio de mundos posibles, R es una relacion en
G, y v mapea mundos y formulas atomicas a la lattice de tres elementos T
(conservando la condicion de que los mienbros de T son mapeados a ellos
mismos).

El mapeo v se extiende al resto de las formulas en la forma usual, con la
sigutente condicion especial:

v(w,0A) /\{vw A) ,w') € R}

Es facil ver que si T es la lattice de dos valores de la ldgica cldsica, esta
semantica se reduce a la semdndica usual de la version de Kripke. Asi el
operador necesidad ha sido introducido. Podriamos también dentro de esta
linea, introducir un operados de posibilidad con la caracterizacion semdntica:

v(w, QA) = \/{vw A) ,w') € R}

El caso del operados posibilidad no serd discutido por el momento. A
continuacion presentaremos algunas propiedades que cumple esta concepcion
de logica modal trivaluada.

Regla de necesitacion trivaluada. Para cada a,b,c € T, y férmulas
Ay, Ay, B. Tenemos que
(a — A;,b— As) — (¢ = B)
(a — 0OA;,b — OAs) — (¢ — OB)

Para dar una idea del comportamiento de esta logica modal multivaluada,
a continuacion presentamos algunas propiedades que se derivan de la regla de
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necesitacion trivaluada. Las demostraciones no se incluyen ya que no seran
necesarias para el modelo.

Proposicion 4.2.10

1. Para cadat e T,t— Ot

2 A—B
* 0OA—0OB

3. (DAADOB) — O(AAB)
4. O(ANB) - OAADOB)
Proposicion 4.2.11 Sea a € T y A una formula arbitraria. Entonces:
1. (a —0A4) - O(a — A)
2. Oa—A) — (a — OA)

De esta manera procederemos a dar la semantica para nuestra légica multi-
modal epistémica trivaluada.

4.3. Sintaxis para el modelo del Sudoku

Definicién 4.3.1 Definimos Ts como la lattice de valores de verdad para el
sudoku conformada por los valores { falso, desconocido, verdadero}, con el
orden falso < deconocido < verdadero.

Definicién 4.3.2 El lenguaje l6gico proposicional para el sudoku Lpg estd da-
do por:

1. T e ‘CTS'
Sip e ® (donde & = &' UTg) entonces p € Lrg.
Si @ € Lp, entonces —p € L1y (la negacion se define como en 4.2.6).

Sip € Ly, yi € Ly, entonces oV € Lrg y o NP € Lopg.

Sip e Ly, y € L, entonces las expresiones de la forma (¢ — 1)
son llamadas implicaciones y pertenecen a L.
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Es importante recordar que la implicacion no puede ser dada de la for-
ma tradicional pues la negacion se define de manera diferente en una logica
multivaluada.

En notacion BNF, las formulas ¢ € Lg, se definen con las siguientes
reglas:

@ = Tlpl=l(@ V) Ab)|le =9

Dondepe @, Ts C®, y p,9 € Ly,.

La formula T representa la formula que siempre es verdadera, —p es
como en 4.2.6, (V) representa la disyuncion de ¢ y 1, (@ A1) representa
la conjuncion de ¢ y 1, y las expresiones del tipo (¢ — ) son llamadas
implicaciones.

La situacién actual del juego tiene una fuerte relacion con nuestras creen-
cias. Por un lado, a partir de las conjeturas que fueron determinando el juego,
hasta llegar al estado actual. Por el otro, esta situacion sera a partir de la
cual se construyan todas las conjeturas posteriores cuya finalidad es resolver
el sudoku.

De esta manera, lo que necesitamos es definir operadores modales con los
que podamos construir férmulas que nos permitan describir el conocimiento
que tenemos sobre el juego.

Definicién 4.3.3 Definimos el lenguaje epistémico para el sudoku como si-
gue. Las formulas del lenguaje logico epistémico proposicional para el sudoku
LEr, se construyen a partir del conjunto de formulas atémicas ® siguiendo
las siguientes reglas.

1. T e »CSTS
Sip e @ (donde Ts C @) entonces p € LE 1,
Sipe LEr, yy € LE, entonces oV Y € LE

Sipe LEr, yy € LE, entonces p N € LEg

SR N

Si p € LET, entonces ~p € LE7, (con la negacion definida como en

4.2.6).
Sipe LET, y € LE, entonces (p — ) € LE7y,

R

7. St € LEry entonces Ko € LET,
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8. Sip € LE, entonces Py € LET

En notacion BNF, las formulas ¢ € LEr, se definen con las siguientes
reglas:

p = Tlpl=el(e V)l Av)|(e — )| K| Py
Dondepe ®, Ts C P yp, ¢ € LE,.

La formula T representa la formula que siempre es verdadera, —p re-
presenta la negacion de ¢ (definida como en 4.2.6), (¢ V 1) representa la
disyuncion de ¢ y 1, (p A1) representa la conjuncion de ¢ y 1, a (¢ — V)
le denominamos implicacion, Ky expresa que el jugador sabe ¢ y Py expre-
sa que el jugador considera posible v (donde “considerar posible”quiere decir
que el jugador sabe que @ no violaria las reglas del juego). Notemos que el
operador P es el dual de K, esto es por que el agente considera posible que
un numero ocupe una casilla si y solo si él no sabe con certeza que esa casilla
no puede ser ocupada por ese numero. Fs decir:

PSO = —\K—wp

En el capitulo 2 mencionamos algo sobre logica multimodal epistémica.
La definicion cléasica de l6gica modal epistémica es multimodal: con una mo-
dalidad por cada agente miembro del conjunto sobre el que se construye el
modelo. Nuestro modelo para el conocimiento del sudoku serd multimodal,
aunque ya que en el sudoku sélo hay un agente, la multimodalidad sera en
un sentido diferente al clasico.

Las multimodalidades son un recurso que ha sido muy utilizado en episte-
mologia formal. En 1970, cuando la logica epistémica era atin bastante inci-
piente, Scott senalé que uno de los grandes errores que se cometian en logica
modal era concentrarse en sistemas con sélo un operador (Scott, 1970). La
razén de este tipo de afirmaciones es que las multimodalidades nos permiten
capturar de manera méas precisa cuestiones méas complejas. Por ejemplo, en
el caso del modelo que estamos construyendo surge la necesidad de capturar
el hecho de que las creencias (el conocimiento) que obtenemos se desarrollan
en funcién de las jugadas. Esto en algunos juegos se resuelve utilizando 16gi-
cas dindmicas con operadores de accién. Sin embargo, el sudoku no necesita
tanto pues como ya hemos mencionado, mientras que en otros juegos como el
domind, el estado del mundo va cambiando segin las jugadas, en el sudoku
todo permanece estatico; lo tinico que se altera es la configuracion de los
nimeros que se exhiben.
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Definicién 4.3.4 Definimos el lenguaje epistémico con compatibilidad para
el sudoku como sigue. Las formulas del lenguaje logico epistémico proposi-
cional con compatibilidad para el sudoku LECr, se construyen a partir del
congunto de formulas atomicas ® siguiendo las siquientes reglas.

1. T € LECT,

2. Sipe® (donde Ts C ®) entonces p € LECT,

3. Sipe LECT, yi e LECT, entonces p V 1 € LET,
4. St e LECr, yp € LECT, entonces ¢ N € LECT,

5. 8t p € LECy, entonces ~p € LECT, (con la negacion definida como
en 4.2.6).

6. Sipe LECT, y € LECT, entonces (¢ — ) € LECT,
7. Sip € LECT, entonces Ky € LEC,
8. Sip € LECT, entonces Py € LECT
9. Sip € LECT, entonces U.p € LECT,

10. Sip € LECy, entonces Gop € LECT,

La formula T representa la formula que siempre es verdadera, —p re-
presenta la negacion de ¢ (definida como en 4.2.6), (¢ V 1) representa la
disyuncion de ¢ y 1, (o A1) representa la conjuncion de ¢ y v, a (¢ — )
le denominamos implicacion, K¢ expresa que el jugador sabe p y Py expresa
que el jugador considera posible ¢, U.p expresa que ¢ es compatible con el
resto de las proposiciones (es decir, que al realizar la accion expresada por
@ no se contradicen las reglas del juego), y Q.p expresa que es posible que ¢
sea compatible con el resto de las proposiciones.

Una vez que establecimos nuestro lenguaje, abordaremos ahora las cues-
tiones semanticas del modelo.
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4.4. Semantica

En un juego bien planteado la solucién es unica, esto implica que pen-
sar los mundos posibles como estados o situaciones de correspondencia entre
nimeros y casillas puede darnos muchos mas mundos de los que necesitamos
considerar. Por esta razén, lo méas conveniente es pensarlos como estados o
situaciones de los nimeros que se encuentran exhibidos en un determinado
tiempo t (notemos que este enfoque nos permite obtener conclusiones acerca
de nuestro conocimiento del juego). Tampoco hay manera de que lleguemos a
estados en los que aparezca dos veces el mismo nimero en el mismo renglén,
columna o subcuadricula, ya que si bien, podriamos colocar un nimero en
una casilla sin estar completamente seguros de que ese es el sitio que le co-
rresponde, lo que no va a ocurrir (si seguimos las reglas) es que una vez que
estemos seguros de que un nimero corresponde a una casilla (tal vez por que
es pista inicial) intencionalmente coloquemos ese numero en la misma fila,
renglén o casilla. Asi pues, los mundos posibles seran arreglos parciales en
los que se exhiben ciertos nimeros que no contradicen las reglas del juego.
Nuestro interés es conocer el valor de verdad de las proposiciones que des-
criben la correspondencia entre estos ntimeros y sus casillas. Por ejemplo,
la solucién del juego es un mundo posible (llamémosle S). Este puede ser
descrito como la conjuncién de todas las proposiciones verdaderas del tipo
9111, 6121, 8131, 2211, 7221, 4231, 1311, 5321, 3331, ey 2999, las cuales describen los
nimeros que son exhibidos en las casillas (que en este caso corresponden a
todo el tablero).

916 (84|73 11|2|5
2171419158613
1151312|8]6[7[9]4
8191513124716
714121869531
3111654 ]7|12]8]9
6121358947
501319171214 /6|1]8
418176913 ]5]2

S= Sudoku resuelto
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Definicién 4.4.1 (Relacion de accesibilidad para compatibilidad). Sea w; un
subarreglo en el tablero del sudoku. Decimos que w; es accesible (bajo la
relacion de compatibilidad) a w; si w; ezhibe un nimero mds que w; y éste
no genera contradiccion con las reglas del juego; es decir, si el nimero que se
agrega en w; no aparecia ya en el mismo renglon, columna o subcuadricula
en w;. De esta manera tenemos que

R1 = {(w;,w;) | w; < w; en sélo un nimero sin contradecir las reglas}

W serd el conjunto de todos los w; (posibles subarreglos) y Ry C W x W la
relacion de compatibilidad entre mundos posibles.

Si para algin w € W se tiene que no existe w; tal que (w,w;) € Ry sdlo
tenemos dos opciones:

a) w=_S (donde S es el arreglo solucion).

b) Eriste ¢ € w tal que su valor de verdad es distinto a su valor de verdad

en S.

En otras palabras, w; es accesible a w; si podemos llegar de w; a w; en una
sola jugada siguiendo las reglas del juego. Notemos que nuestro conocimiento
en w; es compatible (no genera contradicciones) con nuestro conocimiento
en w;. Una vez que no podemos avanzar mas, sélo tenemos dos opciones:
o hemos terminado exitosamente el juego, o hemos realizado alguna jugada
incorrecta, lo que implica que no podemos tener conocimiento del total de la
correspondencia niimero-casilla que se exhibe en w.

Definicién 4.4.2 (Relacion de accesibilidad para conocimiento). Sea w; un
subarreglo en el tablero del sudoku (w; estd conformado por un conjunto de
numeros exhibidos en un subconjunto de casillas del tablero). Decimos que
w; es accesible (bajo la relacion de conocimiento) a w; si el conjunto de
niimeros exhibidos en w; es compatible con el de los exhibidos en w;. Esto lo
unico que quiere decir es que no ocurre que en w; haya un nimero en una
cierta casilla, digamos Cij, y que en w; aparezca el mismo nimero en la fila
i, en la columna j o en la subcuadricula k. De esta manera tenemos que

Ry = {(w;, w;)|la exhibicién de los nimeros de w; no contradice a la de w;}

W serd el conjunto de todos los w; (posibles subarreglos) y Ro C W x W la
relacion de accesibilidad de conocimiento entre mundos posibles.
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Como se ha venido expresando, nuestro principal interés al desarrollar un
modelo del conocimiento en el sudoku es observar qué aspectos epistémicos
logran ser capturados por el modelo, cudles no (ya sea por limitaciones parti-
culares o generales) y qué problemas se pueden resuelven a partir del modelo.
Para no desviarnos del objetivo, es importante no perdernos en definiciones,
propiedades y demostraciones formales, y detenernos constantemente a re-
flexionar sobre el significado que cada elemento del aparato formal tiene en
términos espistémicos. En este punto de la construccién tenemos que las rela-
ciones de accesibilidad que daran significado a las dos modalidades, cumplen
con ciertas propiedades. Por ejemplo, que R, sea reflexiva quiere decir que
nuestro conocimiento en un momento dado del juego, es compatible con nues-
tro conocimiento en ese mismo momento. Esto, més alla de ser trivial, es un
hecho indiscutible. Cada una de las propiedades que cumplen las relaciones
de accesibilidad dicen algo acerca del comportamiento del juego y de nuestras
creencias dentro de él.

4.5. Satisfaccién y verdad

Dada una proposicién, digamos N;j, y un mundo posible w; pueden ocu-
ITir tres cosas:

Caso 1 Que sepamos que V;;;, es verdadera en w;; por ejemplo, si N es una pista
inicial en la casilla 77k, o si no hay manera de que N no corresponda a
la casilla ijk.

Caso 2 Que sepamos que N;;;, es falsa en w;; por ejemplo, si M # N y M es
una pista inicial en la casilla ijk, o si no hay manera de que M no
corresponda a la casilla ijk.

Caso 3 Que no sepamos el valor de verdad de NN;;, al pararnos en el mundo
w;; por ejemplo, si la casilla 7jk se encuentra en blanco, o si hemos
conjeturado que N corresponde a la casilla ijk con algun grado de
incertidumbre.

Como en cualquier 16gica modal, la verdad de las proposiciones esta dada
respecto a cada mundo posible. Por las observaciones realizadas en el parrafo
anterior, es necesario tener en mente las consideraciones sobre légica mul-
tivaluada que se presentaron en 4.3 antes de dar las nociones de verdad y
validez.
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Definicién 4.5.1 Sea Fs = (W, R) el marco de Kripke para el modelo del
conocimiento en el sudoku y ® el conjunto de proposiciones atdmicas (con
O = ' UTg). Tenemos la funcion evaluacion (trivalor) e : ® x W — Tg que
asigna valores de la siguiente manera:

Sip € Tg, e(p,w) = . Esto para toda w € W.

Sea ¢ € ®'. Entonces ¢ es de la forma “El numero n corresponde a
la casilla Cyj”. Tenemos que e(p,w) =V si en el subarreglo w, el
numero n efectivamente se encuentra en la casilla ubicada en la fila i
y el renglon j (cuya interseccion se debe ubicar en la subcuadricula k).

Sea p € ®'. Entonces ¢ es de la forma “El nimero n corresponde a
la casilla Cyy,”. Tenemos que e(p,w) = F si en el subarreglo w, existe
m con m # n, y m se encuentra en la casilla ubicada en la fila i y el
renglon j.

Sea p € ®'. Entonces ¢ es de la forma “El nimero n corresponde a la
casilla Cij,”. Tenemos que e(p,w) = L si en el subarreglo w, la casilla
Ciji se encuentra en blanco.

Definicién 4.5.2 Eztendemos la funcion e a una funcion e’ : LECpy x W —
Ts como sigue.

1.

Valores de verdad para la conjuncion: €' (¢ AN ,w) =V en el caso en
el que e(p,w) =V ye(y,w) =V, (pNp,w) = F sie(p,w) =F o
e(,w) =F. e(p ANp,w) = L en cualquier otro caso.

Valores de verdad para la disyuncion: €' (o V i, w) =V en el caso en
el que e(p,w) =V oe(h,w) =V, (pVih,w) =F sie(p,w) =Fy
e(V,w) =F, e(pVi,w) =L en cualquier otro caso.

Valores de verdad para la negacion: €' (p,w) =V sii e(-p,w) = F,
e (o, w) = F siie(—p,w) =V, €(p,w) = L sii e(—p,w) = L.

Definicién 4.5.3 Definimos la validez para los operadores modales como si-

gue.

1.

Decimos que U.p es vdlida en el marco Fg, bajo la evaluacion e en el
mundo w € W. Es decir, que Fg,e,w = O.p si y solo si e(p,w') =V
para todo w' tal que (w,w') € Ry
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2. Decimos que (Qcp es vdlida en el marco Fg, bajo la evaluacion e en
el mundo w € W. Es decir, que Fs,e,w |= Qo sty sélo si Fw' con
(w,w'") € Ry tal que e(p,w’") = V.

3. Decimos que K¢ es valida en el marco Fg, bajo la evaluacion e en el
mundo w € W. Es decir, que Fg,e,w = Ky siy solo si e(p,w') =V
para todo w' tal que (w,w') € R

4. Decimos que Py es valida en el marco Fg, bajo la evaluacion e en el
mundo w € W. Es decir, que Fg,e,w |= Ky si y sdlo si si y solo si
Jw' con (w,w’) € Ry tal que e(p,w') =V.

Las definiciones anteriores nos da una idea bastante buena de cémo se
comporta el juego.

4.6. Propiedades de las relaciones de accesi-
bilidad

Recordemos que lo que la relacion de compatibilidad R, nos dice, es que
un subarreglo w; del sudoku es accesible a otro w si del estado del juego w
podemos llegar al estado del juego w; en un sélo paso sin romper las reglas
del juego.

Tenemos que R; no es reflexiva, pues no hay manera de que al agregar
un numero a una casilla el juego permanezca igual. Tampoco es simétrica ni
transitiva. No es serial, pues existe el arreglo S que describe la solucion y que
no puede acceder a ningiin mundo bajo R;. De hecho, la relacién R, es muy
limitada y no satisface ninguna de las propiedades que se mencionan en la
secciéon 2.6. Esto quiere decir que tampoco vamos a poder dar como validos
los axiomas del sistema S5 para los operadores de compatibilidad.

Por otro lado, dado que trabajamos con dos modalidades, atin nos falta
revisar la relacién de accesibilidad de conocimiento Ra. Esta la revisaremos
con mas detalle.

A partir de la definicién (4.4.2) podemos observar que R es una relacion:

1. Reflexiva; Vw.(w,w) € Rs. Los nimeros que se exhiben en w no
contradicen el conocimiento que poseemos en w.
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2. Serial; Yw.3w;.(w,w;) € Ry. Si una relacion es reflexiva, entonces es
serial. Pues siempre existe un mundo (el mismo w) que es accesible
desde w.

3. Simétrica; Vw, w;.(w,w;) € Ry implica (w;,w) € Ry. Si los niimeros
exhibidos en w; no generan contradiccién con los nimeros exhibidos en
w, entonces los nimeros exhibidos en w no generan contradiccién con
los exhibidos en w;.

4. Transitiva; Yw,w;,ws. Si (w,w;) € Ray A (wy,wz) € Ry, entonces
(w,wy) € Ry. Silos nimeros de un subarreglo no generan contradiccién
con los de otro, y éste a su vez, no genera contradiccién con un tercero,
entonces, el primer subarreglo tampoco genera contradiccién con el
tercero.

Es muy importante notar que nuestra relaciéon de conocimiento es de
equivalencia. Esto va a garantizar que sean vélidos nuestros axiomas. Una
vez que tengamos los axiomas, podemos afirmar que el modelo estd bien
construido y observar las virtudes que este nos brinda para el estudio del
fenémeno (el conocimiento en el sudoku).

4.7. Axiomas del modelo

Los axiomas pueden tener diferentes funciones dentro del modelo. Algunos
por ejemplo, establecen las “reglas”que determinan cémo proceder, otros son
consecuencia natural de cémo construimos el lenguaje y la semantica. La
validez de los axiomas muestra que hay al menos un sentido en el que nuestro
modelo estd “bien construido”. En el caso del modelo para el conocimiento
del sudoku proponemos tres grupos de axiomas. Cada uno de estos grupos
tiene un papel distinto en el modelo, pero como observaremos, todos estan
relacionados entre si.

4.7.1. Axiomas del juego

Estos axiomas son los que expresan las reglas. Sabemos que en el sudoku
estd prohibido colocar dos veces el mismo nimero en la misma fila, en la
misma columna o en la misma subcuadricula. Esta idea debe ser capturada
por los axiomas del modelo.
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(Jl) Nijk = _‘Mijka si N 7& M
(J2) Nijk = Ny, si (i =1) V (j =m) V (k =n)

El axioma J1 dice que si un numero corresponde a una casilla, entonces
ningin otro puede corresponder a esa casilla (recordemos que la solucién
es unica). El axioma J2 dice que si un nimero corresponde a una casilla,
entonces éste no puede ocupar otra casilla en el mismo renglén, o en la
misma columna, o en la misma subcuadricula.

Al principio del capitulo mencionamos que cada casilla estda determina-
da por la interseccién de un renglén y una columna. Aqui podemos ver la
importancia de indicar también mediante un subindice la subcuadricula; un
nimero podria no repetirse ni en el mismo renglén ni en la misma columna
y a pesar de ello repetirse en la misma subcuadricula, lo cual también va en
contra de las reglas del juego.

4.7.2. Axiomas de compatibilidad

Una observacién importante es que la posibilidad epistémica esta condi-
cionada a la posibilidad de accion; en el sudoku sélo puedo conocer aquello
que puedo realizar (jugar). Esta caracteristica esta siendo perfectamente cap-
turada por nuestros axiomas.

Consideremos la proposiciéon ¢ = El niumero n corresponde a la casilla
Cijk- Es claro que si n no es una pista inicial, no hay manera de que yo tenga
el conocimiento de que n corresponde a la casilla Cjj, si no es por que la
accion de colocar n en Cjj; estd permitida por las reglas del juego. O sea,
una condicion necesaria para que @ sea conocimiento en w es poder realizar
la jugada que describe . Entonces, ¢ debe ser compatible con el estado en w,
es decir que Fg, ¢/, w = O.p (para todo w € W). Esto lo podemos expresar
con el siguiente axioma.

(Cl) Ko = Oy

Dos equivalencias de este axioma que parecen ir muy bien con nuestra
intuicién son las siguientes.

» L= Py

= L= Ky
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La primera equivalencia se obtiene aplicando el dual del operador K y
usando la contrapositiva de la implicacion, y lo que nos dice es que si no po-
demos realizar la jugada expresada por ¢ por que no es compatible, entonces
consideramos posible que ¢ no sea el caso.

La segunda es la contrapositiva del axioma original, y lo que nos dice es
que si no puedo realizar una jugada (), no puedo saber el contenido de la
proposicién . Por ejemplo, supongamos que hay un 5 (pista inicial) en la
casilla Cy,, entonces no puedo poner un 5 en la casilla Cjj;, (axioma 2 del
juego), esto implica que la proposicién “El 5 corresponde a la casilla ijk.s
falsa y por lo tanto, no puede ser conocimiento.

Bajo el mismo razonamiento, tenemos el siguiente axioma.

(C2) Pp = Ocp
Equivalentemente (aplicando el dual y contrapositiva):
w 2= K-

Este axioma dice que una condicién necesaria para considerar posible ¢
es que de hecho, sea posible realizar la jugada expresada por ¢. En otras
palabras, si ¢ es incompatible con el juego, entonces sabemos que no puede
ser el caso que .

Ahora seria natural preguntarse si la implicacién contraria de (C2) se
cumple. Es decir, si tenemos que .o = Kp. Y la respuesta es que no.
Serfa contraintuitivo (incluso falso) pensar que para que una jugada pue-
da realizarse es necesario que yo sepa que la proposicién que la expresa es
verdadera. ;Qué ocurriria entonces en un juego bien determinado pero cuya
dificultad no nos permite seguir “averiguando”las proposiciones verdaderas
que nos conducen a la solucion? Esto solo nos dice que las posibilidades de
accion en el juego no estan condicionadas necesariamente a las posibilidades
de conocimiento.

4.7.3. Axiomas de conocimiento

Para ver que los axiomas de conocimiento son vélidos para nuestro modelo
necesitamos algunas nociones generales. Primero, recordemos las reglas de
inferencia de una légica modal (utilizando los operadores de conocimiento
para evitar confusiones).
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P,
(MP) =2
(K) K(p = ¢) — (K¢ — Kv) (Axioma de distribucién)

(N) %

- —p
(EN) Ki%[ﬁ/;’ P:Zan
Todos los sistemas axiomaticos para légica modal incluyen el axioma X
y las reglas MP y N. La regla EN puede derivarse a partir de K, MP y N.
Ademas de estos axiomas, existen varios esquemas modales. Algunos de los
mas utilizados son:

(D(v)) K¢ = Py

(T(p)) K¢ — ¢ (Axioma de conocimiento)

(Blp)) ¢ = KPyp

(4(p)) Ky — KKy (Axioma de introspeccién positiva)
(5(¢)) Pp — K Py (Axioma de introspeccién negativa)

Definicién 4.7.4 Llamamos S5 a un sistema axiomatico cuando cumple con
los esquemas KT5.

Tradicionalmente la logica modal epistémica cumple con los axiomas de
Ss. En principio, estos axiomas han funcionado bastante bien para capturar
nuestras intuiciones acerca de lo que creemos que el conocimiento deberia
cumplir. Por esta razon es que el siguiente paso natural en la presentacién de
nuestro modelo es ver que se satisfacen los esquemas de S5. Lo que haremos
serd demostrar que si tenemos KDB4 entonces tenemos Ss. Después veremos
que nuestro modelo del conocimiento del sudoku (M) satisface LDB4. Con
esto quedara demostrado que el sistema Sy es valido para nuestro modelo.

Sean S, y Sp sistemas axiomaticos. Utilizaremos la notaciéon S, < Sp
para expresar que todo todo teorema de S, es teorema de Ss.

Lema 4.7.5 KDB5 < KDB4

Demostracion.
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1. Prp — KP—p  5(—gp)
2. ="Ky — = P-P—-y Interdefinibilidad de los operadores
3. PAP-p — K¢ Contrapuesta de la implicacién
4. PKp — Ko Interdefinibilidad en el antecedente
5. KPKp - KK¢ EN
6. Kp - KPKyp B(Kp)

Ko — KKp Transitividad de la implicacién a 6 y 5.

Hemos probado que el esquema 4 es teorema de XD B5.
[ |

Lema 4.7.6 XDB4 < KDB5

Demostracion.

1. Kmp - KK—p  4(—yp)

2. 2Pp — ~P-~ K-y Interdefinibilidad de los operadores
3. PPp — Py Contrapuesta de la implicacion

4. KPPy — KPyp EN

5. Po — KPPy B(Py)

. Po— KPyp Transitividad de la implicacion a 5 Y 4.

Esto prueba que el esquema 5 es teorema de K DB5.
[ |

Teorema 4.7.7 XDB4 = KDB5
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Demostracion. Por el lema 4.7.5 tenemos que todo teorema de KDB5 es
teorema de KD B4. Es decir que el conjunto de teoremas de LD B5 esté con-
tenido en el conjunto de teoremas de KDB4. Analogamente, por el lema
4.7.6 tenemos que el conjunto de teoremas de KDB4 esta contenido en el
conjunto de teoremas de XD B5. Por lo tanto, ambos conjuntos son iguales

y KDB4=KDB5. =
Lema 4.7.8 T es teorema de KDB4.

Demostracion.
1. Kp - KKy 4(p)

2. KK - PK¢ D(Ky)

3. Ko - PKy  Transitividad de la implicacién de 1 y 2.
4. mp — KP-p B(—yp)

5. n¢ — " PKy Interdefinibilidad de los operadores.

6. PKp — ¢ Contrapuesta de 5.

L Kp— Transitividad de la implicacién a 3 Y 6.

]
Teorema 4.7.9 XDB4 = S5

Demostracion. Como KDB4 es equivalente a XDB5 y T es teorema de
KD B4, entonces KD B4 implica que tenemos el axioma 5 y el axioma T. Es
decir, tenemos

KT5 =55

[ ]

Por el teorema anterior, basta con ver que el modelo que construimos para
el conocimiento del sudoku Mg = (W, Ra, e) satisface los axiomas de KD B4.
Pero antes de verificar los axiomas, vale la pena detenernos a ver como es que
estos axiomas parecen capturar bien algunas de nuestras intuiciones acerca
del juego.
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(D) Lo que el axioma D estd expresando es que si yo sé que un nimero n
corresponde a una casilla Cjj;, entonces considero posible que el nimero
n corresponda a la casilla Cjjp,.

(B) Si es el caso que n corresponde a la casilla Cjy, entonces debo saber
que puedo considerar la posibilidad de que el nimero n corresponda a
la casilla Cjjy.

(4) Sisé que un nimero n corresponde a una casilla Cyj;, entonces sé que
lo sé. Esto es lo que en el sudoku nos permite distinguir entre una
pista inicial o una casilla ocupada por un niimero cuya correspondencia
no podria ser de otra manera, y un nimero que coloqué (quizd por
estrategia) y que es susceptible de ser borrado.

Proposicién 4.7.10 El axioma D es vdlido en Mg = (W, R, €).

Demostracién. Supongamos que =, K, esto quiere decir que Fg, e, w =
K para todo marco Fg y todo mundo w € W, entonces e(p,w’) = V para
todo w’ tal que (w,w’) € Ry, como Ry es serial (4.6), existe al menos un w;
tal que (w,w;) € Ry, por lo anterior, e(¢, w;) = V' y entonces Fg, e, w = Py
para todo marco Fg y todo mundo w € W. Por lo tanto =, Pe. Entonces
Kp— Pp. m

Proposicién 4.7.11 El axioma B es vdlido en Mg = (W, Ra, €).

Demostracién. Supongamos que =g ¢. Seaw € Wy w' tal que (w, w') €
Ry (w' existe por que Ry es serial). Como =, @, en particular e(p, w') =V
entonces Fg, e, w |= Pyp. Como Ry es simétrica tenemos que (w', w)Ry (para
toda w € W). Entonces e(Py,z) = V para toda x € W (en particular
para todos los mundos accesibles desde cualquier mundo w). Por lo tanto,
Fs,e,w = K Py para toda w € W y todo marco de Kripke, es decir, =4
KPp. Entonces ¢ =+ KPp. m

Proposicién 4.7.12 El azioma 4 es vdlido en Mg = (W, Ra, €).

Demostracién. Supongamos que =p K. Dado que K¢ es cierto en w,
entonces ¢ es cierto en todo mundo accesible desde w. Es decir, e(p,u) =V
para todo u € W tal que (w,u) € Rs. Pero como R, es transitiva (4.6),
entonces (w, v) € Ry paratodo v € W tal que (u,v) € Ry. Como (w,v) € Ra,
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tenemos también que e(p,v) = V para todo v € W tal que (u,v) € Ra.
Ya que ¢ es verdadera en cualquier mundo accesible desde u, tenemos que
e(Ky,u) =V para cualquier u accesible desde w. Por lo tanto, g K K.
Entonces Ko - KKp. m

Hemos probado entonces que es sistema KD B4 es valido en Mg, y por
el teorema 4.7.9, tenemos que Mg es Ss.

Ejemplo 4.7.13 Para concluir y concretar ideas, presentamos el siguiente
ejemplo. Consideremos a w el mundo inicial del siguiente sudoku de 4 X 4:

113
412

Colda| v ~
S

Sea x1 el mundo (subarreglo) resultante de agregar 3 en la casilla Cayys.
Tenemos que (w,x1) € Ry

Co

~

S
NENES ™

S}

412

X1

Sean xo el mundo resultante de agregar 1 en la casilla Cyo1, x3 el mundo
resultante de agregar 4 en la casilla Clus, x4 el mundo resultante de agregar
1 en la casilla Cyyy y x5 el mundo resultante de agregar 3 en la casilla Ciq1.

1 117 117 3 117
1123 1123 1123 1123

1131412 [1 il2 11342 113|412

412|3 4123 2131 412131
i) T3 Ty Ty

Ahora las dnicas opciones para la siguiente jugada son colocar 2 o 4 en
la casilla Cia1, 0 colocar 2 o 4 en la casilla Ca11. El problema es que ningun
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mundo resultante de cualquiera de estas jugadas es Ri-accesible desde xs.
Notemos que

(x5 = Odorn A 2911) V = (25 = O4421 A 2191)

Al no haber ningin mundo que sea Ri-compatible con x5 tenemos que, o xs
es la solucion del juego, o ha habido un error al formular las creencias sobre
la correspondencia entre niumero y casilla. Una caracteristica de la solucion s
es que para cada casilla Cyy, (1,7, k € 1,2,3,4) del tablero, existe un nimero
n € 1,2,3,4 tal que e(nii,s) = V. En este caso, para toda n € 1,2,3,4
tenemos que e(ni21,z5) = L (al igual que para Co11). Por lo tanto, x5 no es
la solucion del juego y alguna de las conjeturas que nos llevé a este estado es
incorrecta. Nuestro modelo nos permite derivar la siguiente conclusion:

=K (3242 A logg A 41z A 1aag A 3111)

Es decir,

K 3240 V K191 V2 K4140 V 2K 1y4a V 2K 3111

La idea es aplicar (como parte de la sequnda etapa del proyecto de mode-
lado del fendmeno epistémico), por ejemplo, un proceso de revision de creen-
cias que determine cudl es, o cudles son las creencias incorrectas. Esta accion
queda pendiente para un trabajo posterior.

En este caso particular la creencia incorrecta es “3 corresponde a la casilla
Cs40”. A nosotros nos gustaria que el modelo no nos permitiera saber este
tipo de cosas, entonces queremos que w ¥ K3940. Es decir, debe existir un
mundo y; accesible a w tal quee(3242,Y1) no es verdadera. Vamos a exhibir
uno para ver que es el caso.

Consideremos a w como antes (el sudoku original) y a z,y como a con-
tinuacion.

1 1 1
2 3 2 42

113142 1131412 [1]3[4]2

41 2]3 RE ARE
w Z Y

Notemos que (w,z) € Ry y (w,y) € Ry Consideremos ahora w', y' y 2’ a
los mundos resultantes de agregar el numero 3 en la casilla Coyo en w,z y y
respectivamente. Tenemos entonces
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1 1 1

2|3 3 2 4123
113412 113142 1131412
4123 4123 2|3

w/ Z/ y/

Notemos que e(3142,w") = V', e(3142,y') = V pero e(3142,2") = L pues
colocar el 3 en la casilla Clyo resultaria en un arreglo prohibido ya que con-
tradice los ariomas del juego. Entonces tenemos que (w,z') € Ry y 3142 no
es verdadera en z'. Por lo tanto, w ¥ K3qs.

Ejemplo 4.7.14 Consideremos nuevamente el juego dado w.

1
2

113142

RAE

De manera informal sabemos que el nimero 1 corresponde a la casilla
Cuga. Queremos ver que w' = K14y donde w' es el resultado de considerar
aw con ell en la casilla Cyyy.

113
412

LR | ~
\S)

)

w

Vamos a revisar todos los mundos posibles z; € W tales que (w, z;) € Ry.
Segiin las pretensiones de nuestro modelo, debe ocurrir que e(lyq,2;) =V
para toda z;.

En este juego los mundos posibles solo pueden ser resultado de agregar a
alguna casilla los numeros 1,2,3 o 4. Asi que podemos proceder por casos.
Observemos los mundos resultantes de agregar un numero 1.

Los mundos resultantes de agregar 1 en las casillas Cijo V Ciji, V Cigpno
estan dentro de los arreglos posibles pues generarian contradiccion con las
reglas. Entonces, sin considerar la casilla Cyyq (que es en la que queremos
evaluar al nimero 1), sélo hay un mundo accesible desde w. Este es el resul-
tado de colocar al nimero 1 en la casilla Cyey. A este mundo lo llamaremos
2.
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1 1
1|2 1|2
113|412 113412
2|3 412131
21 2]

El mundo w es Ry-accesible a zy, es decir, (w, z1) € Ry. Si consideramos
21 el mundo z; ya con el nimero 1 en la casilla Cyyy. Podemos observar que
e(lyga, 21) = V. Vamos a considerar ahora los mundos resultantes de agregar
un numero 2.

Los mundos resultantes de agregar 2 en las casillas Cia, V Chax V Cyji no
estan dentro de los arreglos posibles pues generarian contradiccion con las
reglas. Entonces, solo hay un mundo accesible desde w. Este es el resultado
de colocar al nimero 2 en la casilla Cq11. A este mundo lo llamaremos zs.

2 1 2 1
2 2
1131412 (113412
213 72031
2o 2h

El mundo w es Ry-accesible a zy, es decir, (w, z9) € Ry. Si consideramos
zb el mundo zo ya con el nimero 1 en la casilla Cyyy. Podemos observar que
e(lyas, 25) = V. Consideremos los mundos posibles resultantes de agregar el
nimero 3.

Los subarreglos resultantes de agregar 3 en las casillas de la forma Ciay, no
son mundos posibles de nuestro modelo ya que contradicen las reglas (violan el
azxioma Jy). Esto implica que los mundos Ri-accesibles a w que son resultado
de agregar un numero 3 son 23,24, 25 Y 2.

3 1 1 118 1

2 3 2 2 2138
11342 11342 11342 11342
41213 41213 41213 4123

z3 24 Z5 26
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Consideramos zy, 2y, 25 y 2z los mundos correspondientes agregando 1 en
la casilla Cyay. Vamos a evaluar nuestra proposicion en estos mundos.

3] |1 1 1]3 1
2 3 2 2 2]3
1134 Y 31412 3142
Jl213]1] [4]2]3 231 231

% % % %

Como podemos ver e(lyas,zy) =V, e(lyaa, 2)) =V, e(lym, 2) = V y
e(lyga, 2z5) = V. Sélo faltan por considerar los mundos posibles que resultan
de agregar el niumero 4.

Podemos ver que los subarreglos resultantes de agregar 4 en las casillas
de la forma Cj mo son mundos posibles de nuestro modelo (por la misma
razon que en los casos anteriores). Asi pues, los mundos Ry-accesibles (via
agregar el nimero 4) desde w son los siguientes.

411 1 1|4 1
2 412 2 214
1|34 113]4 31412 31412
41213 41213 2103 203
27 28 29 <10

Consideramos 2, 2§, 24 y 21, los subarreglos correspondientes resultado de
agregar 1 en la casilla Cyyy. Evaluemos la proposicion a4 en estos mundos.

411 1 117 1
2 412 2 21 4
REAE 113042 113142 11342
J1 2131 J12131 J1 2131 2] 381
27 28 2 21

Tenemos una vez mds que e(lygq,25) =V, e(1yga,25) =V, e(lygq,26) =V
y e(laaa, 219) = V.

Los mundos Rs- compatibles con w' son los z.,i € 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10,
(o combinaciones compatibles entre estos mondos). Una combinacion compa-

tible seria por ejemplo el mundo zg 4, al que podemos pensar como la “com-
binacion”de los mundos 2z y 2.
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114
218
11842
4121381
Zé,g

Es claro que como nos fijamos en todos los mundos Ry-accesibles a w',
en particular las “combinaciones”de estos mundos van a ser Rg-compatibles
(y ademds son todos). En particular tenemos que €(1lyaa,2) =V para todo z
tal que (W', z) € Ry. Por lo tanto w' |= K1y que era lo que queriamos.

Con esto terminamos el modelo que pretendiamos construir. Por supuesto,
quedan pendientes aspectos acerca del conocimiento en el sudoku; como el
grado de certeza con el que conjeturamos una posible jugada, o la manera en
la cual nos desplazamos en un arbol de desiciones cada vez que colocamos
un numero en una casilla. Estas cuestiones van més alla de los alcances del
presente trabajo y forman parte de las etapas 2 y 3 mencionadas al principio
del capitulo.



Capitulo 5

Conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos utilizado nociones epistemoldgicas tanto
tradicionales como formales. Uno de nuestros objetivos era senalar puntos de
coincidencia entre ambos enfoques. La idea era dar una respuesta (al menos
parcial) a la pregunta sobre qué podemos decir de los estudios en epistemo-
logia a partir del gran desarrollo de herramientas formales que ha habido
durante las ultimas décadas. Asi pues, hemos visto que podemos valernos
de métodos como la revision de creencias y la semantica de mundos posibles
para dar una respuesta al escéptico que cita la posibilidad de error como el
argumento mas devastador contra la afirmacién de conocimiento. La idea es
delimitar el conjunto de posibilidades sobre las cuales el agente en cuestion
tiene éxito: si el agente puede tener éxito dentro del conjunto de posibilidades
relevantes, entonces el agente puede decir que tiene conocimiento, incluso si
comete graves errores dentro de las posibilidades irrelevantes.

Por otro lado, herramientas formales como la légica epistémica nos brin-
dan una poderosa fuente de justificacion. Para Bonjour (1976) una teoria
epistemoldgica adecuada debe establecer una conexion entre cémo da cuenta
de la verdad y como da cuenta de la justificacion. En una epistemologia basa-
da en légica formal, las condiciones de verdad de una proposicién (creencia)
brindan dicha conexiéon. Un método que, mediante la aplicacién de reglas de
formacion de férmulas y una semantica, determine cémo es que se llegd a
proposiciones verdaderas (o como se justificaron las verdades postuladas), es
un método fiable de formacién de creencias (en el sentido de Goldman). En
principio, ésta parece ser una virtud epistémica que podemos atribuirle a casi
cualquier tratamiento formal.

Finalmente, cabe mancionar diferencias entre un tratamiento epistemolégi-

33
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co de tipo tradicional y uno de tipo formal. Para Hendricks (2006), una
manera de describir superficialmente cémo se realizan los estudios contem-
poraneos en epistemologia seria: i) de forma convencional o informal: en gran
parte mediante analisis conceptuales y concentrandose en ejemplos pintores-
cos y, a veces, extravagantes o en contraejemplos especulativos, o ii) en una
manera formal; mediante la aplicacién de herramientas y métodos de logica,
teoria de la decisién o de la probabilidad, a la teoria del conocimiento.

El modelo del conocimiento en el sudoku parece respaldar lo mencionado
en los parrafos anteriores. Por ejemplo, dado un juego de sudoku, si yo tengo
la creencia de que el nimero 5 corresponde a la casilla ubicada en la inter-
seccion de la fila 2 y la columna 8, el modelo me proporciona herramientas
que me permiten, en un momento especifico del juego determinar no sélo si
la proposiciéon “bag3.® verdadera, (lo que justificaria mi creencia de que el
numero 5 corresponde a la casilla ubicada en la interseccién de la fila 2 y la
columna 8), sino que también obtengo condiciones para poder afirmar que yo
tengo conocimiento de que el nimero 5 corresponde a la casilla ubicada en la
interseccién de la fila 2 y la columna 8. Esto, por que el modelo proporciona
condiciones de verdad para las proposiciones del tipo KbHog3 =“Yo sé que el
nimero 5 corresponde a la casilla 283”. No cualquier proposicion del tipo
n;jr puede ser evaluada en todo momento del juego, pero los axiomas brin-
dan criterios que me guian hacia las condiciones que permitiran evaluar a
cada proposicién. Es decir, los axiomas (en particular el de compatibilidad),
exhiben como en el caso del sudoku la posibilidad de conocimiento esta cons-
trenida a la posibilidad de accién. Otra forma de decirlo es que no puedo
conocer la correspondencia entre una casilla y un ntimero si no es posible
realizar la jugada (regulada por los axiomas del juego) que llevaria a dicha
correspondencia.

El presente trabajo deja varias preguntas abiertas a futuras investigacio-
nes. Claramente, una tarea pendiente es seguir trabajando en el desarrollo
de herramientas formales. Por ejemplo, al combinar diferentes trabajos en
logica, aqui hemos presentado una logica multimodal epistémica trivalua-
da. Las necesidades que presentan los problemas epistemoldgicos dan pie
para crear nuevos procesos, asi como para afinar los existentes. Otra ver-
tiente seria un trabajo complementario que modelara el conocimiento en el
sudoku utilizando procesos de revision de creencias. La idea seria mode-
lar el conocimiento dentro del juego ante la aparicién de nueva informaciéon
(conforme vamos determinando la correspondencia entre nimeros y casillas).
Finalmente, podriamos preguntarnos sobre las similitudes entre el sudoku y
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otros contextos del conocimiento que nos permitan generalizar los resultados
aqui presentados.
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