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Introduccion

Los cristales liquidos son sustancias capaces de formar fases intermedias, o mesofases,
entre la sélida cristalina y la liquida. Dichas mesofases se caracterizan por poseer tanto
algunas caracteristicas de los cristales como de los liquidos. Las moléculas de los cristales
liquidos son anisotropicas y suficientemente rigidas para mantener su geometria ante las
variaciones de la condiciones termodindmicas.

En la actualidad el campo de aplicaciones de los cristales liquidos es amplio, entre
las mas comunes se encuentran los dispositivos LCD, su uso para el analisis de fallas en
dispositivos electrénicos [1], en la compensacién de aberraciones épticas de dispositivos
de almacenamiento de datos [2], en la elaboracién de termémetros [3]; en la medicina se
emplean como biosensores ademés de tener aplicaciones ortopédicas [4], para la obtencién
de mamografias de alta resolucién [5]; y en cuanto al disefio de interiores se utilizan
principalmente en ventanas que cambian de color.

En el area de los materiales pueden encontrarse algunos nanomateriales cuyo compor-
tamiento es similar a las moléculas de cristal liquido, pues son capaces de formar mesofases
liquido-cristalinas en 3D, y en 2D si se encuentran en monocapas [15]. El tipo de mesofases
que éstos materiales pueden presentar depende de la geometria de las nanoparticulas y
del tipo interaccion predominante. Saber cudl es, digamos, la geometria 6ptima del nano-
material para lograr una mesofase nematica en un intervalo de temperatura o densidad
deseado, puede ser muy complicado desde el punto de vista experimental; sin embargo,
las predicciones tedricas corroboradas mediante el uso de simulaciones ofrecen una gran
ventaja a este respecto al proporcionar resultados que, si bien obedecen a una simplifi-
cacion de la realidad, pueden dar una buena idea acerca de cudles son los parametros
moleculares y/o de interacciéon adecuados para lograr los resultados deseados.

Entre las geometrias moleculares mas estudiadas de cristal liquido se encuentran las
calamiticas, discoticas y bananas. Aunque éstas tultimas se caracterizan por tener una
geometria tipo "V y fueron sintetizadas por vez primera en 1930, su importancia en el
area de los cristales liquidos tomé relevancia después del trabajo de Niori et al [6], donde
se mostro que particulas aquirales como las bananas dan lugar a fases ferroeléctricas vy,
también, a fases quirales [7].

Estudios posteriores derivaron en una amplia gama de aplicaciones de particulas ba-
nana en dispositivos electronicos [8, 9]. Recientemente, han sido sintetizadas particulas con
geometria semejante, las hokey stick. A diferencia de las particulas banana, las hokey stick
tienen segmentos de longitud diferente, en la Fig. 1 se muestra un ejemplo de molécula
de este tipo [10]. Debido a su geometria, diferentes valores de las longitudes de los seg-
mentos permiten que las particulas hokey stick compartan caracteristicas de particulas
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calamiticas y bananas; por ejemplo, por un lado su geometria arqueada favorece la forma-
cion de mesofases esmécticas y, por otro lado, dependiendo de la razon entre las longitudes
de sus segmentos y el dngulo entre ellos, éstas particulas pueden ser més anisétropas que
las bananas y favorecer la formacién de la fase nematica.

/@/j\@\o

Figura 1: La 4-n-butyloxyphenyl [4 — (4 — n—heptyloxybenzoyloxy4 — benzoyloxy)]
biphenyl — 3 — carboxylate un ejemplo de particula hokey stick.

OC,H,s

Aunque existen estudios enfocados a la comprension de las propiedades estructurales
de particulas hokey stick asi como sus aplicaciones [11, 12, 13, 14], no se encontraron
evidencias de estudios numéricos ni tedricos de sistemas bidimensionales de particulas con
geometria hokey stick. Este trabajo se enfocod basicamente en el estudio de la formacion
de mesofases liquido-cristalinas de un modelo molecular bidimensional, geométricamente
polar y quiral, mismo que se describe en el Capitulo 1 y al que se refiere a lo largo del
trabajo como “modelo Hockey Stick” debido a que es una idealizacién de este tipo de
particulas. Como se vera mas adelante en el Capitulo 2, el andlisis se hizo mediante un
método tedrico propuesto por Lars Onsager [16] y se compararon las predicciones mediante
simulaciones tipo Monte-Carlo. Se estudio el caso de particulas infinitamente delgadas
con un potencial de interacciéon infinitamente repulsor. Lo anterior debido al deseo de
entender el comportamiento de algunos tipos de cristales liquidos desde la perspectiva
méas elemental. Un potencial de interaccion duro resulta bastante adecuado para analizar
cémo los efectos entrépicos favorecen o no la formaciéon de mesofases; ademads, a escala
macroscopica y nanométrica hay sistemas reales que pueden modelarse con interacciones
de este tipo [15].

De acuerdo a la teoria eldstica de Frank, hay tres tipo de defectos que pueden pre-
sentarse en los nematicos tridimensionales y se conocen como defectos tipo bend, tipo
tunst y tipo splay. De los cuales, sélo los de tipo bend y splay, son posibles en sistemas
bidimensionales. En el Capitulo 2 se estudia como se definen y en qué consiste cada uno
de ellos.

El modelo Hockey Stick tiene una geometria que favorece la formacion de defectos tipo
bend, los cuales han sido observados en sistemas 3D de particulas banana cuya geometria
es un caso limite del modelo Hockey Stick [34]. Es por eso que en este trabajo también se
estudiaron las condiciones termodinamicas para que el sistema de particulas tipo Hockey
Stick presente mesofases nematicas curvas o bended nematics, asi mismo se explica por
qué este tipo defecto es el dominante a diferencia del tipo splay, que es el otro defecto que
puede existir en sistemas 2D. Este estudio se hizo en el marco de la teoria de Onsager y
por medio de la energia libre de Frank.
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Por otro lado, Jian-Ru Gong y Li-Jun Wan realizaron un estudio experimental acerca
de los arreglos bidimensionales de moléculas tipo banana sobre una superficie de grafito,
encontraron que las moléculas se agrupan en estructuras esmécticas y, entre sus resulta-
dos, no se muestra evidencia de la formacién de defectos tipo bend [19]. Los resultados
derivados de las simulaciones pueden ser de utilidad para explicar por qué las moléculas
se agrupan de esta manera y cudles son los pardmetros moleculares que favorecen este
tipo de agrupamiento; por su parte, la ausencia de defectos tipo bend puede explicarse
por medio de el estudio basado en la energia libre de Frank.

El Capitulo 1, también se presenta otro modelo de particula: el modelo Cis. La mo-
tivacién para su estudio tiene dos vertientes: 1) al igual que el modelo Hockey Stick su
geometria es polar y favorece la formacién de defectos tipo bend, lo que permitié estudiar
la formacién bended mematics con otro modelo de particula y, 2) en quimica existe la
clasificacion entre moléculas tipo cis y trans, se conoce como “isomeria geométrica” o
“isomeria cis-trans”; la formacién de mesofases liquido cristalinas de sistemas 2D para un
modelo de particula trans ya ha sido estudiado con simulaciones Monte Carlo [21] y me-
diante la teorfa de Onsager [27], de ahi que uno de los propdsitos al estudiar sistemas 2D
de particulas cis, fue el de analizar cémo cambia el diagrama de mesofases. Este estudio
fue realizado inicamente mediante simulaciones Monte Carlo. Ejemplos de moléculas con
estas geometrias se muestran en la Fig. 2.

Figura 2: De arriba hacia abajo, 8-8-8 (trans), y 8-9-8 (cis) dicarbamatos.

Por tultimo, hay estudios que comparan las propiedades estructurales de particulas cis
vs. su isomero trans. En particular, experimentos de adsorsién en monocapas muestran
como la geometria influye en la temperatura de fusion y en las propiedades mecanicas
del material [28]; la manera en que las particulas se autoensamblan es consistente con los
resultados ya publicados para modelos bidimensionales de particulas tipo trans [21] y con
los obtenidos en este trabajo para particulas cis.



INTRODUCCION



Objetivos

Los objetivos del presente trabajo fueron los siguientes:

1. Para un sistema bidimensional de particulas tipo Hockey Stick, encontrar las condi-
ciones termodinamicas para que ocurra la transicion de fase isétropa-nemaética y
nematica-esméctica, cuando el potencial de interaccién es infinitamente duro. Lo
anterior mediante la teoria de Onsager y mediante simulaciones tipo Monte-Carlo.

2. Explicar con base en la teoria de Onsager y de la energia libre de Frank, la formacion
de defectos tipo bend y splay en funcién de los pardmetros que definen el modelo.

3. Mediante el uso de simulaciones Monte Carlo, estudiar la formacién de mesofases
liquido cristalinas para el modelo de particulas cis cuando el potencial de interac-
cién es duro. Y hacer un analisis comparativo con su isémero trans en cuanto a la
formacion de mesofases y, con el modelo Hockey Stick, en cuanto a la ocurrencia de
defectos tipo bend y splay.
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Capitulo 1

Antecedentes

1.1. Cristales liquidos

La sustancias capaces de formar fases intermedias entre la cristalina y la isétropa, se
conocen como "cristales liquidos“. Las fases intermedias se llaman mesofases y se difer-
encian entre si por la manera como la moléculas se agrupan; su ocurrencia depende de la
geometria de moléculas que la constituyen, de la dimension del sistema y del potencial
intermolecular.

Las moléculas que constituyen las sustancias mencionadas son anisoétropas y suficien-
temente rigidas como para conservar su geometria. Algunos ejemplos de estas moléculas
son los acidos nucleicos, los carbohidratos y los polipéptidos. Los cristales liquidos pueden
clasificarse como liotrépicos y termotrépicos.

Los cristales liquidos termotrépicos son sustancias en las cuales la manera mas efi-
ciente de inducir una transicién de fase es variando la temperatura. Un ejemplo de este
comportamiento lo presenta la 4-4 axoxyanisole.

Los cristales liquidos liotropicos son mezclas en donde la transicién de fase se obtiene
al variar la concentracion de una de las especies, como ejemplo se tiene la mezcla de alkali
n-alkanoates y agua.

Los fosfolipidos, por su parte, son cristales liquidos con caracteristicas liotrépicas y
termotropicas, y consisten de moléculas que se componen de una parte hidrofilica y otra
hidrofébica.

Una caracteristica comin a todos los cristales liquidos es que las moléculas que los con-
forman exhiben algin tipo de orden: orientacional, o bien, orientacional y posicional. Las
mesofases se definen por el tipo de orden presente; entre las mas estudiadas se encuentran
la nématica y la esméctica, que son las que se describen a continuacion.

1.1.1. Mesofases nematica y esméctica

En un cristal, las moléculas tienen orientaciones y posiciones bien definidas, por lo
que el sistema estd completamente ordenado, de manera que la densidad local es sélo
funcién de la posicion; es decir, p(7, &) = p(z,y, z), donde & es el vector que indica la
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direccion del eje molecular. Si el sistema es bidimensional (contenido en el plano z — 2),
p(7,5) = plz, 2).

Por su parte, la isotropia de los liquidos tiene como consecuencia que la densidad local
no dependa ni de la posicién ni de la orientacion de las particulas, por lo que coincide con
la densidad numérica del sistema, de modo que p(7,J) = p.

En la mesofase nematica las moléculas del sistema se orientan, en promedio, hacia
una direccién preferencial representada por un vector unitario que se conoce como direc-
tor nematico, 7. Ademds, las moléculas pueden desplazarse con relativa facilidad hacia
cualquier parte del sistema, de manera que no existe orden posicional. De lo anterior se
sigue que, p(7,d) = p(d) = p f(r - &), donde f(7i - W) es una funcién de distribucién
orientacional (FDO), y como tal, [ fd& = 1.

En mesofase esméctica las moléculas exhiben orden orientacional y posicional, que
puede suceder de modos distintos dando lugar a diferentes variantes de la misma; de éstas,
las mas conocidas son la esméctica A y C. En estas mesofases las moléculas se orientan
y agrupan en planos bien definidos. Si se coloca el sistema coordenado de modo tal que
el eje—z sea perpendicular a estos planos, entonces, para estas mesofases esmécticas,

p(7, &) = p(z,d).

1.2. El modelo de Agujas Dobladas

El modelo de Agujas Dobladas consiste de particulas bidimensionales infinitamente
delgadas, duras y bisegmentadas en forma de zig-zag (ver Fig. 1.1). La suma de sus
pardmetros B (cuerpo) y A (brazo) siempre cumple que 24 + B = 1.

Figura 1.1: Aguja Doblada. La flecha no pertenece a la particula, sélo representa la direc-
cion del eje molecular.

Se dice que una molecula es quiral cuando esta no puede superponerse con su imagen
especular, una molecula quiral y su imagen especular se conocen como enantiémeros. En
2D, la quiralidad de una molecula implica que su molécula imagen, o enantiémero, no
puede superponerse con ella mediante rotaciones en el plano que las contiene. En este
sentido, el modelo de Agujas Dobladas es quiral en 2D.

El modelo de Agujas Dobladas ha sido empleado para estudiar segregacién quirall
[20] y la formacion de mesofases liquido-cristalinas [21]. Respecto a la formacion de meso-

I'Dada una mezcla formada por moléculas enantioméricas, bajo condiciones termodindmicas especificas
puede presentarse el fenémeno de segregacién quiral, el cual se refiere a que el hecho de que las moléculas
de la mezcla se separan y agrupan con las de su mismo tipo.
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Figura 1.2: Diagrama de mesofases del modelo de Agujas Dobladas. El brazo del modelo
molecular estd representado por la letra A [21].

fases, se encontré un diagrama que contiene las fases isétropa, nematica, esméctica y
una regiéon muy peculiar denominada esméctica plegada [21]. Esta tltima se caracteriza
por la presencia de lajas curvas, de ahi el nombre y, como puede apreciarse en la Fig.
1.2, se encuentra en la regién central del diagrama de mesofases. En la Fig. 1.3 puede
apreciarse una fotografia del sistema en esta region, obtenida mediante simulaciones tipo
Monte-Carlo en el ensamble isotérmico-isobarico; los resultados corresponden a un angulo
0 = 45° y a un proceso de compresion. Cabe senalar que la regién esméctica plegada no
ha sido completamente caracterizada como una fase termodinamica debido a la falta de
un parametro de orden. Es posible que en esa region la energia libre contenga términos
que compiten favoreciendo diferentes estados base, resultando en lo que se conoce como
frustracion. La implementacién de nuevas simulaciones que involucren procesos de com-
presion y de expansién, con configuraciones iniciales distintas, puede ser de utilidad para
colncluir acerca de la estabilidad de dicha regién.

Estos resultados se obtuvieron mediante el método de Monte Carlo, que se tratara mas
adelante, y corresponden a un potencial intermolecular infinitamente duro, a saber:

OOSZ"?A“Z‘,H S O'((IJZ',(IJ]'>

08i|f¢7j| > O'(C:)i,d}j) (11)

Ui j(@1, o, 7y 5) = {

w; y w; son vectores unitarios en la direccién de los ejes de la particula ¢ y j respectiva-

mente, y o(w;,w;) es la distancia minima entre particulas antes de que haya traslape; es

decir, que las particulas se superpongan o toquen. Como puede apreciarse, el potencial

de interaccion depende de la orientacién relativa entre las particulas y es infinito cuando
existe un traslape entre ellas.

Una Aguja Doblada es invariante ante rotaciones de 7 radianes a lo largo de un eje
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Figura 1.3: Fotografia de la regién esméctica plegada [21].

perpendicular al plano que la contiene; es decir, es un modelo molecular geométricamente
apolar. Con el propédsito de explorar la manera como influye el caracter polar en la for-
macién de mesofases se decidié quitar uno de los brazos al modelo en cuestion, lo que
di6 lugar al modelo Hockey Stick.

1.3. EIl modelo Hockey Stick

El modelo de Hockey Stick consiste de particulas infinitamente delgadas, bisegmen-
tadas, geométricamente quirales y polares (ver Fig. 1.4). El modelo es una idealizacién
de las moléculas, que por su geometria, son conocidas como hockey stick molecules. La
longitud de la particulas es tal que a+b = 1, donde a y b representan las longitudes de los
segmentos, esto permite reportar los resultados en funcion de sélo uno de los segmentos.
La polaridad geométrica se refiere a que una vez definido el eje molecular, la particula, a
diferencia de una Aguja Doblada, no queda invariante ante rotaciones de m radianes sobre
el plano que la contiene; la polaridad geométrica se da para cualquier valor de a y b. Por
su parte, la quiralidad de pierde cuando a = b.

Figura 1.4: Modelo de Hockey Stick, la flecha representa la convencién adoptada para el
eje molecular.

Este modelo molecular, cuando 8 = 90° y el potencial de interaccion es infinitamente
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duro, fue estudiado durante mi Maestria [22] mediante los métodos que se mencionaron
el la Introduccion y que se detallan en el Capitulo 2: la teoria de Onsager y el método de
Monte Carlo. En éste trabajo la teoria sélo se dearrollé para estudiar la transicién I-N.

Con los resultados de las simulaciones logré obtenerse un diagrama de mesofases en
funcién de a (ver Fig. 1.5). Este se caracterizé por la ausencia de la fase esméctica plegada,
lo cual indica que la pequena variacién hecha al modelo de Agujas dobladas resulté en
un modelo que no presenta toda una regién particular en el diagrama de mesofases. La
manera como se ve afectada la contribucion entrépica ante los cambios en la geometria
del modelo depende de cémo es el cambio del volumen excluido en cada caso y de cémo
es el campo de torque inducido por las particulas en cada caso.

30
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Figura 1.5: Diagrama de mesofases para el modelo Hockey Stick en el limite de particula
banana (a = b) y §# = 7/2. Las lineas se colocaron tinicamente para separar las regiones
obtenidas.

Otro resultado fue que las simulaciones mostraron que al incrementarse la presién
las particulas Hockey Stick se agrupaban en dimeros con polaridades opuestas; es decir,
asemejandose a una Agujas doblada. Este fenémeno se presenté cuando 0.25 < a < 0.75
y una representacion grafica del sistema bajo esta circunstancia puede apreciarse en la
Fig. 1.6. Esa manera de agruparse es la que optimiza el espacio que las particulas ocupan,
sobre todo a alta presion y, por consiguiente, a alta densidad, como pudo comprobarse
durante el desarrollo tedrico donde se obtuvo una expresién del drea excluida en funcion
de a que indica cémo son los agrupamientos entre particulas que habran de encontrarse
de acuerdo a los parametros del modelo.

El nivel de teoria desarrollado sirvié para estimar la densidad para la cual el sis-
tema pasd de una fase orientacionalmente desordenada a una orientacionalmente orde-
nada, mientras que las simulaciones permitieron discernir si traté de un fase nematica
o esméctica. Debido a que la teoria sélo se desarrollé para estudiar la transicién de fase
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isétropa-nemética para el caso de particulas banana?, no pudo concluirse, a nivel tedrico,
la validez de la densidad de coexistencia encontrada; es decir, se requeria de un desarrollo
tedrico para predecir la densidad de coexistencia isétropa- esméctica y que se comparara
este valor con el obtenido para la densidad de coexistencia isotropa-nematica, de esta
manera, la densidad menor permitiria identificar qué tipo de transicién de fase ocurriria
para los parametros moleculares estudiados (en este caso a =0.5y 0 = 7/2).

VYNAAAS A

V\\;’/& YA \ \

N

Figura 1.6: Mesofase esméctica. Como puede apreciarse, dos particulas Hockey Stick se
agrupan y forman una aguja doblada.

Por 1ultimo, a diferencia de las agujas dobladas, cuya geometria es tipo trans, las
particulas cis son particulas tri-segmentadas donde el segmento central tiene magnitud
b, los extremos tienen magnitud a y el angulo entre los extremos es m — 26 donde 6 es
el angulo entre el segmento del extremo derecho y el segmento central, ver Fig. 3.14.
También, se cumple la constriccién 2a+b = 1 y el potencial de interaccién entre pares de
particulas es duro.

Figura 1.7: Modelo de particula cis. La flecha representa la convencion adoptada para el
eje molecular.

2Hay que recordar que el modelo Hockey Stick corresponde al modelo de particulas banana cuando la
longitud de los segmentos son iguales; dado que a + b = 1, el caso banana se obtiene cuando a =0.5



Capitulo 2

Metodologia

Como ya se ha mencionado, para lograr los objetivos planteados se recurrié a la teoria
de Onsager y a las simulaciones tipo Monte Carlo. En este capitulo se explica breve-
mente en qué consiste cada una de éstas metodologias, haciendo énfasis en como fueron
empleadas. Por ejemplo, respecto al método de Monte Carlo, se esbozan los algoritmos
empleados y respecto a la Teoria de Onsager, ésta se desarrolla para estudiar las transi-
ciones de fase I-N, N-Sm antiferroeléctrica y su uso para estimar la energia libre en los
estados base correspondientes a configuraciones con defectos tipo bend y splay. Tanto en
el método de Monte Carlo como la teoria de Onsager, se enfatiza lo que ocurre cuando el
potencial de interaccion es duro.

También hay un apartado dedicado a la teoria elastica de Frank, algunas de sus predic-
ciones en sistemas bidimensionales asi como la forma que adquiere cuando el estado
base del sistema corresponde, no a una configuracion diferente al de particulas parale-
las (nemdtico perfecto), sino a un nemético dominado ya sea por defectos tipo bend o

splay.

2.1. Teoria de Onsager

En 1949, Lars Onsager publicé un trabajo en el cual mostré que un sistema de esfe-
rocilindros de radio D y longitud L presentan la transicién de fase isétropa-nematica al
emplear un potencial infinitamente duro, y en el limite L/D — oo la solucién se vuelve
exacta [16].

En su trabajo Onsager propone una manera de expresar la energia libre de Helmholtz
del sistema mediante el uso de la serie del virial. Al considerar el sistema de baja densidad,
pudo estimar las densidades de coexistencia entre las fases isétropa y nematica, atribuyé el
orden nematico a los efectos producidos por el volumen excluido y concluyé que la tran-
sicion de fase es de primer orden en tres dimensiones.

Al no usar interacciones atractivas, el trabajo de Onsager sugiere que la parte re-
pulsora de un potencial puede ser suficiente para que se produzca la transiciéon de fase
mencionada. En la siguiente seccion se desarrolla el método de Onsager para el caso de
sistemas bidimensionales.
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2.1.1. Transicion de fase is6tropa-nematica

La serie del virial para una mezcla multicomponente y bidimensional, bajo condiciones
NAT (ntmero de particulas, drea y temperatura constantes), estd dada por [24]:

B(F — Fy) :ZNj{ln(%)—1+Bg(j)%+-~-}. (2.1)

Donde 3 es la constante de Boltzmann, N; es el nimero de particulas de la j-ésima
especie y Fy = Fy(T'), al no depender de la densidad, puede omitirse para los propésitos
de este método; B, es el segundo coeficiente del virial y su expresion explicita y significado
fisico se menciona mas adelante. Onsager interpreto las particulas de diferente orientacion
como las especies de la mezcla [16], [24]. Bajo esta légica, el nimero de particulas cuya
orientacion estd determinada por el angulo ¢; que hay entre el eje molecular y el eje z,
puede escribirse en términos de la Funcion de Distribucion Orientacional, FDO, de la
siguiente manera:

Nj = N f(5), (2.2)

es decir,
p(¢;) = pf(9;). (2.3)
Donde p = A7'Y ;N es la densidad global del sistema, p(¢;) es la densidad de
particulas cuya orientacion es ¢; y f(¢;) es la funcién de distribucién orientacional, misma
que cumple que fozﬂ dof(¢) = 1. La ecuacion 2.3 es la expresion funcional de la densidad

local de un nemaético con la cual, al considerar todas las orientaciones posibles, la energia
libre de la mezcla puede reescribirse como:

ﬁF:N{/O%d(bf((b)ln(pf((p))_1_|_sz+...}

2m (24)
v { [ a0 s@mise) + mip) 14 Bupto- |
0
El segundo coeficiente del virial de la mezcla esta dado por:
2 2
Bam [ [ d0ido,u006) 100 £(65) = () (2
o Jo
donde b, es el segundo coeficiente del virial de un sistema puro; es decir,
1
bo(i, 65) = =3 / dry (70 0et) —1)
| (2.6)

= —§/d27’¢,ij(Tz,j,¢ia¢j)-

En la ecuacién anterior u(r; j, ¢;, ¢;) es el potencial intermolecular por pares, donde
ri; es la distancia entre las particulas ¢ y j.Para un potencial por pares infinitamente
repulsor, es decir, de la forma:
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0 si nohay traslape

u(rig, ¢, ¢;) = oo si haytraslape (2.7)
la funcién de Mayer, fyr, toma los siguientes valores:
-1 s w(rij, @i, @) = o0
a(rig, i ¢5) = ‘ (ri, 61 0,) : (2.8)

0 si w(rij, ¢i,0;) =0

Esto ultimo sin importar el valor de la temperatura, de ahi que los potenciales in-
finitamente duros sean considerados atermales. Con éste valor de la funcién de Mayer se
obtiene que:

_/dQTi,j fM(ﬁ,jaCbiaéf)j) = /QdQTi,j = Aexe(7), (2.9)

donde Q es la regién de traslape, Ae(7) es el drea excluida por pares de particulas® y
7 = ¢;—¢; determina la orientacién relativa entre las particulas; en otras palabras, cuando
el potencial de interaccién es duro el segundo coeficiente del virial de un sistema puro es
igual a un medio del area excluida por pares de particulas. Con base en lo anterior, la
energia libre del sistema puede escribirse como:

FTF = pln(p) —p
RO (2.10)
w3 [ ] 0o 100569 Auc()

Dado un modelo molecular, el area excluida se obtiene en funcion de los pardametros
del mismo y de la orientacion relativa entre los pares de particulas. Por lo tanto, para
obtener la energia libre falta determinar la FDO. Una manera de hacerlo es expresar tan-
to el area excluida como la FDO en términos de su serie de Fourier, pues son funciones
periddicas pares, y sustituirlas en la ecuacion 2.10; los coeficiente del area excluida son
conocidos y los de la FDO son aquellos que minimizan la energia libre.

Las series de Fourier del Ag,. y de la FDO son las siguientes:

IE] 4rea excluida de un par de particulas es la regién donde estas se tocan o traslapan. Puede de-
terminarse el drea excluida entre pares de particulas y como esta depende la orientacién relativa de las
particulas, asi como de su geometria, al fijar una particula y acercar una segunda, con otra o la misma
orientacién, y determinar la regién donde estas se tocan o traslapan; como resultado se obtiene el area ex-
cluida para un soélo caso, y al variar la orientacién de la segunda particula, lo que implica una orientacién
relativa diferente, el drea de traslape cambia. Al final, lo que se busca es determinar la funcionalidad del
area de traslape, o drea excluida, respecto de los pardmetros que definen el modelo (en este caso a, by
) asi como de la orientacién relativa.
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N
ap .
Aexc = 5 + § . aj COS(]W)?
]:

N (2.11)
Jo ‘
1(9) =5+ fj cos(jo).
7=0
Donde los coeficientes estan dados por:
1 2m
a’j = %/ dfy Aexc(W) COS(]d/)u
0 (2.12)
1 T .
fi=or [ 40506 costio)
m™Jo
Al sustituir 2.11 en 2.10 se obtiene que:
N
Fpg 1
—==p(p) —p+polfi, - ful + 50 a0+ > _ fla;7}
A 2 ,
j=1 (2.13)
F’idﬁ Fexﬁ
~ T4 A
Es decir, la energia libre puede escribirse como la suma de un término ideal y uno
de exceso; este tltimo corresponde al término cuadrético en p. El funcional o[fy, -, fu]

contiene el costo entrépico orientacional y estd dado por?:

ol s fu] = / " 46 £(6) m(2nf(6)). (2.14)

Los coeficientes f!s son tales que minimizan la energifa libre, tomando en cuenta que las
particulas son geométricamente polares®, se proponen las siguientes funciones de prueba:

1o(6) = 5= + fi cos(9), -

ul8) = 5 + facos(20),

2El funcional o[f] se asocia al costo entrépico orientacional, el término 27 se ha afiadido para apreciar
con mayor claridad que cuando la fase es isétropa o[f] = 0 pues f = 1/27. El factor de 27 implica afiadir
la constante In(27) a la energfa libre SF/N y no influye en el comportamiento del sistema.

3Debido a que las particulas son polares, en una fase orientacionalmente ordenada existe una distincion
entre las moléculas con una orientacion preferencial dada por un vector director 7 y aquellas con direcciéon
preferencial opuesta. Si la mayoria de las moléculas tienen la misma orientacién, entonces se habla de un
orden nematico polar; por otro lado, si en promedio se tiene el mismo nimero de particulas orientadas en
una direccién preferencial (71) que en la direccién opuesta (—n), entonces se habla de un orden nemético
no polar o apolar. En otras palabras, en un orden neméatico polar sélo se tiene una direcciéon preferencial
y la FDO es unimodal; en cambio, si el orden nemético es apolar, tanto 7 como —n corresponden a
orientaciones preferenciales y la FDO es bimodal.
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donde f,(¢) es la FDO polar, y f,(¢) es la apolar. Por tltimo, la energfa libre del sistema
para la mesofase nematica polar pasa a ser:

NG 1 1
=) —p+pta+pm [l 4 5P [l
F.j ] (2.16)
= — e i la,
mientras que para la neméatica apolar se obtiene:
F.B 1 1
= pln(p) —p+ 5p° a0+ pm° f5 + 507 f5 ag
A 2 2 (2.17)

F’iSOB ]‘
= e AP e

En cada caso, los coeficientes a; y f; estan dados por la Ec. 2.12. Una aproximacion
aceptable de la densidad de bifurcacién se obtiene al igualar la energia libre en la fase
isétropa con la de la fase nemadtica (polar o no); es decir, en la coexistencia isétropa-
nematica apolar se cumple que p 2 f3+ % p* f2ay = 0, mientras que para la coexistencia
isétropa-nematica polar pm? fZ + % p* fa;m* = 0. Las ecuaciones anteriores proporcio-
nan valores diferentes de la densidad de coexistencia; sin embargo, es posible predecir si
la transicion serd isétropa-nematica-polar o isdtropa-nematica-apolar, bajo el siguiente
criterio:

p{}ff:min{ ——,——}. (2.18)

El Aexe(7y) que se ha considerado sélo depende de la orientacién relativa entre particulas
y para determinar su forma explicita se fijan los parametros modelo, que en el caso de
las particulas Hockey Stick corresponden a 6 y a; por eso solo se obtiene una densidad
de bifurcacién. Al considerar una forma mas general del drea excluida, a saber, Aq . =
Aexe(7, 0, a), la ecuacién 2.18 es una superficie en la que cada punto es una aproximacién
de la densidad de bifurcaciéon para los correspondientes parametros del modelo.

2.1.2. Transicion de fase nematica-esméctica antiferroeléctrica

Los resultados del modelo Hockey Stick muestran que la mesofase esméctica presenta
un orden antiferroeléctrico donde las particulas de capas vecinas apunta en direcciones
opuestas (ver Fig. 1.4 donde se indica la convencién para el eje molecular). En esta
seccién se desarrolla la teoria de Onsager para la transicion de fase nematica-esméctica
antiferroeléctrica en un sistema bidimensional.

La densidad local de un esméctico, cuyo orden posicional se encuentra a lo largo del eje
y, estd dada por p(7, @) = p(y, ¢); pero, dado que la fase esméctica es orientacionalmente
mas ordenada que la nematica, la contribucién entropica translacional es mayor que la
orientacional, por lo que basta considerar p(y). Del mismo modo, la mesofase nemética
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estd orientacionalmente muy ordenada en la vecindad de la transicion N-Sm, por lo que
la aproximacion de particulas paralelas también es aplicable.

Dado que las particulas son geométricamente polares, es posible pensar que la mesofase
esméctica antiferroeléctrica estd constituida de dos componentes en la misma proporcion.
Dicho de otra manera, esta mesofase esta conformada por dos mesofases esmécticas con
polaridades opuestas (ver Fig. 2.1), y en cada una de ellas la separcién d de las capas y el
nimero de particulas son iguales; es decir, N = Ny = N/2, donde N es el nimero total
de particulas en el sistema, /N; es el nimero de particulas del primer componente, las
cuales por convencién apuntan en la direccién €,, mientras que N, corresponde al ntimero
de particulas del segundo componente y que apuntan en la direcciéon —é,.

11
<><i<i<i dﬁ rj ﬁ rt d

Figura 2.1: A la izquierda una representacion de la mesofase esméctica antiferroeléctrica.
A la derecha, las flechas indican la orientacién de las particulas.

La idea es determinar analiticamente la energia libre, hasta el segundo término de la
serie del virial, para las fases nematica y esméctica perfectamente ordenadas, en la coex-
istencia ambas energias coinciden, por lo que al igualarlas puede estimarse la densidad de
transicion.

Energia libre de un nematico perfectamente ordenado

En el marco de la teoria de Onsager la energia libre se escribe como la suma de un
término ideal y uno de exceso. Es decir,

B_F _ BEd + ﬁFex
A A A
De la Ec. 2.10 se tiene que para un nematico perfectamente ordenado de dos compo-

nentes ﬁFTid =>.pilnp;—pi=pilnpr + palnps —p1 —p2 y Blj{”‘ = %Z” pip; Al Como

siempre 3 = 1/kT es la constante de Boltzmann y AY _ es el drea excluida.

exc

. (2.19)

Dado que p12 = Nyo/A = N/2A = %p donde p es la densidad global del sistema, el
término ideal puede reescribirse como:
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5? =2 (g 1n§) - (2.20)

=plnp — p — pIn2.

Mientras que la energia libre de exceso estda dada por:

Ple 1

P Lp(an v az), 21
donde se ha usado que All, = A% Agc = A% Puede demostrarse que para el caso
de particulas L se cumple All = ZA;%C (ver tabla 3.1), por lo que la energia libre para la
fase nemaética de particulas Hockey Stick perfectamente ordenadas esta dada por:
F
% =plnp—p—pln2 + pQAé}(C (2.22)

Energia libre de un esméctico perfectamente ordenado

En la mesofase esméctica antiferroeléctrica la densidad local de cada uno de los com-
ponentes estd dada por (ver Fig. 2.2):

(14 €ecos(qy))

(1+ecosg(y —d)]),

p1(y) =
(2.23)

wlbwlb

p2(y) =

donde ¢ = 27 /d y d es el periodo esméctico, ¢* = gd* es el corrimiento de fase, y € es un
parametro tal que en la transicion N-Sm tiende a cero. Es claro que los valores promedios
de ambas densidades son iguales a p/2.

Al igual que en el caso nematico, la energia libre del esméctico antiferroeléctrico se
escribe como la suma de una parte ideal y una de exceso. Pero en este caso debe hacerse
uso de las ecuaciones anteriores de manera que:

ﬁfd _ 22/0 {pi(y)tnpi(y) — pi(y)} dy

d

P P

=5 dy [(1 + ecos(qy)) <ln§ +In (1 + ecos(qy)))} (2.24)
+ Q_pd [(1 + ecos[q(y — d)]) (hlg +1In (1 + ecos[g(y — d*)])ﬂ R
=plnp — p1n2—p+22

Puede apreciarse que si € — 0 se recupera caso nematico. En cuanto a la energia libre
de exceso, se considera la expresién més general de la densidad local: p(7,d), donde &



14 CAPITULO 2. METODOLOGIA

>y
— — - —
— < —> - —>

Figura 2.2: La densidad local de cada uno de los componentes puede modelarse con una
funcién sinusoidal.

es el vector unitario que corresponde a la direccion de eje molecular. De manera que el
segundo término de la serie del virial esta dado por:

1 — — — — — — — — — — —
BFexc = —5 /dT1 dwl p(?"l, wl) /d’l"g dCUQ p(TQ, CUQ) fM (le, Wi, CUQ) . (225)

Para el caso de un potencial de interaccién duro la funcion de Mayer es cero salvo en
la region de traslape donde vale -1; por lo tanto,

1 — — — — — — — —
BFoe = 5 /dm dwi p(ri, W) / drs dwy p(r3, Ws), (2.26)
Q
donde €2 es la region donde existe de traslape entre pares de particulas.
Dado que wj; = (cos¢;, sing;), con i = 1, 2, es posible escribir la densidad local de la fase
esméctica en términos de ¢. Al considerar el orden posicional a lo largo del eje y, se tiene

que p(7;,W;) = p(yi) f(yi, ¢i), donde f(y,®) es una funcién de distribucién orientacional
y como tal estd normalizada. En particular, en la aproximacion de particulas paralelas

W; =(0,1) por lo que ¢ =7/2y f(yi, ¢i) = 0(7/2 — ¢;).

Debido a que p(y;) =[5 dé; p(ys, &) entonces [i p(y:) dy; = [ dyi- [37 p(yi, i) Ao,
y la energia libre de exceso pasa a ser:

1 L
BlFexe = §L/o dy P(yl)/ﬂdyzp(yz)/ﬂd@- (2.27)

El dltimo término de la ecuacién anterior corresponde a la distancia excluida; es decir,

dexc<y12>:/dx27 (228)
Q
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y su relacién con el drea excluida estd dada por Aexe = [ dexc(y) dy.

A

- Aexc

dexc (yoj

Yo 1 —=

>

Figura 2.3: Representaciéon del area y la distancia excluida de dos particulas con orienta-
ciones diferentes.

Dado que p(y) = p(y + d), entonces fOL dyy p(y1) = ﬁfod dy1 p(y1), de manera que,

LQ d
§Foe = 5 / dys p(y1) / dys (1) dese (y12). (2.29)
0 Q

Al extender el desarrollo para un sistema de dos componentes se obtiene que la energia
libre de exceso esta dada por:

BFGXC ]- d Z]
=00 2 | ) | dupi(e)die). (2.30)
ij=1,270

Al sustituir la Eq. 2.23 en la ecuacién anterior y tomando en cuenta que dll (y) =

dll (—y), di2.(y) = d2.(—y) y dy1 2 = dya, después de un poco de dlgebra se obtiene que:

exc exc exc

A A la" g\ 2

donde Fi; y Fis estan dadas por

Fsm BF > (F
B S — & + [p P <$ (]_ + COSQC]d*) + F12 (COSQd*)):| 627 (231)

Fiy = /dy12 déic(yu)cos(qylg)
(2.32)

Fiy = /dy12 d22 (y12) cos(qyia).
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Al minimizar la energia libre respecto de ¢* se obtiene que d* = %, con n € Z siendo
n = 1 el que proporciona el menor corrimiento de fase y es entropicamente mas favorable;

por otro lado,
B dg  dg

qbif
por lo que hallar ¢,;; equivale a encontrar las raices del siguiente polinomio:

BFsm
0=%

dq

=0,

abif

flg) = /dyu Y12 dese(y12) sin(qyi2) — /d?/m Y12 deze (Y12) sin(qy1a). (2.33)

Con base en lo anterior, la densidad de transicién se obtiene de la Eq. (2.31), en la
transiciéon N-Sm el término cuadratico en epsilon se anula; es decir,

2
NSm
= 2.34
Prif Fry — Fiy ( )

2.2. Defectos en nematicos

2.2.1. La energia libre de Frank

Un nemético perfecto es aquel en que todas las particulas tienen la misma orientacion
promedio, la cual estd dada por el vector director nematico. En la relidad no existen
nematicos perfectos, y el vector director proporciona la direccién preferencial de las
particulas. En particular, en algunos sistemas bidimensionales el parametro de orden
nematico tiende a cero en el limite termodindmico, de manera que no es posible definir
un vector director global [18]. Sin embargo, a nivel microscépico las particulas se orientan
en una direccién preferencial lo que permite definir un vector director local. En otras pal-
abras, es posible caracterizar el ordenamiento global de un nemético por medio del campo
vectorial dado por el comportamiento local del vector director, este campo se conoce como
“campo director”.

Los defectos que pueden existir en un nematico corresponden a deformaciones del
campo director que se conocen como “deformaciones de curvatura” (Fig. 2.4). Dichas
deformaciones tienen un costo energético, de ahi que sea indispensable conocer cuanta
energia es gastada para deformar el campo director.

El costo energético de las deformaciones de curvatura es una consecuencia de la exis-
tencia de fuerzas restauradoras, o esfuerzos de curvatura. Si las deformaciones son suficien-
temente pequenas entonces el costo energético es una funcion cuadratica de los esfuerzos
de curvatura. Al suponer que el vector director local varia a escala molecular y lentamente
en el espacio, es posible hacer uso de la teoria elastica continua para modelar la energia
libre asociada a los defectos. Esta energia libre se conoce como energia elastica o energia

libre de Frank. A continuacion se presenta el desarrollo basado en el trabajo original de
F. C. Frank (1958) [29].
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T !

splay twist

E==

Figura 2.4: Los tres diferentes tipos de defectos de curvatura.

Si se considera un nemético uniaxial, para caracterizar las deformaciones de curvatura
se introduce un sistema cartesiano z,y, z en cada punto del espacio, de tal manera que el
vector director local 7i(7) es paralelo a z (Fig. 2.5).

Respecto a este sistema de referencia las componentes de curvatura en el punto 7 =
(x,y, z) son:

« ” . _ Ong _ On
1. “splay”: s; = G, 55 = B

e 2P _ on __ On
2. “twist”: t, = _B_xy’ to = 8;,

« ., __ Ong _ Ony
3. bend.bl—az,bg—az.

Al desarrollar el vector director en su serie de Taylor alrededor de 7, se tiene:

Ne = 812 + toy + b1z + O(r?)
n, = —tx + s9y + boz + O(r?) (2.35)
n, =14+ 0O(r?

F. C. Frank supuso que la energia libre de un cristal liquido de una configuracion
particular, relativa a su energia en un estado perfectamente ordenado, puede expresarse
como la integral de volumen de la densidad de energia libre f:

F = / v f. (2.36)

Siendo f” una funcién cuadratica de los 6 componentes de curvatura; es decir:

6 6
1
f/ = E Kiai + 5 E Kl-jaiaj, (237)
i=1

ij=1
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Twist

Figura 2.5: Componentes de curvatura respecto al un sistema local cartesiano.

donde a; = s1, ag = ty, az = by, ay = —11, a5 = 52 y ag = s2; tanto K; como K;; son las
constantes elasticas de curvatura. Estas constantes elasticas dependen de la geometria de
la particulas, asi como del material en cuestion. Como se vera mas adelante, las simetrias
que las moléculas puedan tener, imponen resticciones sobre los valores de las constantes.

La energia libre es independiente de la eleccion de cualquier otro sistema de coorde-
nadas permisible 2/, 4/, 2 donde hay otras componentes de curvatura a}. Respecto a este
sistema coordenado se cumple que

6 6

f =3 K + % > Kijaial. (2.38)

i=1 ij=1

Ademsds, debido a que las particulas son uniaxiales, es posible rotar respecto al eje 2’

un dngulo arbitrario; en particular, puede rotarse de modo que ' =y, iy = —xv y 2/ = z,
que junto con la condicién anterior, imponen restricciones sobre los valores de K; y K;;.

De de los 36 coeficientes K; ; sélo 5 son independientes, mientras que para K; se tienen
dos independientes. De manera que la densidad de energia libre puede reescribirse como:

1 1
= Ki(s1 + 82) + Ka(ty +t2) + =K1 (s1 + 82)2 + —Koo(t + t2)2
2 2 (2.39)

1
+ §K33(b% +b3) + Kia(s1 + 82)(t1 +t2) — (Koo + Kay) (5182 + tity).

El término
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0 0 0 0
s150+ hily = - (nx 8%”) 3 (nx%) , (2.40)

representa la contribucién a la energia superficial (fs) y que corresponde al trabajo re-
querido para formar un &rea superficial unitaria*. Es claro de la ecuacién 2.39 que la
densidad de energia libre es nula cuando el vector director local es constante en todo
el espacio; en otras palabras, el estado base se asocia a una configuracion de particulas
paralelas.

Al considerar la posibilidad de que el estado de minima energia corresponda, no a
una configuracién de particulas paralelas (nemético perfecto) sino a una con presencia de
defectos“splay” y “twist”; entonces:

1 1
f=f+ §K118% + QKZQt%, (2.41)
donde sy = —K;/Kj1 y tg = —Ky/Ka; es decir, se considera un nuevo estado base de

energia libre que corresponde a una configuracién con defectos splay y twist. De manera
que,

1 1 1
f :§K11(81 + 82— 50)° + §K22(t1 +ty —to)? + §K33(b§ +b3)

+ K12<81 + 82)(t1 + t2) — fs-

(2.42)

Por su parte se tiene que:

on, On .

S1 + So = ) a—yyzv n,
ony, anm_ﬁ .
—<t1+t2)—%+ ay =N VXH,

Al sustituir éstas relaciones en la ecuacién 2.42, se obtiene la densidad de energia libre
elastica de Frank-Oseen para nemdticos y colestéricos® 3D:

1 1 1
f:§K11 (Vﬁ—80)2+§K22(ﬁv Xﬁ+t0)2+§K33<ﬁX \Y X'ﬁ:)Q

—K12Vﬁ(ﬁVxﬁ)—fs

(2.43)

4Las moléculas en el interior del volumen tienen més vecinos que aquellas que se encuentran en la
superficie, por lo que éstas ultimas se encuentran en un estado de energia mas alto. Por lo tanto, el
sistema tiende a disminuir su superficie con el propésito de estar en un estado de minima energia.

5Cuando las moléculas del cristal liquido son quirales, es posible que se forme una mesofase conocida
como colestérica o nematica quiral. Se trata de una mesofase tridimensional, en la cual las moléculas
presentan un orden nemédtico en planos (z,y) y el vector director nemético rota alrededor del eje z, como
resultado esta fase tiene una estructura torcida en forma de hélice.
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De acuerdo al tipo de moléculas, f tiene simetrias que restringen los valores de los
coeficientes. Por ejemplo:

1. Moléculas enantiomorfas son aquellas que son quirales y ademads tienen mas de una
imagen espejo. En particular, la invariancia de f bajo reflecciones respecto del plano
que contiene al eje—z, es decir, * — x, y — —y, 2 — 2, implica que K15 = Ky = 0.
Si Ky # 0, entonces el estado base tiene defectos tipo twist.

2. Si las moléculas son no polares (o bien, polares pero con la configuracion del sistema
apolar), entonces no hay distincién entre 77 y —7i. Es decir, f es invariante ante la
transformacién ¢ — x, y — —y, 2 — —z. Lo anterior implica que K; = K5 = 0. Si
Ky # 0, entonces el estado base tiene defectos tipo splay.

3. K5 # 0 sélo cuando las moléculas son polares y enantiomorfas.

En general, K15 = 0 y la energia superficial puede omitirse al tomar en cuenta so-
lamente los efectos de bulto. Si ademas, se consideran particulas no quirales, ty = 0, y
sin polaridad, sy = 0; entonces, se obtiene la energia libre de Frank en su version mas
conocida, a saber:

1
F— 5/ag\/ (Kiy (V- 70)% 4+ Koo (71 - V X 1) + Kag (7T X V X ﬁ)Q) (2.44)

2.2.2. La energia libre de Frank en nematicos bidimensionales

Si se considera un nematico bidimensional, al no existir defectos tipo twist, la energia
libre de Frank toma la forma siguiente:

1
Fe / dA (Kyy (V- 70)? + Kag (7 X V x 71)?) | (245)

donde el vector director local esta restringido al plano; es decir, 7 = (n,, n,), de manera
que:

(7 x V x i) = (n2 4+ n2) (L _ e 2
¥ Yo\ Ox y
B (any 8nm)2 (2.46)

Ox y
— (V.ﬁL)2’

donde 77, = (n,, —ny).

En los nematicos bidimensionales sélo es posible tener defectos tipo bend y splay, y
una de las primeras aproximaciones para trabajar con la energia libre de Frank, consiste
en igualar las constantes Ki; y Kss; es decir, se considera la formacion de ambos tipos
de defectos tiene el mismo costo energético. La aproximacion de constantes iguales junto
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con la relacién dada por la ecuacién anterior, permiten escribir la energia libre de Frank
bidimensional como:

1
F=s /dAK (V-7)*+ (V- 7.)?). (2.47)
Por otro lado, es posible escribir el vector director local como 7i(7) = (cosf(7), sinf (7))

y, al usar la regla de la cadena, la ecuacién anterior da como resultado:

1
F =3 /dAK (VO(7)>. (2.48)
Algunas de las consecuencias derivadas del resultado anterior son las siguientes [18]:

1. El desplazamiento angular cuadratico-medio diverge con el niimero de particulas; es
decir, < 0% >~ AjjT—TK InN.

2. El parametro de orden nemético se va a cero conforme el nimero de particulas
. . . . _ —kT
tiende a infinito; es decir, < cos26 >= const x N~ 2Kk .

3. La funcién de correlacién angular decae algebraicamente; es decir,
n2
gan (1) =< cos [2n(0(0) — O(r))] >= const x r~ 7k = const X r~"n.

Lo anterior es consistente con lo predicho por la teorfa de Kosterlitz-Thouless [31] y
ha sido observado en algunos nemdticos bidimensionales [18, 32, 33, 34].

2.2.3. La energia libre de Frank en nematicos curvos bidimen-
sionales

La Ec. 2.45 tiene como estado base un nemético perfecto (particulas paralelas). Del
mismo modo, es posible pensar en un nematico donde el estado base corresponda a una
configuracién perfectamente curva (bended nematic); para este hipotético nematico, el
vector director local estd dado por @@ = (y/r, —z/r), donde r = (2% + y2)2. Su campo
vectorial se representa en la Fig. 2.6 donde es posible apreciar que el defecto estd asociado
a una singularidad en V(6(r)) cuando r = 0.

Si se agrega un factor lineal al término bend de la enegia libre de Frank bidimensional,

se tiene que:

F= %/dA {Ki (V) + [Kg3 (V- 7iL)? — 20V -7, } (2.49)

donde h es un parametro de torque. Esta ecuacion fue originalmente pensada para nematicos

polares por Pleiner y Brand [30]. Al sustituir en la ecuacién anterior el campo director
dado por @ = (y/r, —z/r) se tiene que:

, (2.50)
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Figura 2.6: Representacion del campo del director local para una deformacién tipo bend.

cuyo minimo se encuentra en ¢ = 1/r = 2h/Kss. De esta manera, al anadir el término
lineal en V - 77, el estado base de F' corresponde a una configuracion de neméatico curvo
(bended nematic). En un nemético con tales caracteristicas, la aproximacién de constantes
iguales deja de ser vélida, pues es claro que un tipo de defecto (el bend) es el dominante y,
por lo tanto, energéticamente mas favorable; en particular, si la presencia de defectos tipo
splay es despreciable comparada con los tipo bend, entonces el término correspondiente
puede omitirse.

Al igual que un nemdtico curvo, es posible pensar en un nemdtico divergente (donde
el efecto dominante sea el tipo splay), y en el cual la energia libre de Frank debe ser
modificada acorde al nuevo estado base.

La formacién de estos tipos de nematicos, donde el estado base no es aquel de particulas
paralelas, esta estrechamente ligada a la diferencia entre las constantes eldsticas y su
conexién con la geometria de las particulas. Por ejemplo, particulas en forma de agujas,
palos o cilindros elongados, favorecen la formacién de defectos tipo splay, mientras que
las particulas con geometria arqueada como las bananas, cis o hockey stick favorecen la
formacion de defectos tipo bend y son las que ocupan el objeto de estudio del presente

trabajo.

2.2.4. Nematicos curvos bidimensionales: una perspectiva desde
la teoria de Onsager

Hasta el momento no se ha desarrollado la teoria de Onsager para nematicos curvos,
pues se requiere de una expresion adecuada para la densidad local que tome en cuenta
tanto la dependencia angular como posicional, con base en el defecto dominante. Sin
embargo, es posible estimar la energia libre del estado base para un nematico curvo
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cuyo campo director varia de acuerdo al tipo defecto, ya sea bend o, en su caso, splay.
Una estimacion de la energia libre de tales estados base, permitira identificar cual es la
configuracion energéticamente més favorable.

Como ya se ha mencionado, en el marco de la teoria de Onsager el segundo coeficiente
del virial estd relacionado con el area excluida a través de la siguiente igualdad By = % <
Aexe >. Para determinar la energia libre de un nematico perfecto basta conocer el area
excluida de particulas paralelas y el promedio no es necesario.

Si se pide que las particulas cambien su orientacion de acuerdo al defecto en cuestion,
pero que sean paralelas al vector director local, entonces la energia libre depende de la
magnitud de la deformacién g; es decir,

F 1
% =p (lnp - 1) + 5 pQAexC(Q)a (251)
donde,
Aexe(q) = /dQTH (o(@d,1(10), 1(r)) — |7 — Tol) , (2.52)

donde H es la funcién de Heaviside, o es la distancia de menor aproximacion entre las
particulas y; & = 7/r es el vector unitario entre los centros de las particulas en las
posiciones 7y Ty, y cuyas orientaciones son paralelas al vector director local en esos
puntos, respectivamente.

Si se supone que 7i(7); entonces, 1(7) = (y/r, —z/r) para bend y 7(r) = (z/r,y/r)
para splay.

La diferencia de energia libre entre un nemético perfecto y aquellos con defectos, es
de utilidad para explicar cudles son los defectos dominantes que pueden presentarse en
funcién de los pardametros de las particulas y de las condiciones termodinamicas.

2.3. Simulaciones Monte Carlo

El método de Monte Carlo es una de las herramientas mas utilizadas en la mecanica
estadistica. En particular, es un método estocastico muy utilizado en la simulaciéon de
sistemas que involucran muchos grados de libertad y donde no es practico (o posible)
obtener una solucion mediante un algoritmo determinista.

En el algoritomo de Monte Carlo, dado un estado 7, se genera un estado v vy, la
transicién hacie este nuevo estado, se acepta con probabilidad a(n — v). El proceso de
aceptar o rechazar un nuevo estado solo depende del estado inmediato anterior y no del
historial de estados previamente visitados, y la sucesién de estados generados en el espacio
de configuraciones se llama cadena de Markov; ademads, el algoritmo debe satisfacer: 1)
que pueda alcanzarse cualquier estado del sistema y, 2) que se satisfaga la condicién de
balance detallado:

pya(n — v) =pyalv —n) (2.53)
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Donde 1 y p, son las probabilidades de estar en el estado 1 y v respectivamente. La
ecuacion anterior es una consecuencia de que en el equilibrio el flujo de probabilidad es
cero.

De la condicién de balace detallado (Ec. 2.53) se obtiene:

Ace(n — v) = aln = v) _ v (2.54)

a(v =) py
De manera que el criterio para aceptar las transiciones entre estados esta en términos
de p, y pu, cuyas formas explicitas dependen del ensamble estadistico.

2.3.1. Algoritmos de Monte Carlo en diferentes ensambles
Simulaciones NAT

Considérese un sistema bidimensional bajo condiciones NAT, es decir, nimero de
particulas, area y temperatura constantes. Entonces la probabilidad de que el sistema se
encuentre en el estado 7 es:

py o e PEn (2.55)

, . 1
donde £, es la energia en el estado 7 y, como siempre, 8 = BT

Para este ensamble, el algoritmo de Monte Carlo consiste basicamente en elegir una
particula del sistema al azar y decidir, de manera equiprobable, entre cambiarle su ori-
entacion o desplazarla a otra posicion.

Como resultado se genera un nuevo estado v con energia F,, lo que permite calcular la
difrencia energética entre los dos estados, es decir, AE = F, — I,. El estado v, se acepta
o rechaza bajo el criterio siguiente:

Acc(n — v) = min [1, eiﬁAE] (2.56)

En particular, si el potencial de interaccion es duro, el criterio anterior se reduce
aceptar unicamente todas aquellas configuraciones donde no haya traslape de particulas.

Simulaciones NPT

Considérese que el sistemea bidimensional de interés (INVAT') estd en contacto por
medio de un pistén, con un bano térmico (M — N, Ay, T), donde M es el nimero tatal de
particulas, este tultimo es un gas ideal a presion P. Para el algoritmo N PT-Monte Carlo,
es necesario anadir un movimiento a los ya considerados para el algoritmo NVT-Monte
Carlo. Este movimiento consiste en efectuar cambios en el area del sistema, por lo que
debe proporcionarse el criterio para aceptar o rechazar estos cambios.

La funcién de particion canodnica para un sistema en condiciones N AT esta dada por:

1 /2rmkT\Y
Z(NAT):m( s ) / deN e 0E6Y) (257)
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Al suponer que el sistema estd contenido en un area de lado L, es posible reescalar
las coordenadas como sV = L~2r" de esta manera la funcién de particién candnica tiene
una dependencia explicita de A,

AN 2mmkT\ N .
Z(NAT) = < ( W;’; ) / dsN e PEENL), (2.58)
Al considerar el bano térmico, la funciéon de particién total es:
AN(Ag — AMN OormkT\Y [ ey
— - (S aL)
Dot = NI = V)1 < 2 ) /ds e ) (2.59)

Con lo cual, la distribucion de probabilidad para A es:

AN<AO _ A)M—N f dsNe—ﬁE(sN;L)

A) = 2.60
p( ) foAO dA’A’N(AO _ A/)M—N f dsNe—BE(N;L) ( )
Al tomar el limite M — oo y Ay — 00, se tiene que:
A\ M-N
(Ag — A)MN = AN (1 — A_) = AM N (M=N)AJA0 — AM=N=BPA (9 61)
0

Al sustituir este resultado en la ecuacién para p(A), se tiene que,

p(A) ~ AN PPABEETD) — o {-B[EEY;L)+ PA— NS ' InA} (2.62)

De manera que en el ensamble isotérmico-isobarico (N PT), la probabilidad de que el
sistema se encuentre en el estado 1 es tal que [23]:

Py ¢ e PlEnTPAR=NB~ In(4y) (2.63)

I

E, y A, son la energia y el drea del sistema en el estado 7. En este ensamble el algorit-
mo de Monte Carlo para un sistema bidimensional consiste de dos pasos que se repiten
sistematicamente:

1. Elegir una particula al azar y decidir, de manera equiprobable, entre cambiarle su
orientacion o desplazarla a otra posicion.

2. Hacer un cambio de drea A, — A, y reescalar las posiciones de todas las particulas
de acuerdo a la nueva area.

En cada paso se calcula el cambio en la energia configuracional AE = E, — E, y la
nueva configuracion se acepta o rechaza bajo el siguiente criterio:
_ A
Ace(n — v) = min [1, ¢ PIABHPAA-NET () (2.64)
Del criterio anterior, también se sigue que para un potencial infinitamente duro todas

las configuraciones en las que haya translape son rechazadas sin importar cudl sea la
temperatura.
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Simulaciones VT

En el ensable Gran Canénico (uV'T), la probabilidad de encontrar al sistema en el
estado n estd dada por:

py o @ BNl (2.65)

El algoritmo Monte Carlo consta de los siguientes pasos:

1. Elegir una particula al azar y decidir, de manera equiprobable, entre cambiarle su
orientacion o desplazarla a otra posicion.

2. Anadir o extraer, aleatoriamente, particulas de la caja de simulacién.

Al igual que en los casos anteriores, se calcula el cambio de energia y la nueva config-
uracion se acepta o rechaza con el criterio siguiente:

Acc(n — v) = min [1, e_mAE_“AN}] . (2.66)

Simulaciones en el ensamble de Gibbs

El ensamble de Gibbs fue propuesto en 1987 por Panagiotopoulos [35], y su propdsito
fue estudiar coexistencia de fases. La idea consiste en simular dos regiones microscopicas
(en cajas de simulacién independientes) donde los tipos de movimientos permisibles estan
encaminados a obtener las condiciones de equilibrio de fases; es decir, potencial quimico,
presién y temperatura iguales.

El algoritmo Monte Carlo en el ensamble de Gibbs para sistemas bidimensionales
consiste de:

1. Se elige al azar una de las regiones y se realizan desplazamientos o cambios de
orientacion de las particulas en forma aleatoria.

2. Fluctuaciones en el area en las dos regiones, pero manteniendo el area total del
sistema, constante.

3. Intercambio de particulas al azar entre ambas regiones.

Después de cada paso se calcula el cambio de energia. Los movimientos que conforman
cada uno de los pasos anteriores se ilustran en la Fig. 2.7.

El primer paso es equivalente a realizar simulaciones tipo VAT en cada caja de sim-
ulacién, de ahi que el criterio para aceptarlo o rechazarlo, es el mismo que el dado para
este tipo de simulaciones; el segundo paso tiene como objetivo establecer la igualdad de
presiones, y se acepta o rechaza la configuracion generada con el criterio dado para simula-
ciones N PT'; mientras que con el iltimo paso se busca la igualdad de potenciales quimicos
de cada componente, y el criterio para aceptarlo o rechazarlo se da mas adelante.

Al considerar que el potencial intermolecular es el mismo en cada regién, que el area
de cada una de ellas puede fluctuar pero manteniendo el area total constante, entonces la
funcion de particion esta dada por:
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Configuraciéon 8) b) )
: g . Desplazar o rotar Cambio de Intercambio de
inicial , . .
particulas area particulas
A > IS ~ N\

= T
a

BN
(N T

Figura 2.7: Movimientos permitidos en el ensamble de Gibbs: a) Desplazamientos o rota-
ciones, b) Cambio de drea, ¢) Intercambio de particulas.

A
Z(NAT ! / dA; AN (A — ApN-M

N
)= NIZO AN NN — Ny
X /dsﬁvf exp [—BU(sﬁv’)] /ds%Nf exp [—ﬁU(s%*NI)]

donde A es la longitud de onda termica de Broglie, 5 = 1/kgT, sy, sy; son las coordenadas
de las particulas en la regién I y I respectivamente, y U es la energia potencial debido
a las interacciones.

La densidad de probabilidad de encontrar al sistema en el estado con Ny, Ay, s; v sy,
esta dada por:

AéVI(A _ AI)N—NI
N{I(N = Np)!

p(N, Ap sy 85" o exp [-BU(s;") +U(sy )], (267)
de donde se obtiene el criterio para aceptar las configuraciones generadas por el paso 3
del algoritmo de Panagiotopoulos; es decir,

NirAp
(Nr+1)A;;

Aunque en el presente trabajo no se estudia coexistencia de fases, las simulaciones
tipo Gibbs son de gran utilidad para identificar el orden de la transicion. Por ejemplo,

supdéngase que la ecuacion de estado obtenida por simulaciones N PT muestra un aparente
brinco, lo que sugiere la posibilidad de que la transicion de fase sea de primer orden,

Acc = minl1,
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entonces las simulaciones en el ensamble de Gibbs son de utilidad para validar o no lo
sugerido por el comportamiento de la ecuacion de estado; la coexistencia de fases seria
una fuerte evidencia a favor de que la transicion es de primer orden.

2.3.2. Condiciones periodicas a la frontera

Para reducir los efectos producidos por los bordes o fronteras de la caja de simulacién,
se establecen condiciones periddicas a la frontera. Estas consisten de réplicas periodicas
alrededor de la caja de simulacién que se colocan alrededor de la misma. En cada caja el
nimero de particulas es constante; es decir, si una molécula escapa de la caja de simulacién
durante la formacion de una nueva configuracion, entra por la pared opuesta a donde salio.

En principio, cada particula interactiia con el resto (incluida sus particulas imagen)
y la energia potencial total corresponde a la suma entre todos los pares de interaccién
posibles. Por lo anterior, es necesario truncar la suma de manera que sélo se consideren
las interacciones entre las N particulas iniciales. Una manera de hacerlo es la siguiente:
dada una particula j, en principio, una particula ¢ interacciona con esta particula y sus
correspondientes imégenes; el criterio de minima imagen consiste en determinar las dis-
tancias de ¢ con j e ¢ con las imagenes de j, y la interaccion que se toma en cuenta es
aquella para la cual la distancia sea minima (ver Fig. 2.8).

7 S ‘E ? Lo g > Vv b,
S Ty Ty

7 J [ .
. \— Yoo

Figura 2.8: Condiciones periddicas a la frontera. La particula encerrada por el circulo sélo
interacciona con la imagen mas cercana de la particula del extremo superior derecho, en
este caso, la que se encuentra en la caja de simulacién de la izquierda. Este mismo criterio
se aplica para las demas moléculas. En este caso sélo se representan 8 réplicas y N = 6.

Por otro lado, en este trabajo se simularon sistemas con 500, 1000, 2000 y 4000 particu-
las. Esto se debe a la cantidad de memoria requerida poara los cédlculos y al tiempo de
céomputo, el cual, es proporcional al N2 donde N es el ntimero de particulas.
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2.3.3. Ciriterios de equilibrio

En este método iterativo se considera que el sistema alcanza el equilibrio cuando
las propiedades que lo describen no muestran una tendencia creciente o decreciente en
funcion de los pasos Monte Carlo; es decir, los promedios configuracionales de dichas
propiedades son practicamente constantes salvo fluctuaciones. La condicién anterior es
necesaria pero no suficiente, por lo que en ocasiones es 1til partir de configuraciones de
naturaleza distinta; por ejemplo, si los resultados sigieren que la transicién es continua, en
el equilibrio, los promedios de las propiedades del sistema resultan semejantes, es decir,
incluidos en las barras de error (ver Fig.2.9).

S p

29— ; — T 20 ; ; ———
} — Config. inicial desordenada — Config. inicial desordenada
— Config. inicial ordenada — Config. inicial ordenada
08l
15+ —
0.6 =
L 4 lo — —
0.4 u |
L | s\ |
02(- Iy M -
i ! . ". f A AN F 1
) ) | . T | h . | . | . | . | .
OO 20000 40000 60000 80000 let+05 00 20000 40000 60000 80000 let05
CiclosMC CiclosMC

(a) (b)

Figura 2.9: a) Pardmetro de orden nemético b) densidad. Las graficas en rojo corresponden
cuando el sistema parte de una configuraciéon ordenada, y en negro cuando parte de una
desordenada. Como puede apreciarse, en ambos casos el sistema evoluciona a valores
semejantes.

Ya que el sistema es atermal, pues la temperatura no juega un papel explicito de-
bido a que el potencial es infinitamente duro, la tnica variable termodindamica relevante
es la densidad. De manera que cuando la densidad y el parametro de orden nemético
fluctiien sin mostrar una tendencia creciente o decreciente, el sistema puede considerarse
en equilibrio.

2.3.4. Estimacion de las densidades de coexistencia

La medida escalar del orden orientacional presente en una mesofase bidimensional,
puede cuantificarse por medio del parametro de orden dado por:

S = max(cos|m(0 — 6y)]), (2.69)

donde 6 es el angulo entre el eje molecular y el eje de referencia y 6y define el vector
T = (cos(6p), sin(fy)) el cual proporciona la coordenada natural del sistema para la fase
orientacionalmente ordenada. Para m = 2, la ecuacién anterior corresponde al parametro
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de orden nemdtico, mientras que m = 4 corresponde al parametro de orden tetratico®.

El parametro de orden escalar, S,,, y la funcién de correlacién orientacional, g, (r) =
(cos(m(0(0) — 6(r)))),, donde el promedio es sobre todos los pares de particulas, estédn
relacionados mediante 1im, o, g, (r) = Sp,.

Con base en la toeria elastica de Frank en 2D, en la aproximacion de constantes
iguales, se tiene que en la fase orientacionalmente ordenada, g,,(r) ~ 77y S, & N -1,
donde n = m?/16K siendo K la constante de Frank; mientras que en la fase isétropa
gm decae exponencialmente. El cambio de comportamiento de la funcién de correlacion
orientacional, de un decaimiento exponencial a uno algebraico, indica la posibilidad de
una transiscién de fase tipo isétropa-nematica (I-N), o isétropa-tetratica (I-T'), segun sea
el caso.

Tanto el parametro de orden nematico o tetratico, junto con el comportamiento de
las funciones de distribucién orientacional, go v g4, sirven para estimar la region donde
ocurre la transicién; en cuanto a simulaciones NPT, estas son de utilidad para estimar el
intervalo donde se encuentra la densidad de coexistencia.

Para la transicion hacia una mesofase esméctica (Sm), puede recurrirse al célculo del
parametro de orden esméctico. La mesofase esméctica se caracteriza por la presencia de
lajas, o planos, mismos que pueden modelarse como los frentes de una onda plana de
densidad; de ahi que el parametro de orden esméctico este dado por:

R
_ ikz;
Asm = Ze il (2.70)
7j=1
donde N es el nimero de moléculas, k = 27” con A el espaciamiento entre lajas y z; es la

proyeccién del centro de masa de la j—ésima particula a lo largo del director esméctico.

Otra manera de caracterizar cualitativamente el orden esméctico en una mesofase es
por medio del célculo de las funciones de distribucién paralela, g, y perpendicular, g,
a los vectores normales a las placas. En la fase esméctica, las particulas de cada laja se
mueven a lo largo de ella como si la fase fuera liquida, de ahi que el comportamiento de
la funcién de distribucion correspondiente sea el de un liquido; por otro lado, la presencia
de lajas hace que haya una distribucion de particulas en la direcciéon paralela al director
del plano o laja correspondiente, que sea maxima en las lajas y minima entre ellas.

6La fase tetrdtica se caracteriza por que las particulas del sistema presentan orden orientacional
preferencial en dos direcciones perpendiculares; sin embargo, no existe un orden posicional
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Resultados y analisis

3.1. Particulas Hockey Stick

3.1.1. Resultados tedricos

Los resultados se reportan en unidades reducidas. En estas unidades p* = NL?/(L,L,)
donde L, y L, son las longitudes de la caja de simulacién para = y y respectivamente, N
es el namero de particulas y L es la longitud de las particulas; la presiéon adimensional es
p* = pBL?; y para todos los casos, como el potencial es duro, Tk = 1.

El drea excluida (Ec. 2.9) para el modelo Hockey Stick como funcion de la orientacién
relativa v, del d4ngulo entre segmentos 6 y de las longitudes de los segmentos a y b (ver
Fig. 3.1), se encuentra en la tabla 3.1 1.

Dominio de v | Aexe
0<~y<~H* (a* +0*)(1 —5”21(977))51n7+2absm00057
y<y<0 (a® + b%) siny + absin(y + 0) + 1 min(a?, b?) sin( — ) (£ — =)
<~y<m—40 (a + 0% + 2 ab cosh) siny
(

siny sinf
T—0 <~y <m | (a®+?)siny + absin(y — )

Cuadro 3.1: Area excluida (v* = arcsin(min(%, 2) sing)).

Al obtener los coeficientes de la serie de Fourier del area excluida como funcién del
segmento a, y sustituirlos en la ecuacién 2.18 se encuentra que la fase nematica es anti-
ferroeléctrica. Las figuras 3.2 y 3.3 muestran las graficas correspondientes a la densidad
de bifurcaciéon isétropa-nematica como funcién de a y 6 respectivamente.

IPara obtener el drea excluida, se fija una particula y se acerca un segunda particula por todas las
direcciones alrededor de la primera. La regién donde las particulas se tocan o sobreponen define el area
excluida. Lo que se determina el drea de la regién de traslape como funcién de los pardametros del modelo
(a y 0) y de la orientacién relativa (7).

31
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Figura 3.1: El drea excluida (regiones en verde) depende de la geometria de las particulas
asi como de la orientacién relativa (), en este trabajo se consideré a + b = 1. En esta
figura, para cada caso, si el vértice de una particula con la misma orientacion que la
particula roja (particula azul) estd dentro del drea excluida, entonces toca o se traslapa
con la particula negra.

351 - 0 = 0.5007
-0 =0.3757
-0 =0.3337
30p - 0 =0.2507
- 0 =0.1667

sl = 0=01257

15

10r

0.1 02 03 0.4 05
a

Figura 3.2: Dependencia de pl como funcién de a, 6 es el angulo entre los segmentos a
y b de la particula.
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0 05 10 15

0

Figura 3.3: Dependencia de p{} como funcién de 6.

Por otro lado, la forma analitica de la distancia excluida (Ec. 2.28) estd dada por?:

2|y ctgs, si ly| < asinp
dll = 2a cosf3, si asinf < |y| < bsinf (3.1)
2(a+b) cosp — 2|y| ctgB, si bsinf < |y| < (a+b),sins
g2 2a cosp, si ly| < 52 sing (3.2)
xe (a+b)cosB —2y|ctgB, si S%sinB < |y| < (“;b), sinf '

Donde g = ’TT’@. Al sustituir las expresiones para la distancia excluida en la ecuacién
2.33, se obtiene el siguiente polinomio:

i1 s (152)] (2 ) e[ (152) ]

+ 2 cos(ax) + azsin(az) + 2 sin <§> + 2 cos (;)

2 (3.3)
+ b sin(bx) — 2°b* cos(bx) + 4 cos(bx)
2
- % cos(z) — xsin(z) — 2 cos(z) — 2.

Donde x = ¢sinf = qcosg. El minimo de las raices positivas proporciona el valor
de ¢ en la bifurcacién (guir). En la tabla 3.2 se encuentran algunos valores de gy para
diferentes tamanos de a.

2La expresién para la distancia excluida aqui expuesta es valida para cualquier valor de a y b; en
particular, para el modelo expuesto a+b = 1 y el resultado puede simplificarse dejandose tnicamente en
términos de la longitud de uno de los segmentos (a o b) de la particula.
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a Thit = Qbif OS5
0.50 | 4.9854

0.40 | 5.1773

0.33 | 5.24472

0.25 | 5.21729

0.175 | 5.10855

0.125 | 5.00895

Cuadro 3.2: Valores de qs.

Al combinar las ecuaciones 2.32, 3.1 y 3.2, se obtiene:

ind b— ;
F21—F11:¥{2005 [( 2a) xbif:| — 2cos (x;f)
Lhif

(3.4)
— 2 cos(axpir) + 2 cos(zpir) — 2 cos(bapir) + 2}-

Por lo tanto, al sustituir este resultado en la ecuacién 2.34, se obtiene la densidad de
bifurcacion nematica-esméctica antiferroeléctrica; es decir,

2 222, b—a Thi
NSm bif bif

i - — - 2 it 2 ( )
Prit F12 F11 sinf { o |: ( 2 ) o f:| o8 2

—1
— 2 cos(axpif) + 2 cos(wpir) — 2 cos(brpir) + 2} .

(3.5)

En la Fig. 3.4 se muestra el comportamiento de la pi™ como funcién de 6.

Por ultimo, los diagramas de mesofases (Fig. 3.5) se obtienen al combinar las graficas
de las densidades de birfurcacion IN y NSm. Como puede apreciarse, valores grandes
tanto de a como de 6 desestabilizan la fase nematica debido al efecto entrépico del area
excluida, lo que favorece la formacién de la fase esméctica a baja densidad. Sélo cuando
el parametro a es suficientemente pequeno, la teoria predice que la fase nematica puede
hallarse para cualquier valor de 6.

De las gréficas puede apreciarse la presencia de un punto triple para a =0.5, 0.4, 0.333 y
0.25. Para el nivel de teoria realizado, tanto la transicion de fase I-N como la N-Sm resultan
ser continuas® lo que indica que, en las condiciones termodindmicas dadas en los puntos
triples no puede encontrarse a las fases isétropa, nematica y esméctica, coexistiendo. No

3Hasta el momento, los resultados basados en simulaciones de sistemas bidimensionales de cristales
liquidos sugieren que la transicién de fase isétropa-nemética es continua [18, 27, 36]; por otro lado, las
transiciones nemédtica-esméctica e isétropa-esméctica pueden ser discontinuas [32].
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0.0 0.5 0.1 1.5
0

Figura 3.4: Dependencia de p#™ como funcién de 6.

obstante, este resultado no es exacto, de hecho como se vera mas adelante, los resultados
de las simulaciones son consistentes con una transicion discontinua para las transiciones
de fase nemadtica-esméctica e isétropa-esméctica y, por lo tanto, indican la posibilidad
de encontrar tanto a las fases nematica y esméctica, como a la isétropa y esméctica
coexistiendo.

3.1.2. Resultados Monte Carlo

Se estudiaron sistemas bidimensionales de N = 1000 particulas Hockey Stick, para
diferente angulos, en los ensambles NPT y NVT'. Se aplicaron condiciones periddicas a la
frontera asi como el criterio de minima imagen. La densidad se definié como p* = N/(L* %
L;), donde L y Lj corresponden a las longitudes de la caja de simulacion para los ejes
x v y respectivamente, el largo de las particulas, L, fue empleado para adimensionalizar
las unidades.

La presién adimesional se definié como p* = kgT*/L?, donde kp es la constante de
Boltzmann y, dado que el modelo es atermal, se consideré 7™ = 1.

Como ya se explicé anteriormente, las simulaciones NV T-Monte-Carlo consisten en
cambios en la posicién u orientacién de las particulas, mientras que simulaciones N PT-
Monte-Carlo, tenemos ademds, fluctuaciones en el drea de la caja de simulacién [23].
Durante las simulaciones, cada ciclo consitiéo de un cambio de area por cada 5N desplaza-
mientos o rotaciones.

Las simulaciones NPT se usaron para obtener la ecuacion de estado, asi como los
pardmetros de orden nemdticos (polar y no polar). Estas simulaciones comenzaron en
una presion para la cual el sistema estaba en una mesofase isotropa equilibrada, de-
spués inicié un proceso de compresion incrementando la presién en intervalos de Ap* =1
a b, dependiendo de la region que se explorara. Después de incrementada la presién,
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40 a=0.5 40 a=04
30 30
20 20

Sm N Sm
10f N 10

I 1
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0.0 0.5 1.0 1.5 0.0 0.5 1.0 1.5
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0.0 0.5 1.0 1.5 0 0.0 0.5 1.0 1.5 0

Figura 3.5: Diagramas de mesofases para algunos valores de a.
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(phi1 = pi 4+ Ap*), el sistema requerfa aproximadamente de 10° ciclos Monte-Carlo para
asumir equilibrio y otros 10° ciclos para obtener promedios configuracionales, las configu-
raciones de equilibrio asi obtenidas se usaron como condiciones iniciales para las siguientes
presiones. Las simulaciones NV'T se emplearon para generar las funciones de distribucion
posicional, g(r), y orientacional, go(r).

Es posible describir la formacion de mesofases en términos de la anisotropia de la
particula, la cual es medida como la razén largo-ancho, conocida como razén de aspecto.

Al inscribir la particula Hockey Stick en un rectangulo, de modo tal que el segmento
b se sobreponga con el lado mayor del rectangulo, la longitud estda dada por b + a cost =
L—2a+acosf y el ancho por asinf; de manera que la razén largo-ancho es k = L/a sinf —
(1 — cos#) /sind.

Para 6 — 0 0 a — 0, las particulas Hockey Stick se vuelven agujas rectas y, para este
caso Kk — oo y la transicién de fase I-N es favorecida; lo que concuerda con resultados
ya publicados [18], [36]. Por otro lado, pequenos valores de k desestabilizan la regién
nematica, pero la estructura sméctica se forma por ser entrépicamente mas favorable. En
este respecto, para las particulas Hockey Stick x mide la anisotropia de la particula de
manera equivalente a como ha sido empleada para estudiar otros modelos de particula
como son elipsoides, rectangulos, barras, etcétera. Como puede apreciarse, las predicciones
cualitativas que pueden inferirse mediante los valores de x coinciden con aquellas derivadas
de un analisis del area excluida.

La tabla 3.3 muestra los valores de anisotropia para los parametros moleculares es-
tudiados, y puede apreciarse que la transicion de fase isdtropa-esmética ocurre sélo para
Kk <3.66; pero, no es posible descartar la posibilidad de esta transicion para 3,66 < k <
3,833.

Las simulaciones fueron realizadas hasta p* = 150, pero las tendencias sugieren la
posibilidad de la transicién N-Sm en los casos més anisotropicos si las presiones son
suficientemente altas.

Los diagramas de mesofases (p*vs.a) obtenidos se muestran en la Fig. 3.6 para los
siguientes angulos: ¢ =0.1257, 8 =0.257, 6 =0.3757 and 6§ =0.57. De los diagramas puede
constatarse que que si la anisotropia es suficientemente pequena se favorece la formacion
de correlaciones esmécticas mientras que si ésta es suficientemente grande, se favorecen
correlaciones neméticas y es consistente con lo predicho teéricamente.

Sin embargo, para 0.4 < a < 0.5 y § = 7/8, hay una regién dominada por defor-
maciones tipo bend y que se denominé curva debido a los patrones curvos que pueden
apreciarse de las fotografia de las configuraciones. Para estas condiciones termodinamicas,
el parametro de orden nematico como funcién de la presion presenta el comportamiento
que se muestra en la Fig. 3.7a, donde puede apreciarse que el sistema tiene un orden
orientacional en el intervalo 22 < p* < 65; a presiones mayores a p* = 65 el sistema, a
diferencia de los casos anteriores, pierde el orden orientacional y no forma la mesofase
esméctica.

La presencia de la regién curva se obtuvo tanto para un proceso de compresién como
para uno de expansién. En el proceso de compresion se observd que para p* > 100 el
sistema pasa de la regién curva a la esméctica (ver Fig. 3.6); el proceso de expansién
comenzo6 de una fase esméctica a una presion de 200 y se obtuvo la region curva en el
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a 0 K Transiciones detectadas
0 any angle | oo I-N
0.125 | 0 00 I-N
0.125 | 7/8 20.706 | I-N
0.125 | 7 /4 10.899 | I-N
0.125 | 37/8 7.991 I-N
0.125 | /2 7.000 I-N
0.175 1 0 00 I-N
0.175 | ©/8 14.733 | I-N
0.175 | w/4 7.667 I-N
0.175 | 37/8 5.517 [-N-Sm
0.175 | /2 4.71428 | I-N-Sm
0.25 |0 00 I-N
0.25 | 7/8 10.2535 | I-N-Sm
025 | w/4 5.243 [-N-Sm
0.25 | 37/8 3.661 [-Sm
0.25 | 7/2 3.00 I-Sm
0.333 |0 %) I-N
0.333 | 7/8 7.648 I-N-Sm
0.333 | 7/4 3.833 [-N-Sm
0.333 | 37/8 2.582 [-Sm
0.333 | m/2 2.00 [-Sm
0.40 |0 00 I-N
0.40 | /8 6.334 I-N-C-Sm
0.40 | mw/4 3.123 [-Sm
0.40 | 37/8 2.038 [-Sm
0.40 | 7/2 1.500 [-Sm
0.50 |0 %) I-N
0.50 | 7/8 5.027 I-N-C-Sm
0.50 | w/4 2.414 I-Sm
0.50 | 37/8 1.497 [-Sm
0.50 | 7/2 1.000 [-Sm

Cuadro 3.3: Comparacion entre los pardmetros de la particula y la razén de aspecto para
las transiciones encontradas (I: is6tropa, N: nemadtica, C: regién con fuertes correlaciones
tipo bend, Sm: esméctica).



3.1. PARTICULAS HOCKEY STICK 39

150

100

D*

50

01 02 03 04 0.5

0 ‘ L

a

Figura 3.6: Diagramas de mesofases (p* vs. a, N = 1000) para § = 7 /8 (arriba), = 7/4
(centro) y @ = 37/8 (abajo). Las lineas no son tedricas y fueron dibujadas con el propdsito
de separar las regiones.
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intervalo 50 < p* < 105 que coincide en gran medida con lo observado para el proceso
de expansién. Lo anterior descarta la posibilidad de que la formacion de configuraciones
curvas se deba a a una inestabilidad de pandeo, pues esta surge como resultado de com-
primir un sistema elastico y no de expandirlo. También, indica que la regién es estable y
sugiere que la energia libre, a esas condiciones termodinamicas, es tal que su estado base
corresponde a una configuracién con defectos tipo bend.

0.6

0.4

0.2+

—

0.1}

Ings (r*)

0.01F oaf

0.001
0.1

Figura 3.7: a) Pardmetro de orden nemético b) funcién de correlacion orientacional para
a=04y60=mr/8 (p* =10 linea continua, p* = 30 linea cortada y p* = 70 linea punteada).

La region curva invade tanto parte de la regiéon nematica como de la esméctica, lo
que implica que la transicion hacia el esméctico ocurra por encima de lo predicho por la
tendencia del comportamiento en angulos mayores.

A falta de un parametro de orden para caracterizar la region curva, y con el proposito
de analizarla con mejor detalle, se realizaron simulaciones a diferentes angulos (0 =0.09817,
0.1963, 0.31416, 0.392699, 0.471239, 0.589049, 0.785398, 1.178097 y 1.570796 radianes)
para el caso de particulas tipo banana (a = b =0.5), pues es ésta la geometria para la
cual los resultados previos indican que se maximiza la presencia de defectos tipo bend.
En el caso banana se obtuvo el diagrama de mesofases que se muestra en la Fig. 3.8 y
donde puede apreciarse todo un intervalo donde la formacién de defectos tipo bend ocurre,
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siendo maximo el intervalo Ap* alrededor de 7/8 ~ 0.39 rad.
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Figura 3.8: Diagrama de mesofases para particulas tipo banana.

Una fotografia del sistema que corresponde a una configuracién curva se muestra en la
Fig. 3.9. Como puede apreciarse, la region luce localmente muy ordenada orientacional-
mente; sin embargo, globalmente el pardmetro de orden nematico es pequeno debido a
la presencia de defectos. Como consecuencia, la funcién de distribucion orientacional es
mayor a corto alcance, alrededor de un didmetro molecular, que la correspondiente a una
fase nematica, pero a mayores distancias decae exponencialmente. Es decir, el decaimiento
de la funcién go(r) es exponencial en la fase isotrépica, algebraico en la fase nemética y
exponencial en la region curva.

La comparacion entre los reltados tedricos y numéricos de los diagramas de mesofases
se muestra en la Fig. 3.10. Puede observarse que la teoria de Onsager sobreestima la
estabilidad de las fases nemédtica y esméctica. Debe recordarse que la teoria se realizd en
la aproximacion al segundo coefieciente de la serie del Virial y que la teoria para la
transicién nematica-esméctica se hizo en el el marco de particulas paralelas. Para obtener
mejores resultados, es conveniente extender la teoria para el caso de particulas libres de
rotar, y buscar la manera de incluir la posibilidad de formaciéon de defectos tipo bend o
splay.

La presencia de defectos tipo bend, en los estados de equilibrio de la region curva, indica
que los estados base de los sistemas de particulas tipo Hockey Stick no corresponden a
nematicos de particulas paralelas sino a configuraciones curvas (bended nematics).
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Figura 3.9: Configuraciones obtenidas mediante simulaciones Monte Carlo: a) isétropa
(p* = 15, N = 1000), b) nematica (px = 40, N = 1000), ¢) nemética curva (px = 60, N =
2000) y @ = /8, y d) esméctica antiferroeléctrica (px = 55, N = 1000) para § = 37/8. Si
el 4ngulo entre segmentos entre particulas vecinas es menor que /2, entonces se muestran
en el mismo color.
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Figura 3.10: Diagramas de mesofases (p vs. a) para a) § = 37/8, b) § = 7/4 and c)
0 = /8. Las lineas continuas corresponden a los resultados de la teorfa de Onsager,
las lineas cortadas corresponden a las tendencias dadas por los resultados Monte Carlo

(puntos en rojo y azul).
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3.1.3. Analisis de la region curva en términos de la energia libre
de Frank en 2D

Considérese un sistema donde las particulas son paralelas al vector director local, el
cual varfa de acuerdo al tipo de distorsién: si 7(75) = (1,0) entonces para splay 7(r) =
(x/r,y/r), y para bend 7i(7) = (y/r, —x/r); ¢ = 1/r es el parametro que mide la magnitud
de la distorsién y r = (2 + yQ)%. De acuerdo a la teoria elastica de Frank,

F= %/ d*r (K (V- m)° — 21V 1), (3.6)

donde m es el vector perpendicular al vector director nematico 77, y h es un parametro de
torque [30]. Ya se ha dicho que esta energia libre tiene como estado base un nemaético curvo
debido a deformaciones tipo bend. Sustituyendo el campo director bend en la ecuacion
anterior, se obtiene que F//A = K j¢* — 2hg, que tiene un minimo ¢ = 1/r = 2h/Kss.

Por otra parte, con la teoria de Onsager es posible calcular la diferencia de energia libre
local por medio de la Ec. 2.51 tanto para los casos donde los defectos dominantes son de
tipo bend o splay*, lo que permite explicar cudl formacién de defectos es energéticamente
mas favorable en funcion de los pardmetros geométricos de la particula Hockey Stick.
Esta diferencia de energia se obtuvo numéricamente con base en un programa que se
desarrollé para calcular el drea excluida, Ac.(q) de acuerdo al tipo de defecto (ver Fig.
3.11). En la Fig. 3.12 se muestra el drea excluida para un defecto tipo bend para los
pardametros a =0.5y § = 7/8.

La diferencia de energia libre para deformaciones splay y bend respecto del caso de
particulas paralelas (¢ = 0), se muestra en la Fig. 3.13. De la graficas se observa que la
transiciéon hacia una configuracién tipo bend es energéticamente favorable, mientras que
las transiciones hacia configuraciones tipo splay implican un aumento en la diferencia de
energia. Ademas, los resultados son concordantes con lo predicho por la teoria elastica
para el caso bend, pues el minimo de la diferencia de energia ocurre para g # 0.

Por dltimo, al comparar el diagrama de mesofases de las particulas Hockey Stick con
el correspondiente al las particulas zig-zag [21], encontramos alguna similitudes: 1) ambos
sistemas presentan las fases isétropa, nemédtica y esméctica, para valores de anisotropia
semejantes; 2) ambos modelos tienen un comportamiento curvo, aunque para condiciones
termodinamicas diferentes, en el caso de las particulas zig-zag, este va acompanado de
correlaciones esmécticas, mientras que en el caso de las particulas Hockey Stick el com-
portamiento curvo estd asociado con correlaciones nematicas; 3) aunque la manera de
ensamblaje por pares de pariculas Hockey Stick que minimiza el area excluida es cuando
se agrupan formando dimeros con geometria zig-zag, existen condiciones termodinamicas
donde el campo de torque, debido al efecto colectivo de las otras particulas, domina y
ocasiona el comportamiento curvilineo observado.

4En cada caso la diferencia de energia se obtiene para la densidad donde se observa la transicién de

fase, y corresponde a la diferencia de energia entre aquella correspondiente a un nemético de particulas
paralelas con uno curvo, es decir: BAF/A = B(Fyended — Fnematic)/A = p?/2(Aexc(q) — Aexc(0)).
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Figura 3.11: Area excluida en funcién de q para la deformacion tipo bend con a = b =0.5
para diferentes valores de 6. Puede apreciarse que el area excluida es minima para un
valor de ¢ # 0; es decir, la configuracién de particulas paralelas no es la entrépicamente
mas favorable, sino una configuracion con defectos bend.

Parallel case

Figura 3.12: El area excluida es el parametro clave en el calculo de la diferencia de energia
libre entre los casos correspondientes a un campo director sin deformaciones (nemético
perfecto, ¢ = 0) y el campo director nematico uniformemente deformado con defectos tipo
bend. Puede observarse que el area excluida es minima en una regién que no corresponde
al caso de particulas paralelas. Para esta figura a =0.5y § = 7/8.
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Figura 3.13: Diferencia de energia libre, bend (arriba) y splay (abajo), 8 = w/8 y p* ~ 30.

Los resultados de esta parte de la invetigacion se publicaron en los siguientes articulos:

1. J. A. Martinez-Gonzalez, S. Varga, P. Gurin, J. Quintana-H, Spontaneously bended
nematic and antiferroelectric smectic structures of banana shape hard particles in
two dimensions, EPL, 97, 26004 (2012).

2. J. A. Martinez-Gonzalez, S. Varga, P. Gurin, J. Quintana-H Structural properties of
hockey stick-shaped particles in two dimensions. En proceso de revision, enviado al
Journal of Molecular Liquids en mayo de 2012.

3.2. Particulas czs

Los sistemas de particulas tipo cis fueron estudiados tnicamente mediante simula-
ciones Monte Carlo; sin embargo, la teoria de Onsager desarrollada en este trabajo, es
aplicable a este tipo de particulas, solo se requiere de la forma analitica del area y la
distancia excluidas®.

Las simulaciones Monte Carlo NPT y NV'T se realizaron de la misma manera en
que fueron descritas para el caso de las particulas Hockey Stick. Pero en esta ocasion se
estudiaron sistemas de N = 500, 1000 y 2000 particulas cis para diferentes valores de A
(Fig. 3.14), con § = /4, w/2 y w/8.

5Debido a falta de tiempo no se realizaron los célculos correspondientes
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Figura 3.14: Modelo de particula cis. La flecha representa la convencién adoptada para el
eje molecular. Los segmentos de cada extremo tienen la misma longitud A, y 2A+ B = 1.

Con el proposito de verificar la estabilidad de la estructura de algunas de las regiones
encontradas, para casos representativos, se realizaron simulaciones puV7T de modo que
< N >= 4000.

En cada caso, los valores de la variable p fueron calculados mediante simulaciones
NPT y por medio del método de particula prueba desarrollado por B. Widom [37].

En las regiones donde las ecuaciones de estado indicaban posibles discontinuidades, se
efectuaron simulaciones en el ensamble Gibbs, esto permitié discernir si se trataban de
transiciones de primer orden o no.

A continuacién se presentan los resultados organizado de acuerdo al angulo entre seg-
mentos, #. En cada caso, se muestran las ecuaciones de estado, los parametros de orden
nematico (Sy) y tetratico (S;), las funciones de correlacién orientacional, algunas config-
uraciones representativas de las mesofases encontradas y el correspondiente diagrama de
mesofases.

3.2.1. Resultados para 0§ = 7/2

La razén de aspecto para las particulas cis estd dada por k = 1/asing — 2a(1 —
cosfl) /sinf. Como ya se ha mencionado anteriormente, x es una medida de la anisotropia
de las particulas y puede usarse para inferir los parametros que favorecen la formacion de
las mesofases nemédtica y esméctica; en particular, kK — oo Sy — 1.

La Fig. 3.15 muestra el pardmetro de orden nematico, y 3.16 el pardmetro de orden
tetratico, para las longitudes estudiadas: A = 0.1, 0.15, 0.20, 0.30, 0.333, 0.375, 0.400,
0.450. Entre estos valores, el inico que tiene un parametro de orden significativo es A =
0.375 (k = 0.666), para la cual, el pardmetro de orden nematico es Sy ~ 0,9. Para los
otros casos, Sy < 0,3.

De las graficas Sy = Sy(p) puede observarse que la ocurrencia del orden tetrético®
depende del pardmetro A, la formacién de la fase tetratica en funcion de la presiéon se da
en la siguiente secuencia de valores A = 0.30, 0.20, 0.375, 0.4, con las correspondientes
razones de aspecto k = 1.333, 3, 0.666, 0.5, 1. En estos casos, S} ~ 0.9. Un segundo
grupo de gréficas, Sy = Sy(p), crece pero con presencia de fluctuaciones significantes, este

6Cabe recordar que en la fase tetratica las particulas se orientan en dos direcciones preferenciales pero
no guardan un orden posicional.
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2 1 *—e A=0.100
== A=0.150
<«—< A=0.200 4
*—* A=0.300

0.8l - A=033

Figura 3.15: Pardmetro de orden nematico. S6lo A =0.375 muestra orden orientacional
global en una direccién, este comportamiento se debe a una transiciéon hacia el esméctico
y se menciona mas adelante.

‘ !
%O 100 150 200

Figura 3.16: Pardmetro de orden tetratico. Para casi todos los valores de a existen condi-
ciones termodinamicas para la formacion de la mesofase tetratica.
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grupo corresponde a los valores A = 0.10, 0.15, 0.45 (k =8, 4.666, 0.222). Para estos casos
S <0.6.

Informacién adicional puede obtenerse de las graficas Sy = Sy(p) (Fig.3.17), donde
puede apreciarse cudles son los valores de A que permiten una mayor densidad de em-
paquetamiento; en particular, A = 0.450 proporciona la mesofase tetratica de mayor
densidad. Este comportamiento, también, puede apreciarse en las ecuaciones de estado

p=p(p) (Fig. 3.18).

1fFe—e A=0.100
== A=0.150
+— A=0.200
*—* A=0.300

0.8
»— A=0.400

0.6

04

02—

Figura 3.17: Parametro de orden tetratico como funcién de la densidad. El orden tetratico
se alcanza a diferentes densidades dependiendo de como las particulas se ensamblen.

*
p30

251~ A=0.375 ,

50 ‘ 100 ‘ 150 ‘ 200
Figura 3.18: Ecuaciones de estado para diferente valores de A,y 6 = 7/2.

Al analizar las fotografias de la configuraciones (Fig.3.19), pueden observarse tres
diferentes maneras en que las particulas se ensamblan para formar estructuras tetraticas,
dependiendo del valor del pardmetro A.

Las particulas se ensamblan en pequenos grupos con una geometria en particular y
que se denominaron ”celdas unitarias“. Las configuraciones tetraticas encontradas poseen
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Figura 3.19: Fotografias de configuraciones representativas para: tetratico I, para A =0.4 y
px = 160 (superior-izquierdo); tetratico 11, para a =0.333 and px = 200 (superior derecho);
tetratico 111, para A =0.20 y px = 200 (inferior-izquierdo); y esméctico, para A =0.375
y px = 200 (inferior derecho). En cada caso, se muestra la imagen de la tranformada de
Fourier.
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Figura 3.20: Las lineas corresponden al valor maximo de empaquetamiento de acuerdo al
tipo de tetratico: tetratico (linea continua), tetratico II (linea cortada) y tetratico I11 (linea
punteada). Junto a cada curva, se esquematiza el tipo de celda unitaria correspondiente.

un tipo dominante de celda unitaria. Hay tres celdas unitarias, formadas, ya sea por dos,
cuatro u ocho particulas, y que dan origen a tres tipos de orden tetratico, denotados por
I, IT y III respectivamente.

El factor de empaquetamiento estd dado por pf = Acep/n, donde A es el drea de la
celda unitaria, p es la densidad de empaquetamiento y n es el nimero de particulas que
conforman la celda unitaria, cuando p; = 1 el empaquetamiento es maximo, de modo que
la densidad maxima de empaquetamiento esta dada por p = n/Ac.

Las celdas unitarias estdn esquematizadas en la Fig. 3.20, donde, también, se muestran
las gréficas de las densidades de empaquetamiento maximo como funcién del parametro
A para de cada una de celdas unitarias.

Como puede apreciarse en la Fig. 3.20, hay valores de A para los cuales se tienen
dos posibles valores de la densidad, cada uno relacionado a un tetratico diferente, pero
dado que la formacion del orden tetratico se ocurre a densidades relativamente altas, la
estructura que el sistema adopta es aquella que corresponde al tetratico cuya densidad
limite es mayor.

Las imagenes de las transformadas de Fourier (FTI) capturan rasgos de las celdas
unitarias. En el primer caso, el tetratico se forma por cumulos de celdas unitarias, los
cuales son de diversos tamanos, lo que se ve reflejado en las bandas difusas presentes en la
correspondiente F'TT; el segundo caso corresponde a un tetratico donde las celdas unitarias
se distribuyen y acoplan de manera méas homogenea, de ahi que su F'TT capture, de manera
mas nitida, la estructura geométrica de la celda unitaria; en el tercer tetratico, también
se distribuyen las celdas unitarias de manera homogénea, pero debido a que su geometria
es la mas compleja de las tres, a que la densidad no es suficientemente alta y que las
particulas son infinitamente delgadas, hay espacio suficiente para una relativa movilidad
de las particulas y, si bien la FTI es algo difusa, captura perfectamente las direcciones
preferenciales y la geometria de la celda. Por su parte, la FTI de la configuracién esméctica
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Figura 3.21: Funciones de distribucién paralela, g y perpendicular g, para A =0.375,
px = 150 y p*x = 180.

captura como una de las direcciones, la correspondiente al orden posicional de las placas,
tiene un alcance significativamente mayor.

Por otro lado, se tienen dos casos particulares: 1) a =0.375, donde pasa de un com-
portamiento tetratico a uno esméctico en el cual la funcién de distribucién g, (r) muestra
estructura, lo que sugiere la posibilidad de una fase cristalina a mayores densidades (Fig.
3.21); 2) cuando A =0.25 y p* > 115, el tiempo de cémputo requerido para alcanzar
equilibrio fue mucho mayor que el de los casos anteriores (aprox. 5 x 10° ciclos Monte
Carlo), lo que derivé en la dificultad de hacer un buen muestreo a densidades mayores,
por lo que sélo se reportan algunos resultados.

El diagrama de mesofases obtenido para § = /2 se esboza en la Fig. 3.22. Como
puede observarse, las transiciones encontradas son: I-N, I-T(I), I-T(II), I-T(III), I-Sm and
I-T(I)-Sm.
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150 - % % Tam|: 3 S S
H H Sm s s . H
wo i SN A
ZS A O
0 1 : ! : Tty :
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
A

Figura 3.22: Diagrama de mesofases de particulas cis para 6 = 7/2.

En la regiones de transicion se realizaron simulaciones en el ensamble de Gibbs; estos
resultados, junto con las escuaciones de estado, el cambio de comportamiento en el de-
caimiento de las funciones de correlacién orientacional y el parametro de orden tetratico
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Figura 3.23: Simulaciones de Gibbs para A =0.2. La grafica en rojo corresponde a la fase
tetratica y la negra a la isétropa.

en cada caso, indican que todas la transicion de fase son continuas, salvo el caso de la
transicion de fase I-T(III) con A =0.20 que es de primer orden. Para este caso, donde
puede apreciarse un cambio abrupto en la ecuacién de estado (Fig. 3.18), la simulaciones
de Gibbs resultaron en una coexistencia entre las fases tetratica (III) y la isétropa (Fig.
3.23).
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3.2.2. Resultados para § = 7/4

Para 6 = 7 /4 se obtuvieron estructuras nematica, tetratica y esméctica.

Cuando A =0.10, aldededor de px = 25 la ecuacion de estado correspondiente muestra
un cambio en su pendiente; ademas, el parametro de orden nematico se incrementa con-
siderablemente y el decaimiento de la funcién de correlacién orientacional, go(7), pasa de
ser exponencial a algebraico. Lo anterior indica una transicion de fase isétropa-nematica.
El comportamiento de la ecuaciéon de estado no muestra indicios de discontinuidades, lo
que sugiere que la transicién de fase es continua (Fig.3.24).

p* Order parameter
70 T

| |e—e A=0.10
—au A=(.15 r
60 [+—e A=025
L |a—a A=0.333 | 0.8

50

40+
b ® Nematic

30+ o Tetratic _|

— px = 20, (isotropic)]
— px = 70, (nematic) |
px = 150, (tetratic)]

60

Figura 3.24: Ecuaciones de estado para diferentes valores de A. El parametro de orden
nematico y la funcién de correlacién orientacional corresponden a los valores a =0.10 y

0 =mr/4.

Para este mismo valor de A, es posible apreciar en la ecuacién de estado otro cambio
en su pendiente alrededor de px = 110, donde el pardmetro de orden nematico comienza a
decrecer, el parametro de orden tetratico es también suficientemente pequeno de manera
que en esta regiéon el sistema no muestra correlaciones nematicas ni tetraticas que sean
significantes. Un 1ltimo cambio de la pendiente de la ecuacion de estado ocurre alrededor
de px = 125, este cambio se debe al incremento de las correlaciones tetraticas, lo que
se ve reflejado en el crecimiento del parametro de orden tetratico que, aunado al cam-
bio de comportamiento de la funcién de correlacién orientacional, g4(r), al pasar de un
decaimiento exponencial a uno algebraico, indican la presencia de una transiciéon de fase
hacia el tetratico.
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La Fig. 3.25 muestra una fotografia del sistema en la regién tetratica, la cual, fue
obtenida mediante simulaciones NPT para N = 2000; también, se muestra la imagen de
Fourier correspondiente, donde puede apreciarse que la configuracion posee dos direcciones
preferenciales.

Figura 3.25: Configuracién tetréatica para A =, p* = 150 y § = 7/4 (superior-derecha).
Configuracién para A =0.333, p* = 80y § = 7/4, donde a pesar de la presencia de patrones
curvos, la imagen de Fourier indica un comportamiento isétropo (superior-izquierda).
Configuracién esméctica para A =0.46, p* = 80 y 6§ = w/4. En los casos mostrados
N = 2000 particulas.



56 CAPITULO 3. RESULTADOS Y ANALISIS

Para este angulo, el comportamiento tetratico es diferente a los encontrados para el
caso 6 = /2, pues este se encuentra formado por ciimulos de particulas con correlaciones
esmécticas y no hay formacion de celdas unitarias; de ahi que la FTI sélo capture las dos
direcciones preferenciales.

La Fig. 3.26 muetra la configuracion tetratica obtenida con simulaciones Gran Candnico
equilibradas en < N >= 3972 y < p* >=44.618. Por otro lado, los resultados NPT para
N = 500,1000 y 2000 particulas, dan préacticamente los mismos resultados tanto para
expansiones como compresiones, no hay indicios de histéresis a la escala estudiada y las
transiciones de fase isétropa-nematica, isétropa-tetratica y nematica-tetratica parecen ser
continuas(Fig. 3.27).

Figura 3.26: Configuracién en fase tetratica para A =0.5y 6 = 7/8, con < p* >= 44.618
y < N >=3972.

Figura 3.27: a) Pardmetro de orden tetratico y b) ecuacién de estado, para diferentes
tamanos del sistema, A =0.15 y § = 7 /4. El valor N = 2000 corresponde a un proceso de
expansion y los otros dos a un proceso de compresion.

Al incrementarse el segmento A, las regiones nematica y tetratica se desestabilizan.
En el rango 0,20 < A < 0,333 (Fig. 3.28) domina una estrutura globalmente is6tropa
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que, a densidades mayores, contiene fuertes correlaciones de corto alcance (Fig.3.25). A
este respecto, es posible hacer dos distinciones: 1) un comportamiento isétropo a bajas
presiones (px < 50) sin correlaciones de ningun tipo, y 2) un comportamiento isétropo
a altas presiones, caracterizado por la presencia de correlaciones de corto alcance que
ocasionan una estructura global pareceida al nematico curvo encontrado en el caso de
particulas Hockey Stick.

Es interesante observar que el comportamiento isotropo para px > 50, es lo que domina
el diagrama de fases. Al igual que las particulas Hockey Stick, la geometria de las particulas
cis, pueden favorecer la presencia de defectos bend. De manera que es necesario determinar
cuantitativamente los valores de A y #, donde el sistema desarrolla estructuras curvas. La
dificultad para establecer cuando el sistema comienza a presentar correlaciones debidas a
defectos tipo bend, se debe a la falta de un parametro de orden apropiado que permita
identificar la transicion de fase. Por el momento, la region curva o isétropa de alta densidad
se diferencia de la is6tropa de baja densidad en el comportamiento de la funcién de
correlacion orientacional a corto alcance.
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Figura 3.28: Diagrama de mesofases para particulas cis con 6 = /4.

Para valores de A suficientemente grandes, el sistema presenta la transiscion de fase
[-Sm. El orden esméctico es antiferroeléctrico y en el limite de particulas banana, los
resultados coinciden con los reportados para las particulas Hockey Stick.

El articulo enviado con los resultados de esta parte de la investigacion es el siguiente:

J. A. Martinez-Gonzalez, J. C. Armas-Pérez and J. Quintana-H, Phase Behavior of
Bow-Shaped Hard Particles in Two Dimensions, Journal of Statistical Physics. Aceptado
para su publicacién el 21 de septiembre de 2012. DOI:10.1007/s10955-012-0606-7.
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Capitulo 4

Conclusiones y perspectivas

Para los dos modelos estudiados, pudo determinarse mediante simulaciones Monte
Carlo, el tipo de mesofases que cada modelo puede presentar junto con las condiciones
termodinamicas para que estas ocurrieran.

En cuanto a las particulas Hockey Stick, se encontraron las transiciones de fase isétropa-
nematica, nematica-curva, isotropa-curva e isétropa-esméctica. Los resultados sugieren
que todas ellas son de orden continuo salvo la isétropa-esméctica que parece ser de primer
orden.

El nivel de teoria de Onsager desarrollado predijo satisfactoriamente las densidades
de transiciéon isoétropa-nematica. Por otra parte, aunque se desarrolld la teoria para la
transicién nematica-esméctica antiferroeléctrica, ésta no se obtuvo mediante simulaciones,
en su lugar se encontré la transicion isétropa-esméctica antiferroeléctrica; sin embargo, el
comportamiento cualitativo de p*(a) en ambas transiciones hacia el esméctico, concuerdan
de manera satisfactoria y proporcionan diagrmas de mesofases semejantes. A este respecto,
es de esperarse que un desarrollo de la teoria para la transicién isétropa-esméctica de
mejores resultados.

Cabe destacar que ain cuando la teoria de Onsager no ha sido desarrollada para el
estudio de nematicos curvos, esta resulta de gran utilidad para estimar las energias libres
de los estados base posibles, lo que permite identificar el tipo de configuraciones que
resultan energética y entrépicamente mas favorables. Se encontré que el analisis anterior es
consistente con lo predicho por la teoria elastica de Frank para nematicos curvos; ademas,
el comportamiento observado en la funcion de correlacién orientacional, g, cuando la
transicion de fase resulto isétropa-nematica, coincidié con lo predicho por la teoria elastica
de Frank para nematicos bidimensionales en el limite de constantes iguales, de donde se
concluye que los neméticos observados poseen cuasi-largo alcance.

Respecto a las particulas cis, se encontraron diferentes transiciones de fase en funcion
del angulo entre segmentos . Para § = 7/2 se hallaron las transiciones is6tropa-tetratica
y tetratica-esméctica; aunque es de esperarse, que valores suficientemente pequenos del
parametro a hagan posible la presencia de la fase nematica en el diagrama de mesofases.
Para § = m/4 se encontraron las transiciones isétropa-nemética, nemadtica-tetratica e
isétropa-esméctica.

En el caso # = 7/2 se identificaron tres tipos de tetraticos, cada uno formado por
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réplicas del mismo tipo de cumulo de particulas y que se identificaron como celdas uni-
tarias. En cuanto si @ = 7/4, el orden tetrético se debe a cimulos de particulas paralelas
ordenados en dos direcciones preferenciales.

Es importante enfatizar que las particulas cis son las primeras en su tipo (infinitamente
duras y delgadas), en formar estructuras tetraticas. Hasta ahora, la formacién de fases
tetraticas solo se habia observado en particulas con area definida, como cuadrados y
rectangulos [33, 38, 39, 40] y experimentalmente en fluidos granulares [41]. De hecho, hay
quienes sugieren que la simetria de una fase esta ligada a la simetria de las particulas que
la forman; asi, por ejemplo, el orden tetratico es posible en particulas con simetria Cs,
como los cuadrados [33]. Los resultados aqui reportados abren la puerta hacia un estudio
de la formaciéon de este tipo de estructuras a un nivel méas elemental.

Por 1ltimo, tanto las particulas Hockey Stick, cuando a ~ b, como las particulas cis,
poseen una geometria arqueada que favorece significativamente la formacién de defectos
tipo bend para algunos valores de #; lo que puede observarse de las graficas del cambio de
energia libre para defectos bend y splay. En el caso de las particulas cis, el comportamiento
curvo domina la regién central del diagrama de fases cuando 6 = 7 /4, lo que requiere de
un analisis como el realizado para las particulas Hockey Stick que permita conocer si este
tipo de comportamiento se amplifica a valores menores de 6.
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