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Introduccion

Los modelos béasicos de la produccion petrolera que simulan el comportamiento de un yacimiento durante la
extraccion del crudo, estan representados por sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales.

Las herramientas matematicas disponibles actualmente, que resuelven numéricamente estos problemas son efi-
cientes casi exclusivamente para ecuaciones lineales. El método de Newton-Raphson permite tratar ecuaciones no
lineales mediante una solucién iterativa de ecuaciones lineales. El método consiste de un tratamiento del sistema
no lineal, dicho tratamiento es la linealizacién que resulta en la construcciéon de su Jacobiano asociado, que al ser
resuelto se aproxima a la solucién del sistema de ecuaciones original (no lineal). La construccién y solucién del
Jacobiano se realiza de manera iterativa hasta que la solucién converge, para un sélo paso del tiempo, de esta forma
a cada paso del tiempo le corresponde un ciclo iterativo del método de Newton.

Haciendo uso de la formulacién axiomdtica de sistemas terrestres (Herrera et al. 2006 [1]), se aborda el modelo
bésico de un sistema de flujo multifdsico, a partir del cual se deriva el modelo de petréleo negro (Chen et al, 2006 [2]).
El cual es un modelo trifdsico que tiene como objetivo predecir el comportamiento de los fluidos agua, aceite y gas,
contenidos dentro de un yacimiento petrolero, en el que se resuelven simultdneamente las variables independientes
Do, Sw, Sg (presién aceite, saturacién agua y saturacién gas). Este modelo nos muestra un panorama completo de
las variables y pardametros involucrados en un modelo tipico de petréleo. Sin embargo, el objetivo de esta tesis es
desarrollar y aplicar el método de Newton en un modelo de petrdleo de forma clara y didactica, para lograrlo es
necesario reducir la complejidad matematica del modelo. Por lo tanto, se resolvera un modelo de flujo bifasico que es
una version mucho mas simple del modelo de petréleo negro, donde se resuelven los campos p,, Sy, simultdneamente.
Ademss, se plantean dos versiones del modelo bifdsico, con una deferencia sutil, simplemente uno de éstos incluye
la presion capilar con el que se espera obtener mayor estabilidad numérica.

La no linealidad de los modelos bifésicos es producida por uno de sus coeficientes, conocidos como movilidades,
éstas pueden ser lineales o cuadraticas, lo que marca una cambio notable en el comportamiento de las soluciones
de los campos de presién (p,) y saturacién (S,,). Los sistemas de ecuaciones de dichos modelos son discretizados
con el método de Volumen Finito y se resuelve el problema de discontinuidad de las saturaciones en las paredes del
volumen de control, utilizando el esquema upwind.

Las soluciones de los modelos bifdsicos son resueltas con un cédigo implementado en python, con el cual, se
ha elaborado un anélisis de desempeno del método de Newton-Raphson, junto con un analisis de error de aprox-
imacion al refinar la malla. Por tdltimo, se hace una comparacién de las soluciones obtenidas con el método de
linealizacion IMPES (Implicit Pressure Explicit Saturation) utilizando el software TUNAM, mismo con el que se
hace la validacién.
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Capitulo 1

Petrofisica de un yacimiento petrolero

1.1. Porosidad

La porosidad puede definirse como la medida de la capacidad de almacenar fluidos dentro de un cuerpo de roca.
Consecuentemente, el registro de datos de porosidad son usados para estimar cuantitativa y cualitativamente, el
volumen de almacenamiento de hidrocarburos en un yacimiento petrolero. Es una de las propiedades de roca mas
importante por sus aplicaciones; es utilizada en la caracterizaciéon de facies litolégicas, calculo de la saturacién de
fluidos, cédlculo del volumen de los fluidos en el reservorio y estimaciéon de la permeabilidad utilizando transfor-
maciones permeabilidad-porosidad. Las medidas de la porosidad pueden hacerse de manera directa en laboratorio
analizando ntcleos de pozos o indirectamente por registros geofisicos de pozos, tales como: Densidad, medicién de
la atenuacién de rayos gama, Neutrén, captura de neutrones o rayos gama, Registros Acdsticos, refraccion de ondas
v Respuesta Magnética Nuclear, excitacién de dtomos de hidrégeno en espacio de poros.

El espacio poroso de una roca puede encontrarse en dos formas: una con interconexién entre los poros que permite
el flujo del fluido contenido, y se conoce como porosidad efectiva, figura , la otra es un estado poroso sin conexién
entre poros que impide el flujo. Lo segundo, no es considerado en los modelos de EOR (Enhanced Oil Recovery). La
porosidad frecuentemente es registrada en porcentaje, pero en calculos siempre debe de ser representada como una
fraccién y se calcula como la razén del volumen poroso a el volumen total de la roca (bulk volume), el volumen de la
fase sélida o matriz sera la diferencia entre el volumen de poro y el volumen total, en adelante no se hard distincion
entre porosidad y porosidad efectiva para fines practicos son iguales.

dad VolumenPoro
orosidad = ——————
4 VolumenT otal

V

6= (1.1)

Los valores de la porosidad mas cominmente encontrados en formaciones naturales estdan dentro del rango 0.1
a 0.4. La porosidad de un medio permeable depende fuertemente de la variacién del poro local o distribucién del
tamano de grano, y depende débilmente del tamatnio de poro promedio.

En una roca pueden presentarse dos tipos de porosidad, conocidas como porosidad primaria y secundaria. La
porosidad primaria es aquella que se formé al tiempo del proceso de sedimentacién que generd la roca. La porosidad
secundaria se forma después de la formacion de la roca, generalmente es producida por procesos quimicos como
disolucién en rocas carbonatadas o por procesos fisicos, como fracturas por fallas y cambios de temperatura.
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Figura 1.1: Imagen en microscopio de un nticleo de pozo, porosidad efectiva de una arenisca.

1.2. Permeabilidad y permeabilidad relativa

La permeabilidad es la medida de la capacidad de una roca de transmitir un fluido a través de sus poros. En el
caso de un medio poroso completamente saturado por un fluido, es decir, éste fluido ocupa el 100 % del volumen
de poro, la medida de la permeabilidad se le conoce como permeabilidad absoluta. Si s6lo hay un fluido, la
permeabilidad es una propiedad intrinseca de la roca y no depende de las propiedades del fluido. Cuando el medio
poroso esta ocupado por mas de un fluido, hay una medida de la permeabilidad correspondiente a cada fluido debido
a la presencia de los demds; y se le denomina permeabilidad efectiva. A partir de estos conceptos se define la
permeabilidad relativa, que es la razén de la permeabilidad efectiva entre la permeabilidad absoluta. Considerando
un medio poroso que contiene « fluidos o fases, la razon se expresa de la siguiente forma:

o

kro = k—‘;‘ (1.2)

En la ecuacion (|1.1)), k.., denota la permeabilidad relativa de la fase «, el término k&, es la permeabilidad efectiva
de la fase a y k, es la permeabilidad absoluta intrinseca del medio poroso.

Por ejemplo, en un medio poroso saturado por tres fases: agua, aceite y gas (w,0, y g). Sus respectivas perme-
abilidades relativas se expresan:

K ko kg
kpw = k_a kro = E krg = k_a (13)

La permeabilidad absoluta k, es medida en laboratorio con nticleos de pozo, a partir de mediciones de velocidades
de flujo a distintas presiones con un fluido de viscosidad conocida. Cualquier fluido puede usarse para determinar
la permeabilidad absoluta. En la practica se utiliza aire, ya que resulta mas préctico secar los poros del nicleo para
lograr que el medio poroso este 100 % saturado (Nnaemeka, [8]).

Las principales formas de medir la permeabilidad son a través de registros geofisicos de posos, pruebas de pre-
sién transitoria y andlisis de ntcleos. Cada técnica de mediciéon da resultados a diferentes escalas y algunas dan
informacién a mayor penetracion dentro de la roca y sirven para calibrar lecturas entre si. Finalmente, toda esta
informacion se integra para caracterizar la permeabilidad del yacimiento.

La estimacién de la permeabilidad relativa, al igual que la permeabilidad absoluta, pueden calcularse a partir de
datos por registros geofisicos de pozo y andlisis de nucleos mencionados anteriormente, o bien por correlaciones
empiricas. Estas correlaciones deben ser usadas cuando no hay datos de campo disponibles. Las ecuaciones de
correlaciéon mas usadas en la industria para la estimacién de la permeabilidad relativa son modificaciones de las
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ecuaciones de Corey, (Nnaemeka, [8]). La expresién bésica de las ecuaciones de Corey son:

rup = (Sip)"

krnap = (1= S5,) [1 = (83,)] (1.4)

Donde, k., = permeabilidad relativa de la fase mojadora; S;,, = saturacién normalizada de la fase mojadora y
krnwp = permeabilidad relativa de la fase no mojadora. Para procesos de drenaje, la saturacién normalizada de la
fase mojadora se expresa:

_ Swp - S’w;m“

Sr = 1.5
iy = T (15)

Para un proceso de imbibicidn, la expresion de la saturacion normalizada de la fase mojadora sera:
g¢ = Swp = Supr (1.6)

wp 1- Swpr - Snwpr

En las ecuaciones y , Swp = saturacién de la fase mojadora; Sy, = saturacién residual de la fase
mojadora; Spwpr = saturacién residual de la fase no mojadora. Ahora, al aplicar las ecuaciones de Corey
a un sistema donde la fase mojadora es el agua y la fase no mojadora es el aceite, y asumiendo un proceso de
desplazamiento de aceite por imbibicién. Se puede replantear la ecuacion con la expresién:

S* Sw - S’wi

w 1- Swz’ - Sorw (17)

En la ecuacién (|1.6), S, = fraccién de la saturacién del agua: S,,; = fraccién de la saturacion inicial del agua;
Sorw = fraccién de la saturacién residual del aceite debido al agua. Al sustituir la ecuacién (|1.6) en la primera
ecuacion de (1.3) tenemos.

Sw — Swi !
krw = <1—S—S> (1.8)

Esta nueva expresién de la permeabilidad relativa del agua k., queda en funcién de la saturacién residual del
aceite. De manera analoga se obtienen las permeabilidades relativas del aceite y del gas.

1 - Sw - Sorw 2
kro = <1—S—S> (1.9)

Sy — Sye 2
= 1.1
kg (1_Swi_Sorg_Sgc> ( 0)

La ecuacién , corresponde a la permeabilidad relativa del aceite en funcion de la saturacion inicial del agua
Swi- En la ecuacién tenemos la permeabilidad relativa del gas en funcién de la saturacién residual del aceite
(Nnaemeka, [8]). Mas adelante se introducira el concepto de movilidad que es funcién de la saturacidn, eligiendo la
expresién conveniente de acuerdo al problema que se este tratando.

Las medidas de la permeabilidad relativa en la practica son medidas en sistemas de dos fases, para sistemas
trifasicos resulta muy complicado hacer estos calculos por lo que se apoya en los resultados de sistemas bifasicos.
En la figura se muestran las curvas tipicas de un sistema agua-aceite, donde el agua desplaza al aceite. El
valor Sy,; es la saturacion a la que el agua empieza a fluir y puede llamarse saturacidn critica o saturacién inicial. Al
extremo opuesto tenemos 1 — S, la saturacidn residual, en la cual el aceite deja de desplazarse.

El concepto de permeabilidad relativa como una constante de proporcionalidad, rige la velocidad de flujo del
fluido y es demostrado con la ecuacién de Darcy en una sola fase, para un flujo horizontal en un medio poroso.
Tema que se abordara al introducir las ecuaciones constitutivas del modelo del petroleo negro.
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Figura 1.2: Curvas de permeabilidad relativa de un sistema agua-aceite. El agua es la fase mojadora (Turgay, [9]).

1.3. Presion capilar

La presién capilar se presenta cuando en el espacio poroso de una roca se encuentra saturado por dos o mas
fases. En un sistema de dos fases, la presion capilar es por definicion; la presion de la fase no mojadora menos la
presion de la fase mojadora.

Pcow = Po — Pw = f(Sw) (111)

La ecuacién ([1.10]) representa la presién capilar de un sistema agua-aceite. La presién del aceite P, correspon-
diente a la fase no mojadora, y la presién del agua P, correspondiente a la fase mojadora.

Pcgo = Pg — Po = f(Sg) (112)

En el caso de un sistema bifdsico de gas y aceite, su presién capilar estard representado por la ecuacién (?7).

La presién capilar se puede plantear en funcién de la saturacion y del historial de la saturacién, esto quiere decir
que depende del proceso, ya sea de drenaje o imbibicién. Estos procesos dependeran de las condiciones dadas de un
yacimiento con fluidos a temperatura y composicién constantes (Turgay, [9]).

En la figura , se muestra la dependencia de la presién capilar pq,,, con el proceso (imbibicién o drenaje),
la saturacién inicial y la saturacién residual del aceite. Se puede ver como la saturacién de la fase mojadora (agua)
no puede ser desplazada al aplicar un gradiente de presién, cuando el drenaje se encuentre en la saturacién Sy,;. De
la misma forma, la saturacién de la fase no mojadora (aceite) no puede ser desplazada al aplicar un gradiente de
presion, cando la saturacion esta en S,,.,, para un proceso de imbibicién.

La figura representa la dependencia de la presién capilar p.4, con la saturacién del gas y el historial de la
saturacién (drenaje o imbibicién). En éste caso, el aceite siempre sera la fase mojadora y el gas la fase no mojadora,
la saturacion de fase-mojadora irreductible sera S,y y la saturacién de fase-no-mojadora irreductible sera Sg..
Nuevamente, los puntos limite de saturacién de las curvas de presién capilar son congruentes con los puntos limite
de saturacién de las curvas de permeabilidad relativa de un sistema aceite-gas.

Cuantitativamente las curvas de presién capilar indican el grado de mojabilidad de la roca, la distribucién del
tamano de poro y su saturacién de agua congénita.

Las ecuaciones presentadas en este capitulo se utilizaran en el resto del texto. Al introducir todas estas ecuaciones
evitaremos derivaciones repetitivas en los siguientes capitulos.
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Figura 1.3: Presién capilar de un sistema agua-aceite. El agua es la fase mojadora (Turgay, [9]).
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Capitulo 2

Los procesos de la recuperacion
mejorada

La vida de un pozo de produccién pasa por tres fases principales, en las que se utilizan diversas técnicas para
mantener la produccién del crudo en su maximo nivel. El objetivo principal de éstas técnicas consiste en forzar
el flujo del crudo hacia la cabeza del pozo de produccién donde puede ser bombeado a la superficie. Las fases de
recuperaciéon en la vida de un pozo cominmente son.

= Recuperaciéon Primaria. Se utiliza la presiéon natural del yacimiento para la extraccién del crudo, la cual es
producida por el gas ya existente en condiciones naturales.

= Recuperacién Secundaria. Una vez agotada la presion natural del yacimiento se mantiene la presién mediante
la inyeccién de agua o gas.

= Recuperacién Terciaria. En esta etapa se introducen fluidos que pueden reducir la viscosidad del aceite y
mejorara el flujo del crudo, generalmente son gases miscibles con el aceite como el COy y otros agentes como
el vapor, oxigeno, soluciones con polimeros, gel, surfactantes, soluciones polimero-surfactantes, soluciones
alcalino-polimero-surfactante o soluciones con microorganismos.

Cabe mencionar que en la practica no siempre se aplica éste orden en las fases de explotacién, la aplicacién de
cada una de éstas etapas o procesos de recuperacion esta sujeta a las caracteristicas del yacimiento. Por ejemplo,
se puede dar el caso de un yacimiento con aceite sumamente viscoso y a baja presion, en tal caso resulta légico
primero reducir la viscosidad del crudo con la aplicacién de algiin polimero (terciaria) y posteriormente, aumentar
la presién del yacimiento seguido de un proceso de barrido del crudo por inyeccién de gas o agua (secundaria). Sin
embargo, antes de hacer uso de algiin método de EOR (Enhanced Oil Recovery), se requiere de un extenso trabajo
de estudio para determinar los métodos y soluciones 6ptimas para la explotacion del yacimiento.

Con muy pocas excepciones, las técnicas de recuperaciéon mejorada entran en una de las siguientes categorias:
Termal, Quimica o métodos Disolventes. Cada una de éstas puede dividirse en procesos individuales como se
muestra en la tabla . A continuacién se describirdn algunos de los procesos mas usados y algunos otros procesos
emergentes en la recuperacién mejorada del petroleo.

Cuadro 2.1: Clasificaciones EOR

Categorias Procesos
Vapor
Termal Combustién insitu

Agua (caliente)
Polimero micelar
Quimico Polimero
Alcalinos
Hidrocarburos miscibles
Solventes C'O2 miscible
CO5 inmiscible
Nitrégeno
Gases de combustién
(miscible e inmiscible)

13
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2.1. Inyeccién de agua

La inyeccion de agua es un proceso en el cual el petréleo es desplazado hacia los pozos de produccién por el
agua, siendo esto posible por ser fluidos inmiscibles. Esta técnica ha sido una préctica comin desde la década de
los cuarenta.

Bajo condiciones favorables, la inyeccién de agua es un método efectivo para recuperar petréleo adicional de
un reservorio, véase esquema de inyeccién figura . Los factores que son favorables para una alta recuperacién
por inyeccién de agua incluyen: baja viscosidad del petroleo, permeabilidad uniforme y continuidad del reservorio.
Muchos proyectos de inyeccién de agua son ”patrones de inyeccién” donde los pozos de inyeccién y producciéon son
alternados en un patron regular.

Figura 2.1: Inyeccién de agua. Imagen tomada de www.snf-oil.com

Una de las primeras consideraciones en la planificacion de un proyecto de inyecciéon de agua es localizar una
fuente accesible de agua para su inyeccién. El agua salada es preferible al agua fresca, y en algunos casos se prohibe
el uso de agua fresca para la inyeccién.

La geometria y continuidad del reservorio son consideraciones fundamentales para el diseno del proceso de in-
yeccién. Si el reservorio tiene buzamiento, una inyeccién periférica podria tener mayor eficiencia de barrido que
un patrén de inyeccién. La eficiencia del barrido puede cuantificarse como la fraccion de la formacién que esta en
contacto con el fluido inyectado. La continuidad desde el pozo de inyeccion hacia el productor es esencial para el
éxito de la inyeccidén, en cambio, reservorios muy fracturados son pobres candidatos para la inyeccién.

La profundidad del reservorio es otro factor importante a considerar en el diseno de una inyeccién de agua. El
agua tiene que ser inyectada a una presion adecuada de manera que no fracture la formacién. Si la ”presion de
fracturamiento”se excede, el agua inyectada podria fluir a través de una fractura hacia algin pozo de produccién.

2.2. Inyeccién de gas

Gas inmiscible

El gas puede ser inyectado en el reservorio de petréleo, no solo para incrementar su recuperacion, sino también
para reducir la declinacién de la tasa de produccion y conservar el gas para la venta posterior. La reinyeccién del gas
natural producido es una técnica bastante utilizada en la industria desde principios del siglo XX. Esta préactica tam-
bién es conocida como ”mantenimiento de presién”, pero siendo éste un proceso para incrementar la recuperacién
de petroleo puede ser clasificado como un proyecto de recuperaciéon mejorada.

El éxito de un proyecto de éste tipo, dependera de la eficiencia con la que el gas inyectado desplaza al petrdleo
y de la fraccién del reservorio que es barrido por el gas inyectado.
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En un reservorio que es delgado y no tiene buzamiento, el gas es usado para desplazar petréleo de la misma
manera que el agua, utilizando un patrén de inyeccién. A dicho proceso se le llama inyeccion dispersa de gas y
usualmente no resulta en una alta recuperacion, ya que el gas puede canalizar entre el pozo inyector y productor sin
desplazar mucho petréleo. La recuperacion de hidrocarburo por inyeccién de gas es un proceso inmiscible a menos
que el gas inyectado se efectué a alta presién o enriquecido con hidrocarburos livianos. La presion requerida para
la inmiscibilidad depende de la composicion del petrdleo y el gas inyectado.

Gas a alta presién o miscible

La inyeccién de gas a alta presién es un proceso miscible, significa que el gas inyectado se mezclara con el petréleo
del reservorio para formar una fase homogénea simple. El proceso de recuperaciéon miscible reducird la saturacién
residual de petrdleo virtualmente a cero en las partes del reservorio que son barridas por el flujo miscible.

Un barrido de eficiencia pobre con gas inmiscible es comiin, sin embargo los procesos miscibles son usualmente
mas costosos que la inyecciéon de agua o inyeccion inmiscible de gas. La minima presiéon para el desplazamien-
to miscible del petroleo con gas a alta presién es aproximadamente 3,000 [psi]; por lo tanto, la profundidad del
reservorio estd limitada a un minimo de 5,000 pies. El petréleo del reservorio debe contener suficiente cantidad de
hidrocarburos intermedios (C2 - C6) y debe estar substancialmente bajo saturado con respecto al gas inyectado.

La recuperacién de petréleo por el proceso de inyeccién de gas a alta presién es funcién de la presién de inyeccion.
Las altas recuperaciones ilustradas en la literatura son las obtenidas en el laboratorio pero no son alcanzadas en
el campo, debido principalmente a la baja eficiencia de barrido. Aunque un incremento en la presiéon aumentara la
recuperacién del crudo, esto incrementa también los requerimientos del gas y costos de inyeccion.

2.3. Recuperacion mejorada por procesos térmicos

Inyeccion de Vapor

Es un método muy utilizado en yacimientos que producen petréleo de baja gravedad API (alta viscosidad).
La inyecciéon de vapor puede ser ciclica o continua, la segunda es utilizada cuando se tiene petréleo de muy alta
viscosidad pero el costo capital es mucho mayor que la ciclica, considerando ademaés que el yacimiento cumpla con
ciertas condiciones (profundidad, temperatura y presién) adecuadas para la inyeccién continua.

El propdsito de la inyeccién de vapor es reducir la viscosidad del petréleo. En un proceso de inyeccion ciclica
se puede utilizar un mismo pozo para la extraccién y produccién. Los ciclos consisten en una inyeccién continua
de vapor durante dos a tres semanas a una razén de 1,000 barriles de agua por dia (en forma de vapor), con
un periodo de cierre con el tiempo suficiente para que el vapor condense sin disipar la presiéon substancialmente.
Después del periodo de cierre, el pozo producird petréleo por un periodo que puede durar de un mes a un ano.
El ciclo de inyeccién, cierre y produccién se repite mientras que el método mantenga al yacimiento en produccion,
usualmente cada ciclo tiene una produccién menor al ciclo previo. Algunos proyectos de inyeccion ciclica terminan
por convertirse en inyeccién continua si las condiciones del yacimiento lo permiten.

Una de las ventajas de la inyeccion ciclica es el bajo costo de probar el proceso en el reservorio, asi como los
costos de desarrollo comparados con otros procesos termales alternativos. Las desventajas del proceso ciclico incluye
el riesgo de que una expansién térmica cause dafos al tubo de revestimiento (casing) del pozo mientras el vapor
esta siendo inyectado.

La recuperacién del hidrocarburo por inyeccién ciclica de vapor es usualmente menor que la que se puede obtener
por inyeccién continua de vapor.
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Combustion in situ

El proceso de combustion in situ se clasifica en dos tipos; combustién hacia delante (forward) y combustién
reversa (reverse).

En el proceso de combustién hacia adelante, el reservorio es incendiado al combinar el hidrocarburo con aire y
provocando la combustién de forma tal, que el frente de combustién se propaga a través del reservorio desde los
pozos de inyeccién de aire hasta el pozo de produccién mas cercano.

En el proceso de combustién reversa el frente de combustion se propaga desde el pozo de produccién hacia el pozo
de inyeccion de aire. Ya que el petréleo producido se mueve a través del frente de combustién, ocurrird un craqueo
térmico provocando que una porcién del hidrocarburo forme vapor. Este método es aplicable en yacimientos con
petréleo de muy alta viscosidad. Sin embargo, hasta la fecha no se han reportado proyectos comercialmente exitosos.

En la actualidad, la combustion in situ se limita al buzamiento de yacimientos homogéneos. La aplicacion esta
limitada por la falta un modelo fiable para simular la propagacion del frente de combustion.

2.4. Recuperacion mejorada por inyeccién de aditivos quimicos

Inyeccion de soluciones alcalinas

El agua de inyecciéon puede ser convertida en una solucién alcalina adicionando de uno a cinco por ciento en
peso de hidréxido de sodio al agua. Otros agentes alcalinos utilizados son; ortosilicato de sodio, metasilicato de
sodio y carbonato de sodio, con un ph de la solucién inyectada en el rango de 11 a 13. Estos reactivos quimicos
reaccionan con los dcidos organicos presentes naturalmente en los hidrocarburos, con lo cual se logra generar y
activar surfactantes naturales que traen como consecuencia directa mejoras en la movilidad del crudo a través del
yacimiento y hacia los pozos productores, bien sea por reducciéon de la tensién interfacial, por un mecanismo de
emulsificacién espontanea o por cambios de la mojabilidad.

El hidrocarburo debe contener componentes acidos para que reaccione con la solucién inyectada. Se considera
que el numero 4cido minimo para que el hidrocarburo responda a la solucién alcalina sea del orden de 0.2 a 0.5 mg/g.

Aun cuando el método ha resultado eficiente para crudos con altos contenidos de acidos organicos, uno de los
mayores problemas de éste proceso es la reaccién quimica de las soluciones alcalinas con los minerales dentro de la
formacion, fenémeno conocido como formacion de escamas.

Inyeccion de polimero

Este proceso consiste en reducir la movilidad de los fluidos desplazantes, al hacer el agua mas viscosa con la
adicién de un polimero soluble en agua, lo que conduce a una mejoria en la relacién movilidad agua-petréleo, mejo-
rando la eficiencia del barrido y por tanto un mejor porcentaje de recuperacién. En la figura se presenta un
esquema a grandes rasgos del funcionamiento del método.

Pt

Figura 2.2: Esquema de inyeccién de una mezcla de polimero seguida de inyeccién de agua. Figura tomada de www.petrotel.com

Algunos de los polimeros utilizados en la industria son los polisacdridos (o biopolimeros) y las poliacrilamidas
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(PAA) y sus derivados. A bajas salinidades, las PAA presentan una mayor relacién de movilidad debido al incremen-
to de la viscosidad del agua y de la disminucién de la permeabilidad al agua de la formacién. Los biopolimeros son
menos sensibles a los efectos de la salinidad, sin embargo son més costosos debido a los procesos de pretratamiento
que requieren.

Ademas de la eficiencia del barrido, se le dan otros usos a la inyeccién de polimeros, tal como tratamientos en
pozos de produccién en donde intencionalmente se reduce el flujo de fluidos desde zonas que emiten cantidades
excesivas de agua. En tratamientos de pozos de inyeccién se utiliza los polimeros para reducir el volumen de agua
que ingresa a zonas de alta permeabilidad.

2.5. Recuperacion mejorada por inyeccién de solventes

Inyeccion de CO,

La inyeccién de diéxido de carbono es uno de los procesos mas utilizados en la recuperacién mejorada. Al ser
inyectado dentro del reservorio ya sea en estado liquido o gas de acuerdo a las condiciones de presién y temperatura,
genera un frente de desplazamiento que siendo miscible se mezcla con el hidrocarburo durante este proceso. Ademas,
el COs puede también contribuir a la recuperacion del petréleo al reducir la viscosidad de éste.

Fozo de Produccion

Pozo de Inyeccidn

\\
Di6xido N W
de Carbono Inyeccién de Agua a
— —— e &

Zona
de ), Agua © "
nduccion l Miscible

Figura 2.3: Proceso de inyeccién WAG. Imagen obtenida de www.perisai.com

Existen esencialmente dos métodos de inyeccién de CO5. Uno de estos, es inyectar el CO4 en la periferia de un
campo donde la produccion ha ido decayendo por medios de recobro primario, barriendo el petréleo hacia los posos
de produccién. En dicho proceso, el agua es usualmente inyectada alternadamente con el COy (Water Alternating
Gas WAG), esquema de inyeccién ver figura . De esta forma se evita tener dos problemas comunes asociados con
la inyeccién continua de didéxido de carbono: una saliente viscosa de COs a través del yacimiento y/o rebasamiento
por gravedad del petréleo. Ambos factores reducen la eficiencia de barrido con el COs.

El otro método de recobro es el proceso ” Huff and Puff” (Inyeccién Alterna). Donde el COs es inyectado dentro
del pozo y es cerrado por dos o cuatro semanas. Mas tarde el COs y el petréleo son extraidos de vuelta por el
mismo pozo. Este ciclo de produccion e inyeccién generalmente es repetido 2 o 3 veces. Cada ciclo de produccién
que se hace tiene una recuperacion menor al ciclo previo, hasta que ya no es viable econémicamente inyectar mas

COs,.

La minima presién requerida para la miscibilidad es cerca de 1500[psi]. El volumen de diéxido de carbono re-
querido frecuentemente es de 5 a 10 MCF por barril de petroleo recuperado. La factibilidad econémica de dicho
proceso esta determinado por los precios locales de C'Os.

Inyeccion de Nitrégeno

Los altos costos y limitaciones de disponibilidad de C'Oy y gas natural, han hecho del nitrégeno una alternativa
maés para recuperacién mejorada del petréleo con el uso de la técnica de un frente de desplazamiento con un gas
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miscible. Ademds del costo, el uso del nitrégeno ofrece la ventaja de ser un agente no-corrosivo. La determinacién
del MMP (?”Minimum Miscibility Pressure”) del nitrégeno para un determinado tipo de petréleo es fundamental
para asegurar un proceso exitoso del fluyo miscible dentro del yacimiento. Esto implica una investigaciéon previa
para la establecer una MMP adecuada para cada reservorio en particular. La inyeccién de nitrégeno es un proceso
emergente que aun requiere de mucho trabajo de investigacién principalmente en la determinaciéon de la MMP.

Una de las caracteristicas principales del uso del nitrégeno para un desplazamiento miscible es la disminucién
del la perdida de energia. El impacto que tiene la inyeccién de nitrégeno es la temperatura que alcanza comparados
con los demds agentes utilizados. Esto permite conservar los fluidos calientes en su ascenso al cabezal, manteniendo
baja la viscosidad del petroleo que fluye dentro de la tuberia de produccién, lo que implica a su vez mayor velocidad
de flujo, menor tiempo de permanencia en el pozo y una tendencia a disminuir las perdidas de energia en todo el
proceso a pesar de que sus temperaturas de flujo sean mas elevadas.



Capitulo 3

Formulacion axiomatica basica de
modelos matematicos
en la recuperacion mejorada del petrdleo

Empezaremos éste capitulo mencionando algunos conceptos fundamentales de la formulacién axiomética de los
modelos de sistemas continuos (Herrera et al, [1]).

Un cuerpo material llena completamente el espacio fisico que ocupa; un cuerpo estd compuesto por un conjunto
de particulas que a cualquier tiempo ocupan un lugar en el espacio o dominio, dicho cuerpo serd denotado por
B y el dominio que ocupa estard denotado por B(t). Cada particula del cuerpo se identifica por sus coordenadas
z = (X1, X2, X3) tal que X € B, a su vez, cada punto material esta asociado a un vector de posicién p(X,t) que
indica su posicion en el espacio fisico en el instante t, es decir, B caracteriza al cuerpo, y la regién que éste ocupa a
través del tiempo es denotado por B(t) . El rango del tiempo puede ser cualquier numero real dentro del intervalo
(=00, 00). Aunque para fines practicos y en la mayor parte de los casos de estudio, se considera un intervalo finito.
Un supuesto bdsico de la teoria establece que dado un cuerpo B en cualquier tiempo t € (—o0,0), a cada punto
2 € B(t) del espacio ocupado en un tiempo t, existe una y solamente una particula correspondiente a ese punto en
el cuerpo.

Propiedades Intensivas

A cada particula de un cuerpo material B, se le atribuyen propiedades representadas por funciones propias del
problema que se este estudiando, éstas pueden ser densidad, porosidad, temperatura, etc. A dicha funcién se le
llama propiedad intensiva, pueden ser funciones escalares o vectoriales y son funcién de X y de ¢.

Una propiedad intensiva con valores vectoriales es equivalente a tres valores escalares, correspondientes a cada
uno de sus componentes. Esta propiedad puede ser representada de dos formas dependiendo del enfoque en que
se aborde el problema. La representacién Lagrangeana denotada por ¢(X,t) utiliza como sistema coordenado las
coordenadas materiales, poniendo al observador sobre el cuerpo B, frecuentemente éste enfoque es utilizado en el
estudio de cuerpos sélidos dado que los desplazamientos de las particulas son relativamente cortos. Por otro lado
se tiene la representacién Euleriana v (z,t) cuyo sistema de referencia es el espacio fisico, este enfoque es apropiado
para el estudio de dinamica de fluidos por los largos desplazamientos que sufren las particulas. Los nombres de estas
representaciones son en honor a los matemdticos Joseph Louis Lagrange (1736-1813) y Leonard Euler (1707-1783)
respectivamente. Ambas representaciones asociadas a una misma propiedad, estan relacionadas por la siguiente
identidad.

¢(K7 t) = '(/}(p(&> t)7t) = ’(/)(Q, t) (3'1)
Es necesario ser especifico en que ¢(X,t) # ¥(z,t) ademds, la ecuacién anterior implica:
Uz, t) = o(p ' (z,1), 1) (3.2)

19
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Propiedades Extensivas

Consideremos ahora, funciones (propiedades) definidas para cada cuerpo B de un sistema continuo. Se define a
la, propiedad extensiva de un cuerpo material E(B,t), como la integral de una propiedad intensiva sobre el dominio
que ocupa su cuerpo:

E(B,t) = /B(t) Y(z,t)dz (3.3)

La ecuacién (3.3) establece una correspondencia biunivoca entre las propiedades extensivas e intensivas, porque
dada la representaciéon Euleriana ¥ (z,t) de cualquier propiedad intensiva, su integral sobre el dominio ocupado por
cualquier cuerpo define una propiedad extensiva.

Las propiedades intensivas se pueden definir por unidad de volumen como se ha hecho hasta el momento, o por
unidad de masa, el uso de la primer definicién ofrece mayor consistencia tedrica, asi como una correspondencia entre
propiedades mas directa. Sin embargo, frecuentemente se define a la propiedad intensiva por unidad de masa, se
puede pasar de un concepto a otro con tan solo incluir en la propiedad intensiva la densidad de la masa. Cuando una
propiedad intensiva es definida como una asociacién de una propiedad extensiva por unidad de masa, es necesario
ser riguroso y sistemédtico en el uso tal concepto. Por lo tanto, la propiedad intensiva asociada con la masa como
una propiedad extensiva es la unidad y no la densidad (Herrera,[1]). Del calculo integral se sabe que

., E(t) , fB(t) ¢(§v t)dé

V(g t) = tim = = i = (8:4)
La ecuacion proporciona un procedimiento para determinar las propiedades extensivas experimentalmente;

se mide la propiedad extensiva en un volumen pequeno del sistema, se le divide entre el volumen y el cociente que se
obtiene es una buena aproximacién de la propiedad extensiva. Con ésto, el uso del concepto de propiedad extensiva

es consistente.

3.1. Ecuaciones de balance

Abordaremos los modelos matematicos con dos tipos de ecuaciones de balance, las globales y las locales (Herrera,
[1]). La ecuacién de balance global estd asociada a la propiedad extensiva E(t), esta ecuacién establece el
balance que un cuerpo material debe tener en su transcurso en el tiempo. Por ejemplo, si una propiedad extensiva
fuese la masa de un cuerpo la ecuacién de balance contabiliza los procesos de produccién y destruccién de masa dentro
del cuerpo, asi como la masa que perderia o ganaria a través de su frontera. Este ejemplo de la masa como propiedad
extensiva desde el punto de vista fisico puede contradecir el principio de conservacién de la materia al considerar
procesos de produccién y destruccién de materia, pero matematicamente el concepto es valido, simplemente hay
que ajustar la ecuacion al modelo que se esta abordando.

dB®) = / g(z, t)d@—l—/ T(z,t) - n(z, t)dz (3.5)
dt B(t) aB(1)

El primer integrando g(z,t) representa las fuentes en el interior del cuerpo, si se tuviesen pérdidas en el interior
del cuerpo basta con cambiar el signo de dicho término. La segunda integral representa los cambios de la propiedad
extensiva a través de la frontera 0B(t), el término 7(z,t) representa el flujo de la propiedad, n(z,t) es el vector
normal sobre la frontera, las mismas consideraciones con el signo son tomadas en cuenta si existe perdida de la
propiedad extensiva a través de la frontera.

La ecuacién de balance local (3.6 se define en términos de la propiedad intensiva. Esta se deriva a partir de
la ecuacién de balance global al aplicar el teorema de Gauss generalizado y hacer una correspondencia entre la
propiedad intensiva y extensiva, ademds, de aplicar el concepto de velocidad de superficie (Herrera, [1]). Surge
entonces la ecuaciéon de balance local junto con la condicién de salto, ésta tltima no se utilizara en éste trabajo
dado que no se consideraran discontinuidades dentro del sistema.

0
aierv-(w):V-wg (3.6)

La ecuacién (3.6) también se conoce como ecuacion diferencial de balance local. El término v es la propiedad

intensiva, v es la velocidad con la que se desplaza la propiedad, g y V - 7 son las fuentes en el interior y el flujo a
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través de la frontera respectivamente. La asociacién a los términos en éstas ecuaciones cambian dependiendo del
contexto fisico que se este tratando.

La aplicacién de las ecuaciones de balance en sistemas continuos, se hace de manera local, es decir, las propiedades
extensivas no son directamente usadas para expresar las condiciones de balance, sino que los balances son expresados
en términos de las propiedades intensivas. La substitucién de las propiedades extensivas por sus correspondientes
propiedades intensivas es factible por la equivalencia que existe entre las ecuaciones de balance global y
local . En adelante se utilizara la ecuacién diferencial de balance local para la formulacién de los modelos
matematicos.

3.2. Sistemas multifasicos

En un sistema multifasico cada fase se asocia a un material con determinadas propiedades mecanicas, cuando se
tiene mas de una fase liquida, éstas pueden ser inmiscibles como es el caso del modelo de petrdleo negro. Las fases
se diferencian una de otra porque las particulas de cada fase se desplazan a distintas velocidades que precisamente
es lo que distingue a un sistema multifasico. Por lo tanto, en este tipo de sistemas se definen tantas velocidades
como fases existan.

Los modelos matemaéticos bésicos de los sistemas continuos estan caracterizados por una familia de propiedades
extensivas (E', E2, ..., EV) definidas cada una de ellas por (3.3).

E%(t) = Yal(z,t)dz
B(t)
A partir del sistema de ecuaciones diferenciales parciales (3.6), que constituye el modelo matematico bésico
de un sistema, se obtiene una expresién para sistemas multifisicos al aplicar la ecuacién diferencial de balance en
términos de cada propiedad intensiva (1), ). De modo que el modelo bédsico resulta ser:

M

ot

El término « indica la fase, consecuentemente se tienen N ecuaciones correspondientes a cada fase. De ésta

forma, podemos plantear el procedimiento para construir un modelo multifasico con tan solo modificar ligeramente
el procedimiento explicado en la secciéon anterior. Estos pasos son:

+ V- (Yava) =V Ta + ga ; a=1,2,...,N. (3.7)

» Identificar una familia de propiedades extensivas.
= Cada propiedad extensiva se asocia a su correspondiente propiedad intensiva vinculada a cada fase del sistema.

= Se aplican las condiciones de balance a cada propiedad intensiva, utilizando la velocidad de particula que
corresponde a cada fase.

3.3. Modelo del Petréleo Negro

El modelo del petréleo negro es un sistema trifdsico, que simula el flujo de las fases agua, aceite y gas, a través
de un medio poroso. Los volumenes de cada fase estan bien definidos por los limites entre sus interfaces, al ser estas
fases inmiscibles entre si, a excepcion de las fases gas y aceite, pero su inmiscibilidad depende de la presién a la que
se encuentran. La matriz (roca porosa) puede considerarse como otra fase ya que también ocupa un volumen en el
espacio fisico, sin embargo es irrelevante dado que es una fase estatica, por lo que no se considera en el modelo. De
esta forma, el volumen del poro de la matriz sera el volumen total Vigtar = Vporo, €n el caso de un medio saturado,
el volumen del poro estard totalmente ocupado por las fracciones de volumen Vi, V, y Vj, que corresponden al
volumen del agua (water), aceite (oil) y gas (gas) respectivamenteﬂ Consecuentemente, surge una de las ecuaciones
constitutivas asociada a la saturacién.

Sea la fraccién de volumen de cada fase denotada por:

Va

)
‘/poro

So =

a:wﬁo?g’

I Resulta conveniente por claridad en las ecuaciones, ser consistente con la notacién utilizada en la literatura escrita en idioma inglés.
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Como ya se habia mencionado, en un medio saturado el volumen total es:
Vporo =V + Vo +V
Por lo tanto, en el caso de un yacimiento saturado por las tres fases se cumple lo siguiente:
Sw+ 85 +8;,=1 (3.8)

Se considera también, que en la fase agua no existe concentracién de hidrocarburos al considerar la baja sol-
ubilidad del aceite y el agua, tampoco existe solubilidad entre en agua y el gas. El intercambio de masa entre el
aceite y el gas se integra en el modelo al considerar en la fase-aceite una parte volatil y otra no volatil, este cambio
de masa depende de la presién a la que se encuentra el yacimiento; o bien, su evolucién durante la extraccién del
crudo. La presién en la que ocurre este cambio de fases se conoce como punto de burbuja.

El objetivo principal del modelo del petréleo negro es predecir el comportamiento de los fluidos contenidos en
un yacimiento petrolero. Lo que implica calcular la distribucién espacial y temporal de las variables presién (P,,)
y saturacién (S, ) en cada fase, asi como la fraccién de masa de la fase aceite que corresponde al gas disuelto y la
porcién de masa de aceite no volatil. Resumiendo, se plantean a continuacién las hipétesis basicas del modelo del
petréleo negro (Herrera, [1]):

1. Existen tres fases de fluidos en el yacimiento: fase-agua (w), fase-aceite (0) y fase-gas (g).
2. La solubilidad de hidrocarburos en la fase agua es despreciable y no es considerada en el modelo.
3. La fase aceite esta compuesta por una porcion de gas disuelto y otra porcién de gas no volatil.

4. Existe intercambio de masa entre la fase-aceite y fase-gas; es decir, el gas disuelto puede pasar a la fase-gas,
e inversamente, el gas de la fase-gas puede disolverse en la fase-aceite.

5. Los procesos de difusiéon de masa de los fluidos en el yacimiento son despreciables.

Familia de propiedades extensivas

A continuacién identificaremos las propiedades intensivas asociadas a cada fase. Como se habia indicado antes
la fase-agua consiste solamente de una componente y su propiedad intensiva asociada serd su densidad p,,, las
consideraciones son las mismas para la fase-gas py. En cambio para la fase-aceite que tiene dos componentes, su
densidad sera denotada por:

Po = POo + PGo

La expresién anterior utiliza una nomenclatura con la que se hace explicita la componente (maytsculas) y la
fase (mindsculas). Es decir, po, indica la densidad de la componente aceite en la fase aceite (porcién no vol4til),
pao corresponde a la densidad de la componente gas disuelto en la fase aceite (porcién volétil), ambos contenidos
en el volumen V. Para las fases gas y agua resulta superfluo utilizar esta nomenclatura, seré suficiente con tan solo
indicar la fase.

Tenemos entonces como propiedades extensivas las masas de cada uno de los componentes.

My(t) = [ (1) ESwpwdz

MOa(t) = fBo(t) E‘:SopOodi
MGo(t) = fB,,(t) €SopGodz
(

My(t) = fBg(t) eSypgdz

En las ecuaciones (3.9)), el término ¢ es la porosidad, Sy, S, ¥ Sy son las fracciones de las saturacién de cada fase.
Ahora, es posible identificar la familia de propiedades intensivas dadas por el producto €S,p, para o = w, o0, g. Al

(3.9)
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aplicar la ecuacién de balance local , obtenemos el sistema de ecuaciones bésico del modelo trifdsico (Herrera
et al, [1]).

8527“;’)“’ + V- (eSwpuly) = quw (3.10)
% + V- (€S0p00¥,) = o (3.11)
0E5ehGr 19 - (eSupot,) = 4 (3.12)
% + V- (eSypgv,) = 47 (3.13)

Ademas, se ha considerado que no existe intercambio de masa entre el agua y el gas, pero es posible tener fuentes
como pozos de inyeccién o extraccién, ecuaciones (3.10) y (B.11]). Existe intercambio de masa entre las fases aceite
y gas, los términos qg, ¢ respectivos a las ecuaciones (3.12) y (]ﬁ , son considerados como fuentes. A la variacién
por unida de volumen del gas que se disuelve en el aceite estara dado por ¢g. La razoén de cambio del gas que es
liberado por la fase aceite hacia la fase gas estd dada por ¢J. Expuesto lo anterior, podemos expresar la conservacién
de masa entre fases con la siguiente ecuacién.

dg+a3 = (3.14)
Finalmente, podemos simplificar las ecuaciones (3.12)) y (3.13]), al sumarlas y sustituir (3.14]).

9 (¢ (Sopco + Sgpg))
ot

Se ha planteado hasta aqui, el sistema de ecuaciones del modelo béasico del petrdleo negro, a partir de la for-
mulacién axiomadtica y balance de masas. Para establecer un modelo completo, es necesario incluir las ecuaciones
constitutivas que incorporan informacién adicional del comportamiento fisico, condiciones del yacimiento e infor-
macién técnica.

+V- {5 (Sopgoyo + Sgpgyg)} =0 (3.15)

Ley de Darcy

La ley de Darcy es un modelo matematico que describe el flujo de modelos monofésicos en medios porosos.
En la industria petrolera sirve para determinar el valor de la permeabilidad haciendo pruebas de laboratorio, con
ciertas limitaciones. Una versién modificada de ecuacién de Darcy (Muskat, 1949), se extendié a fin de modelar la
velocidad de flujo en modelos multifasicos.

du = —%@ (Vp — pgVz) (3.16)

Donde, ¢ = porosidad, u = velocidad de particula del fluido, £k = tensor de permeabilidad, p = viscosidad
dindmica del fluido, § = aceleracién gravitacional y Vz = vector direccional de la gravedad. La velocidad de Darcy
se define como el producto u = ¢u. Esta ecuacién constitutiva relaciona la velocidad del fluido con la presién del
mismo, asi como, su distribucién espacial.

La ecuacién (3.16)), puede plantearse ahora en términos de la fase a la que se asocia.

1 N
uy = ——ko (VDo — padVz) ; a=w,o,g. (3.17)
(0%
Al plantear esta ecuacion (3.17]), debe considerarse el efecto del flujo simultaneo de las fases. Dado que la ecuacién
de Darcy esta definida para un sistema monofésico, surge un cambio conceptual de la permeabilidad efectiva k. Se
incorpora entonces, la permeabilidad relativa, y se relaciona con la permeabilidad efectiva de la siguiente forma.

ko =k.ok ; a=w,o,g. (3.18)

La permeabilidad relativa k.., es una funcién que indica la tendencia de la fase () de mojar el medio poroso.
Ademsds, dada la interferencia que existe entre las fases, las permeabilidades efectivas k., no pueden ser mayores que
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la permeabilidad absoluta k.

Sustituyendo la ecuacién (3.17) en el sistema de ecuaciones del modelo bésico del petréleo negro, ecuaciones
(3.10), (3.11) y (3.15). Notéis que la velocidad de Darcy esta definida como u, = £S,v,,

0eSy pw

TP TV (polln) = qw (3.19)

0eS5p00

Tpo +V- (pOouo) =qo (320)
9 (e (Sop(gotJr 59P9) G (peouty + pyuy) = e (3.21)

Presién capilar

En el capitulo 2, se definié el concepto de presion capilar. Por claridad plantearemos nuevamente estas ecuaciones
constitutivas establecidas para un modelo bifésico. Las ecuaciones ((1.10) y (??) son respectivamente:

Pcow = Po —Pw 5 Pecgo = Pg — Po

Estas ecuaciones son aplicables al modelo trifasico ya que las presiones de cada fase (p, , po , pg) Pueden ser
planteadas en términos de estas dos ecuaciones.

Factor Volumétrico de Formacién y Razén de solucién gas-aceite

Para el modelo del petréleo negro es conveniente trabajar con ecuaciones de conservacién de volumenes estandar
en vez de las ecuaciones de conservacién de masa (Chen, [2]). El término Volumen Estandar, se refiere al volumen
del crudo una vez estabilizado a presién y temperatura de superficie, también conocido en la industria petrolera
como stock-tank oil. Precisamente por cuestiones econdmicas, las reservas de petréleo son medidas en voliimenes de
stock-tank oil en vez de volimenes a condiciones del yacimiento. A la proporcién del volumen de stock-tank oil con
el volumen bajo condiciones del yacimiento se le conoce como Factor Volumétrico de formacién (Formation Volume
Factor) y se denota como:

Bo(p,T) = % (3.22)

Donde; V,(p,T') es el volumen del aceite en el yacimiento y Vs es el volumen del aceite en condiciones estandar
(Os por sus siglas en ingles, Oil standard ). Este factor volumétrico de formacion se aplica a cada una de las fases.
Por lo tanto, definimos los volimenes en condiciones estandar para cada una de las fases como:

Ww Wo Wa

Vws = i Vos = ;o Vas = (323)
PW s POs PGs

Ahora, las densidades de cada fase bajo condiciones de presién y temperatura del yacimiento:
_ Ww _ Wo+Weg _We
Vo, 5 Po V‘O 5 Pg v,

Enseguida definiremos la fracciéon de masa de las componentes aceite y gas en la fase aceite, denominada como
razén de solubilidad aceite-gas. También medida en condiciones estandar.

Pw (3.24)

Vas s
_ Ve R, - Weros
VOs WOst

Al sustituir las expresiones (3.22)) en (3.23) en sus respectivas fases y luego sustituimos (3.23) y (3.24) en el
sistema de ecuaciones del modelo del petréleo negro (3.18)), (3.19)) y (3.20). Obtenemos nuestro sistema de ecuaciones

en términos de ” Volumenes Estandar”.
0 ESprs PW s U
P v . —_— f—
ot ( Ba ) + ( Ba aw
9] ESOPOS PoOsUo \
a1 ( B, ) +V (Bo =4qo (3.26)

g c SoRsost +Sngs
B, B,

Rso(p, T) (3.25)

)) + V. (Rsostuo + stug> =d4qa
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Desarrollando la ecuacién de Darcy (3.17]), introduciremos los términos potenciales, considerando que la densidad
P 1O varia en el espacio.
Py =pa—pafz 5 a=uw,og. (3.27)
Y definiendo el término de transmisibilidad:

kT‘Q
T, = —
“ paBa

Sustituimos ahora, los términos (3.26]) y (3.27)) en el sistema de ecuaciones ([3.25)), despejando los términos de
adveccién y dividiendo entre las densidades estandar siendo éstas constantes.

k

i a=w,o,qg. (3.28)

0 (55“’> — V. (T,V&,)+ W

a Bw PW s
0 (&5 qo
_— _— = . TO @0 .2
6t<Bo> v ( v )+pOs (3 9)
0 [ (SoRsw So\\ qc
a (5 < BO + Bg)) = V (RSOTOV(I)O + TgV@g) + pGS

Hasta este punto las ecuaciones plantean el modelo de petréleo negro completamente. Abarcando de man-
era general los pardmetros involucrados de un modelo isotérmico, y es posible reducir estas ecuaciones al aplicarlas
a un problema bien planteado. Enseguida analizaremos la dependencia de los términos hasta ahora definidos y las
variables independientes del modelo. De acuerdo con Chen [2], este modelo esta planteado para tener 3 variables
independientes que se resolverdn simultdneamente ( po, Sy, So ), para el caso del estado saturado (S, # 0). En
adelante se considera a la presién del aceite simplemente como la presién p, = p, las demas presiones se incorporan
en términos de la presién capilar . La porosidad es funcién de la presién (p), y sus potenciales y transmisibili-
dades son variables dependientes tal que: @, (p) v Ta(p, Sw, Ss)-

La porosidad se aproximard por una funcién lineal:
e=c"(1+cr(p—p")) (330)
Donde, €° es la porosidad a la presién de referencia p® y cg es la compresibilidad de la roca.

Las transmisibilidades (3.27) T, son funcién de las permeabilidades, viscosidad y factor volumétrico de forma-
cién y cada uno de estos factores se aproximan de la siguiente forma.

Para un sistema de tres faces la determinacién de las permeabilidades relativas es mucho mas complejo
que en un sistema bifdsico. De acuerdo con Leverett y Lewis (1941), éstas mediciones han sido experimentales y
muestran que las permeabilidades relativas para las fases mojadoras y no-mojadoras en un sistema trifdsico, son
funcién de sus respectivas saturaciones al igual que en un sistema bifédsico, a excepcién de la fase intermedia aceite.

krw - krw(Sw) ) krg - krg(Sg) ) kro - kTO(Swv Sg)
Para simplificar la carga de trabajo en el calculo numérico, es recomendable utilizar los modelos I y I de Stone

para las formulaciones de las permeabilidades relativas (Chen, [2]).

Viscosidades p,,. La viscosidad del agua es considerada como constante mientras que para las demas fases son
funcién de la presion.

to = Hob(Pv) (1 + ¢ (p — pb))
tg = tig(p)

Donde, 1o es la viscosidad a presion py y ¢, es la compresibilidad viscosa del aceite, y tenemos a la viscosidad
del gas como funcién de la presién.

(3.31)

El factor volumétrico de formacién B,, estard definido por las ecuaciones (3.21)) y (3.22).
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Los términos potenciales (3.26)), serdn funcién de la presién y de la densidad (a condiciones de yacimiento),
que a su vez, también son funcién de la presién. Las densidades estan dadas por:

PW
pw=F— (L+cu(p = po))
POs Rsost
o — o o = = = .
Po = POo + PG P B, + B, (3.32)
_ PGs
Pyg Bg

Donde, B,,; es el factor volumétrico de formacion del agua a condiciones iniciales de la presién de formacién py,
cyw es la compresibilidad del agua, la viscosidad del agua p,, es constante. El factor volumétrico de formacién del
aceite (B,) es funcién de la presién y para el gas (B,) es funcién de la presién y temperatura:

Bo - Bob(pb) (1 - co(p - pb))
2T, (3.33)

Siendo B,y el factor volumétrico de formacion a presién py, bubble point pressure, ¢, es la compresibilidad del
aceite, Z es factor de desviacién del gas, T' es la temperatura, por iltimo ps; y Ts son la presién y temperatura a
condiciones estandar.

3.4. Modelo bifasico, incompresible e inmiscible

El modelo bifdsico inmiscible e incompresible, describe el comportamiento de un proceso de inyeccién de agua
para desplazar petréleo, con un desplazamiento inmiscible. Este modelo bifasico consiste en la inyeccién de agua al
borde de una entrada, extrayendo al mismo tiempo agua y petréleo en un borde de salida. La roca porosa o matriz
del reservorio, es mojable al agua por lo que se trata de un proceso de imbibicion.

Se considera un flujo incompresible; consecuentemente, el caudal de agua inyectada sera igual a la suma del
caudal de agua y del caudal de petréleo, que a su vez sera igual al caudal total. El medio poroso se establece como
homogéneo y de permeabilidades constantes, estimando un valor promedio de dichos parametros con medidas de
campo.

Bajo estas condiciones, basicamente se tiene un flujo lineal por lo que un modelo con dominio unidimensional
describe perfectamente el desplazamiento del aceite en la direccién de flujo.

A partir de la ecuacién diferencial de balance de masa de sistemas multifdsicos (3.7) podemos desarrollar la
ecuacién de este sistema bifasico.

o
ot

Siendo la masa la propiedad extensiva del fluido, su correspondiente propiedad intensiva (integrando) 1) es-
tard dada por ¥, = £S,pa- Al sustituir la propiedad intensiva y la ley de Darcy (3.17) en la ecuacién de balance
de masa. Donde la velocidad de Darcy estd definida por u, = €S,v,.

+V'(¢ava)=V'Ta+ga 5 a=1,2,...,N.

0eSapa

5 + V- (pala) = ga ; a=1,2,...,N.

El término V - 7, se cancela al no haber transporte de masa sobre la frontera. Reescribiendo la ecuacién (3.17))
y definiendo el factor de movilidad .

kTOL A~
Uy = ——k(Vpa —pagVz) ; a=w,o,g.

lia

k'r‘a
Ha

Ao =
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Sustituimos las expresiones anteriores en la ecuacion de balance de masa

0eSapa
ot

La ecuacién (??) representa un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales para N fases. Continuamos con
las formulaciones constitutivas que integran la dependencia entre las variables, al utilizar el conocimiento cientifico
y tecnolégico del problema en estudio.

=V (parak (Vpa — pagV2)) = ga ; a=1,2,...,N. (3.34)

Del capitulo 1 tomaremos la expresién de la presién capilar de una interfase agua-aceite (1.10]). Junto con la
formulacién de saturacién (3.8) adaptada a un sistema bifésico, obtenemos las siguientes formulaciones constitutivas
adicionales.

Sw+S,=1
(3.35)
Pec = Pcow = Po — Pw

Al desarrollar la ecuacién (?77?) para el sistema bifdsico agua-aceite; « = w, o, y utilizando la férmula de la presién
capilar, los campos de presiones quedan en funcién de p, y p. unicamente.

0eS,po .
6tp -V (po)\ok (Vpo - pogvz)) = Yo (336)

DeSwpuw N
Tp -V (pw)\wk (Vpo — Vpe — pwgvz)) = Guw (337)

La combinacién de las ecuaciones (3.33)), (3.34)) y (3.35) producen un sistema de ecuaciones fuertemente acoplado.

Considerando que la porosidad es constante (g), densidad de los fluidos (p,,, p,) constantes y los efectos de la
fuerza de gravedad despreciables (§). Finalmente, con un tratamiento algebraico entre las ecuaciones de presién
(3-34), saturacién y las ecuaciones constitutivas restantes podemos reducir todavia el sistema de
ecuaciones (Chen et al, [2]):

dpe
-V <>\kVpo + Awkdgvsw> =Go+ Gu (3.38)
05w dpe _
€W -V <)\ka])0 + )\wdewVSw) = Quw (339)

Donde los coeficientes A y A, son las movilidades:

Se define a la movilidad total A como

1 (Sw - ST"w)w (1 - Sro - Sw)w:|
A= . + 3.40
(1 Srw — Sro) [ Hw Ho ( )
y la movilidad de la fase agua A,
1 Sw - Srw Y
Ay = — [ Dw O 41
Hw <1 _Srw _Sro> (3 )

Las movilidades son los coeficientes que producen la no linealidad al ser funcién de la saturacién. El término w
puede tomar los valores 1 6 2. Cuando w = 1, se tiene un coeficiente de movilidad lineal y un coeficiente cuadratico
cuando w = 2.

Las fuentes se han redefinido como: ¢, = 2= ; ¢, = 2=. Y por tltimo, p,: viscosidad de la fase aceite, pi,,: vis-
cosidad de la fase agua, S;.,: la saturacién residual de la fase agua, S,.,: saturacién residual de la fase aceite y S, es
el grado de libertad de la saturacién asociada a la fase agua. Véase capitulo 1 para la definicién de éstos parametros.
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Capitulo 4

El método de Newton-Raphson

La modelacién matematica aplicada en problemas reales generalmente resultan en modelos planteados por
Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP) no lineales. Esta no linealidad resulta de la complejidad del problema y
la dependencia entre las variables que se estan resolviendo en las ecuaciones. Para darse una idea de lo complejo
que puede ser un modelo terrestre considere las variables que podrian describir un ambiente geoldgico tales como
presién, temperatura, porosidad, permeabilidad, saturacion de fluidos , composiciéon quimica y la distribucion espa-
cial de dichas propiedades, ademés de la dependencia de cada uno de estas variables o parametros. Un sistema de
ecuaciones no lineal, no puede ser resuelto numéricamente por las herramientas algebraicas hasta ahora disponibles
y requieren de cierto tratamiento. El tratamiento que reciben las EDPs no lineales en éste trabajo es una lineal-
izacién de las ecuaciones aplicando el método de Newton-Raphson.

Resena historica

El método de Newton o también conocido como el método de Newton-Raphson fue escrito por Isaac Newton y
publicado por primera vez en 1685 en A Treatise of Algebra both Historical and Practical. En 1690, Joseph Raph-
son publico una descripcién simplificada del método de Newton en Analysis aequationum universalis, que al igual
que Newton, Raphson describe el método restringido al uso de polinomios pero incluye una secuencia sucesiva de
aproximaciones de z,, en vez de una complicada secuencia de polinomios planteados por Newton. Posteriormente en
1740, Thomas Simpson plantea el método de Newton como un método iterativo para resolver ecuaciones no lineales
usando calculo de fluxiones, en la misma publicaciéon Simpson da una generalizacién de la solucién a sistemas de dos
ecuaciones donde se da cuenta que el método de Newton puede ser usado para resolver problemas de optimizacién
haciendo el gradiente cero.

Principio del método

Antes de la explicacion del método aplicado a la linealizaciéon de EDPs no lineales, se abordara la idea bésica
del método, en la aproximacién de raices de una funcién.

El método se puede deducir a partir de un anélisis geométrico. Sea x, la raiz de la funcién f(z) y z, la
aproximacion a la raiz x,. Se traza una recta tangente a f(x) en un punto (zo, f(zo)), siendo g una aproximacién
inicial a la raiz. El punto en que la recta tangente cruza al eje de las abscisas sera la nueva raiz x; que es una mejor
aproximacioén a la anterior (x), como se muestra en la figura ). Esta nueva raiz es calculada al igualar a cero
la ecuacion de la tangente en dicho punto, es decir:

Sea la ecuacién de la tangente a la curva f(z) en el punto inicial xg.

y — f(x0) = f (w0) (2 — o) (4.1)

Donde f ' (z9) es la pendiente de la recta tangente en dicho punto. Para encontrar una mejor aproximacioén que la
inicial se busca el punto de interseccién de la recta tangente con el eje de las abscisas haciendo y = 0; y despejando
T.

—f(zo) = f (wo) (& —x0) = =m0 /(o) (4.2)
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La solucién de la ecuacién (4.2]) serd una mejor aproximacion a la rafz, que la estimacién inicial. Si denotamos
esta primera solucién como x; = x, damos inicio al ciclo iterativo de Newton.

Newton Raphson

60 5
40t
30 b

20+

(x)

0 S SO SEJ

L b

=20

Figura 4.1: Primera aproximacién a una de las raices de f(z) = 2 + 3z — 3, con Newton Raphson.

Asumiendo que una funcién f(z) es diferenciable y definida en un intervalo [a,b] con valores en los reales
f i [a,b] = R. Se puede evaluar la expresién para cada nueva aproximacién encontrada x;, exigiendo que para
cada una de éstas, se cumpla que f/ (x;) # 0, teniendo asi, en cada paso ¢ un valor més cercano a la rafz, como se
muestra en la figura . De esta forma, se llega a la formula iterativa , que por lo regular converge a la raiz
en n pasos, con un orden de error cuadratico en la vecindad del cero (raiz).

f(z;)
f(w4)

Titl1 = Ty — (43)

Newton Raphson

60 T T
| Flao)]
50} R

30

20fk-en

f(x)

10 -

—10}

-20

Figura 4.2: Aproximacién de la raiz de f(x) = 2 4 3z — 3, en la n-ésima iteracién de Newton Raphson.
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A partir de la férmula iterativa (4.3)), podemos inferir la expresién de un sistema de ecuaciones lineal al incremento
de la variable, cuando f(x) es una funcién no lineal.

U ()
T V@)

Para una particién del dominio x en x; con ¢ = 0,1,2,...,n tal que 29 < 1 < --- < Z,, un incremento
serd dx = x;41 — x;, al sustituir.
VF éx = —F(x) (4.4)

La expresién (??) produce la linealizacién de la funcién F, generando una relacién lineal con dz. Al calcular
el gradiente VF' y resolver el sistema de ecuaciones se obtiene un incremento que anadido al valor de la variable
inicial se aproxima a la solucién. Siguiendo este procedimiento iterativamente se espera que la solucién se alcance
en k + 1 pasos, con un error de convergencia de orden cuadratico en la vecindad de z**1.

2 = 2F 4 52t k = numero iteraciones

Se puede llegar al mismo resultado al aplicar a una funcién no lineal su expansion en series de Taylor, hasta el
término de primer orden. Desarrollo que se abordara en la siguiente seccién.

4.1. Aplicaciones del método de Newton-Raphson

4.1.1. Problemas de optimizacion

En muchos problemas de matemaéticas particularmente en cédlculo se requiere de la identificacién de puntos esta-
cionarios, puntos donde una funcién f(x) deja de crecer o decrecer. Este problema se reduce a localizar méximos o
minimos relativos o su equivalente a V f(x) = 0 (pendiente nula).

De manera andaloga a la obtencién de raices, se busca una secuencia en x,, que a partir de un valor inicial cono-
. . . ’ . . .
cido ¢ alcance un limite en una z.., tal que, f (z.) = 0 donde z. queda definido como un punto estacionario de f(x).

Consideremos ahora, una funcién f(z) que es k + 1 veces diferenciable en un intervalo abierto I. Para cualquier
punto x y x 4+ h dentro del intervalo, existe entonces, un punto w entre x y x + h tal que su expansién en series de
Taylor se expresa como:

_ s [ (@)h? fE@)h® R (@) (w) R
f(x+h)—f(a:)+f(x)h+T+...+ X + et 1)

(4.5)

Se puede demostrar que h tiende a cero a mayor orden de la ecuacién (4.4) y w tiende a cero mucho mas
rapidamente que h. Por lo tanto para valores pequenos de h se tiene:

fl@+h)~ f(z)+ f (x)h (4.6)

La expresién (4.5)) es la aproximacién de primer orden en series de Taylor de la funcién f(x).

Supongamos ahora que se quiere encontrar el punto . que maximiza una funcién f(z) con segunda derivada
continua en su intervalo I, se tiene ahora la aproximacion de segundo orden en series de Taylor.

’ 1 "
flz+h) = flx)+ [ (x)h+ if (z)h? (4.7)
Siendo consistentes con la notacién (4.6) expresemos ahora V f(z) como una aproximacién en series de Taylor:

Fa+h)~f@)+f (@h (4.8)

Al aplicar la condicién necesaria para identificar un punto estacionario V f(x) = 0, se obtiene la condicién de
primer orden para maximizar la funcién f(z + h)

0=f(@)+f @)h (4.9)
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Al despejar h de la ecuacién 1) tenemos el valor que maximiza a la funcién aproximada de segundo orden en

series de Taylor (4.6).

- [ (@)
h= () (4.10)
Finalmente: , (
S0
x+h= ) (4.11)

Llegamos a una expresién modificada de la férmula iterativa del método de Newton-Raphson (4.3]) para aprox-
imar puntos estacionarios.

4.1.2. Sistemas de ecuaciones no lineales de una variable

Dada una funcién no lineal, por ejemplo un polinomio P(z) de tercer grado de una sola variable (una dimensién).

La expresion lineal de P(z) se obtiene al aplicar la ecuacién (?7?), o bien haciendo una expansion en series de Taylor
hasta el término de primer orden como se hizo en . Al evaluar el gradiente VF y resolver la ecuacién para
dz en cada iteracién, empezando con una estimacién inicial 2°, obtenemos el método de Newton como se indica a
continuacion.

Primer paso
dP(z)
dx
2t =2+ (02)",en k=0

(62)° = —P(a")

k-ésimo paso

dP(z") k k
:—P
T (5 = et
o =2k 4 (52)F Jen k=1,2,...,n.

El ciclo iterativo termina cuando 1!

0}, se cumple la condicién (dz)F < e.

converge a la solucién, es decir, dada una tolerancia e tal que {e € R; € >

4.1.3. Sistemas de ecuaciones no lineales de dos variables

Sea un sistema de ecuaciones de dos variables independientes denotadas por el vector T = (z1,z2) y dos
polinomios o funciones P;(z1,23) y Pa(21,z2), ambas funciones no lineales, expresadas en su forma residual.

P1 (.CC17 1‘2) = O
Pg(l‘l, .7;2) =0
Al aplicar (??), se establece un nuevo sistema de ecuaciones lineal en dz1 y dzo.
P, P,
A0, 2) 5y OBV 2) 51— (a1, 20)
81‘1 8332
P, P,
0 2(Ihm)(;ﬂh + 0 2(9617@)5&102 = —Py(x1,72)
O0x1 0o

De manera explicita, su expresiéon matricial es.

oP(z) 0P (T)

8331 81‘2 5$1 _
0P (T) 0P (%) oo

8331 81‘2
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La matriz de las derivadas es conocido como el Jacobiano del sistema de ecuaciones P;(T), cominmente se denota
como.

Jij(@) bxj = -Pi(x) ;i j=12 (4.12)

4.1.4. Sistemas de ecuaciones no lineales de N variables

Dado un sistema de ecuaciones con N ecuaciones no lineales y N incégnitas denotadas por el vector * =
(x1,22,...,2N), su expresién en forma residual ser4.

Pl(l‘l,xg,l‘g,, cen ,JTN) =0
PQ(JL‘171‘2,133, ‘e ,ZCN) =0
PN(Z‘l,.Z‘Q,J?g, N ,J)N) =0
Se linealiza el sistema de ecuaciones al aplicar (??), extendiendo los indices 4,j = 1,2,..., N.
0P (T) P (T ) 0P (T) B _
9z, 5{E1+ 92, 2+ + pre —— LN = Pl(ac)
OP»(T) OPy (T ) 0P () _
1) e dxny = —P.
Doy O T g, 0T gy 0y =~ (@)
8PN(T)M1 n M(M 4y M(sz\; — _Py(2)
81‘1 6332 al‘N
Explicitamente tenemos.
oP; (f) oP; (f) o 0P (E) 1
0x1 0xo oxn dxy -P (E)
6P2 (.23) 8P2 (.T) o 8P2 (a:) 5:172 _P2 (f)
drq 0xo Ozn _
8PN(E) 0Py (f) o 0PN (E) orN —Py (f)
L 6$1 8%2 81:1\/ ]

Si reducimos este sistema de ecuaciones linealizado, a su notacién indicial obtenemos:

N _
=P, i=12_...,N. (4.13)
Dada una estimacién inicial z° = (29,29, ... ,sr:?v) planteamos (4.11]) dentro del ciclo iterativo.

=7, en k=0

N OP;(T") _ .
> e 617%(6xj)k =-P@"), i=1,2,...,N. (4.14)

it =0k + (z)%,  j=1,2,...,N,

Para k = 1,2,...,n., hasta que la solucién converge cuando se cumple que la norma euclidiana |[7**1 — *|| es

menor a un valor € > 0 prescrito.
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4.1.5. Ecuaciones Diferenciales Parciales no lineales en general

Una ecuacién diferencial no lineal ya sea ordinaria o parcial, es aquella que tiene al menos una de las siguientes
caracteristicas:

a) La variable (o variables) dependientes o alguna de sus derivadas son de orden mayor a uno.
b) Existe una funcién no lineal de la variable dependiente o de sus derivadas.
¢) Al menos un coeficiente de la ecuacién depende de la variable dependiente.

Ejemplos de ecuaciones no lineales

Ecuacién de Burger, utilizada en modelos de mecanica de fluidos, tales como dindmica de gases y trafico de
flujo.
ou
— = kVu +v(Vu)?
o Y(Vu)

La no linealidad se encuentra en el término cuadratico (Vu)?, caso (a).

Ecuacién del péndulo simple, describe el movimiento oscilatorio de un péndulo, sin friccidén con el aire y
masa del brazo despreciable.

En la cual, la no linealidad esta dada por la funcién no lineal sen(#), caso (b).

Ecuaciones de Navier-Stokes de un flujo en espiral, se utilizan en modelos de flujos de huracanes, galax-
ias y drenajes en sumideros. Comportamiento que ocurre cuando no hay presién suficiente para soportar un flujo
hacia dentro (interno). En coordenadas cilindricas . ..

% 4 uy = F
Yrigr T e T
0 (rug) 0 (rug)
Uy or + Ugp a¢ =0
19(rus)  10(rug) _ 0

r Or r  0¢

Estas tres ecuaciones son no lineales al tener coeficientes que son funcién de sus variables independientes u, , ug y

. . . 1 . .
un coeficiente que es la variable misma —, correspondiendo asi con el caso (c).
r

Tratamiento para la linealizacion de ecuaciones no lineales

Considérese un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales expresado en términos de un operador lineal:

Si{Fmp@)]} = fn(x) m=1,2.... M. z€Q (4.15)
Donde $,,, denota un operador diferencial lineal, F},,(p) es una funcién no lineal, p(z) = (p1,p2,...par)7 es un
vector de variables dependientes, f,, es un vector dado y M es el nimero de ecuaciones (Chen et al [2]). La solucién
del sistema de ecuaciones con Newton-Raphson requiere, establecer un nuevo sistema de ecuaciones iterativo
y linealizado. Este tratamiento consiste en aplicar la expansién en series de Taylor a la funcién no lineal F,,(p+dp)
hasta el término de primer orden.

Fn(p+0p) = Fn(p) + VE,(p) - 6p + O(|0p[?) (4.16)

El término O(|6p|?) es el error de orden cuadratico hasta donde la serie es truncada, |dp| es la norma Euclidiana
del incremento dp, siendo p funcién de la variable independiente. Tal y como se desarrollo en la ecuacién (4.5)) . De
esta forma se tiene una aproximacién a F,,(p + dp).

Fon(p +90p) = Fr(p) + VFy,(p) - 0p (4.17)
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Al sustituir (4.14) en el sistema de ecuaciones (4.12)), obtenemos un sistema de ecuaciones iterativo:

Sm{Fm(pl)"‘VFm(pl)'(spl}:fm(x)a m=12,.,MzeQ (4.18)

Denotando con el superindice [ los pasos de la iteracién. El término p’ es la l-ésima solucién de p y VF,,(p')
es VF,,(p) para p = p!, asumiendo una estimacién inicial p’. En éste sistema de ecuaciones , el vector
de correccion dp sera el vector de incégnitas del sistema iterativo. Reescribiremos ahora dicha ecuacién, al dejar
del lado izquierdo el producto del gradiente (Jacobiano) con el vector incégnita, y despejamos al lado derecho los
términos con las variables resueltas en el paso anterior del ciclo iterativo.

%m{VFm(pl) : 5pl} = fm(x) — %m{Fm(pl)}

S {VFn (') - 6p'} = gm(2)

Los términos F,(p') y VF,,(p') son tratados como valores fijos (constantes). Ahora, el sistema de ecuaciones
es lineal para p' y cualquier método convencional para resolver sistemas de ecuaciones lineales puede ser aplicado.

(4.19)

Una nueva solucién del vector p!t! se obtiene al afiadir el vector de correccién dp’ resuelto en una iteracién
previa.

p'tt =p' + op! (4.20)

Este procedimiento iterativo (4.17)) continua hasta que la norma Euclidiana de p! sea menor a un valor prescrito
(Chen et al [2]).
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4.2. Aplicacion a ecuaciones de flujo monofasico

Sea la expresion general de una Ecuacion Diferencial Parcial de un problema de flujo de una sola fase, parabdlica,
en tres dimensiones, siendo la presién (p) la variable del sistema, que produce la no linealidad en los coeficientes.
Esta ecuacién estd definida dentro de un dominio €2, con frontera I', en un intervalo de tiempo J, € [0, T.

C(p)% =V (alp)Vp)=f(p) ; €Qx,
a(p)Vp-v=0 ; I’xJ (4.21)
p(,0)=p0 ; €9Q

Donde; ¢(p) = ¢(x,t,p) ; a(p) = a(x,t,p) y f(p) = f(x,t,p), son funcién del espacio, tiempo y presién. El vector
normal unitario v, indica la direccién perpendicular exterior, de la superficie I', la funcién pgy es informacién dada
de las condiciones iniciales, y t ; t € J, es el tiempo dentro del intervalo de interés.

Una vez establecido un problema bien planteado, el siguiente paso es discretizar la ecuacién. En este ejemplo se
utiliza el Método de Elemento Finito para la discretizacién, ya que se maneja una notacién matricial de la ecuacién
bastante simple y resulta conveniente a manera de ejemplo. Sin embargo, se puede elegir cualquier otro método de
discretizacién que se desee. Mas adelante (capitulo 5), se utiliza el Método de Volumen Finito para discretizar una
ecuacion de flujo bifasico, con una expresiéon de la ecuacion discretizada un poco mas elaborada, pero facilita la
implementacion del cédigo utilizando MVF.

Asumiendo que los coeficientes ¢(p), a(p) v f(p) son continuos en p (Lipschitz continuas, Donea et al [10]), y
ademsds, la ecuacién (4.18) admite una sola solucién, se resume la discretizacién de la siguiente forma.

Sea un subespacio de Sobolev V = H(€) (conjunto de funciones con sus primeras derivadas continuas y
cuadrado integrables), tal que:

V={veH'(Q) [v=0 en I}

Al aplicar el producto interno definido en el subespacio V' a la ecuacién (|4.18)), obtenemos su expresién en forma
variacional [1]

<c<p>8” )+<a<p>w,w>—<f<p>,v> . eVied

ot (4.22)
p(x,0) =py ; Vxe€Qx)

Sea V}, un espacio discreto del subespacio de V' de elementos finitos, que al sustituir en (4.19) la ecuacién se
plantea sobre el dominio discreto , tal que se busca py, : J — V3. Después de introducir las funciones base de V}, e
integrar por partes la versién discretizada de (4.19)), podemos plantear la ecuacién en forma matricial.

n

n—1
)
A TAMEYP" =1(p") (4.23)

Bp(0)=p
El tiempo ha sido discretizado en n pasos del tiempo, es decir; t” es una particién de J tal que 0 = t° < t! <

t2... < tV, ademds, At = t" — "~ ! paran = 1,2,... N. Ver detalles en el desarrollo de la discretizacion de (4.20)
en apéndice A.

C(p")

Tenemos ahora, un sistema de ecuaciones no lineal en p™ | que debe ser resuelto a cada paso del tiempo a través
del método de Newton-Raphson. Reescribiremos la ecuacién (4.20]) al despejar todos los términos al lado izquierdo
(expresién residual).

1 n U . o
(MC(p )+ A(p ))p — A O - ") =0 (4.24)
y la denotamos como:
F(p") =0 (4.25)

IPara mayores detalles de la aplicacién del Método de Elemento Finito, referirse a la bibliograffa correspondiente.
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Aplicando la expansién en series de Taylor en la expresion residual (4.22)), tal y como se hizo en (4.4]) y desar-
rollando hasta el término de primer orden.

F(p" + 0p") =F + VF - 6p™ + O(|0p"|?) (4.26)

Despreciando el término O(|dp|?) obtenemos una aproximacién de F(p + dp).

F(p" + 0p") =~ F + VF - 6p" (4.27)

La aproximacién es valida para valores pequetios de dp. De la ecuacién en forma residual (4.22)) y su aproximacién

(4.24) tenemos:

F+VFép=0

VEp— —F (4.28)

La expresién anterior resulta en un sistema de ecuaciones donde su vector incégnita es dp y el término VF es
el Jacobiano de F. El gradiente de F' puede ser evaluado con algin método numérico é derivando analiticamente
la ecuacién discretizada (4.21). La solucién del sistema (4.25) nos da un factor de correccién que sumado a la

estimacién inicial nos aproxima a la solucion p™.

vt = (0p)° +p"

vt At
Donde p"~! es la estimacién inicial y v! la primera aproximacién del método de Newton-Raphson. Con la primera
aproximacion se evaliia nuevamente el Jacobiano, al resolverlo, se tiene una nueva (dp)* que mejora la aproximacién

con v2.

M 1
3 ag’i(“)((;p)l = -F(Y)  i=012...,N. (4.29)

. J
i=o 0P

v? = (6p)t + ot

La expresién (??), es un sistema de N ecuaciones con M incégnitas, evaluando el Jacobiano VF y F en la
aproximacién anterior. Al realizar este proceso de manera iterativa el método debera converger en la solucién p™,
lo cual implica ép = 0.

Dicho procedimiento se realiza para cada paso del tiempo n. En términos generales el método iterativo es el
siguiente:

0 n—1

v =0p primera estimacion
k-ésima iteracion u
OF;(v*
> %(@)5 = -F(W*  i=012...,N (4.30)
=0 OPi
P = F 4 (0p)* k=01, ... keonverge (4.31)

En la construccién del sistema de ecuaciones los términos F;(v) y VF;(v) se toman como valores fijos, de esta
OF; (v")
apj

forma (4.26]) es un sistema linear con dp. Si la matriz es no singular y las segundas derivadas parciales de F

estdn acotadas, el método de Newton Raphson converge cuadriticamente en la vecindad de p™ (Chen et al, [2]). Es
decir, existen las constantes € > 0 y C tal que si es cierto que la norma euclidiana |[v*~! — p"|| < ¢, entonces:

lo* =" < O~ = p"||? (4.32)
La principal dificultad con el método de Newton-Raphson, es el obtener una buena primera estimacién v°, lo
suficientemente cercana a la solucién p™ para que el método converja. Una forma rédpida de saber si el método no
converge es ver si las primeras aproximaciones no se asientan, dado que el método converge muy rapidamente de
tener una estimacién inicial apropiada. Para corregir este problema de convergencia basta con ajustar una nueva
estimacién inicial e iniciar nuevamente el método.
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Capitulo 5

Newton-Raphson en modelos de petrdleo

5.1. Modelo Buckley-Leverett

El modelo de Buckley-Leverett es una versién simplificada del modelo planteado por las ecuaciones y
. Plantea un problema de flujo de dos fases (agua y aceite) a través de un medio poroso, el problema consiste
en desplazar el aceite, que en un estado inicial ocupa completamente el volumen de poro, al inyectar agua a una
razén de flujo constante a través de una secciéon de la frontera, el aceite desplazado sale por un pozo de extraccién
o una seccion de la frontera hasta que el volumen de poro es reemplazado por la fase agua.

El modelo consta de dos ecuaciones acopladas; la ecuacion de presion y la ecuacién de saturacion, derivadas de
las ecuaciones (3.36)) y (3.37)) respectivamente, las incégnitas a resolver en cada paso del tiempo son, la presién (p,)
del aceite y saturacién (S,,) del agua.

Ecuacién de presién

~V - (BA(Sw) VDo) = 0 (5.1)

Ecuacién de Saturacioén

600 G (BX(5,) ) = 0 (5.2)

Las ecuaciones han sido simplificadas al considerar p. = ¢, = q, = 0 (presién capilar , fuentes de masa del agua
y fuentes de masa de aceite, respectivamente).

Ecuaciones constitutivas

Permeabilidad relativa o = S¥
kro = (1 - Se>w
Sw — Sy
Saturacién efectiva S, = M

Donde X es la movilidad total y A* la movilidad de la fase agua, ambos coeficientes son funcién de la saturacién
Sw, provocando la no linealidad en (5.1) y (5.2). Estos coeficientes pueden ser lineales si w = 1 y cuadréticos si

v 1 (S = Spu)® (1= Spo— Su)®
A\ = w T Prw + - Mro T Pw :| 5.3
(1 - Srw - S’r‘o)w |: ,u'w ,uo ( )
w1 Sw—Srw \"
A= Haw <1 - Srw - Sro) (54)

Se tienen como parametros constantes Sy, Sro, Uw ¥V fo-

El tensor de permeabilidad absoluta k es la matriz diagonal.

k11 0 0
E = 0 kQQ 0
0 0 k33

39
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Pardmetro valor
Longitud del dominio 300 m
Porosidad e 0,2 m?
Permeabilidad absoluta k 1xe 18
Viscosidad del aceite p, 1xe2Pa-s
Viscosidad del agua i, 1xe2Pa-s
Saturacion residual de aceite S, 0,2
Saturacion residual de agua S, 0,0
Velocidad de inyeccién g?, 3,4722 x e "m/s
Velocidad de produccién poys 10 x €7 Pa

Cuadro 5.1: Valor promedio de los pardmetros del modelo Buckley-Leverett

Con los elementos de la diagonal ( k;;) constantes.
Los datos para resolver un problema bien planteado se presentan en la tabla (5.1)) .
Para fines practicos la notacién de las incégnitas (grados de libertad) se reduce simplemente a:
S=5s 3  PpP=po

5.1.1. Modelo en 1D

En éste modelo se considera un medio unidimensional de 300 [m] de longitud, inicialmente saturado con aceite
(Sw = 0). Se inyecta agua a una razén de flujo constante en el extremo izquierdo del dominio (extremo A),
desplazando el aceite hasta el extremo derecho donde la presién permanece constante (extremo B).

Saturacion Presién

Condicién Inicial S(to) =0 p(to) = 107[Pa]

Sa=08 ¢~ =34722x 10" "[m/s]
SB =0 PB = 107[Pa]

Condicién Frontera

Cuadro 5.2: Condiciones del modelo

A B
» 300m o
gA PB

Figura 5.1: Dominio
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Discretizaciéon de ecuaciones con el método de Volumen Finito

La ecuacién de presién (5.1) en una dimensién.

2 (2®F) - 12 (o))

Integrando sobre el volumen de control (Donea et al, [10]).

_k/m/m@:v( )ddt k/At{A(S)gﬂ dt =0
of {po] o] Jamo

Al evaluar la integral sobre el espacio (figura y aproximar las derivadas en las caras del volumen (W =i — 3 y
E=i+3).

—k N {A(SE) [W} — \(Sw) [“A’;‘l} } dt =0

A B
B 300m .
gA PB
w E
- —4— — — —&—1— — ——¢& —|
-112 0 12 i 1!2||+1I2 n-1/2 n n+1/2

Figura 5.2: Discretizacién de dominio en 1D (lineas punteadas color rojo: volumen de control)

Integrando sobre el tiempo con la intencién de plantear un sistema de ecuaciones totalmente implicito, final-
mente tenemos la ecuacién de presién discretizada en tiempo y espacio.

At

kA (S?+%)p?+1 - (A(SZF%) + )\(Sﬁ%)) P+ A(ST )pl 1} =0 (5.5)

En una dimensién la ecuacién de saturacién (5.2]) se simplifica a:

a5 0 dp
m‘%@A@m>0

Integrando sobre el volumen de control (figura [5.2)).

(;5/ —dtdx // ( ap)d dt=0
At J Az At J Az 833 Ox

La segunda integral es similar a la ecuacién de presién, solo difieren en A", evaluaremos entonces estas integrales
tal y como se hizo con (5.1, nos limitaremos a resolver el primer término de (5.2]).

oS Ax
——dtdx — | Azdt=¢-= [SP— St
¢/AtAr At|:8t:|i At [ ]
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La ecuacién de saturacién discretizada en tiempo y espacio se expresa:

Az 1

Rp (S0 = SP — b NS p = (A(ST )+ AU(SI ) PE NS P =0 (5.6)
Las ecuaciones (5.4) y (5.5) se encuentran en su forma residual naturalmente al no haber fuentes. Denotemos

las ecuaciones de presién y saturacién en funcién de sus variables sobre el dominio discreto (nodos) y en pasos del

tiempo (n).

At[

Fo(S,p) = F(Si—1,Di-1,Si ir Si1,Pit1)

Fy(S,p) = Fi(Si-1,Pi-1, i Pi> Si+1,Pit1)

Con la notacién anterior distinguiremos ambas ecuaciones al asociarlas con la fase, siendo la ecuacién de satu-
racién la asociada con la fase agua w y la ecuacién de presién asociada a la fase aceite o.

(5.7)

Finalmente el sistema de ecuaciones en un esquema totalmente implicito, seré.

Fp = kR (ST )Pt — (ASEL) + ASP ) ) 7+ A(SE )Py | =0

F = 682 [Sr— 8171 = kAL [A(S7 oty — (AU(STy) + AV (SE ) ) i+ AP (SE )piy | = 0 o
Linealizacién del sistema de ecuaciones acoplado ([5.6)
Desarrollando las ecuaciones en expansién en series de Taylor hasta el término de primer orden.
Fo(S+0s,p+6p) =F,+VsFyds+ V,F,6p+ O(ds,dp) =0 (59)

Fy,(S+ds,p+6p) = Fy + VsFyds+ V,F,op+ O(0s,dp) =0

Discretizando el operador diferencial en términos del i-ésimo nodo sobre el dominio y despejando el término de
orden cero.

8Fm 8Fm

6pl 1+ Lo 551 1+

aFU}

6pz + GBI Foi 651 + 8p Fo, 6pz+1 + BS 551-1—1 - _Foi

(5.10)

aFw 3F w

Smibpi 1+ SgetSsio1 + Gt op + Gats; + Sr0pi + S5t 0sip1 = —Fug

El sistema de ecuaciones ([5.7]) se puede expresar como.

OF,; OFy; OF,; OF,;

Opi—1 0Si_1 5101'71 Op; 95, 5]%’

OFuw; OFy; + 81’2?1“‘ OF,; 5. +
i

wi OFy;

Opit1 0Sit1

0841 —Fui

Opi—1 0Si—1 08i-1 Opi 9S;

OF; OF i
% 9Sit1 ] |: Opit1 :| _ [ —Fy :|

Al desarrollar el Jacobiano sobre los nodos del dominio se genera un sistema de ecuaciones linear para dp y
0S. Cuando se evalian los nodos en la frontera (i = 0, i = n — 1), las ecuaciones son modificadas al aplicar las
condiciones de frontera:

F2 (S, p)li=o = F3'(Si; pis Siv1,Pit1)
Fp (S p)|z o = F(Si,pis Sit1,Dit1)
FX( i=n—1 = F2(Si—1, pi—1, S, i)

5.11
5 (5.11)
F2(S,p)li=n—1 = F2(Si—1,pi-1,5:,p:)

Las ecuaciones en la frontera son funcién tUnicamente de las variables que se indican, ya que la contribucién
en la frontera se introduce como términos constantes. Tomando esto en cuenta, las condiciones de frontera en el
Jacobiano serdn cero, porque al tener términos constantes sobre los nodos frontera éstos se anulan al evaluar su
derivada. Por lo tanto, las condiciones de frontera que evaluaremos a continuacién solo aplican al lado derecho del
sistema de ecuaciones lineal.
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Condiciones de frontera

Como puede apreciarse en la discretizacién del dominio (figura , las condiciones de frontera aplican en los
casos 1 =0, 1 = n.

En el nodo i = 0 extremo A del dominio, se tiene una inyeccién de flujo constante, descrito por la velocidad de
inyeccién sobre la pared de la frontera v - . Donde 71 es el vector normal a la superficie en la frontera A, y v es la
velocidad de Darcy ((3.16)) despreciando el factor gravitacional.

kirak kroz
U= Vp; A=
n
d
7= —Aakob = gh = 34722 x 1077 ~]
dx
P, g, P,

T
azo

— — —
1

(7]
1
o
-]
o

Figura 5.3: Neumann en frontera A

Tenemos de ésta forma, condicién de frontera tipo Neumann. Aproximando la derivada de p sobre la cara del
volumen de control para el nodo i = 0

Po —P-1
—pk— =
A Az ga
y al despejar p_1

Asignamos las condiciones del frontera al sustituir p_; y S_% = 0,8; en las ecuaciones 1) cuando 7 = 0.

n _ At ny, N n n Ax _
F(S0limo = <5 NS = (MSP) +30.8) 15+ 208) (po + 5 5 3a ) | =0
F(S.Plimo = 05 (50— 8171) ~ k5 |5t = (W05 +3°(0.8) 1+ 2°(08) (po+ 5 5 3ea ) | =0

En el nodo i = n extremo B, de acuerdo a las condiciones del modelo (tabla [5.1]) se tiene una presién constante
(pp = 107[Pa]), condiciones Dirichlet. El valor (flujo) en la cara de volumen de control en dicho nodo se aproxima
evaluando un promedio utilizando un nodo ficticio (py41).

Pnt+1+ D
pB = % = Dn+1 = 2PB — Pn
pn pB pn+1
- — +——+—of0
g i e
s §=0

Figura 5.4: Dirichlet en frontera B
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Despejando p,41 de la expresién anterior y sustituyendo junto con S = 0 en (5.6) cuando i = n, se tiene la
ecuacién de las condiciones de frontera en B.

F(S, )i =~k [A0) (2P~ pa) — (MO) 4 XS )+ AS s = 0

A
Fp(S,p)limn = 657 [S7 = 771 — b

At

= [V(0) (2pB —pa) = (N0 + X(S7_y) ) P+ A(S;_ypia | =0

La estructura de la matriz Jacobiano desarrollada para los i-ésimos nodos puede verse en el Apéndice B (sistema
de ecuaciones linealizado).

Evaluacién de las derivadas parciales y esquema upwind (en castellano aguas arriba) utilizado
para la evaluaciéon de la saturacion en las caras de los volimenes de control.

En estos problemas de flujo multifsicos existe una discontinuidad (salto) de la saturacién en el frente de
desplazamiento de la curva de saturacién. En las ecuaciones, este problema de salto se manifiesta en la continuidad
que debe de haber entre las caras de los volumenes de control. El esquema upwind es una forma de resolver dicha
discontinuidad. Este método consiste en hacer una comparacién entre los valores de la presiéon en los nodos vecinos
a la cara del volumen (i + %,i — %), eligiendo la direccién de flujo (menor presién). Definiendo los potenciales:

AYT =pip1 —pi

AY™ =p; —pi—1

La saturacion en las caras S;, 1 y 5;_1 se evaluaran de la siguiente forma.

- Siv1; AYT >0

i+ =) S Ayt <0
IS N Si; Ay~ >0
i3 Si—1; Ay <0

El esquema expuesto resulta en 4 casos posibles para la evaluacién de la saturacion en las caras del volumen de
control en
caso(l) AYt >0, Ay~ >0
caso(2) Ayt >0, Ay~ <0
caso(3) Ayt <0, AYp~ >0
caso(4) APt <0, Ay~ <0

Para nuestro problema consideramos tinicamente el caso (4), dado que la inyeccién en el extremo A siempre
producird un frente de menor presién hacia la direccién de flujo.

Evaluacion del Jacobiano.

Para este problema aproximaremos numéricamente las derivadas parciales del Jacobiano (5.7), utilizando el
método de diferenciacién numérica conocido como (n + 1) puntos (Burden [6]).

fn—i—l

wj) =Y flan) Ly(ay) + n+1 H i — k) (5.12)
k=0 %

La ecuacién anterior permite aproximar la derivada de f(z;), siendo z; un conjunto de (n + 1) nimeros distin-
tos {zo,x1,23,...,2,}. Si utilizamos mas puntos en la evaluacién de la ecuacién obtenemos mejor precision,
aunque ésto no es del todo conveniente, dada la cantidad de evaluaciones funcionales y el aumento del orden del
error de redondeo. Las férmulas cominmente utilizadas son las que abarcan tres y cinco puntos de evaluacion.
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La férmula de tres puntos se deriva de la ecuacién (5.9) al desarrollar el polinomio de coeficiente de Lagrange
(Lk(x)) en tres puntos. Posterior a un tratamiento algebraico se obtienen dos expresiones de la férmula de tres
puntos, siempre y cuando se mantenga un espaciamiento regular entre cada x; dado por h.

(o) = g5 [=87(x0) + 4F (o + 1) = flzo +20)] + o 1) (&) (5.13)
£ (o) = 55 (o + ) — flzo — W) - =1 (e0) (5.14)

Los errores en (5.10) y (5.11)) son de orden cuadritico (O(h?)). El error de la ecuacién (5.11)) es aproximada-
mente la mitad del error obtenido por ([5.10)), debido a que en ([5.11f) se emplean datos en ambos lados del punto en
que se evalda la derivada (z;_p, z15). En cambio, (5.10) utiliza inicamente los puntos de un lado (x;, 45, Tjt+21)-

La ecuacién es util para evaluar la derivada en valores que se encuentran en los limites del rango estable-
cido ya que podrian generarse evaluaciones incorrectas, mientras que serd utilizada para evaluaciones de f
con valores dentro de su intervalo. Cabe mencionar que la férmula de cinco puntos utiliza dos puntos més, cuyo
término del error tiene la forma O(h*) (Burden [6]), esta férmula no se utilizara por el costo computacional que
implica evaluar cinco veces a la funcién f para un solo punto.

Evaluaciéon numérica de las derivadas parciales

Reescribiendo el sistema de ecuaciones (no lineal) (5.6)), aplicando el caso (4) del esquema upwind tenemos

Fl = —kAL INSP) piy — (A(SP) + A(SIy)) p + A(SP_y)pp_y] =0
- At (5.15)
F =22 [Sp— SPH = ERL [A(SPpry — (N(S]) + A (S7y) pf + X (S 1)pfq] = 0

Para expresar de manera simple las derivadas parciales del Jacobiano (|5.7)), planteemos ((5.12]) en funcién de sus
variables.

F}' = F}(Si—1, pi—1, Sis Pis Dix1)
Fy =Fy(Si—1, pi-1, Sis Pis Pit+1)

Sean los espaciamientos entre cada punto discreto de las variables independientes sus correspondientes hy, y hg.

Cuando se evaliian valores dentro de su rango establecido se aplica (|b.11]) para aproximar las derivadas parciales.

aFgL 1 n n
95 ~ s [F7'(Si—1 + hs, pi—1, Si, pi, Pi+1) — F)'(Si—1 — hs, pi—1, Si, pis Piy1)]
6F0’n/ 1 mn n
o N o [F(Si—1, Pi—1 + hp, Si, pi, piv1) — F)'(Siy, Pi-1 — hp, Si, pi, Pit1)]
i— p
95, "~ s [F'(Si—1, pi—1, Si +hs, pi, piv1) — F)'(Si—1, pi—1, Si — hs, pi, pit1)]
8Fg)/ 1 n n
o, N 5 [F(Si—1, i1, Siy Pi + hp, pit1) — F) (Si—1, pi—1, Si, Pi — hp, pit1)]
i p
oF™
9Sit1
oFr 1

~ —— [F'(Si—1, pi—1, Si, pis Piv1 +hp) — FJ'(Si—1, pi—1, Si, i, Piv1 — hp)]
Opiy1  2hy

Las mismas operaciones se realizan para las derivadas parciales de la ecuacién de saturacién F,.
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En el caso de una evaluacién con un valor fuera del rango establecido, éste se omite y sus derivadas parciales
son aproximadas sobre puntos de un solo lado (5.10)).

Por ejemplo:

o(F" 1
g)SO- ) ~ s [—3F(Si—1, pi—1, Si, Diy Pi+1) + 4F}(Si—1, pi—1, Si + hg, pi, pit1) — F)}(Si—1, pi—1, Si + 2hs, p;, pi+1)]
ory) 1 n n n
8p< ~ ﬁ [_3Fo (Siflv Di—1, SZ', Pi, pi+1) +4Fo (Si71, Pi—1, Si, Pi + hp; pi+1) - Fo (Sifla Pi—1, Sia Pi + thv pi+l)}
3 P
O bien
aFy) 1 n n "
55~ s [=3F(Si—1, Pi—1, Si, Di» Pit1) +4F) (Si—1, pi—1, Si — hs, pi, piv1) — F(Si—1, pi—1, Si — 2hs, pi, pit1)]
Op: ~ o [=3F)(Si—1, Pi—1, Sis Pi, Piv1) +4F) (Si—1, pi—1, Si, Pi — hp, piy1) — F'(Si—1, pi—1, Si, Pi — 2hp, pij1)]
i P

Una vez construido el Jacobiano a partir de una estimacién inicial dada (p = p°, S = S° ),
v =p
u’ = 8°

Se resuelve el sistema de ecuaciones (5.7)) para los vectores incdgnitas (0.9, dp). En notacién indicial (5.7) se puede
expresar como

OF,;(v°,u%)  OF,;(v°,u°)

iii p; 98, (0p;)° Foi(v%,uf 019 N
= - 1=0,1,2...N.
Pt OF, (v, u%)  OF,;(v°,u) (85;)° Fos(0°, 0

8pj 8SJ

Donde j recorre los nodos incégnita con los indices [i — 1, ¢, i + 1] y N es el ntimero de ecuaciones. El vector de
correcciones obtenido con esta primera solucién del sistema, es sumado a la estimacién inicial

vt =0 4 (0p)°
ut = u® + (69)°.

Y se evaliia nuevamente el Jacobiano ahora con los campos actualizados en una mejor aproximacién (S = u!, p = v!).
Continuando asf con la segunda iteracién del método, al resolver el sistema de ecuaciones lineal (5.7)).

La solucién del Jacobiano y la actualizacién de los campos o variables dependientes, se hace de manera iterativa
hasta que convergen a la solucion en k iteraciones, para un paso del tiempo de n — 1 a n.

8Foi(vk,uk) 8Foi(vk7uk)

< ap; 05; () Fyi(v%, u) ‘
2 OFyi(v*,u¥)  9F,i(v*, u*) k| ko k 1=0,1,2...N. (5.16)
j=i—1 w1 ) w i ) (55‘]) Fwi(v U

(3pj 8S]
vk-i-l _ ’Uk 4 (5p)k
Pt =P 4 (5s)"

El método de Newton-Raphson converge cuadraticamente a la solucién hasta alcanzar una tolerancia €, y €,
tal que los incrementos (6p)* < €,, (69)* < €4, 0 bien:

[ =2 < e
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[l — ]| < e

Una vez obtenida una aproximacién satisfactoria, la solucién (p” = v**1, S" = u**1) servird como una esti-
macién inicial para la solucién en el siguiente paso del tiempo. Continuando con esta metodologia hasta cubrir con
el intervalo de tiempo de interés.

5.1.2. Modelo en 2D

Extender la solucién del modelo bifasico a un dominio bidimensional no tiene mayor dificultad mas que agregar
los términos de las caras del volumen de control correspondientes al eje de la dimensién adicional (eje y). Estos
términos adicionales se obtienen al integrar sobre el drea del dominio 2D.

Sea un dominio rectangular de dimensiones L, = 300 por L, = 20 bajo las mismas condiciones del problema
planteado para las ecuaciones (5.1) y (5.2), solo que las COIldlClOIleb de frontera son una seccién de la frontera
Saturacion Presién
S4(0,y) =08 g4(0,y) =3,4722 x 10~ "[m/s]
Sp(Layy) =0 p5(La, y) = 107[Pa]

Cuadro 5.3: Condiciones frontera modelo 2D

Al aplicar la discretizacién por el Método de Volumen Finito se deberdn resolver las integrales

&, /A L (Geay) (15, ) deavee
¢/A/A/A et~ /A/A/A (o) ()55 ) v

Las ecuaciones corresponden a la ecuacién de presién y saturacion respectivamente.

(5.17)

Al integrar sobre el drea del volumen de control (figura [5.4)), integrando sobre el tiempo y planteando un sistema
de ecuaciones totalmente implicito obtenemos las ecuaciones discretas tal y como se hizo en . Siendo consistente
con la notacién planteada en (??) el problema bifésico (5.1} [5.2) en 2D, se puede expresar en func1on de sus variables
discretas.

AY

(i, j+1)

(-1, J) G, j)y | dr (i+1,)) X
= >

A
[ ]
L 4

— dx

(i, j-1)

Figura 5.5: Area del volumen de control en 2D
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Fo(p,S) = F}(pij—1, Sij—1, Pi—1,j> Si—1,j, Di,js Sijs Pit1,5s Sit1,> Pij+1s Sij+1)

(5.18)
Fu(p,S) = Fiy(pij-1, Sij-1, Pi-15> Si-14s Pigs Sigs Pit1,g> Sit13s Pij+1, Sij1)
Desarrollando la expansion en series de Taylor en ambas ecuaciones.
8Fo7 Foi Foi OF,;
Opr. 5p17j 1+ OS 5817] 1+ Bp 5p1 1,5 + 88 58, 1,5 + Bp 5pm + 65’ 551734‘
+ap o= 0pi,j + G s 08it1, T 6p +15pw+1 + as +155m+1 = *Foz (519)
OFys '
o -0pi -1+ 33 wi-dsi -1 + api ¥ —0pi—1,5 + as 532 1,5+ ap L6pi,j + as 5sm+
+8p wl 5p1+17g + 83i+1,j 6Sz+1,j + 6pi,j+1 6pz,j+1 + 8Si’]'+1 65@,]+1 - _sz
Factorizando como la suma de productos matriz-vector:
OF,; dF,; 5p OF,; OF,; 5p OF,;  OF; 5p
Opi,j— 0S;,j— 2,j—1 Opi—1,5 981, 1—1,j Opi,j 0S;,; %,
OFl. 0 { 55 } T DR ok’ { s i } + i i { 55 s ] +
Opi,j—1 055,51 4,j-1 Opi—1,j 0Si_1,; i—1,j Opi,j 955, ; v

OFy,; OF,; (;p OF,; OF,; (Sp F
Opit1,j 0Sit1,j i+1,5 Opi,j+1 0S5, j4+1 i,J+1 _ —toi
+ »J o7 + AT AT =

OF.,] i §sit1 OF,; OF.; 5sia1 _F,,

Opit1,;  OSiy1,; Opij+1  OSij41

Nuevamente, utilizando notacién indicial simplificamos la expansién en series de Taylor en la expresién del
método iterativo de Newton del sistema linealizado, al igual que (5.13)). S6lo que ahora el indice de la sumatoria g
toma los valores de los pares coordenados {[¢,j — 1], [ — 1,4, [¢, 4], [¢ + 1, 4], [i,7 + 1]}

OF,;(vF u*)  OF,;(v* uF)

i+l e o5, (6py)® Fyi(vF,uF) ‘
> OF, i (vF,uk)  OF,;(v*, u") kol ko =02 A (520)
q=ij—1 wilU" s U wilU, U ((SSQ) Fwi(v , U )
8pq (9Sq
P = oF 4+ (op)*
uFtl = o ¢ (6s)k
Para k =1,2,..., K , hasta que la solucién converge cuando se cumplen las condiciones (6p)* < €,, (65)F < €.

La construccién del Jacobiano se hace derivando numéricamente con el método de (n +1) puntos (utilizando 3
puntos) en cada elemento de la matriz.

oFT 1,
~ —[FM(pij—1+hp, Sij—1, pic1j, Si—1.j, Dij, Sijs
Opij—1  2hyp
Dit+1.,5, Si+1,j7 Pij+1, Si,j+1)
—F}' (pij—1 — hp, Sij—1, Pi—1,j, Si—1,j, Pi,j» Sij,
Pit1,5 Sit1,js Pij+1s Sij+1)]
oFr 1

[F)'(pij—1, Sij—1 +hs,pi—1;, Si—1,5, Pi,js Sij

dSij_1  2hs
Pit1,55 Sit1,5s Pij+1, Sij+1)

—F}(pij—1, Sij—1 —hs,pi—1,5, Si—1,5, Pij, Sij
Pi+1.4> Sit1,js Pij+1s Sij+1)]
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5.1.3. Modelo en 3D

Resolver el modelo de flujo bifdsico en un dominio tridimensional solo requiere integrar el volumen de control
planteado en un domino sobre los tres ejes cartesianos.

Por ejemplo, si se supone un dominio conformado por un prisma rectangular de dimensiones: L, = 300, L, =
20 , L, = 20; donde consideraremos las mismas condiciones iniciales y de frontera, en este caso las fronteras son
superficies. La formulacién de la discretizacién de las ecuaciones y con el Método de Volumen Finito
sobre el dominio tridimensional se obtiene al integrar sobre el volumen del volumen de control (figura :

o 0 0 Op
[ L Gy (491 )

o Jo b fo G 2) (09 5503

— dxdydzdt — k —, =, | - | AY(S) m=—F—F= | dedydzdt

¢/At /Az Ay Am ot rees “JatJaz Ay JAx Ox 8?/ 0z ( )8.'1/'82182 e

(5.21)

(i+1,j k)

Figura 5.6: Volumen del volumen de control en 3D

Siguiendo los mismos pasos realizados en la discretizaciéon del modelo en 1D, llegamos a un sistema de ecuaciones
discretizado similar a , estableciendo también un esquema totalmente implicito al discretizar sobre el tiempo.
Nuevamente denotamos este sistema discretizado como funciones de sus variables discretas, que en tres dimensiones
tenemos 2 x 7 variables:

F(Dij—1, Sijik—1s Pij—1,ks Sij—1k> Pie1,jks Sie1,4,k> Dirjiks Sijkes Pit1,jks Sidtl,jks Dirjt1ks Oijt1ks Disjkt1s Sijk+1)
Fo(Pijk—1 Sijk—1, Pij—1,ks Sij—1,ks Pim1,j,ks Sim1,4ks Pijiks Sijiks Pit1,gks Sit1,jkes Pisj+1ks Sijt1,ks Pigik+1s Sijk+1)

El tratamiento de Linealizacién con el método de Newton se aborda al realizar la expansion en series de Taylor
en ambas ecuaciones del sistema acoplado . En este caso de tres dimensiones la expresion del sistema lineal-
izado con dp y ds, dado por (??), se extiende a 14 términos que a su vez son factorizados como un producto matriz
vector, donde la suma de estas matrices conforman el Jacobiano y la suma de estos vectores forman el vector de
correcciones dentro del ciclo iterativo.

Finalmente la notacién del modelo discretizado en 3D dentro del método iterativo de Newton-Raphson, no
cambia, simplemente se modifica el indice ¢ que recorre los valores de un vector de tres coordenadas:
{[iajvk - 1]a [7’7] - 17k]7 [Z - ]-,ja k]v [iajv k]v [Z + ]-,ja k]a [7’,] + 17k]7 [ivj’k + 1]}

ok = p0
Wb =58 ; k=0

OF,;(v* uF)  OF,;(vF,u¥)

EoS Ipq 0S5, (0pq)" Fyi(vF,uF) _
Z OF,i(vF u¥)  OF, (v, uk) e - i=0,1,2...N. (5.22)
g=t,5,k—1 = : wr ! (55(1) Fwi(v y U )

Opq 0S5,
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,Uk+1 _ ’Uk + (5p)k
bt = ok 4 (5s)"

Para k =1,2,..., K , hasta que la solucién converge cuando se cumplen las condiciones (6p)* < €,, (65)* < €.

De la misma forma la construccién del Jacobiano se hace derivando numéricamente con el método de (n+1)
puntos.

n
3;0?1;21 ~ QL)[Ff(pi,j,k—l +hp, Sijk—1, Pij—1k Sij—1.k Pie1,jks Si—1jk
Dijks Sijks Pit1gks Sit1,jk
Dij+1,k> Sij+1,k» Pijik+1s Sijik+1s )
—F)(Pijk—1 —Np, Sijk—1, Pij—1k Sij—1k Die1,jks Si—1,k>
Dijks Si gk Didk 1k Sidlhk
Dij41,k> Sij+1.ks Pivk+1s Sijk+1)]



5.2. MODELO BIFASICO INCOMPRESIBLE E INMISCIBLE 51

5.2. Modelo bifasico incompresible e inmiscible

Este modelo difiere del modelo anterior (Buckley-Leverett), al considerar la presién capilar distinta de cero.
Su formulacién axiomdtica se ha presentado en la seccién (3.4) y practicamente todo del desarrollo del sistema de
ecuaciones del modelo bifdsico ya ha sido explicado, por lo que su discretizacién se presentard de manera breve
haciendo referencia a los desarrollos anteriores.

Abordaremos entonces éste modelo con la forma en que aproximaremos la presion capilar. De acuerdo con las
definiciones petrofisicas presentadas en el Capitulo 1, la presién capilar producida por la inmiscibilidad entre el
agua y el aceite (peow), es funcién de la saturacién del agua (1.10]). Y su aproximacién mas simple es:

Prgw = Sp — 1 (5.23)

Al incorporar la presién capilar en el modelo bifésico se tiene mds informacion de la saturacién en las ecua-
ciones. En otros métodos de linealizacién de ecuaciones como IMPES, ésto produce cierta estabilidad numérica en
la solucién. Por ésta razén, se ha decidido resolver los dos modelos para someter a discusién los resultados y ver si
existe un efecto considerable en la solucién con el método de Newton-Raphson.

Al sustituir la presién capilar (?7?) en las ecuaciones de flujo bifdsico inmiscible e incompresible (3.36) y (3.37),

tenemos.

—V - [ \kVp, + )\wkd(S“’i_l)vsw =0
dSy
DS, d(Sw — 1) _
€W -V <)\ka]90 + )\wdewVSw) =0

Nuevamente descartamos fuentes de inyeccién o pozos de extraccién dentro del dominio (¢, = g, = 0).

— V- (AkVp + A"kVS) =0 (5.24)

oS
Asumiremos las mismas condiciones del modelo Buckley-Leverett, asi como, las consideraciones de los parametros
tales que, la porosidad (¢), permeabilidad absoluta (k) y viscosidades (g, fty) SOn pardmetros constantes. Integrando

la ecuacién de presion ([5.20) sobre el volumen de control, figura (5.2)).

—k/ V- (AVp + A"VS) da dt = —k/ (AVp + A"VS], — [AVp + A®VS],,,) dt
At J Az At

Al aproximar las derivadas sobre las caras del volumen de control y la evacuacién de los coeficientes A y A\ sobre
las mismas.

Si — Si— i — Di—
VS|W:T$1; Vp|w=pT];1; AW:A(Sif%)

Siy1 — S i+1 — Di
VS|E:+279€Z VP|E:%§ )\E:)‘(SH%)

Integrando sobre el tiempo, planteando un esquema totalmente implicito (todas las variables en tiempo n) y
sustituyendo las expresiones anteriores.
Pi1 —Pi Sihy =S¢ Pi —Pia S =Sty

L AT y) —A(S2)) (ST ) P

“KAE [A(S™ ) = e

itg

Al aplicar el caso (4) del esquema upwind, descrito en la seccién anterior y factorizando términos semejantes.
Tenemos finalmente la expresién discretizada de la ecuacién de presién.

At

—ko— [M(ST) pits + N (ST) Siy — (A(S?) + A(SILy)) P — (A (S]) + A (Si1)) S+ A(STy) pig + A" (S7) 874 ] =0

Ax
(5.26)
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Continuamos con la integracién de la ecuacién de saturacién ((5.21).

// —d:cdt—/ V- (\“Vp + A\UVS) da dt
At J Az At J Az

La segunda integral es similar a la ecuacién de presiéon que acabamos de resolver, s6lo que ahora ambos coefi-
cientes son la movilidad de la fase agua (A*), por lo que omitiremos su desarrollo. Resolviendo la primera integral

tenemos. A
T

—drdt =e—— [SP — St

At Az A [ ! ]

Finalmente anadimos el segundo integrando, que solamente requiere cambiar la movilidad total por la movilidad

de la fase agua, de la ecuacién ([5.22]).

Az n n—1
I (ST Pl A (SE) STy — (NU(ST) + A (SI0)) B - (520)
— (A(SP) + AU(SP1)) SP+ AU (SPoy) iy + XV (Sy) S ] =0
Las condiciones de frontera son las mismas que se aplicaron al modelo Buckey-Levert.
Para la frontera del extremo A del dominio (figura [5.2) tenemos:
Ecuacién de presiém
At n n w mn n mn n
*kfx [A(SP) Pty + A“(S7) SPy — (A(S]) + A(0,8)) pj
Ax (5.28)
— (A(SF) +A"(0,8)) S + A(0,8) (P} + ﬂgA) +A*(0,8) (284 —S7)| =0
Ecuacién de saturacién
Az . e
exg ST =S
At w n n n mn w n w n
ke (ST Py + XO(ST) Sty = (A(ST) + AT(08) 91 .. (5.29)
A
— (N(SP) 4+ A" (0.8)) S + A(0.8) (P} + 5—-8a) + A"(0.8) (284 = S7) | = 0
A
En la frontera del extremo B del dominio:
Ecuacién de presiém
KL INSY) (2pB — pP) + AU(ST) (285 — SP) — (A(SP) + A(SI))) o1
Az 2 PB | oH i B i [ i—1))Pi - (530)
= (A(S7) + X¥(S1)) SP 4+ A(Siy) piy + A (Sfy) Sfy] =0
Ecuacién de saturacién
Az . —
EE [Sl Sl 1] .
At 31
K NU(S]) (2pB — B + A (S7) (28 — SP) — (A (S7) + XU(SI,)) B (530

— (A(SI) + A¥(SPy)) SP 4+ AW (SPy) pPy + AW (SP,) SPy] =0

Una vez planteadas las ecuaciones sobre el dominio discreto, se aplica el proceso de linealizaciéon con el ciclo
iterativo ([5.13]), hasta resolver el sistema de ecuaciones en el tiempo deseado.
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5.3. Analisis de resultados

La solucion de los modelos discretizados en las secciones anteriores fueron implementados en Python, aprovechan-
do sus herramientas algebraicas, tales como los médulos numpy; para el manejo de arreglos y matrices y scipy; que
ofrece una gran variedad de métodos de solucion de sistemas de ecuaciones para matrices de todo tipo.

El programa estd estructurado en tres archivos:

» flujoBifasico.py
» ecuacionDosFases.py
= parametros.py

El archivo flujoBifasico.py capta la informacién necesaria para ejecutar el modelo requerido y algunos
parametros como el incremento del tiempo y nimero de nodos. Controla también los ciclos de los incrementos
en el tiempo y las iteraciones del método de Newton-Raphson. En ecuacionDosFases.py se construye el Jacobiano
y se derivan numéricamente las ecuaciones, mismo en el que se han implementado los modelos discretizados. Por
tltimo, parametros.py contiene una lista de los pardmetros requeridos por los modelos.

Practicamente se llega a la misma solucién con los dos modelos de flujo bifdsico. Aunque al aplicar distintos
métodos de solucién de sistemas lineales, se presenta una diferencia notable entre éstos, al parecer el modelo que
incluye la presién capilar tiene mayor estabilidad numérica con la mayoria de los métodos de solucién de sistemas
lineales utilizados. Por ésta razén y dado que el Jacobiano siempre resulta en una matriz asimétrica, la eleccién
del método de solucién de ecuaciones lineales se obtuvo al realizar pruebas con cuatro métodos aptos para ma-
trices no simétricas: ” Generalized Minimal Residual”’ gmres, ” Quasi-Minimal Residual” qmr, ” Conjugate Gradient
Squared”cgs y Gradiente Biconjugado bicg. Las pruebas se hicieron con los pardmetros fijos: Ap = 1e3 [Pal,
AS =1le™* Az =10 [m], At = 10 [dfas] y 60 Voltimenes, hasta un tiempo maximo T}, = 900 [dfas].

Los mejores resultados se obtuvieron con gmres y gmr. Ambos modelos (Buckley-Leverett y Bifdsico inmiscible
e incompresible ) convergieron a la misma solucién con una diferencia méaxima del orden de 1,7[Pa] para la pre-
sién y 10e~7 para la saturacién, con movilidades lineales (A[w = 1]). Mientras que la diferencia maxima utilizando
movilidades cuadraticas (A[w = 2]) es del orden de 10e*[Pa] para la presién y le~3 para la saturacién. Graficamente
estas diferencias son imperceptibles. La figura muestra las soluciones de los campos de presién y saturacion del
modelo bifasico con movilidades lineales, las soluciones utilizando movilidades cuadraticas se muestra en la figura

®.7).

Con el método de solucién de sistemas de ecuaciones bicg, la solucién se volvié inestable después de trascurridos
450 dfas utilizando el modelo Bifédsico con presién capilar, mientras que con el modelo Buckley-Leverett divergié a
los 100 dias. Al aplicar el método de solucién cgs los resultados fueron menos satisfactorios, con el modelo Buckley-
Leverett a los primeros pasos de tiempo la solucién no convergié, y para el modelo con presién capilar divergié a
los 200 dias transcurridos.

Esta inestabilidad numérica producida por los métodos de solucién muy probablemente pueda corregirse con el
uso de un precondicionador. Pero como ya se han obtenido resultados satisfactorios con los métodos gmres y qmr
el uso de precondicionadores se a omitido. Finalmente el método qmr resultd ser el mas conveniente por converger
mas rapidamente, al terminar en la mitad del tiempo que le tomé a gmres ejecutar el programa.



54 CAPITULO 5. NEWTON-RAPHSON EN MODELOS DE PETROLEO
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Figura 5.7: Modelo Buckley-Leverett con coeficiente de movilidad lineal. Soluciones cada At = 10 [dfas], hasta un tiempo
mAximo Tnaz = 900 [dias].
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Figura 5.8: Modelo Bifdsico inmiscible e incompresible con coeficiente de movilidad cuadrético. Soluciones cada At = 10
[dias], hasta un tiempo maximo Tinaz = 900 [dias].
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Existe una diferencia notable en las soluciones al considerar las movilidades lineales 6 cuadraticas. El compor-
tamiento de la presién por ejemplo, cuando la movilidad es lineal (figura: , la solucién obtenida en el primer
tiempo es una recta con pendiente negativa y se mantiene fija en los pasos del tiempo consecutivos, a diferencia
de la movilidad cuadratica (figura: [5.7) la curva de la presién se va ajustando (cambio de pendiente) conforme
va avanzando la saturacién del agua (S,,). En cuanto a las curvas de saturacién con la movilidad lineal, se tiene
un frente de desplazamiento mas suave, y simula un desplazamiento total del aceite en los primeros metros de
avance. En cambio, con la movilidad cuadratica el frente de desplazamiento se aproxima més a una funcién escalén
y aparentemente el desplazamiento no es tan efectivo como el comportamiento de la movilidad lineal y hay mayor
saturacion residual del aceite.

5.3.1. Analisis de convergencia con el incremento de At

Las soluciones de los campos de presion y saturaciéon en cada tiempo convergen bastante rdpido cuando las
movilidades son lineales, con ambos modelos. Incluso, en los mejores resultados obtenidos, el ciclo termina con
la solucién trivial (vector cero), es decir, las correcciones dp y 45 son exactamente cero. Cuando las movilidades
son cuadréticas, el nimero de iteraciones aumenta conforme avanza el tiempo, éste comportamiento se agudiza al
incrementar los pasos del tiempo At. Para ilustrar lo anterior se presenta a continuacion las graficas del nimero de
iteraciones contra el tiempo a distintos incrementos At = 5,10, 30, 50. [dias|, y veremos como hay mayor dificultad
para alcanzar la solucién hasta el punto en que el método diverge a partir de una At critica.

# Ilteraciones vs Af; At=5 At=10

l — BL lineal — BL cuad‘ [ — PC lineal — PC cuad
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Figura 5.9: Gréficas: Iteraciones vs tiempo, para At = 5, 10 [d{as]. BL: Modelo Buckley-Leverett ; PC: Modelo Bifésico
inmiscible e incompresible (con Presién Capilar).

En todas las pruebas hechas, el nimero maximo de iteraciones es de 15, la tolerancia para interrumpir el ciclo
iterativo se da cuando el méaximo valor de los vectores de correcciones alcanzan las tolerancias: op < le? y §S < 1e™6
para la presién y saturacion respectivamente. Cuando el nimero méximo de iteraciones es alcanzado se continua
con el siguiente paso de tiempo, utilizando la ultima aproximacién alcanzada, con ésto en mente procedemos al

andlisis de las figuras (5.8) y (5.9).
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# Iteraciones vs Af; At= 30 Aft= 50
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Figura 5.10: Graficas: Iteraciones vs tiempo, para At = 30, 50 [dias]. BL: Modelo Buckley-Leverett ; PC: Modelo Bifdsico
inmiscible e incompresible (con Presién Capilar).

En la figura para un At = 5 [dfas], tenemos un comportamiento aceptable del método iterativo en los
primeros tiempos, la convergencia del método de Newton se alcanza de 2 a 4 pasos iterativos. Como ya se habia
mencionado antes, el método de Newton requiere de més iteraciones con mayor frecuencia conforme el tiempo avan-
za, ésto solo ocurre con la movilidad cuadratica.

Al utilizar la movilidad lineal, el método de Newton es totalmente estable en cualquier tiempo y para todos los
pasos de tiempo At asignados, incluso con el modelo PC la convergencia se alcanza en un solo paso iterativo en los
primeros 200 dias, aunque en todos los casos la solucion en el primer tiempo requiere de al menos 4 iteraciones. Para
un At = 10 [dias] con la movilidad cuadritica, todavia tenemos una solucién aceptable para los primeros tiempos,
tal vez un poco menos estable con el modelo BL. Sin embargo, a partir de los 650 dias ya no se alcanza la toleran-
cia establecida, esto puede apreciarse claramente en los ”maéximos planos”de las graficas en los modelos BL y PC.
Para poder apreciar la escala de tiempo en dias en las gréficas anteriores, multiplique la escala de las abscisas por At.

Como se menciond anteriormente el programa continua al alcanzar el maximo numero de iteraciones, aceptando
la dltima aproximacién. Esto produce que la solucién se desvié al tolerar una aproximacién con mayor error. Aunque
es evidente que la solucién tiene mayor margen de error en los ultimos tiempos, graficamente no se percibe una
diferencia clara comparada con la solucién en At = 5 [dfas], por lo que las soluciones con un paso de At = 10 se
consideran atun dentro del margen de tolerancia.

Continuaremos la discusion de las soluciones con movilidades cuadraticas ya que las lineales mantienen un
comportamiento regular en todos los At probados, incluso se mantiene en un margen bajo de iteraciones hasta
un At = 70 [dias]. En la figura los resultados con las movilidades cuadraticas empiezan a divergir a partir
de At = 30 [dias], las graficas marcadas con 'X’ aparentemente alcanzan una solucién en pocas iteraciones pero
el campo en que se encuentran éstas soluciones estdn muy lejos de un resultado que pueda asociarse a un evento
fisico (no tiene caso mostrar los resultados, se encuentran fuera de rango). La soluciéon con BL cuadrdtica converge
correctamente en los primeros 400 dias, pero en éste caso justo cuando se alcanza el primer "maximo plano”de
iteraciones y empieza a tolerar soluciones con cierto margen de error la solucién empieza a desviarse, solo que ahora
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el error arrastrado es de tal magnitud que afecta las soluciones posteriores. En la figura (5.10) se ve claramente

como inicia la distorsién de la soluciéon en el momento en que ocurrié la primer serie de méximos en las curvas
Tteracién vs tiempo (grafica 1, figura|5.9)).

Ap= 10e+03 [Pa) AS= 1.0e—04 Az = 5.00 [m] At =30 [dias]
0.8 T T T T T
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0

0. 10 50 100 150 200 250 300

longitud [m]

—————— R 8

— \

I\\ \
\ \ \ _

Saturacion

Figura 5.11: Solucién con modelo Buckley-Leverett, movilidades cuadraticas, con paso del tiempo At = 30 [d{as]. Inicia
divergencia de la solucién.

Con las pruebas anteriores podemos establecer como valor critico aproximado, de incremento en el tiempo:
At. = 28 [dfas], para la movilidad cuadrética y At, = 70 [dias] para la movilidad lineal con ambos modelos.

Probaremos ahora, el comportamiento del método de Newton al refinar la malla aumentando el nimero de nodos
a 120. Intuitivamente uno esperaria que la convergencia mejore, sabiendo que se obtiene una mejor aproximacién
con una malla més fina. Sin embargo, aumenté el nimero de iteraciones en todas las pruebas hechas y se redujo el
valor critico de incrementos de tiempo a At = 10 [dfas], para el caso de movilidades cuadraticas, para movilidades
lineales no hubo cambios. En la figura se tienen los resultandos mostrando solo los eventos que convergieron
satisfactoriamente a las soluciones.
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lteraciones vs At, con 120 nodos
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Figura 5.12: Gréficas: Iteraciones vs tiempo, utilizando 120 nodos, para At = 5, 10 [dfas]. BL: Modelo Buckley-Leverett ;
PC: Modelo Bifésico inmiscible e incompresible (con Presién Capilar).

5.3.2. Analisis de error de aproximacion

A continuacién, analizaremos graficamente el comportamiento de las curvas de saturacién y presion al refinar
la "malla” (no existe una malla como tal ya que es un problema en 1D). En las figuras y se muestra el
cambio en las curvas de presion y saturacién para movilidades lineales y cuadraticas al refinar la malla con 15, 30,
60 y 120 volumenes. Cada curva representa la solucién en el tiempo final de 900 dias.

En la figura la curva de saturacion se debe de aproximar a una funcién escalén, y vemos como la solucién
con 120 nodos es la que més se aproxima. Se ha establecido a 120 nodos como refinamiento suficiente ya que a partir
de este nimero de nodos, las curvas se mantienen estables y solo aumenta el tiempo de ejecucién del cédigo. La
curvas de saturaciéon con movilidades lineales describen curvas mas suaves pero conforme mejora la aproximacién
hasta los 120 nodos la pendiente aumenta. Las curvas de presién parecen escalarse con ligeros cambios en sus pen-
dientes, mientras que las soluciones de presiéon con movilidad lineal practicamente se enciman al no haber cambios.

La tendencia que se va dando en las soluciones al refinar la malla, muestra una mejoria en la aproximacion,
un comportamiento similar cuando se evaltian pruebas de error conociendo la solucién analitica (exacta). En éste
trabajo se utilizaron 60 y 120 nodos para distintas pruebas, con los que se obtuvieron resultados aceptables. Es
evidente que conforme méas nodos utilicemos mejores aproximaciones vamos a obtener, pero el costo computacional
restringe estas opciones, més aun, con el método de Newton-Raphson el sistema de ecuaciones que se resuelve
(Jacobiano) es del doble del tamafio del que se resuelve con otros métodos como IMPES. Esto se vio reflejado en
las pruebas de convergencias con At cuando se duplico el niimero de nodos en la figura , donde la refinacién
de la malla compromete los pasos iterativos necesarios para la convergencia y el tiempo total requerido.
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Buckley-Leverett: movilidades cuadraticas
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Figura 5.13: Anélisis de aproximacién. Modelo Buckley-Leverett con movilidades cuadraticas

Buckley-Leverett: movilidades ineales
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Figura 5.14: An&lisis de aproximacién. Modelo Buckley-Leverett con movilidades lineales

5.3.3. Validacién y Comparaci

on: IMPES vs Newton-Raphson

99

El método IMPES como sus siglas lo indican, resuelve IMplicitamente la ecuacion de Presién y Explicitamente
la ecuacién de Saturacién. Este método estd implementado en el software TUNAM (Template Units for Numerical
Applications Methods) desarrollado por el Dr. Luis Miguel De la Cruz [12], con el cual haremos la comparacién de
los resultados obtenidos y la validacién del cédigo de este trabajo implementado en python.

IMPES tiene la ventaja de resolver las ecuaciones bastante rapido comparado con el método de Newton, ya
que resuelve un solo sistema de ecuaciones de la mitad del tamano del Jacobiano de Newton, en cada avance de
tiempo. Para incrementos cortos del tiempo como: At = 1,2,...5. [dias], ambos métodos convergen practicamente

a la misma solucién.
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Comparacion Newton-Raphson vs IMPES. Movilidades cuadraticas
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Figura 5.15: Comparacién Newton-Raphson vs. IMPES : At = 1 [dias]

Empezamos comparando los resultados con las movilidades cuadréticas. En la figura se tienen en la parte
superior las diferencias de las curvas de saturacion y presion entre ambos métodos, en un tiempo de 900 dias, debajo
se tienen Unicamente las curvas de saturacién, ya que éstas describen graficamente el avance de inyeccién de agua
y el desplazamiento del aceite. Con puntos azules se distingue la solucién con el método de Newton y con linea
continua en negro la solucién con IMPES, con una barra de error (color rojo) se indica la magnitud de la diferencia
en dos direcciones (arriba y abajo). En ésta figura se tiene lo que seria la mayor similitud entre las soluciones cuando
At =1 [dia], hay muy poca diferencia entre las saturaciones y se da donde la curva cambia de pendiente. Entre las
presiones en cambio, la diferencia se da a una escala mucho mas amplia a lo largo del dominio por lo que se muestra
en escala logaritmica.

Conforme se incrementan los pasos en el tiempo la diferencia aumenta, como se muestra en la figura donde
se tiene una At critica para el método IMPES. Podemos ver como el frente de desplazamiento (curva de saturacién
con IMPES) se distorsiona y partir de At = 7 [dfas] la solucién diverge, figura (5.16). Mientras que la solucién con
el método de Newton se mantiene estable hasta At < 30 [dias], utilizando movilidades cuadréticas.
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Comparacion Newton-Raphson vs IMPES. Movilidades cuadraticas
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Figura 5.16: Comparacién Newton-Raphson vs. IMPES : At = 7 [dfas]. Valor de At critico a partir del cual IMPES diverge.

Comparacion Newton-Raphson vs IMPES. Movilidades cuadraticas
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Figura 5.17: Comparacién Newton-Raphson vs. IMPES : At = 8 [dfas]. Solucién con IMPES diverge.

Con las movilidades lineales la diferencia entre presiones es una constante sobre todo del dominio, como si fuera
un factor de escala lo que marca la diferencia. En la figura tenemos la mejor similitud entre las curvas de
saturacién con At = 1 [dias], nuevamente en la zona de mayor pendiente hay mas discrepancia.

Con un incremento de tiempo en At = 10 [dias], la solucién con IMPES marca una diferencia notable, figura
(5.18). El cambio abrupto en la pendiente del frente de desplazamiento al parecer es resultado de inestabilidad
numérica en la solucién.

El valor critico del incremento del tiempo para el método IMPES se establece en At = 13 [dias], figura (5.19).
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Comparacion Newton-Raphson vs IMPES. Movilidades lineales
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Figura 5.18: Comparacién Newton-Raphson vs. IMPES : At = 1 [d{as].
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Figura 5.19: Comparacién Newton-Raphson vs. IMPES : At = 10

Es notable la tendencia en el incremento de su pendiente conforme aumenta At. Lo que a mi juicio corrobora que
este comportamiento es debido a cierta inestabilidad numérica del método.

Finalmente para At > 13 [dias], IMPES colapsa y el método de Newthon-Raphson continua con una solucién
estable hasta un valor critico de At = 70 [dfas], utilizando movilidades lineales.
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Comparacion Newton-Raphson vs IMPES. Movilidades lineales
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Figura 5.20: Comparacién Newton-Raphson vs. IMPES : At = 13, valor critico de convergencia con IMPES.
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Capitulo 6

Conclusiones

Las dos versiones de los modelos de flujo bifasico Buckley-Leverett y Bifdsico Inmiscible e Incompresible con-
vergen a la misma solucién. El método de solucién de sistemas lineales mas eficiente para resolver el Jacobiano
resulto ser ” Quasi-Minimal Residual” gmr. Existe un cambio notable en la forma de las soluciones al pasar de la
movilidad lineal a cuadratica, aparentemente la movilidad lineal simula un mayor desplazamiento del aceite con
menor saturacién residual. Cuando la movilidad es cuadratica se tiene mayor discrepancia entre las soluciones al
comparar ambos modelos, con una diferencia maxima del orden de 10e* [Pa] para la presién y le=3 [unidades] para
la saturacién, mientras que con la movilidad lineal la diferencia es mucho menor.

El andlisis de convergencia con el aumento de los incrementos At, muestra graficamente el nimero de itera-
ciones requeridas para la convergencia a distintos pasos de tiempo (At). Con las movilidades lineales se tiene un
desempeno éptimo del método de Newton, en todos los incrementos At probados, incluso se corrobora que con el
modelo Bifdsico Inmiscible e Incompresible, se tiene mejor estabilidad numérica al converger a la solucién en tan
solo un paso iterativo en los primeros 150 a 200 [dias], cuando At < 10 [dias]. Con las movilidades cuadraticas se
requiere de mayor niimero de iteraciones con mayor frecuencia conforme avanza el tiempo, éste comportamiento se
agudiza con el aumento de At. Donde puede apreciare nuevamente, mejor estabilidad numérica en el modelo que
incluye la presion capilar, viéndose reflejada en un menor tiempo de ejecucién del programa.

Para ambos modelos los valores criticos del incremento de tiempo (At) establecidos son:
s At, =70 [dias] ; para movilidades lineales (Ax =5 [m]).
= At. = 28 [dias] ; para movilidades cuadraticas (Az =5 [m]).

Al refinar la malla con Az = 2.5 [m] (120 nodos), en las pruebas con movilidad cuadrética el nimero de itera-
ciones requeridas para la convergencia aumenté drasticamente y se redujo el valor critico del incremento de tiempo a
At. = 10, mientras que las mismas pruebas con la movilidad lineal mantuvieron el mismo rendimiento. Esto simple-
mente nos indica que el coeficiente de movilidad cuadréatica desestabiliza fuertemente la convergencia a la solucion
de las ecuaciones. En éstos casos, ecuaciones con una fuerte no linealidad, se puede tomar como recomendacién uti-
lizar incrementos de tiempo cortos (At) y una la resolucién espacial moderada (Az), para garantizar la convergencia.

En la comparacién con el método IMPES, resalta inmediatamente la ventaja del método de Newton al soportar
incrementos de tiempo mucho mayores, con lo cual se puede avanzar mucho mas rapido en la bisqueda de la solu-
cién sobre el dominio del tiempo, compensando el tiempo requerido por el método de Newton al ejecutar un mayor
nimero de operaciones. Ademas, es capaz de resolver problemas con una fuerte no linealidad con mayor estabilidad,
si se tiene una aproximacion inicial adecuada.

La extension de los modelos resueltos a un dominio en dos o tres dimensiones no tiene mayor complicacién
desde un punto de vista conceptual, si se continua utilizando el método de Volumen Finito. Pero si comprometeria
la capacidad de cédlculo consumido por el ordenador, ya que el método de Newton requiere mayores recursos de
computo, principalmente en la construccién del Jacobiano que involucra la evaluacién numérica de las derivadas y
la solucién del sistema de ecuaciones linealizado.
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Por consiguiente aliento al interesado en el tema, a realizar la extension de los modelos en dos o tres dimensiones
paralelizando la construccién del Jacobiano de ser posible, que corresponde a el 36 % del tiempo total de ejecucién.
Esta labor podria lograrse al dividir adecuadamente la matriz del Jacobiano en submatrices (traslapadas), ya que
la dnica dependencia de datos se da entre los nodos adyacentes. Sin entrar en detalles, por las caracteristicas del
algoritmo, es viable paralelizar la solucién del sistema linealizado con memoria distribuida, lo que toma aproximada-
mente un 50 % del tiempo total. Témese en cuenta que se ha utilizado un lenguaje de programacién interpretado,
por lo tanto estos porcentajes pueden variar al utilizar lenguajes de programaciéon que requieren menos recursos,
por otra parte el método de solucién de sistemas lineales y las matrices construidas son herramientas de python,
asi que éste ultimo porcentaje dado estd sujeto a las herramientas de computo utilizadas.



Apéndice A

Discretizacion de una ecuacion de flujo en una sola fase con el Método de Elemento Finito

Sea un espacio de funciones V' tal que:

V=H(Q)=veH(Q) :vr=0

Introducimos la expresién el operador bilinear que corresponde al producto interno definido en el espacio de
funciones V.

(aVp, Vo) = /

aVp - Vvdx (f,v):/fvdx (6.1)
Q Q

Dada la ecuaciéon diferencial de un problema de flujo monofasico, restringido a un dominio 2 C R%,d > 1. con
frontera I', en un intervalo de tiempo J € [0,T], T >0

)L~V (ap)VP) = F(p) ; €QxJ

a(p)Vp-v=0 ; e€T'xJ (6.2)

p(,0)=po ; €0
Considerando el caso en que ¢ = ¢ = 1, la expresién del problema (6.2)) en su forma variacional: tal que, se busca
p:d—= V.

(C(p) O ) + (a(p)Vp,Vv) = (f(p),v) ; YweV,tel

" (6.3)
p(x,0) =po(x) ; VxeN
Sea V}, un subespacio de elementos finitos de V', tal que:
Vi = {v : v es continuo sobre Q, v es linear en cada elemento (triangulo) K € K;,, y v =0 en I'}
Donde K}, es una particién del dominio 2. El método de volumen finito se formula entonces:
Encontrar p,, € V}, tal que (aVpyp, Vo) = (f,v) Yv € Vj.
c(ph)%,v + (a(pn)Von, Vo) = (f(pr),v) ; YweV,, ted
ot ’ (6.4)

(pr(-,0),v) = (po,v) ; Yv eV,

Introducimos ahora las funciones base ¢; € V}. Denotando a los vértices de los tridngulos Kj por x1, %o, ..., Xy,
siendo estos a su vez los nodos interiores, las funciones base o funciones de Chapeau se definen como.

[ 1 Sii=j

Cada ; es una funcién linear continua sobre el intervalo [0 ,1], tal que su valor es uno en su correspondiente x;
y cero en los demds. De esta forma, cualquier funcién v € V}, tiene su unica representacion.

N
v(x) =Y vigi(x), 0<x<L
i=1
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Por lo tanto, definiremos pj en su version discreta.

N
pu(x,t) =Y pi)ei(x)  (x,1) € QxJ (6.5)
=1

Para j =1,2,..., N, hacemos v = ¢; en (6.4) y sustituyendo (6.5 se tiene el sistema de ecuaciones.

N N
dpipi :
> <C(pi‘ﬂi) C;t Zv%‘) + > (apie) V(i) Vo) = > (fpiwi)sp) s §=1,2...,N
i=1 i=1 i=1
N
Z(‘Pu%)Pl(O):(Z’Oa%)a j:1a2,"'aN
i=1
En notacién matricial equivale a.
dp(t)
Cp)——=+A t) =f t .
(p)—— +AlP)p(t) = f(p) €J (6.6)

Bp(0) =p,
Es importante notar que las entradas de la matrices A y B se obtienen por la contribucién de cada rectangulo
K € Ky, es decir.

A(p) = aij = a(pi)(pi Vi, Vij) = Z a® (pi) (@i Vi, Vo)X
KeKp

Donde
a" (pi) (i Vi, Vo) = a" (ps) _/K eiVeiVy; dt
Finalmente la discretizacion en tiempo. Dada una particién discreta de J, con n pasos en el tiempo tal que
theJ:n=0,1,2,...,T., y aplicando el concepto de derivada hacia atras.
p'—p"!
Atn

Bp(0) = py

C(p")
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Apéndice B

Jacobiano en expresién matricial
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0 S 0 a5
oFey P oFny O 0 0
0 0 8SO 8;1 8Sl
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8«Fu/l ale ale ale 8F‘wl 8F‘wl
9po dSo Op1 EER Op2 052
OF,; OF,; OF,; OF,; OF4; OF,;
Opi—1 081 BI;H 95, Opit1 9Sit1
OFy; OFy,; OF OFy; OF OFy;
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Ejemplo: Jacobiano en un dominio de una dimensién con 6 nodos.
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