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Resumen

Este trabajo tiene por objeto desarrollar y describir la resoluciéon numérica de flujos
turbulentos en dos dimensiones, tomando en consideracion las ecuaciones promediadas de

Reynolds (RANS).

El estudio de la teoria de oleaje hace parte de los principios basicos que deben ser abordados,
a la hora de estudiar los la rotura del oleaje. En este documento se efectiia una introduccién al
modelado costero y las diferentes teorias que pueden ser empleadas para estudiar los procesos
de generacion, propagacion y transformacion del oleaje hacia la playa.

En la propagacién del tren de ondas hacia el continente, se generan fenémenos que deben ser
estudiados de manera independiente y, para los cuales, existen diversas teorias que ayudan a
su entendimiento. De entre todos ellos, en este trabajo se realiza la investigacién de la rotura
del oleaje. El estudio comprende la concepcién de los procesos fisicos que lo gobiernan,
partiendo de simples parametros empiricos hasta elaboradas teorias que muestran la falta de
entendimiento de éste y ayudan a describir detalladamente el fenémeno en cuestién. Para ello
se ha elaborado un modelo matemético denominado INSURF, compuesto por otros modelos,
que bajo una estructura de médulos se encuentra definido por: a) el hidrodindmico o solver; b)
el médulo de reconstruccién de la superficie libre; y ¢) la rutina de turbulencia que trabaja de
manera conjunta con los médulos anteriores. Para la discretizacion se ha utilizado el método
de diferencias finitas con una malla regular. El modelo de turbulencia se basa un sistema
algebraico de dos ecuaciones tipo k — € para la resolucion de la turbulencia anisotrépica. Para
las componentes convectivas se utiliza un método no-centrado (tipo upwind) conservativo de
tercer orden. El resto de cantidades fueron discretizadas a partir de esquemas centrados.

También son analizadas las diferentes metodologias que gobiernan los flujos a superficie
libre, asi como la estructura de las ecuaciones de Reynolds. Se exponen los métodos que, de
manera frecuente, se utilizan en la solucién de los modelos numéricos: variables conservativas,
esquemas conservativos y no conservativos, esquemas descentrados, por mencionar los mas
importantes. Son deducidas las ecuaciones bidimensionales necesarias para la construccién
del modelo, iniciando desde las ecuaciones de Navier-Stokes hasta alcanzar, a través de un
promedio temporal, las ecuaciones de Reynolds.



Los resultados obtenidos a partir del modelo numérico se comparan con datos experimentales.
El campo de velocidades se calcula a partir de una presién supuesta y luego de manera
explicita se estima el campo de velocidades. Se simulan los casos de rotura de presa, flujo en
una cavidad y propagacion de una onda solitaria.



Abstract

The main goal of the research presented in this Thesis is the description and development of
a group of equations that can numerically solve turbulent flows, within the theoretical frame
of the Reynolds Navier-Stokes equations (RANS).

The theories for mathematical representation of ocean waves is a relevant aspect that needs
to be carefully analyzed if the phenomena related to wave breaking are to be studied. Thus,
this document presents an introduction to the numerical description and to the different
wave theories that can be used to compute the generation, propagation and transformation
of waves in their way to the shore.

Waves suffer several transformation processes as they travel from the generation zone to the
coast and each can be the subject of research, in the particular case presented in this Thesis,
the braking process numerical modeling is investigated. The state of the art revision presented
herein goes from the representation of wave braking via very simple empiric and parametric
formulae to very complex theories nevertheless lack of knowledge and understanding of the
process is pointed out. The numerical study is based on the coding of a model named INSURF,
which comprises a group of sub-models: a) the hydrodynamic solver, b) the free surface
reconstruction module (VOF) and 3) the turbulence solver. The latter solves an algebraic
system of two equations type, for the anisotropic turbulence solution. The numerical domain
is discretized in rectangular cells and the equations are applied in a centered scheme except
for the convective terms for which a non-centered (upwind) scheme was used.

Different methodologies for computing the free surface flows were analyzed, as well as the
Averaged Reynolds equations structure. The most commonly used methods available in the
literature are presented, that is, conservative variables, conservative and non-conservative
schemes and non-centered schemes. The derivation of the two dimensional equations employed
for the construction of the model are presented.

The results obtained from the numerical model are compared to experimental test. The
velocity field is calculated from a guessed pressure and later, the velocities are estimated in
an explicit way. The dam-break problem, the cavity flux and the solitary wave propagation
are the bench cases selected to test the INSURF model accuracy.
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Introduccion

En el primer capitulo se revisan los conceptos fundamentales de la hidrodinamica asociada
a los flujos turbulentos, en especial la rotura del oleaje. La revision inicia desde la definicion
mas basica del tipo de rotura hasta llegar a la solucién de este fenomeno a través de las
ecuaciones promediadas de Reynolds (RANS, por sus siglas en inglés). Este fenémeno es de
gran importancia en la ingenieria de costas dado que bajo ciertas condiciones el oleaje se
vuelve inestable y puede llegar a romper. Durante este proceso se genera gran turbulencia,
proceso que puede ser solucionado con modelos apropiados que describan todas sus escalas
espaciales y temporales.

El oleaje es un fenémeno comin en la naturaleza. Por definicion es el movimiento de una
onda con cierto periodo que describe una trayectoria atrds-adelante y/o visceversa. Por esta
razon, se hace en el capitulo 2 una breve definicién de las técnicas de dindmica de fluidos
computacional que actualmente son empleadas para el adecuado entendimiento del modelado
del oleaje. Con sus ventajas y desventajas inherentes a las ecuaciones que los gobiernan, y la
forma como pueden ser aplicadas a diferentes problemas en la ingenieria.

En el capitulo 3 se hace una sinépsis de las principales caracteristicas asociadas al modelado
de la turbulencia. Se definen a detalle los prinpales elementos que componen el campo de
flujo durante el fenémeno de la rotura, asi como el manejo de las ecuaciones que gobiernan el
flujo turbulento. Las limitaciones tecnoldgicas y de comprension en las ecuaciones generales
de Navier-Stokes son precisadas, con el fin de comprender los problemas que se tienen en la
resolucion de la turbulencia a nivel de la microescala, lo compleja que llega a ser esta tarea y
los medios que se tienen para la estimacién completa a través del empleo de condiciones de
contorno desarrolladas para tal fin.

Las ecuaciones de Navier-Stokes, responsables de la descripcion de forma completa del campo
de flujo son desarrolladas en el capitulo 4. Se describen las leyes de conservacién para un flujo
incompresible conformado por un sistema cerrado y se detallan sus limitaciones en cuanto al
modelado del oleaje. Como consecuencia de estas limitaciones se desarrollan las ecuaciones
de Reynolds aplicadas al modelo INSURF, que en definitiva son las que comunmente se
emplean para describir los fenémenos turbulentos. Los diferentes métodos para la solucién
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de las ecuaciones de Reynolds son definidos en este capitulo y se sustenta el porqué se utiliza
la presién como variable independiente para la solucién del sistema de ecuaciones. Junto
con la solucién de la ecuacion de la presién, es definido el método para el cierre de las
ecuaciones, constituido por un modelo de turbulencia algebraico de dos ecuaciones tipo k —e.
Son enunciados los avances en las técnicas para la reconstruccion de la superficie libre. Se
hace una precision desde los primeros desarrollos en las técnicas de reconstruccion hasta los
modelos mas sofisticados para el analisis de la evolucion de la superficie libre.

En el quinto capitulo se repasan algunos conceptos de métodos numéricos para sustentar
la descripcién numérica de las ecuaciones de gobierno. Se selecciond este método pues
es una clasica aproximacién para encontrar la solucién numérica de las ecuaciones que
gobiernan el modelo matematico de un sistema continuo. Las derivadas son reemplazadas por
aproximaciones que convierten el problema de ecuaciones parciales en un sistema algebraico
facil de resolver.

El ultimo capitulo de esta investigacion tiene como propésito dar una validacién y aplicacion
al modelo construido. Dada la aleatoriedad del flujo, se pretende analizar el comportamiento
de los grandes vortices de caracter anisotrépico a través de la simulacién de sencillos casos
fisicos. El primer fenémeno descrito es el caso de la onda generada por la rotura de una
presa, que tiene como objetivo conocer la evolucién de frente de onda en el tiempo. La
segunda aplicacion estd descrita por la simulacién del flujo en una cavidad, con el fin de
analizar el comportamiento del campo de velocidades en circuitos cerrados. Finalmente, por
la importancia que tiene el modelo en el desarrollo de futuras aplicaciones en ingenieria
costera, se efectia la simulacion de un solitén en un fondo plano, analizando su forma y la
magnitud de las componentes de la velocidad.

Finalmente se presentan las conclusiones de este trabajo y las futuras lineas de investigacion
que pueden ser desarrolladas, a partir de la base que se deja con la construccién del modelo
matematico utilizado en la soluciéon de flujos turbulentos. Esto solo representa un primer
intento, una linea de estudio que puede ser explotada para el andlisis de las diferentes escalas
de la turbulencia, y con seguridad a partir del continuo trabajo en el mejoramiento del coédigo
fuente, el modelo podra ser utilizado en aplicaciones de ingenieria costera.
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Aspectos Fundamentales

1.1. Antecedentes

En todo proyecto de ingenieria costera es necesario conocer las caracteristicas del clima
maritimo y los procesos fisicos que éste involucra. Por ejemplo, para el diseno portuario o el
estudio de la evolucion de una playa se deben conocer las condiciones de oleaje y viento de
la zona de interés. Para conocer el oleaje se debe realizar la transferencia de las alturas de
ola desde mar adentro hacia la costa [? |.

En aguas profundas el oleaje generado por el viento no es influenciado por el fondo. En el
proceso de propagacion hacia el continente, el tren de ondas se ve afectado por la batimetria
y las corrientes, y las olas pierde parte de su energia al modificarse por el efecto de la
friccion. Como consecuencia de esto la amplitud de la onda aumenta y su longitud disminuye,
provocando el peraltamiento de la ola a través de un proceso de transferencia entre la energia
cinética y potencial. En profundidades reducidas el oleaje se desplaza a una velocidad menor
que la cresta dando lugar al volteo. El volteo genera un chorro de liquido que se precipita hacia
la base de la ola y produce una gran dispersién de agua, traducido en una gran turbulencia
del flujo, conocido como rotura del oleaje. El fenémeno de la rotura es el responsable de
una gran pérdida de energia y del transporte de sedimentos que se produce en la zona de
rompiente.

La rotura del oleaje se presenta en el interior de lo que se conoce como el zona de rotura (surf
zone, por su nombre en inglés), una regiéon que se extiende desde poco antes del rompimiento
del oleaje hasta la zona de lavado en la playa. Se caracteriza por ser la zona méas dinamica
de la costa, donde se origina el transporte de sedimentos y los cambios en la batimetria,
ambos dominados por las condiciones hidrodinamicas que inducen la rotura y las corrientes.
El estudio de la transformacién del oleaje, el nivel del mar y las corrientes que se generan
en ésta zona constituye un paso adelante para la estimacién del dano potencial generado por
inundaciones y el deterioro de las estructuras por la accion del oleaje, asi como el analisis de
la evolucién de la linea de costa, los cambios del perfil transversal de la playa, el diseno de
estructuras costeras, etc.

Después de la propagacion del oleaje desde mar adentro hasta la playa, la descripcion
del oleaje en la zona de surf constituye gran importancia para analizar los fenémenos de
turbulencia inherentes a la rotura, ademds, observar como es la evolucion de la altura de ola
a medida que se propaga a través de esta region.
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El oleaje que se aproxima a la playa se peralta a medida que la profundidad disminuye.
Cuando el grado de esbeltez alcanza un valor limite (que es funcién de la profundidad relativa
% y la pendiente de la playa —tanf), la ola rompe disipando energia, induciendo corrientes
en la costa e incrementando el nivel medio del mar. Este fenémeno se presenta en un punto
donde la profundidad del fondo marino es aproximadamente igual a la altura de la ola.

1.1.1. Transformacién del Oleaje

El perfil de una playa se puede dividir en 4 regiones que dependen de las caracteristicas de
transformacién del oleaje.

1. Regién de someramiento o pre-rotura.

2. La franja exterior de la zona de rotura, donde tiene lugar el rompimiento de grandes
olas.

3. La parte interior de la zona de rotura donde rompe la mayoria del oleaje.

4. La zona de lavado.

En resumen, cuando el oleaje ingresa a la parte exterior de la zona de rotura -la cual tiene
aproximadamente un ancho de 5 a 10 veces la profundidad- cambia su forma abruptamente.
El tren de ondas pierde energia de forma indirecta debido a la formacion de grandes vortices
en la superficie.

En su avance hacia la playa, cuando el tren de ondas ingresa a la porcién interior de la zona
de surf o zona de rompiente, se forma un vortice periédico y turbulento. Ademaés, se produce
la transformacion de un flujo continuo y directo en un movimiento turbulento y de baja
frecuencia.

1.1.2. Pre-rotura

En aguas profundas el perfil del oleaje tipo SWELL tiene forma sinusoidal con una cresta
redonda. Cuando el oleaje entra de aguas intermedias a someras la longitud y la celeridad
de la onda decrecen, aumenta su altura y el perfil del oleaje cambia de sinusoidal a una
onda con pico en la cresta separada por canales planos en sus costados laterales. En aguas
poco profundas cuando la ola esta cerca de romper, la cresta se vuelve asimétrica, inestable y
finalmente rompe. La asimetria y oblicuidad son medidas estadisticas que indican la asimetria
horizontal (pico) y vertical (inclinacién hacia adelante) de la onda. Son por lo tanto medidas
de la no linealidad que incrementa conforme el oleaje que proviene de aguas profundas esté a
punto de romper.

La region de aguas someras se define como la regién donde la longitud de la onda es mucho
mayor que la profudidad. Las olas en esta region se conocen como ondas largas. En términos
del parametro de longitud de onda y; se tiene que:

4
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L
M = E <1 (1.1)

En esta regién los efectos de difraccién no son importantes.

Otro parametro adimensional muy importante es el parametro de amplitud d, que da relativa
importancia a la amplitud de la onda respecto a la profundidad.

A
5 == 1.2
- (12)
La combinacion de estos dos pardametros lleva al nimero de Ursell, definido como:
5, HL?

Este parametro es una medida de relativa importancia de la no linealidad y la dispersividad,
que son relevantes a la hora de distinguir entre 3 diferentes tipos de teorias de oleaje. La
aproximacién tedrica de oleaje adecuada para el estudio de ondas largas depende del valor
de este parametro.

Si U, <= 0 corresponde a ondas de aguas someras lineales.
Si U, = 0 ecuaciones de Boussinesq
Si U, >= 0 ondas de aguas someras no lineales

Sin embargo, es muy dificil en la préctica, seleccionar una teoria de oleaje adecuada
que abarque todos los componentes del espectro incidente. Debido a esto, las recientes
investigaciones se han enfocado al desarrollo de modelos unificados que describan la
propagacion del oleaje totalmente no lineal desde aguas profundas hasta aguas someras.

1.1.3. Rotura del Oleaje

En la zona de rompiente la rotura del oleaje se produce por la disminucion de la profundidad
(Short, 1999). El mecanismo de rotura permite que la velocidad horizontal de las particulas
de agua sea mayor que la velocidad de la fase de la onda. Por consiguiente, el frente de ola
se peralta y se desarrolla un frente turbulento donde las particulas de agua caen bajo éste.

En el proceso de rotura se pueden identificar dos tipos de movimientos: rotacional e
irrotacional. Durante el peraltamiento, el volteo y la formaciéon del chorro se tiene un
movimiento irrotacional. En el cierre del chorro con la parte inferior de la superficie del
agua se forma un flujo bifasico, es decir, cuando la onda cae el fluido queda conectado por
dos partes. El movimiento en ese instante es irrotacional, pero el gradiente es diferente de
cero, lo que topoldgicamente induce una circulacién (rotacion) alrededor de la cavidad. Esta
cavidad que se genera en el interior de la onda colapsa rapidamente, mientras se mezcla con
el agua. El resultado final es una regiéon con movimientos en forma de vortices y una alta
concentracion de burbujas que se levantan en la superficie (Battjes, 1998).
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Durante el proceso de rotura una gran cantidad de energia es liberada y se convierte en
turbulencia. La turbulencia disipa la energia del oleaje con la consecuente disminucién de
la altura de ola a medida que decrece la profundidad. La rotura causa la generacién de
movimientos de corto y largo periodo dentro de la zona de rotura.

El punto de rotura se define como el sitio donde inicia la disipacién de energia (Singamsetti
y Wind, 1980). Dada la dificultad para medir este lugar, ain con experimentos, se adoptan
otras definiciones que solo tienen en cuenta las propiedades externas del oleaje. La definicion
mas ampliamente utilizada describe al punto de rotura como la localidad donde la altura de
ola alcanza su maximo (H,,4;). Otra definicién lo sugiere como la relacién entre la altura de
ola y la profundidad (%)max. La altura a la cual rompe la ola se relaciona con la profundidad
por el indice de rotura 7,, definido como:

Hb = ’}/Thb (14)
donde, H, es la altura de la ola en la rotura y h, profundidad del agua en el punto de rotura.

b supera el indice de rotura

De acuerdo con (Singamsetti y Wind, 1980) cuando la relacién T

(= 0.15) la ola rompe.

Los estudios de laboratorio han demostrado que el indice de rotura incrementa con el
gradiente de la playa y disminuye con el peraltamiento de la ola. En los ensayos llevados a
cabo con oleaje monocromatico el punto de rotura es constante dado que todas las olas poseen
la misma altura de ola y en consecuencia rompen a la misma profundidad. Sin embargo, en
una playa natural el oleaje es irregular y el punto de rotura se mueve hacia la playa o hacia
el mar en funcién de la altura de ola. Cuando se considera oleaje irregular, la relacion se
expresa como:

Hrms = b/?”] hb (15)

donde, [7,] varfa entre 0.3 y 0.6 en playas naturales. Este es el indice de rotura aleatorio y es
considerablemente menor que uno para oleaje irregular.

Cuando el oleaje se aproxima a la playa, su longitud L decrece y su altura puede aumentar,
causando que el peralte de la ola % se incremente. El oleaje rompe cuando alcanza el limite de
peraltamiento que es funcién de la profundidad relativa % y la pendiente de la playa tan(f).

1.1.4. Tipos de Rotura

El tipo de rotura se refiere a las diferentes formas como la ola cae una vez llega al punto limite
de peraltamiento. Estos se describen de acuerdo a la clasificacion dada por Galvin (1968):
descrestamiento, voluta, colapso y oscilacion. En la rotura por descrestamiento la cresta de la
ola es inestable y se forma en ella una superficie con burbujas de aire. En la voluta la cresta se
ondula y se precipita subitamente sobre la base de la ola formando una gran salpicadura. La
rotura por colapso se caracteriza porque en su avance la ola se mantiene esbelta sin romper
hasta que llega al punto limite donde finalmente rompe; se forma una superficie irregular y

6
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turbulenta. Finalmente, la rotura en oscilacién ocurre muy cerca de la playa; en esta zona la
lamina de agua es delgada y puede presentar un pequeno rompimiento cuando avanza sobre
la zona de lavado y se encuentra con el flujo en descenso.

El tipo de rotura se puede correlacionar con el nimero de Iribarren (&), definido como:

1

H, 2
§o = tanf (-0) (1.6)
Lo
donde el subindice denota la condicién de aguas profundas (Galvin 1968, Battjes 1974).

Cuando se tiene una playa con pendiente uniforme, el tipo de rotura (Battjes 1974, Galvin
1968) se puede estimar a partir de:

Oscilacién / colapso & < 3.3
Voluta 0.5 < & < 3.3
Descrestamiento &y < 0.5

De acuerdo con los valores dados para el nimero de Iribarren, la rotura por descrestamiento
se da para un oleaje muy esbelto propagandose sobre una pendiente de playa suave; la voluta
se presenta cuando olas moderadamente peraltadas arriban a una costa con una pendiente
pronunciada; el rompimiento por colapso y oscilacion se produce en condiciones donde las olas
no tienen mucha inclinacién y viajan sobre una plataforma continental con alta pendiente.

De acuerdo a Divoky, Le Méhauté y Lin (1970) la rotura por descrestmiento difiere muy poco
del oleaje que no rompe, forma menos turbulencia en el fondo y por lo tanto genera menor
efecto en el transporte de sedimentos por suspension en comparacion con el colapso y la
voluta. Dentro de los 4 tipos de rotura, la voluta es la que genera un mayor movimiento local
de fluido en el fondo, ya que la cresta se precipita en forma de chorro. La magnitud y direccion
del viento tienen gran influencia en el rompimiento del oleaje. Asi lo demostré Douglass
(1990) quien pudo verificar que los vientos que se mueven desde el continente hacia la playa
hacen que las olas rompan y se descresten en aguas profundas, mientras que los vientos que
provienen desde mar adentro inducen la rotura en aguas someras, donde las olas rompen en
voluta.

Para los criterios de rotura se han desarrollado diversas formulaciones con el objetivo predecir
la altura de ola (H,) alcanzada en la rompiente. Se utiliza con frecuencia el indice de rompiente
para describir la altura de ola unidimensional de la onda; éste se clasifica en dos. El indice
de profundidad de rompiente,

= (1.7)

Vr
donde d; es la profundidad de la rompiente.

Y el indice de altura de rompiente, definido de la siguiente manera:
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H,
T H
La rotura del oleaje esta senalada bajo diferentes enfoques. Una de ellos la define como
el punto donde se alcanza la méxima altura de ola (Singamsetti y Wind, 1980). Otros la
precisan como el punto donde el frente de la ola se vuelve vertical (voluta) y luego se produce
la formacién de burbujas de aire en la cresta (descrestamiento).

7 (1.8)

Los primeros estudios que abordaron el problema de la rotura del oleaje, se basaron en el
analisis de una onda solitaria. En 1891, McCowan determiné que el indice de profundidad de
la rompiente es vy, = 0.78 para una onda solitaria que se propagaba sobre un fondo horizontal.
Este valor se utiliza generalmente en la ingenieria practica para realizar una estimacion inicial
del indice de rotura. Munk (1949) desarrollé una expresion adicional para determinar el indice
de profundidad de la rotura para una onda solitaria, como:

Q) = 0.3=" (1.9)

Con la experiencia adquirida, surgieron con el tiempo estudios adicionales basados en el
analisis de ondas periddicas. Dentro de estos, se encuentran los trabajos desarrollados por
Iversen (1952), Goda (1970), Weggel (1972), Singamsetti y Wind (1980), Sunamura (1980),
Smith y Kraus (1991) y otros, quienes establecieron que los indices de rotura son funcién de
la pendiente de la playa y de la esbeltez de la onda incidente.

Wegel (1972) desarrollé una ecuacién para el indice de profundidad de rompiente a partir
de datos obtenidos de laboratorio para una onda monocromatica que rompia sobre un talud
plano y liso.

Y =b—a—— (1.10)
Para tanf < 0.1y %, donde T es el periodo, g es la aceleracion de la gravedad, y Hy

es equivalente a la altura de ola en aguas profundas no refractada. Los pardmetros a y b son
funciones empiricas de la pendiente de la playa, dada por:

a=43.8(1— e 19P) (1.11)
1.56
- 1_|_e—19tanﬁ (112)

Komar y Gaughan (1973) desarrollaron una relacién semi-empirica para el indice de altura
de la rotura a partir de la teoria lineal

H\
Q, = 0.56 (—0) (1.13)
Ly

El valor de 0.56 se obtuvo de datos experimentales de laboratorio y de datos de campo.
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Para oleaje irregular, la rotura de las olas se genera en una amplia zona, semejante a ondas
individuales con diferentes valores de periodo y altura. En la region de saturacién, es decir,
el punto donde rompen todas las olas, la altura de ola se puede relacionar con la profundidad
local (d) ast:

para la altura de ola media cuadratica.

Hypsp = 0.42d

para la altura de ola del momento de orden cero.
Hypop = 0.6d

Se espera alguna variabilidad en H,,s, v Himop con respecto a la esbeltez de la ola y la
pendiente de la playa. El modelo numérico de transformacién de oleaje espectral STWAVE
(Smith et al. 2001) utiliza el criterio modificado de Miche (1951). Ambas expresiones
representan la profundidad y el peraltamiento inducido por el rompimiento de la ola.

El modelo numérico NMLONG (Numerical Model of the LONGshore current) desarrollado
por Larson y Kraus (1991) calcula la rotura y el decaimiento de oleaje mediante la
aproximacién de una onda solitaria, aplicando el modelo de abatimiento de olaje de Dally,
Dean y Darlymple (1985) para oleaje irregular y monocromético. La principal hipdtesis del
modelo es que el oleaje y la batimetria deben ser uniformes en la direccién longitudinal de la
playa, mientras que el perfil transversal puede ser irregular. El modelo utiliza sélo un periodo
y direcciéon del oleaje, ademas aplica la distribucién Rayleigh a la altura de la ola en la zona
de surf.

1.1.5. Método de Similitud

Este método se utiliza para determinar la altura de ola a través de la zona de surf suponiendo
constante la relacién altura de ola - profundidad en el punto de rotura.

Hb :’Vrdb (114)

También referido a rompimiento por saturacién ha sido utilizado satisfactoriamente por
Longuet - Higgins y Stewart (1963) para calcular la elevacién del nivel medio por accién
del oleaje (setup), por Bowen (1969a), Longuet - Higgins (1970 a,b) y Thornton (1970) para
calcular las corrientes a lo largo de la playa. Este técnica se aplica solo a profundidades que
decrecen de forma constante en la zona de surf y arroja buenos resultados para playas con una
pendiente aproximada de 1/30. Para playas con pendientes muy pronunciadas la ecuacion 1.14
tiende a subestimar las alturas de ola, mientras que para pendientes muy suaves sobreestima
la altura de ola; ademas se basa en la suposicion de que la altura del oleaje para el nivel
medio del mar es cero.

En la zona de surf se utiliza la distribucién de altura de ola como método estadistico para
describir la transformacion del oleaje hasta la costa. Generalmente es representada con otro
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tipo de distribucién, la distribucién tipo Rayliegh truncada (Collins, 1970; Battjes, 1972;
Kuo y Kuo, 1974; Goda 1975). Battjes y Janssen (1978), Thornton y Guza (1983) definen la
disipacion de energia producto de la rotura como:

67" = 025ngbfm (Hmax>2 (115)

donde @) es el porcentaje de rotura de la ola, f,, es la frecuencia de oleaje media, y la altura
maxima de la ola se basa en el criterio de Miche (1951)

Hppor = 0.14Ltanh (kod) (1.16)

donde ko es el nimero de onda.

Battjes y Janssen basan el porcentaje de rompimiento de la ola a una distribucién tipo
Rayleigh truncada en H,,,,. La especificacién de la altura de ola méaxima en términos del
criterio de Miche tiene la ventaja de que proporciona resultados razonables del peraltamiento
limite del oleaje asi como de la profundidad limite de rotura (Smith et al. 1997).

1.2. Estudio del Movimiento del Fluido

El movimiento de un fluido Newtoniano se encuentra determinado por las ecuaciones de
Navier-Stokes, que constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
sin solucion analitica. Para la resolucién numérica del sistema de ecuaciones es posible utilizar
diferentes metodologias. La primera y mas completa consiste en la simulacion numérica
directa (Direct Numerical Simulation) que resuelve todas las escalas del movimiento del
fluido. Tal precisién viene adscrita al uso de una malla tan fina que debe abarcar los vortices
de menor tamano, conduciendo a pasos temporales demasiado lentos, que en tltima instancia
hacen del empleo de ésta técnica un elemento inabordable en los casos de interés practico.

Un segundo enfoque consiste en resolver tnicamente los remolinos de gran tamano (Large
Eddy Simulation) simulando el efecto de aquellos que tienen menor dimensién, en cuyo caso
no pueden ser resueltos con un determinado tamano de malla. Este proceso se puede traducir
como un filtrado del sistema algebraico, donde las ecuaciones de gobierno son manipuladas
para que contengan sélo las componentes de mayor tamano. Para ello se introducen unos
términos de tension que representan la interaccién entre ambas escalas de movimiento y
su cualidad principal es el hecho de tener un efecto disipativo. El efecto de las tensiones
mencionadas es calculado a través de diferentes modelos, conocidos en la literatura como
models de escala de sub-malla (SGS, Subgrid Scale Models) y se basan en los trabajos
realizados por Smagorinsky. La ingenieria practica cominmente no exige el conocimiento de
todos los detalles del flujo, solo de algunas propiedades, como la distribucién de la velocidad,
el campo de presiones, etc.

La ultima perspectiva de estudio es una aproximacién menos costosa numéricamente que las
anteriores y reproduce resultados bastante eficientes y que se ajustan con precision con los
datos reales. Estos modelos de turbulencia se basan en las ecuaciones de Reynolds que son
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obtenidas mediante el promediado temporal de las ecuaciones de Navier-Stokes (Reynolds
Averaged Navier-Stokes). Las aproximaciones RANS han sido elegidos para el estudio de la
rotura del oleaje y se presentan en el capitulo 4.

El promedio temporal de las variables conservativas produce, de manera similar a los modelos
LES, unos términos de tensién conocidos como las tensiones de Reynolds. El célculo de estos
esfuerzos se puede llevar a cabo a través de la estimacion de la viscosidad turbulenta, para
lo cual es necesario el empleo de un modelo de turbulencia. Los modelos de turbulencia
existentes en la literatura se exponen en el capitulo 3.

1.3. Numero de Dimensiones del Modelo

Los modelos que se citan en el apartado anterior tienen en cuenta el movimiento de las
particulas del fluido en las tres direcciones espaciales. En el caso de fluidos que contienen
superficie libre, esta representa una frontera mas junto con el fondo y los contornos laterales.

Este proyecto es factible representarlo en tres dimensiones pero el grado de complejidad de
este tipo de modelos hace de ellos una tarea ardua y dificil de abordar incluso para dominios
relativamente sencillos. Se tienen a diferencia de los ultimos los modelos de una dimension.
Para fenomenos especificos, como el movimiento del flujo en un canal o la propagacién del
oleaje hacia la costa, resultan ser muy eficientes. Un problema que se tiene con los modelos
unidimensionales es su limitacion en cuanto al efecto de cambios de direccion del flujo. Como
en este caso solo se realiza el estudio de una ola propagandose hacia la costa, se supone que
no habra cambios de direccién y se selecciona el modelo unidimensional para el estudio de la
rotura del oleaje.

1.4. Técnicas de Discretizacion

En el tema referente a la discretizacion espacial de las ecuaciones, la mayor parte de los
modelos empleados en la dindmica de fluidos computacional (Computational Fluid Dynamics,
CFD), siguen alguna de las siguientes técnicas: a) Diferencias finitas; b) Volimenes Finitos;
c¢) Elementos Finitos.

El método de diferencias finitas es el mas utilizado debido a su antiguedad, aunque en
las ultimas décadas ha perdido aplicacién debido a su poca flexibilidad desde un punto
de vista geométrico. Generalmente, esta metodologia es aplicada a mallas estructuradas.
Su implementacién es relativamente sencilla y permite desarrollar con facilidad nuevos
esquemas numéricos que pueden ser generalizados a varias dimensiones y ser migrados a las
formulaciones de volimenes finitos. En el capitulo 5 se hace una descripcién mas detallada
de esta metodologia.

La formulacién en volimenes finitos es quizas la mas ampliamente utilizada en la actualidad,
especialmente en los modelos utilizados para aguas someras y en modelos que solucionan
las ecuaciones en tres dimensiones. Su versatilidad permite la aplicacién a mallas tanto
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estructuradas como no estructuradas y la forma de volimenes elementales puede ser muy
variada. Su flexibilidad y sencillez conceptual explican la aceptacion que posee. Cuando se
aplica a problemas de una sola dimensién, su funcionamiento es equivalente al método de
diferencia finitas y, en funcién de la malla utilizada se puede llegar a emplear a un niimero
de dimensiones mayor.

La principal propiedad del método de elementos finitos se debe a su riguroso fundamento
matematico que permite una estimacion del error con antelacién. Desde un punto de vista
conceptual es mas complejo que los métodos anteriores y desde un sentido fisico es menos
comprensible, conservando la misma flexibilidad de aplicaciéon a geometrias complejas que el
método de volumen finito.

1.5. Ecuaciones Promediadas de Reynolds (RANS)

Muchos modelos numéricos basados en las ecuaciones de Boussinesq se han efectuado para
modelar el oleaje en la zona de surf con la implementaciéon empirica de la rotura. En el
dominio de tiempo de los modelos Boussinesq, los remolinos en la superficie (Schéffer et
al. 1993) y la viscosidad de vértices se utiliza para representar la rotura y, su efecto en la
disipacion de energia. La rotura para una onda individual se basa en la velocidad de la cresta
y la pendiente de la superficie del agua. Estos modelos representan exactamente la variacion
temporal, el perfil no lineal de oleaje y la profundidad media de la corriente.

La Simulacién de Grandes Vértices (Watanabe y Saeki 1999; Christensen y Deigaard 2001)
se utiliza para el estudio de campos de flujo turbulentos tridimensionales generados por el
rompimiento de oleaje. De acuerdo con Nadaoka, Hino y Koyano (1989), estos modelos pueden
representar los vortices oblicuos generados por la rotura del oleaje, que a su vez incrementan la
intensidad de la turbulencia, la viscosidad de remolino y los esfuerzos cortantes cerca al fondo.
Los resultados de estos modelos sirven para explicar los modelos de transporte de sedimentos
para los tipos de rompiente de voluta y descrestamiento (Wang, Smith y Ebersole 2002). Sin
embargo, los modelos de turbulencia a gran escala a pesar de que son buenas herramientas
para la investigacion, requieren grandes recursos computacionales para cortas simulaciones.

Como ultima opcidn se tienen las ecuaciones RANS, que a diferencia de las anteriores han sido
la mas utilizadas en las iltimas décadas con el desarrollo de modelos de diferente complejidad.
Esta técnica se basa en reemplazar en las ecuaciones de Navier - Stokes el valor instantaneo de
la velocidad por la suma de su valor medio méas una fluctuacion, y posteriormente promediar
en el tiempo las ecuaciones resultantes. La desventaja que presenta esta técnica es que al final
se obtienen mas incognitas que ecuaciones, conocido con le nombre de problema de cierre de
la turbulencia, donde es necesario establecer dos ecuaciones adicionales para que el sistema
sea dimensional.

Este problema se resuelve: 1) Suponiendo que los vortices del proceso de mezcla y transporte
turbulento poseen una dimensién y velocidad caracteristica. 2) Se procede al célculo de estas
escalas a nivel espacio temporal. Este procedimiento se efectia a través de modelos de dos
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ecuaciones o de segundo orden, donde el mas utilizado es el modelo de turbulencia k — e.

Este modelo fue propuesto por Kolmogorov (1942) y Prandtl (1945) y se basa en desarrollar
una ecuacion adicional de transporte para la energia cinética turbulenta k y otra para la
disipacion de la turbulencia e. Fisicamente k se puede asociar a una velocidad y al combinarse
k — € se obtiene una variable que se asimila a una longitud. A partir de estas dos variables
se pueden estimar las incognitas adicionales que resultan de promediar temporalmente las
ecuaciones de Navier - Stokes. El desarrollo de estas ecuaciones se puede realizar de forma
analitica pero por cuestiones practicas la mayoria de sus términos resultan del empleo de
coeficientes empiricos (Rodi, 1984).

El primer intento de un modelo numérico de oleaje que resolviera las RANS fue desarrollado
por Lemos (1992). Heinrich (1992) modificé el modelo VOF2D el cual es un modelo de
superficie libre no lineal bidimensional. Este modelo se basa en las ecuaciones de Navier -
Stokes y estudia la generacién, propagacién y flujo maximo de ascenso de tsunamis creados
por movimientos de masa, pero no considera los efectos de turbulencia. Heinrich compara
sus resultados con experimentos hechos por su autoria, donde observa resultados razonables
excepto en zonas donde es importante la turbulencia inducida por el rompimiento del oleaje.
La rotura bidimensional de ondas ha sido estudiada mediante el método MAC (Marker an
Cell) (Johnson et al., 1994) y el volumen de fluido (VOF) (Ng y Kot, 1992).

Chen y Lee (1996) emplean simulaciones numéricas con modelos basados en las ecuaciones
RANS que tienen en cuanta efectos no lineales y viscosos. Weymouth et al. (2005) utilizan
dichos modelos para analizar el cabeceo y el giro de botes. La finalidad de todas estas
simulaciones es analizar la hidrodinamica de embarcaciones y su posterior aplicacién en el
disenio de éstas.

Miyata et al. (1996) y Kawamura (1998) presentan modelos numéricos para el estudio
tridimensional de ondas generadas por barcos, mediante la simulacion de una superficie libre
uniforme pasando a lo largo de un cilindro vertical. Sin embargo, el proceso dindmico cuasi
estacionario de las ondas generadas por barcos es muy diferente al proceso de la rotura del
oleaje en la zona de rompiente.

Mas tarde, [? ] mejoran el modelo de Lemos con el objeto de simular la rotura por
descrestamiento y voluta del oleaje en la zona de rompiente. Los resultados de estas
modelaciones fueron comparados con datos de laboratorio por Ting y Kirby (1995, 1996). [?
| Lin y Liu (1998 a) muestran que la rotura en descrestamiento y voluta del oleaje en la zona
de rompientes puede modelarse en dos dimensiones mediante las ecuaciones promediadas de
Reynolds (RANS), acopladas con un modelo de cierre de la turbulencia del tipo k — €, de
segundo orden. Su modelo numérico simula la rotura de olas y flujos con fuerte variacion
tanto espacial como temporal. El modelo llamado COBRAS (Cornell Breaking - Waves and
Structure), ha sido aplicado a diversos problemas de someramiento, rotura y runup, asi como
problemas de interaccién onda - estructura con contornos semi-cerrados. Sin embargo, hasta
el momento se ha hecho muy poco trabajo en el modelado tridimensional del proceso de
rotura y condiciones de radiacion al infinito.
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El modelo de rotura ha sido extendido para investigar la interaccién del oleaje con estructuras
de proteccién incluyendo el proceso de rotura (Liu et al. 1999). Las estructuras consideradas
pueden ser sumergidas o emergidas.

Grilli y Watts (1999) adoptaron el método de la ecuacién de frontera integrado (BIEM, por sus
siglas en inglés) basado en la teoria de flujo potencial, y desarrollaron un modelo totalmente
no lineal para ondas generadas por movimientos de masa. Sin embargo, su aproximacién no
tiene en cuenta la rotura del oleaje la cual es muy importante en las vecindades de la zona
de generacion, asi como las zonas donde se presenta el runup.

Desde entonces un gran nimero de estudios fueron desarrollados para modelar el oleaje en
la zona de rompiente utilizando las mismas aproximaciones pero con diferentes modelos de
turbulencia (Bradford, 2000; Mayer y Madsen, 2000).

Lynett y Liu (2002) presentaron un modelo numérico basado en las ecuaciones de onda no
lineales integradas en la vertical, el cual incluye efectos de la dispersion de la frecuencia.
Su modelo puede simular relativamente bien ondas cortas que pueden ser generadas por
movimientos de masa submarinos.

Numerosas aproximaciones han sido realizadas por diversos autores en el desarrollo de
las ecuaciones promediadas de Reynolds (RANS). Christensen et al. (2001) realizaron una
revision de las técnicas de muestreo y los modelos numéricos disponibles para la zona de
ascenso y de descenso de una playa. Estos logran identificar tres tipos de modelos: modelos
tipo Boussinesq que resuelven la fase, modelos promediados en la fase y modelos tipo Navier
- Stokes.

Chang y Scotti (2004) modelan flujos turbulentos inestables sobre ondulaciones de fondo de
pequena escala. La simulacién la hacen comparando los resultados arrojados por el modelo
Wilcox’s, basado en las ecuaciones RANS, acoplado contra un modelo de cierre de turbulencia
k — w, teniéndose como resultado que éste es mejor que los modelos k — € en regiones donde
se tienen fuertes gradientes de presion (Guizien et al., 2003) y el modelo LES (Simulacién
de vértices a gran escala) que emplea un modelo de viscosidad de remolino bajo el enfoque
Lagrangiano. Los resultados se discuten en relacion al problema de transporte de sedimentos.
La comparacién de los resultados indicaron que el modelo LES es méas preciso para modelar
este tipo de flujos, ya que el modelo basado en las ecuaciones RANS no es apropiado para
simular la suspension y el transporte de sedimentos debido a que no modela apropiadamente la
fisica del flujo cuando las cantidades turbulentas no estan en equilibrio o cerca a éste (Scottiy
Piomelli, 2002). Concluye también que los modelos RANS proveen una descripcién correcta
del campo de velocidades al tener en cuenta apropiadamente las componentes advectivas.
Guizien et al. (2003) propuso una modificacién al modelo RANS que toma en consideracién
los efectos del flujo inestable, aunque ain se tienen discrepancias significativas con respecto
a los resultados experimentales.

D Yuk et al. (2005) modifican el modelo COBRAS para modelar la generacién de ondas
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producidas por movimientos de tierra; adicionalmente a las bondades de este modelo que son
la simulacion de la turbulencia por rompimiento de oleaje, el runup y rundown.
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2

El Modelado Matematico del Oleaje

2.1. Introduccion

El oleaje es generado fundamentalmente por la accién del viento en aguas profundas. Otras
posibles fuentes generadoras son las fuerzas de atraccién astrondémicas como las mareas, las
ondas generadas por los sismos (tsunamis) o las erupciones volcanicas. Las ondas generadas en
la superficie del mar requieren de fuerzas restauradoras para que sea posible su propagacion,
siendo en la mayoria de los casos la atraccién gravitacional la principal fuerza restauradora.
En aguas profundas las ondas generadas por la acciéon del viento no son afectadas por
la batimetria. En regiones costeras, pueden surgir en el oleaje complejas transformaciones
ahunadas al efecto combinado de fenémenos como el someramiento, la refraccion, la difracciéon
y la rotura del oleaje.

En profundidades indefinidas la altura de ola y el periodo son las componentes principales a la
hora de realizar un diseno. Las aplicaciones préacticas comprenden desde la maniobrabilidad
de los buques, las condiciones de operacion de las grandes estructuras ubicadas en estas
regiones, como son las embarcaciones de almacenamiento de produccién flotante (FPSO, por
sus siglas en inglés), hasta terminales o aeropuertos flotantes en zonas con climas maritimos
severos. Para el establecimiento de los disenos mar adentro, el principal mecanismo analizado
es la difraccién del oleaje debido a que la profundidad del océano es mayor comparada con la
longitud de la onda. En zonas menos profundas se pueden activar transferencias no lineales
de energia a través de las componentes armoénicas cuando el oleaje se propaga sobre cambios
abruptos en la topografia. Este tipo de situaciones son las que hacen del entendimiento del
oleaje en aguas someras una tarea mas compleja respecto a su estudio en aguas profundas.

Para el diseno de una obra maritima, su construcciéon y operacion, se requiere de un estudio
detallado de las acciones hidrodinamicas actuantes. En virtud de esto, surge la necesidad
de caracterizar el oleaje desde aguas profundas a partir de la informacién existente de
datos instrumentales, visuales o datos obtenidos mediante simulacion numérica. Los datos
instrumentales son adquiridos principalmente por boyas de oleaje y tienen la ventaja de
proporcionar informacién con muy buena calidad. Los datos visuales, obtenidos de manera
constante y ordenada desde los anos 50, son un medio empirico de obtener informacién sobre
la altura de ola, periodo y direccion de los estados de mar. Este tipo de informacion tiene
la ventaja de poseer series de datos bastante amplias, sin embargo, posee la limitante de no
caracterizar los episodios con mayor contenido energético por el peligro que esto supone para
la navegacion. Cuando no es posible estimar la informacién de forma visual o instrumental,
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es posible representar el oleaje a partir de informacién meteorolégica mediante el uso de
modelos numéricos de prediccion de oleaje. La simulacién numérica en la actualidad, se
convierte cada vez mas en una herramienta imprescindible tanto en investigacion como en
diseno, no olvidando el hecho de que requiere la calibracién de los modelos utilizados. La
gran desventaja es el alto costo computacional que suponen.

El estudio del oleaje en todos sus aspectos requiere del apoyo de la modelacién numérica como
herramienta necesaria para analizar y entender muchos de los procesos que ocurren en una
playa, o bien, para el andlisis del clima maritimo en un area de interés (por la complejidad
de la medicién en campo o por las limitaciones que representan los modelos a escala en el
laboratorio). La necesidad de estimar el oleaje como dato de entrada para alimentar modelos
de propagacién o rotura, ha dado lugar al desarrollo acelerado de la modelacion numérica en
ingenieria costera en los tltimos 20 anos, permitiendo el surgimiento de modelos unificados
utilizados en el estudio de ondas transitorias.

2.2. Modelado del Oleaje

Desde la aplicacién de la teoria del rayo, utilizada para determinar las caracteristicas
del oleaje hace ya varias décadas, en la actualidad los métodos computacionales se han
convertido en el medio ideal a partir del cual los ingenieros pueden emplear modelos
numeéricos sofisticados para establecer todos los aspectos relacionados con el oleaje. Los
modelos numéricos se basan en diferentes ecuaciones, condiciones de contorno y esquemas
numéricos, que llevan inherentes diversas limitaciones a la hora de establecer su aplicabilidad
a casos particulares. Esto conduce a la necesidad de clasificar los modelos de acuerdo con
la forma como se va a abordar el estudio del oleaje. Existen los modelos utilizados para la
transformacién del oleaje que resuelven la fase, cuyas ecuaciones de gobierno se basan en los
principios de conservacién de la masa y el momento estacionarias integradas en la vertical.
Como complemento de los anteriores, se utilizan también los modelos promediados en la fase
que se basan en la conservacion de la energia espectral. La aplicacion de los modelos que
resuelven la fase se limita a areas pequenas mientras que los modelos promediados en la fase
pueden aplicarse a areas mucho mayores.

Los esfuerzos de los tultimos anos en el estudio de la dindmica de fluidos computacional
han sido conducidos hacia el desarrollo de modelos capaces de describir la propagacion
transitoria de ondas completamente no lineales desde profundidades indefinidas hasta aguas
mas someras, con lo que se tiene un area de estudio bastante amplia. Existen diferentes
tipos de modelos que pueden ser utilizados para el estudio del oleaje: a) Modelos analiticos;
b)Modelos empiricos; ¢) Modelos Fisicos; d) Modelos numéricos. Cada una de las técnicas
mencionadas tienen ventajas y limitaciones que hacen de su empleo una gran herramienta
para diversas aplicaciones.
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2.2.1. Modelos Analiticos de Oleaje

Un modelo fisico a escala real es una tarea practica muy compleja de adoptar, pues
dificilmente se logran reproducir con exactitud los fenémenos que se presentan en el medio
fisico, por su magnitud y por el costo econémico que representan. Una via que permite
representar el oleaje por medios analiticos es un modelo tedrico simple, cuya caracteristica
fundamental es la propiedad de englobar las caracteristicas mas importantes del fenémeno
que esta representando. Este tipo de modelos generalmente se expresan mediante ecuaciones
matematicas descritas en forma de ecuaciones diferenciales parciales o ecuaciones diferenciales
ordinarias, donde los modelos en cuestion, contienen las ecuaciones de gobierno que exponen
la relacion espacio-temporal de las cantidades conservativas més importantes del oleaje. Un
modelo tedrico respetable se encuentra constituido por ecuaciones matematicas rigurosas,
presentando de forma clara las hipdtesis fisicas, matematicas y las implicaciones que
éstas tienen en la representacién del fenémeno. Generalmente, el desarrollo del sistema de
ecuaciones obedece a una condicién especifica, llegando a una solucion cerrada, utilizada para
predecir el comportamiento de forma exacta del fenémeno del oleaje. El procedimiento de
buisqueda de la solucién que describe el modelo analitico es una poderosa herramienta que
permite llegar al entendimiento fisico de los procesos asociados al oleaje.

2.2.2. Modelos Empiricos de Oleaje

Este tipo de metodologia corresponde a una expresion matematica simple que resume las
caracteristicas del prototipo. Este procedimiento describe el comportamiento en términos
de ecuaciones algebraicas simples y contienen parametros asociados a las variables fisicas
que permiten materializar el proceso que se desea encontrar. La caracteristica fundamental
de estos modelos es la simplicidad, lo que ha conducido a que sea una de las técnicas mas
implementadas en la ingenieria de diseno. En la modelacién empirica del oleaje, son empleadas
ecuaciones que pueden ser utilizadas para estimar, por ejemplo, las cargas maximas sobre
una estructura, el coeficiente de reflexion para un tipo de estructura en particular o el run-
up en una playa. La desventaja del método radica en que la formulacion desarrollada para
un problema conocido solo es posible aplicarlo para este aspecto en particular, en caso de
realizar un nuevo prototipo para otro problema diferente, las anteriores ecuaciones pueden
perder validez.

2.2.3. Modelos Fisicos de Oleaje

En ciertas ocaciones, es necesario construir modelos a escala que permitan llegar a un
entendimiento de cémo es el funcionamiento del modelo en la realidad. Este tipo de modelos
permite obtener, a partir de mediciones de laboratorio, las caracteristicas del oleaje. Cuando
se tiene la informacién necesaria, la base de datos obtenida es extrapolada mediante las
leyes de similitud hidraulica para estimar lo que realmente sucede con el prototipo. Este
procedimiento es conocido como modelado fisico del oleaje. Ademas de su sencillez, permite
visualizar y entender importantes procesos fisicos a partir del estudio de un modelo mas
pequeno. En ciertas circunstancias, cuando el sistema a escala real llega a ser muy complejo,
un modelo fisico que satisface las caracteristicas mas importantes de las leyes de similitud
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para el cual dicho modelo fue disenado y construido puede no ser aplicable en la ingenieria
practica. Otros enfoques deben ser buscados entonces bajo estas circunstancias o cuando el
modelo fisico estudiado es tan caro y consume tanto tiempo que es poco practico llevarlo a
la realidad (Hughes 1993, Chakrabarti 1994).

2.2.4. Modelos Numeéricos

Un modelo numérico es la conjunciéon de una representacién matemética de un problema
fisico de oleaje y una aproximaciéon numérica de las ecuaciones mateméticas que gobiernan
el fenomeno. Al comparar este tipo de modelos con los modelos tedricos, la tinica diferencia
que existe es la forma como se llega a la solucién del sistema de ecuaciones. Para modelar
numéricamente un problema relacionado con oleaje, primero debe seleccionarse el tipo de
ecuaciones que representan el fenémeno las cuales son obtenidas de estudios tedricos. En
diversas situaciones, se pueden tener mas de una ecuaciéon que describa el mismo tipo de
fenémeno, que son funcion de las diferentes aproximaciones hechas al desarrollo tedrico desde
su concepcion. Por otro lado, los modelos de oleaje se pueden aplicar a diferentes tipos de
problemas, siempre y cuando los hipétesis bésicas del modelo sean vélidas.

2.3. Tipos de Modelos Numéricos

El movimiento oscilatorio caracteristico del oleaje se puede modelar mediante las ecuaciones
de Navier-Stokes que representan los principios de conservacién de la masa y del momento
lineal. Para la determinacién de la evolucion de la superficie libre, son requeridas las
condiciones de contorno que garantizan la existencia de una interfase y la continuidad del
tensor de esfuerzos a través de ésta. La caracteristica principal tanto de las ecuaciones de
Navier-Stokes como las condiciones de contorno es su no linealidad. Por tanto, y aunque
a veces no se considera la turbulencia, el esfuerzo de computo necesario para resolver el
problema tridimensional de la propagaciéon de una onda es demasiado alto para que sea
practico en el ambito ingenieril.

2.3.1. Teoria del Rayo

En la bisqueda de una soluciéon que permita reducir el costo computacional, la investigacion
se ha dirigido hacia el desarrollo de un modelo unificado capaz de propagar el oleaje desde
profundidades indefinidas hasta reducidas, incluso dentro de la zona de rompiente. Un ejemplo
de ello es la aproximacion de la teoria del rayo para ondas infinitesimales propagandose por
una batimetria suavemente variable en distancias mucho mayores que la longitud de onda
local. Los rayos son calculados mediante la tedria Optico-geométrica que define los rayos
mediante una linea tangente al vector del nimero de onda. Se calcula la variacién espacial
de la envolvente con base en el principio de conservacién de la energia. La discretizacion
numérica puede realizarse paso a paso a lo largo del rayo, con incrementos que no tienen la
limitante de ser pequenos en contraste con la longitud de onda caracteristica. Como la base
tedrica de esta metodologia no permite el flujo de energia a través del rayo, pierde su validez
cerca de los rayos que se reflejan o refractan, donde se produce la interseccion entre estos.
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2.3.2. Modelos Basados en la Mild-Slope (MSE)

Berkhoff (1972, 1976) y Eckart (1952) propusieron una mejora a la aproximacién del rayo
introduciendo una teoria para dos dimensiones. Esta teoria se basa fundamentalmente en
considerar que los modos evanescentes no son importantes cuando las ondas se propagan sobre
una batimetria suavemente variable, excepto en las cercanias de obstaculos tridimensionales.
La ecuacion se puede utilizar para describir los efectos combinados de la difraccion y
la refraccién tanto para aguas profundas como someras. En muchas casos, se emplea
para el estudio de ondas monocromaticas, sin que ello constituya una limitante para su
aplicacion a oleaje irregular al sumar diferentes componentes armonicas de la onda. El
manejo de las ecuaciones de la MSE a topografias con variaciones abruptas y oleaje de
gran amplitud también han sido objeto de estudio durante las ultimas décadas. La mayoria
de las aplicaciones de los modelos MSE estan limitadas a la regiéon comprendida desde un
punto localizado en aguas profundas hasta otro que se encuentra a una distancia alejada de
la linea de costa en un punto donde el oleaje no lineal llega a ser considerable. Una excepcion
a la regla la constituye la aplicacion del modelado en el fenémeno de resonancia en puertos
debido a que la profundidad en estos es usualmente grande incluso en sus fronteras. Existen
tres diferentes formulaciones derivadas de los modelos MSE, esto es, las de tipo hiperbdlico
para un campo de oleaje dependiente del tiempo; las ecuaciones elipticas para un campo de
oleaje estacionario; una version simplificada de las ecuaciones parabdlicas para un campo de
flujo en estado estacionario que poseen una direccion de propagacion principal hacia adelante.

2.3.3. Modelos Espectrales

Dentro de la clasificacién de los modelos conocidos hasta la fecha, son los modelos espectrales
los que generalmente se utilizan para simular el movimiento del oleaje a gran escala. Este tipo
de herramientas se construye bajo la hipdtesis de un estado de mar aleatorio compuesto por
un numero infinito de componentes lineales, cuya altura de ola es funcién de la frecuencia y
direccion en la cual se propaga el oleaje. Para un tren de ondas individual, la tasa de cambio
del flujo de energia se encuentra balanceada por la transferencia de energia entre dichas
componentes para diferentes direcciones y diferentes frecuencias, anadiendo la entrada y la
disipacion de energia al sistema analizado. Los modelos espectrales més representativos y
con mayor aplicacién a nivel ingenieril son el WAM (WAve prediction Model, por sus siglas
en inglés) desarrollado por Hasselmann et al. (1988) y el Wave Watch III desarrollado por
Tolman (1999), que son utilizados para modelar las variaciones a gran escala de las alturas
de ola en aguas profundas. Este tipo de modelos, acoplados con un buen modelo atmosférico
tienen la capacidad de predecir el clima maritimo a nivel global. Ademas, si son considerados
los efectos de la corriente, la accion del modelo espectral puede ser formulada y utilizada
para estimar la interaccion oleaje-corriente cerca a la costa. El modelo que describe dicha
interaccion es conocido como SWAN (Simulating Waves Nearshore) desarrollado por Ris et
al. (1999).

Si se tiene la capacidad de filtrar la fase de la onda de las ecuaciones, los modelos espectrales
pueden llegar a ser utilizados en mallas de calculo mucho mayores que la longitud de onda,
lo que brinda la posibilidad de aplicarlos en areas muy grandes. En caso contrario, si es
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desconocida la fase de la onda, el modelo es incapaz de simular la difraccion del oleaje que
estd estrechamente relacionado con la fase. Es por esto que este tipo de modelos, usualmente
son utilizados para brindar informacion del campo de oleaje lejos de la costa. Una serie de
datos detallada de la informacion del oleaje cerca de estructuras costeras donde la difraccion
llega a ser importante se deja a la aplicacion de otro tipo de modelos.

2.3.4. Modelos Boussinesq

Suponiendo que tanto la no linealidad como la dispersion frecuencial son débiles y del
mismo orden de magnitud, Peregrine (1967) derivé las ecuaciones de Boussinesq para fondo
variable. A pesar de que expresé sus ecuaciones utilizando la velocidad integrada en la vertical
como variable dependiente, dichas ecuaciones pueden obtenerse con una estructura similar
utilizando como variable la velocidad en el fondo o en la superficie libre. La ecuacién de
dispersién y la celeridad de la onda derivadas, son algo diferentes para esta segunda versién
de las ecuaciones, aunque el orden de magnitud de la exactitud de dichas ecuaciones es la
misma.

Cuando se desea modelar las ondas que se propagan hacia la costa con componentes altamente
no lineales, los modelos basados en las ecuaciones Boussinesq se convierten en la opcion mas
acertada. Las ecuaciones en que se basa este tipo de modelos son las ecuaciones de Navier-
Stokes integradas en la vertical con términos dispersivos que representan de forma parcial los
efectos de la acelaracion del fluido en la componente vertical. Dado que esta aproximacion
exige considerar que los efectos de la dispersion frecuencial y no lineales sean débiles, las
ecuaciones estandar de Boussinesq no son aplicables en profundidades muy reducidas donde
los efectos no lineales empiezan a ser mas importantes que los efectos de la dispersion, ni
en profundidades indefinidas donde la dispersién frecuencial es del orden de la unidad. Los
modelos Boussinesq son validos desde aguas intermedias hasta profundidades someras justo
antes de presentarse la rotura de la ola. En ingenieria se ha tratado de aplicar este modelo
un poco mas alla de lo que usualmente dicta la teoria y su utilizaciéon implica incluso el
calculo del run-up en la zona de lavado. Si a las ecuaciones de gobierno se anaden términos
de disipacion de energia es posible llegar a una solucién aproximada del campo de velocidades
durante la fase de la rotura. Ademas, diversas investigaciones han encaminado sus esfuerzos
en la extensién de este tipo de modelos hacia aguas profundas. A diferencia de los modelos
espectrales o los modelos basados en las ecuaciones de la pendiente suave (MSE), los modelos
Boussinesq no tienen la hipétesis de que el flujo es periddico. Por lo tanto, se pueden aplicar
a movimientos inducidos por impulsos, como son la onda solitaria, movimientos inducidos
por deslizamientos de tierra y tsunamis.

Cuando las ecuaciones de Boussinesq son formuladas en funcién de la velocidad promediada en
la vertical, dejan de ser validas cuando la profundidad es mayor que un quinto de la longitud
de onda equivalente en profundidades indefinidas. Para poder extender la aplicacion a mayores
profundidades, se han introducido varias formulaciones modificadas de las ecuaciones de
Boussinesq (e.g. Madsen et al. 1991, Nwogu 1993, Chen y Liu 1995). A pesar de que los
métodos son diferentes, las relaciones de dispersién de las componentes lineales de esas
ecuaciones de Boussinesq son similares, y se consideran como ligeras modificaciones de la
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aproximaciéon de Padé, de la ecuacién de la dispersion completa para ondas lineales. Las
ecuaciones de continuidad y conservacion del momento integradas en la vertical pueden
expresarse en funcion del desplazamiento de la superficie libre y del vector horizontal de
velocidades.

2.3.5. Modelos Basados en las Ecuaciones de Aguas Someras

(SWE)

Para modelar las ondas largas (mareas) o modelar un tsunami, los modelos basados en las
ecuaciones de aguas someras son los mas utilizados. Comparados con los modelos Boussinesq,
los modelos SWE son mas sencillos debido a que se acepta que el flujo es uniforme a lo largo
de la profundidad y son despreciados los efectos dispersivos. Dentro de las aplicaciones que
abarcan estos modelos se encuentran la simulacién de tsunamis, mareas de tormenta y flujo
en rios. La principal limitacion de estos modelos es que no se pueden aplicar cuando las
escalas verticales son mucho mayores que las escalas horizontales. En la teoria clasica de los
modelos de Aguas Someras, la aceleracion vertical de las particulas de fluido son despreciadas
debido a que las aceleraciones son muy pequenas con respecto a la aceleracion de la gravedad.
También, la distribucion de la velocidad vertical de las particulas se desprecia.

2.3.6. Modelos de Presion Hidrostatica Cuasi-tridimensionales

En el célculo de la circulacién ocednica las escalas horizontales son mucho maéas grandes
que las escalas verticales, lo que conduce al conocimiento en diversas ocasiones de la forma
como varia la profundidad. A pesar de que la circulacion en la direccién vertical es poca, en
ciertos estudios se hace necesaria su comprension, lo que obliga a la formulacién de modelos
tridimensionales que resuelvan las ecuaciones de Navier-Stokes directamente solo bajo la
hipotesis de la presion hidrostatica. Bajo esta suposicién, el procedimiento de solucion de
las ecuaciones de gobierno se simplifica y el modelo se puede describir como un cuasi-
tridimensional. Los modelos que presentan estas caracteristicas generalmente resuelven la
coordenada o trazando un mapa de un dominio fisico irregular a un dominio computacional
regular para facilitar la aplicacion de las condiciones de frontera.

2.3.7. Modelos Tridimensionales con Turbulencia: Modelos Navier-
Stokes

Para el modelado de problemas en tres dimensiones, es necesario analizar las ecuaciones
de Navier-Stokes sin tener en cuenta la hipdtesis de presion hidrostatica. Estas ecuaciones
parten del principio de conservacion de la masa y el momento que tiene la propiedad de
describir cualquier tipo de flujo de fluidos, incluyendo las ondas. Si a estas ecuaciones se
anade un modelo apropiado de turbulencia, es posible obtener un modelo Navier-Stokes con
la propiedad de simular complejos problemas de fluidos, como la rotura del oleaje, interaccién
oleaje-corrientes e interaccién oleaje-estructura. Cuando se simula la rotura de una onda,
existe la posibilidad de incluir en el flujo la entrada de aire en la superficie libre. Sin ninguna
limitacion tedrica, este tipo de modelo parece ser la mejor opcién para modelar cualquier
tipo de problemas de fluidos. Sin embargo, la principal limitaciéon de estos modelos es el gran
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esfuerzo computacional que supone. En consecuencia, la aplicaciéon de los modelos Navier-
Stokes tridimensionales en dindmica de fluidos computacional se encuentra enfocado a la
solucion de fenémenos locales cerca del punto de interés, por ejemplo, la simulacion en la
zona de rotura cuando la ola rompe y/o se considera el transporte de sedimentos, o los flujos
cerca a la costa o considerando la interaccién del oleaje-estructura.

2.3.8. Modelos Tridimensionales sin Turbulencia: Modelos de
Flujo Potencial

Cuando no es necesario considerar los efectos turbulentos y el espesor de la capa limite
es delgado (oleaje sin rotura), las ecuaciones de Navier-Stokes se reducen a la ecuacién de
Laplace (teorfa de flujo potencial). La teoria se aplica a oleaje lineal o no lineal sin rotura y
su interacciéon con grandes cuerpos. La ecuacion de Laplace se puede resolver numéricamente
con la ayuda de muchos de los métodos numéricos que existen en la literatura. Una de las
metodologias més utilizadas es el método de elemento de contorno (BEM), que convierte el
dominio de integracién a una integracién de superficie a partir del teorema de Green. Estos
modelos tienen la capacidad de simular oleaje altamente no lineal tanto en aguas profundas
como aguas someras. Son muy practicos y efectivos en la simulacion de la transformacion
del oleaje con profundidad variable, en el modelado de la difraccién sobre un obstaculo y
en el calculo de las fuerzas del oleaje sobre una estructura. La limitacién de este modelo se
halla en que bajo la hipdtesis de flujo potencial el flujo tiene que cumplir con la condicién
de irrotacionalidad. Por esta razon, estos modelos no pueden representar el fenémeno de
la rotura o bien la interaccién con pequenas estructuras, donde el flujo puede llegar a ser
rotacional. Adicionalmente, el costo computacional del modelado tridimensional utilizando
los métodos de elemento de frontera es demasiado alto.

2.3.9. Disipacion de energia

Las teorias presentadas en cada uno de los modelos se basan en hipdtesis de que durante el
proceso de transformacion de las ondas no se produce disipacién de energia. Sin embargo, en la
mayor parte de los fenémenos que se producen en la costa, la disipacion de energia producida
bien por friccion con el fondo o la generada por los procesos de rotura, es muy importante. La
ecuacion de la pendiente suave puede ser modificada para tener en cuenta estos fenémenos
incluyendo una funcién de disipacion de energia que describa la tasa de variacién de la energia
asociada a la onda. Las funciones de disipacién de energia suelen ser definidas de forma
empirica de acuerdo con los diferentes procesos de disipacién que pretenden ser modelados.
En los modelos numéricos basados en las ecuaciones de Boussinesq, la rotura puede ser
parametrizada introduciendo un nuevo término en la ecuacién de momento integrada en la
vertical. Existen diferentes técnicas para representar la rotura en estas ecuaciones, como
los modelos basados en la viscosidad de remolino (Zelt 1991, Karambas y Koutitas (1992),
Kennedy et al. (2000)), mientras que Brochini et al. (1992) y Schéfer et al. (1993) optan
por la implementacién de un modelo basado en el concepto de "roller” superficial que se
produce en el momento de la rotura en decaimiento (spilling). En este modelo el espesor del
"roller” en cada punto y su orientacién deben ser datos conocidos. Ademds, en cualquiera
de las dos aproximaciones al problema, es necesario establecer el inicio del proceso de rotura
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con base en ciertas hipdtesis. El ajuste entre los resultados numéricos y los datos de la
evolucion de la superficie libre con respecto a datos de campo y laboratorio es bueno, siempre
y cuando se calibren los parametros anadidos al modelo de rotura. Sin embargo, ninguno
de los modelos presentados tiene la capacidad de reproducir adecuadamente el campo de
velocidades o estimar con exactitud la distribucion espacial de la energia cinética turbulenta.
En este caso se hace imprescindible el uso de modelos mas especificos para analizar el proceso
de la rotura, lo cual serd detallado mas adelante.
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3

El Modelado de la Turbulencia

3.1. Introduccion

El campo de flujo durante el fenémeno de la rotura es turbulento y engloba muchas escalas
espaciales y temporales. En primer lugar, con el manejo de las ecuaciones que gobiernan
el flujo se deberia tener la capacidad de describir el movimiento del fenémeno en cuestion.
Sin embargo, dado el caracter aleatorio e irregular del movimiento turbulento es imposible
obtener soluciones exactas por medio de métodos computacionales debido al gran ntimero
de parametros que actian durante el colapso del fluido. No se dispone de herramientas
lo suficientemente potentes para realizar este proceso de calculo. En segundo lugar, en el
determinado caso de que fuera posible resolver las ecuaciones al nivel de la microescala, una
tarea con el mismo nivel de dificultad, es la estimacion del conjunto completo de condiciones
de contorno a las cuales se debe someter el sistema de ecuaciones.

Por lo tanto, antes de exponer los métodos para analizar los flujos turbulentos, es necesario
indicar los aspectos mas relevantes de dicho fenémeno.

3.2. Antecedentes

Después de las investigaciones llevadas a cabo por Prandtl, se han realizado numerosos
trabajos en este campo. Los primeros modelos de turbulencia se basaban en la hipdtesis de
longitud de mezcla (Prandtl) que relacionan los términos de transporte a las cantidades locales
del flujo medio. Son muy ttiles en la simulacién de flujos simples donde las ecuaciones de
gobierno conforman un sistema ordinario. En situaciones donde se desea obtener modelaciones
mas generales del flujo, ya no aplican debido a que las ecuaciones de conservacion no pueden
ser modeladas en el tiempo para este tipo de procedimiento. Aun para los escasos flujos
que pudieran ser aplicados estos modelos carecen de aplicabilidad por que requieren de
constantes empiricas para diferentes tipos de flujos. Realmente esta limitante fue la que llevo a
desarrollar modelos més complejos. Los ultimos expresan de forma directa la relacién entre
los términos de transporte turbulento y las cantidades medias del flujo, donde se emplean la
ecuacion de transporte para la energia cinética turbulenta y la tasa de disipacién turbulenta.
Estos trabajos tuvieron que esperar muchos anos para ser probados por las carencias
computacionales y sélo hasta la década de los 80’s las computadoras fueron lo suficientemente
potentes para permitir por medio de técnicas numéricas resolver las ecuaciones diferenciales
parciales para el flujo medio y modelos de turbulencia mas complejos.
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3.3. Turbulencia

La ingenieria maritima es una de las ramas de la hidraulica que continuamente se
enfrenta con flujos turbulentos en muchas de sus aplicaciones practicas, caracterizados por
movimientos aleatorios, inestables y tridimensionales. Esta complejidad del flujo conlleva
a que la descripcion y desarrollo tedrico de los movimientos turbulentos, los fenémenos de
transformacién de masa, momento y energia sean profundamente complejos, en especial si se
estudia el fenémeno de la rotura.

Paradéjicamente, a pesar de los grandes avances que se han logrado en los ultimos anos,
los flujos turbulentos no pueden ser calculados con un método exacto. Las ecuaciones que
permiten dar un significado fisico, dada su precision, son las conocidas ecuaciones de Navier
- Stokes; se desarrollan por medio de procedimientos numéricos que atin en la actualidad son
insuficientes para obtener alguna solucién practica en cuanto a flujos turbulentos se refiere.
Este inconveniente se debe a las pequenas escalas que se presentan en el fenémeno de la
turbulencia en general. Esto implica que al resolver este tipo de flujos la resolucién de la
malla debe ser muy fina, del orden de 10° puntos para cubrir adecuadamente el dominio
del flujo. Hasta hace muy poco no se percibia una forma de resolver las ecuaciones para
flujo turbulento, por lo que se recurria a métodos empiricos y semiempiricos. Con la ayuda
del andlisis dimensional los resultados experimentales fueron condensados en ecuaciones
empiricas, aunque son muy limitadas pues solo describian el fenémeno de forma general
y para geometrias simples. Esto condujo al desarrollo de métodos adicionales basados en las
ecuaciones de conservaciéon. Esta metodologia, en contraste con la mencionada inicialmente,
tiene la ventaja que por tener en cuenta los cambios en la masa, el momento y la energia
pueden describir con mayor detalle los movimientos del fluido, adquiriendo con esto mayor
validez.

Como consecuencia de la falta de exactitud en la solucién total de las ecuaciones de Navier -
Stokes y por el desinterés que supone para los ingenieros el resolver las pequenas escalas del
movimiento turbulento, Reynolds desarroll6 una aproximacion estadistica promediando las
relaciones de las cantidades conservadas sobre una escala temporal, que abarca ampliamente
el flujo turbulento. El proceso de promediar ha traido consigo un nuevo inconveniente
debido a que el sistema de ecuaciones resultantes no conforma un sistema cerrado, es decir,
igual nimero incégnitas y ecuaciones dado que aparecen unos términos nuevos que son
desconocidos y que representan el transporte medio de masa, momento y energia para el
movimiento turbulento. Para cerrar el sistema es necesario ingresar datos de entrada empiricos
por medio de dos vias: La primera opcion son los métodos integrales utilizados principalmente
para capas de esfuerzos delgados (tipo capa limite), generando perfiles empiricos que reducen
las ecuaciones a un sistema ordinario. Con este método se logran describir los efectos globales
de la turbulencia como por ejemplo, la disipacién de energia. El segundo mecanismo que se
maneja es la utilizacion de los métodos de campo que emplean las ecuaciones diferenciales
parciales originales y se especifican en éstas los términos asociados a la turbulencia. Para
ajustar el sistema de ecuaciones se toma un modelo matemaético que tiene en cuenta los
procesos de transporte de turbulento, y que se conocen generalmente como modelos de
turbulencia. Este tipo de modelos pueden concebir un conjunto de ecuaciones (algebraicas
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o diferenciales) por medio de las cuales es posible determinar los términos de transporte de
turbulencia para el flujo medio, cerrando con esto el sistema de ecuaciones. Estos no simulan
los detalles de la turbulencia, solo se enfocan en los efectos del flujo medio.

Los procesos de transporte turbulento son altamente dependientes de los estados a los que
se encuentra sometido el flujo, como las condiciones geométricas de grande y pequena escala,
los efectos de la viscosidad de remolino y de flotabilidad. Los modelos de turbulencia solo dan
una descripcion aproximada del flujo con unas constantes empiricas particulares, lo que da
la ventaja de ser aplicables a un amplio rango de flujos. Lo que se espera comtunmente de los
modelos de turbulencia es que tengan buena aproximacién con un solo sistema de constantes
en una amplia variedad de flujos, aunque los modelos donde las constantes se pueden ajustar
para varios flujos son menos robustos que otro en el que se deban efectuar interpolaciones
con los datos experimentales.

3.4. Modelado de La Turbulencia

3.4.1. Naturaleza de la Turbulencia

En 1883 Reynolds realizé6 un experimento que le permitié diferenciar el flujo laminar del
turbulento. El primero se caracteriza por ser permanente y porque las lineas de corriente son
paralelas a las paredes del conducto por el cual circulan. Reynolds observé que el movimiento
solo existe si la velocidad del flujo es pequena para un caudal dado, formandose una pequena
difusién en la direccién radial debida al transporte molecular. Por el contrario, si la velocidad
del flujo o el didmetro del conducto es suficientemente grande el movimiento del fluido se hace
sensible a cualquier perturbacion, caracterizado por una forma irregular, perdiendo ademas
el caracter estacionario.

La turbulencia es, entonces, un movimiento en forma de remolinos de diferentes tamanos que
se mantiene en flujos con altos nimeros de Reynolds. Se identifica por tener movimientos
rotacionales que se observan como una serie de vértices cruzados cuyos vectores de velocidad
se encuentran dispuestos en diferentes direcciones expresando alta inestabilidad. Los vortices
grandes se asocian a movimientos de baja frecuencia y sus tamanos son del orden de las escalas
de flujo, mientras que los vortices pequenos son generados por movimientos de alta frecuencia.

Para garantizar la continuidad de un fenémeno fisico en una escala espacial y temporal,
éste debe ser estable y debe cumplir con las leyes de conservaciéon. Un flujo laminar es
estable ante pequenas perturbaciones dentro de ciertas condiciones. Si esto no sucede, se
generan perturbaciones infinitesimales. En algunas situaciones estas perturbaciones crecen
hasta cierta amplitud y desarrollan un nuevo estado, que a su vez puede ser inestable frente a
otra perturbacién del medio y crece hasta otro estado nuevo; finalmente, el flujo se convierte
en la superposicion de numerosas perturbaciones aleatorias y alcanza una nueva condicion,
que es lo que se denomina como flujo turbulento. Esta es la sustentacion de la apariciéon de
las escalas en el flujo para altos niimeros de Reynolds.
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Desde un punto de vista matematico, esta inestabilidad del flujo esté relacionada con la
interaccién del término viscoso y de los términos no lineales convectivos. En una modelacion es
posible ingresar una perturbacién a las ecuaciones constitutivas y analizar si la perturbacion
crece o decae con el tiempo. Se puede llegar a la situacion que un flujo sea estable frente a
perturbaciones infinitesimales pero inestable a perturbaciones méas grandes.

El fenémeno expresado en cuanto a las perturbaciones es lo que genera la inestabilidad de
la capa de cortadura. Una capa de cortadura es una regién de flujo en la que existen altos
gradientes de velocidad y en sus extremos las velocidades son completamente diferentes.
En consecuencia se genera una region delgada donde hay un cambio en la magnitud de la
velocidad y se puede modelar como una superficie discontinua.

En dicha discontinuidad las velocidades a ambos lados de la capa de cortadura son iguales
y opuestas, lo que ocasiona el desarrollo de una ondulacion por efecto de dichas velocidades
con superficies concavas y convexas. Si el flujo se considera estacionario, la aplicaciéon de la
cantidad de movimiento indica que una fuerza actia amplificando las perturbaciones, la capa
de cortadura se vuelve inestable y tiende a enrollarse. La ondulacion inicial se distorsiona
cada vez mas y termina convirtiéndose en una serie de vértices o torbellinos contra-rotantes.
Debido a la ausencia de una teoria tinica en cuanto a la definicién de la turbulencia general-
mente se describen las propiedades que permiten clasificar un flujo turbulento: irregularidad,
tridimensionalidad, difusividad (mixing), disipacién, altos nimeros de Reynolds.

3.4.2. La Cascada de Energia y las Escalas de la Turbulencia
3.4.2.1. La Cascada de Energia

En el proceso de la turbulencia los vértices grandes interactian con el flujo principal
extrayendo energia de él. Debido a su inestabilidad y por efecto de la cortadura o interaccion
entre ellos, se dividen en vortices mas pequenos que a su vez tienden a dividirse. Este proceso
de rompimiento se produce en forma de cascada y es el responsable de que en un flujo
turbulento exista una gran variedad de escalas correspondientes a diferentes tamanos de
vortices, los cuales son transportados y estirados por la accién de los gradientes de velocidad
del flujo medio y por la interaccién con los otros vortices.

3.4.2.2. Escalas de la Turbulencia

La variedad de tamanos que existen en un flujo turbulento se clasifican de la siguiente manera:
Macroescala: Se asocia a los vortices grandes. Las caracteristicas de estos torbellinos grandes
dependen de las condiciones del flujo y presentan un cardcter anisotrépico (dependen de la
direccion).

Intermedia: Son de tamano inferior a la macroescala. Alin no presentan disipacion de energia.

Microescala: Es la escala mas pequena y es la responsable de la disipacién de energia. Los
torbellinos son de caracter is6tropo, es decir, el flujo ha olvidado de donde procede.
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3.4.2.3. Meétodos de Calculo y Analisis de Flujos Turbulentos

Para el cédlculo de la turbulencia se pueden aplicar las ecuaciones constitutivas de la Mecanica
de Fluidos para un medio continuo, dado que en las escalas mas pequenas y con fluctuaciones
méas rapidas estan varios 6rdenes de magnitud por encima de las escalas moleculares.

Como se ha mencionado, en la actualidad no es posible la resolucion directa de las ecuaciones
que gobiernan el flujo, a pesar de que en los tltimos anos se han logrado avances significativos
en el desarrollo de algoritmos especificos que han dado surgimiento a lo que se conoce como
dindmica de fluidos computacional (DFC).

La solucion directa de las ecuaciones de Navier-Stokes es la manera mas precisa de predecir
un flujo turbulento. Estas permiten desarrollar todas las escalas espaciales y temporales del
flujo sin promedios ni aproximaciones; los Unicos errores provienen de las discretizaciones
numéricas.

Dentro del amplio rango de escalas espaciales y temporales de los flujos turbulentos las
escalas grandes son las mas efectivas en cuanto al transporte de propiedades, mientras que
las escalas pequenas son mas débiles y su capacidad de transporte es menor. Comunmente se
intenta simular con mayor exactitud las escalas grandes dando lugar a lo que se conoce como
simulacién de grandes vértices o (Large Eddy Simulation, LES, por sus siglas en inglés).
Debido a la mayor universalidad y homogeneidad de las escalas pequenas los modelos son
mas sencillos y no son necesarios muchos ajustes, sin embargo, este tipo de simulacion es
exigente en cuanto a capacidad y tiempo de calculo de los computadores.

El tipo de aproximaciones que se utiliza con mas frecuencia en aplicaciones de ingenieria
para predecir flujos turbulentos son los basados en métodos estadisticos, particularmente los
modelos basados en el promediado de Reynolds de las ecuaciones de Navier-Stokes o modelos
RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes equations, por sus siglas en inglés).

3.4.3. Conceptos Basicos de los Modelos de Turbulencia
3.4.3.1. Concepto de Viscosidad de Remolino

La base fundamental de los modelos de turbulencia expresada en términos de los esfuerzos
de Reynolds (u;) se debe al concepto propuesto por Boussinesq (1877) de viscosidad de
remolino. Este supone, en analogia con los esfuerzos viscosos en un flujo laminar, que los
esfuerzos turbulentos son proporcionales a los gradientes de velocidad media. Este concepto
se puede expresar de la siguiente manera,

2
—W = vt(ajui + @u]) — §/€(5ij (31)

donde 0; denota la diferenciacion con respecto a x; v z; v 0 la diferenciacion con respecto
al tiempo t; v; es la viscosidad turbulenta o de remolino, en contraste con la viscosidad
molecular v, que no es una propiedad del fluido pero si depende forzosamente del estado de
la turbulencia. Este pardmetro puede variar significativamente de un punto a otro y de un
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flujo a otro. La ecuacién 3.1 por si sola no constituye un modelo de turbulencia, pero sirve
de esquema para construirlo; por lo tanto, el problema gira en cuanto a la obtencion de la
distribucién de la viscosidad de remolino.

El término delta Kronecker (4;;) es necesario para hacer que la expresion también sea aplicable
a los esfuerzos normales (i=j). La primera parte de la ecuacién 3.1 que comprende los
gradientes de velocidad alcanzara los esfuerzos normales:

—u_% = —2040,1u1, U3 = —2Ut3m2u2,u_§ = —20;0,3 (3.2)

que por el principio de continuidad su suma es cero. Como los esfuerzos normales son
cantidades positivas la suma de estos términos es dos veces la energia cinética del movimiento
fluctuante.

K= %(ulg + u3 + u3) (3.3)
El resultado de incluir el término de viscosidad de remolino en la segunda parte de la ecuacion
3.1 asegura que la suma de los esfuerzos normales sea dos veces la energia cinética turbulenta
k. Los esfuerzos normales actiian como fuerzas de presién (perpendiculares a las caras del
volumen de control); debido a que la presién es una cantidad escalar, en consecuencia k
también lo es, y produce que la segunda parte de la ecuacion 3.1 constituya un término de
presién. En virtud de lo anterior, cuando se llega a la solucion del sistema de ecuaciones, la
formulacién 3.1 se utiliza para resolver el término u;u; en la ecuacion de momento. En este
punto el segundo término puede ser absorbido por su correspondiente término de presion,
esto significa que el efecto de la presién estatica se reemplaza por una cantidad desconocida,
la presion p+ % Por lo tanto, asi k aparezca en la ecuacion 3.1 no es necesaria su estimacion,
puesto que la cantidad que se debe determinar es la distribucién de la viscosidad de remolino.

El concepto de viscosidad de remolino se puede definir por medio de la hipdtesis que sugiere
una analogia entre el movimiento molecular que conduce a la ley de viscosidad de Stokes para
flujo laminar y el movimiento turbulento. Los movimientos turbulentos generan remolinos que
son precisados como porciones de fluido cuyas moléculas colisionan e intercambian momento.
La viscosidad molecular se relaciona directamente con la velocidad media y con la trayectoria
media libre de las moléculas; como consecuencia de esto, la velocidad media se considera
proporcional a la velocidad que caracteriza la fluctuacién del movimiento y a la longitud
propia de éste, lo que Prandtl definié como longitud de mezclado. Sin embargo, en la literatura
senalan que la equivalencia entre el movimiento molecular y turbulento no es tan precisa
al determinarla por medio de la magnitud de la escala de cada movimiento, es decir, esta
afirmacién en principio no puede ser correcta porque los vértices turbulentos al no ser cuerpos
rigidos, no mantienen su identidad y también porque los grandes voértices que tienen la
tarea de transferir momento, siguen trayectorias que no son tan pequenas si se comparan
con el dominio de flujo, como lo indica la teoria cinética de los gases. A pesar de todas las
indicaciones negativas que se tiene del tema, el concepto de viscosidad de remolino presentado
en la ecuacion 3.1 demuestra tener buen comportamiento en la practica por cuanto es posible
obtener este parametro con buena aproximacién para muchas situaciones de flujo. El objeto
principal del concepto de viscosidad de remolino es la estimacion de los esfuerzos cortantes,
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donde el esfuerzo turbulento 7 = puv es el de mayor importancia. Los esfuerzos se pueden
expresar como:
T = puOyu (3.4)

3.4.3.2. Difusividad Turbulenta

De forma similar al transporte de momento turbulento, el transporte de masa y calor
turbulento es posible relacionarlos con el gradiente de la cantidad transportada mediante:

— Ui =T (3.5)

Donde I es la difusividad turbulenta de masa o calor. De la misma manera que la viscosidad
de remolino, I no es una propiedad del fluido pero depende del estado en que se encuentre la
turbulencia. De hecho, la analogia realizada por Reynolds entre el transporte de calor, masa
y momento sugiere que I' esta estrechamente relacionado con la viscosidad de remolino vy,
asi: "

= 7, (3.6)
Yy se conoce como el nimero de Prandtl (transporte de calor) o Schmit (transporte de masa).
Diversas pruebas de laboratorio han mostrado que vJ; varia muy poco. En consecuencia,
muchos modelos utilizan la ecuacién 3.6 como una constante. Sin embargo, se debe precisar
que los efectos de flotabilidad y curvatura de la linea de flujo afectan este parametro, lo que
limita su aplicacion en ciertas regiones del flujo y lo hace dependiente de la direccién del flujo
de calor o momento. A pesar de esta dificultad se puede emplear en aplicaciones practicas y
en modelos de transporte de turbulencia.

3.4.3.3. Clasificaciéon del Modelo

Los modelos de turbulencia que manejan el concepto de viscosidad/difusividad turbulenta
emplean la ecuacién de transporte de masa y momento turbulento w;w;. El uso de una
constante adoptada para ajustar el problema tiene poco efecto en el modelado de la
turbulencia porque no tiene en cuenta los cambios locales de la estructura turbulenta y por
lo tanto no puede simular correctamente los detalles del campo de flujo medio. Los modelos
mas sencillos que determinan la viscosidad de remolino la relacionan directamente con la
distribucién de velocidades media, como son los gradientes locales. La hipdtesis que manejan
dichos modelos es que la turbulencia es disipada de forma implicita cuando en realidad se
estd generando, lo que significa en ultima instancia es que no hay transporte turbulento en
el flujo medio. De acuerdo con lo anterior, en los casos donde el estado de la turbulencia en
un punto en particular es influenciado por la generacién de éste desde otro punto del flujo,
es incorrecto considerar que no hay turbulencia.

Generalmente los modelos que utilizan las ecuaciones de transporte caracterizan la turbulen-
cia por medio de cantidades que se encuentran representadas en términos de: a) transporte
convectivo por medio del movimiento medio; b) transporte difusivo por medio del movimiento
turbulento (adicional a la tasa de cambio del flujo inestable). Algunos modelos utilizan
solo una ecuacion de transporte para la escala de velocidades 7 supuesta al caracterizar las
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velocidades fluctuantes, otras por el contrario utilizan una ecuaciéon para la escala de longitud
l. Adicionalmente, otros modelos resuelven las ecuaciones para mas de una escala, que son
conocidas como las ecuaciones de transporte para u;u;, puesto que determinan diferentes
procesos o tamanos de vortices en diferentes direcciones.

3.4.3.4. Modelado Escalas de Submalla

Existen modelos que permiten simular la turbulencia pero que no tienen por objeto la solucion
de las ecuaciones de conservacién. Por las limitaciones que se tienen en cuanto a la capacidad
de los computadores que permitan modelar las pequenas escalas del movimiento turbulento
y por otro lado a modelos que se enfoquen solamente en los movimientos de gran escala, se
debe realizar una aproximacion con los modelos escalas de submalla. La ventaja de utilizar
este tipo de simulacion a pequena escala es que a diferencia de los modelos de gran escala,
son menos dependientes del tiempo y en consecuencia los métodos de solucion utilizados son
relativamente mas simples. Adicionalmente, se tiene la ventaja que en estos los detalles del
modelo estan influenciados en menor medida por el comportamiento del flujo en comparacion
con los modelos de cierre aplicados a las ecuaciones de Reynolds, por el hecho que la principal
contribucion a la estructura del flujo turbulento del movimiento a gran escala se puede resolver
en un dominio numérico grande. El procedimiento desarrollado por estos modelos es calcular
los movimientos a gran escala por medio de las ecuaciones de conservacién dependientes del
tiempo en tres dimensiones y los de pequena escala se determinan con la ayuda de otro
modelo mas sencillo.

3.4.4. Modelo de Cero Ecuaciones: Modelo de Longitud de Mezcla
(primer orden)

Este tipo de modelos de turbulencia no utilizan las ecuaciones de transporte para la evaluacion
de las cantidades turbulentas; son modelos simples que emplean el concepto de viscosidad de
remolino por medio de experimentos de laboratorio, prueba y error a través de ecuaciones
empiricas o relacionando la distribucién de velocidades media.

3.4.4.1. Constantes de Viscosidad y Difusividad de Remolino

En la literatura existen diversos métodos de céalculo aplicados a grandes cuerpos de agua
que utilizan las constantes de viscosidad y difusividad de remolino a todo el campo de
flujo. Los valores de estos se obtienen directamente de experimentos de difusion de tinta,
de la informaciéon empirica disponible a partir de ensayos prueba y error al confrontar las
observaciones con el problema propuesto. Aunque estos modelos no son muy apropiados se
utilizan con frecuencia en muchos problemas de hidraulica. En el calculo de las propiedades
hidrodinamicas la constante de viscosidad de remolino tiene poca importancia; ademas, en
calculos de flujo en grandes cuerpos de agua los términos que representan los fenémenos
turbulentos adquieren poca relevancia, dado que en muchas situaciones solo son introducidos
para mejorar la estabilidad numérica. Adicionalmente en los casos donde son importantes los
términos turbulentos el modelo es muy limitado para describir el comportamiento del flujo
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correctamente.

El uso de la constante de difusividad I" para calcular el campo de concentracion o temperatura
es de gran importancia practica. Este modelo sin embargo, se queda igualmente limitado y
solo se puede aplicar a los denominados campos lejanos, donde la constante de difusividad
varia relativamente poco, dado que la turbulencia esta gobernada por las condiciones del
cuerpo de agua y no por las distorsiones locales tales como captaciones o descargas.

La suposicion de una viscosidad o difusividad de remolino isotrépica es muy informal en
algunas ocasiones, y se adoptan entonces diferentes valores de difusividad para el transporte
vertical y horizontal. Generalmente I';, es mayor que I', de dos a tres veces el valor de la
profundidad media.

3.4.4.1.1. Efectos de Flotabilidad El transporte vertical de la turbulencia tanto de
momento como de las cantidades escalares, esta estrechamente relacionado con el fenémeno
de flotabilidad. Este fenémeno se puede describir por medio de la siguiente formulacién
empirica:

—Uty = (Utz>0<1 + BORi)ay Fz = 1—\zO(l + 5¢Ri>a¢ (37)
_ —90.p
b p(0:u)? 35

R; es el numero de gradiente de Richardson el cual es una relacion de las fuerzas de gravedad
con las fuerzas inerciales, y caracteriza la importancia de los efectos de flotabilidad. Los
pardmetros (vy,)o v I',o se conocen como valores de estratificaciéon neutral (R;). De acuerdo
con Anderson las relaciones que generan el mejor ajuste con los datos experimentales son:

a=-0583=10,04 = —1.5,3, = 3.33

La relaciéon ¢+ es el nimero de turbulencia de Prandtl-Schmidt (0+.) que incrementa con R;
y con la estratificacién estable de forma gradual.

3.4.4.1.2. Viscosidad/Difusividad Promediada en la Vertical El concepto mencio-
nado es de gran importancia en cdlculos promediados en la vertical donde solo se considera
el transporte horizontal, dado que este transporte se representa por los esfuerzos en el fondo.
En este caso los valores medios de (v;) y I se utilizan para relacionar el momento promediado
en la vertical con el gradiente de temperatura y velocidad media. El modelo tiene algunas
restricciones en el calculo de campos lejanos a la pared y se utiliza fundamentalmente para
resolver la ecuacién de temperatura/concentraciéon. De hecho, el modelo de constante de
difusividad tiene su mayor aplicacién en los métodos de difusion, que asume que el campo
de velocidad es bien conocido y solo resuelven, la ecuacién de temperatura/concentracion
promediada en la vertical. En los casos de canales abiertos donde la turbulencia es producida
principalmente en el fondo, la difusividad media se relaciona razonablemente con la velocidad
de friccién y la profundidad:

T=CUxh (3.9)
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C es una constante empirica y depende un poco de la geometria. Para canales amplios posee
un valor de 0.135 pero varia con la relacién ancho-profundidad.

La turbulencia en el océano y en lagos aparece como resultado de la division de la circulacion
a gran escala y de los efectos del oleaje. La ecuacion mas ampliamente utilizada es:

T = AL (3.10)

A es un parametro de disipacién y L es una escala tipica de los procesos de generacién de la
turbulencia.

3.4.4.2. Modelos de Longitud de Mezcla

El modelo desarrollado y el mas adecuado para describir la distribucién de la viscosidad de
remolino, propiamente el primer modelo de turbulencia, fue el desarrollado por Prandtl en
1925 y se conoce como la hipétesis de longitud de mezcla. Prandtl supuso que la viscosidad
de remolino es proporcional a la velocidad fluctuante media v y a la longitud de mezclado [,
(3.4). El modelo considera capas de esfuerzos cortantes donde los aportes mas significativos
son generados por los esfuerzos asociados a la turbulencia (uv) y por el gradiente de
velocidades (0,u). Su postulado afirma que la velocidad media es igual a [,, veces la longitud
de mezcla del gradiente de velocidades, asi:

T =L, |0yul (3.11)

La longitud de mezcla se define cuando una porcién del flujo que viaja con su velocidad
media inicial es desplazada por el movimiento turbulento en la direccién transversal una
distancia y; a ys; como resultado de esto la velocidad de las areas adyacentes difieren de
la velocidad media por una cantidad Awu. La distancia ys — y; a la cual Au es igual a la
velocidad transversal media de la fluctuacién se conoce como longitud de mezclado. A partir
de esta hipdtesis es posible construir una expresion que defina la viscosidad de remolino de
la siguiente forma:

vy = 12, |0,ul (3.12)

conocida como la hipotesis de longitud de mezcla de Prandtl, la cual relaciona la viscosidad
de remolino con el gradiente de velocidad media local e involucra el parametro de longitud
de mezclado {,,.

La hipotesis de Prandtl es aplicada con gran éxito en muchas situaciones practicas que
comprenden flujos relativamente simples, en virtud que se puede especificar mediante
ecuaciones empiricas muy simples. La constante empirica en este modelo de turbulencia
depende del tipo de flujo considerado.

3.4.4.2.1. Flujos Generales La hipétesis de longitud de mezcla se encuentra restringida
para flujos con capa limite en dos dimensiones y se puede expresar de la siguiente manera:
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el uso de esta relacién se ha visto limitado como resultado de la dificultad que implica
especificar [, en flujos complejos, es decir, flujos de capa limite. El parametro [,, para flujo
en ductos es posible determinarlo mediante la ecuacion de Buleev:

1 1
= N— — 14
L W/DdeQ (3.14)

donde N es la constante de von Karmaéan, ¢ es la distancia a la cual se determina [,,, desde la
pared en direccion €2 y D es el dominio de integracién (seccién transversal al ducto).

3.4.4.2.2. Conclusiones sobre el Modelo El modelo de longitud de mezcla no es
apropiado cuando los procesos de conveccion o difusion en el transporte de turbulencia son
importantes, como por ejemplo, los flujos rapidamente variados, la transferencia de calor
a través de un plano con gradiente de velocidades cero o los flujos de recirculacion. Este
modelo se utiliza con poca frecuencia debido a las dificultades que se tienen para definir
l,. Sin embargo, en muchas situaciones donde se tienen flujos simples y siempre que se
pueda definir empiricamente [,,,, el modelo de longitud de mezcla se convierte en una gran
herramienta.

3.4.4.3. Modelo de Capa Limite de Prandtl

En 1942 Prandtl propuso un modelo aplicado solo a capa limite. En su trabajo supone que
la viscosidad de remolino v; es constante sobre cualquier seccion transversal de la capa de
esfuerzos; la longitud de escala de turbulencia, [, es proporcional al ancho de la capa, d, y la
velocidad de escala, v, es proporcional a la diferencia méxima de velocidades |tumaz — Umin| &
través de la capa limite. De acuerdo con esto propone la siguiente ecuacion:

U = €0 |Umaz — Umin| (3.15)
¢ es una constante empirica y depende del tipo de flujo que se analice.

Por su simplicidad el modelo de capa limite de Prandtl es muy utilizado en el célculo de capas
mezcladas, chorros o estelas de flujo. El modelo trabaja muy bien para valores apropiados de
¢ cuando el flujo se encuentra en un estado bien desarrollado, pero en transiciones de un tipo
de flujo a otro no predice adecuadamente por que la constante ¢ carece de valores universales.

3.4.5. Modelos de una Ecuacion

Los modelos de turbulencia de una ecuaciéon surgen bajo la necesidad de superar las
limitaciones de los modelos que utilizan la hipotesis de longitud de mezclado, los cuales
tienen en cuenta la continuidad del transporte turbulento mediante la solucién de un sistema
de ecuaciones diferenciales. La base fundamental en el desarrollo de estos modelos se da al
relacionar la velocidad de escala fluctuante y los gradientes de velocidad media, asi como
determinar su formulaciéon desde una ecuacién de transporte.
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3.4.5.1. Modelos que Utilizan el Concepto de Viscosidad de Remolino

Cuando se caracterizan las velocidades fluctuantes, la escala fisica més significativa es V/k,
donde k es la energia cinética del movimiento turbulento por unidad de masa, y constituye
la medida directa de la intensidad de las fluctuaciones turbulentas en las tres direcciones
coordenadas. En este sentido k se encuentra contenido dentro de las fluctuaciones a gran
escala, por lo tanto, vk es la escala de velocidades para los movimientos turbulentos a gran
escala. Este término se relaciona con la viscosidad de remolino mediante la siguiente ecuacién:

vy = clu\/ELt (3.16)

¢ ;1 es una constante empirica. La expresién se conoce como la ecuacién de kolmogorov-
Prandtl porque ambos la desarrollaron en forma independiente. Los autores, en su formula-
cion, sugieren la determinacién de la distribucion de & al resolver la ecuacion de transporte
de k. La ecuaciéon de transporte surge directamente de las ecuaciones de Navier-Stokes. Para
altos nimeros de Reynolds esta ecuacion se expresa de la siguiente manera:

Uty Pyl e
Ok ,&k‘:—@ i J ) — — U; 0 i — Ui O — 0; 18 i 3.17
; +ub [u( 5 —I—p)} w;u;05u; — $9;0;9 — v0ju;0ju (3.17)
a ~ N~ - d €

c

donde, (a): tasa de cambio de k por unidad de tiempo, (b): transporte convectivo,
(c): transporte difusivo, (d): produccién de esfuerzos (P,), (e): produccién de fuerzas de
flotacion /distribucién (f1), (f): disipacién viscosa e.

La tasa de cambio de k es balanceada por el transporte convectivo debido al movimiento
del flujo medio; el transporte difusivo debido a la velocidad y a la presion fluctuante; la
produccién de k es contrarrestada por la interaccion de los esfuerzos de Reynolds y los
gradientes de velocidad media; finalmente la disipacion de k por la accion viscosa. El término
de produccién representa la transferencia de energia cinética desde el movimiento medio
al movimiento turbulento, donde éste aparece con signo contrario, similar a un término de
decaimiento en la ecuacién de energia cinética del movimiento medio, %uzuz El término
de flotabilidad turbulenta (boyancia), fI, representa el intercambio de energia cinética a
potencial asociada al movimiento turbulento. En la estratificacion de las capas de esfuerzos
en el proceso de turbulencia estable, el término es negativo asi que k se reduce y la turbulencia
es aislada mientras la energia potencial del sistema aumenta. En la estratificacién inestable
la energia turbulenta se genera a expensas de la energia potencial. La disipacién viscosa,
€, transfiere energia cinética a energia interna del fluido, trabajando como una funcién tipo
sumidero.

3.4.5.1.1. Forma de Modelar la Ecuacion para k La ecuacién 3.17 generalmente no
se emplea debido a la aparicion de algunos términos desconocidos tanto en las componentes
de difusiéon como de disipacién, por lo tanto, se hace necesaria la introduccion de nuevas
hipotesis para obtener un sistema de ecuaciones cerrado. En general, el flujo difusivo de k
frecuentemente se asume proporcional al gradiente de k, de esta forma:

_u K% + 1—))] = Yok (3.18)

P O

38



CAPITULO 3. EL MODELADO DE LA TURBULENCIA

o es una constante de difusién empirica. La disipacion de energia cinética turbulenta se
modela usualmente por medio de la siguiente expresion:

ks
€= ODL_t (3.19)

donde Cp es un coeficiente empirico.

La tasa de disipacion estda gobernada por los movimientos a gran escala atin cuando la
disipacion tiene participacion en los pequenos remolinos.

Con las suposiciones realizadas, ademas de las expresiones de la viscosidad de remolino y de
difusividad para w;u; y u; respectivamente, la ecuacién de k se transforma en:

Ok + u;0;k = 0; (ﬂ + &'k) + v¢ (Oju; + Ouj) Oju; + Bogs Lo — CDk§ (3.20)

v

O o Ly
Los términos Cp ~ 0.08 y 0 ~ 1 son los valores mas razonables para estas constantes
empiricas.

Este flujo presenta algunas restricciones para capas de esfuerzos en flujos cercanos a la pared y
flujos con altos niimeros de Reynolds. El término de difusion viscosa también aparece en esta
ecuacion y las constantes empiricas son funcion del nimero de Reynolds turbulento, Re = ‘/TH
Se han realizado desarrollos adicionales al modelo que tienen en cuenta los efectos viscosos,
pero por cuestiones practicas en ingenieria no se presentan por tener poca importancia en el
area de hidraulica.

3.4.5.1.2. Caso Especial de la Hipétesis de Longitud de Mezcla Cuando la tasa
de cambio y los términos de transporte convectivo y difusivo son despreciables en la ecuacion
de k, el término de produccién de energia cinética turbulenta es igual a la disipacion y se
dice entonces que la turbulencia esta en equilibrio local. Para capas de esfuerzos sin efectos
de flotacion lo anteriormente expresado indica que:

vy (O,u)* = Cp— (3.21)

Cuando la ecuacién 3.21 se utiliza para determinar k en la expresién de Kolmogorov (ecuacion,
3.16) resulta:

v = (ﬂ) L210,ul (3.22)
Cp

la cual es la longitud de mezcla, y tiene forma similar a la ecuacién 3.13. La longitud de
mezclado [,,, parece ser <%> * veces la escala de longitud L;. La derivada indica claramente
que el modelo de longitud de mezcla solo es apropiado cuando la turbulencia esta en estado

local.
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3.4.5.2. Modelo de Bradshaw

Bradshaw (1969) y su grupo de trabajo desarrollaron un modelo de esfuerzos que no emplea
el concepto de viscosidad de remolino. En lugar de esto, resuelve una ecuacion de transporte
para obtener el tensor de esfuerzos uv que se obtiene al transformar la ecuacion de energia
cinética turbulenta 3.17. El modelo se fue previsto inicialmente para capas limite donde los
experimentos arrojaron la siguiente expresion:
uv

- Tu cte ~ 0.03 (3.23)
La ecuacion 3.23 se utiliza como una relacion entre k£ y wo. En virtud de que esta ecuacion
se puede transformar en una del tipo uw, se tiene la siguiente expresion:

___3
uv 2

Ly

U, 4 00, = ~0, | GO (W) | — W00~ (3.24)

a1 a1

Esta ecuacién es similar a la ecuacion 3.20 y la tinica diferencia se da en el término de difusion.
El acierto del modelo se basa en que Bradshaw es consistente al no utilizar el concepto de
gradiente-difusion y supuso a diferencia de la ecuacién 3.18 que el flujo de difusién de k 6 wo

1 p -y
es proporcional a una gran velocidad denominada (40,,4,)2. El pardmetro fl en la expresién

de difusién es ahora: )
mma:p 5 y
- (—) 3.95
=) 0 G &2

Donde f; es una funcion empirica. La escala de longitud L tal como aparece en la ecuacion
3.24 se determina mediante la funcién:

Le=f:(5) (3.26)

El modelo de Bradshaw se ha aplicado con buena precision en célculos de capa limite. En
flujos de esfuerzos donde las tensiones cambian de orientacién (signo) como son los flujos en
ductos, chorros, etc., la ecuacion 3.23 no es valida porque k& no cambia de signo.

3.4.6. Modelos de Dos Ecuaciones (k — ¢)

La caracterizacion de la escala de longitud en los vortices grandes y la energia contenida
en los torbellinos, estdn sujetas a procesos de transporte de forma similar que la energia
cinética turbulenta. Otro proceso que tiene influencia en la escala de longitud es la disipacién,
pues destruye los vértices pequenos y suscita la formacion de otros vértices nuevos pero de
mayor tamano. Para el balance de todos estos procesos es necesario expresar una ecuacién de
transporte de para calcular su distribucién. La mayor parte de este tipo de modelos existentes
en la literatura utiliza el concepto de viscosidad de remolino y la expresiéon de kolmogorov-
Prandtl (3.16).

3.4.6.1. Ecuacién de la Escala de Longitud

Los modelos de dos ecuaciones, por ejemplo € y k[ , se obtienen del desarrollo de las ecuaciones
de Navier-Stokes y se escriben posteriormente en forma apropiada para su uso mediante una
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serie de hipotesis. Otros modelos por el contrario, se han obtenido mediante procedimientos
heuristicos. Ambos resultados son muy similares y se enuncian de la siguiente manera:

vkl z vk
8tz -+ ui&z = (9@ (U—Z&z —+ CZIEP — CZZZT —+ S (327)
a b

—— N—\— f
d e
C
Donde, (a): tasa de cambio; (b): conveccidn; (c): difusién; (d): produccién; (e): destruccion
donde o, c,, v c., son constantes empiricas; P es la produccién de energia cinética tal como
se definié en la ecuacién 3.17, y S es un segundo término fuente que varia de acuerdo a
la seleccién de z. Exceptuando el segundo término que es importante principalmente en las
zonas cercanas a la pared, y el término de difusién, los términos de la ecuacion expuesta
para diferentes profundidades se pueden presentar como equivalentes, con la ayuda de la
ecuacion de k (ecuacion 3.20). La principal diferencia se presenta en el término de difusién.
Experiencias con otro tipo de ecuaciones han demostrado que en flujos a superficie libre
esta diferencia no es representativa, y la hipdtesis del gradiente en las proximidades de la
pared para la simulacién de la difusién trabaja mucho mejor para (z = €) que cualquier otra
variable. La ventaja de la ecuacién con respecto a otro tipo de formulacién es que no requiere
de un segundo término fuente adicional, cuando en muchos casos otras expresiones necesitan
una correlacion del término S en las cercanias a las paredes del flujo. En virtud de lo anterior,
la ecuacién € se ha convertido en una de las mas populares con respecto a las ecuaciones de
escala de longitud.

3.4.7. Otros Modelos de Turbulencia

A continuacién se presenta un resumen de los modelos de turbulencia desarrollados en las
ultimas décadas, desarrollados por la fundacion OpenFOAM, los cuales se clasifican en
funcion de las ecuaciones de gobierno.

3.4.7.1. Simulacion Promediada de Reynols

Conocidos como modelos de Reynolds o modelos RANS debido a que resuelven las ecuaciones
de Navier-Stokes con un promedio estadistico. Las ecuaciones son aproximadas mediante un
promedio de las cantidades instantaneas e incluye modelos adicionales para tener en cuenta el
efecto de la turbulencia. A continuacion se presenta los modelos desarrollados en los ultimos
anos.

1. Modelos RANS para Fluidos Incompresibles
e laminar

Modelado de la turbulencia para flujo laminar

e LEpsilon
Modelo del tipo k — € para flujos estdndar con altos nimeros de Reynolds (Re)

e kOmega
Modelo del tipo k — w para flujos estdndar con altos nimeros de Reynolds (Re)
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o kOmegaSST
Modelo del tipo k —w — SST

e RNGkEpsilon
Modelo del grupo renormalizado RNG del tipo RNG — k — ¢

e NonlinearKEShih
Modelo no lineal del tipo k — €

o LienCubicKFE
Modelo del tipo k& — ¢

e gZeta
modelo del tipo ¢ — ¢

e LaunderSharmaKE
Modelo del tipo k — € para flujos con bajos nimeros de Reynolds (Re)

e LamBremhorstKE
Modelo del tipo k — € para flujos con bajos nimeros de Reynolds (Re)

o LienCubicKELowRe
Modelo del tipo k — € para flujos con bajos nimeros de Reynolds (Re)

e LienLeschzinerLowRe
Modelo del tipo k — € para flujos con bajos nimeros de Reynolds (Re)

e LRR
Modelo del tipo Transporte de Esfuerzos de Reynolds (RSTM) Launder-Reece-
Rodi

e LaunderGibsonRSTM
Modelo tipo RSTM para considerar reflexion el las paredes del dominio

o realizable KE
Modelo del tipo k — ¢

e SpalartAllmaras
Modelo de longitud de mezcla de una ecuacion

2. Modelos RANS para Fluidos Compresibles

e [aminar Modelado de la turbulencia para flujo laminar

e LEpsilon
Modelo del tipo k — € para flujos estandar

e kOmegaSST
Modelo del tipo k —w — SST

e RNGkEpsilon
Modelo del grupo renormalizado RNG del tipo RNG — k — ¢

e LaunderSharmaKE
Modelo del tipo k — € para flujos con bajos nimeros de Reynolds (Re)

o LRR
Modelo de Launder-Reece-Rodi tipo RSTM
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o LaunderGibsonRSTM
Modelo tipo RSTM

o realizable KE
Modelo del tipo k — ¢

e SpalartAllmaras
Modelo de longitud de mezcla de una ecuacion

3.4.7.2. Simulacién Grandes Vértices (LES)

Las grandes estructuras turbulentas en el flujo se resuelven a través de las ecuaciones de
gobierno, mientras que las escalas menores son descritas con los modelos Escalas de Submalla
(SGS). La separacién de escala se obtiene aplicando filtros a las ecuaciones de gobierno que
tienen influencia en los modelos SGS. A continuacion se presenta el listado de los modelos
LES.

1. Modelos LES para Turbulencia Isotrépica

e Smagorinsky

e Smagorinsky?2
Modelo de Smagorinsky con un filtro 3D

e dynSmagorinsky
Modelo Smagorinsky dindmico

e homogeneusDynSmagorinsky
Modelo Smagorinsky dindmico homogéneo
e dynLagrangian
Modelo Lagrangiando de viscosidad de remolino de dos ecuaciones

e scaleSimilarity

e mizedSmagorinsky
Modelo de mezcla de escala Smagorinsky

e dynMizedSmagorinsky
Modelo de mezcla dindmico de escala Smagorinsky

e OnelqEddy

Modelo de viscosidad de remolino de una ecuacién tipo k

o dynOneEqFEddy
Modelo dinamico de viscosidad de remolino tipo &

e [ocDynOneEqEddy
Modelo dinamico localizado de viscosidad de remolino de una ecuacion tipo &

e spectFEddyVisc
Modelo espectral de viscosidad de remolino

e LRDD:iffStress
Modelo de esfuerzos diferenciales LRR

43



CAPITULO 3. EL MODELADO DE LA TURBULENCIA

DeardorffDiffStress

Modelo de esfuerzos diferenciales Dearddorff
SpalartAllmaras

SpalartAllmarasDDES
Modelo tipo DDES de simulacién de vortices SpalartAllmaras

SpallartAllmarasIDDES
modelo tipo IDDES mejorado de Spallart Allmaras

2. Modelos LES para Turbulencia Anisotréopica

Smagorinsky

OneFEqEddy
Modelo de viscosidad de remolino de una ecuacién tipo k

dynOneFEqEddy

Modelo dinamico de viscosidad de remolino tipo k

lowReOneEqEddy
Modelo de viscosidad de remolino de una ecuacion tipo k£ para bajos nimeros de

Reynolds (Re)

DeardorffDiffStress
Modelo de esfuerzos diferenciales Dearddorff

SpalartAllmaras

3. Modelos LES deltas

PrandtlDelta
cubeRootVolDelta
maxDeltaxyz

smoothDelta

4. Filtros LES

e laplaceFilter

o simpleFilter

e anisotropicFilter
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4

Fundamento Teodrico de las Ecuaciones de
Flujo Turbulento

4.1. Introduccion

Las ecuaciones que describen de forma completa los fenémenos turbulentos se conocen como
ecuaciones de Navier-Stokes. Como se ha mencionado anteriormente, éstas parten en principio
de las leyes de conservacién para un flujo incompresible conformando un sistema cerrado y
permiten modelar todos los detalles del movimiento turbulento de forma exacta, aunque no
sea posible resolverlas para aplicaciones practicas.

Se presenta a continuacién los fundamentos tedricos y analiticos para la descripcién de un
flujo turbulento mediante las ecuaciones de Reyndols (RANS), que en definitiva permitiran
la descripcién del fenémeno de la rotura del oleaje y que son aplicados a un modelo de
turbulencia denominado INSURF.

4.2. Modelado de la Rotura

Los fenémenos de transformacion del oleaje de aguas profundas a someras son de gran
interés tedrico y practico para los ingenieros costeros. La rotura del oleaje juega un papel
fundamental en muchos de los procesos que se llevan a cabo en la costa como son el transporte
de sedimentos y las corrientes costeras; ademéds, durante este fenémeno se originan burbujas
de aire y la expulsion de gotas de agua que son importantes cuando se estudia el transporte
de contaminantes.

En los ultimos anos se han llevado a cabo diversas investigaciones cuyo objeto ha sido
determinar cada uno de los mecanismos inherentes a la rotura. A pesar de que los esfuerzos
se han dirigido a la obtencion de datos de laboratorio y aproximaciones tedricas a la postre
se han construido algunos modelos numéricos lo suficientemente precisos, empleados en la
construccién del campo de velocidades y el perfil de la superficie libre.

Las primeras aproximaciones numéricas provienen de las ecuaciones promediadas en la
vertical, que comprenden a las ecuaciones de aguas someras y las ecuaciones de Boussinesq.
Los términos disipativos se incluian en las ecuaciones para representar la pérdida de
energia durante la rotura. Esto conducia a modelos muy eficientes permitiendo realizar
grandes simulaciones que generalmente se aplicaban a tsunamis y runup. Sin embargo, es
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importante tener en cuenta las limitaciones de estos modelos con respecto a uno que desarrolle
completamente las ecuaciones, pues los primeros no pueden predecir detalladamente la
configuracion de la superficie libre durante la rotura y no contienen la informacién sobre
la generacién/transporte de la vorticidad y la turbulencia.

Para simular el inicio de la rotura la teoria de flujo potencial es muy adecuada. Antes de que
la ola rompa el movimiento del flujo es totalmente irrotacional, excepto en las regiones de
capa limite. Por lo tanto, los procesos de evolucion del oleaje se pueden describir tedricamente
por la proposicién de flujo potencial.

Independientemente de las ecuaciones o la técnica que se utilice para simular la rotura,
las ecuaciones completas de Reynolds son las que mejor describen el movimiento medio de
cualquier flujo turbulento. Estas tienen forma similar a las ecuaciones de Navier-Stokes, son
un caso especial de las tiltimas cuando el flujo es laminar.

La técnica de la buisqueda de la superficie libre fue propuesta por Harlow y Welch (1965) y
fue empleada para solucionar las ecuaciones de Navier-Stokes junto con el método de Marker
and Cell (MAC, por sus siglas en inglés). Con el paso de los afios fue mejorando; una de las
metodologias més destacadas es la que desarroll6 Chorin (1968-1969). Es un método muy
robusto que sirve como solucionador de las ecuaciones de Reynolds.

Un aspecto muy importante en la simulacién de la rotura es la reconstruccion de la
superficie libre. Existen diferentes técnicas para este proceso, sin embargo, algunas de
ellas poseen fuertes limitaciones que impiden su aplicacion. Por ejemplo, no se utiliza el
método de la Funcién de Altura pues requiere evaluar el desplazamiento de la superficie
libre individualmente. El método MAC no tiene restricciones para geometrias complejas,
pero requiere mucha capacidad en maquina para el almacenamiento de la informacion del
marcador. Ademads, como el marcador no se posiciona en el lugar donde esta exactamente
definida la velocidad los movimientos de ésta se basan en su interpolacion, lo que puede
conducir a la acumulaciéon de grandes errores. El método de seguimiento de la superficie
(Mitaya, 1986) o el de marcador superficial (Chen et al. 1991) reducen la cantidad
de informacién almacenada, pero estd mas complicado el reordenamiento del marcador
superficial. Esta limitacién no es posible solucionarla cuando se da una rotura muy fuerte
porque se generan pequenas burbujas y gotas de agua. El método de volumen de fluido (VOF,
por sus siglas en inglés) desarrollado por Hirt y Nichols (1981) es una buena alternativa para
la reconstruccion de la superficie libre, atendiendo a la necesidad de seguir los cambios de
densidad dentro de cada celda computacional en lugar de la localizacion de la superficie libre.

Lin y Liu (1998 a,b) resolvieron las ecuaciones RANS utilizando el método de proyeccién
de Harlow y Welch (1965) y reconstruyeron la superficie libre con la técnica de volumen de
fluido, pues con la conjuncién de estas dos metodologias es posible resolver, en principio,
cualquier flujo laminar con la ausencia de rotura. Con respecto al modelado de este tltimo
fenémeno y en lo que a turbulencia se refiere es necesario introducir un modelo que represente
adecuadamente los efectos turbulentos del flujo medio. Generalmente no se introducen
modelos turbulentos muy robustos o los mas precisos debido a los esfuerzos que supone,
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por el nivel de dificultad que se maneja, por la ausencia de un adecuado conocimiento y
entendimiento de las caracteristicas de la turbulencia asociadas al fenémeno de la rompiente.

Para tener en cuenta los verdaderos efectos turbulentos, es necesario emplear modelos de
cierre que describan de la forma mas precisa posible la generacion, transporte y el decaimiento
de la turbulencia. Los modelos més conocidos e importantes son los modelos de cierre de
la turbulencia que permiten cerrar directamente el sistema de ecuaciones de transporte de
tensiones de Reynolds. La falta de conocimiento acerca del comportamiento de los fenémenos
turbulentos hace que el problema de cierre de la turbulencia sea siempre un tema cuestionable.
Esto aplica directamente a los términos de los esfuerzos de presién pues tienen la tarea de
redistribuir la energia turbulenta hacia diferentes direcciones. Si el modelo (k — €) se compara
con el modelo de cierre de las tensiones de Reynolds se observa que es de menor nivel, pues
en el primero no se busca el cierre de las ecuaciones de transporte de Reynolds sino que se
basa en la hipdtesis de viscosidad de remolino, relacionando los esfuerzos de Reynolds con la
energia cinética turbulenta k , con la tasa de disipacion turbulenta e y la tasa de esfuerzos
del flujo medio.

La suposicién de viscosidad de remolino reduce sustancialmente el niimero de ecuaciones
del sistema, pasando de seis en los modelos de cierre de esfuerzos de Reynolds a uno para
la ecuacién de k; ademas de simplificar la hipétesis de cierre. La secuencia de solucion es
desarrollar las ecuaciones de Navier-Stokes y a partir de sus resultados evaluar las ecuaciones
de transporte para obtener k y € . El problema de tal asuncién es que también limita la
aplicacion del modelo a flujos cuasi-isotrépicos turbulentos difusivos.

4.3. Ecuaciones de Gobierno del Flujo

4.3.1. Ecuaciones de Navier-Stokes

El movimiento de un flujo incompresible se puede describir por las ecuaciones de Navier-
Stokes en una frontera dada:

1 1
Oru; + uj0ju; = —; iD+ gi + ;a?ﬂ'j (4.2)

Donde 7,7 = 1,2 para el movimiento de un fluido bidimensional. Las ecuaciones de Navier-
Stokes representan la conservacion de la masa y el momento por unidad de masa, en la cual u;
es la i-ésima componente del vector velocidad, p indica la densidad del fluido, p la presion, g;
la i-ésima componente de la aceleracion de la gravedad y 7;; es el tensor de esfuerzos viscosos.
Para un fluido newtoniano 7;; = 2uo;; y 0,5 = % (Oju; + Oju;) donde 1 es la viscosidad y ;5
es del tensor de esfuerzos cortantes.

Para el modelado de las ecuaciones se van a considerar dos tipos de condiciones de frontera:
una frontera sélida en el fondo y la frontera de la superficie libre. La velocidad en la frontera
solida se denota como u;, ademas se requiere de una condicién de frontera no deslizante.
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En la superficie libre se requiere la continuidad de las componentes del esfuerzo. Para ello
es necesario denotar n como un vector unitario normal a la superficie libre, y n; como su
proyeccion en el eje x;. En consecuencia, la continuidad de las componentes de los esfuerzos
se expresan como:

p — p (Oju; + Ouj) ning = T, (4.4)

Tn es el esfuerzo normal aplicado sobre la superficie libre, ademas se ignora la tension
superficial. En problemas tridimensionales se requieren dos vectores unitarios tangenciales
th(k = 1,2) al definir el plano tangente local en la superficie libre y ¥ estd definido como la
proyeccién de t* en la direccién ;. Si se aplican en la superficie libre esfuerzos externos, ti y
t2, la continuidad de los esfuerzos es:

1% (@ul + (‘Zu]) nztf = Ttk; k= 1, 2 (45)

Adicional a la condicién de frontera de la continuidad en los esfuerzos en la superficie libre, la
cual es también referida a la condicién de frontera dinamica, se debe satisfacer la condicién
cinematica. Antes de la rotura del oleaje esta condicién de frontera asume la continuidad
de la velocidad lo que asegura que la superficie libre sea un material sélido. Dado que la
superficie material siempre esta compuesta por las mismas particulas, entonces la derivada
total de cualquier propiedad fisica debe desaparecer en la superficie libre. De acuerdo con
esto:

Después de la rotura la superficie libre no es un material continuo y por tanto la ecuacion 4.5
no es vélida. La funcién F' es la funcién de densidad, es decir, F'(x,t) = p(z,t). Generalmente
la ecuacion 4.5 es cierta para flujo incompresible, antes y después de la rotura. Si la densidad
se mantiene constante la expresién anterior se satisface automaticamente.

Sin embargo, en el método de volumen de fluido (VOF) la densidad del fluido en cada celda
computacional se define como la densidad media de la celda. Por lo tanto, en la celda de
calculo donde aparece la superficie libre la densidad del fluido es menor que la densidad
real de éste, mientras la densidad del flujo en la celda analizada ocupada por aire es cero.
Al reconstruir los cambios de densidad en cada celda se puede estimar el movimiento de la
superficie libre.

4.3.2. Ecuaciones de Reynolds

En las aplicaciones de ingenieria se da mas valor a los efectos del flujo medio que a los
detalles de las fluctuaciones turbulentas, por lo que se adopta la aproximacion estadistica
promediando las ecuaciones de conservacién (promedio en el tiempo) durante un periodo de
tiempo mucho mas grande que el periodo caracteristico de las fluctuaciones.
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Las ecuaciones de gobierno (Navier-Stokes) y sus condiciones de frontera describen los
movimientos de un flujo incompresible con superficie libre incluyendo flujos potenciales,
laminares y turbulentos. Una vez se especifican unas condiciones de frontera iniciales
adecuadas para los campos de presién y velocidad en conjunto con la configuracién de tales
condiciones el sistema esta dispuesto para resolverse numéricamente.

Sin embargo, en el caso de flujos turbulentos con niimeros de Reynolds muy altos, la resolucién
de las fluctuaciones turbulentas de pequena escala es tan alta que la simulacién numérica
directa es extremadamente compleja. Una opcién es analizar el campo de flujo medio que
considere la influencia de dicha fluctuacién. Tanto el campo de presiones como de velocidades
se puede dividir en una componente media y una fluctuacién turbulenta. De acuerdo con este
proceso, se descompone cada variable instantanea en la suma de un valor medio y de una
fluctuacion. Para analizar los efectos de las fluctuaciones se introducen estos términos en las
ecuaciones de continuidad y de cantidad de movimiento.

u=1u+u (4.7)
v=T+ (4.8)
w=w+w' (4.9)
p=p+7 (4.10)
Donde las condiciones medias se pueden definir como:
1 to 1 to
u; = w;dt;p = dt 4.11
to — 11 /t1 b to — 11 /tl P ( )

El delta de tiempo (t;—t;) es muy grande si se compara con la escala temporal del movimiento
turbulento y es muy corto al contrastarlo con la escala de tiempo del flujo medio en problemas
transitorios.

Cuando las ecuaciones 4.7, 4.8 y 4.9 son sustituidas en 4.1 y 4.2 y tomando un promedio del
conjunto de las ecuaciones se llega a la ecuacién de gobierno para un campo de flujo medio.

ot = 0 (4.12)

1 1 —F 1 1
ou; + U_ja]u_z = —5 iD + g; + 5837'71 — ajuiu 81'}?/ + ;@-agj (413)

i
Una de las ventajas de este sistema de ecuaciones es que aun después de reemplazar las
cantidades instantaneas por las cantidades medias contintian siendo muy exactas dado que
no se ha introducido algin tipo de simplificaciéon. Este procedimiento genera un inconveniente
en el sistema de ecuaciones por el hecho de que ya no es un sistema cerrado debido a la no
linealidad de la ecuacién de momento y a los términos desconocidos entre las velocidades
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fluctuantes W Fisicamente estos términos multiplicados por la densidad representan el
transporte de masa, momento y calor debido al movimiento fluctuante originado por la
turbulencia. El término W indica el momento en la direccion x; aplicado en la direccion j;
éste actia como un esfuerzo sobre el fluido y por lo tanto se conoce como el término turbulento
o esfuerzos de Reynolds. En muchas regiones del flujo los esfuerzos y flujos turbulentos son
mucho mayores que sus contrapartes laminares v0;u;, esto hace que en muchas ocasiones
sean despreciados.

Estas ecuaciones se resuelven para los valores medios de la velocidad y la presion al
mismo tiempo que para las cantidades turbulentas wju’. Es necesario derivar expresiones

de transporte a partir de m sin recurrir a los términos de orden superior; en lugar de
esto lo que comunmente se realiza es tomar expresiones de menor orden o directamente las
ecuaciones del flujo medio. Las leyes descritas por el modelo de turbulencia simulan el caracter
medio de una situacion de turbulencia real y se expresan mediante ecuaciones diferenciales o
algebraicas que en conjunto con las ecuaciones del flujo medio conforman un sistema cerrado.
La calidad de los resultados de la turbulencia en la simulacién depende fundamentalmente
de los términos de transporte en la ecuacion de momento. En algunas regiones del flujo los
términos inerciales del lado izquierdo de la ecuacion se compensan principalmente por los
gradientes de presion y los términos de flotacién, ain si el flujo es turbulento. Un ejemplo
de esto se tiene en capas limites donde la separacion del flujo ocurre dentro de una capa
de poco espesor o en flujos preponderantemente horizontales de profundidad somera, esto
supone que la modelacién de la turbulencia es inefectiva y se puede utilizar una solucion de
flujo potencial para enfrentar el problema. En otras condiciones como chorros o estelas de
flujo, estos términos adquieren mayor relevancia en el balance de las componentes inerciales
y son muy importantes a la hora de modelar la turbulencia.

Las ecuaciones 4.12 y 4.13 conforman el conjunto de expresiones conocido como ecuaciones de
Reynolds. Al efectuar una comparacién con las ecuaciones iniciales de gobierno se observan
dos términos adicionales para las correlaciones entre la densidad, el gradiente de presiones y
los esfuerzos viscosos fluctuantes. Como se acepta que la densidad es constante en el interior
del fluido, estos términos solo son importantes en las zonas cercanas a la superficie libre.
Ademas, la importancia de estas expresiones aun no esta comprendida en su totalidad por
lo que seran despreciados ahora para efectos de cédlculo. El tinico factor que serd tomado en
cuenta en el célculo del flujo medio es el de los esfuerzos de Reynolds.

Dado que tanto las condiciones de frontera para el fondo y la condicién dinamica de superficie
libre son lineales en términos de la velocidad y la presién, las ecuaciones 4.3, 4.4 y 4.5
se pueden aplicar al campo de flujo medio, precisando que las cantidades instantaneas se
reemplazan por sus correspondientes cantidades medias. En la ecuacién 4.6 como se tienen
términos no lineales en la funcién advectiva F(x,t) = p, los términos adicionales aparecen en
la ecuacion de flujo medio. Una vez que se efectiia el promedio del conjunto de términos de la
ecuacion 4.6 se ejecuta el mismo procedimiento empleado en las ecuaciones de conservacion
de la masa y momento a excepcién de las componentes de densidad p = p + p’ , obteniendo
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lo siguiente:

Op +1;0;p = _aiW (4.15)

La parte derecha de la ecuacién 4.15 representa la correlacion entre la densidad fluctuante
cerca de la superficie libre y la velocidad fluctuante. Nuevamente, debido a la falta de
conocimiento de este término en las inmediaciones de la superficie del flujo, es despreciado. La
forma de esta ecuacion es idéntica que la ecuaciéon 4.6; la tnica diferencia se presenta en que
las cantidades instantaneas fueron reemplazadas por las cantidades medias. Es importante
mencionar que para flujo turbulento la superficie libre del campo de flujo medio no esta bien
definida; las oscilaciones causadas por la velocidad que fluctia en las vecindades de ésta
generan una regién con un espesor finito y la densidad media, p, varia entonces de py a cero
(aire). Esta region se puede considerar como la regiéon media de superficie libre (media), y su
espesor depende totalmente de la intensidad de la turbulencia.

Los problemas de cierre de la turbulencia contienen demasiadas dificultades en cuanto a las
fluctuaciones de la superficie libre, por lo tanto no se tendra en cuenta este efecto aceptando
que la superficie libre estd claramente definida ain en flujo turbulento, lo cual sugiere que
p = p = py alolargo de todo el fluido.

Esta aproximacién permite considerar que la densidad es constante dentro de todo el dominio
de calculo definido. Asi, el término viscoso de la ecuacién 4.13 es reemplazado por 9; (2voy;),

donde v es la viscosidad cinemética (U = %) En el desarrollo del modelo este término viscoso

es modificado y es mas utilizado que el original de la ecuacién 4.13.

4.4. Modelo de Transporte de Turbulencia

En la solucién de las ecuaciones de Reynolds para un flujo medio se deben relacionar los
esfuerzos de Reynolds con la velocidad media. Entre las investigaciones realizadas para
encontrar un modelo de cierre apropiado se ha encontrado al modelo k£ — € como uno de los
mas precisos, donde k es la energia cinética turbulenta y € la tasa de disipacién turbulenta.

uiu

1
k=— 4.1
X (416)

/
7

—2

e = v(0;u}) (4.17)

La idea fundamental de este modelo es manifestar la relacion entre los esfuerzos de Reynolds
y la tasa de esfuerzos del flujo medio.

2

vy es la viscosidad de remolino que depende del estado local de la turbulencia, y d;; es el delta
Kronecker. La viscosidad de remolino se considera como funcién de k y e.

!,/
U;u;
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4.4.1. Ecuacion de Transporte para la Energia Cinética Turbulenta

Para obtener la ecuacién de transporte para la energia cinética turbulenta se multiplica la
ecuacion de momento 4.2 por la componente de velocidad turbulenta u; y se toma entonces
el promedio de la ecuacién resultante.

Ok + w0,k = —%aj (w7 + St} + vk — o —v(@ul  (4.19)
La parte izquierda de la ecuacién 4.19 calcula la tasa de cambio de la energia cinética
turbulenta para el campo de flujo medio. El primer término del lado derecho indica la difusion
turbulenta de k a través del trabajo hecho por la presion turbulenta y el flujo de energia
cinética. El segundo término representa la difusién molecular de k, la cual usualmente es
mucho mas pequena que la difusion turbulenta. El tercer término denota la tasa de cambio
de k debida al trabajo de los esfuerzos de Reynolds en oposicion a los gradientes del flujo
medio. Este término representa el intercambio de energia del flujo medio, la energia del flujo
turbulento y el llamado término de produccion. La ltima expresion es la tasa de disipacion
de energia de € ocasionada por los esfuerzos viscosos.

La ecuacién de gobierno para k (4.19) no puede ser resuelta porque aparecen correlaciones de

alto orden, @ y u?u;?. Se podrian desarrollar otras ecuaciones para éstos, pero los términos
de orden superior siempre van a aparecer. Por lo tanto, se deben imponer condiciones de
cierre adicionales a la hora de definir el problema. Si se analizan los trabajos desarrollados
por Launder y Spalding (1972) y Rodi (1984) los términos de difusién turbulenta se modelaron
empleando la hipotesis de gradiente-difusion.

Yo (o + Puza) = 0. [ “ro.
_ ;(9) <ujp +5U; uj) =0, (Uk 8316) (4.20)

en la cual o} es una constante de difusion empirica. Sustituyendo 4.16, 4.17, 4.18 y 4.20 en
4.19 se obtiene la ecuacién para la energia cinética turbulenta.

v

Gtk: + u_ﬁ]k = 8j |:<—t + U) (%k} + Uy (@u_l + 81U_J> 8116_1 — € (421)
Ok

Donde se ha empleado la ecuacién de continuidad para el flujo medio. Al resolver la ecuacién

4.21 se requiere la informacion del campo de flujo medio que es descrita por las ecuaciones

de Reynolds 4.13 y la tasa de disipacién turbulenta, €. Por lo tanto, es necesario encontrar

otra ecuacién para e.

4.4.2. Ecuacion de Transporte para la Tasa de Disipacién Turbu-
lenta
La ecuacién para € se puede obtener al derivar la componente z; en la ecuacién de momento

4.2, multiplicando luego la ecuacién resultante por vd;u; y finalmente se toma el promedio
del conjunto resultante.
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Oye + ;056 = 200uldul0ul, — 2V jul)? — ...

1 EEEe—— -
-0 [pvuk (8ju;)2 + 200, 0;p’ — pvOke| — ...
p

2v (@ué@u; + (()Zugaku;) Opltl; — Zngaju;E),f,ju_; (4.22)

De forma similar a la ecuacion 4.19 la anterior ecuacién tiene términos de orden superior.
El significado fisico de cada término del lado derecho es: a) el primer término representa la
produccién por la extension de la vorticidad como consecuencia de la vorticidad turbulenta;
b) el segundo término la disipacién viscosa debido a los gradientes espaciales de la vorticidad
turbulenta; c¢) el tercer término tiene forma de divergencia espacial e indica la difusién
molecular y turbulenta de €; d) los dos tltimos términos representan la produccién debido a
la interaccion entre la relacion turbulenta y los gradientes de velocidades medios.

Los problemas de cierre correspondientes a los términos del lado derecho de la ecuacién 4.22
tienen que ser aproximados. Inicialmente se modelan los términos de difusion utilizando la
hipétesis de gradiente-difusion:

0 (v

Difusién € — — (—t8j6> (4.23)
Lj

0. es una constante empirica. En segundo lugar se modela la diferencia entre la produccion

y la disipacion.

2
(Produccién-Disipacién), — Ck%vt (95 + 0:5) 0,705 — Cze% (4.24)

donde C. y Cs son dos coeficientes empiricos relacionados a la produccion y disipacion de e.
La relacion % denota la caracteristica de tiempo de decaimiento. La ecuacion 4.22 se puede
simplificar de la siguiente forma:

2
Oue + W0je = 0 (%aje> + C’k%vt (8, + 0571;) 0 — Cye— (4.25)

k
. 1 . . . . . . . 2 <,
Mediante analisis dimensional, la viscosidad tiene unidades de(%). Entonces la relacién
empirica v;, k y € se puede escribir:

]{?2
UVt = Cd? (426)

Cy es una constante empirica. Aunque las hipotesis de cierre empleadas en las ecuaciones
k — e son ordinarias (sin refinar), este modelo se ha empleado satisfactoriamente para predecir
diversos flujos complejos. Los valores recomendados para los coeficientes son de acuerdo con

Rodi (1984):

Cy=0.09; Ci.=144; (5 =192; o0,=10; o.=1.3
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4.4.3. Determinacién de los Coeficientes del Modelo (k — ¢)

A pesar de que los coeficientes del modelo (k — €) son considerados de alguna forma como
referencia para diversos tipos de flujos turbulentos, es importante saber cémo se obtienen y
qué hipdtesis son tomadas en cuenta. Estas hipotesis también sugieren las limitaciones del
modelo y las posibilidades que permiten mejorarlo.

Se observa que las ecuaciones originales se obtienen de las ecuaciones basicas para el
movimiento de un fluido, es decir, las ecuaciones de Navier-Stokes y las ecuaciones de
los esfuerzos de Reynolds sin tomar en consideracién hipdtesis alguna. Sin embargo, las
ecuaciones (k — €) estdn compuestas de una serie de suposiciones orientadas a la solucién
de cierre de los términos de orden superior. Ademas de estas hipdtesis en el modelo de
turbulencia, se acepta que las caracteristicas de éstas no cambian bajo diferentes condiciones
de flujo. Se ocupa por ejemplo, que los modelos con los mismos coeficientes se deben aplicar
tanto para flujos turbulentos bien desarrollados como para flujos turbulentos transitorios. La
razén fundamental de esta afirmacién es que muchas de las mediciones de turbulencia que
se utilizan para estimar los parametros del modelo solo se pueden realizar y analizar bajo
estados simples o cuasi-estables (turbulencia bien desarrollada); mientras que en la mayoria
de las aplicaciones de ingenieria los flujos son complejos y transitorios. La brecha entre los
estudios tedricos de un flujo turbulento simple y la aplicacién practica de flujos turbulentos
complejos hasta la fecha no ha sido resuelta; lo que resta entonces es mantener la hipotesis
propuesta para el estudio de flujos turbulentos y complejos utilizando modelos de turbulencia
en los que los coeficientes son determinados bajo suposiciones simples.

4.4.3.1. Estimacion de Oy,

Para la determinacion del coeficiente Cy, se consideran flujos turbulentos disipativos simples.
Las condiciones de este tipo de flujos no comprenden gradientes de velocidad media y de
ese modo no hay produccion de turbulencia. Un caso tipico es el de una red unidimensional
turbulenta que se genera al hacer pasar el flujo por un sistema de redes. Si la adveccién es
mucho mayor que la difusién Cy, es el inico coeficiente que va a aparecer en las ecuaciones
4.21 y 4.25. Para un flujo turbulento bien desarrollado se desprecia el término de la derivada
temporal, entonces k y € solo son funciones de x. Las ecuaciones simplificadas son:

ud,k = —e (4.27)

2

Td,e = —026% (4.28)

La solucion general de este sistema de ecuaciones es:

k=ko(14£&x)™" (4.29)

e=¢o(1+Ex)" " (4.30)

Con ¢ y n como coeficientes, ademas
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1
Cp = (4.31)

n

Las mediciones del indice de decaimiento de k en la red de turbulencia —n, indican que Cj,
estd en el rango de 1.8 y 2.0 (Rodi, 1984). Generalmente la mayor parte de los modelos
adoptan el valor de 1.9.

4.4.3.2. Estimacion de Cy

El coeficiente C}y es el que relaciona los valores de k y € con la viscosidad de remolino, vy.
Por el equilibrio de las capas de esfuerzos locales, P = € ; esto se da generalmente en capas
—\2
u"u’)

Ut ?

limites turbulentas de esfuerzos constantes. Como P = v, (aya)z _ donde y es la

. P . ey 2 .
coordenada normal al flujo medio u; por definicién € = Cdl:)_t’ se tiene:

- (77 w

u'v’

k

Como resultado de las mediciones realizadas, el valor de en flujos medios esta alrededor

de 0.3, lo que da un C; = 0.09.

4.4.3.3. Estimacion de Oy,

En la regién donde la velocidad tiene perfil logaritmico en un canal con flujo totalmente
desarrollado, se asume que P = € y se desprecia la adveccion. El gradiente de la velocidad
media se puede expresar como: 0,u = Z—;, donde y es la coordenada normal al flujo medio,

Uy = 77” la velocidad de friccién, & = 0.41 la constante de Von Karman y 7, son los

esfuerzos cortantes en direccion transversal al flujo sobre la pared. Esto muestra entonces

que en la region con perfil logaritmico £ se mantiene constante sobre y, k = %’ € = Z—i
y u? = —u/v’. Como consecuencia de las suposiciones realizadas, la ecuacién 4.25 se puede
reducir a:
Cyk? Cyk? 2 €2
d;G - (dyE) + (Cle - CQE) — =0 (433)

k

Al sustituir la forma de solucién para € en la ecuacién anterior se obtiene:

o€ o.€2

k’2

OcV Od

Los valores de los coeficientes Cy, Cs y 0. son conocidos. El valor de (' es fijo. Lo tinico
que falta es determinar el valor de o, y asi poder obtener Cf,.

Cie = Che — (4.34)

4.4.3.4. Estimacion de o, y o

Es de esperarse que o, y 0} sean cercanos a la unidad, lo que implica que k y € se difunden
altamente a la misma tasa que la velocidad media. Por cuestiones de optimizar tiempo
maquina, los valores que se adquieren para estos coeficientes son 1.3 y 1.0. El valor de o,
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fija el valor de (i, a 1.49. Sin embargo, en muchas aplicaciones de los modelos k — € este
coeficiente se aproxima a 1.44.

4.4.4. Condiciones de Frontera

Las condiciones de frontera para el flujo a lo largo de fronteras sélidas y de la superficie
libre se describieron en las ecuaciones 4.3, 4.4 y 4.5, sin embargo, es necesario desarrollar las
condiciones de frontera para las ecuaciones k y €. La determinacién de éstas no es sencilla, en
parte por la falta de un adecuado entendimiento de la fisica de la rotura. En las situaciones
donde existe la ausencia de fuerzas externas en la superficie libre parece ser razonable la
afirmacién de que la turbulencia no es difusa a través de ésta. En consecuencia, los flujos
normales de k y € desaparecen en la superficie libre.

En teoria la turbulencia desaparece de la pared, esto indica que k y € son cero. Sin embargo,
en la practica la solucion de la subcapa viscosa no puede ser pequena. Por consiguiente, las
condiciones de frontera para k y € se especifican generalmente en la capa limite turbulenta,
en lugar de la pared, pues en esta tultima dominan y se mantienen constantes los esfuerzos
cortantes transversales al flujo. Si se toma la aproximacion de capa limite se llega a:

— Qyu'v’ + v = 0 (4.36)

donde y es la coordenada normal a la pared. Si se realiza la integracion desde la pared a un
punto ubicado fuera de la capa viscosa, es decir, donde sus efectos puedan ser despreciados,
se tiene:

- B 1

(), = (00, = b= (437
Como se indicé en la seccién anterior el gradiente de la velocidad media se puede expresar
como:
Us
ky
Integrando la ecuacién anterior tenemos el llamado perfil logaritmico (ley logaritmica de
pared).

d, = (4.38)

uv_1 (E“y> (4.39)

Uy k v

donde E = 9.0 para una pared lisa. Como la tasa de produccién es la misma que la de
disipacion, € = P, de las ecuaciones 4.37 y 4.38 se llega a:

3
ky

De la ecuacion 4.18 la viscosidad de remolino se puede obtener como:

e =—uv'du =

(4.40)
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u'v’
U
Dado que la viscosidad de remolino es proporcional a la distancia existente entre la pared y
la capa limite turbulenta, se sustituyen las ecuaciones 4.40 y 4.41 en la 4.26.

v = = ku.y (4.41)

us

N (4.42)
Las ecuaciones 4.40 y 4.41 son las condiciones de frontera para k y € en los puntos de
célculo adyacentes a la frontera sélida (condicién de fondo). La velocidad de friccién se
puede determinar a partir de la ecuacion 4.39 una vez que ha sido obtenido el campo de
velocidades.

k:

4.5. Solucién de las Ecuaciones de Reynolds

Una parte importante en la solucion de las ecuaciones de Reynolds es la forma de interpretar
cada uno de los términos que la componen, los cuales difieren sustancialmente de los términos
encontrados al aplicar los principios de conservacion de la masa y momento.

Los términos advectivos en la ecuacién de momento tienen la misma forma que los encontrados
en la ecuacién de conservacién. Sin embargo, las componentes difusivas (términos viscosos) a
pesar de ser similares que sus homologos de la ecuaciéon de origen por el hecho de tener forma
vectorial, tienen contribuciones méas complejas y por lo tanto el tratamiento numérico debe
ser mas detallado. Por otro lado, la contribucion de la presién en las ecuaciones de momento
no es analoga a la ecuacion genérica, pues la presion debe ser considerada como un término
fuente (campo de presiones como fuerza de cuerpo) o como fuerza de superficie (tratamiento
conservativo). Esto se debe a la estrecha conexién existente entre la presién y la ecuacién de
continuidad y hace de su tratamiento un caso especial. Finalmente, el hecho de que las nuevas
componentes tengan caracter vectorial da la ventaja de tener mas libertad en la seleccién de
la malla.

4.5.1. Discretizacién de los Términos Convectivos y Viscosos

El término convectivo en la ecuacién de momento es no lineal tanto en su forma diferencial
como integral.

0;(puiuj) y/puiv~nd5 (4.43)
S

El tratamiento de los términos convectivos puede ser realizado por cualquier método de
discretizacion, que para este caso fue un método upwind de tercer orden de aproximacion.

Los términos viscosos en la ecuaciéon de momento corresponden a los términos de difusion
en la ecuacién de conservacion. Su forma integral y diferencial viene dada por la siguiente
expresion:

0;(mij) y/S(Tijij) -ndS (4.44)
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para un fluido Newtoniano e incompresible,
Tig = (05(ui) + 95(u;)) (4.45)

Por la forma vectorial de la ecuacién de momento, los términos viscosos son mas dificiles
de manejar que los difusivos. La parte del término viscoso que en la ecuaciéon de momento
corresponde al término difusivo en la ecuacién de conservacion es

0;(10ju;) y/S(uVui) -ndS (4.46)

Este término es discretizado utilizando diferencias centradas e indican solo una contribucion
de los efectos viscosos en la componente i-ésima de momento. Las ecuaciones de conservacion
en su forma candnica permiten identificar las otras contribuciones de la viscosidad (cuando es
diferente de cero para fluidos compresibles) y otras contribuciones debidas a la variabilidad
espacial de la viscosidad. Aunque se debe notar que para fluidos incompresibles con
propiedades constantes, esas contribuciones desaparecen gracias a la ecuacién de continuidad.

Los términos adicionales que son diferentes de cero cuando la viscosidad es parcialmente
variable en un fluido incompresible son tratados de la misma manera que la ecuacién 4.45.

S

n es un vector unitario normal a la superficie del volumen de control. Estos dos tltimos
términos desaparecen cuando la viscosidad es constante. Por esta razon este término se trata
de forma explicita atin cuando se utilicen métodos implicitos. Cuando se presenta el caso que
la viscosidad varia un poco, este término es muy pequeno comparado con la ecuacion 4.47
por lo que su influencia es muy ligera a la hora de la convergencia.

4.5.2. Discretizacion de los Términos de Presion

La forma original de la ecuaciéon de momento que contiene el gradiente de presiones se puede
aproximar con métodos de diferencias finitas. Sin embargo, como los nodos de la presion y
la velocidad no coinciden en los puntos de la malla, las aproximaciones utilizadas para su
solucion no necesariamente coinciden.

En los métodos de volumen finito, la presion se aplica comtinmente como una fuerza de
superficie (aproximacién conservativa), es decir, la ecuacién para la velocidad horizonal se
muestra como:

S

El tratamiento del térimino de la presion y el arreglo de las variables en la malla juega un
papel fundamental a la hora de asegurar la eficiencia y precision del método de solucién
numeérica.
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La presién se puede tratar de forma no conservativa, al aplicar la forma integral en su forma
volumétrica.

- / Vp - i;d9. (4.49)

La derivada se debe aproximar en una o més posiciones dentro del volumen de control (para
mallas no ortogonales). La forma no conservativa de la ecuacién introduce un error global no
conservativo, aunque este error tiende a cero cuando el tamano de la malla es muy pequeno
y puede ser significante para mallas de tamano finito.

Otras fuerzas de cuerpo, como las no conservativas surgen cuando las velocidades covariantes
o contravariantes se utilizan en sistemas coordenados no cartesianos, que son faciles de
tratar con esquemas de diferencias finitas. Si estos términos contienen componentes viscosas
desconocidas se pueden manejar implicitamente: —2u=%

En el método de volumen finito este término se integra sobre el volumen de control.
Generalmente, se utiliza la aproximacion del valor medio, por lo que el valor del centro
se multiplica por el volumen de la celda. En algunos casos los términos no conservativos,
considerados como fuerzas de cuerpo, dominan la ecuacion de transporte.

4.5.3. Propiedades de Conservaciéon

El sistema de ecuaciones que se estd analizando tiene la propiedad que la ecuacién de momento
para cualquier punto del volumen de control (microscépico o macroscépico) cambia por el
solo hecho de que el flujo pase a través de su superficie, por las fuerzas que actian en la
superficie y por las fuerzas de cuerpo volumétrico.

La conservacién de la energia es un aspecto mas complejo. En flujos isotérmicos incom-
presibles, la unica energia significante es la energia cinética. Cuando la transferencia de
calor es importante, la energia cinética es pequena comparada con la energia térmica, lo
que convierte a la ecuacion introducida para determinar el transporte de energia en una
ecuacién de conservacién de calor. Siempre y cuando la dependencia de la temperatura en
las propiedades del fluido no sea significante, la ecuacién de calor se puede resolver luego de
que la solucion de la ecuacion de momento sea obtenido.

La ecuacion de la energia cinética es obtenida al tomar el producto escalar de la ecuacion
de momento con la velocidad, un procedimiento similar al utilizado en la derivacion de la
ecuacién de energia clasica de la mecanica. En contraste al flujo compresible, para el cual
existe una ecuacién de conservacion adicional para la energia total, en los flujos isotérmicos
incompresibles tanto la conservacion del momento como la energia son una consecuencia de
la misma ecuacion.

Generalmente el tema que mayor interés despierta es la ecuacion de conservacion de energia
cinética para un volumen de control macroscépico, que puede ser el volumen entero o una
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pequena parte de éste. Si la ecuaciéon de energia cinética local se integra sobre el volumen de
control, se puede obtener, a partir del teorema del Gauss la siguiente expresién.

2 2
at/ p%dQc: —/p%v-ndS—/pv-ndS+/(S-v)-ndS—/(5 L Vv—pV-v+pb-v)dQg
Qe S S S

S
(4.50)
La S es la parte viscosa del tensor de esfuerzos. El primer término en la integral de volumen
del lado derecho de la ecuacién desaparece si el flujo se encuentra carente de viscosidad. El
segundo término es cero si el fluido es incompresible. El tercer término es cero si en el fluido
hay ausencia de fuerzas viscosas.

Por otro lado, los tres primeros términos del lado derecho de la ecuacién son integrales sobre
la superficie del volumen de control. Esto significa que la energia cinética en el volumen de
control no cambia por la accién de la conveccién y /o la presién dentro de éste. En la ausencia
de viscosidad, solo el flujo de energia a través de la superficie o el trabajo hecho por las
fuerzas viscosas actuando en la superficie del volumen de control pueden afectar la energia
cinética dentro de éste. De acuerdo con esto, la energia cinética se conserva de manera global.
Es importante tener en cuenta que esta propiedad se debe preservar a la hora de aplicar el
método numérico.

Garantizar la conservacion de la energia a escala global es el objetivo deseado, aunque no es
una tarea facil de lograr. Esto se debe a que la energia cinética es una consecuencia de la
ecuacion de momento, no una ley de conservacion diferente, por lo que no puede ser cumplida
de forma diferente.

Si el método numérico permite la conservacion de energia y el flujo neto de energia a través
de la superficie es cero, entonces la energia cinética total no incrementara con el tiempo. Si
se utiliza este tipo de métodos, la velocidad en cada punto del dominio se debe conservar en
la frontera, lo que provee un tipo de estabilidad numérica. La conservacion de la energia no
dice nada acerca de la estabilidad numérica o la precisién del método. Las soluciones mas
precisas se obtienen por lo general con métodos no conservativos para la energia cinética.

Dado que la ecuacion de la energia cinética es consecuencia de la ecuacién de momento, la
conservacion de la energia cinética global debe ser una consecuencia de las ecuaciones de
momento discretizadas. Para ver la forma como esto surge, se forma la ecuacién de momento
de la energia correspondiente a la ecuacién de momento discretizada tomando el producto
escalar con la velocidad y sumando sobre todo el volumen de control.

El término de gradiente de presiones es muy importante, asi que debe analizarse a fondo.
Para obtener este término se usa la siguiente igualdad:

v-Vp=V_-(pn) —pV.v (4.51)

Para flujos incompresibles, pV-v = 0, asi que el primer término del lado derecho se mantiene.
Como es una divergencia, la integral de volumen se puede convertir en una integral de
superficie. Esto significa que la presién influencia la energia cinética total solo por su accién
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en la superficie.

La ecuacion de Poisson se utiliza con frecuencia para solucionar la ecuacién de la presién.
Como se explica més adelante, ésta es determinada al tomar la divergencia de la ecuacién de
momento. El operador Laplaciano en la ecuacién de Poisson es el producto del operador
divergencia en la ecuaciéon de continuidad y el operador gradiente en la ecuacion de
momento. La aproximacién de la ecuacién de Poisson no puede ser seleccionada de forma
independiente; esta debe ser consistente con la divergencia y el gradiente al aplicar el principio
de conservacion de la masa.

Para un flujo incompresible sin la presencia de fuerzas de cuerpo, la tnica integral de
volumen es la correspondiente al término viscoso. Para un fluido Newtoniano, este término
se representa por,

Q

Este término asociado a las fuerzas viscosas es una suma de cuadrados, lo que demuestra es
que su valor siempre sera cero o un valor negativo. Esto representa la irreversible conversion
de energia cinética del flujo en energia interna, que es lo que generalmente se conoce como
disipacién viscosa. Como los flujos incompresibles son usualmente flujos de bajas velocidades,
la adicién de la energia interna rara vez es significativa aunque la pérdida de energia cinética
si es frecuentemente importante.

Cuando se realiza la discretizacion de la ecuacion, el método de diferencias puede generar que
se pierda la propiedad de la conservacion de la energia. Por esto, el método de Crank-Nicolson
es una buena opcién de discretizacién. En éste, la ecuaciéon de momento se puede aproximar
asi,

AQ
— PA_t (U — o) (4.53)

1

. , . n+3
Se debe considera el producto escalar de este término con u, *, que con este esquema se

aproxima por (u} +u?)/2. Al aplicar esto resulta el cambio de energfa cinética.

AQ U2 n+1 U2 n
PR E) (% (4.54)
At 2 2
Donde v? == w;u;. Con la apropiada seleccién del método de aproximacién de las ecuaciones
de diferencias a los otros términos, el esquema de Crank-Nicolson es conservativo.

El hecho de que las ecuaciones de conservacion momento y energia estén gobernadas por la
misma ecuacion hace que la construcciéon de la aproximaciéon numérica sea un poco compleja.
Dado que la conservacién de la energia no puede ser forzada y si las ecuaciones de momento
son escritas mediante una forma de conservacién fuerte utilizando, por ejemplo, el método de
volumen finito, entonces se puede concluir que la conservaciéon del momento esta asegurada.
En ese sentido se debe seleccionar el método y determinar si es conservativo o no. Si no es
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conservativo se deben hacer ajustes para hasta que se alcance la conservacién.

Un método alternativo de garantizar la conservacion de la energia cinética es utilizar una
forma diferente de la ecuacion de momento. Para un flujo incompresible se puede utilizar la
siguiente ecuacion.

Donde €, es el simbolo de Levi-Cevita (este es (1) si {ijk} = {123}) o en una permutacién
de éste se puede dar que (sea (-1) si {ijk} es una permutacién impar de {321}) sino su valor
es cero. w es la vorticidad. En este caso la conservacién de la energia sigue a la forma de
la ecuacién de conservacién por simetria. Cuando la ecuaciéon anterior es multiplicada por
u; el segundo término del lado izquierdo de la ecuacion es cero como consecuencia de una
propiedad asimétrica del €;;y.

La conservacion de la energia adquiere particular importancia en el cédlculo de flujos
transitorios. Ejemplos de esto se pueden ver en la simulacion de modelos de corrientes a
escala global o simulacién de flujos turbulentos. La falta de control en la conservacion de
la energia en ese tipo de simulaciones, frecuentemente conduce al incremento de la energia
cinética y a la inestabilidad del modelo. Para flujo estacionario, la conservacion de la energia
es menos importante pero no evita ciertas inestabilidades asociadas al método de solucién
iterativo.

La energia cinética no es solo la cantidad cuya conservacion debe ser asegurada. La cantidad
de momento angular es otra cantidad que debe ser evaluada. Los flujos en maquinas rotatorias,
de combustién interna y otros tipo de dispositivos pueden generar rotaciones en el flujo. Si el
método numérico no garantiza la conservacion del momento angular es probable que se tengan
problemas para llegar a la solucién. Los esquemas de diferencias centradas generalmente son
mejores que los esquemas descentrados con respecto al momento angular.

4.5.4. Calculo del Campo de Presiones

La solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes es complejo por la ausencia de un término
independiente para el calculo de la presion, cuyo gradiente contribuye a cada una de las tres
ecuaciones de momento. Ademads, la ecuacion de continuidad no tiene una variable dominante
en los flujos incompresibles. La conservacion de la masa es una restriccién cinematica en el
campo de velocidades mas que una ecuacién dinamica. Una manera de evitar esta dificultad
es construir un campo de presiones que garantice la ecuacién de continuidad. En primera
instancia esto parece un poco raro, pero se da muy a menudo. Esto se nota al analizar el
campo de presiones, donde se observa claramente que la presion absoluta no es de importancia
en los flujos incompresibles; solo el gradiente de presiones es el que afecta el flujo.

La ecuacion de continuidad en flujos incompresibles se utiliza para determinar la densidad
y la presién se estima de una ecuacion de estado. Esta aproximacion no es apropiada para
flujos incompresibles o flujos con ntimeros de Mach bajos.
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4.5.4.1. Soluciéon de la Presion

La ecuacién de momento determina las componentes de velocidad, por lo que su papel
esta claramente definido. Esto deja la responsabilidad a la ecuacion de continuidad, la cual
no contiene el término de la presion, la estimacién de la presion. El método méas comun de
lograr este objetivo es la combinacion de dos ecuaciones.

La forma de la ecuacién de continuidad sugiere que se debe tomar la divergencia de la ecuacion
de momento. Con este procedimiento la ecuaciéon de conservacion de la masa se puede utilizar
para simplificar la ecuacion resultante, con lo que resulta la ecuacién de Poisson para la
presion y viene definida de la siguiente forma:

div(Vp) = —div [div (pvv — S) — pb + 0, (pv)] (4.56)

En coordenadas cartesianas esta ecuacién tiene la siguiente forma.

0; (Oip) = =0 [0;(pusu; — 735)] + 0i(pb;) + I} p (4.57)

Para el caso de densidad constante y viscosidad, la ecuacion se simplifica ain maés; los
términos transitorios y viscosos desaparecen en virtud de la ecuacion de continuidad,
resultando:

0:(0ip) = —0i[0;(puiuy)] (4.58)

La ecuacion de la presion se puede resolver con la ayuda de un método numérico aplicable a
la resolucién de ecuaciones elipticas. Se debe notar que el lado derecho de la ecuacién de la
presion es una suma de derivadas de términos que aparecen en la ecuaciéon de momento.

Es importante notar que el Laplaciano en la ecuaciéon de la presion es el producto de la
divergencia originada en la ecuacién de continuidad y el gradiente que viene de la ecuacion de
momento. En caso que esta condicion no sea vélida genera el incumplimiento de la ecuacion de
continuidad. Para analizar la importancia de este aspecto, se puede observar que la derivada
exterior sale de la ecuacién de continuidad mientras que la derivada interna surge de la
ecuacion de momento.

Este tipo de ecuacion se utiliza para calcular la presion bien por métodos explicitos como
implicitos. Para mantener la consistencia entre las aproximaciones empleadas, la mejor opcion
es estimar la ecuacién de la presion de las aproximaciones discretizadas de la conservacion
del momento y la masa en lugar de usar la ecuacion de Poisson. De acuerdo con esto, la
ecuacion de la presion se utiliza para estimar el campo de presiones a partir del campo de
velocidades obtenido al resolver la ecuacion de la vorticidad.

4.5.4.2. Esquema explicito de avance en el tiempo

La seleccion del tipo de aproximaciones empleadas en las derivadas espaciales no adquiere
un caracter tan riguroso, asi que las ecuaciones de momento discretizadas (discretas solo en
el espacio) se pueden escribir de la siguiente manera:
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0; representa la derivada espacial discretizada (esta se puede representar de manera diferente
en cada término) y H; es una notacién abreviada para los términos de advectivos y viscosos,
que para el tratamiento del calculo de la presiéon no son importantes.

Si la ecuacion 4.59 se desea resolver con el método explicito de Euler con el avance en el
tiempo, se tiene la siguiente expresion:

(pus)™ — (pu;)" = At (H}' — 9ip") (4.60)

Si se utiliza este método, la velocidad en el paso de tiempo, n, es utilizada para calcular H y
si se conoce en este paso la presién, 0;p", también se puede calcular. Esto permite una nueva
estimacién de pu; en el nuevo paso de tiempo (n + 1). En general, este campo de velocidades
no satisface la ecuacion de continuidad.

Para ver como puede ser forzado el cumplimiento de la ecuaciéon de continuidad, el camino a
seguir es tomar la divergencia de la ecuacion 4.61, donde resulta:

0; (pus)"™" = 0; (pui)" = At [0; (H — 0p™)] (4.62)

1

El primer término de la ecuacién corresponde a la divergencia del nuevo campo de velocidades,
el cual debe ser cero. El segundo término es cero si la continuidad es forzada en el paso
de tiempo n. Este término es necesario conservarlo cuando se utiliza un método iterativo
para resolver la ecuacién de Poisson para la presion y el método no llega a la convergencia
completamente. Por otro lado, la convergencia del término viscoso H; es cero cuando la
densidad es constante. De acuerdo con lo anterior, la ecuacion discreta de Poisson toma la
siguiente forma:

O (") = 0, (HY) (4.63)

El operador 0; fuera del paréntesis es la divergencia inherente a la ecuacion de continuidad,
mientras que 0;p" es el gradiente de presiones derivado de la ecuacion de momento. Si la
presion p" satisface la ecuacion de Poisson, el campo de velocidades en el tiempo n + 1
estard libre de la divergencia en términos del operador de divergencia en las ecuaciones
discretas. Si el campo de presiones ha sido tratado implicitamente, se tendria p"*! en lugar
de p™ pero todo lo deméas se mantiene sin cambio alguno.

Existen métodos similares que se utilizan para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes cuando
se necesita precision con el paso de tiempo. La diferencia principal se basa en que los métodos
con avance en el tiempo son mas precisos y utilizados que el método de Euler y que algunos
de sus términos deben ser tratados de manera implicita.
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4.5.4.3. Esquema implicito de avance en el tiempo

Algunas dificultades surgen cuando se desea resolver las ecuaciones de Navier-Stokes a través
de métodos implicitos. Un método implicito muy conocido es el método de Euler o método de
diferencias desplazadas a la izquierda, que cominmente se utiliza como ejemplo para entender
el funcionamiento de un método implicito, cuya ecuaciéon viene dada asf:

(o)™ = (pu)" = AL (9; (pusuy)"™ — Oip™* + 0575 H) (4.64)

Dentro de las diferencias que se observan a primera vista es que la presién no se obtiene
de forma tan directa. La divergencia del campo de velocidades en el nuevo paso de tiempo
debe ser cero, propiedad que comparte con el método explicito. Al tomar la divergencia de
la ecuacion 4.64 se asume que el campo de velocidades en el paso de tiempo n esta libre de
divergencia y demanda que la divergencia en el nuevo paso de tiempo n + 1 también sea cero.
Esto conduce a la siguiente ecuacion:

0; (0p"™™) = 0; (05 (puuy)™ ™) (4.65)

El problema del término del lado derecho de la ecuacion 4.65 se conserva hasta que no se
obtenga el campo de velocidades en el paso de tiempo n + 1 y viceversa. Por lo tanto, las
ecuaciones de Poisson y momento se deben calcular simultaneamente, y esto solo se puede
hacer realizando un proceso iterativo.

Ademas, aun conociendo el valor de la presién, la ecuacién 4.64 es un sistema de ecuaciones
no lineales que debe ser resuelto para el campo de velocidades. La estructura del sistema de
ecuaciones es esencialmente la misma que la matriz de la ecuacién de Laplace en diferencias
finitas, la cual se puede resolver a través de muchos sistemas de solucién de ecuaciones
de forma simple. Si se desea resolver de forma precisa, el mejor procedimiento consiste en
tomar los valores que resultaron de la convergencia del paso de tiempo anterior como valor
supuesto inicial para el calculo del nuevo campo de velocidades, lo que hace que el tiempo
de convergencia del nuevo ciclo de tiempo sea mas corto.

Otro método alternativo de tratar con la no-linealidad de las ecuaciones es construir un
sistema linealizado acerca del resultado obtenido en el paso de tiempo anterior. Si se tiene la
siguiente ecuacion

uptt =i + A (4.66)

entonces los términos no lineales de la ecuacion 4.64 se expresan como

wf T =l ol Aug 4 ul Aug + A (4.67)

i
Se espera que al menos para At pequenos, Au; ~ Atdu;, asi que el dltimo término
de la ecuacién es de segundo orden en At y es menor que la magnitud del error de la
discretizacion. Por lo tanto este se puede despreciar. Si se utiliza un método de segundo
orden de aproximacién en el tiempo, como el método de Cranck-Nicholson, este debera tener
el mismo error que la discretizacion espacial y con esto se tiene la justificacién necesaria para
despreciarlo.
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pAu; = At (95 (pugu;)” + 05 (pui Auy) + 9;(pAugull) — 0;p”™ — 0iAp + 9;7ij" + 0;AT;)

(4.68)
Este método toma ventaja del hecho que la no-linealidad es cuadratica y desaparecen muchas
de las dificultades que surgen de la ecuacién. Sin embargo, aiin queda por resolver el sistema
de ecuaciones. Una solucién directa de éste es muy costosa desde el punto de vista numérico
por ser resuelta iterativamente. Una posibilidad es utilizar el método implicito de direccion
alternativa (ADI), al dividir las ecuaciones en una serie de problemas unidimensionales, cada
uno de los cuales es un bloque tridiagonal. La solucién del nuevo paso de tiempo se puede
encontrar con suficiente precisién con una sola iteracién.

Una estrategia razonable es utilizar la linealizacién local basada en la ecuacion 4.65 y
actualizar la ecuacion con el método ADI utilizando el gradiente de presién anterior. Para
ello se utiliza el siguiente esquema.

e Se calcula el campo de velocidades con el campo de presiones hallado en el paso de
tiempo anterior. Esta no satisface la ecuacion de continuidad.

e Resolver la ecuacion de Poisson para la correccién de la presion.

02 p = 0,(pu) (4.69)

e (Calcular la velocidad final
uftt = — 9;Ap (4.70)

que satisface la ecuacion de continuidad.

El método implicito descrito esta disenado para producir una solucién precisa de un problema
transitorio. En problemas de este tipo, la precisién requerida usualmente fija el paso de
tiempo, el cual sera mas bajo. Como permite grandes pasos de tiempo para que no presente
inestabilidades, los métodos implicitos se utilizan frecuentemente para resolver problemas de
flujos en estado estacionario.

4.5.4.4. Métodos implicitos de correccion de la presiéon

Muchos métodos utilizados en la solucién de problemas estacionarios se pueden considerar
para resolver flujos transitorios hasta que se alcanza un estado estacionario. Los métodos
implicitos son mas utilizados para la solucion de flujos en estado estacionario y transitorio,
porque tienen restricciones menos estrictas en el paso de tiempo con respecto a los métodos
explicitos.

Existen en la literatura métodos de solucion para flujos incompresibles de tipo implicito, y
en particular, algunos de los procedimientos més utilizados para la solucién de la presion
son considerados como variaciones del método descrito en la secciéon anterior. Estos tltimos
emplean la ecuacién de la presién (o correccién de la presién) para forzar la conservacién de
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la masa en cada paso de tiempo.

Si un método implicito se utiliza para calcular el valor de la propiedad conservativa en la
ecuacion de momento en cada iteracion, las ecuaciones discretizadas del campo de velocidades
en el paso de tiempo siguiente son no lineales. Si el término del gradiente de presiéon no se
incluye en el término fuente, la ecuacién de momento se expresa como:

Agurtt +3 At = Qutt = (0™, (4.71)

1

P es el indice de un nodo arbitrario de la velocidad y el indice [ denota los puntos vecinos que
aparecen en la discretizacion de la ecuacion de momento. El término fuente (), contiene todos
los términos que pueden ser calculados explicitamente en términos de u]" asi como las fuerzas
de cuerpo u otros términos linearizados que dependen de término "' u otras variables
en el nuevo paso de tiempo. El término de la presion estd escrito de forma simbdlica como
diferencias para profundizar en la independencia del método de solucién en su forma discreta
para las derivadas espaciales. La discretizacién de estas derivadas pueden ser de cualquier
tipo y orden.

Debido a la no-linealidad y acoplamiento de las ecuaciones diferenciales, el sistema de
ecuaciones 4.71 no se puede resolver directamente para el coeficiente A, y posiblemente,
el término fuente, depende de la solucién desconocida del término u?“. La tnica via es
la solucion iterativa. Si se estd calculando un flujo transitorio y se requiere precisién en el
tiempo, la iteracién se debe continuar dentro de cada paso de tiempo hasta que el sistema no
lineal de ecuaciones esté satisfecho para la tolerancia establecida. Para flujos estacionarios,
la tolerancia puede ser menos rigida que en el caso anterior; se tienen dos opciones para
el procedimiento iterativo, tomar bien un paso de tiempo infinito o iterativo hasta que las
ecuaciones lleguen a la convergencia, o avanzar en el tiempo con la condicion de la satisfaccion
completa del sistema no lineal en cada paso de tiempo.

Las iteraciones dentro de un paso de tiempo, donde se calculan para cada ciclo los coeficientes
y la matriz fuente, son conocidas como iteraciones exteriores al distinguirlas de iteraciones
interiores calculadas en sistemas lineales con coeficientes fijos. En cada iteracion exterior, las
ecuaciones se resuelven asi:

Auls + ) Al = Q= (9™ ), (4.72)
l

Se disminuy6 el indice del paso de tiempo (n+1) y se introdujo un contador de la iteracién
m; u representa la estimacién actual de la solucién ™. En el inicio de cada iteracién
exterior, los términos del lado derecho de la ecuacién 4.72 se evalian tomando las variables
de la iteracion anterior.

Las ecuaciones de momento generalmente son solucionadas de manera secuencial, es decir,
el conjunto de ecuaciones algebraicas para cada componente de la ecuacion de momento
se soluciona en turno, donde los valores de los puntos de la malla para las componentes
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dominantes de la velocidad son tratados como un conjunto de variables desconocidas.
Como la presion utilizada en esta iteracion fue obtenida de la iteracién anterior, las
velocidades calculadas a partir de la ecuacién 4.72 no satisfacen la ecuacién de continuidad
discretizada. Para forzar esta condicién, las velocidades se deben corregir. Esto requiere de
una modificacion del campo de presiones.

La velocidad en el nodo P, obtenida al resolver la ecuacién de momento linealizada y descrita
por la ecuacién 4.72 se puede expresar de manera formal asi:

m—1 __ } : A’uzum* 1
* U; 144 il -1
mx v 82 m 4.73
Ui p Agi A;i ( p )P ( )

El campo de velocidades no satisface la ecuaciéon de continuidad, asi que u]p" no es el valor
de la velocidad final en la iteracién m; este corresponde a un valor supuesto y por eso lleva
un asterisco. El valor de la velocidad final tiene que cumplir la conservacion de la masa. En
virtud de esto, el primer término del lado derecho de la ecuacion queda representado por la
ecuacion siguiente:

=~ (0077, (4.74)
P
El campo de velocidades u]"* se puede considerar como un término en el cual la contribucién
del gradiente de presiones ha sido eliminada. Como el método es implicito, esta no es la
velocidad que deberia ser obtenida al disminuir el gradiente de presiones de forma completa
en la ecuacién 4.71.

Al corregir las velocidades para satisfacer la ecuacién de continuidad, se tiene:

0; (pui") = 0 (4.75)

que puede ser obtenida de la correccién del campo de presiones. Las presiones y velocidades
corregidas se encuentran unidas por medio de la siguiente ecuacion:

~mx 1 m
me=a (0:ip™) p (4.76)

U D= Uy — ——
i, P i, P [
Ap'
La ecuacion de continuidad ahora es forzada al insertar la expresion anterior para ;" en la
ecuacion de continuidad 4.75, generando la ecuacion de Poisson discreta para la presion:

or|-fi 00| =101, (4.77)
P 2

Las derivadas de la presion, como se habia mencionado en el interior de los corchetes, se deben
discretizar de la misma forma que las ecuaciones de momento. Las derivadas exteriores, que
vienen de la ecuacién de continuidad se deben discretizar de la misma forma que la ecuacion
de origen.

Después de resolver la ecuacién de Poisson con la ecuacion 4.77, el campo de velocidad final

en la nueva iteracién, u]", se calcula con la ecuacién ??. Este ultimo campo de velocidades
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satisface ya la ecuacion de continuidad, pero los campos de presion y la velocidad no satisfacen
la ecuacion de momento. En ese punto es donde inicia el proceso de iteracién que debe ser
continuado hasta que la velocidad satisfaga tanto la conservaciéon de continuidad como de
momento.

Los métodos de este tipo, donde se construye primero un campo de velocidades que no
satisface la conservacion de la masa y luego se corrige al sustraer un término (en este caso la
presién) se conocen como métodos de proyeccién. Este nombre se deriva del concepto que la
divergencia aplicada parte del campo proyectado.

En uno de los métodos mas comunes de este tipo, la correccién de la presion se utiliza en lugar
de calcular la presién en tiempo n. Las velocidades calculadas de las ecuaciones linealizadas
de momento y la presién p™~! se toma como valores provisionales a los cuales se les debe
anadir una pequena correccion:

W =u™ Ay ypt =pm 4 p (4.78)

Si esta ecuacion se sustituye en las ecuaciones de momento dadas por las ecuaciones 4.72, se
puede obtener una relacion entre las velocidades y las presiones corregidas:

/ ~! ]. !/
uz,P uz,P A?Dl < p P ( )
Donde ; es definida por:
v A“iu;
%f:_;L%;é (4.80)
Ap

La aplicaciéon de la ecuacion de continuidad discreta 4.75 para corregir la velocidad y
empleando la ecuacion 4.79 produce la ecuacion de correccion de la presion:

1)

La velocidad corregida ﬂ; es desconocida en este punto, asi que comtunmente es despreciada.
Esta hipotesis es dificil de justificar y probablemente es la principal razén por la que el
método resultante no llega a la convergencia rapidamente.

= [0: (o)) + [0 (o) | (4.81)

P

Existen métodos menos rigurosos para la correcciéon de la velocidad. En el método que se
acaba de describir, una vez se ha resuelto la presion corregida, las velocidades son actualizadas
utilizando las ecuaciones 4.78 y 4.79. Esta metodologia es conocida como algoritmo SIMPLE
(Caretto et al., 1972).

Una metodologia a la hora de tratar el ultimo término de la correcciéon de la presion en
la ecuacién 4.81 es efectuar una aproximacion en lugar de evitar abordarlo. Uno podria
aproximar la velocidad corregida u; en cualquier nodo por un promedio pesado de los valores
vecinos, por ejemplo:
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’U,/ ~ Zl A?iui,l (4 82)
i, P ~ Uj :
204
Esto permite realizar una aproximacién u; p de la ecuacion 4.80 como
~! / Aul
Ui p ™ 2 (4.83)

i,P i,P [
AP

Cuando este término se inserta en la ecuacién 4.79, lo que conduce a la siguiente relacién de
. ., ! I
aproximacion entre u; y p:

/ 1 !

Con esta aproximacién el coeficiente A% en la ecuacién 4.81 se reemplaza por Ay + >, A}

y desaparece el tltimo término. Este es el conocido método SIMPLEC (van Doormal y
Raithby, 1984).

. 7 . . . . ~! .
Existe otro método general de este tipo que se obtiene de derivar al despreciar u; en el primer
paso de correccién como en el método SIM PLE, pero se realiza la correcciéon con otro tipo

. ’ , . 17
de corrector. La segunda correccién que se efectia al término u  se define por:

" ~

1 "
Wip = Wip = Jur +(@ip )P (4.85)
P

’ ., , / ., .
donde, u, se calcula de la ecuacion 4.80 después de haber calculado u; de la ecuacién 4.79 sin
7 . ~! . .z .7 . . . .
tomar en cuenta el término ;. La aplicacién de la ecuacién de continuidad discretizada 4.72
para corregir las velocidades conduce a la segunda ecuacion de correccion de la presion:

o |-fs (00')] = [o:(s7)] (4.56)

Este procedimiento es esencialmente un método iterativo para resolver la ecuacion 4.81

solucionando el tdltimo término de manera explicita. Se conoce como el algoritmo PISO
(Issa, 1986).

P

Un método similar al algoritmo anterior fue propuesto por Patankar (1980) y es conocido
como SIMPLER. En este, la presién de la ecuacion 4.81 se resuelve de manera similar al
método SIMPLE, eliminando el tltimo término. La componente corregida de la presion se
obtiene utilizando solo el campo de velocidades corregidas con el fin de satisfacer la ecuacion
de continuidad, es decir, para obtener u!". El nuevo campo de presiones se estima mediante
la ecuacién 4.77 empleando el término u]" en lugar de u]™*.

Se observa que al no tomar en cuenta el término ﬂ; en la ecuacién 4.81, el algoritmo SIMPLE
no converge rapidamente. Su buen funcionamiento depende fundamentalmente del valor del
paso de tiempo, para flujos estacionarios, en donde el valor del parametro de sub-relajacion
se debe utilizar en las ecuaciones de momento. Se ha encontrado mediante métodos de prueba
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y error que la convergencia de este método mejora notablemente si se anade solo una porcion
/ . .
de p a p™ !, es decir, si se toma

pr=p"" +app (4.87)

Luego que se resuelve la ecuacién de correccion de la presion, donde 0 < ap < 1. Los métodos
PISO, SIMPLE y SIMPLEC no necesitan de un factor de sub-relajaciéon para la correccion
de la presién.

En determinado caso, se puede obtener una relacién entre los factores de sub-relajacién de
los campos de la presion y la velocidad mediante el siguiente argumento.

’ 1 ’
Uip = TaAn (az'p )P (4.88)
Se puede alcanzar una expresion para ap si se utiliza la ecuacién 4.87

~!

U:
ap=1— fvP (4.89)

U; p

Se puede calcular u; p utilizando la ecuacién 4.78, pero en problemas multidimensionales, se
tiene mas de una ecuacion desde las cuales ap se puede calcular. Sin embargo, si en lugar de
calcular u; p se utiliza la aproximacién 4.81 empleada en el algoritmo SIMPLEC la ecuacion
de arriba se reduce a:

2 A"

ap =1+ e
P

(4.90)

4.6. Reconstruccién de la Superficie Libre

En la actualidad los métodos de diferencias finitas para el cdlculo de la dindmica de fluidos
incompresibles estan muy bien establecidos. El primer método de que funcioné satisfactoria-
mente en el tratamiento de movimientos complejos de superficie libre fue el método de Marker
and Cell (MAC). También fue la primera técnica en utilizar la velocidad y la presién como
variables dependientes. MAC utiliza una distribuciéon de particulas marcadas para definir
regiones de flujo junto con un simple arreglo de presiones en la superficie libre en el centro
de las celdas, definiendo con esto la superficie contenida dentro de éstas. Posteriormente, con
base en la técnica MAC, Hirt y Nichols (1981) desarrollan el método VDF para el tratamiento
de superficies libres.

Las fronteras libres se consideran como superficies en las que se tienen discontinuidades en mas
de una variable. Ejemplos de esto lo constituyen la superficie libre, interfaces entre materiales,
ondas expansivas (de choque) o interfaces entre un fluido y estructuras deformables. El
proceso de involucrar superficies discontinuas en una matriz de celdas computacionales
involucra tres tareas por separado. Primero, es necesario idear un medio que permita describir
numéricamente la localizacion y forma de la frontera. En segundo lugar, se debe desarrollar
un algoritmo para calcular la evolucién temporal de la frontera. Finalmente, se debe generar
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un esquema para imponer las condiciones de frontera de superficie deseadas sobre todo el
borde de la malla de calculo. Los dos primeros problemas estan relacionados debido a que el
método de descripcién gobernara la seleccion del algoritmo de evolucién. Por otro lado, la
aplicacion de las condiciones de frontera es independiente de la forma como sea definido el
flujo.

El método de Volumen de Fluido (VDF) parte del principio que en cada celda de la malla
se utiliza generalmente un solo valor para cada variable independiente que define el estado
del fluido. El hecho de utilizar muchos puntos en una celda para definir la regién de flujo da
la impresién de ser excesivo. Por este motivo se define una funciéon F cuyo valor es unitario
y que varia en funcién de una convenciéon numérica adoptada. Se establece entonces que
cualquier punto ocupado por fluido va a tener el valor de la unidad en la funcion F y sera cero
en caso contrario. Dicho valor unitario corresponde a una celda totalmente llena de fluido,
mientras que el valor de cero indica que la celda esta vacia. Las celdas que presentan valores
de la funcién F entre cero y uno deben contener entonces la superficie libre. La técnica de
VDF permite localizar las fronteras libre cercanas asi como la distribucién de las particulas
marcadas, pero es necesario desarrollar un algoritmo que permita obtener de forma precisa
la evolucién del campo de F.

4.6.1. Funcion de Altura

Generalmente, la superficie libre se define a partir de la distancia que se encuentra desde
una linea de referencia expresada como una funcién de la posiciéon h=f(x,t) a lo largo de
ésta. En los flujos a superficie libre, la evolucién de dicha funcién se encuentra gobernada
por una ecuacion cinemaéatica que describe la forma como evoluciona la superficie libre con el
movimiento del fluido.

Oth 4+ u0,h = w (4.91)

Donde (u,w) son las componentes de la velocidad en las direcciones coordenadas (x,z).

4.6.2. Segmentos de Linea

Una forma colectiva del método de funcion de altura utiliza segmentos cortos de linea o
puntos conectados por segmentos de linea. Para construir la superficie libre se deben ingresar
las coordenadas de los puntos y para tener mas precision se debe limitar la distancia entre
estos puntos con la minima separacién, que es funcién del espaciamiento de la malla.

La evolucion de cada segmento se da al mover cada punto con su correspondiente velocidad
local, determinada mediante interpolaciones en las fronteras de cada celda de la malla. La
limitante del método se debe al ordenamiento lineal de los segmentos y en el instante de la
adicién o eliminacion de un segmento para mejorar la resolucién. Especialmente cuando se
encuentran o dividen dos superficies los segmentos de linea deben ser reordenados, quizas
anadiendo o borrando algiin segmento. Si existiese algiin método para ver con antelacién
la intercepcién de las fronteras no se crearian problemas en el proceso de reordenamiento,
sin embargo, la deteccién de este punto o el hecho de determinar cémo se debe reordenar
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el segmento de linea no es sencillo. En consecuencia, la estimacién de los puntos siguientes
requeridos para la configuracién de la superficie libre requiere muchos esfuerzos.

4.6.3. Marcado de Particulas

Este procedimiento, a diferencia del anterior, se basa en analizar las regiones ocupadas por
fluido, evaluando no sélo la posicién sino también la velocidad de una particula especifica.
Esto supone por supuesto, un aumento en la capacidad de memoria y almacenamiento de la
informacion en el computador como consecuencia del incremento en el nimero de puntos de
la malla que se deben ingresar. Las superficies se definen como fronteras con y sin particulas
marcadas, es decir, una celda de la malla que contiene un marcador puede tener un vecino
cercano que probablemente no esté ocupado por fluido y por tanto estara sin marcador, por lo
tanto se dice que la celda marcada es contenedora de la superficie libre. La localizacién de la
superficie libre en el punto e instante de analisis se determina mediante un calculo adicional
basado en la distribucion de los marcadores dentro de la celda.

El método de marcacién de particulas ofrece diferentes ventajas a la hora de abordar
los problemas logicos asociados con la intercepcion de dos o mas superficies. Esto es un
hecho asociado al ordenamiento obligatorio de las particulas con sus vecinas en el momento
de marcar la superficie, sin embargo, no se debe realizar dicho ordenamiento al marcar
una region. En conclusién, este método se utiliza para definir regiones de flujo en lugar
de interfaces, lo que asegura mayor simplicidad légica para situaciones que involucran la
interaccion de fronteras multiples en problemas de flujo no confinado. En virtud de lo anterior,
el hecho de tener mayor simplicidad genera un gran aumento en cuanto al almacenamiento
de la informacion y una mejora significativa en tiempo de célculo necesario para mover todos
los puntos a nuevas posiciones.

4.6.4. Método de Volumen de Fluido

Este procedimiento se basa en almacenar en cada celda de la malla una propiedad del flujo
con lo que se define el estado en el que se encuentra el fluido, dado que utilizar diversos
puntos en una celda para definir la regién ocupada por el fluido es poco préctico. Se debe
considerar una velocidad continua en la superficie libre para asegurar que el cuerpo de agua
sea continuo (continuidad de las particulas) en el proceso de la rotura. La ecuacién de gobierno
que describe el transporte del flujo y la dependencia de la funcién F' en el tiempo es:

Cuando se produce la rotura el fluido no es una superficie continua y la ecuacién 4.92 pierde
validez. Debido a esto F debe ser asumida como una funcién de densidad F'(x,t) = p(z,t) lo
que da validez a la ecuacion 4.92 antes y después de la rotura.

La funcion F' adquiere un valor unitario en cualquier punto ocupado por fluido y cero en caso
contrario. Un valor medio de esta funcién representa la fraccién de volumen de la celda que es
ocupada por fluido. En particular, el valor unitario de F' indica que la celda esta totalmente
llena por el flujo que circula, y cero corresponde a una celda vacia. Las celdas que tienen
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asociados valores de F' entre cero y uno contienen la superficie libre. El método de fraccion de
volumen de fluido (VDF) arroja el mismo tamano de informacién que el método del marcador
de particula.

Para definir el instante en que una celda posee una frontera, el marcador de particulas calcula
el punto donde el fluido se encuentra en el limite de esta. El mismo procedimiento es empleado
en el método VDF. En esta técnica las cantidades conservativas (u,v,p, F') se calculan en
direccion normal a las fronteras de la celda, esto permite analizar la direccién en la cual los
valores de F' cambian mas rapidamente. Cuando la funcién F' se calcula apropiadamente sus
resultados pueden ser utilizados para determinar las fronteras normales al flujo. Finalmente,
cuando la direccion y los valores de F' se conocen, la linea que corta la celda se puede
reconstruir al aproximar la interface del flujo.

A pesar de que la técnica VDF permite localizar fronteras de superficie libre en un nivel
de precision igual al del marcador de particulas, y posiblemente con menor informacion, el
método es inttil si no se desarrolla un algoritmo que calcule con precision la evolucion de la
funcién F.

La ecuacién que gobierna la dependencia del F' en el tiempo es:

O F + w0, F +wo,F =0 (4.93)

Esta ecuacién diferencial parcial establece que F' se mueve con el fluido. Desde un punto de
vista Lagrangiano e la funcién F' se mantiene constante en cada celda. En una malla definida
desde un punto de vista Euleriano-Lagrangiano es necesario calcular el flujo de F' que se
mueve con el fluido a través de la celda, evitando en lo posible aproximaciones en diferencias
finitas comunes donde se promedian las propiedades de todos los elementos constitutivos
del fluido, que en ultima instancia conducen a inexactitudes de F' y hacen que se pierda la
definicion de las interfaces entre las fronteras. Debido a la propiedad que presenta F' de ser
una funcién de paso, ademas de tener solo dos valores (0-1) permite tener un flujo aproximado
que preserva la naturaleza de la discontinuidad.

El método VDF posee un facil y sencillo procedimiento para reconstruir la superficie libre
en problemas bidimensionales y tridimensionales. En principio el método se puede utilizar
para delimitar superficies discontinuas en las propiedades del material, en el calculo de
las velocidades tangenciales o en cualquier otra propiedad del fluido. En este trabajo se

determinan las condiciones de frontera que se deban aplicar para la localizacién de la superficie
libre.

Se debe tener cuidado cuando se utilizan mallas con tamano de celda variable. En este caso es
mejor combinar la ecuaciéon de momento con la condiciéon de incompresibilidad para que los
flujos convectivos se puedan escribir en forma divergente, ya que proveé una forma més simple
de asegurar la conservacién del momento con la sola aplicaciéon del teorema de Gauss. Este
procedimiento se utiliza para convertir el valor de la integral de los términos de disipacién
viscosa en el volumen de control (VC) a flujos en las fronteras de los lados. En consecuencia,
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los flujos que abandonan el volumen de control (VC) automaticamente seran aumentados por
el volumen de celdas adyacentes y la conservacion durante la adveccién estara garantizada.
Se debe precisar que la razén por la cual los términos advectivos pierden precision en la
conservacion es que el volumen de control no se encuentra centrado en la posiciéon donde se
localizan las variables. Debido a esto, los términos advectivos se deberian corregir teniendo
en cuenta las diferencias entre la localizacion de las variables calculadas y los centroides de su
VC. Cuando esto no se hace se esta introduciendo un pequeno error. Si la forma divergente
se utiliza para el flujo de adveccién, las ventajas de estabilidad del método se conservan para
una malla variable sin una reduccion apreciable de la precision.

4.6.4.1. Aproximacion de la Ecuacién de Continuidad

Las velocidades calculadas con la ecuacion de momento deben satisfacer la ecuaciéon de
continuidad. Para satisfacer este criterio la presion y la velocidad se ajustan en cada celda
ocupada por fluido mediante un proceso iterativo. En cada celda llena de fluido la presion
es cambiada para el flujo que circula, hacia adentro o hacia afuera segun el caso. Como los
ajustes de la celda afectan a sus vecinos en un nimero de pasos a través de la malla se debe
satisfacer la ecuacion de continuidad en todo el dominio.

En las celdas que contienen la superficie libre el procedimiento es diferente porque la presiéon
se asume como el valor establecido en la superficie. En este sentido, la presién de la celda
de superficie con presién P, ;, es igual al valor obtenido de la interpolacién entre la presiéon
deseada en la superficie (P;), y la presién dentro del fluido (Py).

Pj=(1=n)Py+nFy (4.94)
Donde:

n. es la relacién de la distancia entre los centros de las celdas y entre la distancia de la
superficie libre y el centro de la celda vecina.

La celda que se selecciona para la interpolacién deberia ser aquella tal que al unir sus centros
(celda de superficie libre y celda llena de fluido), la linea que los une es casi normal a la
superficie libre.

4.6.4.2. Aproximacion de la Funcién de Volumen de Fluido

La funcién de VDF es gobernada por la ecuacién 4.93. La idea bésica del método es utilizar
informacion aguas arriba y aguas abajo de F en las fronteras del flujo para establecer la forma
de la interface y utilizar ésta en el cdlculo del flujo. En primer lugar, emplea informacién de la
superficie para mejorar el algoritmo de flujo. Segundo, la funcién F se utiliza para determinar
la localizacion de la superficie y su orientacion para la utilizacién de diversas condiciones de
frontera, incluyendo las fuerzas de tensiéon superficial. El método de adveccién desarrollado
en la técnica VDF se puede entender como la cantidad de F que fluye por la cara derecha
de la celda durante un paso de tiempo de duracion 6t. Los flujos a través de las otras caras
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es completamente igual. El flujo total de VDF que cruza por la cara derecha de la celda por
unidad de area transversal es:

V = uot (4.95)

donde u es la velocidad normal a la cara de la celda. El signo de u determina si la celda es
donante o receptora, es decir, si la celda pierde o gana volumen. Si u es positiva el flujo va
hacia adelante, o bien, la cara izquierda de la celda es donante y aguas abajo la cara derecha
es receptora. La cantidad de flujo de F que atraviesa la cara de la celda en un paso de tiempo
es 0F veces el drea de la seccién transversal de la cara.

5F=MZ'7L{FAD|V|+CF,FD(5$D} (496)

CF = Maz {(1.0 — Fap) |V| — (1.0 — Fp) zp}

Los subindices solos indican donante y receptor. Los subindices dobles sugieren donante o
receptor dependiente de la orientacién de la interface, relativa a la direccion del flujo. La
caracteristica MIN previene el flujo de fluido adicional desde la cara donante, evitando con
ésto que se presente mas flujo del que se puede dar; MAX es tenido en cuenta para un
flujo adicional, CF, si la cantidad de vacio al que esta siendo fluido, excede una cantidad
disponible.

4.6.4.3. Estimacién de las interfaces dentro de una celda

Para la aplicacién exacta de las condiciones de frontera se requiere conocer la localizacién de
la frontera dentro de la celda. En la técnica VOF la frontera se puede aproximar por una linea
recta de corte a través de la celda. Primero se debe determinar la pendiente de la recta, por
lo que uno se puede mover a través de la celda hasta una posicion que intersecte la cantidad

de VOF conocida.

Al determinar la pendiente de la superficie, se puede observar que ésta se puede representar
como una unica funcién (y) o z () en funcién de su orientacion. Si se representa con (y) se
puede calcular %. Una buena aproximacion de (y) es:

vi=y(x) =F (i, — 1) dyjo1 + F (i,5) 6y; + F (i, 5 + 1) 0y;41 (4.97)

Una vez que la pendiente y el lado ocupado por fluido se determinan, se construye una linea
en la celda con la cantidad correcta de VDF pasando del lado del flujo. Esta linea se utiliza
como una aproximacion de la superficie actual y posee la informacién necesaria para calcular
la superficie libre para aplicar las condiciones de frontera.
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5

Descripcion Simplificada del Modelo

5.1. Introduccion

La mayor parte de los fenémenos que estudia la ingenieria, y en particular la hidraulica se
representan por medio de modelos matematicos, donde se emplean ecuaciones algebraicas,
diferenciales ordinarias o parciales, sistemas de ecuaciones, etc. En numerosas ocasiones estas
ecuaciones son de dificil soluciéon con métodos analiticos, o bien son desconocidas. En estas
condiciones se pueden emplear métodos numéricos de analisis.

Histoéricamente, el primer método desarrollado para discretizar ecuaciones diferenciales fue
el método de diferencias finitas. En el dominio, donde se busca la solucién de un problema
diferencial parcial se introduce una malla (regular o no regular) y cada funcién del problema
se aproxima por un conjunto de sus valores en los puntos de la malla, llamado funcién discreta.
Una funcién discreta también puede considerarse como un vector. Todas las derivadas del
problema también se aproximan en los puntos de la malla usando férmulas de diferenciacion
numérica. Como resultado, cada ecuacién diferencial se cambia por un sistema de ecuaciones
discretas obtenidas en cada punto de la malla.

El método de diferencias finitas es una clasica aproximacién para encontrar la solucion
numérica de las ecuaciones que gobiernan el modelo matematico de un sistema continuo.
Béasicamente, en una solucion por diferencias finitas, las derivadas son reemplazadas por
aproximaciones en diferencias finitas convirtiendo entonces un problema de ecuaciones
diferenciales en un problema algebraico facil de resolver por medios matriciales comunes.

5.2. Ecuaciones Diferenciales Parciales

Una ecuacion diferencial parcial es aquella en la cual aparecen derivadas parciales de una
funcién desconocida con respecto a dos o mas variables independientes.

a*9’h = O,h (5.1)

La solucién de una ecuacion diferencial parcial en una regién R es una funcién definida en
esta region, al igual que todas sus derivadas parciales, y la funciéon reduce a la ecuacion
diferencial a una identidad en cada punto de la regién R. Se dice que esta funcion satisface
a la ecuacion en R.
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Raras veces se puede hacer un proceso formal en ecuaciones no lineales, afortunadamente,
muchas de las ecuaciones de interés practico son lineales o casi lineales.

Una clase de ecuacion diferencial que es frecuente encontrar son las del tipo:

AD2f + BOL,f + CO.f + DO, f + Ed,f + Ff+G =0 (5.2)

Cuando A, B,C,D,E,F y G son funciones de = e y corresponde al caso de una ecuacién
diferencial parcial lineal de segundo orden.

B? —4AC <0 Ec. Eliptica
B? —4AC =0 Ec. Parabdlica (5.3)
B? —4AC >0 Ec. Hiperbélico

Si se cumple la condiciéon mostrada en la ecuaciéon anterior podemos definir el tipo de funcién
con la cual se va a trabajar.

En la ingenieria muchas de las ecuaciones diferenciales parciales son dificiles de resolver o
bien no estan resueltas por métodos analiticos. A veces se ha encontrado su soluciéon para
condiciones iniciales o de frontera particulares; sin embargo, alguna de estas soluciones no
son utiles en la practica. Para resolver las ecuaciones diferenciales parciales se puede recurrir
a varios métodos numéricos.

5.2.1. Diferencias Finitas

Al sustituir las derivadas por cocientes de diferencias en las ecuaciones diferenciales hace
posible, en muchas ocasiones, encontrar una solucién que si bien no cumple exactamente con
la ecuacién diferencial, desde un punto de vista practico se toma como tal.

Los cocientes de diferencias de valores de la funcién que sustituyen a las derivadas se llaman
diferencias finitas.

Se considera entonces la serie de Taylor de una funcién f en la variable z.

F+A2)=F()+ [ (2)Az+ " (2) ATZQ + 17 (2) %’Zs +0 (AzY) (5.4)

Donde O (Az*): Error de truncado en la serie de Taylor de orden n, por haber despreciado
los términos que involucran las derivadas de orden n en adelante. Az: Incremento del valor
Z.

Si en la ecuacién 5.4 se considera z =z, Az = Az y Az = —Az se obtiene:
/ " A 2 nr A 3
o+ da)=f @)+ f @) Ac+ () -+ 1" @) ==+ 01 (aa")  (55)
’ ” A:L‘Q " AI3
flx—Az)=f(z) - f (z)Az+ [ (z) — (x) — T0: (Az) (5.6)
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Si en las ecuaciones 5.5 y 5.6 no se toman en cuenta los términos de segundo orden y se
despeja la derivada, se obtiene:

, flz+Az)—f(z) O (Ax?)

f o) =228 = (57)

@)= fla—A)  0y(Ax?)

J @)= Az i Az
Si se eliminan los términos de orden tres en la ecuacién 5.4 y se restan las ecuaciones 5.5 y
5.6, se llega a:

(5.8)

£ () = f(z+ A:E)Q;:;f (r — Az) N Oy (Ax3)2;x02 (Ax?)

Si los errores de truncado son muy pequenos, al despreciarlos se tiene de las ecuaciones 5.7,
5.8y 5.12:

(5.9)

f(z) = f($+A§;_f(x) (5.10)

f (@) =10 if ) (5.11)

/ flx+Ax) — f(x— Ax

F iy~ LA~ @ = As)
2Ax

Donde las ecuaciones 5.10, 5.11 y 5.12 son conocidas como diferencias finitas hacia la derecha,

izquierda y central, respectivamente.

(5.12)

5.2.2. Derivadas de Orden Superior

Pueden plantearse aproximaciones a las derivadas de orden dos en adelante, sin embargo, es
preferible utilizar la serie de Taylor.

Se desea obtener entonces la siguiente expresion:

O2f =0 (5.13)
Si se suman las ecuaciones 5.5 y 5.6 se tiene:
fl@+Ax)+ f(z—Ar)=2f (2) + f (v) Az® + O3 (Az?) (5.14)
donde,
03 (ALLA) = Ol (A.’LA) + OQ (A.ZA) (515)
Despejando la segunda derivada

vy Jl@+Ar)+ f(z—Az) = 2f (x)  Oz(Az)
Flz) = Ax? Ax?

(5.16)
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Si se desprecia el error O3 (Az?) se tiene:

e (617

Realizando otra derivada de interés, esta se obtiene al restar la ecuacion 5.6 a la ecuacion
9.5.

flz4Az) = f(z—Az) =2f (x)Az+ f (z) AT'I?) + Oy (Az?) (5.18)

Oy (Ax4) =0, (Ax4) — 0,y (Az4) (5.19)

Reemplazando la ecuacion 5.7 en la ecuacion 5.18 se llega a:

flo+Az) = f(z—Az) -2 <f(w+AA92f($) -2 (AA:Q)> Az —0u(aah
7" @) = e 20
3
o = Ar) — f (@ — Ax)+2f (x) | 01 (A2?) — O (Aa?

= L+ A L 1) +2f (1) , O ( w)AngM ) (5.21)

f,,, (2) = =3f(x + Azx) — ?)Afxgx — Azx) +6f () n O, (AxZ)QOA‘ (Az?) (5.22)

3
Despreciando los errores,

5.2.3. Ecuaciones Parabdlicas

Se analiza este caso por medio de un ejemplo en el cual se aborda un problema de flujo
potencial, donde se desea calcular la posicién de la linea de saturacién. La ecuacién diferencial
que describe el problema es:

Oth = a*02h (5.24)
siendo,
S

Donde, k, : coeficiente de permeabilidad s : rendimiento h : nivel promedio entre el espacio y el tiempo h
Se trata de una ecuacién diferencial de segundo orden parabdlica que:

b? — dac =0 (5.25)
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A=d* B=0; C=0 (5.26)

b? — 4ac = 0 — Ec. Parabdlica (5.27)

Al sustituir por diferencias finitas:

02h — Dif. Centradas (5.28)

O0:h — Dif. hacia adelante (5.29)

Reemplazando en la ecuacién de flujo

[z t+At) — f(x,t)  flor—Ax,t)—2f(x,t)+ f(x + Az, t) a?

At - Az? (5-30)
Simplificando la expresion
a’At
[z, t+At) = A2 flx—Axt)—2f (z,t) + f (x + Azx) + f (z,1) (5.31)
a’At
Ac = AL (5.32)
flx,t+At) =N[f (x — Ax,t) — 2f (z,t) + [ (z + Ax)] + [ (x,1) (5.33)
Considerando,
x =mAx
r+Ar=(m+1)Ax
r—Az=(m—1)Azx
t = pAt
t+At=(p+1)At
h(z,t) = h(mAx, pAt) = hpy,,
h(a+ Ar,t) = h[(m+ 1) Az pAY = hnr,
h(z — Az, t) = h[(m —1) Az, pAt] = hp_1y
h(z,t+ At) = h[mAz, (p+ 1) At] = hppia
hm,p—i—l - hm,p = a2AA;2hm—1,p - 2hm7p + hm7p+1
La ecuacién resultante es:
Ponpt1 = Py = A (Rn—1.p — 2R p + Bimpi1) (5.34)
Donde,
a’At
Ac = A7

La ecuacién 5.34 recibe el nombre de esquemas de diferencias explicito, pues en la ecuacién
aparece solo una incognita y para evaluarla no se necesita resolver ningin sistema de
ecuaciones.
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5.3. Convergencia

Si H es la solucién exacta de una ecuacion cualquiera y h la soluciéon exacta del esquema de
diferencias finitas utilizado para aproximar dicha ecuacion. La ecuacion de diferencias finitas
se dice convergente cuando h tiende a H en un punto fijo a lo largo de un nivel y cuando Az
y At tienden a cero. Estos significa que el error de discretizacion o truncado tiende a cero a
medida que también lo hacen Az y At.

Sielerror Avy E=H —hy 0h=d0?h; 0<z<l1
H es conocida para:

O0<z<1l cuando t=0
r=1 t>0

Considerando el esquema explicito

hnp = Hpnp — €Dmp (5.35)

hm+17p - Hm+1,p - Em+1,p (536)

De acuerdo al error de truncado de la serie de Taylor

0(A2") = 0o f (2 + 0A2); 0<O<1 (5.37)

Lo anterior significa que 6 se debe escoger entre cero y uno de modo tal que la derivada de
f de orden n respecto a z sea maxima entre z y Az.

De la serie de Taylor se tiene:

H(z,t + At) — H (z,t) = 0 H (x,t + 0AL) (5.38)

Desarrollando la serie de Taylor segin x

A 2
H(x+ Az,t) = H(2,t) + 0ph (w,t) Az + 2H (z + 0,Ax, 1) T‘” (5.39)
9 Az?
H(x — Az, t) = H (x,t) — 9,h (x,t) Az + 0;H (x + 63Ax,t) 5 (5.40)
Sumando
H(z — Ax,t) — 2H (z,t) + H (z + Az, t) = 0°H (z + 040z, 1) Aw (5.41)
Utilizando los subindices en 5.40 y 5.41
Hopi1 — Hip = Oth (mAx, pAt 4 01A¢) (5.42)
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Hy1p—2Hmy + Hyi1p, = 02H (mAz, 04Ax, pAt) (5.43)

Segun el esquema de diferencias finitas y definicién del error

Hm,p-irl - Em,p+1 = A (Hm—l,p - Em—l,p) + (1 - 2)‘) (Hm,p - Em,p) + A (Hm+1,p - Em-i-l,p)

(5.44)
Ordenando
ANHimpi1 — Hupp) = AN(Hm—1p — 2Hpmp + Hypp1p) =0 (5.45)
Sustituyendo 5.42 y 5.43 en 5.45
Eppi1t =AEn_1,+ (1 =2X) Epp + AEpi1, + MAL (5.46)
Donde,
M = 0,H {(mAz,pAt + 6;At) — NO2H (mAz + 0, Az, pAt) } (5.47)

Para asegurar que los errores tengan signo positivo y continuar con el control del error se
toma el valor absoluto de 5.46.

|Em7p+1| = A |Em—1,p| + (1 - 2)‘) |Em,p| + A |Em+1,p| + |M| At (5'48>

Esta ecuacién es cierta cuando los coeficientes son positivos o iguales a cero. Si el mayor de
los errores para cualquier pendiente en el instante p es E,, al asignar:

E, = By 5.49
p P

E, — Ep, (5.50)

Emp — Emip (5.51)

La ecuacién 5.48 estd del lado conservador (pues estd considerando mds error que el real y
se transforma en:

Empit <AE, + (1= 2\) | B| + M| E,| + | M| At (5.52)
By < B, + |M| At (5.53)

Si M se considera constante

By < Ey+ | M| At

Ey < By + |M|At;  Ey < Ey+ |[M| At
E3§E2+‘M’At, E3§E0+|M|At
E, <. ..
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E,\1 <Ey+(p+1)|M|At (5.54)

Como a t = 0 no existe error, por tanto

By < (p+1)|M| At (5.55)

Si At — 0 y 5.47 tiende también a cero
En consecuencia, 5.55 es cero y la solucién converge a H. para esto se requiere que los
coeficientes de 5.48 sean positivos o iguales a cero. Para que lo sean se debe cumplir que:

0<A<05

Lo que constituye la llamada condicién de convergencia.

5.4. Variables Conservativas

A la hora de establecer las variables de célculo para describir el problema de flujo en estudio
existen diferentes opciones a considerar. Por un lado, una eleccion comuinmente adoptada es
estimar las variables primitivas o fisicas, que corresponden a la densidad p, la presion p y
las tres componentes del campo de velocidades (u, v, w). Por otro lado, se pueden emplear
las variables conservativas, que son el resultado de la aplicacién de las leyes fundamentales
de conservacién de la Mecénica de Fluidos (masa, momento y energia). Estas variables estan
constituidas por la densidad p, las componentes de la cantidad de movimiento por unidad de
volumen (pu, pv, pw) y la energia total por unidad de volumen.

5.5. Leyes de Conservacion

Son sistemas de ecuaciones en derivadas parciales que expresan la conservacion de ciertas
cantidades expresadas en funcién de la masa, el momento y la energia. Si se obtienen a partir
de un volumen de control fijo en el espacio, que es atravesado por un fluido (para este caso de
estudio) en movimiento, se puede expresar que se encuentran escritas en forma conservativa.
Este procedimiento es similar a un balance de flujos de masa y cantidad de movimiento.
Cuando el volumen de control esta en continuo desplazamiento con el fluido, de manera que
contiene siempre las mismas particulas, el concepto cambia y se conoce como la forma no
conservativa. Una ley de conservacion en forma conservativa presenta el siguiente esquema:

U + 0F, =0 (5.56)

U se denomina vector de variables y F' el vector de funciones de flujo. Cuando se expresan
las leyes de conservacién en forma diferencial, se asume que las ecuaciones satisfacen los
correspondientes requisitos necesarios para la regularidad.
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5.5.0.1. Forma Integral

Estas leyes de conservacion pueden expresarse también bajo un enfoque integral. La ventaja
de la utilizacion de esta técnica es que las ecuaciones se pueden obtener de las ecuaciones
bajo principios fisicos de conservacién expresados como relaciones integrales. Por otro lado,
la formulacion integral requiere de condiciones de derivabilidad en la solucién, brindando
la posibilidad de obtener soluciones discontinuas. Las soluciones de la forma integral son
conocidas como soluciones débiles.

5.6. Esquemas No centrados

A partir del desarrollo en series de Taylor se pueden calcular diferentes discretizaciones para
la ecuacién de transporte que se muestra a continuacion:

Ou+ ad,u =0, u=u(x,t) (5.57)
Al considerar el indice ¢ como la componente espacial y n la temporal se tiene la siguiente
expresion:
n+1 n n 1 2, |n 2 3
wp T = ulOpul|t At + §8tu]i At 4+ O(At”) (5.58)

La derivada temporal se puede aproximar como lo demuestra la ecuacién que acontinuacion
es presentada:

dyul w1 I"At + O(A#?) (5.59)
ull! = —— — —0;ul; :
ol At PR
La anterior ecuacién constituye una discretizacion de primer orden hacia adelante
1 1
up = uy + Oyulf Ax + §8§u]?Ax2 + aﬁgu\?Aﬁ + O(Az?) (5.60)
n n n 1 2, 1n 2 1 3, |n 3 4
= ul — O[T Az + éaxulz Az’ — éaxu\, Az’ + O(Az®) (5.61)

Al restar estas ecuaciones se obtiene una discretizacion centrada en el espacio de segundo
orden

ul , — ul 1
Opu|l = L =L —93|PAx? 4+ O(Ax® 5.62
La ecuacién 5.57 discretizada se puede escribir como
urtt —yn ully; —ul
! : ‘ — =0 5.63
N (5.63)

donde la velocidad en el paso de tiempo siguiente se determina mediante la ecuacion:

n . laAt , "
u +1 _ uy — QA_;C (ui—H — ui—l) (564)

Este esquema de primer orden en el tiempo y de segundo en el espacio se conoce como
esquema explicito de Euler y se puede demostrar que es incondicionalmente inestable.
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Para solucionar el problema de la inestabilidad del esquema de Euler, se debe llevar a cabo
una discretizacion descentrada para lo cual se tienen dos opciones:

Dyl = “;_;‘4 (5.65)
Oyl = L (5.66)

los resultados obtenidos son adecuados en funcién del signo de la velocidad de propagacién
de la onda a. Si a > 0, la ecuacién 5.65 junto con la ecuacién 5.59 da como resultado

Y TN (5.67)
Siendo
alAt
He = Ar (5.68)

El esquema 5.70 es estable con la siguiente condicién
0<p <1 (5.69)

El parametro p. se denomina ntimero de Courant, nimero de Friedrichs-Lewy o ntmero
CFL. Consiste solamente en el cociente de dos longitudes. La recorrida por la onda en un
tiempo At y el tamano de la malla Ax. Como a es conocido y Az se fija por el grado de
precision deseado, sélo se puede variar At para satisfacer la condicion de estabilidad. El
esquema, presentado en la ecuacién 5.69 es conocido como un esquema upwind de primer
orden. Se debe a Courant, Isaacson y Rees, por lo que también es conocido como esquema
CIR. El nombre upwind se refiere a que la discretizacion espacial utiliza puntos de la malla
del lado del que viene la informaciéon. El CIR tiene la desventaja propia de los métodos de
primer orden y es su caracter difusivo. Esto significa que las discontinuidades en la solucion
tienden a extenderse y los valores extremos a recortarse.

Si para a > 0 se introducen las ecuaciones 5.59 y 5.66 en la ecuacion de transporte 5.57, el
esquema resultante se conoce como downwind resultante

R (T (5.70)

Que de igual manera es incondicionalmente inestable. Es decir, para obtener un esquema
descentrado 1util debe tenerse en cuenta el signo de propagacion de a en la discretizacion
espacial.

Otro esquema de primer orden es el de Lax-Friedrichs, que se caracteriza por sustituir el
término v de la ecuacién 5.64 por la siguiente expresion

1
9 (u?—l - u?—i—l) (5.71)

Es decir, la media de los valores en los dos nodos vecinos. El esquema que se obtiene de este
procedimiento es
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1 1
uptt = 3 (1 + pre) uity + 3 (1 — pre) uilyy (5.72)

Se tiene ademas de los otros esquemas el de Lax-Wendroff. Para ellos se despeja de la ecuacién
5.57 la derivada temporal

Ou = —ad,u (5.73)

Derivando respecto a t, se asume que son complidas las condiciones de la propiedad de
Schwarz, y aplicando a la ecuacién 5.73, resultando

O*u = 0y (—ad,u) = —ad, (Oyu) = a®0u (5.74)

A partir del desarrollo de Taylor propuesto en la ecuacion 5.59

W=+ (~adu) At + 3 (a%0%) A+ O (42) (5.7

7

La derivada espacial es resuelta para la componente espacial de forma similar que la ecuacion

0.62

Uiy — Uiy 2

————— + O(Ax 5.76
Lt o) (5.76)

Para la segunda derivada, en lugar de restarlas, se suman las ecuaciones 5.60 y 5.61, con

lo que se obtiene una discretizacion para la segunda derivada centrada en el espacio y de
segundo orden.

Opulul =

n

zn—l A 2 )
A+ 0(A?) (5.77)

Si se sustituyen ambas discretizaciones en la ecuacion 5.75 resulta un esquema de segundo
orden en el tiempo y en el espacio.

Opulul =

n+l __ n He n __.n M(Z: n o n n
Y (ufyy —uf ) + ) (it — 20 +uf ) (5.78)
He

n MC n n
:Uiq? (e +1) + uj (1 - Mg) + Uz‘+17 (e —1)

u

Del Toro (1997), deduce este esquema de manera particular. Realiza una discretizacién hacia
adelante para la componente temporal y para la componente espacial efectiia una media
ponderada entre las discretizaciones upwind y downwind de las ecuaciones 5.65 y 5.66.

n n n n
Dyl = (L4 pe) uif —ui'y n (1 — pre) iy — 5
x A
2 Ax 2 Ax

El anterior esquema es de segundo orden en el espacio y el tiempo, es estable con la condicion
presentada en la ecuacion 5.69 ain cuando la discretizacion a partir de las cuales se conforma
el esquema son de primer orden. Esto lleva a la conclusion de que la precision de un esquema
no depende de la precision de las aproximaciones en diferencias finitas de las derivadas

parciales que se estan analizando.

(5.79)
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5.7. Difusion o Viscosidad Numérica

Este término se dedujo en el apartado anterior. Para su definicién el término que se presenta
a continuacion es considerado.

ad;u=0 ;a>0 (5.80)
Realizando un proceso de discretizacién como el expuesto en la ecuacién 5.65 en la cual no
es tomada en cuenta la parte temporal, se obtiene

Us

Uy U
alyul; = L + O(Ax) (5.81)

Si se aplica el desarrollo en series de Taylor de manera analoga a la ecuacion 5.61 se llega a
la expresiéon

1
w1 = u; — Opul;Ar + §8£u|iAx2 + O(Az?) (5.82)
Al multiplicar por el coeficiente de viscosidad numérica
i — Wi— 1
a% = adyul; — éan({)guh + O(Ax?) (5.83)

La expresion,

Ui — Ui—1
ik .84
a — (5.84)

Representa una discretizacion de primer orden de la forma de la ecuacion 5.79 y de igual
modo una discretizacion de segundo orden de la ecuacion

A
alyu — a%@iu =0, (5.85)

En la ecuacion anterior se puede observar que se genera un término difusivo de coeficiente

alAx/2.

A partir de lo anterior se llega a la conclusion de que la discretizacién del método upwind,
se esta introduciendo en la ecuacion 5.80 difusiéon numérica. El coeficiente que pondera esta
difusién depende del tamano de la malla, por lo que si Az es demasiado pequeno, si se
presenta un incremento del tiempo de célculo, el efecto difusivo tiene a desaparecer. Puede
verse un estudio mas detallado en Anderson (1984).

5.8. Esquemas Conservativos
Para llegar al entendimiento de este concepto se toma en consideracion la ecuacion

Ou+0,f=0, u=u(xt), f=Ff(u) (5.86)

Para tener en cuenta las soluciones débiles, la anterior ecuacion se debe integrar para x y t.
El dominio espacial y temporal es tomado asi
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Az n Az
Ti— — T+
2 2

La integral de la ecuacién 5.86 queda definida como

tnt1 xi_'_%
/ / [Opu + 0, f] = 0, (5.88)
tn z,

= [xi,%,x%] - } Ly = [tny o] = DAL (R 1) A (5.87)

NI

Resulta entonces

[ et —wate s [T 7 (s (o) =1 (0 (g 0) =0 69)

i-%
La anterior ecuacion 5.89 permite expresar que la cantidad de u que en el intervalo I; se
encuentra contenida, solo varia en el tiempo At debido al valor del flujo f en los extremos
del mismo (fronteras de la celda).

Donde, u (z,t) es la funcién que tiene como promedio u} en el intervalo I;, en el instante de
tiempo t, = nAt, asi,

Z.
ul = L[
o Ax
1

u(z, t,)dx, (5.90)

Nl

La ecuacién resultante de la expresion 5.89

=) ot [ [ (u(opt)) = 1 (u(spt))Ja=o - son

Al aproximar la ecuacion anterior en forma integral a través de los valores de [T s
2

Sy o () (5.92)

Al sustituir la expresiéon 5.92 en la ecuacién 5.91 se tiene,

At

Los valores 7, se conocen como flujos numéricos y representan las aproximaciones del

promedio temporal del flujo fisico en las caras de la celda. De acuerdo a la forma como
son obtenidos los flujos pueden obtenerse esquema diferentes. Adicionalmente, el calculo de
dichos flujos se realiza a partir de las variables de las celdas consecutivas a la variable I;,
segun la expresion siguiente,

Z:t% =¢ (u;‘_m’ u?—m—l—l? 5 u?—ﬁ-l) ) (594)

Donde las constantes m y [ son dos enteros no negativos. En virtud de lo anterior se puede
expresar que un esquema conservativo para la ley de conservacién presentada por la ecuacion
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5.87 es un método numérico de la forma 5.93 tal que cumple la expresion 5.95. Si se desea
cumplir con la condicién de consistencia, es decir, que se represente con precision la ecuacion
diferencial para At — 0y Az — 0, en consecuencia ¢ debe cumplir la condicién que,

¢ (v,v,..0) = f(v) (5.95)

El flujo numérico que tiende a aproximar el flujo fisico en un cierto estado, a partir de valores
del flujo en puntos proximos, debe ser exactamente igual a f (v) cuando los estados préximos
coinciden con v. Este se denomina estado a un determinado valor del conjunto de las variables.
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6

Ecuaciones Flujo Turbulento del Modelo
INSURF

6.1. Antecedentes

Dada la aleatoriedad del flujo turbulento y la alta dispersiéon en las magnitudes que lo
involucran, es muy dificil determinar de manera préactica los movimientos de todas las
particulas del fluido. Esto es lo que conlleva a promediar el valor de las componentes
instantaneas del flujo en una cantidad media y el valor de la fluctuacion, ademas de observar
la formacién de remolinos en el interior del fluido dispuestos en diferentes tamanos, donde
las fuerzas de inercia estan dispuestas en los remolinos de mayor tamano.

El movimiento de los remolinos de mayor tamano estd dado por la energia que proviene
directamente del flujo medio. A diferencia de los pequenos remolinos que toman la energia
de los remolinos grandes y una pequena porcién proviene del flujo medio. La energia cinética
se transfiere a los remolinos mas pequenos aun, en forma de cascada, hasta que se disipa
totalmente por la accién de las fuerzas viscosas. La disipacién descrita produce las pérdidas
de energia asociadas a los flujos turbulentos.

El comportamiento de los grandes vortices es de cardcter anisotropico y dependiente del flujo,
por la fuerte interaccién con éste. La accién de difusion por causa de la viscosidad genera una
pérdida de direccién como Resultado del proceso de la cascada de la turbulencia, por lo que
para numeros de Reynolds altos, el comportamiento de los pequenos vortices se considera
isotropico.

6.2. Promedio de Reynolds

Este concepto fue introducido por Reynolds (1895). El promedio temporal es muy apropiado
para el caso de la turbulencia estacionaria, es decir, un flujo turbulento que en promedio no
varia con el tiempo. Para este tipo de flujos, un flujo instantaneo se define de la siguiente
manera.

T+t

Oua) = 1im = [ fle,t)dt (6.1)

T—o00 ¢

El promedio espacial se utiliza con frecuencia para la turbulencia homogénea, constituida por
un flujo que, en promedio, es uniforme en todas las direcciones. Para esto se promedié en
todas las coordenadas espaciales integrando sobre el volumen de control.
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Uy(z) = lim — ///f x,t)d (6.2)
v—00 U

El promedio conjunto es el tipo de promediado mas general. Es un ejemplo idealizado en
términos de las medidas de N muestras donde f(z,t) = f,(z,t) en el experimento N. Asi el
promedio queda definido de la siguiente manera.

N
Oe(z,1) —]\}i_rgo%an(m,t) (6.3)

para la turbulencia que cumple con la condiciéon de estacionaria y homogénea, se puede
aceptar que cualquier tipo de promediado es igual. Esta suposicién se conoce como hipotesis
de ergodicidad.

La mayoria de los problemas a los que se enfrenta la ingenieria, poseen flujos caracteristicas
no-homogéneas, asi que el promediado Reynolds en el tiempo es la técnica més utilizada. Este
proceso estadistico se puede explicar de manera mas sencilla bajo el concepto de turbulencia
estacionaria. Para este tipo de flujos, la velocidad instantanea wu;(z,t) se expresa como la
suma de una cantidad media U;(z) y una parte fluctuante w,(x, t).

wi(z,t) = Ug(x) + u;(z, 1) (6.4)

El término U;(z) es un término medio promediado en el tiempo y definido de la siguiente
manera.

1 t+T
Ui(z) = Ylggof/t wi(x, t)dt (6.5)
El promedio de la velocidad media es
. 1 t+T
Ui(x) = lim —/ Ui(z,t)dt = Us(x) (6.6)
T—oo T ¢

El valor medio de la velocidad fluctuante es cero. Se demuestra de la siguiente manera:

t+T

U () = lim ~ / (us(, ) — Us(@))dt = Us(x) — Ti(x) = 0 (6.7)
T—oo T ¢

Mientras la ecuacion 6.5 esta bien definida matematicamente, nunca se puede realmente

comprender un T infinito en un problema fisico. En el momento de promediar en el tiempo,

se debe seleccionar un tiempo T lo mas largo posible que sea relativo al periodo maximo de

la fluctuacién de la velocidad. Tj.

Existen fluidos donde el flujo medio contiene pequenas variaciones con el tiempo y que en
esencia no son flujos turbulentos por naturaleza. En estos casos, las ecuaciones 6.4 y 6.5
deben ser modificadas para ajustarlo a estas aplicaciones. Un método arbitrario de ajuste, es
reemplazar las ecuaciones 6.4 y 6.5 con
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wi(z,t) = Uz, t) + uy(z, 1) (6.8)
y
1 t+T
Ui, ) = o / wilw )dt, T1<T < T (6.9)
t

Donde T es la escala de tiempo caracteristica de las variaciones en el flujo que no se desean
considerar como parte de la turbulencia.

6.3. Ecuaciones de Reynolds

Las ecuaciones que gobiernan el movimiento de un fluido incompresible en régimen turbulento
se obtienen de realizar un promedio estadistico a las ecuaciones de Navier-Stokes. En estas
ecuaciones los valores de los componentes de la velocidad (u, v) y los de la presién p dependen
del tiempo. Para ello se sustituye en las ecuaciones y las componentes de la velocidad y la
presién por sus valores medios més los términos fluctuantes.

u=u+u, v=Tv+0.,p=p+p (6.10)

Se calcula el promedio temporal de cada ecuacion, aplicando las relaciones obtenidas en el
apartado anterior, obteniendo

V-u=0 (6.11)
—— 1

ou+V-mu+V-uu =F, — ;895]_9+VV2H (6.12)
— 1

Ov+V-vu+V-v'u =F, - ;ayp + vV (6.13)

Las anteriores ecuaciones poseen las mismos términos que las ecuaciones de Navier-Stokes
pero con la adicion de nuevas componentes, que estan en la parte derecha de la ecuacion y
se desarrollan para obtener el conjunto de cuaciones de Reynolds:

V-u=0 (6.14)
OTu+V -Tu=F, —% D+ vV — [0,u2 + 0,u'v] (6.15)
v+ V-7a=F,— %@}3 + vV — [0,u' v 4 0,u?] (6.16)
Las ecuaciones y se pueden escribir abreviadamente, utilizando el convenio de Einsten:
8tu_i+V-W:F}—%aiﬁ+VV2u_i—8jm; i,j=1,2 (6.17)
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Los productos cruzados de las fluctuaciones turbulentas de las componentes de velocidad
multiplicados por la densidad tienen dimensiones de fuerza/superficie y se denominan
tensiones de Reynolds.

_ /2 . /2 _ _ ! !
Tow = —PU2, Ty = —pu2, Tpy =Ty, = —pu'v (6.18)

La ley de viscosidad de Newton establece que las tensiones viscosas son proporcionales a
la tasa o velocidad de deformacién angular de los elementos de fluido, que para un fluido
incompresible, se expresa en notacién de subindices como

Ty = p(Ojus + Opuy); i, j = 1,2 (6.19)

Boussinesq propuso en 1887 una relacién andloga entre los promedios temporales de las
velocidades de deformacién y las tensiones de Reynolds:

— _ _ 2 .
= pujuy = (005U + 0;) — gpkdy; 1,5 =1,2 (6.20)

El coeficiente ; se denomina viscosidad dindmica turbulenta o de remolino y k es la energia
cinética turbulenta por unidad de masa

1 —
k= §(u'2 +0v'2) (6.21)
Por otra parte la energia cinética media sera
L 5,
K = §(u +7°) (6.22)
Al calcular el promedio temporal k; de la energia cinética instantanea se obtiene
L 5, 1 7 z
l{;l:g(u +v):§((u+u)2+(v—|—v)2) (6.23)
Expandiendo los binomios anteriores resulta
1 —
5@2 + U2+ 2uu’ + 02 + 02 + 200" + W + w'? + 2uww') (6.24)
Agrupando los términos medios y viscosos por separado se llega a
I
§(u2+02)+§(u2—|—v2) =K+k (6.25)

Que comprenden la suma de la energia cinética media y turbulenta.

La viscosidad de remolino u; empleada la ecuacion 6.20 depende de la direccién considerada,
siendo realmente un tensor de viscosidad turbulenta. Para el modelo INSURF se consideré que
este término tiene el mismo valor para todas las direcciones coordenadas.

La componente —%pkjéij es un esfuerzo normal y hace que la ecuacién se cumpla para las
tensiones en las direcciones 7., Ty, .
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Al sustituir la ecuaciéon 6.20 para la condicién i = j, sabiendo que v; = % a la viscosidad

cinemética turbulenta se pueden obtener las componentes siguientes:
/9 — 2 7 _ 2

—u'? =1 (20,u) — gkz, —v'2 = 14(20,0) — gkz, (6.26)
Al sumar las tres expresiones y teniendo en cuenta la ecuacién de continuidad (6.3), se puede
verificar la ecuacién 6.21. En caso de no incluir el término %pk:&j en la ecuacion 6.20 la
energia cinética turbulenta resulta nula y la ecuacion queda como la suma de tres términos
positivos. Por lo tanto, se estd asignando a los esfuerzos de Reynolds una tercera parte de la
cantidad 2pk. Para esto se debe asumir una distribucién isotréopica de los esfuerzos normales,
lo que en la practica esta acorde con muchos tipos de flujos.

Se sustituye ahora la ecuacién 6.20 en 6.14 a 6.3. El conjunto de ecuaciones toma la siguiente
forma

ou+V-uu=F, — %ax]_? + vV + 0, |v(0,u + 0,1) — gk + 0, [v:(0,u + 9,v)] (6.27)

Agrupando términos semejantes se obtiene

1 2
ou+V - -ua=F, — ;890]3 - gazk: + VU4V -y Vu+ V- 10,1 (6.28)

Operando de manera similar, se puede obtener la ecuacién para la direccion y

1 2
oOv+V-ta=F,— p WP — 305k + v+ V-1,V + V- y0,u (6.29)

Como la viscosidad cinematica del fluido es constante, se pueden abreviar los términos
vVu; ~ V - vVa; y agrupar la viscosidad molecular con la turbulenta. En consecuencia
se tiene

1 2
_ — 1,_ 2 _ _
v+ V-ra=F, — 5 D — gﬁyk +V.-(v+un)Vo+ V- 10, (6.31)

El hecho de que los términos turbulentos respecto a x y y proceden de la derivacién de las
tensiones de Reynolds en las direcciones normales, el efecto de estos esfuerzos es similar a la
presion actuando perpendicularmente en las caras del volumen de control, por lo que pueden
ser incluidas en los términos que contienen las derivadas de la presion.

Como el valor de la viscosidad de remolino v; es mayor que el valor de v, puede ser despreciada
frente al primer término. Esto conduce a la siguiente simplificacién:

V-u=0 (6.32)
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1
ou+V-ua=F, — ;a@ +V-uVu+V - 10,1u (6.33)

1
ov+V-tu=F, — ;ayg—o +V -y, Vo + V- yo,u (6.34)

La similitud de las ecuaciones anteriores con las de Navier-Stokes es apreciable, con la
diferencia que los valores instantaneos de la velocidad y la presiéon han sido sustituidos por
los promedios temporales, la viscosidad cinematica por la viscosidad de remolino.

V1,0, = vV - 9,u = v (07u + 93,0) (6.35)

Al aplicar la propiedad de Shwarz de las segundas derivadas cruzadas y teniendo en cuenta
la ecuacién de continuidad, se llega al siguiente resultado

v (02U + 02,0) = 110, (0,u + 9,v) = 0 (6.36)

6.4. Modelo Numérico

Como se ha mencionado durante el documento, las ecuaciones matematicas que representan
las leyes fundamentales que gobiernan los fenémenos fisicos de un flujo a superficie libre, son
las ecuaciones de Navier-Stokes (NS). El papel de las ecuaciones de Reynolds se enfoca hacia
su utilizacién en flujos bidimensionales, por el hecho que las ecuaciones de NS comprenden
un sistema de ecuaciones diferenciales parciales que aunque describen detalladamente flujos
viscosos incompresibles, no tienen una solucién analitica para casos reales, obligando a
obtener soluciones numéricas. Se va a desarrollar un modelo numérico (INSURF) que parten
de las ecuaciones promediadas de Reynolds junto con los métodos fundamentales para la
solucién numérica del sistema de ecuaciones, como son, los métodos de diferencias finitas,
volumen finito o elemento finito, es necesario emplear procedimientos que ayuden a encontrar
la solucién de las ecuaciones mencionadas. Un método muy popular, que hace parte de los
esquemas conocidos como métodos de proyeccion, que como lo indica su nombre, su concepto
se debe a que se aplica la divergencia del campo proyectado. En la mayoria de los métodos de
este tipo, se utiliza una correccién de la presion. A diferencia del Método de Proyeccién de dos
Pasos desarrollado por Chorin (1968, 1969), una vez se realiza la correccién de la presién no se
toman valores provisionales del campo de velocidades para efectuar la correccion, sino que las
velocidades se determinan directamente de las ecuaciones de momento. Esto es un elemento
que justifica y probablemente es la razén principal del por qué los métodos de proyeccién no
convergen rapidamente. El método conocido como SIMPLE (Caretto et al. 1972) corresponde
estos métodos mejorados donde no se determina la velocidad supuesta. Es uno de los métodos
mas populares, que generalmente utiliza métodos semi-implicitos para la solucion de la
presion. Este método es una aproximaciéon iterativa que en las ultimas décadas se utiliza
con frecuencia para resolver las ecuaciones RANS considerando su divergencia. Esto conduce
a la ecuacién de Poisson, la cual describe la evolucion del campo de presiones. El método
SIMPLE es utilizado en este trabajo para resolver las ecuaciones RANS bidimensionales en
una malla rectangular.
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Las ecuaciones RANS se utilizan para describir el movimiento de un flujo a superficie libre en
un canal, donde debe resolverse el problema del movimiento de la superficie libre. Dado que
el movimiento de la superficie libre se encuentra dado por la velocidad de las particulas del
fluido localizadas en la frontera de superficie, el objetivo del modelo INSURF es determinar
la posicién de ésta durante el tiempo de calculo.

6.4.1. Esquema del Dominio de Cémputo

A continuacién se aplica el método de Diferencias Finitas a las ecuaciones de Reynolds, cuya
expresién en forma conservativa se ha deducido en los apartados anteriores. Estas ecuaciones
comprenden la ecuacién de continuidad y las ecuaciones de momentos (6.32 y 6.34). Estas son
resueltas para el plano Cartesiano x —y, tanto para las componentes de velocidad horizontal,
vertical y para la presion. Las fuerzas de cuerpo incluyen la aceleracion de la gravedad. Para
los casos presentados en esta etapa no se incluye el modelo de turbulencia en la solucion de
las ecuaciones RANS y por lo tanto los efectos de la tension superficial no son tenidos en
cuenta.

Figura 6.1: Celda de célculo tipica y notacién utilizada en el plano cartesiano

Las ecuaciones de gobierno deducidas en forma conservativa fueron discretizadas para una
malla con celdas rectangulares ¢ x j de ancho uniforme Az y altura Ay. La region del fluido
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se encuentra rodeada por una capa de celdas fantasma (ghostcells) utilizadas para imponer
las condiciones de frontera. Las cantidades escalares como la presiéon o la funcién (VDF)
son calculadas en el centro de la celda. Las cantidades vectoriales como las componentes
horizontal y vertical del campo de velocidades se definen en las caras de la celda (figura
6.1). Debido a que en el cédigo no se utilizan indices fraccionales; la correspondencia entre
el codigo y las variables con indices de fraccion que indican los puntos medios en las caras
de la celda se exhiben en la (figura 6.1).

Dado que no se calcula la posicion exacta de la superficie libre, solo se siguen los cambios de
densidad en la celda para establecer la localizacion de la superficie libre. Se acepta, entonces,
que la densidad es constante en el fluido. Para simplificar el problema a la hora del cdlculo de
la densidad, se utiliza una funcién F' que no es mas que una densidad media normalizada. Se
considera como convencion general que una celda se encuentra vacia si la funcién F' es igual
a cero, y no se realiza calculo alguno. Si la funciéon F' es mayor que cero, y se tiene al menos
una celda contigua vacia se considera como una celda frontera que alberga la superficie libre.
Una celda llena de fluido se determina como aquella que no contenga celdas vecinas vacias y
es donde se procede a realizar el célculo de la densidad.

6.4.2. Meétodo de Solucion SIMPLE

La idea principal del método SIMPLE es aplicar la técnica splitting para la solucién de la
presion. El primer paso consiste en calcular el campo de velocidades integrando la ecuacion
de momento (6.34). Este esquema explicito se utiliza para obtener las componentes de la
velocidad con los valores de la presion de pasos de tiempo previos. El segundo paso a
seguir consiste en realizar una correccion del campo de presiones utilizando la ecuacion 4.77,
ecuacion que corrige la velocidad satisfayendo la condicién de V - u; = 0. Al desarrollar esta
ecuacion escrita en forma tensorial, de acuerdo a la convenciéon propuesta por Einsten, se
tiene:

02p + 025 = — {(9ous)” + 2 (Oyus) (Opuy) + (Oyuy)?} (6.37)

Al calcular la divergencia para proyectar el campo de velocidades, y aplicando la ecuacién
6.32 para satisfacer la ecuacién de continuidad resulta la ecuacién de Poisson:

1 1
O, (p—naﬁp”“) = Kt@xﬁ?“ (6.38)

6.4.3. Integracion y Discretizacion Espacial Mediante Diferencias
Finitas

En orden de integrar el sistema de ecuaciones RANS (6.32 y 6.34) y la ecuacién de Poisson
(6.38) en el espacio con el método de diferencias finitas, el dominio bidimensional (z — y)
se discretizé en un dominio computacional utilizando el método de Fuler para una malla
estacionaria. El método de solucién de la presion se resolvid utilizando un método sucesivo
de sobre-relajacion (SOR, por sus siglas en inglés). Se aplicaron las condiciones de frontera
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para todos los contornos y se han satisfecho sus condiciones de estabilidad. La velocidad
inicial, la presion y la disposicion inicial de la superficie libre fueron establecidas en las
condiciones iniciales. Los términos convectivos de la ecuaciéon de momento son explicitas y
fue utilizado un método de tercer orden de aproximacién tipo upwind con el fin de reducir
la viscosidad numérica, ademas de ser calculadas a partir de datos conocidos. La presion es
un término implicito, basada en los valores de la presion desconocidos en el paso de tiempo
posterior, discretizado con un método de diferencias centradas. El valor de la funcion VDF
para la reconstruccion de la superficie libre se toman de los calculos realizados con la velocidad
corregida.

6.4.3.1. Discretizacion de la Derivada Temporal

La solucién de la ecuacion 6.34) se aproxima por medio de U, constantes para la celda x; y
cada instante de tiempo t,, que se asignan al nodo 7 correspondiente a la celda.

La derivada temporal se discretiza mediante el método de Euler hacia adelante

Urtt —

R (6.39)

O = oy

6.4.3.2. Discretizacion de los Términos Convectivos y Viscosos

La ecuacion de continuidad, al proyectarla en un plano divergente, permite la utilizacion
de un esquema semi-implicito de sobre-relajacion, que es equivalente a la solucion de las
ecuaciones 6.37 y 6.38.

Para el calculo de la velocidad temporal se utiliza un esquema explicito, donde el campo de
velocidades se determina mediante un esquema no-centrado, asi:

~n+l _ —n _ _
Uigl; ~ Uiyl oz[ <2u1+1]+3 i+l —6u;; +u 273.)}
— il
ala (— Ui\ s +6ul+1] 3uz+2’] 2“1‘,]‘)] — ...

[+
b (2 o B 6 )| -

L6, ., — 3T, — 2, )} ¥

uz+2,a+1 i+1+1 i+1,j i+15-1
v+v)olat s —ut ) —E(dt ., —ut
( + t) { < +%:J Z+%7]> Z+%’] 2777] +

—nNn —nNn
(v +vr) {¢ <“z‘+%,j+1 — U y) 7 ( Witr+1 — wi,j+%>} -

(v+w) 77< Uiy1 s _Z_%’j_l)-i-/i( Wy —@{3_9} (6.40)

Donde:
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Las aproximaciones explicitas de la ecuacién de momento pueden ser mas estables y precisas
al contener términos de correccién upstream en las interpolaciones de los flujos convectivos.

6.4.3.3. Meétodo de Solucion de la Presion

Con este método se soluciona el problema de tener una ecuaciéon independiente para la
presiéon, cuyos gradientes contribuyen de forma directa al flujo en la ecuacion de momento,
en particular, la componente cinematica del campo de velocidades. Por esta razon es que se
debe construir un campo de presiones, puesto que la ecuacién de continuidad no tiene una
variable dominante en los flujos incompresibles y la presién absoluta no es tan significativa
en un flujo compresible, pues es el gradiente de presiones quien afecta realmente al flujo.

En el método SIMPLE es necesario resolver la ecuacion de Poisson (6.38). Dado que la presién
se evalua en el centro de la celda de la malla, esta ecuacién debe ser resuelta en el mismo

lugar. Asi, la ecuacién 6.37 se puede expresar de la siguiente manera:
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1 1 1
Pn+1 . Pn+1 Pn+1 PTL+1 o
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6.4.3.4. Método de Volumen de Fluido

El método de Volumen de Fluido (VDF) permite localizar las fronteras libres, asi como la
distribucién de las particulas en las celdas a través de una funcién F cuyo valor es unitario.
Este método permite definir regiones continuas de flujo y permite reconstruir dichas fronteras
libres en mallas bidimensionales. Este método utiliza informacién aguas arriba y aguas abajo
de F en las fronteras del flujo para establecer la forma de la interface y utilizar ésta en el
calculo del flujo. La ecuacion de Volumen de Fluido viene dada por:

1 n n n n
A T = F) + Az, (“ff“jl)
{AB[(FL,,; — FJy) BC + (F; = FL, ;) CD] } + ...

1 n n+1 n n n n
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j 2
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6.4.3.5. Modelo de Turbulencia

Las ecuaciones de gobierno para la energia cinética turbulenta y la tasa de disipacion
turbulenta son:
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6.4.3.6. Discretizacion de la Derivada Temporal

+ ...

INSURF

(6.45)

Inicialmente se utiliza un procedimiento conocido como arranque en frio con la condicion

(0,0) para el paso de tiempo t = 0, seguido de un cambio gradual de la velocidad en la

Las condiciones de frontera son impuestas en el primer paso de cédlculo y durante la iteracién
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de la presion, localizadas en las celdas fantasma. Estas condiciones son desarrolladas para el
calculo del campo de velocidad cuando este se obtiene de forma explicita. Si se utiliza esta
via, la condicién de frontera es impuesta en la forma u, = (up,v,) en OS2, por lo que las
velocidades en las celdas ficticias se establecen ast:

Urj = Up (6.46)

U1, = 2Up — Vg (6.47)

Para la condicién particular de tener fronteras no deslizantes, estas condiciones se convierten
au,; = 0yv, = —vy; Sila frontera es rigida, la velocidad normal y el gradiente de
velocidades tangencial se vuelve cero. En esta situacion, la condicion de frontera apropiada
es:

Uy,; = 0 (648)

U1j = Uz, (6.49)

La condicion deslizante se puede utilizar para simular el comportamiento de un flujo no
viscoso cuando la malla es demasiado gruesa para modelar los detalles de la capa limite.

Para satisfacer la condicién de divergencia en la ecuacién de Poisson, la presién se debe ajustar
en cada celda ocupada por fluido. En las celdas llenas, con excepcion de la superficie libre,
se va ajustando la presion hasta que la ecuacion 6.11 se satisface hasta un nivel de precision
deseado. Las celdas de superficie poseen otro tipo de tratamiento, pues se deben satisfacer las
condiciones de frontero de la superficie libre. En ocasiones se utilizan ecuaciones especificas
para ello (ver Lin y Liu, 1998 a,b). En este caso se satisfacen estableciendo la presién como
el resultado de la interpolacion lineal entre la presion en la superficie y presion interpolada
en el centro de la celda.

6.4.4. Validacion del Modelo

Existe una gran cantidad de aplicaciones unidimensionales que poseen solucion exacta y han
sido objeto de diversas comparaciones. Por ello se presentan diversos casos de aplicacion con
el fin de validar el modelo hidrodinamco. En virtud de esto, se simularan casos de aplicaciéon
en ingenieria hidraulica donde los resultados obtenidos se analizaran al compararlos con las
pruebas que por las sencillas condiciones de contorno, el comportamiento del fluido se puede
validar con casos unidimensionales.

6.4.4.1. Caso de Rotura de Presa

Debido a la relevancia que tiene para la ingenieria, en cuanto a la evaluacién del riesgo y
por la pérdida de vidas humanas, los flujos que se producen en el rompimiento de una presa
han sido objeto de andlisis en la hidraulica desde hace varias décadas y se han llevado a la
practica mediante la simulacién numérica, dado que las soluciones analiticas se encuentran
sujetas al caso unidimensional por la consideraciéon de presién hidrostatica. La simulacion
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bidimensional de este tipo de fendmenos se realiza en este trabajo a través de las ecuaciones
de Reynolds porque son las que representan de manera més apropiada las formulaciones fisicas
que gobiernan el flujo a superficie libre. Dentro de las aplicaciones que tienen alcance con este
tipo de estudios se encuentran los danos aguas abajo de la presa por la descarga repentina
de un gran flujo, la estimacion del tiempo de llegada del frente de onda, la distribucion del
campo de velocidades y presiones para estimar la erosién en el fondo del canal (Shigematsu
et al., 2004).

Para llegar a un adecuado entendimiento de los flujos que se originan durante el rompimiento
de una presa, es necesario recurrir a la modelaciéon numérica o fisica. De manera econdémica,
solo mediante el empleo de un modelo numérico se pueden seguir los complejos procesos
ocurridos durante este fenémeno, especialmente los flujos con fuertes variaciones espaciales
y temporales.

Figura 6.2: Rotura en t=0

En las figuras 6.2 hasta la 6.5 se presentan los resultados de la modelacion numérica de la
rotura de una presa. La profundidad de agua en el embalse es de h = 1.5 m y la descarga se
produce en un lecho con una ldmina de 5 cm, simulando la descarga del flujo en el lecho de un
rio. La extension del dominio computacional es de 500 cm y la presa posee un ancho de espesor
unitario, localizado en = 0 cm. En este caso se utiliza una malla regular con incrementos
espaciales de z = 0.2 m y y = 0.1 m. Para este trabajo no se presentan modelaciones que
consideren un lecho seco, ya que no se han implementado las condiciones de deslizamiento en
la frontera del fondo requeridas para este tipo de modelacion, donde el sistema de mallado
no tiene los elementos necesarios para resolver los efectos producidos en la subcapa laminar.
Adicionalmente, en las caras laterales se han empleado condiciones de frontera abierta. En
la figura 6.2 se puede observar la configuracién inicial de la presa en el instante previo al
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Rotura de Presa
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Figura 6.3: Rotura en t=0.6

rompimiento. En el instante inicial, representado por el tiempo normalizado t = t(~/2g/a) =
0 se produce una falla en el cuerpo de la presa que genera un rompimiento instantaneo.

El rompimiento origina el colapso de la columna de agua, generandose un movimiento en
la parte inferior de la columna de agua por la accién de la fuerza de gravedad y obligando
a que el campo de velocidades cambie subitamente, traducido en un movimiento rapido y
desordenado del flujo figura 6.3.

Con el paso del tiempo se observa como la columna de agua colapsa Figura 6.4, y se
identifica un frente de onda claramente definido que se desplaza hacia adelante con velocidades
mayores comparadas con las del inicio del rompimiento. La evolucion temporal exhibe fuertes
cambios en el campo de velocidades del frente de onda y en la cresta, generadas por el
subito cambio en las condiciones de contorno al retirar la presa (Shigematsu et al., 2004).
Conforme se desarrolla el fenémeno de rompimiento, es claramente notoria la disminucién
en las componentes verticales de la velocidad, mientras que en el frente de onda la velocidad
posee un caracter supercritico.

Al finalizar la etapa de colapso se produce un choque entre la lamina de fluido localizado
aguas abajo de la presa y el frente de onda producto de la rotura, Figura 6.5. Esto origina
la formacion de una gran onda que avanza hacia adelante con altas velocidades horizontales
y que llegard a su fin por el efecto del fondo como consecuencia de la formacion de esfuerzos
en la capa limite viscosa.

Se presenta a continuacién una comparacién entre los resultados obtenidos con el modelo
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Rotura de Presa
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Figura 6.4: Rotura en t=1.0
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Figura 6.5: Rotura en t=2.0

107



CAPITULO 6. ECUACIONES FLUJO TURBULENTO DEL MODELO
INSURF

Comparacion Datos Experimentales vs Modelo - Rotura de Presa
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Figura 6.6: Comparacion Modelo Numérico contra Pruebas Laboratorio de Martyn y Moyce

INSURF y los datos experimentales desarrollados por Martyn y Moyce (1952). Esta es
una prueba bastante efectiva por la simplicidad en las condiciones de frontera y por la
configuracion inicial tan sencilla. Martyn y Moyce desarrollaron una prueba experimental
en un embalse para una configuracion inicial y profundidad del embalse dada. En sus
experimentos, midieron el nivel de la superficie del embalse asi como la distancia relativa
del frente de onda (z) respecto del punto inicial localizado en la presa (a). Los resultados
numeéricos para la configuracion descrita del embalse y el dominio de cédlculo propuesto se
contrastan con estos datos experimentales, para observar el comportamiento y precision del
modelo a la hora de simular este tipo de fenémenos.

Esta comparacion se presenta en la figura 6.6, donde se observa claramente la posicion de la
presa, el frente de onda y la elevacion de la superficie libre. En el eje horizontal, el tiempo
adimensional es normalizado con (y/2g/a) . A pesar de que los resultados numéricos siguen
la tendencia de los datos experimentales se observa una diferencia entre ambos resultados.
Esto se debe a que los ensayos de laboratorio fueron realizados con un lecho seco aguas abajo
de la presa, lo que origina mayor friccién con el fondo y por lo tanto el frente de onda avanza
mucho mas lento que en el caso donde se tiene lecho hiimedo. Mientras que la modelacion
numérica tuvo en cuenta una lamina de agua debido a que el modelo no cuenta con una
condicién de frontera de deslizamiento para el fondo, con el fin de resolver la subcapa laminar.
La mayor diferencia en cuanto a la velocidad de avance del flujo se da en la etapa inicial,
donde la discrepancia entre los datos es mayor que al final, donde ambos flujos disminuyen
la velocidad y presentan valores cercanos. Segin Stansby et al. (1998) para el caso de lecho
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Perfil de Velocidades
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Figura 6.7: Campo de Velocidades en t=0.6s

himedo, el rompimiento de la presa genera un comportamiento mas violento que en lecho
seco, lo que justifica el hecho que el avance del frente de onda sea mayor en los resultados
de las modelaciones. Entre mayor espesor tenga la lamina de agua en la parte delantera de
la presa, mas suave es el efecto del rompimiento, pero aun asi es mucho mayor que para la
condicion seca.

Aunado a lo antes senalado, los resultados numéricos han sido obtenidos bajo la condicién
de flujo viscoso, en el cual no intervienen las diferentes escalas turbulentas ni los esfuerzos de
Reynolds quienes son los encargados de tener en cuenta los procesos de turbulencia y rotura.
Sin embargo, se observa una correspondencia entre las tendencias de los resultados, lo que
permite afirmar que el avance del frente de onda y el calculo de la superficie libre en el tiempo
es adecuado. Estos resultados permiten afirmar que el modelo numérico desarrollado puede
ser utilizado en futuras investigaciones para estudiar la hidrodinamica asociada a la rotura
de presas.

En la figura 6.7 se muestran los perfiles de velocidad media para diferentes posiciones, en el
tiempo. Se puede observar en esta gréafica la evoluciéon del campo de velocidades conforme
se desarrolla el fenémeno del rompimiento de la presa. Como era de esperarse, las mayores
velocidades se identifican en el frente de onda, donde se producen los maximos gradientes de
velocidad tanto en el espacio como en el tiempo. Este instante es quizéas el mas critico, pues
en él se describe propiamente el inicio del rompimiento de la presa y donde las velocidades
pasan de 0 a 1.5 m/s en pocos segundos.
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Perfil de Velocidades
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Figura 6.8: Campo de Velocidades en t=2.0s

El efecto de la interaccién con la lamina de agua afecta el perfil de velocidades, Figura 6.8. Por
eso en el instante t = 0.2 seg. la magnitud del campo de velocidades disminuye, lo que origina
que los perfiles tengan mayor espaciamiento entre ellos debido a los efectos friccionantes y
por ende que la forma del perfil y la magnitud del campo de velocidades sean menores.

La disminucién de la velocidad provoca en los perfiles de velocidad, la apariencia de ser mas
uniformes y solo se presentan variaciones en el frente de onda, que representa el punto donde
se dan, en todo momento, las velocidades mas altas.

6.4.4.2. Simulacién Numérica de Flujo en Cavidad

Para propositos ilustrativos y de validacién, se examina el ampliamente estudiado flujo en
cavidades rectangulares. Se considera un flujo viscoso incompresible confinado en una cavidad
rectangular cuyos lados tienen unas condiciones de frontera especificas. Dado el caracter de
las ecuaciones de Reynolds y las caracteristicas de la ecuacién de momento, es necesario como
lo plantean Hirt y Nichols (1981), Greenspan y Casulli (1988), Hou et al (1994) asi como
Gloerfelt et. al (2002) asignar a la viscosidad cinemdtica el valor de 0.1 para reducir los
efectos de los esfuerzos viscosos. Adicionalmente, es necesario para la simulacion de este
tipo de flujos, no tener en cuenta los efectos de la aceleracion de la gravedad, pues se debe
simular el flujo en el plano horizontal. Se desea obtener el patrén del campo de velocidades y
presiones cuando el flujo se encuentra confinado. El estudio de este tipo de fenémenos tiene
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mucha aplicacion en el andlisis de la hidrodindamica de lagunas, pozos de decantacién donde
es muy importante conocer las zonas donde no hay movimiento del fluido, en las reservas
petroleras, depédsitos de desechos nucleares y en los dispositivos de enfriamiento de los equipos
electronicos.

Se acepta adicionalmente, que el fluido en la frontera tiene la misma velocidad de la frontera.
Las fronteras de fondo y laterales son fijas, mientras que la frontera superior se mueve a partir

de una componente horizontal de la velocidad utilizada como forzamiento. Asi, la condicién
de frontera de la velocidad tangencial viene dada por:

u(z,0,t) =v(0,y,t) =v(l,y,t) =0 wu(z,1,t) =u =1 (6.50)

Las condiciones de frontera para la velocidad normal son

Ur
(0,1) —_ (1,1)
o
O
(0,0) (1,0)

Figura 6.9: Esquema del dominio computacional

Las condiciones iniciales para las ecuaciones de la velocidad dentro del dominio se igualan a
cero ya que el fluido estd inicialmente en reposo.
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El fenémeno bajo estudio se presenta en cavidad rectangular en las direcciones x e y. El fluido
es newtonaiano, laminar e incompresible, considerando que las propiedades del fluidos son
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Figura 6.10: Velocidad horizontal en la iteracion 1
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Figura 6.11: Velocidad horizontal en la iteracion 1

constantes en cualquier instante de tiempo.

La discretizacién empleada es la misma que para el caso de Rotura de Presa, con incrementos

espaciales de At = 0.01s, Az = 0.1m y Ay = 0.1m.

Se presenta a continuacién los resultados obtenidos con el modelo INSURF, que son
contrastados con los resultados de Greenspan y Casulli (1988), que se realiza con el objetivo

de medir la precision del modelo durante las simulaciones en una cavidad.

112



CAPITULO 6. ECUACIONES FLUJO TURBULENTO DEL MODELO

INSURF
Velocidad en la seccién transversal vertical frontera izquierda

12 . | . |

1.0 J

0.9+ .
—
B
vy 0.6 i

0.4 J

—=— Resultados Greenspan-Casulli
02 —— Resultados Modelo INSURT
01 005 0 0.0s 0.4 0.15 02 0% 0.3
U [m/s]
Figura 6.12: Velocidad horizontal en la iteracion 100
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Figura 6.13: Velocidad horizontal en la iteracion 100

En la figura (6.10) se presenta el campo de velocidades horizontales en la frontera izquierda
del dominio para la primera iteracion. Se observa que al inicio se tiene un valor de la
velocidad nulo en el fondo del dominio, que inidica que el flujo inicial se encuentra en reposo.
En la frontera superior, donde se efectia el forzamiento del sistema presenta un valor de
uno. Hay una buena correspondencia entre ambos resultados, fundamentalmente en la parte
inferior. Las discrepancias surgen quizas como consecuencia de los métodos numéricos, ya
que Greenspan utiliza métodos centrados de primer orden, mientras que INSURF utiliza
esquemas no-centrados de tercer orden.

Los resultados del campo de velocidades en la frontera derecha tienen un comportamiento
similar a la figura (6.11). Esto demuestra las pocas perturbaciones que existen en el flujo,
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dando como resultado un comportamiento muy similar entre ambos modelos. Las velocidades
del modelo INSURF (Linea continua con circulos) se ajusta muy bien en la parte inferior
del dominio. En la parte central, donde se presenta ya la influencia de la perturbacién en el
sistema, aumentan las velocidades en ambos modelos. En la frontera superior, la velocidad
contintia con valores constantes dado que alli el valor ingresado en la frontera es de (1 m/s).

En las figuras (6.12 y 6.13) se comparan nuevamente las velocidades horizontales en las
mismas posiciones para la iteracién 100. El comportamiento del modelo no difiere mucho de
la primera iteracion. Sin embargo, si se presenta un aumento en la magnitud de la velocidad,
fundamentalmente en la parte superior del dominio, debido a que las velocidades del flujo que
recircula se suman a las del forzamiento en esta zona, lo que genera el incremento descrito.
Las mayores velocidades se encuentran en la frontera derecha, con resultados del orden de
0.28 m/s, a diferencia de su lado inmediatamente opuesto, con valores de 0.26 m/s. Para los
casos presentados, las menores velocidades se encuentran en el fondo del dominio y en las
esquinas, que desde un punto de vista practico son conocidas como zonas de estancamiento,
con pocas perturbaciones en el flujo. En la frontera derecha se observan algunas diferencias al
contrastar los resultados obtenidos en el borde izquierdo, pues es la primera frontera afectada
como producto de la perturbacion en la cara superior del dominio. En general, se observa
la misma tendencia en el perfil de velocidades entre ambas iteraciones, lo que indica el flujo
en este tipo de condiciones es uniforme y solo se presentan pequenas perturbaciones en la
frontera de forzamiento y su cara adyacente.

En la figura 6.14 se describe la velocidad vertical para las fronteras laterales en la primera
iteracién. La velocidad inicia desde el reposo con valores de cero hasta llegar a (1 m/s) en
la cara superior. Los valores de la velocidad permiten descifrar la naturaleza recirculante
del flujo dado que la velocidad cambia de signo a medida que se aproxima a las fronteras
horizontales. Los cambios de direccion se producen cuando el flujo se encuentra en direccion
perpendicular a las paredes de la cavidad.

La frontera derecha presenta velocidades negativas (figura, 6.15), lo que indica que la direccién
del flujo va en el sentido de las mancillas del reloj, dado que todas las velocidades en la cara
izquierda poseen valores positivos. El comportamiento es adecuado e indica que el modelo es
estable y es adecuado para simular la hidrodinamica de este tipo de flujos.

Las velocidades del flujo al igual que las velocidades horizontales incrementan a medida
que el flujo comienza el movimiento (figuras 6.16 y 6.17), lo que va asociado al movimiento
de recirculacion que se esta presentando debido al forzamiento en la frontera. La velocidad
maxima alcanzada en la cara derecha del dominio es de 0.27 m/s, valores consecuentes con
los valores de las velocidades horizontales ya que el dominio de calculo es rectangular, por lo
que las propiedades en cada una de las caras debe conservarse.

Si se realiza una comparacion de los perfiles de velocidad en las mismas posiciones, se puede
observar que la forma de los perfiles de la velocidad vertical tiene variaciones menores respecto
de los perfiles que describen la velocidad horizontal del flujo. Lo que sucede es que los méaximos
gradientes se dan para las caras laterales, quizas a la forma de la cavidad que por su caracter
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rectangular es mas estrecha en los costados. Por esta razon es que los perfiles verticales tienen
una forma mas esbelta cerca de las fronteras laterales.

Velocidad en la seccién transversal vertical frontera izquierda
1-2 T T T T T

=
o
T

0.41 —=— Resultados Greensapan-Casully
—e&— Resultados Modelo INSURF

| 1 | 1 1 | 1 | 1
00 0.01 002 007 004 005 006 007 008 004 04

V [m/s]

Figura 6.14: Velocidad vertical en la iteracién 1

Vefocidad en [a seccion transversal vertical frontera derecha
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Figura 6.15: Velocidad vertical en la iteracién 1
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Velocidad en la seccién transversal vertical frontera izquierda
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Figura 6.17: Velocidad vertical en la iteracién 100

A continuacién se presenta la simulacion numérica del flujo en una cavidad representada por
la magnitud y direccién de los vectores de velocidad. La figura 6.18 presenta la configuracion
del flujo en el momento del forzamiento y la frontera a través de la cual se esta forzando el
sistema. En este punto se ingresa un valor inicial de la veocidad de 1 m/s.
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Figura 6.18: Instante Inicial t=0. Vista en planta

La gréafica 6.19 presenta la configuraciéon del flujo un instante después, donde las isolineas
vectoriales ensenan como el flujo recircula en sentido de las manecillas del reloj, donde las
mayores velocidades se presentan en la periferia del vértice. Ademéds se observa como se
producen fuertes variaciones de las componentes de la velocidad en las caras del dominio,
a diferencia de los valores obtenidos en la parte superior e inferior, donde la velocidad es
homogénea y constante. A medida que las componentes convectivas se alejan del vértice se
aprecia como cambia la velocidad, reduciendo su magnitud hasta valores cercanos a cero. Se
presenta en el fondo algunos vectores de velocidad que representan algunos problemas del
método numérico, debido a que presentan una direccion opuesta a las presentadas en todo el
campo de flujo.

En la iteraciéon numero 11 (figura 6.20) las velocidades han aumentado considerablemente.
En todo el dominio se presentan valores de la velocidad que van desde 0.5 m/s hasta 1.0 m/s,
siendo este ultimo el valor maximo obtenido. El incremento en los valores de la velocidad
originan mayor adveccién en el flujo, fundamentalmente en las caras del volumen de control.
El tamano de remolino ahora tiene menor didmetro y la distancia entre las isolineas es menor,
lo que fisicamente es correcto, pues el flujo se mueve con mayor aceleraciéon. Por otro lado, se
va mayor influencia del remolino en las componentes verticales, generando movimientos en
puntos que en paso de tiempo anterior se caracterizaban por ser puntos de estancamiento.
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Figura 6.21: Flujo en cavidad t=100

En la iteracién ntmero 100 (figura 6.21) no se observan cambios considerables en el flujo,
donde las dimensiones del remolino y la magnitud de los vectores de velocidad son continuas.
Esto demuestra que la estructura y el campo de velocidades de la vorticidad pueden ser
estudiados con este modelo, asi como los campos de velocidades, dado que se observa un
comportamiento fisicamente realista y concuerdan desde un punto de vista cualitativo con
los casos reportados en la literatura y con los cuales fueron comparados Greenspan y Casulli
(1988). Los resultados no exponen oscilaciones e inestabilidades en ningun instante de tiempo.

Finalmente, se puede expresar que tanto la presencia de los vértices como del flujo de
recirculacion son evidentes en los graficos expuestos.

6.4.4.3. Simulaciéon Numérica de un Solitén

La descripcion matematica del fenémeno del oleaje es un complejo proceso. Sin embargo,
muchas caracteristicas de este pueden se descrita dentro de limites aceptables. Muchas teorias
consideran el oleaje como un proceso oscilatorio o cuasi-oscilatorio, es decir, las particulas se
mueven hacia adelante o hacia atrdas cuando la onda pasa por éstas. La teoria lineal describe
oleaje fundamentalmente oscilatorio, mientras que las teorias de orden superior senalan que
para ondas de amplitud finita, las particulas si bien se presentan el mismo movimiento, cada
particula se mueve mas hacia adelante de lo que lo hace hacia atras, por lo que la particula es
transladada una pequena cantidad neta hacia adelante con el paso de cada onda. En sistemas
cerrados donde debe haber transporte neto de masa nulo, las particulas de agua en algunas
capas son trasladadas hacia adelante y otras hacia atras. Cuando las particulas se mueven
solo en la direccion de avance de la onda, dicho movimiento progresivo es conocido como onda
de traslacion. Una onda solitaria se encuentra bajo esta clasificacién. Una onda solitaria pura
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es complicado construirla, por lo que se recurre a generar una aproximacion de ésta, una con
un extremo formado por pequenas ondas dispersivas. La onda solitaria original se encuentra
en una posicién mas baja que el nivel medio del agua. Esta puede ser generada anadiendo
un flujo al cuerpo de agua, dejando caer un cuerpo de agua en otro, o generando un pulso en
el extremo del tanque (dominio de céalculo).

6.4.4.3.1. Teoria Se utiliza para el calculo de la onda solitaria la aproximacién tedrica
desarrollada por Laitone (1959, 1960). La velocidad de la onda se determina a partir de
la ecuacién empirica estimada por Russell (1844) y desarrollada en estudios tedricos por
Boussinesq (1887), Rayleigh (1876) y McCowan (1891).

C =/gd(1+ %) (6.52)

De acuerdo a la teoria de Laitone(1959) la aproximacién para las componentes horizontales
y verticales de la velocidad son:

(6.53)

ﬁ =3 (%) ’ %sech2 [ %(m — C’t)] tanh [\/g(x — Ct)] (6.54)

donde u y v son las componentes horizontal y vertical de la velocidad, g es la gravedad, d la
profundidad del cuerpo de agua, H la altura de ola, C la celeridad de la onda y t el tiempo.

6.4.4.3.2. Experimentos de Laboratorio Los resultados numéricos fueron compara-
dos con datos experimentales, desarrollados por Morales (2008) en el laboratorio de Costas y
Puertos del Instituto de Ingenieria, en un Canal de Oleaje de 36m de largo, 0.55m de ancho
y 1.2m de altura. La pala tiene una amplitud méaxima de 0.8 m, una velocidad maxima de
0.81 em™! y un rango de frecuencias de 0.5 a 2.0 Hz y se encuentra localizado en uno de
los extremos del canal y es controlado por un motor de computo HP Wavemaker. Con esta
aplicacion se puede generar un tipo de oleaje pre-configurado en funcién de los parametros del
oleaje, o bien, mediante un archivo de datos previamente establecido en donde se debe indicar
la posicién del pistén a lo largo de un intervalo de tiempo (Morales, 2008). Ademads, posee
un sistema de absorcion que previene los efectos reflexion de ondas. La senal se modifica en
tiempo real para considerar la energia del oleaje. Este trabajo experimental tuvo por objetivo
analizar la interaccién de ondas solitarias.
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Figura 6.22: Solitén localizado x=6.68 m. Los circulos verdes representan los datos de Morales.
Los diamantes rojos representan los resultados numéricos

Figura 6.23: Solitén localizado x=14.354 m.Los circulos verdes representan los datos de
Morales. Los diamantes rojos representan los resultados numéricos

Para la estimacion de la altura de ola se utilizo una serie de sensores resistivos de nivel,
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localizados en posiciones fijas. Se disponen verticalmente en un soporte horizontal y se deja
parcialmente sumergido. Con éstos se puede medir, a través de la salida de voltaje, la elevacion
del agua respecto del nivel de la superficie en reposo.

Se generaron ondas solitarias de diferentes alturas. Para este trabajo se tomé una onda de
8.27 c¢m, una profundidad de 5 cm. Dado que el solitén generado y expuesto en el trabajo
experimental solo tomé en cuenta tres estados de propagacion, onda inicial-superposicion de
ondas-onda después de la propagacion, los resultados fueron comparados con la onda inicial
y final.

En cuanto al modelo numérico, se tomaron las mismas condiciones de oleaje para validar
el modelo. Ademas, se utilizaron incrementos espaciales de Az = Ay = 0.1 y temporal de
At = 0.01. Las graficas expuestas de los resultados experimentales no muestran el perfil de
la superficie en un tiempo dado, sino que indican la elevacién del agua sobre la posicién fija
del sensor en distintos tiempos de medicién.

En la figura 6.22 se muestran los perfiles de las ondas solitarias registradas experimentalmente
y las obtenidas a través de modelacién numérica. El ajuste de las curvas es aceptable, a pesar
del hecho que se presentan algunas zonas con diferencias cuantitativas, que vale la pena
mencionar, entre ambos resultados. La amplitud de la onda numérica en la etapa inicial es
menor que la experimental, condicion que cambia luego de su avance por el canal, debido al
hecho de un efecto disipativo en las pruebas experimentales. En el modelo numérico también
se produce una disminucién en la altura del solitén, disipacién inducida por la accién de los
esfuerzos viscosos de las ecuaciones de momento que generan un efecto de amortiguamiento.

La grafica 6.23 muestra las ondas finales con algunas perturbaciones en la cara frontal del
soliton. Es una evidencia de los efectos reflexivos en la superficie libre a medida que la onda
se acerca al final del canal, puesto que el forzamiento se hace con una teoria de oleaje, no
con un forzamiento propio del modelo numérico, lo que genera inestabilidades en la solucién.

Adicionalmente se realizé una comparacion de los resultados numéricos y los datos desarro-
llados por Craig y Sulem (1993) donde analizan la superficie libre luego de una interaccién
entre dos solitones. Los experimentos fueron desarrollados en un canal de oleaje de 13.2 m
de largo y 0.25 m de ancho, con una profundidad de 5cm. La amplitud de la onda generada
fue de 2.295 cm. El generador de ondas en este caso también fue un pistén controlado por
una computadora, al que se le especificaba la posicion y la velocidad.
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Figura 6.24: Solitén localizado en x=6.68 m. Los circulos verdes representan los datos de
Craig y Sulem. Los diamantes rojos representan los resultados numéricos

Figura 6.25: Solitén localizado en x=14.35 m. Los circulos verdes representan los datos de
Craig y Sulem. Los diamantes rojos representan los resultados numéricos
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Al comparar los resultados se observa que la forma geométrica de la superficie registrada en
las pruebas de laboratorio concuerdan tanto en la onda inicial como final, con los resultados
obtenidos a partir de las simulaciones numéricas. Las diferencias se encuentran en la parte
trasera de la onda donde los datos numéricos poseen valores mayores que las pruebas de
laboratorio. Las diferencias son mayores en la etapa inicial (figura 6.24) cuando la onda ain
no se ha establecido completamente. Conforme se desarrolla el avance de ésta, toma una
forma mas estable y los datos se ajustan mejor con respecto a las mediciones realizadas por
Craig y Sulem (1993) (figura 6.25). Otro aspecto a considerar, es la pérdida de amplitud de
las ondas, més acentuada en los resultados experimentales que en los datos numeéricos, lo que
puede inducir en algunos casos a un desfasamiento en la posicion de las ondas. Esto se debe
a procesos disipativos tanto en el experimento como en las simulaciones. En el primero se
debe a los procesos de estabilidad de las ondas generadas experimentalmente. Por otro lado,
otro factor que influye se da en la calibracién de los sensores durante las pruebas.
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7

Conclusiones y Futuras Lineas de
Investigacion

7.1. Conclusiones

Se repasan algunos de los conceptos bésicos de la teoria de oleaje asociada al fenémeno de
la rotura en el capitulo 1. Se citan los fenémenos de transformacién del oleaje y los tipos de
rotura que ocurren una vez el oleaje arriba a la costa. Ademas los diferentes métodos que
permiten caracterizar la rotura en funcion del perfil de la playa y la zona en que se presenta.
Esta es una excelente base a la hora de abordar la teoria que describe el fenémeno de la
rotura y brinda los conocimientos minimos necesarios para su completa comprension.

En el capitulo 2 se hace una descripcién detallada de los modelos de oleaje, a manera de
introduccién hacia los modelos RANS, brindando una idea clara de la aplicacién de cada
uno, sus desventajas y ventajas y las zonas de la costa donde se puede aplicar cada teoria
de oleaje. Esto allana el camino hacia la concepcién de la caracteristicas de los modelos de
Reynolds, fundamentalmente en el tratamiento de los esfuerzos turbulentos que hace de su
comprension una tarea bastante compleja y de su tratamiento un esfuerzo loable.

Una vez se ha mostrado el camino para la deduccion y construccion de los modelos RANS,
se precisa con un buen nivel de detalle los conceptos turbulentos asociados a la deduccién del
promedio estadistico. Se exponen para ello en el capitulo 3, los fundamentos de la teoria
clasica de la turbulencia y la manera como debe ser aborda en funcién de los alcances
que se desean obtener en la descripcion de la cascada de la turbulencia. Es por esto que
se presentan los diferentes modelos de turbulencia, cero, una y dos ecuaciones asi como
los modelos algebraicos, que ademas de dar criterios de estabilidad, permiten establecer
el conjunto cerrado de ecuaciones que debe ser resuelto para poder estimar los campo de
velocidad, presion, energia cinética de la turbulencia y tasa de disipacion turbulenta.

Expuestos los precedentes de los fendmenos que engloba la rotura del oleaje, el paso siguiente
consiste en determinar el conjunto de pardmetros que componen las ecuaciones de flujo
turbulento, que aplicadas en este caso, constituyen las ecuaciones de Reynolds para estimar
la rotura del oleaje. El capitulo 4 estd compuesto por la descripcién del sistema de ecuaciones
objeto de interés. Se presenta las ecuaciones candnicas de Navier-Stokes y como a partir de un
simple promedio estadistico se puede llegar a las ecuaciones de Reynolds, donde se detallan
cada uno de los nuevos términos generados en esta deduccién. Dada la nueva condicion que
adquiere el sistema de ecuaciones, se exponen las razones del papel fundamental que juegan
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los modelos de turbulencia en la solucion de las ecuaciones de momento. Ademads, se precisa
punto por punto cada uno de los componentes de dichos sistemas y las teorias que conducen
a su estimacion.

Establecido el conjunto algebraico de las ecuaciones de flujo turbulento, el paso siguiente en
este sendero matematico es la discretizacion de las ecuaciones de Reynolds. Se hace relevancia
en la forma de solucién y la via que permite separar la presion de las componentes que hacen
parte de las ecuaciones de momento. Para esto se utilizé el método semi-implicito de solucion
de la presién conocido como SIMPLE, donde se estima el campo de velocidades a partir del
calculo de la presiéon que a su vez, depende de la presién de un paso previo.

Finalmente se introduce el concepto de Volumen de Fluido, que simplemente constituye una
técnica que permite realizar la construccion del flujo en cada ciclo de calculo, demostrando
como es la evolucién de éste en el tiempo y las variaciones que se producen en los campos
vectoriales de la presion y la velocidad.

El método de discretizacién que permite llegar a la soluciones de las ecuaciones mencionadas
se conoce como método de diferencias finitas (capitulo 5). Por esto se dedica un apartado a
describir y demostrar como es posible su implementacion y la forma de aplicarlo a cualquier
sistema de ecuaciones. Esta aproximacion fue seleccionada por su sencillez, por la estabilidad
que se logra aplicando técnicas particulares basadas en y desarrolladas con base en el esquema
que se esta describiendo. Ademas, los actuales modelos RANS que intentan simular flujos
incompresibles solo pueden ser resueltos con esquemas de diferencias. No se ha encontrado una
manera que permita llegar a la solucion de este tipo de flujos con las ecuaciones de Reynolds
sin aplicar hipotesis que de manera directa cambian las condiciones del mismo y hace que
se pierda el objetivo al que se desea llegar. Algunas de las hipdtesis que se menciona por
ejemplo, es la que la NASA y algunos investigadores vienen aplicando en la tltima década, la
teoria de compresibilidad limitada. Esta permite que a las ecuaciones de flujo turbulento sea
posible aplicarles el método de Volumen Finito, pero se debe hacer énfasis que las condiciones
para un flujo incompresible ya han cambiado.

En el ultimo capitulo se presenta una sindpsis del modelo INSURF. Acéd se exponen las
ecuaciones de Reynolds desarrolladas tanto mateméaticamente como en su forma numérica.
También se detalla numéricamente el método de solucién de la presion, las ecuaciones de
momento, el método de reconstruccion de la superficie libre y el modelo de turbulencia. Se
ha desarrollado un modelo numérico bajo el esquema denominado spliting, construido bajo
la base de tres médulos que comprenden el hidrodindmico, el médulo de reconstruccién de
la superficie libre y el mddulo de turbulencia. El médulo hidrodindmico o solver) resuelve
numéricamente las ecuaciones promediadas de Reynolds (RANS), de las que se ha expuesto
una detallada descripcion el en capitulo 4 y deduccién en el capitulo 6, donde se obtienen dos
expresiones que representan las ecuaciones de momento para un flujo bidimensional. Ademas
realiza la discretizacion de la derivada temporal mediante el método de diferencias centradas.
El médulo de superficie libre contiene la solucién de la técnica de Volumen de Fluido (VDF)
y la evoluciéon de su ecuacién de adveccion. El tercer modulo contiene las ecuaciones que
conllevan a la solucién de la turbulencia. El médulo de turbulencia fue elaborado a partir de
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la forma conservativa de las ecuaciones k — e.

El modelo fue validado para diferentes escenarios, con el objetivo de presentar su rango de
aplicabilidad y precisién de las componentes de las ecuaciones de flujo turbulento, asi como
comprobar el buen funcionamiento de los médulos en su conjunto. Cabe destacar que el
modulo de turbulencia no funciona adecuadamente. El problema fundamental que se tiene
con respecto a éste, es que el modelo no tiene la capacidad de modelar grandes separaciones
del flujo, que ocurren cuando se da el fenémeno de la rotura pro ejemplo. Esto conduce a que el
modelo se inestabilice y limita la aplicabilidad del modelo de turbulencia, dado que se rompe
el principio de conservacién de la masa. Se probaron tres casos: a) una onda de rotura de
una presa; b) la simulacién del flujo en una cavidad; y ¢) la propagacién de una onda solitaria.

Se puede concluir que la comparacion con los resultados experimentales para la onda de rotura
no se ajustan de la manera que se esperaba. Esto se debe a lass diferencias presentes en los
experimentos de laboratorio y las condiciones seleccionadas en el modelo numérico, dado que
las pruebas experimentales fueron desarrolladas bajo lecho seco, mientras que el modelo solo
utiliza la condicién de lecho himedo dado que no cuenta con una condicion de frontera de
deslizamiento para el fondo y por lo tanto no resuelve adecuadamente la subcapa laminar,
condicién que lo conduce a grandes inestabilidades. Se presentaron ademas los campos de
velocidades asociados al frente de onda generado por el fenémeno de la rotura de la presa.

Para la validacién del flujo en una cavidad se observa buena correlacién entre los resultados
calculados y obtenidos mediante la simulacién numérica. Se realiza una comparacién en
diferentes zonas del dominio de calculo. Las principales diferencias se presentan en las zonas
medias de la cavidad, zonas donde se producen los mayores cambios en los gradientes de
velocidad debido al cambio de direccién en el flujo.

La validacién de la onda solitaria permite observar resultados aceptables. Se tienen diferencias
en la onda inicial generada en la frontera izquierda, debido a problemas de reflexion originados
en la parte trasera de la onda. Estas inestabilidades son inherentes al método numérico y
al modelo mismo, por el hecho que se emplea una teoria de oleaje externa y que genera
discrepancias con las ecuaciones de hidrodinamico. Los resultados mas precisos se dan en las
ondas finales, una vez que la onda ha recorrido una distancia considerable que le permite
estabilizarse.

Existen en la literatura y en la iniciativa privada muchos y muy variados modelos que
resuelven las ecuaciones de Reynolds con la misma variedad de modelos de turbulencia.
Sin embargo, la implementacion de un codigo de este tipo bajo los esquemas conservativos y
descentrados constituye en si un gran avance. Es poco frecuente encontrar un modelo con el
sistema de solucién implementado y con los érdenes de aproximacion que fueron impuestos a
la solucién numérica de las ecuaciones. Para dar una idea de ello se trae a mencién el modelo
COBRAS, un potente modelo basado en las ecuaciones RANS al cual fue implementado un
esquema de diferencias centradas y tipo upwind de primer orden. El método de solucién de
la presién que utiliza hace que sea lento y que se requiera de mucho tiempo de calculo en
una simulacién.
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Esto conduce a las siguientes conclusiones:

7.2.

Se ha aplicado un esquema upwind de tercer orden con el fin de reducir los efectos de
la viscosidad numérica

El hecho de aplicar este método habilida la posibilidad de utilizar esquemas de
diferencias para las otras componentes de las ecuaciones de momento.

El método SIMPLE es mucho més eficiente que el método de proyeccion y consume
menos capacidad de memoria

Parte de la eficiencia del método es que solo se utiliza informacién de pasos previos de
la presion y el calculo de la velocidad final se realiza de manera implicita

Se demuestra el buen funcionamiento conjunto del modelo hidrodindmico y el que
describe la reconstruccién de la superficie libre.

Futuras Lineas de Investigacion

Con base en los resultados obtenidos por el modelo INSURF se detallan las siguientes lineas
de profundizacién:

El modelo se comporta bien cuando el flujo es continuo y constituye una misma lamina
de fluido. Por lo que debe implementarse una condiciéon que permita que ante eventuales
separaciones del flujo se mantenga la propiedad de conservacién de la masa y el modelo
no se inestabilice y llegue al colapso.

Una vez realizado el paso anterior, se deben validar los datos obtenidos con el médulo
de turbulencia

Mejorar el sistema de mallado por uno més robusto. Se sugiere implementar el método
”Quadtree”

Se puede llegar a mejorar el método de solucion por uno que calcule la presion de forma
mas directa y se llegue a la convergencia en menor tiempo. Existen para esto diversos
métodos en la literatura

Implementar las condiciones de frontera de superficie libre

Realizar pruebas de aplicacién del modelo a situaciones presentes en la ingenieria como
la interaccion oleaje estructura y el medio poroso.
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