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Capitulo 1

Generalidades.

1.1 Introduccioén

Siempre se ha buscado mejorar la produccion en la industria de manera que
pueda hacerse mas y a menor precio. Una de las formas de lograrlo es
optimizando la efectividad de los trabajadores previéndolos de herramientas o
ayuda que les permita hacer su labor mas productiva.

Los robots surgen como una herramienta de ayuda a los trabajadores para
brindarles un soporte en tareas donde se necesite manipular pesos grandes o
materiales en condiciones que un humano no podria, como materiales fundidos o
extremadamente frios.

Aungue idealmente si un robot toma el trabajo de un humano no deberia dejar a
éste sin empleo, cada vez son mas las aplicaciones y actividades realizadas
exclusivamente por robots.

Existen diversas formas de clasificar a los robots, entre ellas, por su aplicacion,
gue a grandes rasgos puede dividirse en industriales y de usos especiales.

Los robots de uso industrial tienen como objetivo servir a un propdsito universal y
de mano de obra no calificada o semicalificada, por ejemplo, para soldar, pintar,
realizar mecanizados, etc. Por otro lado, un robot de uso especial es el que se
utiliza en ambientes distintos del entorno normal de una fabrica, [1] como
plataformas manipuladores que sirven como simuladores de montafias rusas,
automoviles o cabinas de avion, asi como robots de tipo militar con fines
particulares como transporte de carga en terrenos accidentados o desmantelar
bombas.

Los robots también se pueden clasificar por su arquitectura, de manera amplia en
robots seriales, moviles y paralelos.

Los robots seriales son los mas utilizados en la industria para realizar tareas de
manipulacion. Su principal caracteristica es que estan formados por eslabones
conectados en serie obteniendo una cadena cinematica abierta.
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Debido a la arquitectura que tienen son usualmente conocidos también como
brazos mecéanicos. Estos robots brindan un gran espacio de trabajo y una gran
movilidad aunque sacrificando rigidez, capacidad de carga y precision a causa de
sus eslabones conectados en una cadena abierta.

Los robots méviles también conocidos como vehiculos guiados autométicamente o
AGV’s por sus siglas en inglés, se usan comunmente para el manejo de materiales
en fabricas al seguir automaticamente trayectorias sefialadas en el piso. También
se han aplicado en usos especiales de exploracion como algunos robots
exploradores de la NASA o también de uso militar o de proteccion como los robots
desmanteladores de bombas.

Se distinguen principalmente por tener apariencia de vehiculos debido a la
implementacion de ruedas en su estructura.

Hoy en dia, a pesar de la existencia de la automatizacion en muchos procesos
industriales y la implementacion de robots para realizar diversas tareas que antes
realizaba un operador, sigue habiendo la necesidad de poder hacer mas rapida,
mas precisa o incluso mas segura la operacion. En respuesta de esta necesidad
surgen los robots paralelos que ofrecen precisamente estas caracteristicas cuando
tienen involucrados en su construccion un sistema de control completo.

Son llamados robots paralelos ya que se caracterizan por tener una configuracion
paralela como su nombre lo indica.

Esta configuracion se construye generalmente mediante dos plataformas unidas
por cadenas cinematicas seriales cerrando el lazo entre las dos plataformas. El
hecho de unir a las dos plataformas utilizando cadenas seriales les proporciona a
este tipo de robots una estabilidad sobresaliente en comparacién con los robots
seriales, se sacrifica accesibilidad y espacio de trabajo pero a cambio se cuenta
con una gran rigidez, precision, rapidez y gran capacidad de carga.

Ya se ha mencionado que los robots son maquinas automatas que tienen el
objetivo de apoyar al humano en realizar una tarea aburrida, repetitiva o peligrosa,
lo anterior hace caer en una confusion al separar a las maquinas-herramienta de
los robots ya que las maquinas herramientas también apoyan al humano a realizar
su trabajo y también son capaces de manipular objetos y aumentar la produccion.
Un robot se diferencia de una maquina-herramienta por su grado de
reprogramabilidad.

Por otro lado, es comun escuchar el término de robot manipulador, ya que tanto
los robots seriales como paralelos pueden cumplir la tarea de manipular objetos
pero debe hacerse una distincién entre un robot y un manipulador.




1. Generalidades

Ya se han mencionado caracteristicas de un robot y se ha entendido que pueden
utilizarse para la manipulaciéon de objetos, pero de ahora en adelante, en este
trabajo se entendera que al hablar de un manipulador se habla de una maquina
con cierto grado de reprogramabilidad pero careciendo de autonomia a diferencia
de un robot que es completamente autébnomo.

El tema que nos atafie en esta tesis es el analisis dinamico de la Plataforma de
Stewart 6 UPS (universal, prismatic and Spherical). Este es un manipulador
paralelo espacial que se esta utilizando como un médulo estabilizador para un
manipulador movil [Souza]. Dicho proyecto se encuentra en proceso de desarrollo,
y el presente trabajo es una parte fundamental tanto del modelado mecanico como
del disefio de control del mismo. Esto permitira establecer que tanto mejora el
mecanismo el equilibrio del manipulador mévil.

En éste capitulo se presentan los objetivos de este trabajo de tesis, la justificacion
del mismo, el marco tedrico, el estado del arte y la mencién de la metodologia
utilizada.

1.2 Objetivo General

Resolver las ecuaciones dinamicas de la Plataforma Stewart de tal forma que en
un trabajo de investigacion futuro se pueda utilizar un algoritmo de control que sea
capaz de considerar el comportamiento dindmico de los eslabones de la
Plataforma.

1.3 Justificacion

En 2009 Moosavian [2] utilizé un manipulador paralelo plano tipo estrella (similar al
tipo delta) para mejorar la estabilidad en un manipulador movil, colocandolo como
interface entre un brazo serial y la base movil. Esto permite que la base del brazo
serial sea desplazada para generar un mejor apoyo de acuerdo a su posicion.

En 2008 Souza[3] utilizé una plataforma de Stewart como interface, entre el brazo
y el movil, para un manipulador mévil, buscando aprovechar sus caracteristicas
fisicas (rigidez, capacidad de carga, velocidad) para mejorar la estabilidad del
sistema, permitiéndole soportar mayor carga y tener una mayor capacidad de
operacion sobre superficies inclinadas.

Hasta el momento se han realizado pruebas estaticas para determinar como
mejorar la permanencia en equilibrio en un manipulador movil, incorporando la
Plataforma de Stewart, se ha podido demostrar la hipotesis planteada en el trabajo
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de Souza respecto al aumento de la capacidad de carga con este dispositivo, sin
embargo, para poder abarcar aplicaciones que involucren movimientos
considerables que generen fuerzas de inercia importantes es necesario realizar
estudios dinamicos para poder observar el comportamiento del manipulador bajo
estas condiciones; esto justifica la obtencion del modelo dinamico de la
Plataforma. Ademas, por supuesto, de servir para disefiar el control de la misma.

Para poder cuantificar el grado de estabilidad en un manipulador, existen
diferentes criterios o0 medidas que consideran las cargas que actian sobre éste,
las cargas dinamicas tienen un peso importante en el equilibrio de un manipulador.

Aunque idealmente es la formulacion Euler-Lagrange la que permite crear un
modelo dinamico mas completo y sencillo, es preferible comenzar el estudio con la
formulacion Newton-Euler ya que con base en sus resultados permite hacer la
seleccibn de materiales y actuadores ideales para los requerimientos del
manipulador, ya que permite determinar todas las reacciones que se generan en el
manipulador.

Por tales razones el desarrollo contenido en este trabajo proporciona todo lo
necesario para el disefio de un manipulador, de acuerdo a las especificaciones
particulares de carga y dimensiones que se requieran, asi como la base para
obtener en un futuro un algoritmo de control mas simple al resolver la formulacion
Euler-Lagrange.

1.4 Metodologia

El presente trabajo comprende el analisis cinematico, estudiado en el segundo
capitulo, que incluye los calculos de la posicion, velocidad y aceleracion, utilizando
como herramienta las transformaciones homogéneas para crear las ecuaciones
cinematicas y resolverlas por un método numérico con ayuda del software
Mathematica 8. El tercer capitulo se dedica a la determinacion de los momentos
de inercia de cada uno de los cuerpos que conforman al manipulador, combinando
calculos analiticos, experimentales y mediante el uso del CAD Solid Works
desarrollado por Dassault Systemes SolidWorks Corp; en la ultima parte del
analisis se resuelve la dinAmica del robot paralelo por medio de la formulacién de
Newton-Euler.
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1.5 Marco Teorico y Estado del Arte

Desde la invencion de los robots manipuladores seriales, estos han sido utilizados
para realizar trabajos repetitivos y de cierta precision, que al tratarse de
configuraciones a base de una sola cadena cinematica abierta carecen de rigidez
en su estructura, esto se manifiesta en una falta de precision al realizar trabajos
que impliguen mover rapidamente cargas relativamente grandes en su extension
final limitando su productividad en tareas que requieran especificamente de estas
caracteristicas.

Este problema es resuelto con la aparicion de los robot paralelos que se
caracterizan por contar con una plataforma fija y otra movil unidas por cadenas
cinematicas consideradas de tipo serial, que a diferencia de la cadena cinematica
gue conforma a un robot manipulador serial con todas sus juntas actuadas, la
cadena serial de un robot paralelo cuenta con juntas no actuadas incrementando
su complejidad en cuanto al analisis cinematico, pero también aumentando la
estabilidad del robot asi como su capacidad de carga, permitiendo entonces
realizar operaciones de posicionamiento de cargas a altas velocidades y con gran
precision. [4]

La Plataforma Stewart se distingue entre los robots paralelos por contar con un
anico actuador lineal en cada una de sus cadenas cineméticas, generalmente
hidraulico, lo que le permite cambiar la longitud de cada una de sus “patas” vy le
brinda una estabilidad sobresaliente entre todas las plataformas paralelas, asi
como una gran capacidad de carga. Tales virtudes han hecho a la Plataforma
Stewart, ideal en tareas donde se necesite generar movimiento general en el
espacio como los simuladores de vuelo [5], cabe mencionar que para esta
aplicacién se necesitan mover réplicas de cabinas de vuelo que llegan a tener
masas de hasta 15000 Kg.

Hoy en dia, los métodos mas usados para realizar el andlisis cinematico son los
pardmetros de Denavit y Hartenberg que en pocas palabras describen de manera
sucesiva los parametros que permiten moverse entre eslabones sucesivos a
través de uno intermedio mediante la posicion relativa de los eslabones, asi como
su tamafio y forma. Dependiendo del tipo de articulacion, los parametros de
posicion relativa pueden ser variables o constantes, definiendo asi las variables de
articulacion y los parametros de eslabones. [1]

Otro método utilizado es el geométrico que implementa las leyes y ecuaciones de
la geometria y trigonometria permitiendo también un mejor entendimiento gréfico.
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Por ultimo, la metodologia de las transformaciones homogéneas brinda una gran
sencillez en cuanto a su utilizacion, ya que un movimiento general puede
representarse por la multiplicacién de un vector por una o varias matrices para
describir su traslacion y rotacion, mas no asi en su eficacia computacional ya que
la matriz de transformacion de 4 x 4 implica realizar operaciones innecesarias con
unos y ceros extras en cada matriz. [1]

Es claro que las aplicaciones de los robots paralelos siguen en descubrimiento y
evolucion al adaptarse a diversos problemas a donde la robdtica y sus ventajas no
habian llegado, como son los manipuladores moviles que cada vez mas han
evolucionado en aplicaciones donde el ambiente o el terreno son de dificil acceso
o crean peligro para la integridad del ser humano, como lo es la transportacion de
desechos toxicos o el desmantelamiento de bombas. Se estdn desarrollando
manipuladores que sean capaces de desplazarse sobre superficies dificiles para
que cumplan con su mision y eviten sufrir dafios tanto para el mecanismo como
para el operario en el caso de los que son tripulados.

Como puede observarse, el uso de manipuladores paralelos es reciente y traza
una linea de investigacion enfocada en encontrar y/o desarrollar plataformas
paralelas que mejoren la capacidad de carga y el desplazamiento sobre
superficies irregulares.

1.6 Configuracion del manipulador paralelo

La configuracion del manipulador en estudio se presenta en la Figura 1.1 donde se
indican los componentes de éste, y en la Figura 1.2 se muestra una sola cadena
cinematica del robot donde se encuentran los nombres simplificados asignados a
cada parte o conjunto del robot que se usara para referirse a ellos en el resto del
trabajo.
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Plataforma movil

Junta universal

Conjunto Motor

Plataforma fija

Actuador

Junta de revoluta

Figura 1.1 Configuracidén del robot paralelo

Figura 1.2 Cuerpos de una cadena cinematica
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1.7 Grados de Libertad

Los grados de libertad en un mecanismo se definen como el numero de datos o de
entradas necesarias para determinar su configuracién. La férmula de Chebyshev-
Grlbler-Kutzbach permite calcularlos:

L=6(b-g—-1)+Xfk

Donde b es el numero de eslabones o cuerpos del manipulador, g es el nUmero
de juntas cinematicas y f; es el numero de grados de libertad de la junta k, para la
Plataforma de Stewart los nUmeros son:

b=20
g =24
Xfi =36

de tal forma que el nimero de grados de libertad es:

L=6(20-24-1)+36=6




Capitulo 2
Analisis Cinematico
2.1 Introduccioén

La cineméatica es la parte de la Dindmica que describe el movimiento de los
cuerpos sin referencia a las fuerzas que lo causan ni a las que se generan a
consecuencia del mismo. Es frecuente referirse a ella como la “geometria del
movimiento”. El conocimiento practico profundo de la cinematica es un requisito
previo imprescindible para estudiar Cinética, en la que se estudian las relaciones
entre el movimiento y las correspondientes fuerzas que lo causan o lo acompafian

[6].

2.2 Matrices Homogéneas

Se han tomado como herramientas las matrices de trasformacion homogéneas
para el andlisis de posicion, ya que mediante ellas puede explicarse los
movimientos de traslacion y rotacion de un cuerpo en el espacio [7].

Puede explicarse el movimiento general de un cuerpo en el espacio mediante una
sola transformacion homogénea, representada por una matriz de 4 x 4, pero ya
gue necesitan definirse las ecuaciones de lazo correspondientes a cada cadena
cinematica, es necesario usar las transformaciones homogéneas de traslaciones
puras con respecto a los ejes x, y y z mostradas en la ecuaciones (2.1):

1 0 0 x 1 0 0 O
0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
(2.1)
1 0 0 O
_{0 1 0 O
TZ3(Z)_ 0 0 1 z
0 0 0 1
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Las matrices de transformaciones homogéneas de rotaciones puras con respecto
a los ejes x, y y z estan dadas por las ecuaciones (2.2):

1 0 00 c6,0—5s6,0
_ |0 cO—56,0 _101 00
T4 =10 oo co. 0| T5(0) = 50,0 ca, 0
0 0 01 0 0 o1
(2.2)
c6,—s6,00
_1s6, c6, 00
Tz6(92)— 0 0 10
0 o0 01

2.3 Matriz Phi

La plataforma superior del robot paralelo Stewart sera capaz de seguir trayectorias
al mismo tiempo que cambia su orientacion en el espacio para lograr la
configuracion que le permita cubrir el desplazamiento disefiado por dicha
trayectoria.

Es entonces indispensable utilizar otra matriz de rotacion espacial, ademés de las
homogéneas puras ya que éstas sblo pueden explicar giros con respecto a los
ejes x, y y z, Yy la plataforma requerira de rotaciones con respecto a ejes arbitrarios
gue no sean necesariamente los ejes coordenados fijjos como lo harian los
angulos de Euler.

Esto se resuelve utilizando la matriz de rotacion espacial Phi que permite la
rotacion en términos de un angulo ¢ y un eje u [8].

La matriz Phi puede ser explicada mediante las proyecciones del vector unitario a
lo largo del eje u y poder explicar la rotacién ¢ relativa a los ejes coordenados
fijos, ejecutando los siguientes pasos que se ilustran también en la Figura 2.1:

1. Rotar el cuerpo rigido para traer el eje u paralelo al eje z.

Ejecutar la rotacion ¢ alrededor del eje u ubicado temporalmente en
un eje coordenado.

3. Regresar u a su posicion original.

10
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| —
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Figura 2.1 Secuencia de pasos para obtener la matriz Phi.

De acuerdo a la secuencia de pasos puede deducirse la matriz de rotacion Phi al
igual que su forma homogénea, ambas utilizadas en este trabajo, ecuaciones (2.3)
y (2.4) respectivamente:

ulVe + co Uy, Vo —usdp wu, Vo + uy s

[Ron] = |ttty Vo — w5 uiVo+cd  wu,Ve +use (2.3)
uu, Vo +uysd uyu, Vo +usgp  uiVe +co

o

L —

u)ch(Pf + Cos [¢f] uxuyV¢f - quin[¢f] uxqu¢f + uySin[d)f]

[M ’u] _ [wwVef + uzSin[of] uZVof + Cos[pf] uyu,Vof —u,Sin[¢pf] 0 (2.4)

lwu,Vof —w,Sin[¢pf] wu,Vof +wSin[pf]  w2Vef + Cos[¢pf] 0
| 0 0 0 1
Donde:
Ve =1—cosp
s¢ = sen¢
c = coso

Para calcular la velocidad y la aceleracion es necesario multiplicar a la matriz phi
por otra matriz, de tal modo que pueda expresarse la velocidad y aceleracion de la
plataforma superior capaz de girar con respecto a un eje arbitrario. Estas
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2. Analisis cinematico

ecuaciones son las ecuaciones (2.5) para el caso de la velocidad y la ecuacion (2.6)
para el caso de la aceleracion.

0 —u,déf  u,dof 0
_ | udeft 0 —u,dof 0 2
(W] —uyddf  u dof 0 0 (2.5)
0 0 0 0

uyddf)? — (u,ddH)?  uyu,ddpf? — u,ddpf ugu,ddf? + ugdddpf 0
0ydOf? + u,ddof  —(dpD? — (W dPD?  uyu,df — udddf 0|y g
d¢f2 —uyddef  uyuddf? + udddf  —(uddh? — (uydeh)? J| '

0 0 1

N
[A.4] =|
|

2.4 Generacion de sistemas locales.

Se han definido sistemas de referencia locales colocados en distintos puntos del
manipulador, los cuales se iran generando uno a partir de otro mediante las
trasformaciones necesarias y asi definir las ecuaciones de lazo necesarias para la
soluciones de las posiciones.

De acuerdo a Souza [3] la Plataforma de Stewart estara montada sobre un movil,
el sistema de referencia que lo representa (ic, jc, Kc) Se genera con una serie de
tres transformaciones de traslacién con respecto a los ejes x, y y z en ese orden, y
tres trasformaciones de giro con respecto a los ejes z, x y huevamente otro giro en
z, Figura 2.2:

TOC = Tzl (xc) TZZ (yo) TZ3 (zc) TZ6(I[)C) Tz4(66) T26(¢>c) (2 . 7)
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2. Analisis cinematico

Ic zCB

Figura 2.2 Sistemas de referencia del inercial al 3i

A continuacién se realiza una transformacion de traslacion a lo largo del eje z
(mostrado en la Figura 2.2) para ubicar un nuevo sistema en la plataforma fija de
la Plataforma de Stewart (ig, jg, Ks).

Tep = Tz3(zCB) (2.8)

Se han dividido las secuencias de transformaciones de tal forma que puedan
separarse e identificarse por segmentos la ubicacion de distintas partes del robot y
facilitar la escritura por partes en el software de Mathematica.

Asi entonces puede escribirse en forma simplificada la transformacion del sistema
inercial al sistema local ubicado en la plataforma del robot como sigue:

Tog = TocTcr (2-9)

Es necesario realizar un giro en z y una traslacion en x para llegar al sistema
ubicado en el acoplamiento de la plataforma fija y la junta esférica (izj, j2i, K2i), como
se muestra en la Figura 2.2:

Tpoi = Z6(61Bi)T21(x21i) (2.10)

Para construir el sistema 7i a partir del 2i es necesario realizar una serie de
transformaciones de dos rotaciones, una en torno a z, seguido de otra rotacion con
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2. Analisis cinematico

respecto a x, una traslacion a lo largo del eje z genera el sistema 5i, después el
sistema 6i es generado a partir de una rotacion en z. Este sistema es generado
debido a que hay una equivalencia entre la junta esférica y la combinacién de una
junta universal con una de revoluta unida a la plataforma fija como el disefio
mostrado en el Trabajo de Souza[3], la configuracion es ideal para facilitar la
ubicacion de un sistema que coincida simétricamente con los ejes de giro de una
junta universal, permitiendo observar la orientacion inicial desde la cual se
simplifica la medicién de los angulos variables de la junta universal al igual que el
de la esférica, siendo el giro de revoluta equivalente al giro con respecto al eje z
del sistema 6i.

Las transformaciones para pasar del sistema 2i al 7i se muestran en las
Figuras 2.2, 2.3y 2.4:

Ty7i = Tye(s320) T2a(8430) T23(z540) T 26 (8650) T 26 (6761) (2.11)

kei Js1 / z54i

Figura 2.3 Sistemas de referencia del 4i al 6i.

La junta esférica proporciona tres grados de libertad que estrictamente son tres
angulos de orientacion variable, dichos angulos deben ser incluidos en las
transformaciones asi como los nuevos sistemas locales que éstos generan, el
primero de ellos es representado por una rotacion en el eje z para generar el
sistema 7;como se muestra en la Figura 2.4.

14
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Jei

>j7i

B

v

Iy
Figura 2.4 Generacidn del sistema 7i.

loi

Las transformaciones correspondientes para pasar del sistema 7i hasta el 10i,
correspondiente al sistema ubicado al final del actuador, son un giro en y seguido
del ultimo giro variable proporcionado por los tres grados de libertad de la junta
esférica y finalizando con un desplazamiento, también variable, debido a la
longitud no constante del actuador en el eje z.

T710i = Tzs(6871) T246980) Tz3(21090) (2.12)

V P A

Jsi
Figura2.5 Generacién del sistema 8i. Figura 2.6 Generacion del sistema 9i.
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Figura 2.7 Generacion del sistema 10i.

El sistema 10i nos ubica hasta el final del actuador o bien, a la altura del eje
inferior de la junta universal, asi que para pasar del sistema 10i hasta el sistema
13i al final de la junta universal en la parte superior del manipulador, son
necesarias dos rotaciones, primero una alrededor de x seguida de otra respecto al
eje y, en donde ambas rotaciones son representadas por angulos 6,110; Y 61211i»
estas rotaciones son seguidas de una traslacion de magnitud constante a lo largo
del eje z como se muestra en las Figuras 2.8y 2.9.

T1013;i = Tza011100) T25(012110) T23(213120) (2.13)
k1o . /
b . ki "%
k11 \ J11i v / z1312i
) SN @ -
\\‘ / N
NN AO1110i X _ /
B 1 s J11i

'0 J1oi
e

d 1
."/
01211i
l11i
Figura 2.8 Generacion del sistema 11i Figura 2.9 Generacion del sistema 13i
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Finalmente, para generar una ecuacion de lazo, es necesario llegar al sistema 13i
desde el mismo sistema inercial siguiendo otro camino distinto al que ya se ha
generado. Para lograr esto, se parte directamente desde el sistema inercial hasta
el sistema (ip, jp, Kp) ubicado en el centro de la plataforma superior del manipulador
(Top) y posteriormente llegar a la posicion del sistema 13i(Tpg;), €stas
transformaciones se muestran en la Figura 2.10. A las ecuaciones que describen a
(Tpp) debe agregarse la matriz phi , de esta forma se considera la rotacion de la
plataforma superior con respecto a un eje arbitrario que no habia sido expresado
en alguno de los sistemas locales mostrados en la Figura 2.10

Tor = To1om Tz2vp) Tz3zm) Tz6 copy Mo u (2.14)

Tp1si = Tre(514pi) Tz1(x15140) Tz6(516150) Tza(517160) T 26 (518171) (2.15)

ST E

Figura 2.10 Sistemas de referencia del inercial al 18i
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Al juntar todas las transformaciones, la ecuacion de lazo queda de la siguiente
forma:

TOBTBZiT27iT710iT1013i = TOPTP18i (216)

Las incognitas a determinar en la ecuacion (2.16) son los angulos de las juntas
tanto esférica como universal, asi como la longitud variable del actuador lineal:

0761, O0g7i, Oogir 011100 012110 Z109i

coni=1,2345,6

De lo anterior debe entenderse que al tener seis incognitas por cada una de las
cadenas cinematicas se tiene un total de 36 variables.

2.5 Generacién de trayectoria

El movimiento de un cuerpo en el espacio consiste de dos partes. Una trayectoria
lineal o curva en el espacio que sigue un punto del cuerpo (el centro de masa de la
plataforma superior del manipulador en éste caso) y la orientaciéon angular del
cuerpo. Ambas partes deben satisfacer condiciones de posicidon, velocidad y
aceleracion tanto lineal como angular y ser cumplidas en un tiempo definido
previamente. A continuacion se desarrolla la trayectoria lineal y la angular que se
propone para la plataforma en funcion del tiempo.

Trayectoria Lineal

La trayectoria propuesta a seguir por un punto del cuerpo es una linea recta en el
espacio.

18
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Figura 2.11 Recta en el espacio.

La ecuacion vectorial que define la recta en el espacio mostrada en la Figura 2.11
es:

—

R=0+S
R=Q+su (2.17)

Donde s es la magnitud del vector B y U es el vector unitario que define la

orientacién de S. Para definir R en funcién del tiempo, se requiere que la
magnitud s cambie con respecto al tiempo, es decir:

R(t)=Q+s(Hu (2.18)

Las ecuaciones vectoriales de la velocidad y la aceleracion se definen como la
primera y segunda derivada respecto al tiempo de la ecuacion (2.18):

V(t) = s(D)u
A = 5D (2.19)

Ya que 6 y U no varian con respecto al tiempo, porque estan definidos por puntos
fijos en el espacio. La magnitud s(t) debe satisfacer condiciones iniciales y finales
de muy simple deduccién como se muestra en las graficas mostradas en la Figura
2.12.
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Figura 2.12 Condiciones iniciales y perfil del polinomio de quinto grado.

La primera gréfica indica el cambio de magnitud del vector S, gue ir4 variando
desde 0 en un tiempo inicial t,, hasta una posicion correspondiente al tiempo final

t;, donde t, y t; son definidos de forma arbitrariay h = ||'S|.

La segunda grafica es la rapidez con que la magnitud del vector S cambia con
respecto al tiempo. Es decir, es la rapidez con que realiza la traslacion del punto

inicial p; al punto final p; con tiempos t, y t¢, respectivamente.

——
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La tercera gréfica es el cambio de la rapidez (aceleracion) con que la magnitud del
vector S cambio respecto al tiempo, para un tiempo inicial t,y tf.

Para satisfacer las seis condiciones observadas en las graficas, se hace uso de
una técnica utlizada en el disefio de levas, exactamente la clase de funciones
polinomiales, que permite cumplir con la ley fundamental de disefio de levas, ésta
dicta que “La funcion de la leva debe ser continua en la primera y segunda
derivadas del desplazamiento a través de todo el intervalo de 360 grados”.

Las funciones polinomiales permiten disefiar un polinomio capaz de cumplir con
esta ley, librando al movimiento del seguidor de la leva de vibraciones producidas
por las aceleraciones y brinda un movimiento mas suave y fluido, estas
caracteristicas son ideales para el comportamiento del robot al seguir una
trayectoria, ya que de no cumplir con estas caracteristicas, lo privaria de precisiéon
en sus operaciones e incluso podrian generarse fuerzas de gran magnitud que
podria dafar al sistema.

La forma general de una funcion polinomial en funcién del tiempo es:
s(t) = ag + art + ayt? + astd + ast* + ast® + agt® ...+ a,t" (2.20)

En donde los coeficientes a;, con i =0, ...,n ,son las incognitas a determinar en el
desarrollo de la ecuacion polinomial que satisfaga las especificaciones de disefio.

Las condiciones de frontera observadas en las graficas de la Figura 2.12 son los
anicos valores con los que se cuenta para determinar dichos coeficientes, y
sabiendo que los coeficientes estaran presentes en la primera y segunda derivada
del polinomio, es posible resolver un sistema de ecuaciones para determinarlos.

El grado del polinomio depende entonces de las condiciones de frontera siendo n
el grado del polinomio y k las condiciones de frontera se tiene que:

n=k-1 (2.21)

Quedando entonces para este caso y las seis condiciones de frontera con las que
se cuenta (k = 6):

n=6-—1

n=>5 (2.22)
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De lo anterior pueden escribirse los polinomios para la posicion, velocidad y
aceleracion de la siguiente forma:

s(t) = ag + a;t + ayt? + ast3 + a,t* + ast®
$(t) = a; + 2a,t + 3ast? + 4a,t® + Sast? (2.23)

§(t) = 2a, + 6ast + 12a,t? + 20ast3

De las condiciones iniciales mostradas en las graficas de la Figura 2.12 puede
explicarse que si t = t, = 0, se tiene que:

s(ty) =s(0)=0
s(ty) =s(0)=0 (2.24)
S(ty) =5(0)=0

Al sustituir los resultados de las ecuaciones (2.24) en las ecuaciones (2.23) se
obtiene:

s(0) = ag + a1 (0) + a,(0)* + a3(0)* + a4 (0)* + as(0)°
$(0) = a; + 2a,(0) + 3az(0)2 + 4a,(0)* + 5as(0)* (2.25)
§(0) = 2a, + 6a3(0) + 12a,(0)? + 20as(0)3

Simplificando, los tres primeros coeficientes son:

ag = 0
a; =0 (2.26)
a, = 0

Repitiendo el proceso ahora para t = t; se tienen las siguientes tres condiciones
finales:

s(tr) = h = |lpr — il

$(tr) =0 (2.27)

$(er) =0
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Donde p; = (x;,¥:i,z)Y pr = (X7, Y5, Z¢) SoON las coordenadas de los puntos inicial y
final de la trayectoria respectivamente, la magnitud de la diferencia entre ellos,
representa la distancia h que se necesita recorrer en linea recta. Al sustituir las
ecuaciones (2.26) y (2.27) en las ecuaciones (2.23) se obtiene:

Iy = il = asty® + auty® + ast®
0= 3a3tf2 + 4a4tf3 + 5a5tf4 (228)
0 = 6asty + 12a,tp” + 20ast;>

Las ecuaciones (2.28) pueden ser reescritas como un sistema de ecuaciones en
su forma matricial de la siguiente manera:

3 4 5
tr & tr

. s L 1% |llpr =il
6t 12¢7 203" 0

Al resolver el sistema de la ecuacidn (2.29) se obtienen los udltimos tres
coeficientes:

a; = 10 ||Pft—3 il
f
a, = —15 222wl (2.30)
tf
as = 6 Iy —5 pill
b

Sustituyendo las ecuaciones (2.26) y (2.30) en (2.23):

— Pi b,—D; —p.
SRS et PPN 70 PN 72 P

— P Pr—D; —p;

— Di b,—Pp; — D
$(t) = 60Mt — 180||f—4‘”t2 +120 ||If’ft5 pil| 3

f ty f
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Finalmente, al factorizar se obtienen las ecuaciones que representan el cambio de
la magnitud de la posicién, velocidad y aceleracion en funcién del tiempo:

t3 t4— tS
5© =y = pill105 - 155 + 6]
f o
. t? t3 t*
$@) = |lps — i [305— 6055 + 305] (2.31)

5(t) = |lpr — pil|

2 3
0— _180% -+ 120 l
tf t

Reescribiendo las ecuaciones vectoriales (2.18) y (2.19) en funcion de los puntos
de la recta quedan de la siguiente forma:

R(t) =Q +s)di=(p;—0)+ s(t)ﬁ
Py =P,
V(t) =3 = s(t) (r- 5j| 0.3
A =3 = g(t)u
”pf - pi”

Sustituyendo las ecuaciones (2.31) en las ecuaciones (2.32), se obtiene finalmente
las ecuaciones vectoriales de posicidn, velocidad y aceleracion que debe seguir la
plataforma mdévil del manipulador:

- t3 t* t>
R(t) = p; + l10—3— 15—4+ 6—Sl (pf - i)
tr e t7
N £2 £3 4
V() = [30¥ — 60 gt 30 E] (0 — p2) (2.33)

N t t2 t3
A(t) = 60 5 — 1803 +120 % (ps — pi)
f f f
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Orientacion angular

Para la orientacion se sigue un procedimiento similar, aclarando que para este
caso, solo se desea pasar de valores iniciales a finales, para la posicion, velocidad
y aceleracion angular de la plataforma movil, ya que no se requiere cumplir con
una trayectoria particular en el espacio. Esto conducira a las siguientes
ecuaciones:

3 4 5
BO =i+ |10 - 155+ 65| - )
f f f

B(t) = [30% _ 60% + 30%] B — B (2.34)
=, t t? t3
Bt) = [60t—3 180+ 1zot—sl By - B)
f f f

Donde el vector ﬁ = [y,0,¢]. De la misma manera E = [Y;,0;,¢:] vy
B_f) = [l[)f, 6y, gbf] se refieren a los valores iniciales y finales.

2.6 Ecuaciones de posicion

De acuerdo a la trayectoria propuesta, se desea calcular los valores de las
incégnitas  0.¢;, Og7iy OBogi, G1110i» O1211ir Z109i» POr 10 que se debe tener igual
namero de ecuaciones que de incégnitas.

Se describen también las ecuaciones de los miembros izquierdo y derecho de la
ecuacion de lazo en las ecuaciones (2.36) y (2.37) respectivamente.

Toc = Toixo)Trzve) Te3ze) Tz ey Tzaco0) Tze (o) (2.7)

Tep = Tz3(zCB) (2.8)

Top = TocTcp (2.9)

Tpyi = Z6(813i)Tzl(x21i) (2.10)

Ty7; = Tye(8320) T2a(8430) T23(z540) T 26 (8650) T 26 (6761) (2.11)

T710i = 25(687i)Tz4(998i)TZ3(ZlO9i) (2.12)
(=)
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T1013i = Tra011100) T25012110) T23(213120) (2.13)
Tor = To10p) To2(yp) T23(20) Tz6 oy Mg u (2.14)
Tp1si = Tr6(s14pi) 21 (x15140) T 26(516150) T za(517161) [ 26(518170) (2.15)
LI = ToTg2iT27iT710i T1013i (2.35)
LD = TopTp1s; (2.36)

2.7 Ecuaciones de Velocidad

Las ecuaciones de velocidad se obtienen calculando la primera derivada con
respecto al tiempo quedando de la siguiente forma:

dToc = Taaxc) Tazlyc) Tzarzc19 Tze[we) Tzatoc) Tzsloc]
+T11xc) Te2lyc) Teafzc) Tzs[we A Tza(ec) Tzoloc] (2.37)
*+T,11x¢) Taz [y Teafze) Tesfwe) Tzaioc1 A Tz6[oc)

dTog = dTocTzapzec) + TocdT 328 (2.38)

Debe recordarse que las transformaciones son expresadas por matrices, y que al
derivar la transformacion Tg,; que contiene Unicamente valores constantes, el
resultado sera una matriz de ceros de 4 x 4, al igual que en el caso de la derivada
de la transformacion Tpg;.

dTgz; = [0]4xa (2.39)
dTy7i = Tye(s32i) Toa[s43i) Tz3[z54i] Tz6[5651] A Tz6[076i] (2.40)
dT710i = dT;s(687i) Tza[00si] Tza[z100i] T Tzs[es7i]dTz4[e08i) Tz3[2109i] (2.41)

+T;5[087i) Tza[0981] A T23[2100i]
dTy013i = dTzape1110i Tes[er211i] Tza[z1312i] + Tzafe1110i1d Tzs 012111 T23[z13121] (2.42)
dTop = ATz (xp) Tz21yp) Tzatzp) Teely1Me + Tealxpl A Tz2lyp) Tzaizp) Tzely Mg (2.43)
+T210xp] Te2lyp) A Tealzp] Tzow1Mo + Toa[xp) Tezlyp) Tealzp A Tasly1 Mo

+Ta11xp) Tz2[yp) Tes[zp) Tze[w) Wo M
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dTPlSi = [O]4><4 (2-44)
dLI = dTopTg2iT27iT710i.T1013i + TosdTs2iT27i T710i. T1013i + TosTB2idT27iT710i T1013i
+ToBTs2iT271.dT710i. T1013i + TosTB2iT27iT710idT1013i (2.45)

dLD = dTOPTPIBi + TOPdTP18i (246)

2.8 Ecuaciones de aceleracion

Las ecuaciones de aceleracion se obtienen calculando la segunda derivada con
respecto al tiempo de las ecuaciones de posicion, guedando de la siguiente forma:

ddToc = Tp1xc) Tz2ryc Taarzc1 9 Tuew ey Tzaroc) Tzs[oc] (2.47)
+T,11xc) Tz2lyc) Teazc) Tzs[we1 A Taaoc) Tasipc) + Tzaxc) T2y Tasfze) Tzotwe) Tzaoc1dd Tzs g c)
+ 2T 11xc1 T2y Tasfze] ATz [we1 A Tzat0c) Tzs[wc) T 2T21[xc) Tazy e Tasze A Tzs[we) Tzatoc A Tzs[ o]

+ 2T, 11x¢1 Tezy ) Tzarze) Tzorwey A Tzar0¢1A T26 0

ddTop = ddTgcTy31z8¢) + 2dTecdT,3(2¢) + Topdd T,z 2 (2.48)
ddTgy; = [0]4xa (2.49)
ddT,7i = Tye(832i) Tza[s43i] Tz3[z54i] Tze[s6511dd Tz6[076i] (2.50)
ddT710i = ddT,s[pg7i) Tza[098i) Tz3[z109i] T+ Tzs[e87i]ddTz4[098i] Tz3[z109i] (2.51)

+T,51087i) Tza[098i]dd T23[2100i] + Tzs[087i] Tz4[098i]dd T23[2100i]
+2dT;5(087i]dT24[098i) Tz3[z100i] T 2dT25[087i) Tz4[098i1 A T23[2109i]
+2T;51087i1 A T24[098i1 A T23[z109i]

ddTy013i = ddT,ae1110i) Tzse12110) Tz3[z13121] + 2dTz4[81110i1dT2s[01211i1] T23[21312i1] (2.52)

+T24101110i19d 250121111 Tz3[213121]
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ddTop = dd Tz pp) Tratypi Teatzpi Tzery 1Mo + Taalxp1ddTez(yp) Teatzp) Tzswi Mo (2.54)
+To11xp) To21yp1 4 Te3(zp) Tz6w1 M + ot (xp) Ta2lyp) T3 1zp1 4 T [y Moy
+ Tz (xp) Tz2lyp) Teslzp) Tasly1 ApMo + 2dTz1xp) A Tazlyp) Tzafzp) Tzo w1 Mo
+2d o1 xp) Tazlyp1 A Tesfzp) Tasly1 Mo + 2dToa [xp) Tazlyp) Tzalzp) dTzely1 Moy
+2dTz1xp) Tz2lyp) Tz3fzp) Tz6 w1 WMo + 2T210xp) dToz(yp) A T2312p) Toelw1 Mo
+ 2T (xp) 4 Tz2(yp) Tz3(zp) 4 Tas 1 Moy + 2Ta1xp1 A To21yp) Taz12p) Toelw Wo Mo
+2T211xp) Tz2lyp) ATz312p) A Tz6 (w1 My + 2Tz1xp) To2lyp) ATz312p) Tze ) Wo Moy
+2To11xp) To21yp) Tz312p1 A T26 1) W Moy
ddTp1g; = [0]4xa (2.55)
ddLI = ddTogTg2iT27iT710i Tr013i + 2dTopdTe2iT27i T710i T1013i (2.56)
+2dTopTe2idT27iT710i Tr013i + 2dTopTe2iT27idT710i 10131 + 2dTosTR2iT27i T7101d T1013i
+Tog. ddTp2iT27iT710i T1013i + 2TopdTr21dT27iT710i T1013i + 2TodTB2iT271dT710i Tr013i
+2TopdTp2iT27iT710idT10131 + TosTB2iddT27i T710i T1013i + 2ToTe2idT271dT710i T1013i
+2TopTB2idT27i T710idT1013i + TosTR2iT271ddT710i Tr013i + 2TopTR2i T27idT710id T1013i
+TosTr2iT27iT710iddT1013

ddLD = ddTOPTP18i + ZdTop. dTP18i + TOPddTP18i (257)

2.9 Solucién numérica

La plataforma Stewart, al tratarse de un manipulador paralelo con las
caracteristicas de sus actuadores lineales en una cadena cerrada, cuenta con una
configuracion completamente predecible al estar éstos totalmente contraidos, lo
que permite determinar facilmente las condiciones iniciales del movimiento del
manipulador a diferencia de los manipuladores enteramente seriales.

La facil determinacibn de las condiciones iniciales, angulos, posiciones y
distancias relativas entre eslabones y articulaciones, son ideales para implementar
una soluciéon numérica ofrecida por el software de desarrollo matematico o algebra
computacional Mathematica, para la solucion de las ecuaciones de posicion,
velocidad y aceleracion evitando una laboriosa solucion analitica o algebraica.
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2. Analisis cinematico

Los sistemas de ecuaciones obtenidos en la posicion, velocidad y aceleracion del
manipulador fueron obtenidas mediante el software Mathematica version 8. En el
caso de la posicidn, el sistema es no lineal por lo que se utilizé el comando
FindRoot en el que se especifica un valor inicial para cada una de las variables,
dicha instruccion busca una solucion utilizando métodos de Newton.

La velocidad y la aceleracibn presentan sistemas lineales (ecuaciones
polinomiales de primer grado) por lo que el comando adecuado para obtener la
solucion es Solve. El algoritmo de esta instruccion no requiere dar valores
iniciales.

El software permite realizar la simulacién de la plataforma de Stewart de acuerdo a
la trayectoria dada (recta con perfil de velocidad quintico) con un intervalo de
tiempo de cero a cinco segundos.

Los valores de angulos y longitudes constantes de cada cadena cinematica que
conforma a la Plataforma Stewart (PS) se muestran en la tabla 2.1.
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2. Analisis cinematico

Tabla 2.1. Parametros de cada una de las cadenas cinematicas de la PS

G G G Cs G Ce

J1Bi 300° 180° 60° 300° 180° 60°

X21i(cm) 15.11 | 15.11 | 15.11 | 15.11 | 15.11 | 15.11

532i -30° | 90° | -150° | -30° | 90° | 210°

43i 55° 55° | 55° 55° 55° | 55°
Z54i(cm) 4 4 4 4 4 4

565i 45° | 45° | 45° 45° 45° | 45°

Z1312ifcm) | 4.5 4.5 4.5 4.5 4.5 4.5

S14pi 240° | 240° | 0° 0° 120° | 120°

X1514i(cm) 15.11 | 15.11 | 15.11 | 15.11 | 15.11 | 15.11

01615i 30° 30° -90° -90° -150° | 150°
01716i 55° 55° 55° 55° 55° 55°
01817i 45° 45° 45° 45° 45° 45°

2.10 Resultados

En las imagenes de la Figura 2.13 se muestran las graficas de las posiciones,
velocidades y aceleraciones del actuador. Estos valores corresponden a una
trayectoria vertical donde los valores iniciales y finales para las posiciones y
angulos son: p; = {0,0,0.1061}m p; = {0,0,0.1261}m B; = {0,0,0} B = {0,0,0}.
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Figura 2.13 Gréficas de posicién, velocidad y aceleracidn de todos los actuadores.
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2. Analisis cinematico

Los resultados de la Figura 2.13 confirman que las ecuaciones obtenidas
coinciden con la simetria mencionada entre las cadenas cinematicas del
manipulador. Esto permite confiar en los resultados para trayectorias mas
complejas, como los correspondientes a las posiciones, velocidades vy
aceleraciones del actuador mostrados en las Figuras 2.14-2.16Correspondientes a
la trayectoria definida por los valores iniciales y finales p; ={0,0,0.1061m}
ps = {—0.01,-0.02,0.1261}m  B; ={0,00} B;=1{0,10,0}. El resto de los
resultados para esta misma trayectoria se encuentran en el apéndice A.

i 0 1 2 | 210,96
> 0.1
=
E 210,95
E 0 1 0 | 210,92

0. 09 P i . ! Z10,91
| | | | i { 210,94
0o 1 2 3 4 5
t (s
Figuras 2.14 Resultados de z; o;
0.010 —
Im dzyg 95
0.005 e —T—
0.000 |t ——
0 1 2 3 4 9

t(s)

Figuras 2.15 Resultados de dzy o;
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Capitulo 3

Determinacion de Momentos de Inercia

3.1. Introduccion

El momento de inercia mide la resistencia de un cuerpo a la aceleracion angular

[9].

Como se ha expuesto en el capitulo anterior, se ha realizado la cinematica inversa
del manipulador a partir de la cual, se realizara el andlisis dinamico del mismo.
Parte de este analisis comprende la determinacion de los momentos de inercia de
aguellos cuerpos que conforman al manipulador, con masa suficiente para influir
en el comportamiento del mecanismo.

Lo relevante del presente capitulo reside en la forma de obtencién de los
momentos de inercia: tedrica, experimental y a través de un software de CAD
(Solid Works). La razén de utilizar estos tres métodos se debe a que se esta
estudiando un prototipo fisico (Figura 3.1), que esta formado por diversas piezas
en donde algunas de ellas tienen una geometria compleja, por tanto, determinar
el momento de inercia de éstas resulta una tarea dificil y que puede presentar
errores, los cuales se van sumando entre mayor sea el numero de ellas. Cabe
mencionar que no en todos los cuerpos se realizaron los tres métodos, lo cual
dependiod de sus caracteristicas fisicas.

Figura 3.1 Dibujo del prototipo
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3.2. Método experimental y justificacion del mismo

El método empleado para la determinacion de los momentos de inercia es un
meétodo experimental expuesto detalladamente en el trabajo “Determination of an
irregular object’s moment of inertia”[10].

Dicho experimento ha sido escogido ya que permite determinar los momentos de
inercia con respecto al centro de masa de un objeto compuesto y no homogéneo,
como es el caso de los motores del robot.

b)

Figura 3.2 (a) Elementos de la plataforma superior, (b) Elementos de la plataforma inferior
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3. Determinacién de Momentos de Inercia

El dispositivo en su configuracién original, Figura 3.2 consiste de una plataforma
superior (4) paralela a una inferior (2). La plataforma superior fijada al armazoén de
acero (3) cuenta con un fotometro (7) y un medidor de fuerza (5) que para estas
pruebas no fueron requeridos, en ésta misma se encuentran unas armellas (6)
ubicadas en una circunferencia de radio igual a la que contiene a los agujeros de
la plataforma inferior, 0 péndulo si se prefiere. La plataforma inferior que contiene
al objeto cuyo momento de inercia se va a determinar esta hecha de triplay de 40
centimetros de diametro, y una masa de poco méas de 100 gramos y esta unida a
la plataforma superior por medio de tres hilos delgados (1) de masa despreciable
de 2 metros de longitud.

De acuerdo a la consideracion descrita por el autor del articulo, debe mantenerse
una relacion de 10: 1 entre el peso de la plataforma y el peso del objeto, se supuso
que dicha base no funcionaria por ser demasiado pesada en relacion a los
cuerpos a ensayar, esto se pudo corroborar realizando una primera prueba con un
cilindro de acero de 214 gramos, considerando que de este orden son las masas
de los cuerpos que se analizarian. El resultado obtenido mostr6 que existia un
error de mas del 50%, por esta razon se reemplazo la plataforma inferior por dos
discos compactos o CD’s ya que su distribucion de masa puede considerarse
homogénea, ademas de presentar rigidez suficiente ante el peso de los objetos
gue se montarian en ésta.

Debido a las modificaciones realizadas al aparato, éste fue probado para
comprobar que efectivamente seria capaz de determinar correctamente los
momentos de inercia.

Cabe mencionar que el experimento nunca se habia considerado para objetos de
masa inferior a 1 Kg, asi que de acuerdo a las condiciones sefialadas en el trabajo
de la referencia [10] se realizaron las modificaciones mencionadas.

Ya con las modificaciones, se realiz0 una prueba para comprobar que
efectivamente el dispositivo seria capaz de determinar correctamente los
momentos de inercia.

El dispositivo modificado, asi como su diagrama de cuerpo libre se muestran en la
Figura 3.3.
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Lziozito/ea

0~

8,

Y

U

a) b)

Figura 3.3 (a) Fotografia real del dispositivo después de las modificaciones. (b) Diagrama de
cuerpo libre del dispositivo.

El experimento se realiza de la siguiente forma: se coloca el cuerpo sobre la
plataforma inferior haciendo coincidir su centro de masa con el centro de la base,
se hace girar manualmente la plataforma inferior respecto a la vertical un angulo 6,
Figura 3.3 b), para posteriormente soltarla y hacer que esta oscile de tal forma que
se pueda calcular su periodo, con este dato, la longitud de la cuerda del péndulo,
la distancia del centro de la plataforma a la unién del hilo y la plataforma, asi como
el momento de inercia de la plataforma inferior, se determina el momento de
inercia.

A continuacién se describen los andlisis teoricos, experimentales y a través del
software de CAD para los cuerpos que conforman la Plataforma de Stewart. Cabe
sefialar que debido a la simetria de ésta, se consideraron los elementos que
conforman una cadena cinematica del manipulador construida por las placas
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superior, inferior y los elementos que integran una pierna (leg) como se muestra
en la Figura 3.4.

Figura 3.4 Cadena Cinematica

3.3. Calibracion del dispositivo experimental

Para garantizar que el dispositivo arrojara resultados congruentes con la realidad,
se dispuso a realizar pruebas en un objeto regular y homogéneo como lo es el
caso de un cilindro de acero de 3.8¢m de diametro y 2.35cm de altura con una
masa de 214g.

Al calcular el momento de inercia analiticamente y también por medio del software
de CAD, se espera que los resultados del método analitico y del CAD sean iguales
mientras que lo deseable en el método experimental es que no tenga una
diferencia mayor al cinco por ciento con respecto a los dos anteriores y que
consideraremos como aceptable para nuestro estudio. Los tres célculos se
mencionan a continuacion y hacen referencia a la orientacién de ejes mostrados
en la Figura 3.5 entendiendo que su ubicacion se encuentra en el centro de masa
del patrén de acero.
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<

Figura 3.5 Patrén de acero

Céalculo analitico

De acuerdo a la férmula:
I, = ~mr? (3.1)
yy — 2 '

Se tiene que con los valores m = 0.214Kg y r = 0.019m el momento de inercia
correspondiente seria:

1

Iy = (0.214K g)(0.019m)? (3.2)

I, = 0.000038627 Kg - m*

Céalculo mediante software de CAD

El software de CAD permite calcular los momentos de inercia de los solidos
dibujados en él, los resultados se muestran en el recuadro sefialado por una
flecha en la Figura 3.6.
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i Propiedades fisicas El_lé]

IImprimir...I I Copiar I l Cerrar J lOpciones...J lRecaIcuIarI

Sistema de coordenadas de - Predeterminado - -

PATROM ACERO.SLDPRT
lementos seleccionados:

Incluir solidos/componentes ocultos

Mostrar sistema de coordenadas de salida en la esquina de la vent

|:| Propiedades fisicas asignadz

Propiedades fisicas de PATROMN ACERC | Part Configuration - Predeterminado ) -
Sistemna de coordenadas de salida: -- predeterminado --

Densidad = 8030,01800000 kilogramos por metro cibico

Masa = 0.21401364 kilogramaos

Volumen = 0.00002665 metros*3

Area de superficie = 0.00507367 metros*2

m

Centro de masa: [ metros )
¥ = 0,00000000
¥ = 0.01175000
Z = 0,00000000

Ejes principales de inercia y momentos principales de inercia: [ kilogramas * metros®2 )
Medido desde el centro de masa.

b = (0.00000000, 0.00000000, 1.00000000) Px = 0.00002916
Iy = (1.00000000, 0.00000000, 0.00000000) Py = 0.00002916
Iz = (0.00000000, 1.00000000, 0.00000000) Pz = 0.00002863

Momentos de inercia: [ kilogramos * metros~2 )

[(Medido desde el centro de masa y alineado con el sistema de coordenadas resultante)
Lo = 0.00002916 Ly = 0.00000000 Lxz = 0.00000000
Lyx = 0.00000000 Lyy = 0.00003563 Lyz = 0.00000000 <::
Lz = 0.00000000 Lzy = 0.00000000 Lzz = 000002916
4 F
= )

Figura 3.6 Los momentos de inercia calculados por el CAD se encuentran sefialados en el recuadro.
Calculo experimental

Este calculo fue hecho de acuerdo a las indicaciones del autor, se alinean el
centro de masa aproximado del objeto a analizar con el de la plataforma inferior.

Se procedio al experimento estableciendo un nimero de veinte ciclos (n = 20) de
los cuales se cronometro el tiempo total del experimento (T), para después poder
obtener el periodo (t =T/n) de una oscilacion, los datos de esta prueba
cronometrada se muestran en la Tabla 3.1

Tabla 3.1 Tiempos correspondientes a la determinacion del momento de inercia I,,,.

. . . Tiempo
Tiempo 1 Tiempo 2 Tiempo 3 promedio
Iy, 17.8s 179s 17.7s 17.8s
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Al tiempo promedio de la Tabla 3.1 s6lo hace falta agregar el valor de las variables
mostradas en el diagrama de cuerpo libre del experimento mostrado en la
Figura3.1 (b), asi como el momento de inercia del eje perpendicular a la superficie
de la plataforma que para el caso de esta prueba los resultados obtenidos fueron
los siguientes:

1; = 0.057m
m=0.214 Kg
T=178s (3.3)
T
t=—
n
21
w=—
t
L=148m

1 1
loptat = 5M(Rexe + Rie) = 5 (0.0294K9)[(0.06m)? + (0.0075m)?]

I6 prar = 0.000053746875 K g - m?

Donde r; es la distancia radial del centro de la plataforma al punto donde se une la
plataforma con el hilo, m es la masa de la plataforma, T el tiempo del experimento,
t el periodo de un ciclo de oscilacion, w la velocidad angular de la plataforma y L la
longitud de la plataforma.

2
rémg
IGG,obj= w21 _IGG,plat (34)

Sustituyendo los valores de (3.3) en (3.4) obtenemos:

(0.057m)?(0.214Kg)(9.72 m/s?)

[Zn(ZO)
17.8s

GG,obj= — 0.000053746 Kg - m?

]2 (1.48m)

I66,0pj=0.000038905 Kg - m* (3.5)

Error entre el calculo experimental y analitico al determinar el momento de inercia
1, de acuerdo al sistema mostrado en la Figura 3.5.

e = (0.000038905—0.000038627

s )100% = 1.8794356% (3.6)
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El error estd dentro del limite de 5% que se considerard aceptable para nuestro
analisis y comprueba que el método es fiable para nuestros fines.

3.4. Calculo del momento de inercia del cuerpo C,; (Conjunto motor)

Habiendo corroborado la fiabilidad del método experimental procederemos a
calcular el cuerpo C,;.

Ya que el cuerpo C,; esta anclado a la plataforma fija al mévil, y no presentara
movimiento relativo con respecto a ésta, no tendra repercusion en las velocidades
y aceleraciones angulares del movil, si consideramos también el hecho de que su
masa de 15g, al compararla con la del conjunto del motor de 475g o el de la
plataforma superior de cerca de 1000g, es despreciable.

Aclarado lo anterior se calcula el momento de inercia del conjunto motor de
acuerdo a los pasos explicados en la seccion 3.3 y se obtienen los datos
mostrados en la Tabla 3.2 que corresponden a los ejes mostrados en la Figura
3.7, asi como imagenes del experimento correspondiente en la Figura 3.8.

Figura 3.7 Conjunto motor formado por el mismo motor, abrazadera, contenedor del actuador y engranes.

Tabla 3.2 Tiempos correspondientes a la determinacion de cada momento de inercia.

Tiempo 1 Tiempo 2 Tiempo 3 p-lr_ci)m%(i)o
Ly 20.1s 20.3s 20.1s 20.16 s
Ly, 234s 23.4s 234s 23.40s
I,, 16.1s 164 s 16.2s 16.23s
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a) b)

Figura 3.8 (a) Calculo de lyy, (b) Calculo de Ixx

Sustituyendo el tiempo promedio de la Tabla 3.2 correspondiente a cada momento
de inercia se procede a calcular los momentos de inercia experimentalmente como
se explico en la seccién 3.3.

Célculo de I,

Los datos necesarios para la ecuacion (3.4) son:

m = 047567Kg
T = 20.16s
T
t = - (3.7)
2T
w=—
t

La sustitucién en la formula (3.4) queda entonces:

(0.057m)?(0.47567Kg)(9.72m/s?)

21(20)
20.16s

— 0.000053746 Kg - m?

GG,obj=

]2 (1.48m)

I6,0pj=0.000207482 Kg - m* (3.8)
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Calculo de I,

Los datos necesarios para la ecuacion (3.4) son:

m = 047567Kg
T = 23.4s
T
t = - (3.9)
21
w=—
t

La sustitucion en la formula (3.4) queda entonces:

(0.057m)?(0.47567K g)(9.72m/s?)

[271(20)
23.4s

GG,obj= — 0.000053746 Kg - m?

]2 (1.48m)

I6,0pj=0.000298195K g - m* (3.10)

Calculo de I,

Los datos necesarios para la ecuacion (3.4) son:

m = 047567Kg
T = 16.23s
T
t = - (3.11)
2T
w=—
t

La sustitucion en la formula (3.4) queda entonces:

(0.057m)?(0.47567Kg)(9.72m/s?)

— 0.000053746 Kg - m?
[Zn(ZO)

GG,0bj=

2
16.235] (1.48m)

I66,0pj=0.000115561K g - m* (3.12)
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3.5 Calculo del momento de inercia del cuerpo C5; (Conjunto actuador)

Para la determinacion del momento de inercia del actuador se utilizé el software
de CAD ya que el método demostro no ser efectivo con piezas de masas
pequefias, dicho problema se explicara en la siguiente seccion.

A pesar de que el tornillo es en realidad una forma compleja por la cuerda de éste
y las piezas pequefias que estan unidas a él, puede ser idealizado para fines
practicos como un cilindro regular y homogéneo.

Céalculo mediante software de CAD

De acuerdo a los ejes mostrados en la Figura 3.9 correspondiente al dibujo
realizado en el software de CAD, los momentos de inercia calculados se muestran
en el recuadro sefialado por una flecha en la Figura 3.10.

Figura 3.9 Conjunto actuador
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B Propiedades fisicas | = &2
[ Imprimir... ] [ Copiar ] [ Cerrar ] [Dpciones...] [ Recalecular
Sistema de coordenadas de -~ Predeterminado -- A

TORMILLO ACTUADOR.SLDPRT
lementos seleccionados:

Incluir salidos/componentes ocultos

Maostrar sistema de coordenadas de salida en la esquina de la vent

|:| Propiedades fisicas asignads

Propiedades fisicas de TORMILLO ACTUADOR [ Part Configuration - Predeterminado | .
Sistema de coordenadas de salida: -- predeterminado --
Densidad = 0.00960442 kilogramos por centimetro clbico
Masa = 0.08692367 kilogramos
Volumen = 0.00000905 metros~3
Area de superficie = 0.00342527 metros~2
Centro de masa: [ metros |

¥ = 0.03993833

¥ =0.02293207
Z =0.03841612

m

Ejes principales de inercia y momentos principales de inercia: [ kilogramos * metros~2)
Medido desde el centro de masa.

Ix = (1.00000000, 0.00000000, 0.00000000) Px = 0.00000162
Iy = (0.00000000, 0.00000000, -1.00000000) Py = 0.00004707
Iz = (0.00000000, 1.00000000, 0.00000000) Pz = 0.00004712

Momentos de inercia: | kilogramos * metros®2 )
[Medido desde el centro de masa y alineado con el sistema de coordenadas resultante)

Lo = 0.00000162 Ly = L.00000000 Lz = 0.00000000
Lyx = 0.00000000 Lyy = 0.00004712 Lyz = 0.00000000
Lz = 0.00000000 Lzy = 0.00000000 Lzz = 0.00004707

-

4 (3

Figura 3.10 Momentos de inercia calculados por el CAD.

3.6 Calculo del momento de inercia del cuerpo C, y Cs (Plataforma
superior e inferior)

Debido a la geometria de las plataformas, el célculo de los momentos de inercia
se realizé analiticamente despreciando pequefias perforaciones hechas en ellas
para el uso de prisioneros que detienen a los cuerpos C;; Y C,; en la plataforma
inferior y superior respectivamente.
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Los momentos de inercia calculados son referidos al sistema mostrado en la
Figura 3.11 colocado en el centro de masa de la plataforma con masa de 19869,
un diametro exterior de 32cmy un agujero en el centro de la plataforma de 4cm.

Figura 3.11 Dibujo de la plataforma superior e inferior

Calculo de I, e I,

Ya que la plataforma es una placa circular se puede concluir debido a su simetria
que I, = I, y se calcula de la siguiente manera de acuerdo a la férmula:

L = s m(R% + R%, (3.13)
Donde:
m = 1.986 Kg
Rexe = 0.16m (3.14)
Rint = 0.0Z2m

Sustituyendo (3.14) en (3.13) se tiene:
1
Ly = Z(1.9861{g)[(o.16m)2 + (0.02m)?]

Lx = L, = 0.012909K g - m? (3.15)
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3. Determinacién de Momentos de Inercia

Célculo de 1.

De acuerdo a la férmula:

I, = %m(Rezxt + Riznt (3.16)
Donde:
m = 1.986 Kg
Ry = 0.16m (3.17)
Ripe = 0.02m

Sustituyendo (3.17) en (3.16) se tiene:
1
1, = > (1.986K9)[(0.16m)? + (0.02m)?]

I,, = 0.025818 Kg - m? (3.18)

3.7. Aplicacion del método experimental en piezas de masas
pequefias

Como se ha explicado en la seccién 3.4, la masa del cuerpo C;; es despreciada al
compararla con la de la plataforma mavil (cuerpo Cs), este caso se repite con el
cuerpo Cy;.

A pesar de despreciar la influencia de las masas correspondiente a los cuerpos Cj;
y C4; se buscé comprobar si el método experimental era capaz de determinar
fiablemente los momentos de inercia para objetos con masas pequefias o bien,
menores a 150g. lo que de acuerdo al autor, nos obligaria a disefiar otra nueva
plataforma para dichos objetos y poder seguir manteniendo la relacién de 10:1
entre la masa del objeto y la plataforma.

Dicha condicién limit6 el disefio de la plataforma a poseer una masa no mayor a
15g. Esta condicion por si misma redujo bastante el radio de la plataforma aunque
a pesar de eso se tuvo que reducir alin mas para evitar pandearse ante el peso
del objeto que sostenia.
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3. Determinacién de Momentos de Inercia

Al montar la plataforma con un radio final de 2.65cm, de inmediato se hicieron
notar los problemas de la nueva adaptacion del método, ya que al contar con un
radio tan pequefio resultd muy dificil mantener la horizontalidad de la plataforma
necesaria para garantizar que el momento de inercia que se calcula sea
efectivamente el de un eje con respecto al centro de masa del objeto.

Se hizo la misma prueba de calibracibn a este nuevo montaje justo como se
explic en la seccidn 3.3, solo que ahora se utilizé un cilindro hueco de bronce con
una masa m = 55.65g ya que tiene el mismo orden que los cuerpos C;; Y Cu;-

El resultado arrojado por el método analitico y la implementacion del software de
CAD al calcular el momento de inercia I, correspondiente al sistema mostrado en
la Figura 3.12, result6 ser de 0.00000500 Kg - m? mientras que el del método
experimental resulté ser de 0.00003984 Kg - m? lo que da como resultado un error
inaceptable de 696.8%.

0

(

Figura 3.12 Cilindro hueco de bronce
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Capitulo 4
Analisis Dinamico
4.1 Introduccion

En éste capitulo se realiza el analisis dinamico del manipulador utilizando el
algoritmo recursivo de Newton-Euler, éste hace referencia al estudio del
manipulador incorporando todos los momentos y fuerzas que actian sobre los
eslabones. Las ecuaciones obtenidas con dicho método incluiran todos los
momentos Yy fuerzas restrictivas debidas a las articulaciones entre dos eslabones
adyacentes, asi como las fuerzas activas, producidas por los torques de los
actuadores y los propios pesos de los eslabones y las fuerzas inerciales.

El método se denomina recursivo debido a que calcula de manera progresiva o
adelantada las velocidades, fuerzas y demas caracteristicas dinamicas de los
eslabones anteriores o0 posteriores al que se desea calcular su estado dinAmico
ante alguna solicitacion.

Debido a la simetria de las cadenas cinematicas del manipulador se estudiara una
sola como se muestra en la Figura 4.1 donde se puede observar cada uno de los
nombres de los cuerpos del manipulador.

Figura 4.1 Cuerpos del manipulador



4. Andlisis Dindmico

Se necesita definir a la matriz Q;;, como la matriz de transformacion de torsores
gue proyecta la base m a la n, asi como tambien la matriz R}, como la matriz de
rotacibn que proyecta la base m a la n, estas transformaciones son
indispensables, ya que en el analisis dinamico, los torsores deben estar definidos
en un mismo sistema para poder sumarse, obteniendo entonces:

~ 0
errllz[nn n]
SmBRm  Rm

Las matrices de rotacion se definen de la siguiente manera:

1 0 0 c6, 0 sb, c6, —s6, 0
R,4(0y) = [0 €Oy —sOx|Rys (93;) = 0 1 0 R,c(6,) = [592 c6, 0]
0 sO, co, —-s6, 0 co, 0 0 1

La matriz S} es una matriz que representa la operacion de producto cruz y
equivalena S =r x:

00 0 0 0 y
S =10 0 —x|,S,(»=]0 0 0

0 x O -y 0 0 0O 0 O
0 -z y
Sx,y,z)=| z 0 —x]
-y X 0
( |
L > )



4. Andlisis Dindmico

4.2 Analisis del cuerpo 1i

Acontinuacion se presenta el andlisis del cuerpo 1i. La Figura 4.2 muestra su
diagrama de cuerpo libre.

k7

Fg1;

Figura 4.2. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 1i.

4.2.1 Ecuaciones Dinamicas
La suma total de las fuerzas actuando sobre el cuerpo 1i es:
Fi+FR+F;=0 (4.1)

Se definen a cada una de las fuerzas como torsor de fuerzas de accion, torsor de
fuerzas reactivas y torsor de fuerzas de inercia sobre el cuerpo 1i,
respectivamente, de la siguiente manera:

sz} = giWu‘
Fﬁ = FO,li - Q’?iiFl,Zi (4-2)
F41i = [FGli»MOALi]T

Se define a M,,, como el momento debido a las fuerzas inerciales, es medido
desde el origen de la base m. Los componentes del torsor de fuerza inercial se
definen como:
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4. Andlisis Dindmico

_ 4i
Fgii = —my;agy;
_ 4i 4i 4i 4i 4i
Moy = — (]Gli“oii + wily X (Jeriwehy) + ray X (mliaGlli)) (4.3)

Ya que el cuerpo 1i se encuentra en condiciones estaticas respecto a la placa
inferior del manipulador, los términos de velocidades y aceleraciones son iguales a
cero, haciendo que el torsor de fuerza inercial tenga un valor de cero.

Fl;=0 (4.4)

Ademas, se definen los términos de los torsores de fuerzas de accion y torsor de
fuerzas reactivas como sigue:

Wli = [O;O; —m,;g, O,O,O]T
T
Fo,1i = [Foxi» Fo.1yir Fo,12i,Mo,1xi Mo 1yis Mo, 12i] (4.5)
T
F1,2i = [F1,2xi:F1,2yi:Fl,Zzi,O'O'O]

Pueden ahora escribirse las expresiones correspondientes para QX y Q4 como
sigue:

| RO
o " lssiry Ry

. R 0
7i = lsﬂ-” l (4.6)

SRS RY
Donde:

Rgi = ROCRZ6(6lBi)RZ6(632i)Rz4(643i)

Roc = Rz6(1/)c)Rz4(Hc)Rz6(¢c)
RZi = ROCRZ6(6lBi+632i)Rz4(643i) 4.7)
R = (R9)™ = Rya(sa3ty Rus(s1pirssziy Roc'
RocT = Reo = Rze(—¢c)Rz4(—9c)Rze(—¢c)
Rgi = Rz4(—643i)Rz6(—(6lBi+632i))RCO

R7t = Rye(s651)Rze(0760)
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También:
. 0 —Zg1i
53“ = Se1i = S(X616, Ye1ir Z1i) = |Z61i 0
Y61  XG1i
] 0 —Zs5yi 0
S;l'll = S(O;O; ZS4i) = [Z54i 0 0]
0 0 0

4.3 Analisis del cuerpo 2i

Yeii

—XG1i
0

|

(4.8)

Acontinuacion se presenta el analisis del cuerpo 2i. La Figura 4.3 muestra su

diagrama de cuerpo libre.

4.3.1 Ecuaciones Dinamicas

La suma total de las fuerzas actuando sobre el cuerpo 2i, tenemos:

Ffi+FX+F, =0

—F; 3;

Figura 4.3 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 2i.
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4. Andlisis Dindmico

Se definen a cada una de las fuerzas como torsor de fuerzas de accion, torsor de
fuerzas reactivas y torsor de fuerzas de inercia sobre el cuerpo 2i,
respectivamente, de la siguiente manera:

A _ N7 71
F7i = Qo'W + Qg Fe;
R __ 71
F7i = Fi2i — QqiF2i (4.10)
I _ T
F7; = [Fgai, Mo7i]
El término F.; se define como el torsor de empuje sobre el vastago del actuador.
A continuacion se definen los componentes del torsor de fuerza inercial:
— 7i
Fgai = —myazy;
Moz = — (Jaialsi + w2b; X (Jaiw?lhi) + 1ésy X (myialh;) (4.11)
07t — G2i%02i Wo2i G2iWo2i G2i’ 2i%G2i .

Donde J;,; se define como la matriz de inercias del cuerpo 2i de la siguiente
manera:

] 2ixx _] 2ixy _] 2ixz
]c;zi = _]Ziyx ]Ziyy _]Ziyz (412)
_] 2izx _] 2izy ] 2izz

Ademas se definen los términos de los torsores de fuerzas de accion y torsor de
fuerzas reactivas como sigue:

WZi = [O;O; —my; g, O,O,O]T
T
F2'3i = [F2,3xi' F2,3yl" 0, M2,3xi' M2,3yi, M2,3zi] (4.13)
FCi = [010’ Fczi, O,O,O]T

Las expresiones correspondientes para Q7! y Q2% se escriben como sigue:

70 —
o =

(4.14)

R7¢ 0
S3'R3 RY!

n_l R 0]

91 — 7i p7i 71
S9'iR9'i R9'i
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Donde:
R37; = RocRye(s5181)Rz6(5320) Rza5430) Rz6(5650) Rz6(6761)
R37; = RocRye(s518i+632i) Rza5430) Rz6(565i+6760)
R7' = (R9)T (4.15)
(RS)™ = Rye(s651+6761) Rzasazi) Rzss1pivssaiy Roc'
(R2)" = Rye(—(s65i+6761))Rza(-5430)Rz6(~(51Bi+8320))Reo
R%% = Rys0871)Rza098i)
También:
_ 0 —Zgi Yo
Sot = Se2i = S(Xg2i Ye2ir Z62i) = | Z62i 0 —XG2i (4.16)
Ye2i  Xc2i 0
. 0 _Zg’i O
Sgll = S(0,0, Z9'i) =129 0 0
0 0 0

4.3.2 Ecuaciones Cinematicas

i, /£ o

Figura 4.4 Centro de gravedad del cuerpo 2i
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De acuerdo a la Figura 4.4, se puede ubicar al centro de gravedad del cuerpo 2i
con la siguiente ecuacion vectorial de posicion definida en la base inercial:

Toi =18+ 18 +1y + 15 +1850 (4.17)
Donde:
o _ po .71
Te2ir = R7iT62i

Derivando con respecto al tiempo la ecuacion (4.17) y considerando a r2, 18, r5; ¥
74 COMoO constantes, se obtiene la ecuacion de la velocidad del centro de masa del
cuerpo 2i definida en la base inercial:

o] _ (0]
Vgai = Vgair
o — o) o
Vgai = Wo2i X Tgoi (4.18)

El vector de velocidad angular wg,; se explica de manera anéloga al vector de
posicion rg,;- ya que en el célculo de la cinemética, los valores de las posiciones,
velocidades y aceleraciones corresponden a los sistemas locales

w9 = R wlhy (4.19)

El vector wl,; hace referencia al vector de velocidad angular definido en el
sistema local 7i del cuerpo 2i que ya ha sido calculado en el andlisis cinematico, y
por lo tanto puede reescribirse de la siguiente manera:

“)Z;iZi' = 976ik2ii = 9.76ik77£ = 9.76i[0'0’1]T (4-20)

La aceleracion del centro de gravedad se obtiene al derivar con respecto al
tiempo la ecuacion (4.18):

Agai = Agay
Agoi = Aoy X Tgoi + Wgpi X (W52 X 1G517) (4.21)
El vector de aceleracion angular inercial para el cuerpo 2i se define como:
g = R§alsy (4.22)
Donde aZ; se define en la base local 7i:

“Z;izi' = d76ik2ii = d76ik;ii = d76i[0'0'1]T (4.23)
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Se ha logrado encontrar las velocidades y aceleraciones para el centro de
gravedad referidas a la base inercial, a continuacion se proyectaran sobre la base
local del cuerpo 2i con la ayuda de las matrices de rotacion.

Al proyectar w?,; en la base local 7i se tiene:

71
021 - R 021

71
021 R R71w621

oZL R7lw21 (4-24)

7i
Wo2i = (‘)21

Al proyectar ag,; en la base local 7i se tiene:

— 7l
021 R 021

71
021 _R R7laGZl

!

Uo2i = R7la21 (4-25)

70 _ 71
Qo2i = Az
Al proyectar ag,; en la base local 7i se tiene:
71 _ p7i,0
AG2i = Ro'agy;
70 _ p7 7i 7 7 7i..0
aga; = RI' gy X ROy + R w3y, X (R ‘why Rolrazi') (4.26)

7i 70
Qg = Ay X rGZl + w} X (wZI X TGZL)
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4.4 Andlisis del cuerpo 3i

A continuacién se presenta el analisis del cuerpo 3i. La Figura 4.5 muestra su
diagrama de cuerpo libre.

Ky
—F34;
I
Fe.-
; 91
llliM \jlli ; /
N
r63i
F W 3;
2,31 k9 g
Lo Joi
—F;
Figura 4.5 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 3i
4.4.1 Ecuaciones Dinamicas
La suma total de las fuerzas actuando sobre el cuerpo 3i, tenemos:

Se definen a cada una de las fuerzas como torsor de fuerzas de accion, torsor de
fuerzas reactivas y torsor de fuerzas de inercia sobre el cuerpo 3i,
respectivamente, de la siguiente manera:
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4. Andlisis Dindmico

F§i = —Fgi + Q) "Wy
F§i =Fy3; — f’liiFSAi (4.28)
F91’i = [FG3i'MO9’i]T
A continuacion se definen los componentes del torsor de fuerza inercial:
Fg3i = —msia?;gi
Moy = — (]G3ia2;s‘ii + wig; X (Jeai0031) + 7ag; X (msiagsii)) (4.29)

Donde J;3;; se define como la matriz de inercias del cuerpo 3i de la siguiente
manera:

] 3ixx _] 3ixy _] 3ixz
Jesi = _]3iyx ]3iyy _]3iyz (4.30)
_] 3izx _] 3izy ] 3izz

Ademas, se definen los términos de los torsores de fuerzas de accion y de fuerzas
reactivas como sigue:

W3i = [O;O; —ms; 9, O,O,O]T
T
Fs4; = [F3,4xi: F34y1, F3,420,0, M3,4,Zl-] (4.31)

Las expresiones correspondientes para Q¢ y Q3 se escriben como sigue:
.y R9'i 0
ot = [ oo noi (4.32)
So ‘Ro* R,
9i
9i _ I Ri1; 0 I
118 = | @9 p9'i 9
SlliRlli Rlli
Donde La matriz RJ* se define de la siguiente manera:

R3' = Ry4(-698i)Rzs(—0871) Rze (- (8651 +6760) Rza(-s430)Rze(— (5181483200 Rco (4.33)

Por otro lado, la matriz R}; se define como:

R(13,1ii = R;4(011101) (4-34)
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También:
3 0 —Zg3i  YG3i
So ' = Seai = S(Xg3i, Yeair Ze3i) = |Ze3i 0 —XG3i (4.35)
YG3i  XG3i 0
o 0 —(Z100i—291) O
Si1i = 5(0,0,z9) = (Z109i—Z9'i) 0 0
0 0 0

4.4.2 Ecuaciones Cinematicas

De acuerdo a la Figura 4.6, se puede ubicar al centro de gravedad del cuerpo 3i
de acuerdo a la siguiente ecuacidén vectorial de posicién definida en la base
inercial:

Figura 4.6 Centro de gravedad del cuerpo 3i

62

——
| —



4. Andlisis Dindmico

Tosi =18+ 18 + 1y + 15 +re + 1851 (4.36)
Donde:
0o _ po ..9i
To; = Rg;Tg;

0 — po ,.9i
T3t = RoiT¢sy

Para obtener las ecuaciones de velocidad del centro de masa, debe entenderse
que la velocidad del cuerpo anterior al cuerpo en estudio, afecta directamente la
velocidad de su centro de masa. Los valores de r?, rg, y ry siguen
considerdndose como constantes, asi que al derivar con respecto al tiempo a la
ecuacion (4.36), sus derivadas valen cero, obteniendo:

o _ (0] (0] (o]
Vgai = Vai T Vg + U3y

De acuerdo a lo que se ha explicado, el vector de velocidad vy, no afecta la
velocidad del centro de masa del cuerpo 3i, pero el vector de velocidad vg;
proporciona una componente de velocidad que debe ser considerada al calcular la
velocidad del centro de masa, quedando entonces:

Vgsi = Vi + Vs (4.37)
Al explicar cada de una de las partes de la ecuacion (4.37) se tiene que:
Vg; = Wopi X Tgopr
Vgsi = Vo3i T Wo3i X Tg310
Vs = R§v3i (4.38)
Vs?ii = Z10,9ik3ii = Z10,9i[0,0,1]T
Wg3i = Woy;

La aceleracion del centro de gravedad se obtiene al derivar con respecto al
tiempo la ecuacion (4.37):

o — o) o
Agzi = Ag; + gy
o __ [0) [0) o o o
Ag; = gy X Ty + Wopi X (Wop; X Tgy) (4.39)

o — o o) o) o) o) o o o
Agzy = Agz; + 2Wo3; X Vpsi + Agzi X Tz + Wogi X (o3 X T5s7)
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El vector de aceleracidén angular inercial y aceleracion lineal inercial para el cuerpo
3i se definen, en ese orden, de la siguiente manera:

o _ .0
Ao3i = Apyj

a031 = R9la’3l (4-40)
Donde alise define en la base local 9i:
agg = Zlo,9ik3ii = Z10,91 [0,0,1]7 (4.41)

Se ha logrado encontrar las velocidades y aceleraciones para el centro de
gravedad definidas en la base inercial, a continuacién se proyectaran sobre la
base local del cuerpo 3i con la ayuda de las matrices de rotacion.

Al proyectar wgs; en la base local 9i se tiene:

— 91
031 R 031
— P9
031 R R7le21

O3l R7lw3l (4-42)

9 __
w03l w3l

Al proyectar ag;; en la base local 9i se tiene:

— 91
031 R 031

— p9i 7i

031 R R7la21

9 _ 7i
Up3i = R7la3l (4-43)

9 _ 90
aoéi - a3;
Al proyectar v2,; en la base local 9i se tiene:
9 _ poai
Vs = Ro'gsy

9 __ 91 9i .0 9i,.0
Vgzr = Ro'Vp3; + Ro'wgz; X Rg'1gay (4.44)

vG3l = v03l + w03l X 7”G3L
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Al proyectar a2;; en la base local 9i se tiene:
agy; = ad + ads;
agi = R3'ad; = R'ady X RY'rg; + Ry wy; X (R3'w3y; X RY'TS);)
agf = azi X r5f + w3 X (w3f X 15})
adsy = R'adsy
adsy = R3'ads; + 2Ry wls; X RyWSs; + Ry ars; X Ry
+R3iwg3i(R3iw33i X Rgirgﬁ)
agsy = a3} + 2w3} X v3f + a3 X 1¢5y + w3i(w3i X 185r)

4.5 Analisis del cuerpo 4i

Acontinuacion se presenta el analisis del cuerpo 4i. La Figura 4.7 muestra su

diagrama de cuerpo libre.

kl?[
—Fy5;
i13i j:.B(
I
ki Fi1i
/ /

TG4i

b \§ Jaai

F34;

Figura 4.7 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 4i

(4.45)
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4.5.1 Ecuaciones Dinamicas
La suma total de las fuerzas actuando sobre el cuerpo 4i, tenemos:

FA+FR. +Fl,,=0 (4.46)

Se definen a cada una de las fuerzas: torsor de fuerzas de accidn, torsor de
fuerzas reactivas y torsor de fuerzas de inercia sobre el cuerpo 4i,
respectivamente, de la siguiente manera:

Fﬂi = Q;liWM’
F1R1i =F34; — Q1131.iiF4,5i (4-47)
F111i = [Fc4irM011i]T
A continuacién se definen los componentes del torsor de fuerza inercial:

_ 110
Fgai = —My;Qgy;

— 11§ 11 11§ 11i 11§
Mo11i = — (]G4i%4§ + wgai X (Jgaiwosi) + Taai X (m4iaG4li)) (4.48)

Donde J;,; se define como la matriz de inercia del cuerpo 4i de la siguiente
manera:

]4ixx _]4ixy _]4ixz
Joai = |Taiyx  Jaiyy  ~Jaiyz (4.49)

_] 4izx _] 4izy ] 4izz

Ademas, se definen los términos de los torsores de fuerzas de accion y torsor de
fuerzas reactivas como sigue:

W4i = [0,0, _m4ig, O,O,O]T
Fusi = [Fasxi» Fasyir Faszio Masxi» Masyir Maszi]" (4.50)
Las expresiones correspondientes para Q3 y Q1 se escriben como sigue:

110 —
o =

(4.51)

Rt 0
S;liRgli R%li]

11§
110 _ [ Ri3; 0
13i 7 | c11lip11i 11i

S13iRi3i  Rizi
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Donde:

R1i = RocRz6(518i)Rz6(532i) Rza(5430) Rz6(5651) Rz6(6761) Rz5 (6871  Rza(0981) Rza(011100)
R1i = RocRz6(51Bi+632i)Rza(5430)Rz6(565i+6761) Rz5(0871) Rza(098i+011100)
R = (RY )T (4.52)
R3Y = R,4(p08i+01110) Rzs(as7i)’ Rzs(sesi+arsi) Rzaesasiy’ Rzesipi+ssziy Roc'
R3™ = R,4(_(a98i+611100)) Rz (-6870)Rz6(— (565i+6761)) Rza(-6431) Rz6 (- (51Bi+63200) Reo

110 _
Ri3i = Rys012110)

También:
_ 0 —Zeai You
So™ = Sgai = S(XGai» Yeai Zai) = [Zea 0 —Xga (4.53)
Yeai  XGai 0
. 0 —z1312i 0
S13t=5(0,0,21312i) = |z1312i 0 0
0 0 0

4.5.2 Ecuaciones Cinematicas

De acuerdo a la Figura 4.8, se puede ubicar al centro de gravedad del cuerpo 4i

de acuerdo a la siguiente ecuacion vectorial de posicion definida en la base
inercial:

——

67

'



4. Andlisis Dindmico

Figura 4.8 Centro de gravedad del cuerpo 4i

o) — 0] o o) o) o) (0]
Teai = Tc T T 1y + 14 + Top + Tgayr

Donde:

0o _ po..9
Toci = RoiToc

0 — po 11i
Teair = Ri1iTgai

(4.54)

La velocidad del cuerpo anterior al cuerpo en estudio, afecta directamente la
velocidad del centro de masa de éste. Los valores de r?, rg, y ry; siguen
considerdndose como constantes, asi que al derivar con respecto al tiempo a la

ecuacion (4.54), sus derivadas valen cero, obteniendo:
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VGai = Vgi + Vgg + Vear (4.55)

De acuerdo a lo que se ha explicado, el vector de velocidad vy, no afecta la
velocidad del centro de masa del cuerpo 4i, pero el vector de velocidad vg,;
proporciona una componente de velocidad que debe ser considerada al calcular la
velocidad del centro de masa, quedando entonces:

Vai = Voci T Viai’ (4.56)
Al explicar cada de una de las partes de la ecuacion (4.56) se tiene que:
Voei = V3; + Wo3; X Toy (4.57)
o — o (o]
VGair = Woai X TGay

Al definir el vector de velocidad angular w?,; debe considerarse que la velocidad
angular del centro de masa del cuerpo 4i esta siendo afectada por la velocidad
angular del cuerpo anterior, quedando de la siguiente forma:

o) — o o
Wogi = W3; T Wy (4.58)
o _ po,h 9 0 11i
Wo4i = Rojw3z; + Riq;jwy;

Donde w}!' se define en la base local 11i:

110 _ A 110 _ A 100 _ 4 T
wai = O1110il11; = G11,10il10i = 911,1oi[1:0:0] (4.59)

La aceleracion del centro de gravedad se obtiene al derivar con respecto al
tiempo la ecuacion (4.56):

o — o) o
Agai = Agjc T Agyyr
) — ) [0) o o o o o o
Agei = Aoz + 2W03; X Vg3; + Agz; X Toe + Wo3i X (Wo3; X Tgoc;) (4.60)

o — o o o o o
Agay = Apai X Tai + Wogi X (Woai X T54;)

El vector de aceleracion angular inercial para el cuerpo 4i se define de la siguiente
manera:

o

— o [ o [
Aoy = Azt Ay + Wy X wy;

o _ po .9 o 11i o, .9 o 118
®osi = Rojz; + Rij;as; + Rojwy; X R0y, (4-61)
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111

Donde a,;' se define en la base local 11i:

110

Uyi = 9.11,101'1.%%5 = 9.11,10ii%8ii = é11,10i[1,0,0]T (4.62)

Se ha logrado encontrar las velocidades y aceleraciones para el centro de
gravedad definidas en la base inercial, a continuacion se proyectaran sobre la
base local del cuerpo 4i con la ayuda de las matrices de rotacion.

Al proyectar wg,; en la base local 11i se tiene:

110 _ Rlll

w03l 041

111 11i 11i
041 R (R9lw3l + R111w41 )

wiil = RIYVRYw3 + REVRY;wilt (4.63)

041

111 11i 11i, 118
041 - R9l w3l + R111w41

11i _ p11i 111
Wo4i = R9l w31 + Wy

Al proyectar a2,; en la base local 11i se tiene:

041

111 111
Aoai = R

O4-l
apat = R3M(ad; + af; + w3 X w)
;zltf = Rlll(Rm“zl + Rlllailll + R91w21 X R11zwizll)
gii R111R9la2l + RlllRlllailll + RglimeZL X RlllRlllwilll (4-64)
11i 11i,,11i 11i,.11i

111 _ 111
041 R9l aZl + R111a4l + R9l le X R111w41

111 11 111 11i 11i
041 R9l aZl + a + R9l (‘)21 X w41
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Al proyectar vZ,; en la base local 11i se tiene:

11i _ pi11i,,0
Vgai = Ro™Vgay

11i _ pl1lif.,0 o -
Vgai = Ro ' (Vo + V64

11i _ p11i 0o o o 0 0
Vgai = Ro ' (V3; + Wo3i X Top + Woyy X T6410) (4.65)

11i _ pi1li,,0 11i, .0 11i,.0 11i, .0 11i,.0
Veai = Ro™'v3; + Ry o3 X Ry gy + Ry Woay X Ry Tgay

11 _ . 11i 110 o ..11i 110 o 11i
Vgai = V3i T Wo3i X T + Wouy X Tgay

Al proyectar a2,; en la base local 11i se tiene:

11i _ p1li,0
Agai = Roaga;

agy; = R3M(adic + aly;) (4.66)
age: = R3'ad + R3Yad,;
it = ot + et
Donde:
R3Mag;. = RyMags; + 2R5M w33 X Ry v + RGM ady; X RGM 1o
+R3M wgs; X (Rc%liwg_%i X Rc%lirc?%i)

110 __ 11i,,0 _ ,11i 11i 11i 11i 11i 11i 11i 11i
adit = R3Mag;, = gyt + 2w3} X voit + agii X 1aor + wost X (0p3h X 14ak;)

11i ,0 _ plii,o 11i,.0 11i, .0 11i, .0 11i,.0
Ry agair = Ry ®pa; X R Tga; + Ro™ " Wgay X (Ro Woai X Ry rG4—i) (4.67)
11i _ pilio  _ 11i o o110 11i 110 o 110
Agair = Ro " Agay = Qpay X Tgai + wog X (‘%41’ X 7’(;41‘)

4.6 Andlisis del cuerpo 5

Acontinuacion se presenta el analisis del cuerpo 5. La Figura 4.9 muestra su
diagrama de cuerpo libre.

——
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Figura 4.9 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 5

4.6.1 Ecuaciones Dinamicas
La suma total de las fuerzas actuando sobre el cuerpo 5 es:

E'+EX+FE =0 (4.68)

Se definen a cada una de las fuerzas: torsor de fuerzas de accion, torsor de
fuerzas reactivas y torsor de fuerzas de inercia sobre el cuerpo 5i,
respectivamente, de la siguiente manera:

Ft = Q0F, + QY Wy,
Ff =381 QY5 Fusi (4.69)

E = [FGSi'MOp]T
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A continuacion se definen los componentes del torsor de fuerza inercial:

— 14
FGS = —m5a65

MOP = — (]Gsags + w55 X (]GswgS) + erS X (msaES)) (470)

Donde J;s se define como la matriz de inercias del cuerpo 5 de la siguiente
manera:

] 5xx _] 5xy _] 5xz
Jos = |7Jsyx  Jsyy  —Isyz (4.71)
_]SZx _]SZy ]SZZ

Ademas se definen los términos de los torsores de fuerzas de accion y torsor de
fuerzas reactivas como sigue:

WSi = [OFOI _msg, O,O,O]T

Fp = [Fpy, Fpy, Fpzy Mpy, Mpy, O]T (4.72)

Las expresiones correspondientes para Q5 y QF;; se escriben como sigue:

p_[ Ro 0]
>~ lsirg RS

Rizi 0 l

P pP P
S13iR13i Rz

Q (4.73)

Qf3i = l
Donde:

Rg = Rzé(lp)Rq’),u
ulVe + cg Uy, Vp — uysdp uyu, Ve + uyse
Rpu = [Uxtty Vo — u,s¢ uiVe + co Uyu Ve + Uy S
U U, VP +uysdp  uyuVe + uyse uVe + co
T
RP = (R3) =Rgu Ry’ (4.74)
RS = R’ Rus(—y)

RYs; = Rye(s14piyRas (516150 Roas17161)Rze(s18170)
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También:
0 _ZG5 0
55 = S¢s = S(Xg5, Y65, Z65) = [ch 0 0] (4.75)
0 0 0

0 0 0
ngi = 5(0,0,2z1312i) = [0 0 —x1514i]
0 Xi514 0

4.6.2 Ecuaciones Cinematicas

De acuerdo a la Figura 4.10, se puede ubicar al centro de gravedad del cuerpo 5
de acuerdo a la siguiente ecuacidén vectorial de posicién definida en la base
inercial:

Figura 4.10 Centro de gravedad del cuerpo 5

Tgs =15 + Tos (4.76)
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Donde:
T
my = [xp’yp'zp]
rc?s’ = Rgrfs, 4.77)

Derivando con respecto al tiempo la ecuacion (4.76) se obtiene la ecuacion de la
velocidad del centro de masa del cuerpo 5 definida en la base inercial:

Vs = vy + Vis (4.78)
Al explicar cada de una de las partes de la ecuacion (4.78) se tiene que:
vy = [Xp'yn'ip]T
Vgs' = Wos X Tgs:
wos = a)fj) + R{;)rw (4.79)
wy, =1[0,0,1]”

La aceleracion del centro de gravedad se obtiene al derivar con respecto al
tiempo la ecuacion (4.78):

ags = ap + ags (4.80)
Al explicar cada de una de las partes de la ecuacion (4.80) se tiene que:
Y
ap = [Zp, ¥, 2|
ags = ags X 155 + wgs X (W35 X 7gs)
ags = ay, + Ryr, + wy X Ry, (4.81)

ag, = ¥[0,0,1]"

Los vectores 1, y 1, llamados vector de velocidad angular phi y aceleracion
angular phi, respectivamente, se explican en el apéndice B.

Se ha logrado encontrar las velocidades y aceleraciones para el centro de
gravedad definidas en la base inercial, a continuacion se proyectaran sobre la
base local del cuerpo 5 con la ayuda de las matrices de rotacion.
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Al proyectar wJs en la base local p ,se tiene:
wes = RO wgs
whs = Ry (@), + RyTy,)
wh. = Rf;a)l‘;) + RORyT,
Al proyectar aJs en la base local p se tiene:
g5 = Ry agds
abs = Rh (), + Ryre + wj, X Ryr,,)
abs = Rbad, + RERyT, + R wf), X Rf,’R:;)rw
Al proyectar v2< en la base local p se tiene:
ves = R§ves
vgs = Ro (v + vgs)
ves = Ry (v + wgs X 165
vEs = RDvS + ol x 1l
Al proyectar aZs en la base local p se tiene:
ags = RYags
ags = Ro(ap + ags’)
14
ags = Roap + ags X 155 + wes X (wgs X 155)
Donde:
Rp = Rasap)Ropu
RD = (RY)" = Ry Rascyy”

T
RS = Rgu Rus(—y)

Ro = (RY) = Rya

76
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ags = R, (ap +ags X 185 + wos X (wos X rG5))

(4.82)

(4.83)

(4.84)
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4.7 Soluciéon del método Newton-Euler

Las ecuaciones dindmicas desarrolladas en el presente capitulo consideran todas
las fuerzas reactivas, activas e inerciales que son aplicadas sobre el sistema, pero
para lograr conocer el valor de éstas es necesario crear un sistema de ecuaciones
utilizando las componentes escalares de las fuerzas y los momentos que
comprenden a los torsores definidos las ecuaciones obtenidas.

La Tabla 4.1 muestra el nUmero de incognitas por cuerpo, por cadena cinematica y
de todo el manipulador.

Tabla 4.1 Incégnitas que aporta cada tipo junta a cada cadena cinematica.

No. de juntas No. de Fuerza ylo
Tipo de junta | por cadena cadenas Incégnitas
. rr . o momento
cinematica cinematicas

Empotrada 2 6 6 72
Esférica 1 6 3 18
Prismatica 1 6 5 30
Universal 1 6 4 24
Suma 144

A las 144 incégnitas debidas a las juntas que componen al manipulador debe
sumarse una componente de fuerza activa F, en cada uno de los seis
actuadores, brindando seis incognitas mas para un total de 150 incognitas a
determinar.

Los valores de las masas, posiciones de centro de masa y matrices de inercia
para los cuerpos se muestran a continuacion.

Para el cuerpo 2; se tiene:
my; = 0.55Kg

rii. =[0,0,0.0425]" m

0.000207482 0 0
Je2i = 0 0.000298195 0 Kg.m?
0 0 0.000115561

77

——
| —



4. Andlisis Dindmico

Para el cuerpo 3; se tiene:
m3i == 005 Kg

gt = [0,0,0.0425]" m

0.00000162 0 0
Jesi = 0 0.00004712 0 Kg.m?
0 0 0.00004712

Para el cuerpo 5, la plataforma superior, se tiene:
ms = 0.05 Kg

rl. =1[0,0,0.0045]" m

0.012909 0 0
Je2i = 0 0.012909 0 Kg.m?
0 0 0.025818

Debido a que los cuerpos 0 y 1; no son afectados por aceleraciones angulares, no
es necesario la presentaciéon de sus caracteristicas fisicas ya que las fuerzas
inerciales no existiran. Por otro lado, las masas, momentos y productos de inercia
del cuerpo 4; son despreciables al compararlos con las caracteristicas fisicas de
los otros cuerpos, sin embargo, se presentan las ecuaciones dinamicas de éste ya
que al surgir la necesidad de crear un prototipo de proporciones mayores, debe
considerarse el efecto inercial de la masa del cuerpo 4; sobre el comportamiento

del manipulador.

En la Figura 4.11 se muestran los valores de las fuerzas activas presentes en los

actuadores sometidos la accién de una carga de 54 N
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Newton (N)

FC3

FC6

_ _/_/ o

FC2

N T
W NN =
o 0O G O U

FC5

FC4

Figura 4.11 Fuerzas activas presentes en los actuadores.
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Conclusiones

El uso de las matrices de transformacidon homogéneas como herramienta para el
analisis cinematico brinda, en mi opinidbn, una mejor comprensién del
comportamiento de una cadena cinematica al utilizar traslaciones y rotaciones
puras a partir de sistemas de referencia locales anteriores, facilitando de esta
manera el desarrollo de la cinematica sin importar la configuracion, o tipo de juntas
gue compongan al manipulador.

La implementacion de la matriz phi en el analisis cinemético como sustitucion de
los &ngulos de Euler, ha demostrado ser efectiva al cumplir el mismo propésito
que éstos. El efecto final que describen tanto los angulos de Euler como la matriz
phi son el mismo, pero los angulos de Euler lo explican de una manera que no
seria fisicamente posible de desarrollar para el manipulador.

Respecto al desarrollo del tercer capitulo podemos concluir que la determinacion
de los momentos de inercia en piezas pequefias, es irrelevante si consideramos
qgue el orden de los momentos de inercia de estas piezas es tres érdenes debajo
de los momentos de inercia de los cuerpos mas pesados, como el motor y el
actuador, sin embargo, las ecuaciones del andlisis dinamico, incluyen las matrices
de inercia de todos los cuerpos, ya que de surgir la necesidad de dimensionar a
una escala mayor el prototipo del manipulador, las masas de los cuerpos que en
este trabajo se han despreciado sobre el efecto inercial, deberan tomarse en
cuenta al realizar un redisefio.

En cuanto al método experimental, se demostré6 que es posible hacer ciertas
adaptaciones que permitan calcular experimentalmente los momentos de inercia
de cuerpos con masas inferiores a un kilogramo, aunque no siendo asi el caso
para piezas por debajo de 150g, ya que se vuelve extremadamente complicado
controlar las variables del experimento, como la horizontalidad de la plataforma y
la oscilacion simple del péndulo por la friccion con el aire.

La formulacion Newton-Euler considera en su andlisis las fuerzas restrictivas e
inerciales, y por tanto brinda la informacién necesaria para realizar el analisis de
esfuerzos que permite diseiflar cada uno de los componentes del manipulador,
dimensionando y definiendo las geometrias de pernos, rodamientos, placas,
actuadores, etc; y también permite seleccionar los materiales adecuados.



Conclusiones

El andlisis dinamico resuelto por la formulacion Newton-Euler es un método que
permite el uso de tantas bases locales como se crea necesario, brindando un
mejor entendimiento de las fuerzas, velocidades y aceleraciones que afectan al
sistema.

El manipulador paralelo, presenta sin duda una gran complejidad en su andlisis, ya
gue debido a su movimiento espacial y también a sus grados de libertad, se vuelve
mucho mas dificil de estudiar que los mecanismos planos y también aquellos
espaciales con menos grados de libertad o de cadenas cinematicas abiertas, y se
espera que la informacién presentada en este trabajo sea lo suficientemente clara
como para facilitar el estudio de un mecanismo de menor complejidad.

Cabe destacar que los manipuladores paralelos no han sido tan estudiados como
los seriales y aun faltan muchas posibles aplicaciones por descubrir, siendo la que
llama més la atencion particularmente de éste autor la implementacion de una
plataforma de Stewart como cadera o miembro estabilizador en un robot bipedo.
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Apéndice A
Resultados del Capitulo 2.
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A.3 Resultados de aceleracion.
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Apéndice B

Matriz Phi, vector 7, y 7,

B.1 Ecuacion de Posicion

La matriz Phi puede ser explicada mediante las proyecciones del vector unitario a
lo largo del eje u y poder explicar la rotacion ¢ relativa a los ejes coordenados
fijos, ejecutando los siguientes pasos que se ilustran también en la Figura B.1:

1. Rotar el cuerpo rigido para traer el eje u paralelo al eje z.

2. Ejecutar la rotacién ¢ alrededor del eje u ubicado temporalmente en
un eje coordenado.

3. Regresar u a su posicion original.

y

Figura B.1 Secuencia de pasos para obtener la matriz Phi.

Las rotaciones necesarias para cambiar de base un vector r por medio de la
matriz phi seria la siguiente:

R = [RB,y][R—y,x][R¢.Z][Ry,x][R—ﬁ,y]r

R =[Ry,]r (B.1)
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B.2 Ecuacioén de Velocidad

La ecuaciéon de velocidad se obtiene al derivar la ecuacién (B.1) con respecto al
tiempo quedando de la siguiente forma:

R=[Ryur+ [Ryuli (B.2)

El vector de posicion r puede ser expresado en términos de la posicion actual
como se indica:

r=[Ryu] R=[Ryu] R (B.3)

Donde [Rq,,,u]_1 = [Rq,,,u]T ya que se trata de una matriz de rotacién y por lo tanto,
ortogonales [11]. Al sustituir la ecuacién (B.3) en (B.2), se tiene:

R = [Roul[Rpu] R+ [Ryult
V= [Rpul[Rpu] R+ [Rou]v (B.4)
Realizando la multiplicacion de las matrices [Rq;,lu] [R¢,,u]T , se obtiene que:
[Rgul[Rou]” = W]

[Rpul = W1[Rg] (B.5)
Donde:
0 —uzq,’S uqu

Wi=|wd 0 -—ug
_uyqS uxd) 0

0 —W; Wy
W] =| w, 0 —w, (B.6)
—wW,; Wy 0

La matriz [W] es llamada matriz de velocidad angular y es sélo funcion de las
componentes de velocidad angular.

Escribiendo la ecuacion de velocidad en términos de la matriz [W], se tiene:

V=[WIR+[Rg.|v (B.7)
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B.3 Ecuacion de Aceleracion

La ecuacion de aceleracion se obtiene al derivar la ecuacién (B.7) con respecto al

tiempo quedando de la siguiente forma:

V=[WIR+ [WIR + [Ryu|v + [Rg]¥
A=[WIR + [WI(IWIR + [Rpu]v) + [WI[Rp ]V + [Ryu]a
A= [W]R + [W]IIWIR + [W][Rp]v + W][Rgu]v + [Rpu]a
A= ([W]+ [WIIWI)R + 2[W][Rgu]v + [Rpu]a
Al desarrollar el coeficiente de R:

0]+ WIW] = ([Rpal[Real”) + WIW]

W]+ WIW] = [Ryul[Ren]” + [Reul[Ron]” + [WIIW]
W]+ WIW] = [Rpul[Rou] + ((W1[Rpu]) ((W[Rpu]) + [WIIW]

W]+ WIW] = [Rpul[Rou] + (WI[Rpu])[Ro] [WIT + [WIIW]

Donde:

[qu,u] [R¢.u]T =1

Sustituyendo las expresiones de (B.9) en la tltima ecuacién de (B.8)
[W]+ WIW] = [Rpu)[Rga] — WIIW] + [W][W]
W1+ WIIW] = [Reul[Rpu]’
Al sustituir la ecuacién (B.10) en (B.7) se obtiene:
A= [Ryul[Rpu] R+2[WI[Ryu]v + [Ryu]a

A=[AIR +2[W][Ry,|v + [Rpu]a
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B.4 Vectores 7, y 7,

Las ecuaciones obtenidas en las secciones anteriores de este capitulo consideran
que el vector r es un vector que puede cambiar de magnitud, asi que al considerar
gue en nuestro estudio el vector r es en realidad un vector unitario de magnitud
constante u, las ecuaciones de posicion, velocidad y aceleracion quedarian de la
siguiente forma:

R =[Ryy]u
V =[W]R (B.12)
A =[A]R

Para definir los vectores r, y r, de velocidad y aceleraciébn angular phi,
respectivamente, se toman las ecuaciones (B.6) y (B.10) para renombrarlas:

Para la matriz de velocidad angular:

0 -w, wy]
W] =| w, 0 —w,
-, Wy 0 |

W11 Wiz Wi3]

[W] = W21 Wz Wp3 (B.13)
W31 W3z Wsgz]

Puede ahora definirse el vector de velocidad angular phi de la siguiente manera:
T = [Waz, Wiz, wpq]" (B.14)

Para la matriz de aceleracion angular:
[W1+ WIIW] = [Ryul[Rpu]
(W1 = [Rgul[Rpu] — WIIW]

W] = [Rpul[Rgn] — WIIW] (B.15)
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Donde:
_(wJZ/ + wZZ) Wy Wy — Ay Wywz + a,
[A] = | wywy, +a, —(wi+w) wyw,—ay
Wewy — @y wyw, +ay  —(wZ+ w?)
— (w2 + w?) Wy Wy Wy W,
[W]W] = Wy Wy, —(w? + w?) Wy W, (B.16)
Wy W, wyw, —(w2 + wjz,)
Entonces:
0 -a, a
[W] =| az 0 —0ay
—a, ay 0

W11 Wiz Wiz
Wa1 W2 W33
W31 W32 W33

(W] = (B.17)

Puede ahora definirse el vector de aceleracion angular phi de la siguiente manera:

Ta = [W32:W13,W21]T (B.18)
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