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Introduccion

El muestreo es una parte de la estadistica donde su objetivo principal es tomar sélo algunos
individuos (muestra) de la poblacion total para poder dar conclusiones del total, media,
proporciones de la poblacidén entre otros con un error cuantificable y que se puede controlar. Si
se habla de muestreo probabilistico entonces se habla de una mayor precision en las
conclusiones * pues estd basado en inferencia estadistica principalmente.

Sin saberlo muchas veces hacemos muestreo para dar conclusiones sobre poblaciones totales.
Un ejemplo sencillo de lo anterior es en la comida, supongamos que en una cena de navidad
donde el plato principal es una pavo relleno, entonces por simple vista y olor se puede dar una
idea de que todo el pavo esta sabroso (o no), para confirmarlo se puede agarrar un pedazo de
éste (muestra) y al sentir que tiene una textura y sabor excelentes, entonces se concluye que
efectivamente el pavo estd sabroso sin tener que probar el resto de éste.

La mas grande ventaja del muestreo es que a comparaciéon de los censos es mucho mas
econdmico, pues no se tiene que ir individuo por individuo como en cualquier censo, sino que
sélo se tiene que ir con cada individuo pero de la muestra seleccionada, sin embargo, el tamafio
de la muestra puede ser un inconveniente y depende mucho del tipo de muestreo que se esté
realizando y del error que se estd dispuesto a soportar para que la muestra represente de
manera amplia a la poblacidn, es decir, la forma de obtener la muestra es un aspecto de gran
importancia para la representatividad de la poblacidn total. Ademas de lo econdmico, al tomar
muestras se tiene la ventaja de que se puede reunir mds rapido informacién que con censos.

Algunas de las posibles aplicaciones del muestreo son en:

° Ciencias bioldgicas

o Proporcion de semillas “malas” en un total de semillas
o Cantidad total de impurezas en un vagén de ferrocarril cargado de trigo

° Industria

o Control de calidad de muestreo de lote de produccidon para determinar si se
cumple con las especificaciones requeridas en el proceso.

Existen varios tipos de muestreo probabilistico y no probabilistico algunos ejemplos son:

la: L -
Siempre y cuando el muestreo esté realizado de forma correcta, tomando en cuenta error y disefio muestral



e Probabilisticos

Muestreo aleatorio simple
Muestreo aleatorio sistematico
Muestreo aleatorio estratificado

o O O O

Muestreo aleatorio por conglomerados
e No probabilisticos
Muestreo por cuotas

Muestreo de conveniencia
Bola de nieve

o
O
O
O

Podemos definir en general las ventajas y desventajas de los tipos de muestreo:

Probabilistico

Muestreo discrecional

No El costo econédmico es minimo. No se puede inferir totales

probabilistico = Exploracion de una Vvariable de de la poblacidn.
interés. = No se tiene control en el
= Costos humanos bajos. error de la muestra.
= El tiempo es menor que el muestreo = Muestra no representativa.

probabilistico.

Por lo tanto se recomienda usar el muestreo probabilistico cuando se pretende hacer un
estudio serio de alguna(s) variable(s) de interés. Si la intencién sélo es de exploracién, el
muestreo no probabilistico podria ser una opcion.



Capitulo I.  Antecedentes del Muestreo

Neyman es uno de los padres del muestreo probabilistico como lo conocemos hoy, pues su
articulo publicado en 1934 es uno de los pilares del muestreo.
Al respecto Leslie Kish, asegura que Neyman hizo siete grandes contribuciones al muestreo:

1.- Propuso la asignacidon de Neyman para el tamafio de muestra con disefos estratificados.

2.- Descubrié que el muestreo por conglomerados puede hacerse basado en un esquema
probabilistico tal que la varianza de los estimadores pudieran ser calculados o estimados.

3.- Para que lo anterior se tuviera, se necesita una muestra grande de unidades.

4.- Para seleccionar una muestra grande es de suma importancia definir un marco de seleccion
de numero aleatorios.

5.- Para saber cédmo formar estratos, el conocimiento a priori del comportamiento de la
poblacién puede facilitarlo.

6.- La importancia de seleccidn probabilistica en vez de seleccién a conveniencia.

7.- Para convencer a los escépticos acerca de la validez de sus afirmaciones, hizo ejemplos
practicos en la vida con encuestas verdaderas a gran escala.

Sin embargo la primera persona que se interesd por métodos representativos (muestreo) fue el
director de estadistica noruego A.N. Kaiser (1897) pues demostré empiricamente que haciendo
estratos se obtenia unos estimadores mejores de las medias y los totales, sin embargo sus
conclusiones no fueron bien recibidas por todos, pues los escépticos al muestreo comentaban
que era peligroso y que las muestras no daban la misma informacién que un censo.

No fue sino hasta las décadas de 1930-1940 cuando las muestras probabilisticas fueron bien
recibidas, esto se debid al trabajo de Neyman arriba mencionado, al de Bowley (1906) que
propuso la férmula para la varianza de disefo del muestreo estratificado. La publicacion de las
tablas de numeros aleatorios de Tippett (1927) también facilité la seleccién de muestras
probabilisticas, entre otros.

A partir de que el muestreo tuvo una mejor aceptacion en la estadistica se han ido realizando
mas avances sobre el mismo, como el caso de Cochran que introduce el estimador de razén y
también desarrolla la teoria de totales y medias por regresién. En el 44, Madow y Madow
muestran el muestreo sistematico entre otros.



Capitulo Il. Definiciones basicas.

Sin embargo para empezar a hablar formalmente de muestreo son necesarias definiciones de
términos importantes que se estaran usando a lo largo del trabajo, términos que aclararemos a
continuacion.

El término “muestreo probabilistico” es una investigacién estadistica con las siguientes
caracteristicas y definiciones:

e Una muestra es una extracciéon de una poblacidn finita, es decir una poblacién con N
elementos, y cada elemento tiene un etiqueta que lo identifica, generalmente le pondré
nimeros o letras para identificarlo, por ejemplo la k-ésima persona de la poblacién sera
identificada con la letra k. El objetivo de una muestra es tener todas las caracteristicas
de la poblacion total de donde fue extraida, sin embargo tener todas éstas
caracteristicas en una muestra es dificil de lograr, por lo que se considera “buena” Ia
muestra si tiene las caracteristicas de interés del estudio que estemos realizando.

e Cada elemento de la poblacidon debe contener informacién de una o varias variables de
interés. “Lo que se quiere al hacer muestreo es obtener caracteristicas de la poblacién
gue se desconocen a base de la muestra, medidas cuantitativas de interés para el
investigador” (Carl-Erik Sarndal, 2003), por ejemplo, cantidad de desempleados, peso
total de la poblacion, etc.

e Marco muestral es una lista que nos da el acceso y observaciones de cada elemento de
la poblacidon, es un dispositivo que nos permite asociar los elementos de la poblacion
con las unidades de muestreo, es decir con las unidades donde se hace la muestra.

e Los elementos de la poblacidon de los cuales las variables de estudio son medidas y
anotadas son llamados unidades de observacion.

e El siguiente término es una parte fundamental para las estadisticas resultantes y en
general para los resultados, el conjunto de observaciones que se quiere estudiar es
llamado poblacién objetivo. Supongamos una encuesta de automoviles, éla poblacion
objetivo serian todas las personas que pueden y saben manejar?, élas personas que
tienen un automévil en ese momento?, élas personas que han tenido un automoévil?
¢las personas que han manejado un vehiculo?

e Para el conjunto donde se obtiene la muestra es llamado poblacién muestreada.

e Al momento de hacer muestreo cada unidad de la poblacién tiene una variable
respuesta, que sera la respuesta de la caracteristica que se estd estudiando.

e Llamamos cantidades poblacionales (estadisticos de la poblacién) al promedio de la
poblacidn, el total o la proporcion de la misma.



Se pondrd de una forma mas clara lo anterior. Supongamos que se quiere sacar una encuesta
para cierta variable de interés en nifios entre cierto rango de edad, donde el Unico marco
muestral que tenemos es uno que considera a todas las personas de la poblacién de hace 1
mes.

POBLACION
OBJETIVO

e} lg

= g POBLACION MUESTREADA
S g

=

= -4

(4]

5@

o 5

g =\

= 5

== Nifios de los cuales no es

posible obtener
informacion.

MARCO MUESTRAL

El inconveniente del marco muestral en este caso es que no estd tomando en cuenta a nifios
extranjeros que estan de vacaciones o se cambiaron de hogar al lugar donde se desea realizar la
encuesta.

Como en el marco tenemos a todas las personas y no sélo los nifios deseados para la encuesta,
entonces nuestra poblacion muestreada se reduce, de igual forma es reducida por nifios que se
observan en el marco muestral pero que actualmente se cambiaron de casa, fallecieron, estan
fuera de la ubicacién, o simplemente no quieren contestar y no es posible obtener informacion
de éstos.

En lo particular para esta encuesta se tendran sesgos de seleccidon pues el marco muestral no
incluye a todos los nifios que se desean estudiar es decir no incluye a toda la poblacién
objetivo, lo cual hard poco confiables las estimaciones que se realicen. En general los sesgos de
mediciéon se presentan mucho en muestreo no probabilistico, pues por ejemplo se suele
encuestar a unidades elegidas por los investigadores sin alguna probabilidad y de facil acceso.

Todos estos conceptos son de suma importancia, pues es indispensable saber bien quiénes son
las unidades, poblacién objetivo etc. para hacer las conclusiones de forma correcta. A
continuacion, algunos problemas resueltos del tema.



Problemas resueltos:

Para cada una de las siguientes encuestas, describa la poblacion objetivo, la poblacion
muestreada, el marco muestral, la unidad de muestreo, la unidad de observacion, la variable
respuesta y las cantidades poblacionales.

1. Una persona selecciona dos paginas de cada uno de los primeros n capitulos de un libro

gue consta de N capitulos (n<N) y cuidadosamente cuenta el nimero de errores en cada
pagina seleccionada. La persona entonces reporta que el nimero total de errores en el
libro se encuentra entre 85y 95.

Poblacidn objetivo: todas las paginas contenidas en los N capitulos del libro.

Poblacidn muestreada: las pdginas de los n capitulos seleccionados.

Marco muestral: Una lista que contenga los niumeros de pagina de los n capitulos, el indice del
libro puede ser esa lista.

Unidad de muestreo: Las paginas de los n capitulos.

Unidad de observacidn: Las dos paginas seleccionadas en la muestra de cada uno de los n
primeros capitulos.

Variable respuesta: los numeros de errores arrojados en cada hoja seleccionada.

Cantidades poblacionales: total de errores en los primeros n capitulos.

2. El afio pasado la FES Acatlan realizé una encuesta que arrojé como resultados que entre el 10%
y 15% de los graduados de Actuaria trabajan en puestos en alguna dependencia del gobierno.
Los datos fueron recolectados por medio de cuestionarios enviados por correo postal a
graduados de Actuaria de los ultimos 5 afos.

Poblacidn objetivo: Graduados de Actuaria.

Poblacion muestreada: Los graduados de actuaria de los ultimos 5 afios de los cuales se tenia la
direccion para posiblemente enviar los cuestionarios.

Marco muestral: Listado con nombres y direcciones de los graduados de los Ultimos 5 afios.
Unidad de muestreo: Cada uno de los nombres y direcciones de los graduados de los ultimos 5
anos.

Unidad de observacion: Cada uno de los nombres y direcciones de los graduados de los ultimos
5 aios que fueron seleccionados para enviarles el cuestionario (fueron parte de la muestra).
Variable respuesta: variable dicotémica donde:

1 si trabaja en el gobierno

0 si no trabaja en el gobierno

Cantidades poblacionales: Proporciéon de graduados de Actuaria de los ultimos 5 afios que
trabajan en gobierno.



3. Una encuesta es llevada a cabo para investigar el porcentaje de consumidores de cigarrillos en
el estado de Guanajuato que fuman regularmente los cigarros de marca X. la informacion es
obtenida mediante llamadas telefdnicas y los nimeros telefénicos son seleccionados a partir del
directorio telefénico de la ciudad.

Poblacion objetivo: Fumadores en Guanajuato.

Poblacion muestreada: Fumadores de Guanajuato que tengan teléfono y su numero telefénico
esté en el directorio.

Marco muestral: Directorio telefénico de Guanajuato.

Unidad de muestreo: Los fumadores que vivan en las casas de los numeros telefénicos que
aparezcan en el marco muestral.

Unidad de observacion: Los fumadores que vivan en las casas de los numeros telefonicos que
fueron seleccionados para encuestar.

Variable respuesta: variable dicotémica donde:

1 si fuman la marca X

0 si no fuman la marca X

Cantidades poblacionales: Porcentaje de fumadores que estan en el listado y fuman la marca X.

I1.1. Estimadores.

La importancia de los estimadores se ilustrara comenzando con un ejemplo sencillo.
Sea una poblacién (N) con 4 elementos:

U={1,2,3,4} N=4
Supongamos que se necesita seleccionar una muestra de tamafio n = 3.

Sea vy={4259} la variable respuesta de interés de cada uno de los elementos de
la poblacidn, es decir la unidad 1 de la poblacidn tiene como variable respuesta 4, la unidad 2
tiene 2 y asi para cada una unidad.

Por lo tanto el total de y = 4+2+5+9 = 20

Es claro que conocemos todos los elementos de y de la poblacidn pero en la vida real esto nos
es posible saber siempre y es por eso que se recurre a los estimadores para por ejemplo
estimar el total de la variable y.

Supongamos entonces que no se sabe el valor total de y, por lo tanto deseamos estimarlo.
Dado que la muestra es de 3 (n) entonces las posibles muestras son:

$;=1{1,2,3} S, =1{1,2,4}
Sy ={1,3,4} S, =1{2,3,4}

10



s . 2
Y la probabilidad de seleccionar una de las 4 muestras es de %.
La probabilidad de seleccionar a una unidad de la poblaciéon en la muestra la llamaremos

m, cona € U3
Dadas el numero posible de muestras con n elementos y suponiendo que es sin remplazo la

extraccion de unidades se puede deducir que:
3
7T1:7T2:7T3:7T4:Z

Las respectivas respuestas de cada muestra son las siguientes:
y51 = {41 21 5} ySZ = {4F 21 9}
¥s, = {4,5,9} ys, = {2,5,9}

Ahora se proponen los siguientes estimadores del total de la poblacion de y (t,)

Estos dos estimadores son estadisticos (funcion de valores de una muestra).

La mayor parte de los resultados en muestreo se buscan en la distribucién de muestreo de un
estadistico, la usual es la distribucidon de los distintos valores de la estadistica obtenida al
considerar todas las muestras posibles de la poblacion.

La distribucidon de muestreo es un ejemplo de una distribucién de probabilidad discreta.

Ahora supongamos que tomamos el primer estimador, por lo tanto para ; :

tis, =4+2+5=11 tys,=4+2+9=15

£153:4+5+9:18 2154_:2"‘5"‘9:16

Distribucién de muestreo de £,

2 para fines de este trabajo se maneja con muestras equiprobables.
® También llamada probabilidad de inclusién de primer orden.

11



—>E(1?)—1 11+1 15+1 18+1 16 = 15
- V™ g 4 4 4 -

E(t,)) #t, -~ tessesgado

Sesgodet; =15—20= -5

Var(8,) = E[(t; — EGD]? = Z P(S)[(ts — E(ED]?

todas las muestras posibles

—111 152+115 152+118 152+116 15]% =~ 6.5

ECM (£,)=V (£;) + (Sesgo (1))’ = 6.5 + (-5)* = 6.5 + 25 = 31.5

Ahora veamos para t:

By, = 4- 2 = 1466 by, = 4- 22 = 20
Bys, = 4- 5 = 24 Bys, = 4-E22 = 2133
La distribucién de muestreo para t,
x =t _ 1466 20 24 2133

Pt,=x) 1 1 1 1

4 4 4 4

E(t 1 1466+1 20+1 24+1 21.33 =20
() =714 4 4 4 T
~ t, es insesgado
Ahora
L. 1 44 21 1 1
Var(t,) = i [? — 20| + 2 [20 — 20]% + 7 [24 — 20]? + i [21.33 — 20]? ~ 11.55

12



ECM (£,)=11.55 < ECM (£,)
Un estimador puede ser:

— Insesgado si E(f)=t
—  Preciso si V (£) =E [(£-E (£))°] es pequefia.
—  Exacto si ECM ()= Var (£)+ [sesgo ()]’ es pequefio.

Para analizar lo preciso que es un estimador se usan los conceptos de varianza, ECM (error
cuadratico medio) y sesgo. Se suele llamar preciso a un estimador a lo acertado que éste sea.
Sin embargo el sesgo y varianza son valores importantes que pesan en la precision del
estimador, y pueden relacionarse a partir del ECM

EcM(8) =E (8 - 6)°]
= E£[(6-E(8) +E(8) - )’
— 510 — E(@)P + (E[6] - 0)° + 26((8 - E[8])(£(6) - 6)]
=V(8) + sesgo(d)”

En la practica, se considera que el sesgo de 8 no es influyente cuando

Sesgo(8)| 1

o() <710

A partir del ECM es facil observar que para un estimador Insesgado 6; de 6, su error cuadratico
medio es entonces

ECM(6,) = V(81
Y como bien se sabe, puede haber mds de un estimador insesgado para un pardmetro, por

tanto, para ver qué estimador insesgado es mds preciso uno de otro basta con considerar el
error de muestreo también llamado error estandar o bien la desviacion estandar

,/V(él) = U(éﬂ

Se considera como un mejor estimador al que tenga menor error estandar.

Mientras que para estimadores sesgados, la forma general para analizar su exactitud es el ECM.
Y por lo mismo, para comparar varios estimadores sesgados en cuanto a precision, el que tenga
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menor ECM serd el que sea mas preciso. Sin embargo en la practica el ECM puede ser
complicado calcular y por lo tanto se calcula a cada estimador insesgado la cantidad de

Sesgo(8)
a(6)

Siendo mejor (mds preciso) estimador que tenga menor relacion del sesgo con su error
estandar.

Por lo tanto y estrictamente hablando para evaluar estimadores insesgados se usa el error
estdndar mientras que para sesgados es mds apropiado usar el error cuadratico medio. Sin
embargo si el sesgo de los estimadores es no influyente o despreciable se puede usar también
el error estandar como medida de comparacion.

I1.11. Errores de muestreo y no de muestreo.

Todas las encuestas llevadas a cabo tienen un error que es conocido como error de muestreo,
contrario a las otras fuentes de error, el error muestral puede ser medido, controlado e incluso
reducido al aumentar la cantidad de muestra (n). Es decir que este error ocurre por no
seleccionar a toda la poblacién, y por lo tanto varia dependiendo de la muestra.

Sin embargo cuando se trata de sesgo de seleccién, imprecision de respuestas, malos
encuestadores, preguntas de la encuesta hechas de forma no clara, entre otros ejemplos
estamos hablando de errores no muestrales, que no dependen de la muestra. Aln asi este tipo
de error es posible reducirlo al momento de elaborar encuestas, capacitar encuestadores, etc.
Por este tipo de errores es por el cual a veces la gente no cree en la teoria del muestreo, pues
muchas encuestas afirman que tanto por ciento de la poblacidn prefiere tal o cual cosa, sin
embargo no consideran este tipo de error y por lo mismo los resultados que arroja son
probablemente falsos.

Estos errores que no son propios de la teoria del muestreo se pueden controlar dandole la
importancia necesaria a la construccién del cuestionario a realizar y a la buena supervisioén al
momento de levantar las encuestas.

El error de muestreo entonces esta definido como
|6 — 0]

Pero se puede controlar con el disefio del muestreo.
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I1.111. Probabilidad de inclusién

En muestreo probabilistico cada elemento del universo donde se pretende sacar una muestra
tiene una probabilidad de que pertenezca a ella. El orden de inclusién depende del nimero de
elementos que se desea saber su probabilidad de inclusidén en la muestra.

IL.111.1. De primer orden

La probabilidad de inclusién m;, (o probabilidad de inclusion de primer orden) es la probabilidad
de que el elemento k pertenezca a la muestra S, esto es:

1, = P(keS) Vk=12,..,N

Generalmente se asume que m, > 0.
El inverso de la probabilidad de inclusién, es el lamado “peso de muestreo” de la unidad k.

IL.111.11. De segundo orden

La probabilidad de segundo orden my; es la probabilidad de que las unidades k y | estén en la
muestra S, es decir
T[klzp(k,lES) Vk+1

La variable indicadora f (k= 1, ..., N) es una variable aleatoria y esta definida por:

1si keS

I, = {
k 0 otro caso

Por lo tanto es facil deducir que

N
Zlk =N
k=1

Notese que las Unicas cantidades aleatorias en muestreo son las /, pues las variable respuesta
de muestreo para la k-ésima unidad del universo ( y;) son valores fijos y solamente se conoce
aquellos que pertenecen a S.

Podria pensarse que my; = m - 7; sin embargo esto es falso, una forma de demostrarlo es la
siguiente:

Cov(ly, 1) = E(4y - 1) — E(LIE (L)

=(1-PU h=1+0-P(f, ,=0)) — (1-P(fy =1) + 0 P(§, = 0))
(1P =1)+0-P(},=0))
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Ahora si observamos P(/, = 1), es la probabilidad de que k pertenezca a S, es decir 7. Por lo
tanto
Cov(l, 1) = P(k,leS) — P(keS) - P(leS)
= T — TET
por lo tanto my; = mpm; + Cov(ly, )

I1.1V. Disefio muestral

El disefio muestral juega un papel muy importante en la teoria del muestreo, pues determina
las propiedades esenciales, de cantidades aleatorias como la media o la varianza muestral.

Es el tipo de muestreo que se realizara para la encuesta en cuestion, es decir, es la probabilidad
de seleccion de la muestra hecha bajo cierto esquema. Cada uno de éstos tiene propiedades
Unicas que los diferencian entre los otros, y por lo mismo cambian las férmulas de sus
estadisticos e incluso el tamafio de la muestra.

Existen disefios de muestreo con reemplazo, sin reemplazo y de tamaiio fijo.

I11.V. Distribucion muestral

La distribucion muestral es la distribucidon de algun estadistico de la muestra, tal como media,
total, etc.

Dado un universo y un tamafio de muestra, se pueden sacar muchos promedios muestrales
dependiendo de la muestra elegida, la distribucion muestral entonces es el histograma de los
posibles valores de la media muestral en cada muestra.

muestras con este 35
valor del valor
estadistico (frecuencia)

0.5

1.5

M Estadistico

2.5

3.5

O(RLININIWININ|EL |-

4.5
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Capitulo I11.  Muestreo Aleatorio Simple (MAS) sin remplazo

“El muestreo aleatorio simple es la forma mas sencilla de muestreo de probabilidad y
proporciona la base tedrica de las formas mas complejas” (Sharon L. Lohr, 2005)

En esta tesina no se hablard de muestreo con reemplazo pues la intencion de la misma es para
casos reales y con poblaciones finitas, por lo que un muestreo con un objeto de interés que se
repite 2 o mas veces no proporciona mejor informacion que si aparece una vez.

Se hablara de las ventajas y desventajas de este tipo de muestreo, para totales, proporciones, y
promedios, la forma de sacar un tamafio adecuado de muestra para que los resultados del
estudio sean confiables.

Ya que se han definido los conceptos mas importantes del muestreo, podemos entonces pensar
en cOmo sacar una muestra. Bien podriamos simplemente usar un sistema que genere nimeros
aleatorios y empezar a sacar unidades de nuestra poblacidn para una muestra. Sin embargo eso
no seria un muestreo probabilistico.

I11.1. Notacion y definicion

N = Numero de unidades en la poblacién.

n = Numero de unidades en la muestra.

y; = Valor de la variable estudiada del i-ésimo unidad de muestreo o poblacién
U= Poblacién de donde se seleccionard una muestra

S= Muestra seleccionada a partir de U.

La caracteristica representativa del muestreo aleatorio simple (MAS) es que toda muestra tiene
la misma probabilidad de ser seleccionada, y cada individuo podra ser seleccionado sélo una
vez (sin remplazo). Por lo anterior y dado que el orden de la muestra S no importa se puede
deducir que el nimero posibles de muestras de tamafio n que podemos obtener es:

N
(n)
Supongamos que se tienen 5 unidades en nuestra poblacién y se quiere una muestra de 4.
Entonces.

U:={1,2,3,4,5}
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Las posibles muestras son 5:

S, ={12,34}
S,={12,35}
S;={2,3,4,5}
S, ={13,4,5}
S, ={1,2,4,5}

Todas las combinaciones.

I11.11.Probabilidad de muestra

Dado que todas las muestras tienen la misma probabilidad de ser seleccionadas bajo MAS, la
funcidn de probabilidad del disefio muestral para una muestra S es la siguiente:

L
)

Una forma de probar esto es la siguiente:

1 1 _(N=n)Inl (N—=n)! !
™ N! N! (N-n)IN-N-1.-N-2-....N-n+1
(N=n)!In!
1 n!

"N-N-1-N-2-..-N-n+2-N—-n+1

Ahora, nétese que:
1
N-N-1.N-2-...N—-n+2-N—-n+1

Es la probabilidad de extraer una muestra cualquiera de n elementos
$={1, 2,..,n-1,n}

Y dado que no importa el orden de los elementos de la muestra, es decir la muestra anterior es
la misma que la siguiente:

S={n,2,..,1,n-1}
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Y como ésta hay n! posibles formas de ordenar la primera, entonces la probabilidad de extraer
esta muestra en particular es:

1 1
-n =—
N-N-1-N-2-...N-n+2-N—-n+1 )

Aunque el disefio muestral juega un papel muy importante, en la mayoria de los casos no es
una herramienta practica para seleccionar una muestra pues para poblaciones mds grandes es
poco practico poner todas las posibles muestras, si por ejemplo nuestro universo cuenta con 50
unidades y nuestra muestra necesita 5 unidades entonces las posibles muestras son 2,118,760.

En MAS todas las unidades tienen la misma probabilidad de pertenecer a la muestra. Pues para
una primera extraccién, la probabilidad de que una unidad sea seleccionada es:

Paeswszoyrﬁ

YieQ

La probabilidad de que una unidad sea seleccionada en la segunda extraccién esta dada por.

Paesw3=n=ﬁlipaesw5=m

P(iezS|#s:0):1_P(ies|#s:o):1_%:E

piesi#s—p- L N-L_L
N-1 N N

Es decir, es la probabilidad de ser seleccionada en la muestra dado que ésta ya contiene un
elemento” y por lo tanto ya se eligié una unidad del universo por la probabilidad de que la
unidad no haya sido seleccionada en la primera extraccion.

Usando la misma ldgica, para la n-ésima extraccion

* El simbolo ntimero # representa la cardinalidad del conjunto, es decir cuantos elementos contiene el conjunto.
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N-1 N-2 1 1

PicS|#S=n-1)= =
N N-1"~"N-(n-1) N

Por lo tanto la probabilidad de que una unidad esté en la muestra, es la suma de probabilidades
de que esté en la 1°, 2°, 3%,..., n® extraccion

2|
=Z|r
2|
==

Es decir que en MAS 1), = %

Ahora se daran unas importantes definiciones de la poblacién y la muestra.

Para la poblacidn total definiremos el término a continuacidn presentado.
ty = Z Yk
keU
La media poblacional p, esta definida como

1
Uy zﬁiyk

keU
También denotada por y,,.

La varianza de y en la poblacion es

1 _
Su* = mZ()’k — Yu)?
keU

Por lo tanto la desviacion estdndar de y en la poblacién (U)

2

S, = _|S,°

Observando las definiciones anteriores para la poblacidn total, también se puede definir para la
muestra de la misma forma, es decir:
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_ 1

A Y.kes Vi Es la definicion de la media muestra.

n

1 — , - .
S¢* = Ezkfs(yk — ¥5)? Asi es definida la varianza muestral.

Notese que la notacidn usada asume que el tamafio de muestra n es fijo, ie, el nUmero de

unidades que serd seleccionado es conocido antes de hacer la seleccidon de la muestra.

Sin embargo en la practica casi nunca se saben estas cantidades poblacionales y mucho menos
todas, pues si se supieran no tendria mucho sentido realizar muestreo. Por lo mismo, a partir

de una muestra se puede obtener estimadores para la poblacién total.

Un buen estimador para la media poblacional es la media muestral, pues es un estimador
insesgado para la media poblacional es decir E (J5) = yy. Ya que por definiciéon de esperanza se

tiene

_ 1
E(ys) =E —Z Yk

n
keS
Por otro lado
N

Z}’k:z:l'%c"‘Z O'yk:ZIkyk
keS keS kesSC k=1

Y ademas

E(Ik)=1-p(k€S)+0-p(kESC)=1-nk=nk=%
E(I,’)=1%-p(keS)+02-p(k €S9 =%

Ahora se observa que bajo MAS también ocurre lo siguiente

n—1/n
E() =P(keS,L€S) = m(ﬁ)

Por lo tanto

Cov(ly, I,) = E(I 1) — E(Ik)E(Il)=Z_:1(%) - (%)2
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I11.111. Estimador Horvitz-Thompson

El estimador de Horvitz-Thompson o también conocido como estimador H-T es un estimador

insesgado del total de la poblacién (ty) y se define:

b3 Tk k k

keS

. 1 . .. .
Siendo wy = —. Es decir, es el peso de la k-ésima unidad.

Tk

Ahora se demostrara que efectivamente es un estimador insesgado de ty, por definiciéon de

estimador insesgado tendriamos que llegar a:

EG) =ty =) v

keU

Para esta demostracion se usara nuevamente la variable indicadora Iy .

ZWk'}’k:sz'}’k+

keS keS

keS keU

Por definicion de wy se sigue que

E(ty) =ZY}< =ty

keU

La varianza por otro lado estd dada por:

ke{U-S}

E(fn):E<sz'Yk>:E<2Wk'}’k'lk

0=>
keU

:ZWk'ykE(Ik):ZWk'YR'T[k

keU

Wi " Vi I

keU
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V(t,) = Z Z(ﬂkz — T 70;) y—ky—i

keU leU

Para la demostracion de la varianza, se usa el mismo método que se usé en la demostracién
anterior.

V(i) =V (Z %) =V (Z Wi Vi * Ik> si no son independientes entonces
k

keS keU

ZV(Wk Y Ik)+ZZCOv( k l) k#1
keU keU leU
Z(E) V(Ik) +Z &&COU(I](,IZ)
T keU leU

Por otro lado V(1) = E(I,,*) — E(I,)? = E(Iy) — E(I})? dado que I*> = Iy por lo tanto
V(i) = mp — > = m (1 — 1),

Regresando entonces...

2
= z (i_k) T[k(l — T[k) + z y_k& T[k,l - T[kT[l) k * l
k

T, T
keU leU k Tk
Y Yk Y Vi
= ) == (Tp — M) + —— (M, — ﬂk”l)
£ T[k T[ T[k T[lk
eU keU leU
Y Vi o
Z Z(nkl —mm) ——=V(t;)
T T

keU leU

Al igual que los estimadores anteriores, por lo general nunca se tendrd conocimiento total de U,
por lo tanto un buen estimador de la varianza depende de la muestra y no de la poblacion, para
fines practicos se puede usar la formula sobre la muestra en vez de la poblacién total.
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A T, — M\ ViV
o= 33 () 2
e~ k.l kT

Se mostrara ahora que dicho estimador es insesgado.

(R 2 - (B ) )

keS leS keU leU

ZZ (nkl — nkm> Ye V1 E(Ikll) _ (ZZ <7tkl — nkm> 3;_’;%) A= V(&)

keU leU keU leU

Por lo tanto es un estimador insesgado.

Otra forma de plantear la varianza del estimador H-T es la siguiente.

V(i) Z(nkl — MyTy) - (& - &>

keU leU

Hasta ahora se han dado y demostrado algunas formulas del estimador H-T y sus estadisticas
basicas, sin embargo cuando se mezcla MAS con H-T se reducen muchas féormulas simplificadas
por las hipdtesis de MAS a continuaciéon se mostrard qué pasa con el estimador de Horvitz
Thompson en muestreo aleatorio simple.

G-
(ﬁ )

n

Se sabe que £, = —yque en MAS 1, =

n . .
Por lo tanto ), = N provocando que el estimador H-T se convierta a

_Zk 1;3%

Recordando que ys = %ZkeSYk

24



Es importante observar que a partir de esta formula se puede obtener la siguiente expresion
para el promedio muestral ys.

Regresando con el estimador H-T, se observa que

T[k,l = P(k, lES) = P(Ik = 1,11 = 1) = P(Ik = 1|Il = 1)P(Il = 1)

(h=2) n-—1

N-Hy  N-1
n n—1
Tl =N "N -1

Obtenidas estas dos expresiones, podemos sustituirlas en los estadisticos demostrados
anteriormente:

A partir de

V(ty) = —%Z Z(ﬂk,z — TyTTy) - (7};_12 - %)2

keU leU

Sustituyendo las probabilidades de inclusién en MAS se pueden obtener 3 resultados
equivalentes para la varianza del estimador llegando a

r N—n

—— - N(N = 1)S,,2
. S.2 N
V(t,) =< (N—n)-NL'—
n n
we () S
\ N n

De la misma manera se puede obtener la siguiente expresion para
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En donde Si* = ﬁZkesQ’k — ¥5)? recordando también que Js es la media muestral, donde

ésta también puede tener nuevas representaciones para sus estadisticos bajo lo demostrado
anteriormente en MAS

5 5 101 )
Vi.as.(Ez) = N? (; - ﬁ) Ss2  deaqui que

fn y fn = Nys

o 1 1
~ V(is) = (E_N> S5

Como se habia mencionado y demostrado anteriormente ys es un estimador insesgado para la
media poblacional, sin embargo hay una forma mas rapida demostrarlo con el estimador H-T.

~

t 1 . 1 _
EGs) = E (N) = SE(E) = 3t =T
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I11.1V. Intervalos de Confianza

Generalmente para explicar un intervalo de confianza al 95% de confianza se dice que si se
extraen muestras de la poblacidon y construimos un intervalo de confianza para cada una de
éstas, se espera que al menos el 95% de los intervalos de confianza contengan el valor del
parametro, es decir, si se hacen 100 muestras, cada una con su intervalo de confianza entonces
se espera que 95 de éstos contengan el valor real del estimador.

“Obtener una estimacién por intervalos para un parametro poblacional © al nivel de confianza
a consiste en hallar un intervalo real para el que se tiene una probabilidad de 1-a de que el
verdadero valor del pardmetro O caiga dentro del citado intervalo. El valor (1-a) suele
denominarse coeficiente de confianza” (César Pérez Lopez, 2005, pag. 8)

Un intervalo de confianza depende mucho de la distribucidn del estimador, que por lo general
en muestreo y en particular MAS se supone una distribucién normal, sin embargo no siempre
es de esta manera pues influye mucho el conocimiento previo que se tenga de la variable en
estudio pues pueden haber variables con comportamiento asimétrico como: tamafios de las
ciudades, empresas, tiendas el ingreso de la poblacidn, etc. y son estos los que necesitan un
mayor numero de muestra para considerar normal su distribucion a comparacién de las
variables con comportamiento simétrico.

La probabilidad de que el estimador de una variable © esté alejado del valor real sea cuando
mas 6 es de 1-a. & es conocido como error absoluto y 1-a es conocido como confianza.

Esto es:
P(0-6 <b<0+8)=1-a 6 P(|6-06|<s)=1-a

Es decir; la probabilidad de que la diferencia entre el estimador y el valor real sea alo mas 6 es
1—-a.

Suponiendo que los elementos de la muestra (n) sean lo suficientemente grandes para que se
distribuyan como una normal’.

De no cumplirse la normalidad se puede usar el percentil de una t-student con N-1 grados de
libertad.

® En general si n>30 se supone normalidad, sin embargo si la variable se distribuye de forma normal entonces con
n=1 bastara.
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111.V. Teorema del limite central

En forma general el teorema del limite central (TLC) dice que los promedios

de muchas

muestras probabilisticas de una poblacién tienden, al aumentar el tamafio de la muestra (n) a
tomar una distribucion normal, a pesar de que la variable que se mida no tenga una

distribucién normal en la poblacién.

Para saber con qué rapidez se acerca la variable estudiada a una distribucidn normal depende

mucho de la forma que tiene dicha variable (normal, asimétrica, uniforme, etc.).

Teniendo en cuenta el teorema, podemos aplicarlo a los intervalos de confianza que se venian

manejando.

Ahora si la media muestral se distribuye de la siguiente forma

ys~N (3_’Ur (1 - %) STUZ>

Y teniendo a Z como una variable normal (0,1)

P (—Z(l_%) <Z< Z(l_%)> =l-a

Recordando que

52
n
(1-§)%
Entonces
/ Vs — Yu \
Py —Z VA =1-
A ek
(1-§)%

Esto un intervalo del 100(1-a) %.
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e 57, |(1- DR 2,5 |(1- ok

También es comun escribir los I.C. (intervalo de confianza) de la siguiente manera

Recordando que en MAS
Se puede obtener el IC del total

A menudo no se conoce Sy por lo que se puede sustituir por Ss.

De forma muy general tenemos que un I.C. para un estimador 6 es el siguiente (asumiendo
normalidad).

6 iZ(l_%) /V(Q) =0+ Z(l_%)EE(H)

En caso de no cumplirse la normalidad:
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Por lo tanto para un intervalo de confianza lo que se necesita es:

e El estimador de nuestro parametro.
e Elestimador de la varianza del estimador del parametro. V()

111.VI. Estimacion del tamafo de la muestra

Una de las preguntas que surgen a la mente al momento de realizar una encuesta es ¢ Cuantas
personas necesito para que mi muestra sea buena? (en caso de que sean personas a las que se
hard la encuesta), es decir ¢De qué tamaino sera n?, esta pregunta va muy de la mano con la
siguiente pregunta: {Qué tan exacto se desea el resultado? Un error que se suele hacer es
intentar acomodar el presupuesto al tamafio de muestra, sin embargo lo correcto es ajustar el
tamafio de muestra con los recursos que se tengan y con la precisién que se desea obtener. Si
al momento de intentar ajustar el tamafio de muestra con los recursos y la precisién deseada se
observa que necesitaria mds recursos para una mejor muestra, en ese caso se deberd pensar en
si se realiza la encuesta o no.

Un tamano de muestra pequefio implica:

e Insuficientes elementos para hacer una buena inferencia del total.

e Bajo costo en el estudio.

e Poca precision de los estimadores.

e Los I.C. suelen ser muy grandes con muestras pequefias (ineficientes).

Por otro lado una muestra grande implica:

e Costos elevados para el estudio
e Un posible aumento en los errores que no son de muestreo.
e Laprecisién mejora.

Generalmente la precisidon deseada es expresada en términos absolutos.

P(l9s —yyl <) =1-«a

A § selesuele llamar margen de error.

30



Para encontrar una ecuacién que relacione esta probabilidad con el tamafio de muestra es la
ecuacion de los intervalos de confianza. Para determinar una precisién absoluta, se necesita

determinar un valor de n que cumpla con lo siguiente. Suponiendo para un promedio.

Al despejar n

N§? + 22(1 )SUZ

-z
2

1
n Zz(l_%)SUZN

ZgSm

TNz 22 oS’

Ahora si se divide sobre el tamafiio de poblacién...

n =

Sea
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Por lo tanto la férmula final para el tamafio de muestra es la siguiente.

Para el caso de una proporcién la variable de estudio tiene distribucién de una bernoulli por lo
tanto SU2 = p(1 — p) para poblaciones grandes. Esta ecuacién toma su maximo valor cuando
p=.5y

2 g’

62

ng =

Para la estimacidn de un total se obtiene con un procedimiento similar al anterior la siguiente
formula:

(24
-3

6‘2

Zz(

)NZSUZ
Nng =

Ejemplo:

Una ciudad tiene 15,000 habitantes. Una encuesta es llevada a cabo para estimar el nimero
total de gente en la ciudad quien desea que se construya un estadio ahi. ¢Qué tamano de
muestra es necesario para estimar el numero total con un margen de 300 personas con 95% de
confianza? Se sabe que la construccidon de un estadio es una idea innovadora y se cree que al
menos 60% de los residentes del pueblo les gustaria verlo construido.
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Respuesta.

Es importante observar que la variable a estudiar tiene la siguiente estructura:

Vi = {1 si la k — ésima persona quiere el estadio.
k 0 otro caso.

En este caso y con la informacién que se da de que el 60% de personas quieren el estadio
obtenemos que p (1-p) produce la varianza maxima con el valor de .6

Obtenida la varianza podemos simplemente sustituir los valores.

2 gy’

62

ng =

_ 1.96%(£559)[(0.6)(0.4)]

14999
= 2305.11
3002 305

Ny

~ 2305.11
" =1+ 2305.11/15000

= 1998.060

Como se pudo observar en el ejemplo anterior al calcular el tamaino de la muestra es necesario
conocer el valor de la varianza y especificar el error absoluto. Para lograr esto se puede usar
uno de los siguientes métodos.

e Muestra Piloto
e Consultar estudios anteriores o datos disponibles de referencia
e Asumir distribucidn hipotética de la variable Y.

Un ejemplo de esto es un caso muy comun en la vida rutinaria de cualquier persona, cuando se
estd organizando una fiesta muchas veces no sabemos la cantidad necesaria de bebidas, por
ejemplo cervezas, se puede intuir este numero a base de conocer a las personas que irdn a la
fiesta, es decir si la persona que esta organizando la fiesta sabe que ird su amigo mas borracho
entonces tal vez deberia comprar mas cervezas, o si sabe que ira la persona que siempre lleva
“gorrones” consigo entonces también se toma en cuenta al momento de decidir la cantidad de
cervezas a comprar.
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I11.VII. Algoritmo MAS.

En caso de contar con una computadora, se puede usar el siguiente algoritmo para seleccionar
una muestra MAS

1. Generar Ug, ..., Uy variables aleatorias idénticamente distribuidas Unif (0,1)

2. La unidad k=1 es seleccionada si U1<%

3. Llas unidades k=2,3,..., N son seleccionadas Si Uy < ﬁ
donde ai es el nimero de unidades seleccionadas entre los primeros k-1 elementos de
la poblacién.

4. Repetir paso 3 hasta que se obtenga la cantidad total de elementos de la muestra. Es
decir cuando ax=n

Ejemplo:

Supongamos que N=4 y n=3

Paso 1

A W N PR

Paso 2

Uk kEs
0.3 1

0.9 0 T~

01 1 — Pertenecena S

0.2 1

3

. . . n
El primer elemento es seleccionado si U< i .75

n-a 3-1 2
l_J2 < k. — = -
N—-k+1 4—-2+1 3
3-1 2
U3 =-=1
4—-3+1 2
3-2 1
U4 = - = 1
4—-4+1 1

34



Capitulo IV. Muestreo aleatorio estratificado

El muestreo aleatorio estratificado es cuando a la poblacién se divide en grupos de tal forma
gue sean homogéneos (respecto a la variable de interés) en su interior y heterogéneos entre si,
ademds de ser mutuamente excluyentes y exhaustivos®. Los estratos elegidos son con un
conocimiento a priori de la variable de interés para que pueda resultar efectiva la division.

Se usa un muestreo estratificado cuando...

e Queremos reducir la probabilidad de obtener una mala muestra

Suponga que se tiene una poblacidon de N habitantes, con la mitad hombres y la otra
mitad mujeres. Si usdramos MAS se podria obtener una muestra con X% de hombres y
Y% de mujeres, donde es probable que no sea una muestra representativa
(dependiendo del estudio a realizar). Sin embargo si estratificamos nuestra poblacion en
2 grupos (estratos) por género tendriamos una mejor muestra, garantizando
representatividad de la muestra por género.

e Una muestra estratificada es posible de administrar de manera mds conveniente a un
menor costo

En un estudio de Autoservicios podria usarse una entrevista personal para tiendas
grandes y tal vez una entrevista telefénica para tiendas pequeiias, esto por la
participacién de las tiendas en el mercado.

e Sjse realiza correctamente el muestreo estratificado, los resultados daran estimaciones
con menos varianza, es decir, mas precisas. Esto dado que los estratos son homogéneos

’

por dentro y heterogéneos entre si.

Si se tiene un estudio de videojuegos, es probable que convenga estratificar por edades
ya que se sabe que a la edad joven le gusta mas este tipo de entretenimiento.

Este tipo de muestreo resulta particularmente atil cuando la variable en estudio toma valores
promedio distintos en los diferentes grupos. Se recomienda por lo tanto usar cuando se
conozca que la division por alguna variable (género, ubicacién geografica, nivel socioecondmico
etc.) pueda ayudar al estudio.

® Que la unién de todos los estratos de como resultado el universo y que cada elemento pertenezca a sélo un
estrato.
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IV.1. Notacién

La poblacidn se representara con U, N seguird siendo el nimero de unidades dentro de U
La letra H es el numero de estratos de U, siendo los estratos (Un) mutuamente excluyentes,
donde cada Uy, tiene N, unidades tal que

H
U= L“lUﬁ y ZE:AM.=AN
n=1 n=1

Dentro de cada estrato, una muestra aleatoria Sy, c U,, de tamafio n;, es seleccionada de acuerdo
al disefio muestral. Teniendo una probabilidad de ser seleccionada de Py, (Sp).

La seleccion en un estrato es independiente de la seleccidn en otro estrato, resultando en el
siguiente disefio muestral:

P(S) = P1(S1) Ph(Sh)
Siendo entonces la varianza

H
Var(t) = ) Var(ty)
,Z:l 5

Un diferente disefio muestral puede ser usado en cada estrato, en la practica sin embargo, es
un caso raro. Los tamafios de muestra en cada estrato pueden ser distintos entre si.

IV.1.1.Propiedades de muestreo estratificado

Para el estrato U, el total de un estrato es:

tUh:= :E: Yk

k€Up
La media para el mismo estrato:

_ 1 1
YUh ::RE:tUh ::}v; zi: Yk

keUy

La variabilidad entre cada estrato, es decir la varianza del estrato en la poblacidn estd definida
por:

2 1 — N2
h
keUy
El tamafio relativo del estrato h esta denotado por Wy, y se define como:

N,
Wh=""y ; h_1Wh =1

De lo anterior podemos decir que para el total de una poblacién puede expresarse como:
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i H
OISR RT
h=1 h=1keUp, keu

H H
_ 1 _ _
Yy =M, = NZ(Nh }’Uh) = Z Wiy,
h=1 h=1

Para la muestra Sy, se tiene la media muestral

Ademas la varianza muestral

1 ]
S8 = ) = s’

n
h keSh

IV.LI1. Horvitz — Thompson en muestreo estratificado
Por la definicion del muestreo estratificado podemos decir lo siguiente:

Por lo mismo el estimador H-T del total en la poblacién es la suma de los estimadores H-T en
cada estrato donde
_ N %
T
keSy k
Dado que los estratos son independientes la varianza del estimador H-T esta representada de la

siguiente forma:

H H
5 5 Ye Y1
Vit =, V)=, | D, D (e~ ma) 2

keSh LESY

try,

Un estimador para la varianza en muestreo estratificado:
o B " Ty, — MM\ Vi Vi
V(tn) = V(tn.h) = - @ - ).z
h=1 h=1 M1 Ty Ty
kESh LESY !
Una observacion importante en muestreo estratificado es que

T[k,l =TT >0
Parak €U, yleU;, (h#h)
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IV.11. MAS Estratificado

Bajo el diseno muestral MAS estratificado, primero dividimos a la poblacién en H estratos
después se selecciona de manera independiente una muestra y en este caso nuestras

probabilidades de inclusidén son:

ny

T, = — arak €U
k N, p h
Dk osileU,y keU, h# h
_ JNn Nj
Tl TN sikIleU
Np Np—-1 ’ h

Sustituyendo éstos valores para el estimador H-T se llega a
H
f’-ﬂ.' = z Nh}_lsh
h=1
Ny

L H
Y = Nz Npys, = Z Whys, Wh= N
n=1 h=1

, — — 1 —
Ademis ¥ # Js = = Snen s, S = Ul S

Es decir en general y,no coincide con la media muestral, esto sélo para cuando se cumple que
la fraccion de muestreo para el estrato h es
Np

n
N N,

Con la propiedad de independencia entre estratos, la varianza de H-T bajo MAS estratificado es:
H

o 1 1
Vsr(tz) = Z N§ <_ - N_) Slz]h
e ny h

De igual forma si se divide por N? se llega a

H
1 1 A _
VerG) = ) Wi (1= 37) Sb, legando aVer(En) = Vor Gu)
h=1
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Estimadores insesgados de esta varianza para usos practicos son los siguientes:

h=1 M
H
0 2 1Y 2
Vsr (V) = Z Wil—-— N, S5,
e h h

Son insesgados a causa de que el estimador de H-T y su varianza son insesgados. Por lo tanto el
intervalo de confianza para el estimador H-T queda de la siguiente forma:

i +7 ZNZ(l 1)52
T — (1_%) h nh Nh Sh

En este caso la aproximacion normal se suele asumir cuando los elementos de la muestra de
cada estrato (n,) son grandes o cuando hay muchos estratos, es decir H es grande. También si la
distribucién de la variable de interés es aproximadamente normal.

IV.111. Asignacion del tamafio de muestra en muestreo estratificado.

Como en MAS se comentd, la asignacién del tamafio de muestra es crucial para los resultados y
gastos de la encuesta. Sin embargo se tiene que considerar lo siguiente para MAS estratificado

H
h=1

A continuacién se enuncian algunos métodos de asignacion.

IV.111.1. Asignacion Igual

Como el nombre lo enuncia, éste método es el mas comodo y sencillo de usar pues da la misma

cantidad de seleccidn a cada estrato, es decir saca un promedio de muestra para cada estrato.
n

Tlh=ﬁ

Sin embargo como es de esperarse este método es el que presenta las mayores varianzas para
los estimadores. Ademas ¢éa qué recurriria si se llegara a np>Ny,?
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IV.I1L11. Asignacién Proporcional

Ny
ny, = Wyn = Wn

Como se puede observar, este método toma en cuenta el peso de cada estrato y lo respeta
para la muestra del estrato, es decir que si un estrato es el 70% del total, asi también serd n
respecto an.

Dado que los tamafios de los estratos son generalmente conocidos, esta asignacion es sencilla
de usar y siempre puede ser usado.

Bajo esta asignacion la varianza de la media...

T

A partir de esto podemos obtener el valor para nuestra muestra general (n)

P57~ ] <8) = 1-a

40



1
62 +2(, o) (%) ZHoy W3,

1
ST 7 oW
(1_%) h=1 h Up
z (1_2)2 Yh=1 WiS§,
sinyg = 2 52
Si se divide todo entre 62
Ny
n= o
1+ N
IV.I1LI1I. Asignacidn Neyman

Esta asignacién es dptima en el sentido en que proporciona la menor varianza. Sin embargo,
requiere que las Slz,h sean conocidas, en la practica esto es poco comun.

WhSuy, l
np=n

H
h=1 WhSUh
Se observa entonces que el tamafio de la muestra es directamente proporcional a Sy, .

De la misma forma nuestra varianza queda de la siguiente manera.

H

1 1
V(yp) = Z Wy (n—h - N—h) St

h=1
2 H
1 2
~ 5 2, Wi
h=1

H
1
~n [2 Whdu,
h=1

Para calcular n con esta varianza, queda de la siguiente manera

P57~y <6) = 1-a
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5% + Z(l_%)z 1 Hoy Wy SE,

1 N h=1
ST 2[SH_ WSy, |
(1_7) h=1"Ynouy,
i (S, WSy, |
N 62 If-ll=1 Wh'slzlh
Zogy N

Una situacion importante de mencionar es que usando este método puede resultar que la
muestra en un estrato llegue a ser mayor que el total de unidades del estrato. Si esto ocurre
una posible solucidn es que se haga en censo en todo el estrato y después se reajuste el calculo
para los demas estratos.

IV.111.1V. Situaciones donde la asignacion 6ptima produce mejores ganancias de
precision.

e La poblacidn consta de elementos que varian mucho en tamafio.

e Las principales variables a medir estan intimamente relacionadas con los tamafos de los
elementos de la poblaciéon

e Se cuenta con una buena medicidon de tamafio de los elementos para establecer los
estratos.

Ejemplo

Suponga un minero de datos de una empresa de telefonia mavil, quiere estimar el promedio de

ventas mensuales de un nuevo producto. Suponga que dicha empresa sélo consta de 4

ciudades con distribuidores que venden el producto, entonces el minero de datos decide usar

MAS estratificado, siendo cada ciudad un estrato distinto con los siguientes distribuidores
N;=24, N,=36, N3=N;=30; N=120

Se decide tomar una muestra de tamafio 20 de distribuidores. Dado que no existia informacién
previa sobre las varianzas en los estratos, se decididé usar asignacién proporcional.
Sustituyendo los valores...

_o Mo 2%,
M=y = 0"
n2=nW2=6

n3:5:n4

Los 20 distribuidores son seleccionando usando MAS dentro de cada ciudad (estrato). Las
ventas del Ultimo mes para cada distribuidor fueron las siguientes
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H=1 H=2 H=3 H=4

Y= 94 91 108 92
90 99 96 110
102 93 100 94
110 105 93 91

111 93 113
101

Sacando las medias para cada estrato se obtiene lo siguiente:

H Vs,
1 (94 + 90 + 102 + 110)
=99
4
2 100
3 98
4 100

La varianza muestral de cada estrato queda de la siguiente manera:

S3,
1 1 * 2 _
= 1)Zk=1(yk —99)2 = 78.67
2 55.6
3 39.5
4 112.5

4
1 _
Y = NZ Npys,
h=1

= —5[24(99) +36(100) + 30(98) + 30(100)] = 9.3

1 /1 1
= m(%— ﬁ) (24-78.67 +36-55.6 +30-39.5+30-117.5) = 2.93

Por lo tanto el intervalo de confianza al 95% de y,; queda de la siguiente forma

99.3 + 1.96v2.93
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99.3 + 3.35
Si s6lo hubiéramos ocupado MAS

3—17'[ = }_/S = 993
N _ 1 1
Vimas(Vs) = (;— N)Ssg =249

Entonces éporqué resultd menor la varianza para MAS que para estratificado con asignacién
proporcional? La respuesta es que para estos casos, las varianzas th son usualmente mayores

para instituciones grandes que para las pequeias, lo cual hace ineficiente la asignaciéon
proporcional. De hecho en este caso donde la varianza sea grande dentro de algun estrato, es
decir, que el estrato sea muy heterogéneo respecto a la variable de interés se recomienda usar
la asignacién Optima o cambiar de muestreo.

IV.1V. Post-Estratificacion

Cuando se sabe de una buena variable para poder estratificar la muestra pero no se tiene en el
marco de muestreo se puede realizar primero el muestreo MAS y a la par de hacerlo se obtiene
la variable de interés, por lo que al final se puede hacer una estimacién de forma pseudo-
estratificada como se tenia pensado desde el principio, lo anterior es el concepto del muestreo
post-estratificado’.

Usamos este tipo de estratificacion cuando:

1. Es imposible estratificar la poblacion U antes de seleccionar la muestra S, es decir el
estrato al cual pertenece una unidad de muestreo no se conoce, sino hasta que la
muestra ah sido hecha.

2. A pesar de eso, los N,’s son conocidos (6 al menos los W,’s) antes de seleccionar la
muestra.

3. Estas caracteristicas pasan generalmente cuando la variable usada para estratificar la
poblacién se refiere a caracteristicas personas tales como género, edad, educacidn etc.
por ejemplo no se conoce el género de un entrevistado sino hasta ser entrevistado, pero
sabemos que W.=W, =0.5

Después de tomar las observaciones, se puede asumir asignacién proporcional8:

" Se debe de tener cuidado al hacer este tipo de muestreo ya que se pueden obtener varianzas muy pequefias si se
escogen de forma directa los grupos (estratos) una vez obtenida la muestra.
8 S6lo si n es grande y n, >29
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H H

B Ny,

Ypost = ZW Z h Vs,
h= pa—

SU
Voost(Fpost) = 1 - —

Mm

h:
Es importante mencionar que esto es valido si

N
1. Se conoce Wh

2. npesrazonablemente grande (n>30)

Ejemplo

Supdngase que un marco muestral enumera a todas las familias de una ciudad y que se necesita
estimar la cantidad gastada en comida en un mes.
- Podemos usar el tamafio de las familias como una variable de estratificacion, por lo

tanto si la familia es grande implica que gastard mds que una pequeiia. Sin embargo
no sabemos la cantidad de integrantes de las familias solo tenemos la numeracion
de éstas.

- Las fuentes oficiales reportan la distribucidn del tamafio de las familias en la ciudad.

# personas en la familia % de familias
1 27.75
2 31.17
3 17.5
4 15.58
5+ 10

- Por lo tanto no se puede estratificar por el tamano de la familia antes de formar la
muestra

- Si se puede tomar una muestra MAS de familias y registrar la cantidad gastada en
comida y el tamafio de familias.
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1V.V. Estratos en variables continuas

Ejemplo:

Suponga que los siguientes datos muestran la distribucién de frecuencia del porcentaje de
préstamos bancarios dedicados a préstamos de cualquier indole en una poblacién con 13,435

bancos de algun pais. La distribucion es oblicua, con su moda en el extremo inferior.

(Préstamos de interés)%
RESPECTO AL TOTAL
0-5
5-10
10-15
15-20
20-25
25-30
30-35
35-40
40-45
45-50
50-55
55-60
60-65
65-70
70-75
75-80
80-85
85-90
90-95
95-100

f(y)

3464
2516
2157
1581
1142
746
512
376
265
207
126
107
82
50
39
25
16
19

2

3

Acumulativo ./ f(y)

58.9
109.1
155.5
195.3
229.1
256.4
279
298.4
329.1
329.1
340.3
350.6
359.7
366.8
373
378
382
386.4
387.8
389.5

Donde la columna de acumulativo ./ f(y) esta formada de la siguiente manera

58.9 = v3464

Supdngase que se quieren 5 estratos.

109.1 = V3464 + V2516

y asi sucesivamente

Entonces cuando queremos formar estratos con este tipo de variables continuas, dada f (y), la
regla es formar la acumulativa de /f(y) y escoger las y, de tal manera que éstas formen

intervalos iguales en la escala de acumulativa / f(¥).

total de cum \/f(y) 389.5

=779

46



Ahora sacamos los limites de nuestros estratos

Limite 1 =77.9

Limite 2=2(77.9)=155.8
Limite 3=3(77.9)=233.7
Limite 4=4(77.9)=311.6

Si a nuestra acumulativa,/ f(y) la dividimos entre estos 4 limites nos daran 5 grupos que seran
nuestros estratos. Buscamos el valor en la tabla mas cercano al limite 1.

Se tiene entonces que el primer estrato es el intervalo de 0-5% de préstamos bancarios de
interés respecto al total de sus préstamos pues la raiz de la cantidad de bancos que cumplen
con esto (acumulativo /f(y) ) es 58.9 es decir que V3464 = 58.9 siendo la cifra mds cercana
a 77.9 donde dicho estrato contiene 3464 bancos (N).

Teniendo entonces los siguientes estratos

ESTRATOS %PRESTAMOS Nh

1 0-5 3464

2 5-15 2516+2157=4673
3 15-25 2723

4 25-45 1899

5 45-100 676
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Capitulo V. Muestreo por métodos indirectos.

En general en muestreo se tiene una dificultad universal, el error de muestreo. Hasta ahora se
han mostrado procedimientos para estimadores lineales. Sin embargo existen otros
estimadores donde se usa un desarrollo de Taylor para poder obtener una aproximacion lineal
del estimador del parametro.

Estimacion de varianza para estimadores no lineales.

Sea 6 un estimador no lineal de un parametro de interés 8 obtenido de una muestra de tamafio
n. El plan es expresar dicho estimador como funcién de una serie de estimadores, ie,
0 = F(¥1, Y2, V30 ver Vi) =(p(§1,672,§3,...,9k). Esto para poder calcular las varianzas del
estimador.

Usando el desarrollo de Taylor para este estimador en el punto (6,4, ..., 8) :
(p(él, 52, §3, ey ék) = (p(gl, 02, 63, . 9]() + d(p(éb ey é\k)l(gl’__‘gk) + Tn

Donde dependiendo del entorno T,, puede ser o no ser eliminado y asi obtener una
aproximacion valida. Si esto se cumple por lo tanto

k ~ ~
~ ~ ~ dp(64, ...,0 ~
0~ 6~ dp(6y,...00)0,..00 = Z <%) (6. -6,)
r=1 r (041,.-.6%)

Finalmente elevando al cuadrado y sacando la esperanza se llega a una aproximacién de la
varianza.

Var(8) = E [(9 — 0)2] ~

(Z <a<p(9;5r..,ék)> — 2

r= (61,...6%)

3

1

k ~ ~ ~ ~

B ZZ (6(p(91, ...,Bk)> <6<p(91, ...,Bk)> Cov(6,,6))

= SRANE —_— -
001' (elr-wek) ael (911'"10k)

r=11=1

Para fines de este proyecto usaremos R = % como parametro de interés y por lo tanto R = %

Es decir R = (6:,[3), podemos entonces usar la varianza aproximada obtenida anteriormente
llegando a
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Var(R) ~ %[m(a) + R?*Var(B) — 2RCov(, §)]

V.l. Estimadores de razon

En este tipo de estimadores se considera que a cada unidad k de la poblacion se le asocian 2
variables numéricas Yy y Xi. Si se tiene conocimiento “a priori” en toda la poblacién, se puede
usar este conocimiento para construir mejores estimadores.

Sea entonces Y el parametro de interés, supongamos también que se conoce la variable auxiliar
X en toda la poblacion.

La férmula general de los estimadores indirectos es:
(%) = F(7) + bo (F&) - £(X))

Con ?G como el estimador indirecto de Y, ¥ y X los estimadores directos de Y y X. b, es un
coeficiente de correccién. A partir de éste ultimo, dependiendo de su valor es el tipo de
estimador indirecto; Algunos de los casos mas frecuentes son:

e b, = 0 Se tiene entonces que el estimador indirecto es igual al directo.
e by =1setieneY; =Y + (X — X), es conocido como estimador de la diferencia.

e b, =§ Este en particular es el estimador de razén
P 4 N oA o
7 =Y+§(X—X) =RX=Y

e by=0»b Es el estimador de regresion.

Entonces si hablamos de estimadores de razdn se tiene que en general no son insesgados, pero
tienen varianza pequefia. Pero para esto es necesario conocer X 6 X para poder calcularlo.

A pesar de que R es consistente se tiene gue es sesgado, aunque bajo ciertas condiciones se
cumple que sea insesgado.

1. Ry X no se correlacionan en el muestreo.
2. Larecta de regresidon entre la variable de interés y la auxiliar pasa por el origen
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A
L 2
-
L 4
L 2
L
_ rs 4
Y,
L 4
7 e
oo
ERROR R
’ L
X X,
Entonces
Yu _Xu
Ys Xs
~ _ Xy s_
Yu=Ys=— = Rxy
Xs

Existen 2 aplicaciones de los estimadores de razén:

1. Se necesita estimar t,, 6 ¥ bajo el supuesto de que y, a xcy ademas bajo el supuesto
de que se conoce ty, (6 Xy ) es decir se conoce el total y/o la media poblacional. No
gueremos realmente estimar R, pero lo estimamos para estimar el total de la variable Y
(tym). En este tipo de estimaciones se aprovecha la existente correlacidon entre las
variables X y Y en la poblacién; mientras mejor es la correlacion mejor la estimacion.

Por lo que
1s ]
byw _ N2keuYe _yy

1 x
o gXkeuXe Y
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De esta manera, los estimadores del total y del promedio de y quedan definidos
de la siguiente forma:

ty, = Ry,
iﬂ = Rxy

Ykes 2k

R=— Tk

Xk

Sres ok

2. No se conocen las x;. Ademas, resulta de interés estimar a R. Ademas también nos sirve
para estimaciones de proporciones si yx toma valores 0y 1, al igual que x

Podemos poner un ejemplo sencillo, hay que suponer que se necesita estimar el total de una
poblacién pero que no conocemos N, por lo que aun sabiendo la media no podemos usar la
clasica estimacion ty=Nyy. Pero con ayuda de otra variable podemos saber N=tx/Xy

En una fabrica que produce televisores se quiere estimar la cantidad total de televisores que
fueron defectuosos en un mes (y), se tiene sdlo la muestra de televisores (n) pero no se conoce
el total de televisores que fueron fabricados (N); por lo mismo no se puede multiplicar por N a
la proporcion de televisores que resultaron defectuosos de la muestra. Sin embargo se sabe
gue hay una cantidad fija de trabajadores quienes fabrican los televisores, es decir, la cantidad
de horas usadas para fabricar un televisor (x), y se sabe la cantidad de horas totales que
trabajan, se puede entonces tomar esto como una variable auxiliar a la de interés. Si se
multiplica la cantidad de horas por dia trabajadas por los empleados por el total de dias
trabajados en el mes, se tiene el total de horas que usaron para fabricar a todos los televisores
de la poblacidn total (ty) y como se tiene el registro por televisor solo de la muestra de cudntas
horas se usaron para fabricar cada televisor, se puede obtener el promedio de horas usadas
para fabricar cada televisor de la muestra (Xg). Por lo tanto se puede sacar el promedio de
televisores defectuosos de la muestra (yg) y multiplicar por la razon de la variable auxiliar esto
es:

>
Il
|
n

Yu

ST

La peculiaridad de este tipo de estimaciones es que hay veces que lo usamos y no nos damos
cuenta pues el denominador de las estimaciones parece ser una constante, para saber cuando
usar este tipo de estimaciones tenemos que pensar si cambia el denominador al momento de
cambiar la muestra, de ser esto correcto entonces se habla de estimaciones de razon.
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Para calcular la varianza del estimador de razdn se usa la definicion de varianza de un
estimador, es decir, como la esperanza del estimador menos su valor real al cuadrado.

Var(R)=E[(R-R)’]

Sea & un nimero muy pequeiio tal que
0Xs = Xy — Xy

5\ _ }75 —R J?5)2
Var(R) = E (fu + 6%, l

A continuacién definimos f(6) como:

ys_Rfs

2
m>l=vaT(R) S 0=1

f0) = E[(

Si a esta expresion se le expresa como la expansion de Taylor en torno a cero se tiene que

2 prr
£(6) = £(0) + 6£(0) +%!(0)+

f0)=E (ﬂ)zl

Xy

, _ (3_’5 — R JES)Z(SJES
f (O) - _ZE _ JZU3 l

Cuando 8 = 1 se llega a que

2 s
Var(R) = f(1) = E [(ysf—fxs> l _2F l(ys };;;S)desl N

U

52



La expansion entonces procede mediante potencias de §X siendo los términos que incluyen a
X cada vez mas pequefios, por lo tanto si sélo se usa el primer término se tiene una buena
aproximacion.

. . — R %\ * 1
Var(R) ~ E l(%) l = —E[(Js — R %,)*]
U Xy
sea dy =yx— Rxy
&s =¥ — RX;
Asi
_ _ -2
E[(ys —R xs)z] = E[ds ]
Ademas con
- -2 203
var(d,) = E (d,”) - E2(d;)

_ _ B _ YVu _
E(ds) ZE(yS_Rxs) =E(ys_%xs>

_ y _ _ Yu_
=E(ys)—$E<xs>=yu—§xu=o

Por lo tanto la varianza quedaria
_ -2 _ _
Var(d,) = E(ds") = E[(F, — R %,)?]
Teniendo en cuenta que estamos usando MAS sabemos que

varG = (1- 1= (1= LS (52

Por lo tanto aplicando lo anterior a d

Var(ds) = (1 -3
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Llegando entonces a

Regresando con R

Var(R) = i Var(d )

_1(1 n)l 1 z R 2
_3212] N/ nN-—1 (yk xk)

keU

Sin embargo como no sabemos el valor de R, para poder sacar una varianza practica se usa

Ck = Vi — Rxy

B ny 1 Ykes Uk — Rxp)?
Var(R) —S(l—ﬁ); T

Sea ahora

— Rx;)?
z Ok — 1k) — Error cuadrado medio.
kes n

Para el caso de £,

o P n\ Sz
V(i) = P(Rey,) = N2 (1-5) =

Practicamente usamos una variable aleatoria fuertemente correlacionada con la variable de
estudio para estimar valores deseados de nuestra variable que nos interesa.

Es importante observar que la estimacién por razones funciona mejor si la linea que ajustan a
los datos de las variables x, y pasan por el origen. Si éstos datos se ajustan mejor a una linea
recta que no pasa por el origen convendria usar estimacién por regresion (y=a+bx)
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V.1.lI. Estimadores de razon en muestreo estratificado.

Usamos estimadores de razén en muestreo estratificado cuando se tienen pocos estratos y/o
los tamaiios de muestra en cada estrato son grandes. Supone que las razones en cada estrato

son similares, para este caso usamos el estimador de razon por separado.
El cual tiene los siguientes estimadores:

H
. Ny,
s = W h
h=1
H N 2
7(R) =Y (5) 7(Ra)
h=1

-5 (1 ) L O

np Tlh—l

Los sesgos de los estimadores de razon en cada estrato se suman, por lo que este estimador
puede tener un sesgo muy grande, es por eso que conviene usarlo cuando los tamafos de

muestra son grandes.

Si por lo contrario se tienen muchos estratos y/o los tamafios de muestra por cada estrato son

pequefios, se usa el estimador de razén combinado.
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Capitulo VI. Muestreo por conglomerados

El muestreo por conglomerados es una técnica similar en primera estancia al muestreo
estratificado, sin embargo tiene aplicaciones y consecuencias distintas ya que frecuentemente
este muestreo disminuye la precision respecto a MAS considerando la precisiéon del muestreo
estratificado.

Usamos muestreo por conglomerados entre otras cosas por los siguientes puntos

La construccién de un listado que contenga a todos los elementos de la poblacion puede
ser dificil, o hasta imposible.

por ejemplo, en una empresa de telefonia celular, es muy complicado y caro tener un
listado de todos los clientes que pueden comprar un celular, sin embargo existe un
listado de los canales de venta de la empresa.

La dispersion geografica de la poblacidn, o aparecer en agrupaciones como familias o
escuelas. Por ejemplo si queremos una muestra de estudiantes podriamos usar como
poblacién objetivo escuelas y entrevistar a todos los estudiantes de las escuelas
seleccionadas por el muestreo a usar un MAS sobre los estudiantes directamente, ya
gue esto puede provocar que tengamos que ir a una escuela a entrevistar sélo a un
estudiante, lo cual lo hace lento, poco practico y caro.

Por lo tanto se recomienda usar practicamente por ser mas préctico9 en la vida real que otro
muestreo. Se usa también cuando los conglomerados tienen promedios muy similares entre si
(que sean homogéneos).

En el muestreo por conglomerados a diferencia de otros muestreos tenemos que:

e Los individuos de la poblacidon solamente participan en la muestra si pertenecen a un
conglomerado elegido en la muestra.

e La unidad primaria de muestreo no es necesariamente la unidad de observacion,
sino es la unidad secundaria del muestreo.

e Dado que no se tiene un marco muestral definido para la poblacidn objetivo las
estimaciones son menos precisas, contrario al muestreo por estratos.

® Ya que logisticamente ayuda a que el encuestador no se tenga que mover mucho, provocando ademas que no se
necesiten a muchas personas para levantar las encuestas.
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VI.1. Notacion

Dado que en conglomerados nuestros elementos observados no son nuestras unidades de
interés sino que vienen siendo las unidades primarias y las unidades secundarias (dentro de las

unidades primarias) nuestras unidades de observacién.

Nivel primario.

Yij Es la respuesta del elemento j dentro de la unidad primaria i.
N Numero de unidades primarias en la poblacion.
M; Numero de unidades secundarias en unidad primaria i
N
k=z M; Cantidad total de unidades secundarias en la poblacidn.
i=1
M;
= z Yij Total de respuestas dentro de la undad primaria i
i=1
N
tU = Z ti
i=1
N
- Zi 1 Yij
yu = K
j=1
ty)2
2 Zl:l (tl - W) . . . . .
S¢ = N_1 Varianza poblacional de las unidades primarias.

Nivel secundario:

M.
_ 1 Vij 4 . . . L
Viu = Mo M Media poblacional de la unidad primaria i.
e i i
j=1
N Mj
(Yu YU) . . .,
Varianza de la variable respuesta y en toda la poblacién.
i= 1]
YVij — Yiu
Z ( ) : ) Varianza poblacional de y dentro de la unidad primaria i.
numero de unidades secundarias en muestra de la unidad primaria i
Yij
Z ) media muestral para la unidad primaria i

JESi



) M, yy
t= Z — total estimado para la unidad primaria i.

4 m;
JESH
. N, _ .,
te = —t; Estimador H-T del total de la poblacién
n
j€s
S ! Ef“z Varianza del estimador H-T
= | == arianza del estimador H-
5 n-1 o\ N
1

VI.11. Muestreo por conglomerados en 1 etapa

Este tipo de muestreo es donde si un conglomerado (unidad primaria) esta en la muestra
entonces todas sus unidades secundarias son seleccionadas. Bajo este esquema:

e Enla poblacién de N unidades primarias, la unidad i contiene M; unidades secundarias.

e Extraemos una muestra MAS de las N unidades primarias y medimos la variable de interés para
cada elemento 6 unidad secundaria de la unidad primaria.

e Para este caso M;=m;

Se tiene una muestra MAS de n observaciones y para todos los elementos de la unidad primaria
i. Entonces t, = %Zies t; es el estimador del promedio de cada total por conglomerado, por
ejemplo si se desea estimar el ingreso total de las familias de una comunidad, las observaciones
individuales yj; son los ingresos de cada persona j dentro de la familia i, entonces t; = 22/1;-1 Yij

M;
R N N
-2y,

i€s i€s j=1

es el ingreso total.

Es el estimador del ingreso total, por lo tanto se pueden aplicar las férmulas de MAS a £, pues
se tiene una muestra MAS de n unidades extraidas de una poblacién de N unidades; entonces:

V() =N2(1- %)%2
2
S¢ = = 1\(;1__1%)
Pt = 2 (1-2) %
AN\ 2
Sts_n—l (ti_%>
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Para estimar el ingreso promedio por persona, dividimos el total estimado entre el nimero de
personas

~

s
yszz

Donde k es el nimero total de unidades secundarias o unidades de observacion.

N
- 1. 1 ny S¢
k=M, VG =5 V() = 5 N? (1- 1) 22

i=1

VI.111. Muestreo por conglomerados en 2 etapas

Se suele usar este tipo de muestreo cuando:

1. Los elementos de un conglomerado son muy similares, por lo tanto analizar a todas las
subunidades podria ser un desperdicio de recursos y tiempo.

2. Puede ser muy caro medir una unidad secundaria respecto a medir una unidad primaria, podria
ser mas barato tomar una submuestra dentro de cada unidad primaria.

Al decir 2 etapas nos referimos entonces a

1. Se elige una muestra aleatoria simple S de n unidades primarias de la poblacién de N unidades
primarias.

2. Se selecciona una muestra aleatoria simple de unidades secundarias dentro de cada unidad
primaria ya seleccionada. Es una muestra de m; elementos del conglomerado i, se denota como
S.

En este tipo de muestreo, dado que no observamos todas las unidades secundarias en cada
unidad primaria estimamos los totales individuales de la unidad primaria con lo siguiente

. M; Vi
ti:z_yl]_M Z U_Mlyl

JES; JES;

Por lo tanto un estimador insesgado del total de la poblacién es el estimador H-T que en este

TNy, -y S,

i€eS ies j=1 i€ES jES;
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En este tipo de muestreo las £; son variables aleatorias. Por lo tanto, la varianza de £, tiene 2
componentes:

e Lavariabilidad entre unidades primarias
e Lavariabilidad de las unidades secundarias dentro de las unidades primarias.

Por lo tanto

2

5iy = w2 (1 _ 5L EZ( _ﬁ) 2 S0
PE,) =N (1 )n+ 1= )M

N , ~ 2 . .
En muchos casos, — sera pequefio respecto a N“ de tal manera que la contribucion del segundo

término sera despreciable en comparacién con la contribucién del primer término.
La media de la poblacién se estima de la siguiente manera:

>

YA

Y:?

EE(tn)

Su error estandar es EE () = p

Si los tamafios de los conglomerados son muy diferentes entre si, el primer componente de la
varianza es grande, pues es afectado por las variaciones de tamaio de las unidades primarias
(las M) y por las variaciones de las y;. Este caso se puede representar mediante el siguiente
ejemplo:

Supdngase que se quiere estimar el nimero promedio de patas que tienen los cachorros que
viven en las perreras de la ciudad, la ciudad cuenta con 2 Unicas perreras. Las que llamaremos
perrera Ay perrera B las cuales alojan a 30 y 10 cachorros respectivamente.

Elegimos una perrera con probabilidad de % después seleccionamos la perrera, elegimos 2
cachorros al azar y usamos y para estimar el promedio de patas.

Ahora supdngase que elegimos la perrera A. cada uno de los 2 cachorros en la muestra tienen 4
patas de tal manera que

Yij

fA = Mi m
l

JEs;
30 30
=—M@)+—0(4) =120
Dw+2 @
, N = .
tfz_zﬁi
£ = 2(120) = 240
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Por lo tanto
_ 240 _
T

<b
Il
w‘lq >

Ademas si se hubiera tomado la perrera B

l

J€es;
ty = 2ty = 2(40) = 80
y = 80/4 =2

Pero es claro que esto es incorrecto, el estimador insesgado desde el punto de vista
matematico es
(6+2)

4
2

De tal manera que el promedio de todas las muestras posibles produce el nimero correcto; la
mala calidad del estimador se refleja en la enorme varianza

N 1\S2 2 m; S?

vt =22(1——)—t —Z(l——l)M?—l=6400
(tr) 2 1+1_ES M)t m,
l

l

En general el estimador insesgado del total de la poblacién () es ineficiente si los tamafios de
los conglomerados son distintos y si t; es aproximadamente proporcional a M. La varianza de £,
depende de la varianza de t; y dicha varianza puede ser grande si los M; son distintos.

Por lo que para este caso este tipo de muestreo por conglomerados es ineficiente. Veremos el
mismo ejemplo con el muestreo por conglomerados en 2 etapas probabilidad proporcional al
tamarfio en la primera y MAS en la segunda.
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Capitulo VII. Muestreo con probabilidad proporcional al
tamanio

o . ~ 1
En el muestreo con probabilidad proporcional al tamafno ° se asume gue se conocen los
valores de una variable auxiliar para cada elemento de la poblacién la cual llamaremos z la cual
es conocida también como “medida de tamafio del k-ésimo elemento de la poblacién”. Se
o, .n

espera una reduccion en la varianza si la variable z y la variable de interés “y” estan altamente
correlacionadas.

Bajo este tipo de muestreo, las probabilidades de inclusidon varian de acuerdo al tamano
relativo de los elementos de la poblacién. El tamaio relativo de la unidad k se mide por:

Zk

[ T—
T Yz =T,

En general la variable z, se puede usar en muestreo por conglomerados, siendo z el nUmero de

elementos del conglomerado k.

VI1.1. Pasos para una muestra PPT-Sistematica

. . . T
Definir el intervalo de muestreo gq= f

Seleccionar aleatoriamente un nimero entre 1y q. Sea q,
Definir los siguientes totales acumulados: Gk=2§-‘=12j k=12,..,N (Gy =T,

P w N e

Los n nimeros seleccionados para estar en la muestra son qo, qo+ g, do + 29, ..., qo+ (n-
1)q
5. Los elementos que forman parte de la muestra son aquellos cuyos Gy es el niumero
mayor o igual mas cercano correspondiente nimero seleccionado en el paso 4.
Entonces la probabilidad de inclusion del k — ésimo elemento es
Zk

T =N

TZ:n'Pk

Algunos ejemplos de variables auxiliares Z:

e Muestreo de caja de algun producto (galletas por ejemplo), Z, como nimero de galletas
en la caja k

e En una muestra de tiendas de autoservicio, Z, como el nimero de trabajadores en la
tienda k.

19 También abreviado como PPT por su primera letra de cada palabra.
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VII.11. Muestreo por conglomerados en 2 etapas con PPT en la primeray
MAS en la segunda.

La probabilidad de elegir una unidad primaria con el método PPT es

T =N
zZ

Si dentro de cada unidad primaria, consideramos una muestra MAS de unidades secundarias se
tiene:

Zim;

T[ij = T[l'T[j” = TlFﬁ
i M

Por lo tanto el estimador horvitz Thompson es:

_Z T, ZMI(
N nZk Tnk3gk

keS JESK

_22 Tz Mk
N nZank}Uk

keS jeSy

= Z Z Wik Vik

kES jESK

Para estimar la varianza de H-T se puede considerar soélo la variabilidad entre las unidades
primarias y muestreo con reemplazo, teniendo la formula

2

. (f_k_f)

5 Pk "

% =_E—

(tr) - 1
k€S

Teniendo en cuenta este muestreo podemos regresar al ejemplo de las perreras Ay B. en caso
de elegir la perrera A
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n —1Z£k—1 El
=0 /2.7 ~ 1|30

keS T, 20
R M 3004 (30)4
t1=2—1y1=( ) +( ) _ 120
1 2 2
kes
t; =160
Y por lo tanto y;, = % =4
Si en cambio se toma la perrera B
R 1| t,
R=1l10
40
R 10)4 (10)4 R
t2=(2) +(2) =40 t; =160

Ademas la varianza del estimador y; es cero.



Conclusion

Los disefios muestrales mostrados y explicados en este trabajo no son los Unicos ya que existen
muchos mas y mezclas entre ellos, se puede combinar por ejemplo conglomerados con
muestreo estratificado.

Se mostrd que el muestreo aleatorio simple es el mas sencillo de todos pero es la base para la
mayoria de disefios mas complejos. Estimadores como Horvitz — Thompson se reducen a una
forma muy simple e intuitiva aplicando este diseifo provocando su facilidad de aplicacién en la
vida real.

El haber investigado mas a fondo el tema de muestreo para la generacién de esta tesina me
mostro que el muestreo cada vez es esta tomando mas fuerza en la estadistica, ya que cada vez
tiene mas demostraciones tedricas que le otorga mas veracidad a los resultados del mismo.
Muchos estudios cada vez requieren mas esta herramienta para poder probar su impacto en el
mercado como ejemplo. Beneficiando asi a el actuario pues se abren mas ofertas laborales en
esta rama.

Pude observar también que muchos otros trabajos y andlisis tienen como base una muestra
para su poblacién de estudio, y también comprendi mejor la importancia que tiene el generar
una buena muestra ya que puede provocar sesgos en resultados y como consecuencia
conclusiones falsas.

Por otro lado y en lo personal también le vi utilidad al muestreo incluso cuando se cuenta con
toda la poblacién. Por ejemplo en mi vida laboral pude entender este hecho ya que hay veces
qgue la poblacién total son millones y millones de registros en una base, por lo que poner a
trabajar un modelo Multivariado con una cantidad de este tamafio puede provocar mucho
tiempo de procesamiento. Al usar muestras representativas pude ver de manera significativa la
reduccion de tiempo para la operacion y generacion de resultados de los modelos.

El trabajo presentado aqui tiene la ventaja de que cubre de manera dptima el temario de
Muestreo que se imparte en la carrera de Actuaria en la FES Acatlan, por lo que creo que se
cumplié el objetivo de ser otra herramienta para ayudar al estudiante.
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