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INTRODUCCION:

La probabilidad mide la posibilidad con la que se obtiene un resultado (o conjunto de
resultados) al llevar a cabo un experimento o fenémeno aleatorio, del que se conocen
todos los resultados posibles, bajo condiciones especificas. La teoria de la
probabilidad se usa extensamente en areas como la estadistica, la fisica, la
matematica, la ciencia y la actuaria para sacar conclusiones sobre la ocurrencia de

sucesos potenciales y la mecénica subyacente de sistemas complejos.

La probabilidad constituye un importante parametro en la determinacién de las
diversas casualidades obtenidas tras una serie de eventos esperados dentro de un

rango estadistico.

Constituye un tema de estudio fundamental para la carrera de Actuaria y se incluye en
la formacién curricular por la importancia que representa, pues los conocimientos de
probabilidad y estadistica son las bases indispensables y de aplicacion practica en el

ambito laboral.

En la expectativa tedrica de la presente tesina se relaciona con el desarrollo de
estrategias de aprendizaje mediante la utilizacion de medios electrénicos de consulta

de informacion que ayudaran en la asimilacién significativa.

El proposito principal es elaborar un material didactico de apoyo para la imparticion de
la asignatura de Probabilidad Il del plan de estudios de Actuaria vigente, en la Facultad
de Estudios Superiores Acatlan, asi que el material didactico aportara informacion
significativa de cada unidad y asi brindar al lector un complemento del contenido de
aprendizaje e integrar al alumno en un conocimiento global de la materia, este
material se apega al plan de estudios vigente, se basa principalmente en la
Bibliografia que aparece en el temario, recopilando los aspectos y conocimientos mas
importantes de parte de todos los autores citados en el programa de estudios, también
enfoca todos los puntos de vista de los distintos autores, para que la comprension sea
mucho mas accesible para los alumnos, profundizando en los temas que merecen
mayor atencion, sin olvidar que todos los temas tienen importancia para la
construcciéon del conocimiento significativo y fueron seleccionados para formar parte
del temario. Por tal motivo, en el presente trabajo desarrollé temas trascendentes en la

comprension y aplicacion de la Probabilidad.

Este material ser& un apoyo para que los estudiantes puedan fortalecer su
conocimiento, resolver sus dudas o consultar informacion. La ventaja que se puede

encontrar es que contiene una sola notacion, ya que toda la bibliografia en la cual se
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basa el curso utiliza distintas notaciones, asi que se analiza toda la informacién
bibliografica para unificar la notacién, también sucede que algunos autores dan por
hecho que el lector ya tiene conocimientos previos y ademas que ciertas
demostraciones tedricas son explicadas de manera muy trivial, pero algunos alumnos
se pierden en el procedimiento de solucién por falta de comprension en los pasos para
obtener el resultado. Asi que se retoman las bases y se explica de manera sencilla los

conceptos, los procedimientos y como se estructuran estos para lograr la solucién.

Algo que se busca de manera muy importante es disminuir los altos indices de
reprobacion de la materia en la carrera de Actuaria. Otro problema existente para el
aprendizaje es que en el contenido de la bibliografia en la que se basa el curso
contiene libros sin traduccion al espafiol o libros inexistentes en la Biblioteca de la
Facultad.

Por tal motivo, el presente trabajo desarrolla los temas de la Probabilidad de la

siguiente forma:

CAPITULO 1: El estudiante reconocera los principios y fundamentos de la Teoria de
las Probabilidades a partir de la Axiomatica de Kolmogorov. Asi que se enuncian de
manera resumida los diferentes conceptos de probabilidad y estadistica necesarios
para la construccidon de experimentos aleatorios, asi como también los resultados
principales de la teoria de probabilidad. Se propone una amplia serie de ejemplos de
espacios que no sean de probabilidad y ejemplos de eventos independientes y

dependientes asi como de transformaciones medibles y no medibles.

CAPITULO 2: El alumno reafirmara sus conocimientos con respecto a las Variables
Aleatorias su funcién de distribucion y la obtencion de sus momentos para extenderlo
formalmente al concepto de vectores aleatorios, se analizan experimentos y
fendbmenos aleatorios que involucren a dos o mas variables aleatorias, sucesiones de
variables aleatorias a fin de determinar su limite respectivo, se plantean y resuelven
problemas de vectores aleatorios asi como ejercicios para determinar funciones de
probabilidad marginal y condicional a partir de funciones de distribucién y densidad de
probabilidad conjunta y se calcula el grado de dependencia entre componentes de un

vector aleatorio.

CAPITULO 3: El estudiante identificara los diferentes tipos de convergencia
Estocastica, y su relacion con las Leyes de los Grandes Numeros. Asi que se

proponen ejemplos especificos de convergencia en probabilidad, se plantean ejemplos



de eventos aleatorios que se repiten sucesivamente, con el propésito de encontrar su
probabilidad frecuentista y se dan ejemplos concretos para demostrar que en general
la cota superior dada por la desigualdad de Chebyshev es éptima.

CAPITULO 4: El alumno identificara las propiedades béasicas e implicaciones del
Teorema de Limite Central, asi como sus bondades y limitaciones en su aplicacion a
fendmenos reales. Se ven aplicaciones del Teorema de Inversion para Distribuciones
especificas de probabilidad, se ejemplifica como encontrar la distribucion de
probabilidad de sumas de variables aleatorias independientes para algunos casos
particulares, asi como también se estudian las condiciones que establece el Teorema
del Limite Central en el caso especifico de la Distribucion de Cauchy y se plantea

problemas para calcular y aproximar probabilidades mediante la Distribucién Normal.
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Conceptos Fundamentales de Probabilidad.

Objetivo General.

Analizar la Ley de los Grandes Numeros, la Funcion Caracteristica y el Teorema del
Limite Central, asi como diferentes ideas acerca de las variables aleatorias y de la
probabilidad y leyes relacionadas con ellas.

Capitulo 1 ESPACIOS DE PROBABILIDAD.

Objetivo: Modelacién de los fendmenos o experimentos aleatorios, reconocer los
principios y fundamentos de la teoria de las probabilidades a partir de la axiomatica de
Kolmogorov.

1.1 Conjuntos y o-algebras.

Definicidn: Un conjunto es una coleccién de objetos con una caracteristica en comun.
Sea () un conjunto arbitrario y sean A, B c Q. Entonces
(AcQ BcO.

1)AcBsivx e A = x €B.

(A esta contenido en B, es decir, A es subconjunto de B).
2) Al conjunto que no tiene elementos, se le llama el conjunto vacio, denotado por

@.
Nota: VA c Q, ® c A.

Podemos definir “operaciones” sobre conjuntos

3) Interseccibn:ANB A Vx € A, x € B,
esdecib, ANB ={x €A »x €B}.



4) Unibn: AUB A~ x € A 6x € B,
esdecir, AUB = {x|]x € A v x € B}

5) Dos conjuntos de Q son mutuamente excluyentes o disconjuntos si:
ANnB = 0.

6) Sean A y B subconjuntos de Q, la diferencia:
A\Bo(A-B) ={x|x€ A rx €&B}

7) Complemento A = {x | x € (- A)} asi que por definicion:
A-B={x|lx€e€eArxe&B}=>{x|x€eA rxe€ B} =AnB"
entonces A- B = A n B¢.

8) Diferencia geométrica (AAB).
Sean A y B subconjuntos de (.
= AAB = {x | x € [(AUB)-(AnB)]}L

Proposicion 1:

Sean A,B y C subconjuntos de (.

1) A< AUB.
B < AUB.
2) AUB =B UA.

3) AuB)uC=AU(BUDLO.
4) ANnB

5 AnB =BnA

6) An(BnC = (AnB)nC.

7) An (BuUQO AnB)UANQO.
8 AuBNC =MAUB NAUDCQC.
9) (AS° = A.

10) A U A° = Q.

11) A n A = @.

12) AuB = (AAB)A(A n B).

13) A- B = AA(A n B).

14) (A U B)¢ = A° n BC.

15) (A n B)¢ = A° U BC.

16) A- BnC) = (A-B) U (A- O).
17 A- Bu C) = (A-B) n (A- Q).



Las demostraciones de los incisos de la proposicion anterior se dejan como ejercicios
para el lector.

Definicion:

C es una clase de subconjuntos de Q si es un conjunto cuyos elementos son
subconjuntos de (.

Ejemplo:
Sea Ec Q si C={EE5¢0}.

Entonces C es un conjunto de subconjuntos de Q, ya que

EcQE‘cCcQpdcQ QcQ -~ C esunaclasede.

Definicion:
Sea A c Q. El conjunto potencia de A (denotado por [J(A) o 24) se define como,

[I(A)={B c Q:B c A}.

Ejemplo:
Sea A = {ab,c}.

[1A) = {9,(a),(b),(0), (ab),(ac) (b,c)(ab,c)}

Nota: El conjunto potencia [[(-) es una clase y es la mayor clase de cualquier
conjunto.

Definicion:
Cardinalidad de un conjunto es el nimero de elementos de un conjunto (#).

A #A ,n(A).



Ejemplo:
A={ab,c} A" =3
[w* = 8 = 23
Si A =n, entonces
A" = 20 = 24",

Nota: Las operaciones de conjuntos tales como la unién, la interseccion y la diferencia
geomeétrica, las podemos extender a una clase o a una sucesién de eventos o
conjuntos.

Definicion:
Sucesién de conjuntos.

Sean A,, A, Az, .. subconjuntosde Q = A;, A, Az ... esunasucesiony se
denotara por { A, } conn € N.

UAn= {x| x € Ajox € A,o..0x € Ayo..}

nenN

ﬂAn={x|x€A1y X €A y..yx € Ayy...}

nenN

Definicion:
Sea{A, }heny V n=1 unasucesion de subconjuntos de Q.

1) Se dice que la sucesion es no-decreciente 6 expansiva (A, T) si A, € Apyq.
2) Se dice que la sucesion es no-creciente 6 contractil (A, 1) si Ay, D Apys-
3) Se dice que la sucesion es monoétona si es no-decreciente o no-creciente.
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Definicién:

El limite de una sucesiéon monétona de conjuntos es.

n—-oo

A) limA, = UAk si A, T.
k=1

Ejemplo:
Sea
1
An:{x|0<xSH}n21 n €N, x €ER
Entonces
Ai={xl0<x <1}
1
An={x‘0SxS—}
n

1 1
SeaxeAn+1=>0stm peroOSxSmSI =2 0<x<1 = x €A,

AsiqueA; D A, D ... D A,

EntoncesA,_; 2 A, = A, ! yporlotanto se considera no-creciente.

(00 oo 1
lim A, = ﬂAk=ﬂ{x|OSxSE}=¢
k=1 k=1

11



Proposicion 2:

Sea {A,}n=1 Unasucesion de subconjuntos de Q. Entonces

1. Si A, 1= ASL.
2. Si A, L > AST.

Demostracion:

Sea {A,}n>1 €S no-decreciente,
A, € Apy, (Vn € N).
Entonces

AS,, € AS (Vn € N).

Asi, la sucesion {A$ },s1 €s no-decreciente.

Un resultado muy importante de las leyes de De Morgan es:

A = ﬂAi; .
k=1

Que puede ser Util para algunas demostraciones.
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Proposicion 3:

Sea {A,}n=1 Unasucesion de subconjuntos de Q. Entonces

[oe]

SiApl = AST = lim AS = UAf( = AC.

n—oo

k=1

Demostracion:

Por las definiciones anteriores sabemos que si A, | .

oo} [} C
A= timan = (a = x= (a
n—»oo
k=1

k=1

Aplicando las leyes de De Morgan.

A = UAf( .
k=1

Definicion:
Sea {Ax} con k € N una sucesién de subconjuntos de Q.

1) Se define al supremo de la sucesion al conjunto.

Cn=sup Ak= UAk
k=n ken

2) Se define al infimo de la sucesion al conjunto.

Bn=inf Ak= ﬂAk
k=n k=n

Definicion:

1) Se define al limite superior de la sucesion al conjunto.

C=limsup Ay = ﬂUAk.
N2 ken

n=1k=n
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Sea.

Entonces

2) Se define al limite inferior de la sucesion al conjunto.

B = lim inf Ak:UﬂAk.
e kzn n=1k=n

Bo = [ Ak Baw = [ A
k=n k=n+1
ﬂAk c Ay = B, cB,,; = B, 1
k=n k=n+1
Entonces
=ime, = Jo, = ()]
n=1 n=1 \k=n
Definicién:

Si la sucesién de conjuntos {Ay} ey cumple con C =B = A, se dice que {Ay}xen

converge a A.

14



Definicion:
Toda sucesion mondétona de conjuntos es convergente. Tenemos 2 casos:

1) Sea A, T = A, € Ayyq.

2) Sea A, | = A, D Ayyq.

Demostracion:
Sea una sucesion no-decreciente.

Entonces.

A =1limA, = l IAk'
n—-oo
k=1

Entonces y de acuerdo con las definiciones anteriores

Por otro lado.

Como.
Ay T= A, c Ay = ﬂAk=An.
k=n

Entonces.

Por la definici6n Anterior.

15



Definicién:

Si F es una clase de conjuntos y si realizamos sobre ella cierta operacién en F y

obtenemos un elemento que pertenece a F, diremos que la clase es cerrada bajo
dicha operacién que se utilizo.

Ejemplo:

Si FeA > A€ F v A € F,F escerrada bajo el complemento.
Paracada ALB € F = AUB € F launion es cerrada.

F es cerrada bajo la union.

Definicion:

Si una clase de conjuntos F es tal que.

1) o eF.
2) SiAeF = A eF.

3) SiA; 1A, € F =
n
UAk e F.
k=1

Entonces se dice que F es una algebra.

Proposicion 4:

Sea {A,} ey Unasucesion de eventosy sea B; = A; ypara n > 2.

n-1
B, = A, — UAk.
k=1

Entonces {B,},en €S UNa sucesion de eventos con las siguientes propiedades.
¥V n,m talque n#m

B, C A,.
i)B, N By, = 0.

iif) UBn= UAn.
n=1 n=1
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Demostracion:

i#)B, N By, =

Il
/N
=

=1
|
-y
|
-
>
e
N——
D
/-~
=
=]
|
i
|
-
=
e
N—

k=1 k=1
n-1 n-1
= (An Ai) N (Am Af() si m<n = A, CA,
k=1 k=

Definicion:
El espacio de probabilidad se define como una terna (Q, F, P).

Q Es un conjunto arbitrario (espacio muestral).
F o-algebra de subconjuntos de Q.

P Es una medida de probabilidad definida sobre F correspondiente.

Definicion:

Espacio Muestral () conjunto de todos los resultados posibles de un experimento
aleatorio, o el conjunto de todas las observaciones que puede presentar un fenémeno
0 experimento aleatorio. Y se llama experimento o fenédmeno aleatorio a aquél que es
susceptible de dar varios resultados, no pudiéndose predecir de antemano cual de
ellos va a producirse en una experiencia concreta.
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Ala pareja ordenada (©, F) se le llama un espacio medible. Donde la o-algebra (F)
clase o coleccion no vacia de ese espacio muestral (Q) cerrado bajo las operaciones
de complemento y uniones numerables, a los elementos de F se les llama eventos 6

conjuntos medibles. Y estos son simples (un elemento de Q) o compuestos (2 6 mas
elementos de Q).

Definicion:
Sea (Q, F) un espacio medible y sea P: f - [0,1].

Decimos que P es una medida de probabilidad si satisface las siguientes
propiedades:

1) P = 1.
2) P(A)=0vAe F.
3) Si {Ap}ns € F.

Con AL NAL,=0 yn+m.

Entonces

(0]

P UAn _ i?(An).

n=1
P(A) Esla medida de ocurrencia del evento A.

Definicion:

Una coleccion F de subconjuntos de Q es una o-algebra si cumple con las siguientes
condiciones:

1) o e F.
2) SiA e F = 4 € F.
3)

SiA,..,A, €F = UAi e F.
i=1

Ejempilos:

Sea Q un conjunto cualquiera no vacio, las siguientes colecciones son o-algebras de
subconjuntos de Q.

18



1) F,={Q, 0}.

) a0 e F.

ii) 9 = Q°.

i) Qaup = e Fy.
Entonces F es o-algebra.

Nota: F; es la o-algebra mas pequefia que podemos asociar a un conjunto
cualquiera Q.

2) Fy={Q, 0, A, A} donde Ac Q.

i) Q € Tz.

ii) 0c, A, (A9, Q¢ e F,.

i) SiIACQ = AUA°=Q = QUAUAUQ = Q € F,.
Entonces F, es o-algebra.

Ejercicio:

Demostrar que F3 = (2“) (conjunto potencia) es una c-algebra y que es la mas
grande asociada a (1, también se puede encontrar como [](Q) .

Ejemplo:
Sean Ay B subconjuntos de Q tal que A < B la coleccion.
F = {0,ABA B (B-A),(B—A)0Q}.

) o e F.

i) g¢ = e F.
A° €

B¢ €
A e F.

B € F.
(B—AF e F.
(B—A) e F.

MW e

iii) SiTAcB = (B—A)cBcQ
= (B—AF c Q
PUAUBUAUB  UB-A UB-A“UQ=20
QO € F Entonces F esuna o-algebra.
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Proposicion 5:
Sea F una o-algebra de subconjuntos de Q entonces.

1) ¢ € F.
2) Si

AL A,,...e F > ﬂAn e F.
n=1

3y SAyBe F > (A-B)e F.
4 SiAyB = (AAB) € F.

Demostracion:

1) Por definicién de o-algebra sabemos que

Oe F=>a=0¢€ F.
2) SiA,, A, ... € F entonces
Entonces por definicion de o-algebra.

oo
A ..e F> UA“ e F.
n=1

Entonces

U AS € F.
n=1
Utilizando las Leyes de De Morgan.

(e - ()

n=1

Entonces por ser g-algebra su complemento también pertenece a F y por
definicion

(QAH) e F> QAH e F.

3) Sabemosque Ay B € F.

Entonces A¢ n B¢ € F.
Entonces ANB e F A AnB*=(A-B)e F.
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4) Sabemos que
(AAB)=(A—B)U(B—-A).
Sabemos tambiénque A € F y B € F,y por definicién o-algebra

AuB e F ypor2) AnBe F.

Ycomo AUBE FyAnBe F =por3) (AuB)-(AnB) € F
(AAB) € F.

Nota: Las o-algebras son estructuras también cerradas bajo las operaciones de
diferencia e intersecciones numerables.

Proposicion 6:

La interseccién de 2 o-algebras es una o-algebra.

Demostracion:
Sean F; y F, dos o-algebras de Q.
Sea{A,}, 1 € Tl N Tz.

Entonces {Ay}ns1 € F1 YV {An}ns: € Fo.

Como F; y F, son o-algebras de Q entonces
Sea A unelementode F; N F,.
Entonces A € F{ y A € F, por ser o-algebra.
Entonces A € F{ y A° € F>.

A e (FinN Fy)

OAnETl y CJAHE?Z = OAneﬂflnTZ

n2=1 n=1 n=1
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Entonces Sean F; y F, son dos o-algebras de un mismo conjunto Q , entonces
Fi N F, estambién una o-algebra de subconjuntos de Q mas pequefia que

Fi1y F,.

DadoqueTl ﬂ:FngZ A 3:1 ﬂ?zgg:z.
Nota: La union de 2 o-algebras no es necesariamente una o-algebra.

Proposicion 7:

La interseccioén finita, infinita numerable o bien arbitraria de o-algebras es nuevamente
una o-algebra.

Demostracion:
Sea T un conjunto arbitrario de indices.

1) Como F; esunaoc-algebra (vt € T) Q € Fr.

Entonces Q € NierFr.

2) Sea A un elemento tal que
A€ ﬂTT > AeFr VteT.

teT
ﬂ:FT.

teT

Entonces pertenece a

3) Sean A4, A,,... elementos tales que

Al’ Az,... € ﬂTT
teT

Entonces A, A,,.. € Fr VteT.
Entonces

UAHETT VtET:UAnE ﬂTT.
n=1 n=1

teT
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Por lo tanto

Es una o-algebra donde es un conjunto arbitrario.

Por lo tanto la interseccion arbitraria de o-algebras es una o-algebra.

Definicion:

Sea C una coleccién no vacia de subconjuntos de (, la o-algebra generada por C,
denotada por ¢(C), es la coleccion.

o(C) =n{F| F es unac-algebray c c F}.

Recordando que ¢(C) es la minima c-algebra generada por C.

Ejemplo:
SeaAANBc Qcon AnB= 9.

Defina la coleccion C = {A, B}.
En general C no es o-algebra, C seria g-algebra afiadiendo algunos subconjuntos de
Q, que seria la o-algebra generada por C.

Entonces C = {@, A, B, A% B¢ (AUB),(AUB)Q}.

Demostracion:

i) Q € o(0).
i) {9,A,B,A°,BS,(AUB),(AUB)S,Q} € o(C).
i) PUAUBUA“UB°U (AUB) U (AUB) U Q= Q.

Q € o(C) ~ o(C) eso-algebra.

Como A°=Q—-A c Q.
A < Q.
Entonces o(C) es la mas pequefia (la minima) de las o-algebra que podemos generar.

o(C) = {0,A, B,AS, B, (AUB), (AU B)S, Q}.
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Proposicion 8:
Sea C; A C, 2 colecciones de subconjuntos de Q talque C; € C,.

Entonces o(C;) < o(C,).

Demostracion:
SiC, €0(C) AC,co(C) ysiCicC, = C cC, €a(C) = C; S a(Cy).

Por definicion de o-algebra ¢(C,) es la minima o-algebra = ¢(C;) < o(C,).

Proposicion 9:

Si F esunao-algebra = o(F) = F.

Demostracion:

Sabemos que F < o(F).
Por otro lado, como F es una o-algebra.

Entonces o(F) ¢ F = o(F) = F.

1.2 Conjuntos de Borel.

Considere toda la coleccion de todos los intervalos abiertos (a,b) € R donde a < b.
A la minima o-algebra generada por esta coleccién se le llama o-algebra de Borel de
R y se le denota como B(R).
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Definicién:
B(R) = of(a,b) € R|a<b}.

A los elementos de B(R) se les puede llamar: borelianos, conjuntos de borel,
conjuntos medibles 6 conjuntos de Borel medibles.

Es posible asociar la o-algebra B(R) al conjunto de niUmeros reales y obtener el
espacio medible (R,B(R)).

Proposicion 10:
Para cualesquiera dos nimeros reales a < b, los elementos.

[a, b]! (a' OO), (—OO, b)' [a, b)' (a, b], {a}

Son todos elementos de B(R).

Demostracion:
= 1 1
[a,b] = ﬂ (a—— ,b+ —) € B(R).
he1 n n

Los intervalos cerrados [a, b] son conjuntos Borelianos ya que son igual a la
interseccién numerable de intervalos abiertos.

Nota: Cada elemento de la interseccion anterior es un conjunto Boreliano, ya que B(R)

es o-algebra, la interseccion infinita es un elemento de B(R).

Por lo tanto el elemento [a, b] que nos representa un intervalo cerrado € B(R).

(a,0) = U (a,a+n) € B(R).

n=1

(—o0,b) = U (b-nb) € B(R).
n=1

[a,b) = ﬁ (a—%,b) € B(R).

n=1
(a,b] = D <a,b+ —) € B(R).
{a} = ﬁ (a—%,b+ —) € B(R)
n=1
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Por lo tanto los elementos de un solo valor también son B(R).

Nota: Los complementos, intersecciones y uniones de esos conjuntos numerables
también son B(R).

Proposicion 11:
Las siguientes o-algebras son todas idénticas a B(R).

a) of{[ab]|a<b}.
b) o{(ab]|a<b}
c) of{[ab)|a<b}
d) o{(a,)|a€R}
e) o{(—o,b)|b e R}

Demostracion:

o{[ab]|a<b}= B(R).

[a,b] € B(R) por las proposiciones antes mencionadas,

Implican que o {[a,b]|a<b} € o B(R)) = B(R).
(a,b) € [a,b].

B(R) = 6{(ab)|a<b} € ¢{[ab]|a<b)

Asimismo, es posible definira B(R) como la minima o-algebra generada por la
coleccion de todos los subconjuntos abiertos de R, llegando a la conclusion de que la
o-algebra generada es B(R).

Definicion:

Sea A € B(R) la o-algebra de Borel de A, se denota por 8(A) 6 A n B(R) y se
define como:

BA) ={AnB|B € B(R)}.

Entonces B(A) es una o-algebra de subconjuntos de A.
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Definicién:

Sea C la coleccion de todos los rectangulos abiertos de R?, es decir,

C={@b)x(cd|aghb c<d}.

Se definen los conjuntos de Borel de R? como los elementos de la minima o-algebra

generada por C, es decir,

B(R?) = o(C).

B(R?) = {B(R) x B(R)}.
Generalizando

B(R") = {B(R) X ... X SB(]R)}(n—veces)-

1.3 Espacios de Probabilidad.

El espacio de probabilidad es una terna (Q, F, P) donde:

(Q2) Es el espacio muestral, conjunto arbitrario.
(F) o-éalgebra formada por subconjuntos de .

(P) Medida de probabilidad asociada F.

Definicion:

Sea (Q, F) es un espacio medible.

Una medida de probabilidad P es una funcion.
P:F = [0,1] que satisface.

(Axiomas de Kolmogorov).

i) P(a) =1.
i) P(A)=0 v A e F.
iii) Si A, A,,.. € F son eventos disjuntos dos a dos,

esdecir, A, NA;j=0 V i#j =1

27



oo

P(A,UA,..UA, ..)=P UAn = z P ).
i=1

n=1

Sisolosi Ai,nA;=0 V i#j =1
A; € F.

Entonces toda funcion P definida sobre una o-algebra F con valores en [0,1] y que
cumple con los axiomas de Kolmogorov se le llama “medida de probabilidad”.

Ejemplo:

Un experimento aleatorio con espacio muestral finito Q con Cardinalidad Q* asociado
ala o-algebra del conjunto potencia I1(Q).

Entonces paratoda A c Q se define

#

A
fP(A) = E

Entonces P es una medida de probabilidad y se le conoce como la definicion clasica
de probabilidad.

) P@)=—5=1

i) vAeQ P@A=o0.

0% >0 ycomo A c Q = A*>0.
A#
= P(a) = 520

i) Sean Ay, A,, ..., A, una particion de Q.

n
U Ai = Q.
i=1
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Ejemplo:

Considere un evento aleatorio cuyo espacio muestral es N, asocie a este espacio
muestral la o-algebra correspondiente al conjunto potencia 2".

Entonces paratoda A ¢ N Defina

1
Pmi) = E— V n€E N, n€A
n 21’1
n=1

i)
1 1 1 1
fP(N)= ;=;+2—2+§+
n=1
—1(1+ T— )—1 1+ - S @=1
2 22 28 2 L) 2
2
ii)
1
:P(An)= ;
n=1
como
N 1
2" >0 =)2—n>0 ﬁ>0
n=1
iii)
oo (o]
1
() 32
21’1
n=1 n=UL; A;

Por ser mutuamente excluyentes

zizzl - Z?(Ai).

i=1neA;
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Ejemplo:

Considere al espacio medible (R, B(R)) una funcién no negativa e integrable, f; (x)
cuya integral en el intervalo (—oo, ©), es igual a 1.

Entonces para cualquier A que pertenezca a (R,B(R)) especificamente A ¢ B(R),

se define:

P(a) = f f, () dx.
A

i) Por definicion de la funcién.

P(R) = ffx(x) dx = 1.

PA) =0 = P(A)= jfx(x)dx > 0.

1

P (U An> = ZIP(AH).
n n=1

=1

ii)

UAn =A1U Az U..
n=1

P (U An> _P(a) + P(A) + .

n=1

= f,(x)dx + f,()dx + ...
Aq Az

Esto implica que P(A) sea una medida de probabilidad.
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Proposicion 12:
Sea P una medida de probabilidad.

1) PA) =1-P(a).

Demostracion:

AU A= Q.
AN A° = ¢.

Entonces P(A U AS) =P(Q) =1.
Entonces P(A) u P(A°) = 1.

Entonces P(A°) =1 —P(A).

2) P(g) =o.

Demostracion:

I
=

Q= ¢ A 0°

P@)=P)=1-P(@)=1-1=0.

3) SSAc B = PB-A=PB) —PA).

Demostracion:
SSTASB = B=AU (B-A).
Entonces P(B) = P(A) + P(B-A).

P(B-A)=P@B) - P(A).
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4) SiAcB => PA < P®B.

Demostracion:
P(a) = P(B) + P(B-A).
Porelaxioma2 P(B-4A) =0 y P(a)=o.

Entonces P(A) < P(B).

5 0<PA)<1.

Demostracion:

Sabemos que A c Q.
Pa) < P(o) =1.

Por Axoma2 P(A) =20 = 0<P(A) <1

6) Para 2 eventos cualesquiera A A B en Q.

P(AuB)=PA)+ PB)- P(Aa n B).

Demostracion:
(AuB)=(B—-A) U(ANnB) U(A—B).
(AuUB)=(B-(ANnB)UMANB) U(A—(A N B)).
Por axioma 3.
PAuB)=P(B-(AnB)+PAnB)+P(A-(AnB))
= PB)-P(AnB)+ PanB)+ P(A)-P(AnB).

P(AuB)=P()+P(B) —P(a n B).
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Propiedades de las medidas de probabilidad.

Proposicion 13:
Desigualdad de Boole.
Sea {A,|n € N} una sucesién de eventos.

1)

(e o)

P UAn Si?(An).

n=1

2)

9

s
>
A

1- i P(AS).

Demostracion:

La probabilidad de la unién (de que al menos uno de estos ocurra) es menor o igual a
la suma de las probabilidades de los eventos individuales.

1)
Sea
n-1
B, =A, — UAk.
k=1
COﬂ A1 = Bl'
donde {A,|n € N} = {B,|n € N}
i) B, € A,.
1)) B,NB,=0 Vn#m n, m € N.
iii)

Jan= o
n=1 n=1
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n=1 n=1 n=1 n=1 k=1
5] © n—1
= ziP(An) - 2P<UAk) >0
n=1 n=1 k=1

2)

n=1
Y como
o) = Yre
n=1 n=1
Entonces
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Proposicion 14:
Sea {A,|n € N} una sucesién de eventos.

1) Si

oo

P(A)=1 YvneN = P ﬂAn = 1.

n=1

Demostracion:
P ﬂAn =1-P ﬂA;.
n=1

[ee]

P ﬂAn > 1 —zP(A;).
n=1

n=1

Entoncessi P(A,) =1 = P(A°) =o.
Entonces

P(ﬁ An> =1.

n=1

2) Si P(A,) =1 paraalguna n entonces

[e0)

n=1
Demostracion:

Sabemos que
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Como P(A,) =1 por Proposiciones anteriores, entonces

?(QAH> = 1.

3) Si iP(An) =1 paraalguna n entonces

oo

P ﬂAn = 0.

n=1

Demostracion:

Por proposiciones anteriores

n=1
Entonces
0 < P(ﬂAn) < PA,)=0
n=1
Entonces
P <U An> =0
n=1
4) Si

PA)=0VneN=>P UAn = 0.

n=1
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Demostracion:

Por la desigualdad de Boole.

0 < ?(OAH) < i?(An) = i(O) = 0.
n=1 n=1 n=1

Por axioma 2 de Kolmogorov, entonces

?(CJAn) = 0.

n=1

Recordando que los Axiomas de Kolmogorov son los siguientes.

1) P(A) = 0.
2) P(Q) = 1.
3 P(A,uA,U..) =2P(A).

Continuidad.

Las funciones de probabilidad son funciones continuas, para sucesiones crecientes.

Proposicion 15:

Sea {A,|n € N} una sucesion no decreciente de eventos, es decir,

Entonces

Demostracion:

Como A, © A1
Entonces por las proposiciones anteriores tenemos que P(A,) < fP(AnH).

Por lo tanto la sucesion numérica {P(A,) | n € N} es NO decreciente y acotada
superiormente = 3 el limite.

37



Sea
B1 - Al Bm = Am - Am—l-
B,NB,=0 m #n.

Es decir que {B,| n € N} es una coleccién de eventos disjuntos 2 a 2 tales que:

n=1 n=1
Entonces
P (U An> =P (U Bn> = sz(Bn)
n=1 n=1 n=1

=P@E)+ ) P

=P(a) + Z[?(An) - P(a,-1)]

m

= P(a)+ lim Y [P(4) - P(a,0)]

n=2

=P(a) + lim [P(a,) - P(a, )]

=P(A) + lim P(a,) - P(A;) = lim P(A,).

Para sucesiones no crecientes (decrecientes)
Proposicion 16:
Sea {A,|n € N} una sucesién no decreciente de eventos, es decir,

Ay 2 A, 2 A;...
Entonces

?( An)= lim P(A,).
IQ n—oo
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Demostracion:
Sabemosquesi A; 2 A, 2 A;..
An = An+1 = A(r:l < (1?1+1'
Por la proposicién anterior tenemos que
P(U Ag) = lim P(AS).
n=1

Aplicando las Leyes de De Morgan.
1-P <ﬂ An> = lim [1-PAY].
n=1

lim 1— lim P(A,).
n—oo

n—-oo

Entonces

Ejemplo:

El problema del mono.

Un mono escribe caracteres al azar en una maquina de escribir sin ninguna tendencia
¢ Cudl es la probabilidad de que eventualmente el mono obtenga exactamente y sin
ningun error las obras completas de Shakespeare?.

Demostramos a continuacion que la probabilidad de este raro evento es uno. Imagine
entonces que un mono escribe caracteres al azar en una maquina de escribir y que lo
hace de manera continua generando una sucesion lineal de caracteres.

Sea m = al nUmero de caracteres disponibles en la maquina de escribir.

N = es el total de caracteres que tienen las obras de Shakespeare, es decir el tamafio
de la muestra.

Todas estas muestras son de tamafo N.

1. AAA ..
2. ABA..
3. AAB..
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Para cada numero natural k, defina Ay - k — esimo bloque que contiene
exactamente y sin errores las obras completas, donde Ay son eventos
independientes (no importa la ocurrencia de uno de ellos para que se presente otro).

- Pao=(3) =»

m

Defina By =A{ N A Nn.. N AL
Evento en el que el mono fall6 los primeros k bloques.
= By 2 By = By esunasucesion decreciente.

De la proposicién anterior tenemos que

(e 0]

P ﬂsk = tim P(8) = lim (1-p)*=0.

k=1
Esto es la probabilidad de que el mono falle siempre.

Por lo tanto la probabilidad de que escriba el resultado planteado es = 1.

Proposicion 17:
Continuidad en probabilidad.
Sea {A,|n € N} una sucesion de eventos convergente al evento A.

= Aiﬂé P, = P).

Tomando en cuenta la convergencia de eventos.

Sea {A,|n € N} 3 A tal que
lim inf A, = lim sup A, = A.
n—oo n—-oo

La sucesioén tiene como limite el evento A

lim A, = A.

n—»>oo
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Demostracion:

Sea {A,|n € N} una sucesion de eventos, sabemos que

oo

A, C UAk.
k=n
Entonces
P@,) < :P(U Ak>.
k=n
Donde

Es decreciente, considerando el limite superior.

VnEN}.

Entonces
lim sup P(A,) < fp(lim sup A, ) .1
n—oo n—oo

Por otro lado

Donde

Es una sucesion creciente.

Entonces considerando el limite inferior.

lim inf P(A,) = lim inf P(ﬂ Ak> .
n—-oo

n—>oo
k=n
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Entonces
lim inf P(A,) > fP(lim inf An). 2
n—oo n—oo

Con base en los dos resultados anteriores conocemos a la sucesion de eventos.
{A,| n € N} convergente al evento A. Entonces

lim sup A, = liminf A, = A

n—o0o n—o0o

De los resultados marcados como ...1 y ...2 obtenemos lo siguiente:
lim sup Py < ?(&im sup An) = P().
lim sup Py < PA).

lim inf P(A,) > :P(gig}o inf A, ) = P(A).

n—-oo

Entonces
lim inf P(A,) = P(A).
lim sup P(A,) < P) < lim Py).
Entonces
lim P(A,) = PA).
|
Ejemplo:

Se lanza un dado equilibrado, indefinidamente.

A, = Evento de obtener {2,4,6} en cada uno de los primeros n lanzamientos que
se realicen.

Ap 2 Apyq Vn EN,

lim A, = | IAn.
n—»>oo
n=1

Resultado en el que siempre se obtiene un ndmero por una sucesion infinita de
lanzamientos.

lim A, = lim (ﬂAn = P/ lim ﬂAn = P (1im A,)
n—.o0o n—0o n=1 n—-oo n=1 n—0o
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= Jim P = tim (3)" =0

n—oo

Esto es la probabilidad de que siempre salga par, por lo tanto A,, es imposible

Si A={1,2,3,4,5}.

Si A={1,2,3,4,5,6}.

= lim P@A,) =1.

n—-oo

1.4 Independencia de eventos.

Definicion:
Sea (Q, F, ?) un espacio de probabilidad, la probabilidad conjunta de dos eventos
AAB e F esiguala P (AnB).

Definicion:
Sea (q, F, P) un espacio de probabilidad, yseanA A B € F con P (B) >0 =

P (ANB)
P @B = S5

(condicional) Paracada A € F.

Proposicion 18:

Sea (@, F, P) un espacio de probabilidad, yseanA A B € F si AAB son
independientes.

> P@AnB) = P A) P (B).
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Demostracion:

P (AnB)

P (AlB) = W

Sabemos que si A y B son independientes.
Entonces P (A|B) = P (A) y P (B|A) = P (B).
Entonces P (AnB) = P (A) P (B).

Definicion:

Dos o-algebra F; y F, son independientes si paracada A en F; ycada B en
F, secumple que:

P(lB) = P(A) A P (B|la) = P (B).
= PAnB)= P A P(B).

Teorema de probabilidad total:

Sea (Q, F, ?) un espacio de probabilidad, y sea {4,,4,,...} una particion de Q tal

que V n >1 elconjunto A, esunelementode F con P (A,) = 0.

P®) = ) PEIA)P ),

Demostraremos que es para todo evento B € F.

Demostracion:

UAn=Q AiNA =0 i#j, ,j=1.
n=1
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Sabemos que
B=BnNnQ=Bn (UA“) = U(B NnAp.
n=1 n=1

Entonces

P®) =P (U(B nAn)) - Z:P(B NA,) = Z PA,) PBIA,).
n=1 n=1 n=1

Teorema de Bayes:

Sea (Q, F, ?) un espacio de probabilidad, y sea {4,,4,,...} una particion de Q tal
que V n >1 elconjunto A, esunelementode F con P (4,) > 0.

Demostrando que para cualquier evento B € F tal que P (B) > 0 y para cualquier
m >1 fijo.
P(8la,) P (A,)

Pal®) = s o ey P (a)

Demostracion:

Sabemos que

P, nB) P(BlA,)P(A,)
PE  P®

P(An|B) =
Y por el teorema de probabilidad total.
oo
PB)= ) PM)PEIA).
n=1

Sustituyendo obtenemos

P(8la,) P (An)
w1 P(BlA,) P (A,)

P (An|B) =
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Ejemplo:

Una compaiiia de transporte publico tiene 3 lineas en la zona metropolitana, el 60% de
autobuses cubre el servicio de la linea 1, el 30% esta en la linea 2 y el 10% sobre la
linea 3, se conoce que la probabilidad de que diariamente un autobus se
descomponga es del 2%, 4% y 1% respectivamente para cada linea, defina la
probabilidad de que en un dia un autobus se descomponga.

Por el teorema de Probabilidad Total:

PB)= ) PGIA)P 4,

Tenemos que

P (Li) P (Desc|Li)
Linea 1 (L,) 60% 2%
Linea 2 (L,) 30% 4%
Linea 3 (L3) 10% 1%

P (Desc) = Z P (Desc|L,) P (L,).

P (Desc) = P (Desc|L,)P (L,) + P (Desc|L,)P (L,) + P (Desc|L;)P (Ls).

P (Desc) = 0.6(0.2) + 0.3(0.4) + 0.1(0.1) = 0.25

La probabilidad de que en un dia un autobus se descomponga es del 25%.

Ejemplo:

En una casa de bolsa el 20% de las inversiones se realiza via internet. De los
inversionistas que realizan operaciones via internet. 80% consulta la pagina de
infobolsa.com de los que no realizan operaciones via internet solo un 20% consulta
infobolsa.com.

a) Obtener la probabilidad de que un inversionista al azar consulte infobolsa.com.
20% Opera internet y de los cuales Unicamente el 80% consulta la pagina web.

80% No opera internet y de los cuales Unicamente el 20% consulta la pagina
web.
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P (Cons) = P (Web|int)P (Int) + P (Web|NoInt)P (Nolnt).

P (Cons) = 0.2(0.8) + 0.8(0.2) = 0.32

b) Si se elige al azar y consulta infobolsa.com ¢ cudl es la probabilidad de que
realice operaciones via internet?

P (Int n Web)  P(Web|Int) P (Int)  0.16

= = = 0.5
P (Cons) P (Cons) 0.32 0

P (Int| Cons) =

Lema Borel-Cantelli:

Lema de Borel-Cantelli (resultado muy importante relacionado con la ley fuerte de los
grandes numeros).

Sea {A,|n € N} una sucesion de eventos y defina

A = lim supA,.

n—-oo

1) Si

z?(An) <w = P(A)=0.

Demostracion:

Para cada n € N sabemos que

z?(An) <o o lim z?(Ak).

A c UAk vneN = P@A < ?(UAk> < Z?(An) v n € N.
k=n n=1

k=n
Entonces

P < Z?(Ak)=o - P(A)=o.
k=n
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Ejemplo:
Se lanza n —veces una moneda, hasta el momento en que caiga la cara que tiene el

aguila.

(00]
1 n

=
=

2) Si A4, A, ... sonindependientesy

Z?(An)=oo > P(A)=1

Demostracion:

P(A) = lim P UAk = 1- lim P ﬂA§

n—oco

P.D. que

P (ﬁA‘f() = lim P (a5 ] = Jim ﬁ:P(A]?).
| L

Como A; son independientes entonces AS también lo son
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Por otro lado

m m
lim H?(A,c)z lim ﬂ [1- P (&)].
j=n j=n
Sabemosque 1—p < e7P

Asi que

tim [[[1-P@a)] < Jim [ el
j=n

j=n
m

lim e[_?(Ai)] lim e[_z?(A]')]_
j=n

Como — X P (4)) =0.

lim e[' P4 = 0.

m-—oo

>P@A)=1-0=1.

Variable aleatoria es el resultado que se obtiene de una muestra aleatoria.
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Capitulo 2 VARIABLES ALEATORIAS.

2.1 Variables Aleatorias como Funcion en el Espacio Muestral y Propiedades.

Definicion:
Sea un espacio de probabilidad (@, F, P) una variable aleatoria real es una funcion.
X: Q- R

Tal que para cualquier conjunto Boreliano 8B, se cumple ue el conjunto X~ 18 es un
elemento de F.

Ejemplo:
Se lanzan 2 monedas,

Espacio muestral del espacio aleatorio.

Q={(a,a),(a5s)(ss)(s,a)}
X : Numero de aguilas a obtener.

Q, ={x|x=0,1,2}.

Entonces la variable aleatoria X es una funcionde Q en R tal que X™'8 laimagen
inversa de cualquier conjunto Boreliano es un elemento de F.

Esta condicidon se conoce como Medibilidad en la Teoria de la Medida. = P es una
funcién medible respecto de las o-algebra F y B(R).

Entonces P es una medida de probabilidad sobre el espacio medible (Q, F).

Nota: Si X es una variable aleatoria, el espacio medible (Q, F) se puede trasladar al
espacio medible (R, B(R)).

Entonces Py(B) = P(X"!B).

X"1B € F (Dominio para la funcién para P).
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Entonces a la funcion P, : 8(R) — [0, 1] se le llama “medida de probabilidad
inducida” por X.

Se dice que construye (R, B(R), Py).

De ahi X 1B ={w € Q|X(w) € B}

Proposicion 19:

Unafuncion X: Q - R es una variable aleatoria < el conjunto X~! (—o, x] es un
elemento de F paracada x € R.

Demostracion:

= Si X esvariable aleatoria= V x € R el conjunto X! (-, x] € F por
definicion.

< Supongamos que para cada real x, el conjunto X1 (—o, x] es un elemento de

F.

Sean:
B={B € B(R)| X 'B € F}.
C={(—, x]| x € R}.

C c B € B(R).
= o(C) € o(B) € B(R).
P.D. que B esuna o-algebra.

) RepP pues R € B(R) A X IR = Q € R
i) ScaBeEpB = Be B(R) A X 'B e F.

Entonces B¢ € B(R) A X7 !B¢= (X 'B)¢ € F, esdecir, B € p.
i) Sean By, B,, ... unasucesion en B es decir que para cadan € N.

B, € B(R).
Entonces

UBn € B(R) A U X 1B, = x1! UBn e F.
n=1 n=1 n=1

Entonces
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Proposicion 20:
La funcion constante X = ¢ es una variable aleatoria.

Nota: Los eventos deterministicos los podemaos interpretar como un subconjunto de los
elementos aleatorios, donde la probabilidad de esos eventos esiguala ly la
probabilidad de su complemento es igual a 0.

Demostracion:

Sea B un elemento cualquiera de B(R) para la funcion constante X = ¢ se tiene
que:

X'B)=Q si ceB y XYB)=0 ¢ B.
= X1(B) e F.

Por lo tanto X es una variable aleatoria.

Proposicion 21:

Si X esvariable aleatoriay c¢ una constante cX es una variable aleatoria.

Demostracion:
vV x € R P.D.
c(X)7! (-0, x] € F.
3 casos
Si
X>0 = (X < x)=(X < %)E F.

X<0 =>(CXSX)=(X>§)E F.

X =0 = por la proposicion anterior es una variable aleatoria.
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Proposicion 22:

Si X y Y son variables aleatorias entonces (X +Y) es también variable aleatoria.

Demostracion:
X+t (x, o) =[X+Y)>x] e F vx€R

Supongamos que [(X+Y) > x] lo podemos expresar como:

X+Y)>x = U(X>r)n(Y>x—r).
reqQ

(©)Sea w € Q talque X(w)+ Y(w)>x = X(w)> X—-Y(w)
= 3IreQ talque X(w)>r>X-Y(w). Porlotanto

X(w)>r X-Yw)<r Y(w) <X-r.
Entonces

w € U(X>r)n(Y>x—r).
reqQ

(2) Sea w un elemento

U(X>r)n(Y>x—r).
reqQ

Entonces existe un ry, € Q talque X(w)>ry, A Y(w) > x—r,.
Entonces X(w) + Y(w) >rog+x—1r, = x € Q.

Por lo tanto X y Y son variables aleatorias y las operaciones de una union
involucrada en la igualdad es numerable se cumple que (X+ Y) es variable aleatoria.

Proposicion 23:

Si X y Y son variables aleatorias entonces XY es una variable aleatoria.

Demostracion:
Si X=Y.
PD. X2 < x} e F.

X<0 {X?<x}=0c¢€¢lF.
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X220 {X2<ax={-VX<x< VXL
(VX <x}u{x<VX} € F.

Entonces (X?)7! (-, x] € F por lo tanto X? es una variable aleatoria.

Si X#Y.

Y:(X+Y)2; (X—Y)Z.

“Formula general de interpolacién”.
Por las proposiciones anteriores.

(XY) (-, x] € F = XY es variable aleatoria.

Nota:

Generalizando.

Csi X es variable aleatoria entonces X" también es variable aleatoria.

C si X es variable aleatoria entonces cualquier funcion polinomial de X es variable
aleatoria.

Proposicion 24:

. . X . .
Sean X y Y variables aleatorias con Y # 0 entonces 7 es variable aleatoria.

Demostracion:
P.D. % es variable aleatoria para cualquier y € R.
Y > 0.
(5=2)=G=ov>0)v (g =olr<0)
y=7)7 vy =7 y =7
1 1
= (Y S—|Y>O>U (Y S—|Y<0)
y y
= =2y)u(Y<o) e F.
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Para y € R, y <0.

(%Sy): (Y<o0) e F.

1 . .
Por lo tanto S s variable aleatoria.

. s . 1 . . .,
Y por la proposicién anterior X (;) es variable aleatoria también.

Proposicion 25:

Si X y Y son variables aleatorias entonces el max{X, Y}, min{X, Y} también lo son.

Demostracion:
V x € R sabemos que

max{X, Y| <x} =X <x,Y<x)
X<x)n(Y<x) e F.

min{X, Y| =>x} =X=x,Y=>x)

X=x)n (Y=x) € F.

C SeaX* =max{0,x} A X~ = min{0,x} entonces X* A X~ son variables aleatorias.
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Proposicion 26:

Si X es variable aleatoria entonces |X| es variable aleatoria V w € Q.

Demostracion:

Si
X>0 = [X|"(—o0, x] ={w|-x < X(w) <x} € F.

X<0 = |X|"Y(~o, x]=0 € F.

Notacién |X| = Xt + X~ A por el C anterior |X| es variable aleatoria.

X: Q- R esuna funcién tal que |X| es variable aleatoria.

Entonces NO necesariamente X es variable aleatoria.

Sea 0 ={-1,0,1} con F = {9, {0}, {-11}, a}.

Entonces |X| es una variable aleatoria para cualquier Boreliano B.
( ® si 0OA1 ¢ B.

Qsi 0A1 € B.

XIB Y g0sioeBaleB

(-1,1)si 1 € BAO ¢ B.

Entonces |X|"'B € F.
XtT(-1)=-1¢F.

Por lo tanto X no es variable aleatoria.
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Tipos de variables aleatorias:

1) Discretas:
Fy(x) un nimero numerable de saltos.
P, (x) = P{X = x}.
i) P(x) =0 funcién masa de probabilidad.

i) N P.(x) = 1.

2) Continuas:
Fy(x) es absolutamente continua.

fx(x) Teorema fundamental de calculo % = fi(x).

3) Mixtas:

_(1—e7%, si x <O0.
fx(x)_{ 0 , six>0.

Variables Aleatorias Discretas.
Definicion:

Sea X una variable aleatoria, si su correspondiente funcién de distribucion F.(x) es
una funcién continua por intervalos donde en los valores (puntuales) de su recorrido
X1, X2,... €ncontramos discontinuidades y estas tienen una magnitud de Py(x) =
P{X = x} entonces X es una variable aleatoria discreta.

Magnitud de salto es:
P{X = X} = Fx(x) - Fx(x_)-
La funcion P,(x) nos indica los incrementos en Fy(x).

Entonces

Feio) = ) R
x=0

Variables Aleatorias Continuas.
Definicion:

Sea X variable aleatoria con funcidn de distribuciéon F,(x) continua entonces cuando
existe una funcion integrable f >0 talque V x € R.

R = [ G0 dx
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Se dice que la variable aleatoria X es absolutamente continua y a f;(x) se le llama
funcién de densidad de probabilidad.

Teorema Fundamental del Calculo.

Sea f integrable sobre [a, b] y definase F sobre [a, b] por:

Fix) = J] f.
Ejemplo:
1—e7%, si x> 0.
Fx(x) = {
o , si x <0.
e’ %, si x> 0.
() = {
0, en otro caso.
) fx(x) = 0.
ii)

f e *dx=1 (F(1)=1).

0 , siy<o.
Fy)=41-¢7, si0o<sy<M.
1, siy=M
_fe™, si0<y<M.
HO) _{ 0, en otro caso.
) A0
i)

fe‘y dy=—e7|M = —e ™M+ 1.
0

Por lo tanto no es continua.
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Utilizando la propiedad de la integral Rieman-Stieljes.

Tenemos

b

f h(x) dF(x).

a

Siendo h(x) una funcién acotada [a, b].
F(x) debe ser:

e Monotona no decreciente.
e Continua por la derecha.
e F(0)— F(—0)< M V M>D0.

Para variables aleatorias cuando F.(x) es diferenciable. Entonces

b b
fh(x) dF(x) = fh(x) F'(x)dx

a a

Cuando Fy(x) es continua, excepto en los puntos x;, xp,.. en donde

Py (x1), Px(x,),... nos representan la magnitud de la discontinuidad en los mismos.

Si converge entonces

b

[ he R = ) e .
i=0

a

2.1.1 Valor Esperado (Esperanza).

Definicion:

Es el promedio ponderado de los valores que puede tomar la variable aleatoria con
respecto a una probabilidad de ocurrencia.

Definicioén:

Sea X variable aleatoria con funcion de distribucion Fy(x) y sea g: R—- R una
funcion Borel medible. El valor esperado (esperanza) de g(x) se define como:
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8

(

Z g(x;) Py(x;) variables aleatorias discretas.
i=0

E[g(x)] l o

l f g(x;) Fx(x;) dx variables aleatorias continuas.

Nota: La distribucion de Cauchy no tiene valor esperado pues su integral no es
absolutamente convergente.

nplie (597

k 0, en otro caso.

__r si—o0 < x < | (a, B) € R
fx(x) =

Estandarizando ¢« =0, B =0.

1

—_—, Si —o0 < x < oo,
(14 x)?

fi(x) =

0, en otro caso.

E(-) es un operador lineal.
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Proposicion 27:
Sean X y Y variables aleatorias, una esperanza finita y sea ¢ constante, entonces,

1) E(0)=c

Demostracion:

Sea g(x)=c
Entonces
E(g(x)) = jg(x) dF,(x) = fchX(x) =c f dF,(x) = c.

Por propiedad de funcion de densidad.

f dF(x) = 1.

2) E(cX) = cEX).

Demostracion:

E(gx)) = fcx dF,(x) = ¢ fxdFX(x) = cEX).

3) Si X>0 = EX)=>0.
Demostracion:

fx(x) = 0.

= xFE(x)=0 = foX(x) >0 = EX)=0.
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4) X<Y = E[X] <E[Y].

Demostracion:
X<Y = Y-X=>0 por el inciso anterior  E[Y —X] > 0.

Entonces E[Y]—-E[X]=0 = E[X]<E[Y].

Nota:

E[X + Y] = E[X] + E[Y].

B+ Y] = [[ Gt 3y o) dxdy = [ h Gondady + ([ vy (y) dxdy
=[x [y endaslax + [ [y Gy)dx]dy

= [xfcdx+ [y fOIdy =EDX + LY

2.1.2 Varianza.

Grado de dispersion de los valores que puede tomar una variable aleatoria con
respectoasu EX) = pu.

EX—p)=EX)—E@Ww =p—u=0.

Var(X) = E(X — p)?.

La varianza de una variable aleatoria se define como el valor de:
Var(X) = E(X - E(X))".

Y siempre positivo cuando existe.
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Proposicion 28:

La Var(X) cumple con lo siguiente:

1) var(X) = 0.

Demostracion:

Sabemosquesi X=0 = EX)=0.

Y
Var(x) = E(X — E(X))".
Var(X) = 0.
N
2) Var(c) = 0.
Demostracion:
Var(c) = E(c — p)2.
=E(c—c)?=0.
N
3) Var(cx) = c? Var(x).
Demostracion:
Var(cx) = E(cx — cp)? = E(c(x — u))2
= E[c®*(x — w)?]
= c? Var(x).
N
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4) Var(x + c) = Var(x).

Demostracion:
Var(X+c) = [E(X +¢) — EX + ¢)]?

= E[X + c]? = Var(X).

5) Var(X) = E(X?) — E(X)2.

Demostracion:
Var(X) = E(X — E(X))2 = E(X? — 2XE(X) + E(X)?)

= E(X?) — 2EX)E(X) + E(X)? = E(X?) — E(X)>.

2.1.3 Momentos.
Determinan de manera Unica a Fy(x) cuando existen.

Definicion:
Sea X una variable aleatoria con E(X) =u ysea n € N entonces cuando existen.

1) E(X") - n— esimo momento no central 6 con respecto al origen.

2) EX—w™ — n—esimo momento central 6 con respecto a la media pu.

Nota: Si X es variable aleatoria discreta tal que E(X), E(X?),... existen y son finitos,
si se cumple que la serie.

n

i% E(X™).

n=0
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Es absolutamente convergente para toda t > 0.

Entonces esta sucesion de momentos determina de manera Unica a Fy(x), esta
condicion es suficiente pero no necesaria.

Momentos alrededor del origen 0 (no centrales).

( discreta, Z x"Py (x).

| X

continua, j x™ fi(x) dx = fxn dF,(x).
X

p =EX) = w
py = E(X?).
uz = E(X3).
uy = E(X®).

Momentos alrededor de la media u (centrales).

discreta, Z(x — )" P (x).
Hn =
|
\

continua, f (x — " fx(x) dx.

X

o = E(x —w)°® =E(1) = 1.

e =E(x —p) =EMX) —E(W

pH—p=0.

tp = E(x — p)* = E(x?) — p® = pp — (u1)>.

s = E(x — u)® = E(x® = 3x%u + 3xp® — 1®) = pz — 3piup + 2(up)°.

ta = E(x —)* = E(x* — 4x3p + 6x% 0% — dxp® + u*) = py — 4pps + 6(up)?up — 3(uy)™.
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Coeficiente de asimetria:

o, = Us
3 (M2)3/2
x3< 0 Asimetria negativa.
o3> 0 Asimetria positiva.
x3= 0 Simétrica.
Coeficiente de curtosis:
o, = Ua
* (w)*

o, < 3 Planticurtica.
«, > 3 Leptocdrtica.

o, = 3 Mesocurtica.

2.2 Sucesion de Variables Aleatorias.

Proposicion 29:
Sea {X,/n € N } una sucesion de variables aleatorias.

Entonces sup {X,} A inf {X,} cuando existen son variables aleatorias.
n n



Demostracion:

Sabemosque V x € R.

(sup X, <x) = X, <x) e F.

(inf X, =>x) = X,=>x) € F.

Esto implica que son variables aleatorias.

Proposicion 30:
Sea {X,In € N } una sucesion de variables aleatorias.
Entonces

lim sup X, A lim inf X,,.

n—oo n—oo

Cuando existen son variables aleatorias.

Demostracion:

lim (sup X, <x)= _inf (supX,) € F.
n—oo k nzk

lim (inf X, >x)= sup (infX,) € F.

n-—oo k n=k
Aplicando el limite a la igualdad de la proposicion anterior.

Entonces X es una variable aleatoria.

Proposicion 31:
Sea {X,In € N } una sucesién de variables aleatorias tales que:

limX,(w)3 Vw € Q.
X—00

El limite de una variable aleatoria es variable aleatoria.
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Funcién de distribucion.

Fy(x) = P{X < x}.

)
lim,_,_ Fx(x) = 0.
i)
lim Fy(x) = 1.
X—>00
i) Mondétona no decreciente.

Six; < x,.
Fx(xl) < Fx(xz)-

iv) Continua por la derecha.
hlir(r)l+ Fy(x +h) = Fy(x).

2.3 Vectores Aleatorios.

Definicion:
Un Vector Aleatorio X es una funcién X: Q — R" tal que para cualquier B B(R"), se

cumple que X~ 'B es un elemento de F.

X = (x4, ...,x,) donde x; son variables aleatorias Q — R.

Ejemplo:
Lanzamiento de dos dados:
Q= {(x.y)xy=123456} O =36

Sea:
X=(x,y) > x+ty.

Nota: Si regreso a la imagen inversa, debo ver de donde salen los resultados de x +
y. Es decir que por ejemplo 3 puede obtenersede 1+2 ode 2 + 1.
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Proposicion 32:

Una funcion X = (X4, ..., X,) : @ - R™ es un vector aleatorio si solo cada coordenada
del mismo es una variable aleatoria.

Demostracion:

Para que X sea un vector aleatorio, la imagen inversa de cualquier elemento del
conjunto de Borel en R* € F del espacio de probabilidad definido.

Supongamos el conjunto Bx QA x .. x Q € F.
Es decir el conjunto Boreliano en R" para cualquier Boreliano en R.

Para el primer componente implica que Xi'B € F entonces X; es una variable
aleatoria.

Asi subsecuentemente, para el n componente implica que X;'B € F entonces X, es
una variable aleatoria.

Entonces supongamos que la funcion (X4, ...,X,) : © - R" es una variable aleatoria (
para cada una de las coordenadas).

Y considérese la coleccion:
B =1{B € BR|(Xy,...Xn) *B e F }.
Entonces, los conjuntos de Borel de la forma:
B; X B, X ... X B,

Nos representan el conjunto correspondiente para el vector, siendo B; el conjunto de
Borel asociado a X; , donde B; € .

Entonces B(R) X B(R) X ... X B(R) € B < B(R").

Por lo tanto cada uno de los componentes de un vector aleatorio es una variable
aleatoria.

Un vector aleatorio discreto es aquel que todos sus componentes son variables
aleatorias discretas, mientras que un vector aleatorio continuo es aquel que sus
componentes con variables aleatorias continuas.

Y no puede haber vectores aleatorios con ambos tipos de variables, pues no se
cumplirian ciertas propiedades.
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2.3.1 Funcién de Distribucion Conjunta y Marginal y Funcién de Densidad
Conjuntay Marginal de un Vector Aleatorio.

Definicién:

La funcion de distribucion de un vector X = (x,y) denotada por Fx(x,y): R? - [0,1] se
define como:

Fx(x,y) =P{X<x, Y <y}

Proposicion 33:
La distribucion Fx(x,y) satisface las siguientes propiedades:
1)

lim Fx(x,y) =1 P{X< o, Y<oo}=1.
X,y =

2)
lim Fx(x,y) =0 P{X< -0, Y<y}=0 6 PX<x, Y<—-00}=0.

x 6 y—co

3) Fx(x,y) es no decreciente en cada componente del vector aleatorio.

4) Si a; <b; y a, <b,, entonces

Fx(by,by) — Fx(ay, by) — Fx(by,a;) + Fx(ay,a;) = 0.

Definicion:

Una funcién cualquiera Fy(x,y): R?* - [0,1] , no necesariamente definida para un

vector aleatorio, es funcion de distribucion si cumple con las propiedades de la
proposicion anterior.
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Generalizando el inciso 4) de la proposicion anterior tenemos que una funcion
Fz(x' y): R™ = [0, 1] es una funcion de distribucion si:

(=1)* Fx(xq, ..., %) = 0.

xi€ {aybi}

Donde #a es el numero de veces que alguna variable x; toma el valor a en la
evaluaciéon de Fx(x).

Proposicion 34:

Sea Fx(xq,..,x5) : R® > R una funcion de distribucion. Entonces existe un espacio

de probabilidad (R", B(R"), P*) vector aleatorio cuya funcion de distribucién de
probabilidad es Fx(xy, .., xp)-

Definicion:

La densidad conjunta de un vector aleatorio discreto (x,y) es la funcion
Px(x,y):R* > R, donde:

Px(x,y) = P{X=x, Y=y} Funcion masa de probabilidad.

Con
ii)
ZZ Py(x,y) = 1.
x y
Ejemplo:
Sea X vector aleatorio discreto tal que:
1 x+y
(E) , vV x,y € N.
Px(x,y) =
k 0, en otro caso.
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i) Px(x,y) =0 - %>O, x,y €E N=>x+y >0.

Ahora demostrando que la serie converge a 1.

Tomamos los primeros n terminos:

B+6) 6 G-
Factorizamos (%)

3

@6 <6+ 0]

Tenemos larazénr =

N |



Aplicamos la formula

=@ =)
1-7r 1
2
1 n
[ |
3

Definicion:

Sea X el vector aleatorio continuo con funcion de distribucion de probabilidad Fx(x, y).
Se dice que X es “absolutamente continuo” si existe una funcidbn no negativa e
integrable fx(x,y):R* - R paratodo (x,y) € R?.

Si se cumple la igualdad

x Y

Fx(x,y) = f ffz(u,v) du dv

— 00 — 00

=P{X<x, Yy}

A la funcion fx(x, y) se le llama Funcion de Densidad Conjuntade x e y.

Se debe cumplir:

i) fx(x,¥) =0.
i)

[oe]

f ffé(x,y) dx dy = 1.

—00 —O00
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Integral iterada.

Si tomamos en cuenta el Teorema de Fubinni el espacio debe ser producto cruz.

fvmwmmw<m

AXB

Dando a entender que converge.

Debe tomarse en cuenta que ya no es necesario usar valor absoluto pues como se
esta trabajando con funcién densidad, es = 0.

La integral respecto al producto cartesiano de los dos intervalos en el espacio (A x B)
es igual a:

jf@ﬁﬂmﬂ=f“#@ﬁ@dx:: fomdey
A |B B |A

AXB

Por otro lado, toda funciéon no negativa f:R* - R que integre a 1, se llama funcién
de densidad si fx(x,y) es continua,

2

0
fx(xy) = x5y Fx(x,¥).

Teorema fundamental del calculo.

Definicion:
La funcion de distribucion de la variable aleatoria X es la funcion Fy(x) : R - R.
Definida como:

PX<x} Vx € R
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Proposicion 35:
Sea F,(x) funcion de distribucion de probabilidad de la variable aleatoria X.

1)
lim Fy(x) =1.
x—oot

Demostracion:

Sea {X,/n € N } una sucesion cualquiera de numeros reales creciente e infinita y
sean los eventos.

A, =(x <X,).
Entonces A, estambién una sucesion creciente cuyo limite es Q.

Entonces
lim F,(X,) = lim P(A,) = P(Q) = 1.
n—0o n—0oo

Como R es un espacio medible = F,(x) converge a 1 cuando n — oo,

2)
lim Fy(x)=0.
X—00

Demostracion:

Sea {X,/n € N } una sucesién cualquiera de nimeros reales decreciente e infinita y
sean los eventos.

Ap = (x <Xy).
Entonces A,, es también una sucesion decreciente cuyo limite es @.

Entonces
lim Fy(X,) = lim P(A,) = P(®) = 0.
n—.o00 n—.o0o

3) Fy(x) Es una funcién monotona no decreciente.

Si x; <x;, = Fg(x) < Felxy).

75



Demostracion:
Sabemos que:
Fo(x) < Fe(x))+ P (x; <X <xy).
Fo(x1) S PX<x)+ P(x; X< Xy).
Fe(xy) < P[X<x)U(x; X< xy)]
Fe(x1) < PIX < x,].

N Fx(xl) < Fx(xz)-

4) F,(x) es continua por la derecha.

Fy(x™) = Fx(0).

Demostracion:

Sea {X,|n € N} una sucesién cualesquiera de nuimeros reales no negativos y
decreciente a 0.

Entonces Fy (x +x,) = Fy(x) + Plx <X < x+x,} =PX < x) + P{x <X < x + x,}.
Donde A, = (x <X < x4+ x,) sucesion decreciente a @.
Entonces Fy (x+x,) = P{x <X < x+ x,}.

lim fi(x +x,) = lim P{x <X < x+x,}.
n—»>oo n—»oo

Fy x) = Fy (X+) = Fy (x).

Definicion:

Una funcién F, (x) : R - R es llamada funcion de distribucion si cumple con los
cuatro postulados de la proposicién anterior.
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Proposicion 36:
Para cualesquiera nimeros x, a, b € R con a <b tenemos:

1) P{X < x} = F,(x") limite por la izquierda de la funcion F en el punto x.
2) Fe(x) — Fy(x™) = P{X=x}.

3) P(x € [a,b]) = Fy(b) — Fy(a).

4) P(x €[a,b]) = Fe(b) — Fe(ad).

5) P(x € [a,b]) = Fy(b™) — Fy(a).

6) P(x € [a,b]) = Fy(b™) — Fy(a").

Por ser no decreciente 5) y 6) P{X<b}— P{X<a} Fy(b)—Fy(a).

Todos estos limites existen porque la funciéon Fy(x) es monétona no decreciente.

Demostracion:

1) Sean {X, |n € N} una sucesién cualesquiera de nimeros reales no negativos
y decrecientes a 0.

Sea A, elevento (x <a—X,) = {A,|n € N} esunasucesion decreciente
al evento (x <a) = por la probabilidad de continuidad.

P(x <a) = lim P(A,) = lim P(a—X,) = Fy(@a).
n—»>oo n—-oo

[
2)
PX=x}= PX<x}—-PX<x}.
Por el inciso anterior
=F;(x) —F(x7)=0.

Si X es variable aleatoria continua.

SiFy(x) —Fg(x™) > 0.

La magnitud del salto es P{X = x} si X~ variable aleatoria continua.

P{X = x} Tamafo del salto o discontinuidad de F,(x) en el punto x.
[
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Proposicion 37:

Toda funcion de distribucion tiene a lo mas un nimero numerable de saltos
(discontinuidades).

Demostracion:

Sea D el conjunto de puntos de discontinuidad de una funcién de distribucion
Fy(x) = Sealasucesion {D;,D,,..} V n € N.

Dn:{X eD|# < F(x) - F(x") < %}

Conforme avanzamos a cero se va acotando la diferencia.

D, tiene un numero numerable de elementos.

D= UDn.

n=1

Es conjunto numerable.

Dada la funcion de distribucion conjunta Fx(x,y) de un vector aleatorio X, es posible
obtener Fx(x) y Fx(y).

Definicion:

Sea X = (x,y) vector aleatorio con funcion de probabilidad continua fx(x, y).

e Caso continuo

mw=f&mww

mw=fgmwm

78



e Caso discreto

Pe(x) = ) By
y

() = ) Beoy).

Definicion:
Sea X = (x,y) vector aleatorio con funcion de probabilidad continua fx(x,y) con y
tal que fx(y) > 0.

fz(x' }’)
fg(}’) '

x = fyx(xly) =

A esta funcién se le conoce como Funcién de Densidad Condicional de x dado y
toma el valor especifico de y.

Si X es absolutamente continua, con funcién de probabilidad continua fx(x,y) y con
fx(¥) >0 alafuncion.

X
x - Fx(x|y) = ffx(ulv) du.
Se le conoce como funcion de distribucion de x dado que y toma el valor especifico
de y.

Si X es un vector aleatorio discreto entonces [ se sustituye por una Y.

Independencia de Variables Aleatorias (componentes de un vector aleatorio).

Definicion:

Se dice que x e y son independientes si para (x,y) € RZ, se cumple que:
Fx(xly) = Fx(x) y Fx(ylx) = Fx().

Entonces cuando existe

&) = @y Ol = fxO).

Nota: Esta definicion se puede generalizar para vectores aleatorios con n
componentes.
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Proposicion 38:
Si x e y componentes de X son independientes, entonces:

Fx(x,y) = Fx(x) Fx(¥) 'y fx(xy) = fx(x) x()-

Demostracion:

Sabemos que si x e y son independientes,

Fx(xly) = Fx(x) y Fx(vlx) = Fx(»).

Y de acuerdo a la definicion de funcidn de distribucién condicional.

FX(X, }’)
Fg(}’) .

Fx(xly) =

Igualando las definiciones anteriores tenemos:

FX(X, }’)

0= Rey

= Fx(x,y) = Fx()Fx ().

Ejemplo:
Sea
0, (x,y) =0.

Fx(x,y) ={1-e™—eV+e™,  (0,0) < (x,y) < (0,»).

1,  (xy) = (o 0).
Obteniendo Marginales (FX(X)'FX(-V))’ densidad conjuntay fx(x), fx(»).
{ 0, x < 0.

FX(X)=3}i_IBOFX(x’y) = {1—9_", 0<x<oo,

k 1, X = oo,
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( 0, y < 0.

Fx(y) = lim Fx(x,y) = ! 1-e?”, 0<y<oo.

l 1, y = oo,
52 e”@),(0,0) < (x,y) < (e0,).
0, en otro caso.

[ o e, 0<x< oo,
fx(x) = f e_(x+y)dy = _e—(x+y)|0 — (0 _ e_x) {
0,

0 en otro caso.

[oe]

e
fx() = f e~ (V) dy = _e—(x+y)|;° = —(0—e) {
0

-y, 0<y<oo.

0, en otro caso.

Esperanza de la funcién de un vector aleatorio.
Definicion:

Sea X = (x,y) un vector aleatorio y sea ¢:R? —» R una funcién de Borel medible,
entonces:

Elo(x,y)] = fcp(x.y) dFx(x,¥).
]RZ

Para el caso absolutamente continuo dFx(x,y) = fx(x,y)dxdy.

Nota: Las imagenes inversas de los Borelianos de R caen en la o-algebra del espacio
de probabilidad del vector aleatorio X.

Si X es vector aleatorio discreto, entonces:

Blocey)] = ) 900y) B(xy).
(xxy)
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Proposicion 39:

E[x + y] = E[x] + E[y].

Demostracion:

Para caso continuo sea @(x) = x + y, por la definicion,

E[(x +y)] = f (x+) dFx(x ).
]RZ

Por Fubini (integrales iteradas),

= f x dFg(x,y) + y dFx(x,y) = f x dFx(x,y) + y dFx(x,y) = E(x) + E(y)
R2 R2

Proposicion 40:

Sean x e y variables aleatorias y componentes del vector aleatorio X ysean g y
h dos funciones Borel medibles tal que g(x) y h(x) tienen esperanza finita.

Entonces E[g(x) h(x)] = E[g(x)] E[h(x)].

Demostracion:

Como x e y son independientes, entonces,

Fg(x,y) = Fg(x) Fg()’)-
Entonces,

E[g(x) h(x)] = f 900 h(x) dFy(x,y)
RZ

= [960 ar@ [ 10 dFx) = Bl BRI
R R
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<) Contraejemplo.

Sea X =(x,y) un vector aleatorio discreto con funcibn masa de probabilidad

continua.
P
xy |-1] 0|1 Xl(x)
1 1 2
-1 _ 0 Z Z
5 5 5
1 1
0 0 - 0 -
5 5
1 1 2
1 — 0 Z Z
5 5 5
2 1 2
P - Z _ z
x() 5 | 5|5

1 1 1
= E(xy) = Z Z xy Px(x,y)= Z x [— Px(x,—1) + Px(x, 1)]

x=—1y=-1 x=-1

= Py(—1,—1) — Pg(=1, 1)~ Pg(1,—1) + Px(1,1)

1
E(x) = Z x Py(x) = —1Pg(—1) + 0 P(0) + 1 P(1) = —

x=-1

ull N
+
ull N
I
o

1

E(y) = E x Px(y) =0.
y=1
Entonces

E(xy) = E()E(y) = 0.

Ahora obtendremos la probabilidad condicional.

PX(x'y=0) 0
PX(ny:O):;’X(y—=O):T:0.
N 5

1
5
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Obtenemos ahora las marginales.

2 = 1
50 *T
1
P(x) =4, x=0.
b 5
2 =1
50 *T

Como la probabilidad marginal y la condicional son diferentes con respecto a x.
Por lotanto x e y no son independientes.

Es decir que x depende de los valores que tome y.

Nota: E(x) no necesariamente es un valor del espacio muestral, ejemplo claro es
tener un espacio muestral (9, 10) su promedio es 9.5, valor que no es parte del
espacio muestral.

2.4 Covarianza.

La covarianza de x e y variables aleatorias y componentes del vector aleatorio X se
denota por Cov(x) y esigual a:

Cov(x,y) = E[(x — E(x))(y - E(y))].

Donde E(x) , E(y) existen y son finitas.

Covarianza: Mide el grado de dispersion con respecto tanto a la media de x como a
la media de y.
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Proposicion 41:

La covarianza satisface las siguientes propiedades:

1) Cov(x,y) = E(xy) — E(x)E(y).

Demostracion:
Por definicion:
Cov(x,y) = E[(x —E(X))(y —E(M)].
Implica que por ser el valor esperado un operador lineal.
= E(xy) — xE(y) — yE(x) + E()E(y)
= E(xy) —E()E() — E()E() + E(X)E(y)

= E(xy) — E)E®).

[ ]
2) Cov(x,y) = Cov(y,x).
Demostracion:
Por definicién y conmutatividad:
Cov(x,y) = E[(x —E(®))(y —E(®)] = E[(y —E(»))(x — E(x))] = Cov(y, x).
[ ]
3) Cov(x,x) = Var(x).
Demostracion:
Por definicién
Cov(x,y) = E[(x — E(x))(x — E(x))] = E[x — E(x)]? = Var(x).
[ ]
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4) Cov(a,x) = 0.

Donde a es una constante por lo tanto la covarianza entre una constante y una
variable aleatoria es cero.

Demostracion:

Cov(a,x) = E[(a — E(@))(x —E(x))] = E[(a — a)(x —E(x))] = 0.

[
5) Cov(ax,y) = aCov(x,y).
Demostracion:
Cov(ax,y) = E[(ax — E(ax))(y — E(»))]
= E[(ax — aE(x))(y — E(y))] = E[a(x — E(x))(y — E(y))]
=a E[(x — E(x))(y — E(y))] = aCov(x,y).
n

6) COV(x1 + X2, }’) = COV(xp}’) + COV(Xz, }’)

7) Si x e y son componentes de X vector aleatorio y son independientes
entonces Cov(x,y) = 0.

Demostracion:
Por la propiedad 1) sabemos que Cov(x,y) = E(xy) — E(x)E(y).
Asi que por proposiciones anteriores tenemos que:

E(xy) 2 ECOE®).

Entonces Cov(x,y) = E(x)E(y) —E(x)E(y) = 0.
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8) Si Cov(x,y) =0 # x A y seanindependientes.

Demostracion:

Contraejempilo:

Sea X = (x,y) vector aleatorio discreto con funcion masa de probabilidad continua.

1
8)
Py (x, =9 1
D= ey e o)
\ 0, en otro caso.
1 4 1
8 8
1
Pe(x) = Z Pe(x,y) = |
y=-1 1 1
878
1
4P
1 1
RO = ) Pe(ry) =1
x=—1 1
Z;
L0,

N

N| =

N

k=

a (x; 3") € {(_1! _1)1 (_111)1 (11 _1)1 (111)}

x= —1
x=0
x=1
en otro caso.
y=—1
y=0.
y=1

en otro caso.

Cov(x,y) =0 vyaque E(xy)=0, E(x)=0,E(y) =0.
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1

2
Kxly=0={7=1 x=0.

2

Como son diferentes x e y entonces por lo tanto x e y no son independientes.

2.5 Coeficiente de Correlacion.

Definicion:

El Coeficiente de Correlacion de x e y variables aleatorias y componentes del vector
aleatorio X se denota por p(x,y).

Cov(x,y)

pLoy) = ,/Var(x)Var(y)'

Donde Var(x) y Var(y) son estrictamente > 0 (positivas) y finitas.

El coeficiente de correlacién mide el grado de dependencia lineal.

Proposicion 42:
El coeficiente de correlacion p(x,y) satisface las siguientes propiedades.

1) Six e y son independientes entonces p(x,y) =0 perosi p(x,y) =0 no
implica que x e y sean independientes, salvo en la distribucion normal.
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Demostracion:

Por definicion

Cov(x,y)

Pero sabemos que si x e y son independientes, entonces

Cov(x,y) = 0.
Entonces

0

px.y) = /Var(x)Var(y)

2) -1<plxy) <1
Demostracion:

Supongamos que x e y son variables aleatorias con E(x) =E(y) =0 y
Var(x) = Var(y) =1 vV 1€R, tomando x + Ay.

E(x+y )=E(x)+AE(y) =0+ 10 = 0.

Var(x + Ay ) = E[x? + 2Axy + 22y?] = E(x?) + 2AE(xy) + A2E(y?) = 0.

Entonces
Var(x + Ay ) = 1+ 2AE(xy) + 12
Si 1=1.

Var(x +y ) =2+ 2E(xy) = 2[1 + E(xy)] = 0.

Entonces
E(xy) = —1.

Si 1=-1.

Var(x +y ) =2 —2E(xy) = 2[1 — E(xy)] = 0.
Entonces

E(xy) < -—1.Porlotanto -1 < E(xy) < 1.

Ahora sean las variables (estandarizacion).

X = Uy Y~ Uy
u= .
oy oy
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Para cualesquiera dos variables aleatorias del espacio de probabilidad (Q, F, IP).

Entonces

3)

E(uwv) = E [(x - .Ux)(y - .Uy) _ E(x — Mx)(y _ .uy)
050y 020,
_ Cov(x,y)
T o0, p(x,y).

Por la primera parte, como E(u) = E(v) =0 y Var(u) = Var(v) = 1.
—1<E(uw) <1.

Entonces
-1 < p(x,y) <1

lo(x,y)] =1 < podemos expresar y =ax +b con a,b constantes
(Cualquiera de las variables se puede expresar en funcion de la otra).

Demostracion:

Si x e y son variables aleatorias tales que y = ax + b con a # b.
Entonces

Cov(x,ax + b)
\/ Var(x)Var(ax + b)

p(x,y) =

Por proposiciones anteriores tenemos que:

Cov(x, ax) + Cov(x, b).
aCov(x,x) + 0 = aVar(x).

Ahora
\/Var(x)Var(ax +b) = \/Var(x)Var(ax)
= /a? Var?(x)
= |a| Var(x).
Entonces
avVar(x) a

PV = TlVarG) ~ Tal
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Expresiones en regresion lineal.

Iy
a=p(xy) P
X

Oy
b=py—plx,y)pu —

Ox

Esperanza y Varianza de un vector aleatorio.

La esperanza de un vector aleatorio X = (x4, ...,x,) Se define como el vector numérico

(E(xy), ... ,E(xy)) siy solo si existe E(x;) paratodo i =1,n.

La varianza de un vector aleatorio se define como la matriz cuadrada.

E{[x —EC)]* [x — E()]} € Mpxn.
Nos resulta la matriz de Varianzas y Covarianzas, entonces
Var(x) o Cov(xq,xn)

Var(x) = : . : :
Cov(xy,x1) -+ Var(xy)

La matriz es simétrica dado que

Cov(x;,x;) = Cov(xj,x;) Vi#j i,j=1n.
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Capitulo 3 MODOS DE CONVERGENCIA.

3.1 Convergencia Puntual.

Definicion:
La sucesion xq,x,,.. converge puntualmente a x siparacada w € Q.

X(w) = rP_)rgl0 X, (w).

Sucesioén infinita de x4, x5, ...

Xl ((1)), XZ ((‘o)l ey Xn(m)
Conjunto de nimeros reales.

Converge puntualmente — X(w).
Entonces X: Q —» R definida por:
X(w) = IP_E?O Xp(w).
Por la proposicién anterior
Ejemplo:
Sea el espacio medible ([0,1], B([0,1])).

Defina la sucesion X,(w) = o™

Entonces para cada w € [0,1), X,(w) -0 como w estaentre 0y 1 cuando n — oo
eso tiende a 0.

Entonces X, converge puntualmente a la variable aleatoria.
0, si0<w<1.
Xp(w) =
1, si w=1.

Esto no es probabilidad, solo se define la variable aleatoria para cada punto.

Nota: Se requiere la convergencia en cada punto del espacio muestral.
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Se requiere entonces que paracada w € Q.
I{l_{glo X, (w) = X(w).
Esto significa que V ¢ > 0 existe n, talque V n > n,.
Xn(w) — X(w)| <e.
e estaenfuncionde nyde w.

Nota: No depende de ¢ y del elemento w de la o-algebra considerada.

3.2 Convergencia Uniforme.

Cuando n, depende solo de ¢ y es el mismo € V w € Q, entonces se dice que la
convergencia es uniforme.

Nota: La anterior es la convergencia mas estricta.

Convergencia Uniforme implica Convergencia Puntual.
Por definicién y condiciones manejadas pero,

Convergencia Uniforme no implica Convergencia Puntual.
3.3 Convergencia casi Segura.

Definicion:

La sucesién x;,x,,.. converge casi seguramente a x Si:

P{owe lim X, () = X(w)} =1.

En la convergencia casi segura se permite que algunos valores de la sucesion
X;(w), X,(w), ... puedan no converger, siendo el subconjunto de nuestros valores, un
subconjunto con probabilidad = 0.
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Notacion:

X, 5 X.
lim X, = Xcs.
n—o0o

P(lim X, =X) = 1.

n—-oo

Nota:

Convergencia Puntual implica Convergencia Casi segura.

Convergencia Puntual no implica Convergencia Casi segura.

Convergencia Uniforme implica Convergencia Puntual implica Convergencia Casi

segura.

Convergencia Uniforme no implica Convergencia Puntual no implica Convergencia

Casi segura.

Ejemplo:

Convergencia Casi Segura.

Considere el espacio de probabilidad ([0,1], B([0,1]), P).

1,
Xp(w) =
0,
1
Tomando en cuenta que X, ~Ber (5)
1,
Xi1(w) =
0,
1,
Xz((k)) =1
0,
1,
X3((L)) =1
0,

0<w<

S

en otro caso.

en otro caso

0<w<

N| =

en otro caso.

0<w<

W] =

en otro caso.
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Lo que nos hace ver que el limite — 0, que existe interseccion solo en el cero y que es
una sucesion decreciente, asi como la interseccion de todos sus elementos es =0 y
el valor que no converge a cero es n = 0.

Para demostrar que la convergencia casi segura existe.
Demostracion:
P(X,—-0)=1.
p {(o € Q: lim X, (w) = 0}: 0,1].
Y en el punto w = 0 no hay convergencia.
P {X,(w) =0} = 0.

Casi igual a cero pero no necesariamente el conjunto vacio.

Retomando el ejemplo anterior:

Considerando el espacio de probabilidad ([0,1], 8([0,1]),P) Donde P es medida
uniforme para todo el intervalo.

Elementos de la sucesion:

1, 0<w<1.
X (w) =
0, en otro caso.
1
1, 0<w< E
Xz (w) =+
0, en otro caso.

Entonces X;(w),X,(w),.. s una sucesion decreciente.

P.d.que P[X, - 0] =1.
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Como X;(w),X,(w),... €s una sucesion decreciente.
lim X, (w) = ﬂXn(oo) =0.
n—-oo
n=1

P {HE‘OX“(‘*’) =0}=1.

Por la definicion de convergencia casi segura.

vneN X,(0) =1, entonces w = 0 no converge a 0, por lo tanto la convergencia es
casi segura.

Como P es una probabilidad uniforme para todo el intervalo, sean a,b € R[0,1] ,
a < b, entonces P(b—a)=b—a = P(0) =0.

3.4  Convergencia en Probabilidad.

Definicion:

Decimos que X, converge en probabilidad a la variable aleatoria X (Xn P X)
cuando para € > 0.

lim P{|X, —X|>¢&}=0.
n—oo

Replanteando esta definicion, tenemaos que para cada € > 0 dado, existe N(g) tal que
P{|X, —X| > e} <& si n> N(e).

Al escribir {|X, — X[} > ¢ como {|X,(w)—X(w)|}> e

Se identifica en la expresion anterior que la diferencia dada entre X,(w) y X(w) enel
conjunto Q (de las w's) si excede de €, su probabilidad es igual a cero.

Nota: No se establece que {|X,(w) —X(w)|}> ¢ — 0.

La convergencia en probabilidad toma en cuenta que la convergencia de una sucesion
de numeros reales.

P{|X,—X| >¢e} n=>1.
Y no la convergencia de una sucesiéon de eventos.

También se conoce como convergencia en medida.
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35 Convergencia en Distribucién.

Definicion:
La sucesiéon x,,x,, ... converge en distribucién a x si:
lim Fy, (x) = Fx(x).
vx endonde Fx (x) es continua.
Notacion:
X, 4 X

Esta es la convergencia mas débil (la que presenta menos restricciones).

Ejemplo:

2
Sea x4,x,,.. unasucesion de variables aleatorias tales que X,~N (0, %)
P.d. que X, 4, 0.

o?

Si X~N (0, ;) y Si n - oo, Entonces Var — 0.

35 Convergencia en r-media.

Definicion:
La sucesiéon xq,x,,.. converge en mediaa x Si

lim (X, —X) =0, E|X,—X| -0 Cuando n — oo,
n—>0oo

Nota: En este tipo de convergencia se requiere que cada elemento de la sucesién y el
limite mismo deben ser variables aleatorias con esperanzas finitas.

Notacion:

X,mX 6 X, X
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Definicion:
La sucesion xq,x,,.. converge en media cuadraticaa x si:

lim |X, — X|? = 0.
n—o0o

Nota: En este tipo de convergencia, se requiere que cada elemento de la sucesion y el
limite mismo deben ser variables aleatorias con segundos momentos finitos si
x =0 = es el segundo momento no central.

Notacion:

X, ™&X 6 X, 2, X.

Definicion:
La sucesiéon x,,x,,... converge enr-mediaa x si:

lim |X, — X|" = 0.
n—-oo

Nota: En este tipo de convergencia se requiere que cada elemento de la sucesién y el
l[imite mismo deben ser variables aleatorias con r-esimos momentos finitos.

Notacion:

X, "M X 6 X, I, X.

Proposicion 43:

Convergencia casi segura implica convergencia en probabilidad pero convergencia
casi segura no implica convergencia en probabilidad.

Demostracion:
=) Supongamos que X, 5 X.

Sea £ > 0 y definamos los siguientes eventos:

A, = Ule—Xl > ¢
k=n
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Entonces

A, = Ule—Xl > ¢
k=1

oo

A, = U|Xk —X| >«
k=1

Entonces como A; D A, D ... = A, esno creciente.

Entonces su limite esigual ala N A,,.

Porotro lado (X, —X| > ) € A,,.

Dado que (|X, —X| > ¢) es solo un elemento de la sucesion esta contenido en A,.
Por las proposiciones anteriores

P(IX, —X| > ¢€) < P(Ay).
Entonces

lim P(|]X, —X| > ¢) < lim P(A,).
n—oo n—oo

Por la continuidad de la probabilidad (P).
lim P(IX, —X| > &) < P( lim A,).
n—-co n—oo

lim P(|X, —X| > &) <P <ﬂ An>.
n—.o00

n=1

lim,,_, P(X, —X| > ¢) < P(|X, —X| >¢) paracada n = 1.
lim P(JX, — X| > &) < P( lim X, ¢X) = 0.
n—.00 n—0o

Por definicion de convergencia casi segura.

Implica Convergencia en Probabilidad y por lo tanto existe convergencia en
probabilidad.

<) Ejemplo de que convergencia en probabilidad no implica convergencia casi
segura.

Considérese el espacio de probabilidad ([0,1], B([0,1]),P) donde P es medida
uniforme.
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Defina los eventos:

o (035) A ) 1 (. 57) o 55
55 :E 56 H:E 57 H'H 58 H'H

Esta sucesion tiende a los intervalos (0,0) cuando n — oo,

1, w EA,.
Sea X, = {
0, w¢&A,.
Para X; Tomamos la sucesion A,.
Py, {0<X1<—} =
Ya que la probabilidad es uniforme.

1
le {X1>E (0} X1£0}=—

Para X; Tomamos la sucesion As.

Sabemos que convergencia en probabilidad.
P(X,—X|>e)->0 y X,-0.
Entonces X, P, X , pues para cualquier &> 0.
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lim|X,—X|>¢ = lim P(A,) =0.
n—-oo n—»oo

P(im 5o =) =1

Por lo tanto no existe él limite y por lo tanto no hay convergencia casi segura.

Entonces la sucesion no converge casi seguramente porque,

{(u € : lim X, (@) = X(w) 3 } = @.

Ejemplo (convergencia en media no implica convergencia casi segura).

Demostracion:
Consideramos la sucesién del ejemplo anterior.

Si existe convergencia en media entonces E |X, — X| — 0.

Xn S0 X, pues E[X,—0]= lim = 0.
n—»oo RKp
Asi que implica que se cumple para la sucesioén la convergencia en media.
P(lim X, = 0) = P(@) = 0 por lo tanto no existe convergencia casi segura.
n—oo

Tomando en cuenta que el limite nunca va a tender a cero porque solo toma valores
0 6 1 entonces es el conjunto vacio.

Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial dotado de un producto interior ( , ) que
es completo para la norma.

1
IVI[ = (v, v)z.

Teorema de Pitagoras.
Sean (x,y) € (E,(, )) ortogonales, entonces

llx + 1I? = llxlI* + Iy 1%
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Corolario. Desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Sean (x,y) € (E,(, )).
Entonces

e < il ]l

Decimos que H es un espacio de Hilbert si es completo con respecto a la norma |||

o (,)

Completo en este contexto significa que cualquier sucesién de Cauchy, tal que
Ve>0, AN € Z talque V n,m > N.

Xm — Xl <&
Sucesién convergente.

Ejemplo (convergencia casi segura no implica convergencia en media).

Considere el espacio de probabilidad ([0,1], B([0,1]),P) donde P es medida de
probabilidad uniforme.

Defina la sucesion X, = nl (0, %)

( 1
1, w E (O, —)
1 n
(02) =1
n 1
0, w ¢ (0, —)
\ n
( 1
1, w E (O, —)
1 n
(02) =1
n 1
0, wé¢ (0, —)
\ n

X, converge casi seguramente a cero cuando n —» oo ya que existen saltos en el
intervalo abierto.

lim (o, %) - (0,0).

n—»>oo

Entonces

p (lim X, = 0) =1 = P(Q).

n—.o0o
1
Elxn—0|=E|xn|=n(;)=1+» 0.

Por lo tanto no existe Convergencia en media.
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Definicién:

Una funcién es convexa si y solo si la region sobre su grafo es un conjunto convexo.

Definicion:

Una funcion convexa definida en el intervalo abierto C , es continua en C y
diferenciable en todos los puntos numerables.

Nota: Una regi6n es convexa por trayectoria, si todos los puntos de una linea que
conectan dos puntos de la region estan en dicha region.

Proposicion 44:

Convergencia en media cuadratica implica Convergencia en media.

Demostracion:
Por la desigualdad de Jensen.
Sabemos que si f(x) es una funcién convexa, entonces
E[f ()] = f [E()].

Si f(x) =x*> = E(?) >E2(x).
Trabajando convergencia en media cuadratica.

E2(X, —X) < EX, —X)%
Si existe convergencia en media cuadrética, entonces E|X, —X| - 0 cuando n — oo.
Entonces E2|X, — X| = E|X,, — X| E|X, —X| = 0 conforme n — oo.

Entonces E|X, —X| — 0 por lo tanto existe convergencia.
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Otro enfoque.
Vale la pena recordar la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Sean x e y variables aleatorias en el espacio vectorial (Q, F, P).

E[xy] < E[x*]E[y?].

Demostracion:

Sea Q(1) = E(x —1y)? donde Q1) =0V A1>0.

é‘Q(/D _ 8 2 24,2 — 2
51 = aE(x — 2Axy + 2°y?) = E(=2xy + 2Ay°).
521 6 ) )
— — = > 0.
51 5 E(—2xy + 24y*) =EQ2y*) =0

Esto siempre serd mayor o igual a cero debido a que esta elevado al cuadrado.

Entonces el valor que se obtenga para A es un minimo (porque > 0 ) si igualamos
E(—2xy + 21y?) a cero para obtener el valor de A.

E(—2xy + 2Ay?) = —2E(xy) + 2AE(y?) = 0.

_E(xy)
° T E@?)
Entonces
B E(ey) |° xy E(xy)  E*(xy)
Q%) = E["“E(yZ) Y| = E[ "5y TGy Y
E E2
— E(x?) -2 EE’;{; E(xy) + EZ%;Z; E(y2)
3 E?(xy)  E*(xy) _ E?(xy)
=B 2500 Py TEOD gy =0
Entonces
E2(xy)
E(x?) > EG7)
Entonces

EZ(xy) < E(x®) E(y?).
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Proposicion 45:

Convergencia en media implica Convergencia en probabilidad.

Demostracion:
Para cada £ > 0 defina el evento.

A, = (X, —X]| > ¢).

Y sean
1, wEA,
Ia, (w) = {
0, we&A,
1, w¢&A,
I3, (w) = {
0, wEA,

Entonces E|X, — X| = E(IX, —X|-1a,) + E(IXp — X| - 1§ ).
Entonces E[X, — X| = E(IXy — X - 1a_).

Ahora, como se supone que 3 convergencia en media.
Entonces

E|X, — X| - 0.

n—oo

Entonces por definicion de valor esperado.

E|X, —X| = eP[|X, - X| > ¢].

n—»>oo

eP[|X, — X| > €] < EIX, — X|.
Entonces

lim P[|X, —X| >¢] > 0.
n—oo

Entonces existe Convergencia en probabilidad.
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Proposicion 46:

Convergencia en probabilidad implica Convergencia en distribucion.

Demostracion:
Sea x un punto de continuidad de Fx(x).
Por definicion
Fx (x) = P(X, < X).

b
jfx(x)dx = P{a < x < b} = Fx(a) — Fx(b).

a

Entonces para cualquier € > 0, es posible descomponer el conjunto {X, < x}en dos
conjuntos disjuntos, pues la union de disjuntos es la suma de las probabilidades.

Entonces {X, < X} = {X, <X); X, —X| <&} +{X, <X); |X, —X| = €}
Primer caso cuando X, < X.

Esta sucesion es creciente pues X es mas grande que X, el n-esimo termino de la
sucesion.

Aplicando la medida de probabilidad:
P{X, < X} = P{X,, < X + €} + P{|X,, — X| > €}.
Fx (x) = Fx(x + &) + P{|X, — X| > &}.

Como por el supuesto inicial hay convergencia en probabilidad y esto implica que esto
tiende a cero cuando n — oo.

lim sup Fx_(x) < Fx(x).

n-oo
Segundo caso cuando X, > X.
{X<X-—g¢} X, —X|<e U {X<X—-¢9); |X,—X| > ¢}
= {X, <X} U {|X, —X| > ¢}
Aplicando la medida de Probabilidad.

Fx(x — &) =P{X <X —¢} = P{X, < X} + P{|X, — X| > ¢}.
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liminf Fy(x — &) < liminf P{X, < X}.
Fx(x —¢) < lirrlriglf Fx ().
Como x es un punto de discontinuidad, & — 0.
Entonces Fx(x) < liffl (i)glf Fx (x).

Usando el resultado del primer caso tenemos que:

lim sup Fx (x) < Fx(x) < liminf Fx_(x).
n—0oo

n—-oo

Entonces limsup,_ Fx_ (x) = liminf Fx_(x).
n—oo

Por teoremas anteriores.

Entonces lim,_,o, Fx_(x) = Fx(x).

Por lo tanto existe Convergencia en distribucion.

[
Ejemplo Convergencia en distribucion no implica Convergencia en Probabilidad.
Sea X variable aleatoria tal que X~N(0,1).
X, n es par.
Xp =
—X, n es impar.
Entonces X,~N(0,1).
vV x € R con elsupuesto de que Fx_(x) - Fx(x) cuando n — co.
X, 4 X
Por demostrar que existe convergencia en probabilidad X, P, X.
Entonces para este caso.
1
P{|X, — X| > €} = P{2|X,, — 0| > ¢} > 5
P{|X, — 0] > ¢} » 0.
Por lo tanto no existe Convergencia en probabilidad.
[
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Teorema de Convergencia MondGtona.

Sea 0<X;<X,<-- una sucesion de variables aleatorias que converge casi
seguramente a la variable aleatoria X, entonces

lim E(X,) = E(X).

Demostracion:
0<X,<X
E(X,) < EX).
lim E(Xy) < lim EX).
gl_{go E(X,) < EX).

Sea ¢ > 0 para cadaentero k > 0.
Ay = (ke <X < (k+ 1e).

Donde Ay es una coleccién de elementos disjuntos a pares y ademas su unién es
igual a Q.

Definimos Y(w) = Kke.
Si ke < X(w) < (k+ 1)e.
Y<X<Y+e=>X—-e<V <X
EX) —e < E(Y) < EX).
B,=X,=>Y).
7 (Significa que tiende al limite superior).
B, 7 Q.
AxrNB, 7Ax n - oo,

AyN Q7 Ay n- oo,

Y(w), w € B,.
YIBn(w) =
0, w & By,.

0<Ylg (@) < X,

108



Aplicando operador lineal esperanza.
E (Y I, (@) < E(Xy).
lim E(X,) > lim E (YIBn (oo)).
n—-oo n—-oo

Ay es una particion de Q, pues

U Ak = (.
k=1

Ademas, cuando n - o, B, 7 Q, entonces

lim E(X,) = lim E (YIBn(m)) = lim Z E (Y IBnnAk(u)))

o]

= lim ke P(B, NAg)
n—oo

k=0
m

m
> lim Y keP(B, N Ay) = Z ke P(Ay)
n—.o0o

k=0

k=0

n—»>oo

lim EX,) = ) keP(Ay) >EX) —¢

lim E(Xp) = EX.

Teorema de convergencia Dominada.

Sea X, X,, ... una sucesion de variables aleatorias para la cual existe otra variable Y
integrable tal que |X,| <Y para n> 1.

Si limX, = X entonces X A X, son integrablesy

n—»oo

&L%E(Xn) = E(x).

Demostracion:
Sea Y, = inf{X,, X,+1, -}, €Ntonces
Y, 7 X.
Y, +Y 7 X+Y.
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Entonces E[Y,,y] 7 E[X+Y].
Estas esperanzas existen porque Y es integrable.
Y, +Y}=0.
Yo +Y <Y1 +YS -
Es decreciente ya que Y,, es el infimo.
Definiendo una nueva variable aleatoria para hacer una cota superior.
Z, = sup{Xn,XnH, }
Z, N X cuando n — oo,
XY -7, 7 (Y —-X).
Donde Y —-7Z, > 0,pues X, <Y por hipotesis.
Z, <Y Por el teorema de convergencia monétona.
E(Y - Z,) 7 E(Y = X).

Donde
E(Z,) N EX).

Notemos que Y, <X, < Z,.
Entonces E(Y,) < E(X,) < E(Z,).
Y obteniendo el limite de las esperanzas.
lim E(Yy) < imE(X,) < lim E(Zp).
E(X) < lim E(X,) < E(X).
Por la propiedad de Tricotomia, entonces

limE(Xy) = E(X).

Desigualdad de Markov.
Sea X = 0 una variable aleatoria con E(X) < c, para cualquier £ > 0.

P(X > ) s@.

110



Demostracion:
E(X) = E(XI(xze) + XI(x<e))
> E(XI(xse)) = E(€l(x2e))

= e E(XI(xse)) = eP(X = ).

Entonces

EX) = eP(X = ¢).
Entonces

E(X

% > P(X=¢).

3.7 Desigualdad del tipo Chebyshev.

Sea X variable aleatoria con media p y variable finita o2. Para cualquier & > 0.

[\

P[IX—p| =¢] < :—2.
Demostracion:
Sabemos que o2 = E[(X — w)?].
Particionado con indicadoras:
0% = E[(X = W? Ix-pyze + X = 1) [x-<e]
> E[(X = W? [x—2se]
= E[e? Ix-pze] = %[ ix-yae]

=e?P[(X—p) = €.
2

:—ZZP[(X—u)Zs].
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Desigualdad de Chebyshev extendida.
Sea X variable aleatoria, g > 0 no decreciente tal que E[g(X)] < o, € > 0, entonces

E[g(X)]

PX>¢) < o)

Demostracion:
E[g(X] = E[g(X)(xze) + 80 (x<s)]
> E[g(0](xze)]
> E[g()(x=0))
= g(e)P(X = ©).

Por lo tanto

E[g(X)]
"0 > P(X > ¢).

Desigualdad de Kolmogorov.
Sean X,,..,X, variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas con

E(X;) =0 yE(X?) <, £> 0. Entonces

n
1
P [ml?x{le + 4+ X, = s}] < g—zz Var(Xy).
k=1

Demostracion:

Sea

k
Sk = ZSL =4 E(Sk) =0.
i=1

SpLS,—Skg con n>k.
Entonces E[(S)(S, — Sk)] = E(Sy) E(S, —Sx) =0

Definiendo eventos (sucesion de eventos).

k-1 n

Ac=(sdzon (] dsi<ey a=|Jac
i=1 k=1
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n
BIS31 > E[53 ] = D E[S3 Tiay]
k=1

_ Z E[[Sk + (Sn — S1? Iay]

k=1

n
= > B[S+ 2[8(Sn — S0] + n — 5107 Iia ]
k=1
n
> > E[SE liay)]
k=1
n

D Bl L]

k=1

v

n

= Z e? E[ Iiay]

k=1

= zn: €2 P[ Ag]

k=1

= 2 P(A).

Tenemos ahora que:
V(Sy) = E(S3) — [E(Sn)?]

= Var (X; + - + X,).

Y por independencia de las variables aleatorias

V(S,) = V(X)) + -+ V(X,)

S
i=1

Por lo tanto

1 n
— ) V(Xx) =P(A).
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3.8 Ley Débil y Fuerte de los Grandes NUumeros.

Teorema Ley Débil de los Grandes Numeros (Bernoulli).

Sean X,,..,X, variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas con
E(X) = u , V(X) = o2 Entonces

Demostracion:

Sea

Entonces

E(S,) =—E =—np=p
=1
1% 1< ne? o2
V(Sn)—VHZXl —FV XL:F_;
i=1 =1

Ahora, por la desigualdad de Chebyshev,

0.2
PUX—pl =) <

0.2
P(IS, —pul =z¢) = —.
(ISa—ul =8 < —

Ahora obteniendo el limite de ambos lados,

2

o
i - > < lim —=0.
A PUSa—ulze) < Jim =0

Y como la probabilidad esta acotada por 0 <P < 1.

Entonces 0 < lim,, o, P (IS, — | =€) < 0.
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Y por lo tanto

lim P(|S, —u| =¢) = 0.
n—-oo

Entonces
Sn i H
Por lo tanto
1 n
Z X P
- i - K
=1
Ejemplo:

Sea A un evento cualquiera

1, si ocurre A.
Xk = {

0, si no ocurre A.

Notamos que Xy~ Ber(p).

E[Xk] = p. V[Xk] = pq.

n
! X
- -
n Z k=P
k=1

Tendriamos entonces:

X1+ -+ X, _casos favorables

n casos totales

Teorema Ley Fuerte de los Grandes Numeros

:p.

Sean Xi,..,X, variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas con

E(X) = p, entonces

n
1
= zxi g TH
n 3

i=1
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Demostracion:
(Suponemos que la varianza y el cuarto momento existen).
E[(X - w?] = o2

E(X— ) = 0.

E

Z(Xi - u)“] =nE[X; —w*] +3n (n—1o™.
i=1

Podemos denotar a X; = X.

Por Lema de Borel Cantelli.

limsupA, =A, si Z P(A,) <o = P(A) =0.
n=1

Por la desigualdad de Chebyshev extendida.

g > 0 no decreciente tal que E[g(X)] <o ypara &> 0. Entonces

P[X>¢] < E[g(X)].
{6
Sea
g0=x' y | -wl|
i=1
€ = ne'.
Entonces
n n 4
) 1 _ nE[X; —w*] +3n (n— 1o*
P ;(Xi E ns] < Gy B (;(Xi . u)) = o -
Definimos

zn:(xi - W
i=1

1
An: H
1

lim A, =A= lim —

n—oo n-oo n

> s’).

zn:(xi - W
i=1

> ¢,
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n=1
Entonces
P(A) =0
Entonces
P(A%) =
n
1
P (lim _Z(Xi_ll)<£)=1
n—-o n
i=1
Entonces
n
1
P (“m SDICOE s+u) —1
n-oo N
i=1
Entonces
n
1
P <lim - Z(Xi) — H) -1
n-o n
i=1
Por lo tanto
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Capitulo 4 FUNCION CARACTERISTICA.

4.1 Funciones Generatrices.

Definicién:

La Funcién Generadora de Probabilidad de una variable aleatoria discreta X es la
funcion.

Gy (t) = E[t*].

Definida para valores reales de t vy tales que el valor esperado sea absolutamente
convergente. Entonces

o

Gy (t) = Z tk Py (k).

k=0

Para asegurar la convergencia de esta serie |[t| < 1, entonces

GO < D RO < ) Be(R) =1
k=0 k=0

Entonces el radio de convergencia de Gx(t) es 1.
Definicion:
§Gx (1)

L

Py(x) = T

Sabemos que
Gx(t) = E[t*].

k
§“Gx(H) _ & E[t*] = E[

5t*1  E[xt* 1]
Stk St

S Y

lim t-0

118



Ejemplo:

Sea X variable aleatoria discreta tal que X~P,(A). Obtener Gy(t)

e ANx
Py(x) = Xl

d —A x had x
Gx(t) =E tx = Z A _A Z @ = e_lelt = e_l(l_t)_

x!
x=0 x=0

Entonces

Gx(t) = e_l(l_t).

Alt-1) -1
e A e ™A
G'x(t) = e et 1 = T == Py (D).
Lo, !
Alt—-1) 92 -1 72
e A e ™A
G'x() = e et A= — =—5 = &Q@).
ro, !

Proposicion 47:
Propiedades de la funcién generadora de probabilidad.

1) Sean X e Y variables aleatorias discretas tal que Gx(t) e Gy(t) existeny
coinciden en algun intervalo alrededor de t = 0. Entonces X e Y tienen la
misma distribucién de probabilidad.

Demostracion:
Paracada k> 0,sea ap="P(k). by ="P(k).

Entonces
[oe] [oe)
thak = thbk = dg = bk Y k.
k=0 k=0

Entonces Pyx(k) = Py(k) entonces X e Y tienen la misma distribucion.
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2) Si el n-ésimo momento factorial de X existe, entonces

n

llm % Gx(®) =E[(x))(x—1D)(x—2)..(x —n+ 1)].
Demostracion:

Sabemos que

[oe]

Gy (0) = Z t% Py (k).

k=0

o

0= itk&(k =2 P9

[o¢]

- 2 k1P, (k).

k=1

_d N
lim — Gx(0) = kzlk Py (k) = E(X).

t>1 dt?

im % Gt = lim [Zk(k— 1)tk-2 Px(k)]
= lim Lsz(k_ 1)tk-2 PX(k)‘

— Z k (k — 1) Px(k) = E[()(X — 1)].
k=2

Al seguir desarrollando,

E[X2 —X] = E(X2) — E(X) = Var(X).

3) Sean X e Y variables aleatorias independientes, con funcion generadora de
probabilidad Gx(t) y Gy(t) respectivamente.

Entonces Gyx,y(t) = Gx()Gy(t).
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Demostracion:
Si X e Y son independientes, entonces por definicion:

Gx+y(D) = E[t**Y] = E[t* t'] = E[t*]E[t'] = Gx(D)Gy (D).

Ejemplo:

Sean X e Y variables aleatorias discretas e independientes tal que X~Po(A,)y
X~Po(A;) ¢Como se distribuye X +Y ?

Gyry() = Gx(DGy(t) = e M (1-De=40-0) = p=(A1+42)(A-1)
Entonces

(X + Y)~Po(d; + 4y).

Definicion.

La funcién generadora de momentos (no centrales o con respecto al origen) de la
variable aleatoria X es la funcion.

ux (1) = E(e™).

Definida para valores reales de t tales que la esperanza es absolutamente
convergente.

Nota: px(t) = Gx(eb).

Funcién Caracteristica:

Definicion:

La funcién caracteristica de la variable aleatoria X es la funcion.
ex (D) = E(e™).

Definida para cualquier numeroreal t, i=+v-1.

Nota: Siempre existe, a diferencia de la funciébn generadora de probabilidad y de la
funcién generadora de momentos.
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Transformacion.

X - eltx,

Donde X es el valor real.
e’ variable aleatoria con nimeros complejos en la forma:

el = cos(tx) + isen(tx).

Ejemplos:

1) X~Bin(n,p) Obtener @(t).

(Px(t) — E(eitx) — Z eltx (2) px qn—x
x=0

— Z(eit p)x (2) qn—x
x=0

Por el teorema del binomio.

=("p+
[ |
2) X~N(u,0%) Obtener @y(t).
it r it _L(X_H)Z
(t) = E(e'™) = et™* e 202 dx
Px ( ) J W
= 1 f eltx e_%(xz_zxuﬂz)dx = —1 f eitx_%(x_u)z dx
N J oV 2m .
o P 2_ 2 _n2 ® 2
1 jeltxzc ;(6‘2"2)(“ : dx = 1 fe—#(x—(pwitdz)) dx.
oV2m ~ oV2m ~
o 2
oV2m
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t2

Entonces @4(t) de N(0,1)= e =z .
Entonces X~N(u + ito?, ¢2).

Asi que la media es variable aleatoria compleja.

]
3) X~ Po Obtener @y(t).
® LtX AX Lt/l X ;
o=y Z CA _ ot giet
x=0
el(e“—l).
Px(t) = eA01=¢"),
4) X~ G(r,0) Obtener @(t).
r'(r) = fx“‘le‘X dx.
0
ot eitxer Xr—l _ e—Gx ooeitx—exgr Xr—l
= | - [
I'(r) r'(r)
0
x(lt 9)9r r-1 (9 lt)r - —x(it—@) 22y 0 r
- J r(r) f r(r) NG (9 — it) '
0
]
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Teorema de la existencia de la funcion caracteristica.

Para cualquier numero real t, |@x(t)] <1 yen particular, @4(0) = 1.

Demostracion:

Para cualquier nimero real t.

oo

f e'™ dF, (x)

— 0o

(00)

< f|eitx|dFX(X).

— 0o

lpx (D] =

La norma de e!™ = cos(tx) + isen(tx) estaentre 0 y 1.

o

< deX(x) <1

— 00

Nota: @ (t) es numero complejo de médulo < 1 para cualquier t € R.

Proposicion 48:

Sea x variable aleatoria con n —ésimo momento finito, entonces

an ,
D) 45 0Ol = "EG).

Demostracion:
Por el teorema de la convergencia dominada.

ar d ) d .
- — itx) — . itx
dtn Px (0 dt E(e ) E (dt ¢ )

=E (ix eit")|t=0 = E(ix) = i EX).

Generalizando:

n

d .
Jm @x(© = E(@" e™)| _ = E@"x") = i" Bx").
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2) Si x e y son variables aleatorias independientes.
Px+y (D = @x (D) @y (D).
Demostracion:
Por definicién,
Pray (D) = E[eit(x+y)] _ E[eitx eity]

= E[e™™] E[e'™] = @x(1) @y (1).

Método de la funcién de distribucion.

1) Definir la region de integracion de la variable aleatoria, x =y, +y, + -+ y, en
el espacio (v4, ¥z, ---)¥n)-

2) Determinar la region {X < x}.

3) Se obtiene P{X < x} = F,(x).

4) Se obtiene f,(x) = %}EX) Teorema fundamental del calculo.

4.2 Teorema de Inversion.

Formula de inversion de Levy.

Sea x variable aleatoria con funcién de distribucion Fy(x) y funcién caracteristica
@x(t). Si x <y son puntos de continuidad de Fy(x).

Entonces

1 e—itx _ e—ity
P <X <y} = Fyy) — Fy(9) = Jim — f L emat
)

Teorema de Unicidad:

Si x e y son variables aleatorias, entonces si  @4(t) = @ (t) paratodo t en donde

esta definida la funcién caracteristica, x A y tienen la misma distribucién de
probabilidad.
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Demostracion:
Si @x(D = @y (®.
Por la formula de Levy.
Fo(y) = Fx() = Fy(y) = Fy ().
Jim [Fe(y) = F(0] = lim [Fy(y) — Fy(®)].

Entonces
Fx(y) = Fy(y)

Nota: Para toda y que sean puntos de continuidad de ambas distribuciones.

Teorema de inversion en el caso absolutamente continuo.

Sea x variable aleatoria absolutamente continua con funcion de probabilidad f,(x) y
funcién caracteristica ¢,(t). Entonces,

o]

1 ,
)= o f e (1) dt.

— 00

Demostracion:

P{X <X< Y} = FX(Y) - FX(X)'

Sabemos que Fy(x) es una primitiva de f;(x) y que por la formula de Levy para que
x < y dos puntos de continuidad de F.

1 itx _ e—ity
Fx(y) — Fx(x) = ,ll,l_r)glo% ,[T @« (t) dt.
=T

1 b e—itx_e—ity

X 1 o] X .
f A0 dx= Fyy) —Fy(9) = =o- f [ f e dx| @y (0) dt
y - y
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Y por el Teorema de Fubinni,

rfr ¢
f [% f e '™ . (1) dt] dx.
vy —00

(00)

) =5 [ o a

— 00

Nota: Solo es valido si x es absolutamente continua.

Para establecer la equivalencia entre la convergencia en distribuciéon y la
convergencia puntual de la funcién caracteristica, tenemos.

Teorema de continuidad.

Sean x,Xxq,Xy,X3,.. variables aleatorias, entonces X, 4 X si y solamente si
(an(t) - (px(t)-

Demostracion:

=) Supongamos que X, 4 X, entonces por el teorema de convergencia dominada
y con

@4 (t) = cos tx + isen tx.
@x, (t) = E[cos tX, + isen tX,].

lim @x_(t) = lim E(cos tX,) + lim E(isen tX,).
n—-oo n—-oo n—oo

lim @x (t) = E|lim cos tXn] + E|limisen tXn].
n—-oo n—oo n—>oo

= E[cos tx] + i E[sen tx].

= E[cos tx + isentx] = E[eitx] = @4 (D).
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<) Supongamos que @x (1) — @x(t)

Entonces para dos puntos de continuidad x <y comunes a Fx y F,, por laformula
de Levy,

1 e —itx _ ity
Fx, (y) - Fx, (x) = llm - ,[T P« (1) dt
=T

e~ itx _ g-ity
= lim — | ——— lim t) dt.
1 f —— lim gy, ®
i\

lim [Fy, () = Fx,(®)] = Fx(y) = Fx(®).

lim [llm [Fx. (v) — Fx, (x)]] Jim [Fy(y) = Bl

X——00 | n—>

Entonces
lim Fx, (y) = F.().

Por lo tanto existe convergencia en distribucion.

4.3 Teorema del Limite Central.

Sea Xi,X,,X3,... variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
tales que E(X;) = u y Var(X;) = 0? < oo,

Para cualquier x € R.

X, +X,+ ..+X,)—n
1imp(1 2 n) Lex|=pPz<x
n—oo vn o

En donde Z~ N(0,1).
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Si (x; +x,+ ..+x,) es una variable aleatoria con media np y varianza no?,
entonces podemos expresar el teorema como:

1
n - . 4 N(0,1).

Vn

E(X; + X, + -+ X,,) = |lindependencia|| =y + pu + -+ u = nu.

Var (X; + X, + -+ X,,) = |lindep = Cov = 0]

= Var(X;) + Var(X,) + --- + Var(X,,) = 62 + --- + 62 = no?.

Demostracion:

Supdngase que todos los elementos de la sucesion tienen momentos finitos de
cualquier orden. Entonces

X1+ Xy + . +X,)—np Xl—u+X2—u+m+Xn—u
Vvn o Vvno +vno vno'

@ es la estandarizacion y esta multiplicada por \/iﬁ

Supdngase que cada X; tiene una distribucibn con y =0y Var = 1.

Xi+Xo+ .. +Xp)

N variable aleatoria.

Entonces sea Z, =

Basta con demostrar que Z,, 4, N(0,1).

Entonces
_t
Pz, (D) =e€ 2

it(X1+X2 + ..+Xp)
vn

¢z, () =E [e

itX, itX, it X,
=E[e\/ﬁ eVvn e Vn |

¢z,(0) = [(Px (\/_tﬁ)]“

Ln @z (t) =nln [(px (L)]

Vvn
it E(X 1%t? E(X?
Ln ¢z () =nLn [1+lt\/%)+ltn2(! ) ]
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Sabemos que

Px (%) =E [e%( .

itX
Y desarrollando evn en series de potencias tenemos:

itX 1040y 0 ; :2.2v2
=2 i“t'X itX i“t*X
vn

STy

Entonces

. %t B 1+itE(X) +i2t2E(x2)
e )= Jn n2!

Recordemos que el desarrollo de,

1 2 1 3
In(1+t)=t—=t*+-t°>— ...

2 3
Entonces
itE(X)  i2t2E(X2 1[itE(X) i%t?E(X? g
Ln @y (t) = ()+ X7 R R ()+ X7
n vn n 2! 2 vn n 2!
E(X) 22 (E(X3) EX) E2(X)\i3t3
L t) = —it+ [E(X?) — E?(X -
07,0 =~ it B0 — B0 5+ (S =50 Y3 ) o
Como E(X) =0 y Var(X) = 1, entonces
i%t? EXX3) EX) E2(X)\i3t3 it
L t) = — ) —+ ..
n ¢z, (0 2n+<3!n 2n+3n>\/ﬁ+()n+
. o it E(X}) EX , E2X))ic ittt i
lim Ln gz, (® = lim Ln S+ (52 =20+ 5 0) 0+ ()4 =
Entonces
, i’t? E(X®) EX) E?(X)\i3t3 itt* i%t?
lim Ln — () —+ .= —.
n—co 2n 3!n 2n 3n /+n n 2
t2
= i2 = —1 = — .
12 = =11l = -5
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Y como Ln es una funcion continua, la podemos sacar del limite.

Entonces
tz
Ln lim @z (t) = ——.
n-oo n 2

Entonces

12
lim @z (t) =e 2.
n—0oo

=7, 4 N(0,1)
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CONCLUSIONES.

El propésito de este trabajo fue desarrollar material de apoyo didactico actualizado
para la imparticion de la materia de Probabilidad Il que se imparte en la carrera de
Actuaria. Este trabajo aporta de manera significativa material de estudio, de
complemento y apoyo para los estudiantes con dificultades dentro de la comprension
de los temas en la materia, inclusive retomando en el principio temas muy
fundamentales y basicos, haciendo un repaso de temas de Probabilidad I, para asi

poder fundamentar los temas que se retoman en Probabilidad 1.

Los principales temas de estudio en el campo de la Probabilidad que son de gran
interés para el alumno, se pueden aprender facil y rapidamente ya que este trabajo es
una sintesis de lo mas importante, esperando que sea de utilidad para futuras
generaciones de actuarios en el estudio de la Probabilidad, los que accedan al
presente proyecto identificardn que sin ser una guia exhaustiva, es una referencia o
simplemente un punto de partida para la comunidad que este decidida a hacerlo

durante su trayecto de estudios en probabilidad presentes o futuros.

El objetivo de la materia de Probabilidad Il se integro en el desarrollo del presente
documento puesto que se consideraron los temas descritos en el contenido del
Programa de Estudios de Probabilidad Il, complementandose con temas de interés
actual. Por lo tanto sin decirlo en forma peyorativa, se puede concluir que se cumplié

con el objetivo principal de este trabajo.

132



FUENTES DE CONSULTA.

BIBLIOGRAFIA BASICA.

1. ASH R.B. Real Analysis and Probability. Academic Press. USA; 1996.

2. BHAT B.R. Modern probability theory. Wiley. India; 1995.

3. CLARKE L.E. Random Variables. Longman. Hungary; 1995.

4. DOMINGUEZ M. J.l. Disefio y Analisis de Modelos de Probabilidad. Editorial
Iberoamérica. México; 2001.

5. GNEDENKO B. V. The Theory of probability. Chelsea Publishing Company. USA,;
1996.

6. HARRIS B. Theory of Probability. Addison-Wesley. USA; 1996.

7. HERNANDEZ A. F. M. Célculo de Probabilidades. Sociededad Matématica
Mexicana. Mexico; 2003.

8. PAPOULIS A. Probability, random variables and stochastic processes.
McGraw-hill. USA; 1991.

9. RINCON S.L. Curso Intermedio de Probabilidad. Editorial Las Prensas de
Ciencias UNAM; 2007.

BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTARIA

1. APOSTOL T. Andlisis Matematico. Editorial Reverté. Espafia; 1996.

2. BOLAND P.J. Statical and Probabilistic Methods in Actuarial Sciences. CRC
Press. Taylor and Francis Group; 2007.

3. BOYER C. Historia de la matematica. Editorial Alianza. Espafia; 1996.

4. FELLER W. Introduccién a la Teoria de Probabilidades y sus aplicaciones.
Editorial Limusa. México; 1995.

5. HERNANDEZ-LERMA O. y HERNANDEZ DEL VALLE A. Elementos de
Probabilidad y Estadistica. Sociedad Matemética Mexicana. México; 2003.

6. LANDRO A. Acerca de la Probabilidad. Ediciones C.E.C.E. Universidad de
Buenos Aires. Argentina; 1999.

7. LOEVE M. Teoria de la Probabilidad. Tecnos. Espafia; 1976.

8. MEYER P.L. Probabilidad y Aplicaciones Estadisticas. Addison-Wesley
Iberoamericana. México; 1986.

9. OBREGON S.I. Teoria de la Probabilidad. Editorial Limusa. México; 1980.

10. PARDO L., QUESADA V. Curso Superior de Probabilidades. Editorial PPU.
Espana; 1987.

133



11. PARZEN E, Teoria Moderna de Probabilidades y sus Aplicaciones. Limusa.

México; 1997.

12. SARABIA A.J.M., GOMEZ D.E. y VAZQUEZ P.F.J. Estadistica Actuarial. Teoria

y Aplicaciones. Pearson Educacién. Espafia; 2007.

REFERENCIAS ELECTRONICAS.

1. Actuary and Actuarial Jobs, Science Information Actuary,
Ultima consulta: 9 de marzo de 2012,

http://www.actuary.com

2. Be An Actuary-Actuarial Examinations,
Ultima consulta: 9 de marzo de 2012.

http://www.beanactuary.org/exams/

3. Colegio Nacional de actuarios,
Ultima consulta: 9 de marzo de 2012.

http://www.conac.org.mx

4. International Actuarial Association (IAA),
Ultima consulta: 9 de marzo de 2012.

http://www.actuaries.org

5. Probability.com,
Ultima consulta: 9 de marzo de 2012.

http://www.probability.com/

6. Society of Actuaries (SOA),
Ultima consulta: 9 de marzo de 2012.

http://www.soa.org

134



	Portada
	Introducción
	Índice
	Conceptos Fundamentales de Probabilidad
	Capítulo 2. Variables Aleatorias
	Capítulo 3. Modos de Convergencia
	Capítulo 4. Función Carcterística
	Fuentes de Consulta

