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INTRODUCCION

Sea G un grupo finito, el anillo de Burnside B(G) es uno de los anillos de representacion fun-

damentales de G.

Este trabajo se divide en tres capitulos. Comenzamos con la notacién necesaria para el desa-
rrollo del trabajo. Continua con operaciones en G-conjuntos que luego son extendidas a nuestro
anillo, lo cual lo hace un objeto universal cuando estudiamos la categoria de G-conjuntos. Algu-
nas caracterizaciones de los G-conjuntos nos permiten mds adelante entonces darle la estructura de

anillo.

Definimos B(G) y establecemos operaciones con lo cual es un anillo conmutativo y podemos
estudiar el espectro primo y los idempotentes primitivos. Algunas de las aplicaciones de esta sec-
cion son resultados conocidos aunque generalizados y se usan en su demostracion propiedades de
B(G) que ademas son ttiles mds adelante. Al estudiar los idempotentes y espectro primo obtenemos
formulas y resultados muy ttiles sobre como calcular elementos especificos y ver entonces como

se ven los elementos idempotentes de Z B(G).

El dltimo capitulo hace uso de la topologia algebraica para analizar invariantes ligados para
estructurar G-conjuntos, tales como G-copos o G-conjuntos simpliciales. Se comienza con una
pequena introduccién definiendo términos como complejo de cadenas, grupo de homologia. Se
define también la caracteristica de Euler-Poincaré pues se establecen propiedades entre ésta y un
primer invariante, el de Lefschetz. Otros invariantes del capitulos son el de Mobius y el de Steinberg,
ambos definidos por el invariante de Lefschetz pero cada uno para G-copos especificos y los cuales
podemos ver como generalizaciones para la categoria de G-conjuntos de nociones clasicas, digamos
la funcion de Mobius para un copo o el médulo de Steinberg de un grupo de Chevalley. Para todos

estos invariantes se tienen diversas propiedades.






Capitulo 1

Propiedades basicas de G-conjuntos

1. Notacion

Sea G un grupo finito. La categoria de los G-conjuntos finitos serd denotada por G-set. Sus
objetos serdn los G-conjuntos finitos con una accién izquierda, los morfismos aplicaciones G-

equivariantes y la composicion la usual.

Si H es un subgrupo de G y g es un elemento de G, la notacién $H simboliza gHg™! y similar-
mente H¢ es para g~ Hg. El normalizador de H en G es denotado por Ng(H). El conjunto de clases
gH con g € G es denotado por G/H. Este es un G-conjunto con la multiplicacién por la izquierda.

Un conjunto de representantes en G de G/H es denotado por [G/H].

Si X es un G-conjunto, dado x € X denotaremos al estabilizador en G de x por G,. El conjunto
de orbitas de un subgrupo H de G en X es denotado por H\X, y [H\X] denota un conjunto de
representantes en X de H\X.

El conjunto de clases de conjugacion de subgrupos de G es denotado por sg, y un conjunto de
representantes de s es denotado por [sg]. Si H y K son subgrupos de G, entonces H\G/K es el
conjunto de clases dobles HxK para x € G y [H\G/K] denota un conjunto de representantes en
G de estas clases dobles. La notacion H =5 K (respectivamente H C; K) significa que existe un

elemento x € G tal que H* = K (respectivamente H* C G).
La cardinalidad de un conjunto S es denotada por [S|.

Si p es un nimero primo, el subgrupo normal mas pequefio N de G tal que G/N es un p—grupo
es denotado por O”(G). Este es el subgrupo de G generado por los p’-elementos, i.e. los elementos

de orden primo relativo a p.

Mas generalmente, si 7 es un conjunto de primos, la notaciéon O"(G) es para el subgrupo normal
mas pequefio N de G tal que G/N es un m-grupo soluble. El grupo G es llamado n-perfecto si
O"(G) = G. Si G en si mismo es un m-grupo, entonces es claro ver que el grupo O*(G) es el
limite de la serie derivada de G. En particular, si 7 es el conjunto de todos los primos, entonces un
grupo es m-perfecto si 'y solo si éste es perfecto, i.e. igual a su subgrupo derivado. Los O"(G) tienen

muchas propiedades y algunas de éstas son usadas en las demostraciones, como por ejemplo que
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2 1. PROPIEDADES BASICAS DE G-conjuntos

O"(O"(H)) = O"(H). Esto pues O"(O"(H)) < O"(H). Ahora bien sabemos que |H/O"(O"(H))| =
[H : Ny(O™(O™(H)))] = [H : O"(H)], por lo anterior. Consideremos ahora la siguiente sucesién

exacta
O™(H) H H/O"(O"(H))

~ 0O (H))  ONO™(H))  O(H)/O~O~(H))

7T (YT : 4 : __H/O"(O"(H)) O"(H)
Entonces H/O"(O™(H)) es soluble si y solo si ooy Y orora SOn solubles, pero

H/0"(0"(H))
O™(H)/0™(0™(H))
por lo tanto H/O™(O"(H)) es soluble y ademads es un m-grupo, con lo cual O"(H) < O"(O"(H)) <
O"(H); y por lo tanto O"(O"(H)) = O"(H). Otra propiedad util es que dado M un grupo finito y
N < M, entonces O (%) = %\/. Esto pues por una parte O" (%) = % para algin N < H 4 M.
Entonces % ~ M/H es un m-grupo soluble, entonces O"(M) C H. Por lo tanto O"(M)N C HN,
pero N < H,y asi O"(M)N C H con lo cual finalmente O"(M)N/N € H/N = O*(M/N). Por otra

parte sabemos que ya que O"(M) y N son normales en M, entonces su producto también lo es y por

~ H/O™(H)

lo tanto
O"(M)N < M
o (M) — O*(M)
y dado que M/O"(M) es soluble entonces O%M) OOK,E?%V ~ M/O"(M)N es soluble. Pero ademas
O"(M)N/N < M/N y su cociente acabamos de ver es soluble y m-grupo, por lo tanto O (%) <
O"(M)N
N

< 0”(%). Un poco mdés de notacion en este capitulo serd, si consideramos 7 un conjunto de
primos denotaremos por |G|, la parte m-ésima del orden de G, esto es, que s6lo aparecen primos de
n. 'Y andlogamente la parte n’-€sima, se denotara |G|, y serd la parte del orden de G en la cual sélo
aparecen primos que no pertenecen a . De forma similar si a, € G serd un n-elemento, es decir,

que su orden tiene s6lo elementos de 7 y andlogamente a,- no tiene primos de 7 en su orden.

Denotaremos el grupo ciclco de orden n como C,. El grupo trivial serd denotado por I.

2. Operaciones en G-conjuntos

Cuando X es un G-conjunto y H es un subgrupo de G, se puede ver a X como un H-conjunto a
través de la restriccion de la accién. Este H-conjunto es denotado por Res%X. Si f : X — Y es un
morfismo de G-conjuntos, Resg f denotara la aplicacién f vista como un morfismo de H-conjuntos.

Esto define un funtor restriccion Res, : G-set — H-set.

Ahora si Z es un H-conjunto el G-conjunto inducido Ind%Z es definido como G Xy Z, i.e. el
cociente del producto cartesiano G X Z por la accién derecha de H dada por (g, x).h = (gh,h™'x)
parag € G, h € H, x € Z. La accién izquierda de G en G Xy X es inducida por su accion izquierda
en G X Z dada por g'.(g,x) = (g'g,x), parag’,g € Gyx € Z.S1t f : Z — T es un morfismo



2. OPERACIONES EN G-conjuntos 3

de H-conjuntos, entonces Ind% f es el morfismo de G-conjuntos de Ind$Z a IndT definida por
(Ind% £)([g, x]) = [g, f(x)]. Esto define un funtor induccion IndS, : H-set — G-set.

Lema 1.1. Si Z es isomorfo a H/K para algin subgrupo K de H, entonces Ind$Z es isomorfo
aG/K.

DemosTrACION. Consideremos ¢ : Z — H/K isomorfismo de H-conjuntos, con ¢(x) = hK,he Hy

sea entonces ¢ : Ind5Z — G/K dada por ¢([g, x]) = gp(x) = ghK.

Veamos que esta bien definida. Sea [g’, x'] otro representante de la clase [g, x], entonces dh’" € H
tal que (g, x).h' = (gh’,h'"'x) = (g, x') i.e. g = gh’ y X = h’~'x, asi pues por un lado ¢([g, x]) =
gp(x) y por el otro ¢([g’, x']) = g’¢(x’). Sustituyendo g’ y x” tenemos

@(lg', XD = gl x) = gh'h' " p(x) = gp(x) = @([g, x])
Por lo tanto esta bien definida.

Veamos ahora que es de G-conjuntos. Sea g’ € G, entonces
(g[8, x]) = @(lg'g, x]) = &'gp(x) = g".p(lg, x])

Consideremos ahora ' : G/K — Ind$Z que toma gK y lo lleva a [g, ¢! (K)]. Veamos que

estd bien definida. Sea g’K otro representante de la clase entonces g’ = gk para algin k € K,

entonces ¢~ '(gK) = [g.¢'(K)]y ¢ '(¢'K) = [¢,¢ ' (K)] = [gk,¢ " (K)] = [g. k¢ (K)] =
(g, ¢ ' (kK)] = [g, ¢~ ' (K)]. Por lo tanto, la aplicacién esté bien definida.

Asi pues dado [g, z] € Ind%Z tenemos que

¢ ' opg.2]) = ¢ ' (gp(2) = ¢ ' (ghK) = [gh,¢ ' (K)] = [g, he”"(K)] = g, ¢~ (hK)] = [g, 2]

por lo tanto ¢! 0 p = Id,q6 . Finalmente dado gK € G/K

Pog '(gK) =o(lg. ¢ (K)]) = gpy ' (K) = gK

por lo tanto g o ¢! = Idg/k. Y asi Ind3,Z ~ G/K

El conjunto de puntos fijos de H en X es denotado por X”. Este es visto como un Ng(H)/H-
conjunto. Si f : X — Y es un morfismo de G-conjuntos, entonces la restriccién de f a X es
denotado por f. Este es un morfismo de Ng(H)/H-conjuntos de X a Y, pues dado x € X" y
g € Ng(H) tenemos que f(gx) = gf(x) pues f es de G-conjuntos. Veamos que f(x) € Y. Seah € H
entonces hf(x) = f(hx) = f(x) por lo tanto f(x) € Y* y por lo tanto f es de Ng(H)/H-conjuntos.
Y por dltimo éste define un funtor de puntos fijos f¥ : G-set — Ng(H)/H-set
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Cuando H es un subgrupo normal de G, cualquier G/H-conjunto puede ser visto como un G-
conjunto por inflacién, y cualquier morfismo de G/H-conjuntos puede ser visto como un morfismo

de G-conjuntos. Esta operacion define un funtor inflacion Infg - G/H-set — G-set.

Bajo las mismas condiciones, si X es un G-conjunto, entonces el conjunto de orbitas H\X de
H en X puede ser visto como un G/H-conjunto y cualquier morfismo de G-conjuntos induce un
morfismo de G/H-conjuntos entre los conjuntos correspondientes de Orbitas. Esto define un funtor
deflacion Defg/H : G-set = G/H-set.

Finalmente, sea H un subgrupo de G, y x un elemento de G. Si Z es un H-conjunto, entonces
el grupo *H actua en Z por *h.z = hz, donde *h € *H 'y z € Z, y hz es calculado en el H-conjunto Z.
Esto da un *H-conjunto denotado por *Z o ¢, y(Z). Si f : Z — T es un morfismo de H-conjuntos,
entonces ¢, y(f) es la aplicacién f, vista como un morfismo de *H-conjuntos de *Z a *T. Esto

define un funtor conjugacion c, gy : H-set — *H-set.

Estos funtores tienen propiedades obvias de transitividad. Mds aun, ellos estén relacionados por

varias identidades. Entre ellas:
ProposiCION 1.2. Sea G un grupo finito, y H y K subgrupos de G.

1. (Foérmula de Mackey) Si Z es un H-conjunto, entonces existe un isomorfismo de K-conjuntos

Res{Ind%Z = |_| Ind¥ . “Resk. ,Z.
xe[K\G/H]

2. (Identidad de Frobenius) Si X es un G-conjunto y Z es un H-conjunto, entonces existe un

isomorfismo de G-conjuntos
X x Ind$Z = Ind$((Res%X) x Z).
y en particular para cualquier G-conjunto X, existe un isomorfismo de G-conjuntos
XX(G/H) = Inngeng
3. Si Z es un H-conjunto, entonces existe un isomorfismo de Ng(K)/K-conjuntos

(ndgzy* = | | Indyo 0% (2)F

u(K)/K
X€[NG(K)\G/H]
K*CH
DEMOSTRACION.
1. Sea § = [K\G/H] que denote un conjunto elegido de representantes de clases dobles

K\G/H y consideremos la aplicacién

¢ : Res$Ind$Z — |_| Ind% ., *Resk.,Z

xeS§
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que manda el elemento [g, z] del lado izquierdo, con g € G y z € Z, al elemento [k, hz],
de la componente x € S del lado derecho, si g puede ser escrito como g = kxh, para algin
k € Ky h € H. Veamos que efectivamente este es el isomorfismo requerido.

Primero veamos que esta bien definido, sea [g,z] € Resglnng, entonces ¢([g,z]) =
[k, hz]., y sea [g’,7'] = [g, z] entonces existe ' € H tal que (g,2).h’ = (gh’,h'"'2) = (g’, 7).
Entonces g’ = gh’ = kxhl' y 7/ = W’~z. Asi pues por un lado ¢([g,z]) = [k, hz], y por otro
o([g', 7)) = o((gh’, ') = [k, (hh’)h'~'z], = [k, hz],. Por lo tanto si est bien definida.

Ahora veamos que es morfismo de K-conjuntos. Sea kK’ € K, entonces

oK' .[g,2]) = @([K'g, 2]) = [K'k, hzl, = K[k, hz]c = k' ¢([g, z])

Por lo tanto si es de K-conjuntos.

Consideremos ahora

/R I_I Ind} ., “Resk.yZ — Res$Ind%Z
xe§

dada por y([k," z],) = [kx, z].

Veamos que esté bien definida. Sea [k’,* 7], otro representante de la clase [k," 7], en-
tonces existe *h € K N* H tal que (k',7) = (k,*2).*h = (k(*h), Ch™")*z) = (K*h,* (h~'2)).
Asi que por un lado

(k" z]) = [kx, 2]

y por otro lado
WK * 210 = [K'x, 2] = [k(*h)x, h™'z] = [kxh, h™'2] = [kx, 2] = ¢([k, 2].)

Por lo tanto esta bien definida.
Tomemos ahora [g,z] € Res%Ind$Z, entonces si g = kxh para algin k € K y algin
heH

W o @(lg,2]) = Yk, hzly) = [kx, hz] = [kxhh™', hz] = [kxh, 2] = [g, 2]

. K H
Por lo tanto ¥ o ¢ = IdResglndgz- Si ahora tenemos [k, z], € |_| Indg ey "ReSgnpyZ,

x€eS
entonces

o y(lk,z]o) = @([kx, z]) = [k, 2],

por lo tanto p o ¢ = Id| IndX o7 Con lo cual ¢ y ¢ son inversas una de la otra y

X
N*H ResKXm

entonces ¢ es el isomorfismo deseado.

2. Consideremos la aplicacion

¢ : X x Ind%Z — Ind%((Res$ X) x Z)
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que manda el elemento (x, [g,z]) € X X Inng al elemento [g, (¢7'x,z)]. Veamos que es el
isomorfismo requerido.

Primero veamos que esta bien definida. Sea [g’, z’] otro representante de la clase [g, z]
entonces existe i € H tal que (g',7') = (g,2).h = (gh, h™'z). Entonces veamos que (x, [g, z])
y (x,[g’,z’]) van a parar al mismo elemento. Por un lado ¢((x,[g,z])) = [g,(g7'x),2] y
por otra parte ¢((x, [¢',Z']) = [¢/, (¢ 'x,2)] = [gh, (W' ¢g7'x, ') = [gh,h™'.(g7"'x,2)] =
[g,(g7!, 2)]. Por lo tanto si estd bien definida.

Veamos ahora que es de G-conjuntos. Sea a € G, entonces ¢(a.(x, [g,z])) =
= ¢(a.x,a.[g,z]) = ¢((ax, [ag,2])) = [ag.(g"'a 'ax,2)] = [ag,(¢"'x,2)] = a.lg.(g7'x,2)] =
a.p((x, [g,zD).

Consideremos ahora la aplicacion

¥ : IndS((Res$ X) x Z) — X x Ind%Z

que toma el elemento [g, (x,2)] € Indg((Reng) X Z)ylomanda a (gx, [g, z])-
Sea [g’, (¥, Z')] otro representante de la clase, entonces existe 4 € H tal que (g’, (¥, 7)) =
(g (x,2)).h = (gh,h™'.(x,2)) = (gh, (h"'x,h™'2)). Asi pues y([g’, (¥, 2)]) = (', [g.Z]) =
(ghh™'x,[gh, h™'z]) = (gx,[g,z]) = ¥([g, (x,2)]). Por lo tanto est4 bien definida.

Ahora sélo resta ver que ¢ y ¢ son inversa una de la otra. Para esto sea (x,[g,z]) €

X x Ind%Z entonces

o ((x,[g,2) = ¥(lg. (g7 % 2] = (gg7'x, [g. 2]) = (x, 18, 2])

Por lo tanto, ¢ o ¢ = IdXXInng. Abhora bien, dado [g, (x,7)] € Indg((Reng) X Z), se tiene
que

poy(lg, (x, 2)]) = ¢((gx, [g,2D) = [g, ("' g%, 2] = [¢, (%, 2)]

Por lo tanto g o ¥ = Idlndg((ReSg xxz- Con lo cual son inversas y por lo tanto ¢ es el isomor-
fismo buscado.
En particular si Z = H/H, Ind$,Z ~ G/H y entonces

X X G/H =~ Ind$((Res%X) x H/H) ~ Ind%(Res X)

. Notemos que (Inng)K = (Resj(f,G(K)Inng)K , pues como conjuntos son el mismo. Ademas
del lado izquierdo es un Ng(K)/K-conjunto y del lado derecho es un Ny, (K)/K-conjunto,
es decir Ng(K)/K-conjunto. Usamos entonces la formula de Mackey (1.) y basta considerar
el caso K < G. En tal caso, el elemento [g, z] de Ind%Z es invariante por X si y s6lo si para
todo k € K, k.[g,z] = [kg,z] = [g,z], es decir, existe h € H tal que (kg,z) = (g,2).h =
(gh,h™'z). Entonces kg = gh'y z = h™'z. De esto y de que estamos suponiendo K < G
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entonces K¢ = K C Hy z € Z". Por lo tanto (Ind%Z)X es vacio si K¢ ¢ H y es igual a

Ind%gZK de otra forma. Asi aplicando la férmula de Mackey se tiene
K
G K _ G G K NG(K) H
(Ind§2)% = Res§ o IndG2)N = | | | Ind\o%) . “Resli nZ
x€[NG(K)\G/H]
- NG(K) xp_ H k N(K)/K (xp H K
= || (ndyo S ResywonnZ) = || Wdye R (Resy wnnZ)
x€[Ng(K)\G/H] x€[Ng(K)\G/H]
K*CH K*cH
~ Ng(K)/K  x7\K
= | ] mdeiea
x€[NGg(K)\G/H]

K*CH
Como queriamos probar.

L

3. Caracterizacion de G-conjuntos

Lema 1.3. Sea G un grupo finito,

1. Cualquier G-conjunto es una union disjunta de G-conjuntos transitivos. Si X es un G-

conjunto transitivo, y si x € X, entonces la aplicacion
G, €eG/G,— gxeX

es un isomorfismo de G-conjuntos
2. Si Hy K son subgrupos de G, entonces la aplicacion f w— f(H) es una correspondencia
uno a uno entre el conjunto de homomorfismos de G-conjuntos de G/H a G/K y el conjunto
de clases xK € G/K tal que H C* K. En particular, los G-conjuntos G/H y G/K son

isomorfos si'y solo si Hy K son conjugados en G.

DEMOSTRACION.

1. Sabemos que si X es un G-conjunto entonces X es la union disjunta de Orbitas, las cuales
son G-conjuntos transitivos.

Sea ahora ¢ : G/G, — X definida como sigue, ¢(gG,) = g.x. Primero veamos que
estd bien definida. Para esto, sea g'G, = gG, entonces existe 1 € G, tal que g’ = gh y asi
0(8'G,) = g'.x=(gh).x = g.(h.x) = g.x = p(gG,) pues h € G,.

Ahora que es de G-conjuntos; sea g’ € G entonces ¢(g'gG,) = (g'g).x = g'.(g.x) =
g p(8Gy).
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Resta ver que es biyectiva. Asi pues consideremos ¢ : X — G/G, definida como sigue,
dado y € X y considerando que X es transitivo, entonces existe g € G tal que y = g.x con lo
cual ¥(y) = gG,. Ahora bien, dado y € X tenemos que ¢ oy(y) = o((y)) = ¢(gGy) = g.x =
y. Por lo tanto ¢ o ¢ = idx. Y finalmente dado gG, € G/G,, ¥ o ¢(gG,) = Y(p(gG,)) =
Y(g.x) = gG, pues ya existe g € G tal que g.x = g.x. Por lo tanto ¢ o ¢ = idg,;,. Y de esto
y lo anterior concluimos que ¢ es biyectiva y por lo tanto isomorfismo de G-conjuntos.

2. Consideremos ¢ : Hom(G/H,G/K) — G/K. Es claro que si f y g son elementos de
Hom(G/H,G/K) con H C* K, tales que ¢(f) = ¢(g) entonces f(H) = g(H) y por lo tanto
f = g. Por lo tanto ¢ es una correspondencia uno a uno.

Ahora bien si G/H y G/K son isomorfos entonces por lo anterior H &* Ky K &* H
equivalentemente *K C H, por lo tanto *K = H es decir, H =g K

.

Se puede caracterizar un G-conjunto salvo isomorfismo usando el siguiente teorema fundamen-

tal de Burnside.

TEOREMA 1.4. (Burnside). Sean G un grupo finito, y X y Y G-conjuntos finitos. Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Los G-conjuntos X y Y son isomorfos.

2. Para cualquier subgrupo H de G, los conjuntos X y Y tienen la misma cardinalidad.

DemostrAcION. Dado que cualquier isomorfismo de G-conjuntos f : X — Y induce una biyecciéon
f7 . X" — YH en los conjuntos de puntos fijos para cualquier subgrupo H de G, se tiene que 1.

implica 2.

Para mostrar que 2. implica 1., notemos que se sigue del lema 1.3 que cualquier G-conjunto X

puede ser escrito salvo isomorfismo como

(3.1) X = |_| ax(X)G/K

KE[SG]
para algin ag(X) € N, donde agx(X)G/K denota la unién disjunta de ax(X) copias de G/K.

Si suponemos 2., entonces para cualquier H € [s;],

x| =] | ax0(G/K)"

Kelsg]

= > axX)|G/KY| =

Kelsg)
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| | axnGix)”| = |y

Kelsg]

= > ax|G/K)"| =

Kelsg]

Entonces

D (ax(X) = ax(M)[G/K)| = 0
Kelsg]
La matriz m de este sistema de ecuaciones estd dada por

m(H, K) = |(G/K)"| = |{xK € G/K | H € K}|

para H, K € [sg]. En particular la entrada m(H, K) es no cero si y solo si algiin conjugado de H

esta contenido en K.

Si el conjunto [s¢] tiene un orden total < tal que H < K implica |H| < |K|, entonces la matriz
m es triangular superior, con coeficientes en la diagonal no ceros m(H, H) = [Ng(H) : H]. Esto es
quesi[sg]l ={H, =1L H,,...,H,=G},conH < H,,<---,< H,, entonces

|G/HY™| |G/HY™| ... |[G/H)™ Gl |G/HY™| .1
_| lGrEy™| |G| (G| | | 0 ING(HD) s Ha] .
|G/HY™| |[(G/HY™| ... |[G/H)™ 0 0 o1

En particular m es no singular, y al poder invertirla se sigue de la dltima suma que ax(X) =
ak(Y), para cualquier K € [ss], y los G-conjuntos X y Y son isomorfos. Se sigue también que los

enteros ag(X) en la descomposicion 3.1 estdn determinados de manera Unica por X. .

DErFINICION 1.5. La matriz anterior m (o algunas veces su transpuesta) es llamada la tabla de
marcas del grupo G.

Aqui algunos ejemplos:
EjEmpLo 1.6. Sea p un nimero primo y G = C,, entonces [s¢] = {I, C,,} y por lo tanto

p 1

m =

0 1

EjemeLo 1.7. Si G = S3, [sg] = {L, ((12)),((123)), S 3}
6 3 2

[ G G SR w—

010
00 2
0 00






Capitulo 2

Anillo de Burnside

1. Definicion

La siguiente definicion del anillo de Burnside del grupo G es una generalizacion axiomaética de
las ideas y técnicas de Burnside. Esta aparece en un articulo de Solomon ([10]).

DEFINICION 2.1. (Solomon). El anillo de Burnside B(G) de G es el grupo de Grothendieck de
la categoria de G-conjuntos, por las relaciones dadas por la descomposicion en unién disjunta de
G-conjuntos. La multiplicacién en B(G) es inducida por el producto directo de G-conjuntos.

Esto significa que B(G) es el Z-modulo libre con base el conjunto de clases de equivalencia de
G-conjuntos finitos cociente por las relaciones identificando la clase de la unién disjunta X LI Y de

dos G-conjuntos X y Y a la suma de la clase de X y la clase de Y.

El producto directo de G-conjuntos es conmutativo y distributivo con respecto a la union dis-
junta, salvo isomorfismos. Por lo tanto este induce por bilinealidad una estructura de anillo con-
mutativo en B(G). La clase del conjunto e de cardinalidad 1 es una unidad para esta estructura de
anillo.

Asi pues dado que B(G) = Ky(G) entonces B(G) es ya un grupo abeliano con la suma. Clara-
mente dados A, B, C € ObG-set, se tiene que (A X B) X C =AX(BXC)yAX B~ BXA.

Ahora bien verifiquemos que (AU B)XC = (AXC)U(Bx (). Sea (x,y) € (AL B) X C entonces
o bien x € A 0 x € B, sin pérdida de generalidad supongamos x € A entonces (x,y) € A X C pero
(x,y) ¢ Bx C con lo cual (x,y) € (A X C) U (B x C) Similarmente sea (z,w) € (AX C)U (B x C)
entonces o bien (z,w) € AX C o (z,w) € BX C, sin pérdida de generalidad supongamos lo primero,
entonces (z,w) ¢ BXx C,conlocual z¢ Bow ¢ C, pero ya que (z,w) € A X C entonces w € C por
lo tanto z ¢ By asi (z,w) € (AU B) X C. Ya que el producto es conmutativo la otra distributividad

es andloga a ésta.

Finalmente ya que A ~ A X o, entonces o es neutro multiplicativo. Con lo cual B(G) es un anillo
conmutativo con unidad

11
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Dos G-conjuntos finitos A y B tienen la misma imagen en B(G) si y solo si existen sucesiones
de G-conjuntos finitos X;, ¥;, para 1 < i < m,y Z;, Tj, paral < j < n 'y un isomorfismo de
G-conjuntos.

ALl [|_| X,-) LI (|_| Y,-) LI (|_|(Z,- LI Tj)] ~ B (|_|(X,~ LI Y,-)) LI (|_| zj] L [|_| T,-)
i=1 i=1 =1 i=1 =1 =1

Sabemos que B(G) = Ko(G) = F(G)/R donde R = (|A U B| — |A| — |B|). Sean A y B tales que
[A] = [B] € B(G) entonces |A| — |B| € Ry asi

Al - 1Bl = Y (X LYl = 1X] = Y - > (12, u T/ - 1Z)| - 1T}))
i=1 j=1

Entonces

e Y e S e Yz ori=se Yo Yz Y
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1 j=1

con lo cual existe C € ObG —settalque ALIC ~BLIC

Tomando puntos fijos en ambos lados se tiene que para cualquier subgrupo H de G, ocurre que
|AH | = |BH | y el teorema de Burnside 1.4 implica que A y B son isomorfos como G-conjuntos. En

lo siguiente, un G-conjunto A y su imagen en B(G) serdn identificados.

Del teorema de Burnside 1.4 se sigue que cualquier G-conjunto X puede ser escrito de manera

dnica salvo isomorfismo como

X =~ |_| ay(X)G/H

He[sg)

Por lo tanto B(G) es un Z-mddulo libre con base indexada por los elementos G/H, para H €

[s¢]. En esta base, la ley de multiplicacion puede ser descrita por

(1.1) (G/H).(G/K) = Z G/(HN"K).

x€[H\G/K]
Esta se sigue de la proposicién 1.2, aplicando la identidad de Frobenius al considerar X = G/K
(G/H) x (G/K) ~ Ind$Res%G/K
pero G/K = IndgK /K, entonces

(G/H) x (G/K) =~ Ind§Res$Ind$ K/ K
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Y a partir de la férmula de Mackey

ResgIndfK/K = | | Tndj "ResficK/K
xe[H\G/K]

considerando que *Resf.xK/K =~ K/K se tiene

ResgIndfK/K = | | Tndfj.(kK/K= | | H/(HN"K)
xe[H\G/K] xe[H\G/K]

Por lo tanto

(G/H)x(G/K):Indg( H/(HﬁxK)]: |_| IndSH/(H N* K) ~ |_| G/(H N* K)

xe[H\G/K] xe[H\G/K] xe[H\G/K]

Finalmente, las operaciones en G-conjuntos definidas en la seccion 2 del capitulo 1 todas con-
mutan con uniones disjuntas. Por lo tanto pueden ser extendidas al anillo de Burnside: los elemen-
tos de B(G) pueden ser vistos como una diferencia formal X — Y de dos G-conjuntos finitos. Si
F : G-set — H-set denota uno de los funtores de restriccion, induccién, puntos fijos, inflacion,
deflacién o conjugacidn, entonces F induce un homomorfismo de grupos, todavia denotado por F,
de B(G) a B(H), definido por

FX-Y)=FX)-F(®)

para cualquiera dos G-conjuntos finitos X y Y.

Asi por ejemplo, si H es un subgrupo de G, existe un homomorfismo de restriccion
Res% : B(G) — B(H).
Este homomorfismo es de hecho un morfismo de anillos (con unidad). Pues Resg(X xXY) =
Reng X Reng para X y Y G-conjuntos. Y Resgo =e,

En el caso especial H = I, dado que B(G) =~ Z, esto da una extension de la cardinalidad a la
aplicacion X — [X| = ResHGX de B(G) a Z.

Similarmente, existe un homomorfismo induccion
Ind% : B(H) — B(G)

Este no es un morfismo de anillos en general, pues Ind%(X x ¥) no necesariamente es lo mismo
que Ind% X x Ind%Y.

Si H es un subgrupo de G, existe un homomorfismo de puntos fijos X +— X

% B(G) —» B(Ng(H)/H)
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que es de hecho un homomorfismo de anillos, dado que f#(X x Y) = (X x Y)? y con una doble
contencion tenemos que dado (x,y) € (XX Y), se tiene que para h € H, h.(x,y) = (h.x, h.y) = (x,)
entonces h.x = xy h.y = y, es decir, x € X' y y € Y¥. Por lo tanto, (X x Y)? ¢ X! x Y#. Por otra
parte, dado (x,y) € X x Y# entonces para cualquier 4 € H se tiene h.(x,y) = (h.x,h.y) = (x,y)y
asi X7 x Y# C (X x Y). Por lo tanto ambos conjuntos son iguales.

Cuando H es un subgrupo normal de G, existe un homomorfismo inflacién
Infg, ; : B(G/H) — B(G)
que es un homomorfismo de anillos. Pues como en casos anteriores InfS (X X ¥) ~ Inf¢X x Inf% Y.

Finalmente, si x es un elemento de G, existe un homomorfismo conjugacién Z —* Z de B(H)
a B(*H), que es un homomorfismo de anillos, esto ya que ¢, y(X X Y) =F (X X Y) =5 X xX*'Y =

Cxn(X) X ey n(Y).
La siguiente en una extension obvia de la proposicion 1.2:
ProPOSICION 2.2. Sea G un grupo finito, y H y K subgrupos de G.
1. (Formula de Mackey) Si Z € B(G), entonces en B(K)

G1ndC7 — K H
ResyInd;Z = Z Indy ., ResgsqpyZ.
x€[K\G/H]

2. (Identidad de Frobenius) Si X € B(G) y Z € B(H), entonces en B(G)
X.IndfjZ = Indf; ((Res§X).Z)
y en particular para cualquier X € B(G)
X.(G/H) = Ind§Res X.

3. 8i Z € B(H), entonces en B(Ng(K)/K)

GnK _ Ne(K)/K x—7\K
(Ind$2) = Z Ind)o*K (*2)
X€[Ng(K)\G/H]
K*cH

2. Puntos fijos como homomorfismos de anillos

El anillo B(G) es finitamente generado como Z-mdédulo, por lo tanto en un anillo noetheriano.
El teorema de Burnside 1.4 puede ser interpretado como sigue: cada subgrupo H de G define un
homomorfismo de anillos ¢¢ : B(G) — Z por ¢%(X) = |X"|. El kernel de ¢¢, es un ideal primo,
dado que Z es un dominio entero, y la interseccion de todos estos kernels para subgrupos H de G

es cero. En particular, el anillo B(G) es reducido, esto es, que su unico elemento nilpotente es el 0.
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Consideremos g € Gy f : X# — XM aplicacién de conjuntos dada por x — g~'xg. Veamos
que f(x) € X", Entonces para h® € H®, h8f(x) = g 'hgg'xg = g7'hxg = g'xg = f(x) pues
x € X!, Por lo tanto f(x) € X, Ahora, claramente es inyectiva pues dados x, x’ € X tal que
f(x) = f(x'), entonces g~'xg = g"'x’g y asi x = x’. Ahora bien dado y € X existe gyg~' € X tal
que f(gyg™") =y, por lo tanto f es sobreyectiva y entonces una biyeccién, con lo cual |X7| = |X#|
para cualquier g en G. Ahora bien, sean H y K conjugados en G, entonces existe g € G tal que
H = K$ y entonces ¢%(X) = |X¥| = [X¥*| = |X¥] = ¢%(X). Por lo tanto ¢% = ¢% y entonces la

aplicacién producto
D = ]_[ ¢% : B(G) — 1_[ zZ
He[sg] He[sg]
es inyectiva. Mds aun, esta aplicacion @ es una aplicacion entre Z-mddulos libres que tienen el

mismo rango. Por lo tanto el cokernel de ® es finito.

La matriz m de ® con respecto a la base {G/H}ues;) Y @ la base candnica {ey)pefs,) de 1—1 Z
HG[S(;]
es la tabla de marcas del grupo G. Recordando de la definicién 1.5 que para H, K € [s¢]

m(H, K) = (G/K)"| = |{xK € G/K | H* C K}||.
La cardinalidad del cokernel de @ es el determinante de m, por lo tanto es igual a

|Coker(d)| = ]_[ [No(H) : H].

Helsg)
Este cokernel fue descrito por Dress ([S]):

TEOREMA 2.3. (Dress) Sea G un grupo finito. Para H y K en [sg], sea

n(K, H) = {xK € Ng(K)/K | {x,K) =¢ H}|.

Entonces el elemento y = Z yyey de rl Z estd en la imagen de ® si y soélo si para cual-
Helsg) Helsg]
quier K € [s¢]

> (K, Hys =0 mod INg(K)/K|

HE[S(;]

DEemosTRACION. Primero sea X un G-conjunto finito, y sea y = ®(X). Entonces con la notacién del

teorema y = Z yyey = Z IXey y asi yg = |X¥| para todo H € [sg], por lo tanto para
Helsg] Helsgl
cualquier K € [sg]

D K Hyy = > XM [ixK € No(K)/K | (x,K) =g H}| =

Helsg] He[sg]
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= > XU € No(K)/K | Ky =g Hl = Y X&) = 3" |(x¥)’

Helsg] xKeNG(K)/K xKeNG(K)/K

pues notemos que XK = (XK )x conjuntivisticamente, pues un elemento de (x, K) es de la forma
x"k con k € K y algtin m € N. Entonces dado y € (XK)X, x"ky = x™y = y por lo tanto y € XK,
inversamente dado y € XX para k € K y x, se tiene xky = x(ky) = xy = y. Por lo tanto y € (XK )x

. x
y en consecuencia (XK) = XK,

Ahora para cualquier grupo finito L actuando en un conjunto finito Z se tiene

| |z = ILIZ% =Y ILl=HtyeLxZlz=z)= Y |Z].

zeZ zeZ zeZ leL

IL x L\Z| = |LIL\Z| = |L|

Aplicando esto a L = Ng(K)/Ky Z = XX da

D" n(K, Hyn = IN(K)/KI|Ne(K)\X¥| = 0 mod [NG(K)/K|

Helsg]

Por linealidad, esto probaré la parte de suficiencia del teorema.

Aplicando esto a X = G/M, para algin M € [sg], muestra que existe una matriz ¢t indexada por

[sc] X [sg], con entradas en Z, tal que para K € [s¢]

Z n(K, Hym(H, K) = |Ng(K)/K|t(K, M).

He[sg]

Ahora por el orden en [sg] tenemos que la matriz n es triangular superior y los coeficientes de
su diagonal son n(K, K) = [{xK € Ng(K)/K | {x,K) =¢ K}| = 1, y ya que m también es triangular

superior, entonces ¢ lo es, y despejando de la suma

H(K,K) =m(K,K)/IN¢(K)/K| = 1.

En particular 7 por ser triangular superior con unos en la diagonal es invertible (sobre Z).
Ahora supongamos que el elemento y = Z yuen € n Z satisface las congruencias del

Helsg] He[sg]
teorema. Dado que el Coker(®) es finito, existe un nimero racional ry,, para M € [ss], tal que

y= ). mu®G/M)= > ru|G/M)|en.

Me[sg] Me[sg]
En otras palabras para cada H € [s5]

ya= ), (G/M) ry.

Me[sg]
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Por lo tanto para cada K € [s¢]

> nK Hyn = Y n(K.H) Y (G| ry= Y>> > n(K, Hym(H, Myry

HE[S(;] HE[Sg] ME[SG] HE[S(;] ME[S(;]

pero |[Ng(K)/K|t(K, M) = Z n(K, H)ym(H, M), sustituimos y entonces
Helsg]

D n(K, Hyyy = INg(K)/K| )" 1K, M)ry,

He[sg] Mel[sg]

Por hipétesis la suma del lado izquierdo es un multiplo de |[Ng(K)/K]|, por lo tanto existen

enteros zx tal que para todo K € [s¢]

Z I(K, M)I"M =ZK

Me[sg]

Dado que 7 es invertible sobre Z, tenemos que rx € Z paratoda M y asi y € Im(®). 3

3. Aplicaciones

Tenemos ahora algunas aplicaciones. Sea X un G-conjunto y n € N. Denotaremos
X
[ ]={Y§X||Y|=n}
n

Este es un G-conjunto con la siguiente accién, dado g € G g.Y = gV. En esta seccién y a reserva de

sefialar lo contrario p sera un niimero primo. Tenemos entonces el siguiente lema:

Lema 2.4. Sea U < G, g € N, entonces

0 si Ut q

(z)U: [[G:U]] i 101 q

q/IU|

DemosTrACION. Tenemos que

U

G r

(q] =Y CGIIYl=quy=Y Vue Ul =Y CG|I¥|=q Y =] |Uy)
i=1

Notemos que

q:|Y|:

u Uyi
i=1

= Yiwyil= Y= v
i=1 i=1
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pues claramente U ~ Uy, para todoi = 1...r, por lo tanto r = ¢g/|U|. Considerando ahora la

M

Y > {Uy,... Uy}

U
q
Observemos que el conjunto de la derecha es vacio si |U| 1 g y por lo tanto su cardinalidad nula.

Si por el contrario no es vacio, su cardinalidad serd el niimero de subconjuntos de G/U posibles de

cardinalidad r, es decir las combinaciones de [G : U] tomadas r = ¢/|U| a la vez. Por lo tanto

biyeccién entre

entonces

{17 cG/U: Y] = %}‘

0 si |U|14q

U
<) ffee
q [ N ]siIUIIq

Ul
-

LemA 2.5. Sea X € B(G), H < G, X = Z axG/K con ax € Z. H € [sg] es maximal con
Kelsg]

|XH| # 0siysolo siay # 0y H es maximal con esta propiedad. En este caso |XH| =ay |%|

DEMOSTRACION. Supongamos H € [ss] maximal tal que |XH | # 0, entonces

Z axG/K

Kelsg]

H

= > ax|G/K)"|

Kelsg]

0+ x| =

pero sabemos que para K s H, |(G/ K)H | = 0, por lo tanto la suma anterior la podemos reescribir

como
x| = > ak|G/K)"| %0

Ke[sg]
H<K

Por lo tanto, existe K >¢ H tal que ax # 0. Sea H < K, maximal con ak, # 0, entonces

Ng(Ko)

40
Ko

= a, |(G/Ko)*| = a,

X5 = | > ax (G/K)S

Kelsgl

pero ya que H es maximal con la propiedad de que |XH | # 0, entonces Ky < H y por lo tanto

H = K, con lo cual |XH| =ay |%|
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Sea ahora H tal que ay # 0 y que sea maximal con esta propiedad. Entonces
Ng(H)
H

X = > ax|G/K)"| = an [(G/H)"| = ay

Kelsg]
H<K

Ademds H es maximal pues si suponemos que existe H, maximal tal que |XH°| # 0y que
contiene propiamente a H, entonces
Ng(Ho)
H
es decir, ay, # 0, contradiciendo la maximalidad de H con esta propiedad. -

0 * |XHO| = ag,

Lema 2.6. Sea C = C, entonces el conjunto

£

DEmosTRACION. Sabemos que una base para B(C) es {C/C, | t divide a n}, entonces

( j ] =Y acC/C,

tn

es base de B(C).

Sea e € Z tal que ac, # 0 maximal. Por los lemas anteriores

c\| (c:ca) (1c:c
a) | Uaned )\ de

entonces e | d y por lo tanto C, C Cy,.

0=+

Pero por otra parte tenemos que
Cq
C [C:C4l n/d n
= = =—=%*0
d d/d 1 d

Por lo tanto e = d por maximalidad de e y entonces
C,
c)’ n
d) | d

C
[ ) ) =C/Cys+ ) ac,CIC,

Nc(Cp)
Cq

<
Cy

=dac,

acd

entonces ac, = 1 y por lo tanto

tln
t#d
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Lo que implica que al considerar la matriz (ac,), , tenemos que es triangular superior con unos

tln?

C
en la diagonal, por lo tanto {[ J ) | d divide a n} es base. .

Tenemos ahora el siguiente teorema de Dress:

TeoREMA 2.7. (Dress) Sea G un grupo finito. Dado H < G, denotemos Cy = Ciy C = Cg,
entonces existe
a : B(C) — B(G)

homomorfismo de anillos tal que VH < G ocurre |(a/(X))H | = |XCH|

C G
DEmMosTRACION. Sea « : B(C) — B(G) dado en la base por a([ J )) = [ J J y extendida lineal-

mente. Veamos que es de anillos con unidad. Para esto basta ver que |(a(X))H | = |XC”| para todo
X € B(C) y todo H < G. Pues si esto vale tendriamos que.

x| = [(x1)©¥] = ery] = ] [ye| =
= |aX)"|[a())!| = |[(@Oa(Y)!| VH <G
Entonces a(XY) = a(X)a(Y). Y tendriamos también
le(ae)| = |1yc| = 1= [1na| VH <G

por lo tanto a(1p)) = 1p@). Ya que | * | es lineal basta ver que lo satistace para la base, es decir,
H c
C c)”
a =
d d

([G:H]) si |H||d
= d/|H|
0 si |H|td

[CJCH [[C:CH]) G (Colld
= d/CH

0 st |Cyltd

VH<G VYd|n

Pero

Pero notemos que |Cy| = |H| y |C| = |G|, por lo tanto
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d

CororArio 2.8. Para todo d | |G| existe X; € B(G) con

|XU|_{d si d|[G: U]
d| — .
0 sidt[G:U]

DEeMOSTRACION. Consideremos « : B(C) — B(G) del teorema anterior con C = Cg,.

SeaC/C ol € B(C), entonces consideremos X; = « (C/ C ] ) Entonces por el teorema 2.7

Ne(Cia)
c
X¢|=|(crca) ™| = ‘—dm(cu,cm)
a ‘C@ d
d
pero m(CU,C%) =1s1Cy < ng|, y ya que C es ciclico esto ocurre si |Cy| = |U| divide a
|Cia| = %. Entonces
d
G| : Gl i 161
o= g sl [ d sl
Tlo s g o siafd
d [

d

Cororario 2.9. (Sylow) Si d | |G| entonces

mcd({[G : H] |d dividea [G: H],H<G})=d

DEmosTrACION. Tenemos que

X, = Z ayG/H

Helsg]
Siay # 0, sea H < Hy con ay, # 0 maximal. Entonces por el lema 2.5, por un lado 0 # |X§I"| =
NeHo)| v por el corolario 2.8, 0 # |X§I°| = d y d|[G : Hy] pero ya que H < H, entonces

Hy
[G: Hy] | [G: H]yporlotantod | [G : H]. Con lo cual, X; = Z ayG/H.Y asi,
dI[G:H]

Z aHG/Hl = Z aylG/H| = Z aylG : H]

d|[G:H] d|[G:H] d|[G:H]

ag,

0

4= [x =

-

CorovLArIO 2.10. Sea G un grupo finito. Si p® | |G| entonces existe P < G tal que |P| = p*
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DEemosTrACION. Tenemos que el orden de G se puede escribir como |G| = p“d con
d=mcd({[G : H]|d dividea [G: H],H < G}),

pues
(€ a
d|[G: H] © H| 7 =p
entonces
G |G|

Gl -
— =mcd{—| |H| dividea p“} =
Iz A P = ned(|HT © HIT p)

y por lo tanto
p* =mcd{|H| : |H|| p’}

con lo cual existe H < G tal que |H| = p* —
Corovrario 2.11. (Sylow) Sea G un grupo finito y p | |G|, entonces

{H <G ||H| = p°}l =1 mod p

DEMOSTRACION. Sea d = 'p—a', entonces

X;= ) anG/H
d[G:H]
y por el corolario 2.8
d= ) aylG: H]
d|[G:H]

dividimos ambos lados por d, y ya que cada sumando es divisible por d tiene sentido hacerlo del

lado derecho, con lo cual tenemos

[G: H]
1= Z ay d
Helsg]
d|[G:H]
Gl |Gl a GUIH _ p* -
pero 2\ < |H| | p* entonces Giipe = im» con lo cual se tiene que
a
1= Z aH%E Z ay mod p
He[sg] || Helsg]
d|[G:H] \H|=p*
ag#0

pero ya que ay # 0, entonces |H| = p® es maximal y por lo tanto

Xy a4 G:Hl
[Ng(H): Hl ~ [Ng(H): H]  [Ng(H): H]

ag = [G : No(H)]
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por lo tanto
1= > [G: Ne(H) = {H <G ||H| = p}| mod p

Helsg)
|H|=p*

d
CoROLARIO 2.12. Sea G un p-grupo, entonces |X'| = |X°| mod p, para todo G-conjunto X.

DemostrACION. Escribimos a X como combinacion lineal de la base

X = Z ayG/H
Helsg)

entonces
X' = Z aylG : H] = ag = |X°] mod p

Helsgl
pues dado que G es p-grupo todos los indices de subgrupos propios es una potencia de p y sélo

queda ag.

CoroLario 2.13. Sean G un grupo finito, V < G p-grupo 'y U < G subgrupo con p 1 [G : U]

entonces V < U. En particular los grupos de Sylow son conjugados.

DemosTrACION. Consideremos G /U como V-conjunto. Entonces por el lema anterior inmediato

|G/U)'| = |G/U)' | =1G: U120 mod p

Por lo tanto V <5 U.

En particular si tomamos V < Gy V' < G p-subgrupos de Sylow. Aplicado a U = V’, tenemos
que V <s V’. Y por otro lado aplicadoa U = V, V' <; V. Por lo tanto, V =5 V". -

Lema 2.14. (Frobenius) Sea X un G-conjunto. Entonces

D IX4 = GIG\X]

geG

DEemosTRACION. Tenemos que

D= g0 lgx=x)1= ) g Glgx=xll= ) IGd

geG geG xeX xeX
xeX

|G| 1
— |G|y ————— =G| 1 = GlIG\X|
; |Orbg(x)| ; |Orbg(x)| Z

xe€[G\X]
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d

CoroLArio 2.15. Sea G finito y g € G. Entonces Z |X<g>| = 0 mod |G| para todo X € B(G).
geG

DEemoSTRACION. Es inmediata del lema anterior. —

CoroLARIO 2.16. (Frobenius) Para todo m | |G| se tiene que |{g € G | g" = 1}| = 0 mod m

DEMOSTRACION. Sea X = Xgm € B(G), por el corolario anterior

> %€= 0 mod Gl

geG
Pero recordemos que
Gl o 6l ' iG]
|X<g>| _)om (@)1
: IG\ G|
0 81 % /{Ké’ﬂ
16l | 161 410 <i
pero “ | siy sélo si [{g)| | m, con lo cual
G G
Sef= Y Ay cgign=y
geG gEG

porlotanto |{g € G| g" = 1}| =0 mod m

4. Idempotentes

La aplicacion @ de la seccion previa es una aplicacién inyectiva entre Z-moddulos libres que
tienen el mismo rango. Por lo tanto cuando tensorizamos con Q resulta un isomorfismo de Q-
algebras.

Qe ®:QezBG)_=~ []Q
He[sg]

y en particular el dlgebra Q ®; B(G) es semi-simple, esto es que es suma de simples. Esta se

denotara por QB(G). La componente ngg de Q® continuara siendo escrita X +— |
general |XH | serd un ndmero racional para X € QB(G). Méas generalmente, todas las notaciones
definidas para B(G) serdn extendidas sin cambio a QB(G).

La imagen inversa por Q® de los elementos indexados por H de la Q-base candnica de 1_[ Q
Helsg)

G _ ,G
= ey, pues al ser

es denotada por €. Si H' es conjugado de H en G, también se establece que €%,
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conjugados |XH | = |XH ' | Con esta notacion para cualquier par de subgrupos H y K de G, se tiene

" 0 de otra manera

El conjunto de elementos eg, para H € [s;], es el conjunto de idempotentes primitivos de
QB(G). Estos idempotentes han sido calculados explicitamente por Gluck ([7]), y més tarde inde-

pendientemente por Yoshida ([14]). Esto se puede hacer usando el siguiente lema:
Lema 2.17. Sea G un grupo finito

1. Sea H un subgrupo de G. Entonces para cualquier X € QB(G)
X.e% = |XM)e%.
Inversamente, si Y € QB(G) es tal que X.Y = |X?|Y para cualquier X € QB(G), entonces
Y € Qel.
2. Sea H un subgrupo propio de G. Entonces Resgeg = 0. Inversamente, si Y € QB(G) es tal
que Reng = 0 para cualquier subgrupo propio H de G, entonces Y € Qeg.
3. Sea H un subgrupo de G, y sea 'y € G. Entonces

G 1

= —IndG H, Yol = :)H
T INg(H) - H] e S S

G G _ H
Resj ey = ey,

DEMOSTRACION.

1. Dado que € es la preimagen de una base bajo un isomorfismo de Q—dlgebras, entonces
el conjunto de estos elementos, para H € [s;], es una Q-base de QB(G), por lo tanto para
cualquier X € QB(G), existen racionales ry, para H € [s¢], tal que

X = Z rpes.
Hel[sg]

Tomamos puntos fijos y cardinalidad en ambos lados para un subgrupo K € [s¢] tene-

K
Z rHeg] = Z rH|(eg)K|

Helsg] He[sg]

mos que

-

G

K
. _ . G _ G
pero recordamos que si H #; K, entonces (eH) = 0 y considerando que e}, = e

K
H =; K se tiene que |XK | =ry |(eg)K | = rk. Tendremos entonces que para todo K € [ss]

> 1xMef,

He[sg]

si

G G H|,G ,G K| ,G
X.ey = ey = Z X" ey .ex = X" |e}

He[sg]

pues estos elementos son idempotentes.
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Sea ahora Y un elemento de QB(G) que verifica que X.Y = |X?|Y para cualquier X €
QB(G). Entonces en particular, €.Y = |(¢$)"|Y = 0si K #¢ H, por lo tanto

:[Z |YH|eg).Y: Z 1Y71eS.Y = |YX|eS.Y
Helsg] Helsg]

es decir, ¥ = |Y"|¢%, con lo cual es un multiplo racional de €¢,.

2. Sea H un subgrupo propio de G. Entonces para cualquier subgrupo K de H,
K
[Resied)| = ()| =0

dado que |(Res%X)X| = |XX| para cualquier G-conjunto X, y por lo tanto para cualquier
X € QB(G). Lo cual nos dice que la restriccion de S a cualquier subgrupo propio de G es
cero.

Inversamente, si la restriccion de un elemento Y a cualquier subgrupo H de G es cero,
entonces también (Res V) =0yasi0= |(Res Y)H| = |YH| para tales subgrupos propios,
entonces [Y°| # 0y por 1. Y = |Y°|eS, lo cual querfamos probar.

3. Si K es un subgrupo de H, entonces

1 si K=H.
|<Res2e§>K|=\(€5)K‘:{o : K # H.

Pero notemos que

1 si K=H.
H\K
e =
Ien)”] {o si K#H.

Con lo cual |(ResHeH)K | = | et ‘ para cualquier subgrupo K de H, y por el teorema

1.4 Rese¥ = el

Considerando ahora el siguiente elemento IndHeH Si X es un elemento de QB(G),

entonces por la identidad de Frobenius de la proposicién 1.2
X.Indfjefs = Ind§ (Res§X).ff) =
que por 1. se sigue
= Indf (|(Res§X)"| eff) = Ind§ (|x"| eff) = |X"/| Indje}r.
Entonces por 1. se sigue que existe un nimero racional r$ tal que

—,G,G
IndS et = rGeS.
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Por la férmula de Mackey de la proposicion 1.2, la restriccion del lado izquierdo a H
es igual a
Res%IndS el = Z Ind? ., “Rest, el = Z (el
x€[H\G/H] x€[Ng(H)/H]
esto porque la restriccion e induccién de eff a H* N H y “e!l a H N* H, respectivamente es
cero si H* # H. Mas aun si y € G, entonces para cualquier subgrupo K de *H tenemos que

dado un X en B(G), tenemos el siguiente isomorfismo dado por

(X — x*
7>z
con lo cual
'()’eZ)K' _ (eg)K" _ { (1) Zi K’ =H, _ { 1 si K="H, _ ‘ (ei;Z)K'
e otra manera. 0 de otra manera.

,H _ J'H
y por el teorema 1.4 entonces Yey; = e,

Finalmente de la igualdad al aplicar la férmula de Mackey tenemos que
ResCIndS e = Ng(H)/Hlel

y ademas
G G .G G G H
ResSIndG e = Res$rSe¥ = riResGel = rGelt

de estas dos igualdades concluimos entonces que rH = |Ng(H)/H| y por lo tanto

G _
€y = dHeH

ING(H)/H]|

como se queria mostrar.

d

TeOREMA 2.18. (Gluck). Sea G un grupo finito. Si H es un subgrupo de G, entonces

1

G _
i = an ) 2y KK G/,

KCH
donde y es la funcion de Mobius de los copos de subgrupos de G, y G/K es el elemento 1 @ G/K €
QB(G).

DEMoSTRACION. Escribimos en términos de la base a eg, entonces

eff = > r(K, )H/K,

KCcH
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con r(K, H) un nimero racional. Ya que por el lema anterior *e = ¢,% para y € G, entonces
Vel = > r(K,HY(H/K)= Y rCK)H'H/'K = e}
KCH YKOH
y podemos suponer r(*K,” H) = r(K, H) para y € G. Tomando induccién de H a G, por el lema

anterior nos dice que

s_ bV ow_ 1 5 B
°H = INH) - HT " = N - (KZC;I r(K, H)H/K] -
I
4.1 = K,H)IndH/K = ——— K. H\G/K
i [No(H) : H] zér( NindyH/K = oy - ér( ol

Si ahora sumamos los elementos eg, para H € [s;], tenemos que es igual a ¢ = G/G. Sin

embargo si sumamos sobre todos los subgrupos H de G en vez de tomar uno por clase, nos da que

|NG(H)| 1 |H|
G/G = el = rK,H\G/K = Y — > r(K,H)G/K
Hez[s:(;] " HCG Gl [N(H) : H] 1;1 Ié |Gl 1;1

El coeficiente de G/K del lado derecho es igual al coeficiente de G/K’, para cualquier conju-
gado K’ de K en G, y es igual a
|H]
—r(K, H).
> M

KCHCG | |

Pero por el lado izquierdo tenemos que dicho coeficiente debe ser 0si K # Gy 1si K = G.
Considerando (K, H) = @r(K, H) para K C H, se tiene que

K]
H K||H K H 1 si K=G
S Bkm =Y S m =1 S B = { g
xéiec 1G] x&meq IG11K] Gl (&7t 1K 0 si K#G
entonces

[G:K]=1 si K=,

0 de otra manera.

Z (K, H) = {

KCHCG

Con lo cual (K, H) es igual a u(K, H), donde u es la funcién de Mdobius de los copos de los

subgrupos de G. Por lo tanto %r([(, H) = u(K, H) y entonces r(K, H) = %,u([(, H) y de la ecuacion
para eg que obtuvimos arriba obetenemos
1 K| 1
G
ey = ——— —u(K, H)G/K = |K|u(K, H)G/K
" [INg(H) : H] & H| ING(H)| KZH

como queriamos probar. —



4. IDEMPOTENTES 29

La formula para idempotentes primitivos en QB(G) permite una pregunta natural: ;cuando estos
idempotentes estan de hecho en B(G)? Mas general, si  es un conjunto de niimeros primos, deno-
temos Z al subanillo de Q de fracciones irreducibles con denominador primo relativo a todos los
elementos de 7. En otras palabras Z, es la localizacién de Z con respecto al conjunto Z — U e, pZ.
Se puede preguntar cuando los idempotentes de QB(G) estan de hecho en Z,B(G). La respuesta

es como sigue:

TeOREMA 2.19. (Dress) Sea G un grupo finito, y m un conjunto de primos. Sea ¥ una familia de
subgrupos de G, cerrada bajo conjugacion en G. denotemos [F] el conjunto F N [sg]. Entonces

las siguientes condiciones son equivalentes:

1. El elemento idempotente Z €% estd en Zy B(G).

Hel[F]
2. Sean H y K cualquier par de subgrupos de G tal que H es un subgrupo normal de K y el

cociente K/ H es ciclico de orden primo p € n. Entonces H € ¥ siy solo si K € F.

DEMOSTRACION. Supongamos que 1. implica 2., es decir que el idempotente e = . ;.7 €% estd en
Z»B(G). Esto es equivalente a la existencia de un entero m que sea primo relativo a todos los
elementos de m, tal que me € B(G). Si ahora H y K son subgrupos de G tal que H < Ky K/H
es ciclico de orden primo p, entonces para cualquier elemento X de B(G) se tiene que |XK | =
'(XH)K/H’ = |XH| mod p y asi

Ime®!| = mle!| = |meX| = m|eX| mod p

pero
H
H m siHeF
e =n 3 i) |- 3 )| -{ o
i T e otra manera
Por lo tanto, si p € 7y yaque m % 0 tenemos que H € ¥ siy sélosi K € ¥

Inversamente, supongamos cierto 2. Consideremos 7 un conjunto de primos y sea H < G n-

perfecto, es decir, O"(H) = H. Considerando que
B(G) <= Jlz

\ \
Z(H)B(G) — HZ(,T)

sea e = Z ef y m = |G|, veamos entonces que me € B(G) y ya que m es unidad en ZB(G)

O"(L)=gH
Le[sg]

entonces e € Z;B(G). Tenemos entonces

D me“Pi=m Y €T = ml{aT € No(T)/T | 0" a.T)) =¢ H)|

aTeNg(T)/T aTeNG(T)/T
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Sea A = {aT € Ng(T)/T | O"({a,T)) = H}. Si A = ( se tiene el resultado. Supongamos entonces
que existe ag tal que O"({ay, T)) =¢ H.

{ap,T)

Notemos que si ay = ara, entonces O"({ao, T)) = O"({ar, T)), ya que se tiene que por ser ===

ciclico entonces cualquier subgrupo es normal y entonces

(ar,T) _ (a0, T)
r T

% es un m-elemento, por lo tanto O"({ay, T')) C {ay,T). Pero

0" (aop, T)) € O"(aw, T)) € O"(ao, T)).

y asi {ay,T) < {ap, T) y ademds

Es decir O"({ay, T)) = O"({ay,T)). Asi que sin pérdida de generalidad podemos suponer a, un
n’-elemento. Ahora bien, también tenemos que si O"({a, T')) = O"({ay, T)) con aT un n’-elemento
entonces {a, T) = {ap, T'). Esto pues ya que aT es un n’-elemento, entonces

0,,(<a, T>) _@T)
T T

pero

o (@T)\ O(a,THT O"(ayp, THT _ o (ao, T)\ _ <ao,T)
T | T Bl T B T | T

por ser también a, un n’-elemento. Por lo tanto

(a, Ty = O0"Ka, THT = O"(a, THT ={ay, T).

Consideremos entonces B = {aT € Ng(T)/T | O™ (a,,T) =¢ H}. Por los argumentos anteriores
tenemos que |A| = |B|. Pero de igual forma tenemos que

|B| = u {aobT € Ng(T)/T | bTes un 7 — elemento}

aoTe( ‘N(;T(T) ) ,

0" ((ap.TY=GH

Pero a su vez

= |_| {bT € Ng(T)/T | bTes un n — elemento}

aoTe(—NGT(D)

0" ((ap.TY=GH

No(T)

(a0 (NG(T)

T )n, | O"(ao, T)) =g H}

s
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y entonces Si r = ‘{ao € (M)ﬂ | O"({ap, T)) =g H}‘ se tiene

T
mlAl = |Gl | X
pero |@|ﬂ divide a |G|, y por lo tanto
i) = o[ XD (XD 2 [ KD 2 g moa [MelD)

(2

CorovLariO 2.20. Sea G un grupo finito y m un conjunto de primos. Si J es un subgrupo m-

perfecto de G, consideremos

Helsg]
O"(H)=¢J

Entonces el conjunto de elementos fJG, para elementos J m-perfectos de [sg], es el conjunto de

idempotentes primitivos de 7 B(G).

En particular, el conjunto de idempotentes primitivos de B(G) estd en correspondencia uno a

uno con el conjunto de clases de conjugacion de subgrupos perfectos de G.

El grupo G es soluble si y solo si G/G es un idempotente primitivo de B(G).

DEemMosTRACION. Sea J un subrupo de G m-perfecto y sea
F = {H C GIO"(H) =¢ J).

Sea x € G, entonces O"(H*) = O"(H)", seay € G tal que O*(H)’ = J, entonces sea z = x 'y,
tendremos que O"(H*)* = (O"(H)")* = (O”(H)")x_ly = O"(H)Y = J, por lo tanto O"(H*) =¢ J
y entonces ¥ es cerrada bajo conjugacion y satisface la condicion 2. del teorema 2.19. Esto pues
dados H y K subgrupos de G tal que H sea subgrupo normal de K y el cociente sea un p-grupo con
p € m, consideremos que H € ¥, entonces O"(H) =g J. Veamos que O"(H) = O"(K). Dado que
H < K, entonces O"(H) < O"(K). Pero ya que |K/H| = p € m entonces O"(K) C H, por lo tanto
O™ (K) C O"(H) € O"(K). Y por lo tanto K € ¥ . Por lo tanto fJG esta en Z, B(G).

Para probar que es primitivo, es suficiente probar que ¥ no tiene subfamilias no vacias propias
que satisfagan la condicion 2. del teorema 2.19. Supongamos que ¥ es una tal subfamilia no vacia
de ¥ . Notemos que si H € ¥ entonces O"(H) € ¥ pues al considerar los factores de composicién
de H/O™(H), estos son ciclicos de orden p € m'y de la forma L/O"(H) con L < H y por el teorema
de correspondencia se preservan los indices de los cociente por lo tanto aplicando la condicién 2.

inductivamente tenemos que O"(H) € ¥ . Asi pues esto aplica también para 7', entonces sea H' €



32 2. ANILLO DE BURNSIDE

¥ entonces O"(H’) € ¥’ y yaque ¥ es cerrada bajo conjugacion entonces J € . Consideremos
ahora H € ¥ entonces por el mismo argumento O"(H) =g J € ¥ . Pero entonces O"(H) € ¥’y
aplicando 2. tenemos que H € . Por lo tanto ¥ = ¥ y el idempotente f{ es primitivo.

La ultima afirmacion del corolario es el caso de considerar 7 el conjunto de todos los nimeros

primos. —

S. Espectro primo
El espectro primo de B(G) ha sido determinado por Dress ([6]):

TeEOREMA 2.21. (Dress). Sea G un grupo finito, y denote p un niimero primo o cero, y H un
subgrupo de G. Sea

Iy1,,(G) = (X € B(G) | [X""| =0 mod p}.
Entonces:

1. El conjunto Iy ,(G) es un ideal primo de B(G).
2. Si I es un ideal primo de B(G), entonces existe un subgrupo de G y un entero p igual a cero
o0 a un numero primo, tal que I = Iy ,(G).
3. 8i Hy K son subgrupos de G, y si py q son niimeros primos o cero, entonces Iy ,(G) C
Ik 4(G) si'y solo si se da una de las siguientes afirmaciones:
a) Se tiene que p = q = 0, y entonces los subgrupos H y K son conjugados en G. En este
caso mas ain Iy ,(G) = Ix ,(G).
b) Se tiene que p = 0y g > 0, entonces los grupos O1(H) y O4(K) son conjugados en G.
En este caso mds aiin Iy(G) # Ik ,(G).
c) Setiene p = q > 0, y entonces los subgrupos OP(H) y O?(K) son conjugados en G. Mds
aiin Iy ,(G) = I 4(G).

DEMOSTRACION.

1. Consideremos el homomorfismo de anillos ¢ de B(G) a Z/pZ que toma a X y lo lleva a la
clase |XH | Notemos que Iy,(G) es el kernel de ¢ por lo tanto es un ideal de B(G). Ahora,
dado que Z/pZ es un dominio entero entonces Iy ,(G) es primo.

2. Inversamente, si I es un ideal primo de B(G), entonces el anillo R = B(G)/I es un dominio
entero. Sea 7 : B(G) — R la proyeccion canénica. Dado que R # {0}, existe un subgrupo H

de G minimal tal que 7(G/H) # 0. Tomemos entonces la imagen bajo x de la equacion 1.1
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y usando la mininalidad de H nos da

n(G/Hn(G/K)=n

Z G/(meK)]: Z 7(G/(HN*K)) = Z n(G/H)

x€[H\G/K] x€[H\G/K] x€[G/K]
H*CK

pues HxK = xK si x '"HxK = K es decir, H* C K. Dado que R es un dominio entero y
n(G/H) # 0 tenemos que despejando 1(G/K)

n(G/K) = n(G/H)™ Z n(G/H) = Z (G/H) 'n(G/H) =

x€[G/K] Xe[G/K]
H*CK H*CK

= > le=l{xe[G/KI| H S K}l 1x = |(G/K)"| 1k

x€[G/K]
H*CcK

Y asi por linealidad

x(X)=n( ), GIK)= > |[G/K)"|1x = 1X"|1x

Kelsgl Ke[sg]

para cualquier X € B(G). Denote p la caracteristica de R. Entonces p es igual a cero o un
numero primo. Por definicion, el kernel de 7 es I pero también es igual a I ,(G).

3. Supongamos primero que H y K son conjugados en G. Entonces para cualquier X € B(G),
tenemos que |XH| = |XK|. Si p = 0 denotemos Iy, = Iy. Asi en particular, Iy(G) = {X €
B(G)||X"!| = 0} = {X € B(G)| [X¥| = 0} = Ix(G).

Si ahora p es un nimero primo, y si X es un G-conjunto finito, tenemos que

X7 = (X0"<H>)H/ O7H)

y ya que H/OP(H) es un p-grupo, entonces

( XOP(H))H/OWH)

|XH| = =

X" mod p

para cualquier X € B(G). En particular I5(G) C Ioru) ,(G) pues dado X € Iy(G), entonces
|X¥| = 0y dado que O”(H) C H, entonces |[X?"™| = 0 y as [X"®™| = 0 mod p, por lo
tanto, Iy(G) C lorn) p(G). Ademas Iy ,(G) = Ik ,(G) si OP(H) y OP(K) son conjugados en
G, pues por lo anterior

I ,(G) = Lo p(G) = Tork) p(G) = Ik p(G).

Por lo tanto Iy ,(G) = Iorm),,(G) para cualquier H C G.
Inversamente , supongamos que Iy ,(G) C Ix,(G). Entonces existe un homomorfismo
de anillos sobreyectivo de B(G)/Iy ,(G) a B(G)/Ix,(G). Ya que p es la caracteristica del

anillo B(G)/Iy,,(G), existen tres posibles casos:
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a) Primero si p = g = 0. Entonces la inclusion I5(G) C Ig(G) significa que si X € B(G) es
tal que |XH| = (), entonces |XK| = 0. Por el teorema 2.18, X = |[Ng(K)|e% estd en B(G)
pues es una combinacion lineal la base G/H y entonces

XX = '(ING(K)Ieﬁ)K‘ = INg(K)| '(eg)’(‘ — INo(K)| £ 0

H
Por lo tanto |X#| # 0y asi |X¥| = [Ng(K)| ‘(eg) | # 0, es decir, H es conjugado a K en
G. Finalmente en este caso por ser conjugados

Iy(G) = {X € B(G) | |X"| = 0} = {X € B(G) | |x*| = 0} = Ix(G).

b) El siguiente caso posible es p = 0y g > 0. En este caso si X € B(G) es tal que
IX¥| = 0, entonces dado que el homomorfismo es de anillos se tiene que |XX| = 0 mod
q. Consideremos ahora el idempotente

G _ G
fO‘I(K) = Z €r-

Le[sc]
0UL)=cO01(K)

Por el corolario 2.20, existe un entero m primo relativo a g tal que X = m fgq( K €std en

B(G). Ahora bien
K

K G K G
|X | = |(mf0‘7(K)) | =m Z e/ |=m#0 mod g¢q
Le[sg]
04(L)=c0(K)

Por lo tanto |X*| # 0 lo que nos dice que OY(H) =g 0%(K). La inclusién I5(G) C I kq(G)
es propia ya que los cocientes que usamos en el homomorfismo tienen caracteristica 0
y g respectivamtente.

c¢) El dltimo caso es p = g > 0. Dado que ya vimos que I5(G) C Iy ,(G) y suponemos
que Iy ,(G) C Ik ,(G) entonces I(G) C Ik ,(G). Y por un argumento como en el caso

anterior tenemos que O”(H) =g OF(K). Y por lo tanto en este caso Iy ,(G) = Ix ,(G).

L



Capitulo 3

Invariantes

El anillo de Burnside es un analogo para G-conjuntos finitos del anillo Z para conjuntos finitos
(y Z es de hecho isomorfo al anillo de Burnside del grupo trivial). A cada conjunto finito es asociada
su cardinalidad. Similarmente, se pueden ligar varios elementos en el anillo de Burnside, llamados

invariantes, a G-conjuntos estructurados, tales como G-copos o G-complejos simpliciales.

Esta seccion es una exposicion algebraica auto-contenida de las propiedades de estos invarian-
tes. Las definiciones y métodos originales de Quillen ([8] [9]) son usadas lo largo de la seccion,
evitando sin embargo la parte topoldgica de este material. Asi por ejemplo no se hard uso de la

realizacion geométrica de un copo y se enfatizard en copos aciclicos en vez de los contraibles.

En otras palabras, para definir y establecer propiedades de los invariantes ligados a G-copos
finitos en el anillo de Burnside, se puede olvidar el grupo fundamental de estos copos y considerar

s6lo grupos de homologia.

1. Homologia de copos

Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado (abreviado copo). Como es usual, si x, x” estan
en X, la notaciéon x < x’ significa x < x’ y x # x’. La notacién [x, x"]x (respectivamente [x, x[y,
1x, X'1x, 1x, X'[x) significa el conjunto de elementos z € X con x < z < x’ (respectivamente x < z <
X', x <z<x,x<z<x). Lanotacion [x,.[x (respectivamente ]x, .[x, ]., X]x, ]., X[x) significa el

conjunto de elementos z € X con x < z (respectivamente x < 7, 7 < X, Z < X).

Si n € N, denotemos Sd,(X) como el conjunto de cadenas x, < --- < x, de elementos de
X de cardinalidad n+1. El complejo de cadenas C.(X,Z) es el complejo de Z-mddulos definido
como sigue: para n € N, el médulo C,(X,Z) es el Z-mdbdulo libre con base S d,(X). El diferencial
d,: C,(X,Z) — C,_1(X,Z) esta dado por

LHETIE AT S VICTNE S
i=0

donde xo,..., %;,...,x, denota la cadena (xy,...,x,) — {x;}. Verifiquemos que d, o d,;; = 0. Sea
(x0, ..., %u41) € Cri1(X, Z) entonces
35
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n+l n+l1

dy 0 dy1(x0, - Xyi1) = dy | D (=)0, Ry --,Xn+1)] = D DX, iy X)) =
i=0 i=0

n+l n n n
DI DU PUCTE SRS R o R N G5 U CH DU N ST A0S
i=1 0=j<i i=0 i<j

El objetivo de separar la suma en €stas dos es ver que para cada término de la primer suma hay uno

en la segunda, de signo contrario y por lo tanto se eliminan. Asi que sea

G DS DUCTUUUE USSR

un sumando de la primera, supongamos que se elimina con un elemento

D D 0 Rin s Reets o Xt
entonces j = kyi=1I1+1,conlocual 0 <k <ny0 << n,por lo tanto este ultimo término

pertenece a la segunda parte de la suma y el signo es cada uno respectivamente es (—1)/*' y (=1)/*-1,

es decir, efectivamente difieren en un signo y se eliminan. Por lo tanto d,, o d,+; = 0.

El complejo de cadena reducido C.(X,Z)esel complejo aumentado obtenido de poner C_(X,Z) =
Z, la aplicacién aumentacion dy : Co(XZ) — C_;(X,Z) mandacadaxo € X a l € Z.

El n-ésimo grupo de homologia del complejo C.(X, Z) (respectivamente C.(X,Z)) es denotado
por H,(X,Z), y llamado el n-ésimo grupo de homologia (respectivamente grupo de homologia
reducido) de X. Un copo X es aciclico si todos sus grupos de homologia reducidos son iguales a

CEro.

Mais generalmente, si K es un anillo, el n-€simo grupo de homologia de X con coeficientes en
K es el n-ésimo grupo de homologia del complejo K ®z C.(X,Z). Cuando K es un campo, se tiene
H,(X,K) = K ® H,(X, Z).

La caracteristica de Euler-Poicaré y(X) de un copo finito X estd definido por

X(X) = ) (1 rankzCo(X.Z) = ) (= 1)ISd (X)L

n>0 n>0

Similarmente, la caracteristica de Euler-Poicaré reducida y(X) es definida por

XX) = Z(—l)"rankzén(X, Z) = x(X) - 1.

n>-1
Si K es un campo, entonces consideramos k,, = dimgKer(K ®z d,,) para cualquier n € N

dimgH,(X,K) =dimgK ®; H,(X,Z) = k, — dimgIm(K ® d,,+1)
=k, + ky1 — dimg K ®;z C,i1 (X, Z2).
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Se sigue que
X(X) = ) (=1)'dimgH, (X, K)

n>0

pues rank;C,(X, Z) = dimzC,(X, Z) — dimzKerd, y asi sustituyendo en y(X) y sumando k, —k, para

todo n € N, tenemos lo que queremos.

Y de forma similar obtenemos que
FX) = > (=1)'dimg A, (X, K)
n>-1

ReMark 3.1. En particular, si X es finito y aciclico, entonces y(X) = 0, pues es una suma
finita que por ser aciclico todos los H,(X, K) son cero y por lo tanto su dimensién también es
nula. Similarmente, si X y Y son copos finitos, y si existe una equivalencia homotdpica f, del
complejo C.(X,Z) al complejo C.(Y,Z) (f. se dice que es una equivalencia homotdpica si existe
g« : C.(Y,Z) — C.(X,Z) continua tal que (f. o g.) y (g. o f.) son homotdpicas a las identidades en
C.(X,2)y C.(Y,Z) respectivamente), entonces y(X) = y(Y), dado que f induce un isomorfismo de
grupos de H,(X,Z) a H,(Y,Z) para cualquier n € N.

Si X y Y son copos, una aplicacion de copos f : X — Y es una aplicacién de X a Y tal que
f(x) < f(x') sicuando x y x’ son elementos de X tales que x < x’. Si f es una tal aplicacion, existe
una aplicacion inducida C.(f,2) : C.(X,Z) — C.(Y,Z) definida para n € N por

(f(x0s - -, f(X)) st fxo) <-+- < flxn),

C}’l 5 Z 99 Ap =
(f> Z)(xo Xn) { 0 de otra manera

Dicha aplicacién es de complejo de cadenas, pues veamos que el siguiente diagrama conmuta

CulfD)
Ci(X,Z) C,(Y,2)

| |
Co1(f2)
Cri(X,2) “'C (1, 2)

Sea pues (xo, . .., x,) € C,(X,Z), entonces por un lado

dy o Co(f, Z)(x0, . . ., Xp) = dy (f(x0), ..., f(x4))) = Z(—l)i(f(xO), e O f ()
i=0
st f(xg) <+ < f(x,);y por el otro

Co1(f,Z) © dy(xo, ..., xn) = Coa (f, 2) Z(—l)i(XO,--.,ﬁi,---,xn) =
i=0

- Z(_ni( FOX0)s ey Rinenns (X))
i=0



38 3. INVARIANTES

si para cada sumando tenemos desigualdanes propias, pero esto es cierto si f(xg) < -+ < f(x,).

Por lo tanto el diagrama si conmuta.
También se define una aplicacién reducida C,(f,Z) : C.(X,Z) — C.(Y,Z) por C,(f,Z) =
C.(f,Z)sin>0,y C_\(f,Z) = 1d.

Si fy g son aplicaciones de copos de X a Y, la notacién f < g significa que f(x) < g(x) para

cualquier x € X. Las aplicaciones f'y g se dicen comparablessi f < gog< f.

Lema 3.2. Sean f y g aplicaciones de copos de X a Y. Si fy g son comparables, entonces las

aplicaciones de complejos C.(f,Z) y C.(g,Z) son homotépicas asi como C.(f,Z)y C.(g,Z).

DEemostrAcION. Considerando el siguiente diagrama

dn+2 dn+ 1

d, d,_
o —C (X, Z) > Cu(X, Z) —> Coy (X, Z) —— ...
Cn+l (g,Z) L Cn+1(fvz) Cn(gvz) L Cn(fvz) Cnfl(g’z) l Cn—l (f,Z)

dn+2 n+1 1

d, o
(D) I v Z) — 2 (X, 2)

veremos que son homotépicas si existen 4, : C,(X,Z) — C,1(Y,Z) tal que d,y1 0o hy + hy—y 0 d, =
Cn(g’ Z) - Cn(f’ Z)

Dado que f'y g son comparables, sin pérdida de generalidad supongamos f < g. Consideremos
entonces la aplicacién h,, : C,(X,Z) — C,41(Y, Z) definida para n € N por

n

(s 0) = D (D (), 5 F), 805, - 8(60)

i=0
donde la sucesion (f(xp),..., f(xi),g(x:),...,g(x,)) es remplazada por 0 si no es estrictamente

creciente. Verifiquemos ahora lo que queremos, para esto aplicamos el lado izquierdo a un elemento

basico (xg, ..., Xx,).

(dn+1 o hn + hn—l o dn)(xo’ ) xn) = (dn+1 © hn)(x()’ R xn) + (hn—l o dn)(xO’ ) xn) =

= dyi1 (Z(—l)'mxo), o O 8O g(xn») + Iy [Z(—l)l(xo, S xn)) =
i=0 i=0

= dys1 [(—l)o(f(xO), 8(x0), ..., 8(xn)) + Z(—l)i(f(xO), s S, 8(x), ,g(xn))]
i=1

+hy, (Z(—l)_l(xo, N ,xn)).
i=0
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Trataremos de desarrollar cada suma en partes de forma que sea claro como se eliminan los

términos.

(1.1 = (=D=1D(F(x0). 8(xo). ... g(x,) + (=1)° Z(—l)j+l(f(xO), 8(x0), ..., 8(x))s ..., 8(xn)
=0

(12) ' 2(—1)" OZ (DG, ), FO), O, -, 808)
=
(13) ' 2(—1)" il(—l)f(f(xo), s O, 00, - RO 8060)
=
(1.4) ' Z(—Df—l ;(—D"(f(xO), Rt ), 06, 8(6)
(1.5) ' an‘;—n" Do), F), 80, B L)
==

Notemos que los primeros tres renglones son los del desarrollo de d,,,; o h, y los dltimos dos
son del desarrollo de 4,_; o d,, asi tendremos entonces que en los tres primeros hay cadenas cuyos

subindices son todos distintos, por ejemplo,

FOO, s Fri) F(x), 8(x).

Mientras que en los dos ultimos todos los sumandos son cadenas con subindices repetidos, por
ejemplo,

(f(X()), s ’f(xj)a g(xj)’ o ’)’eh s ’g(-xn))

La forma en que se eliminan es como sigue: en la suma 1.1 el término que es extremo inferior, es
decir, para j = 0y el término parai = j = 1 de la suma 1.2 coinciden, pero con signos (—1)°*! = —1
y (=1)(=1)! = 1 respectivamente, por lo tanto se eliminan. Los otros términos de la suma 1.1 son
aquellos que tienen al comienzo f(xp) y g(xo) y se van eliminando los g(x;) para j > 1, considere-
mos ahora en la suma 1.5 la siguiente parte, j = 0, entonces (-1)° Z(f(xo), g(x0), ..y Xiy .., 8(x0))

i=1
tiene exactamente los mismos términos pero con signos con respecto a su subindice en la primera

(=1)*! y en la otra (—1)/, es decir se anulan. Tomemos ahora en la suma 1.2 para 2 < j = i pues

Jj = 0,1 yalos contemplamos en la suma 1.1, se tiene

D D F), s F), g0 - 88 = D (F(0), -, Flx), 83 - -, 8(x))
i=2 i=2
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y en la suma 1.3, tomamos j =i+ 1 < n con lo cual

n—1 n-1
DD D ), D B i) 806 = D (D), - FO), B, - 806)
i=1 i=1

y claramente ya que difieren en un signo se eliminan. Veamos ahora que pasa con el resto de los

sumandos de 1.2, es decir,

D UED D F o), FO, - F), 80D, -, 8(5))
i=1
0<j<i

Podemos ver que ésta y la suma 1.4 tendran los mismos sumandos si f(x i)'y Xi—1 ocupan la misma
posicion, es decir, j = i — 1, por lo tanto al sustitir este valor en ambas sumas, los signos quedan
de la siguiente manera (—1)*~! = —1 para la primera y (—1)"'*"! = 1 para la segunda, lo que
hace que difieran en un signo y se eliminen. Andlogamente para lo que resta de la suma 1.3 y la
suma 1.5, se tiene que i = j — 1 y se anulan las sumas. Observemos que el caso extremo en la
suma 1.3,i =ny j=n+ 1, no estaba dentro de las sumas que se eliminaron. Finalmente tenemos
entonces que s6lo sobreviven los términos (g(xo), . . ., g(x,)) — (f(x0), . . ., f(x,)) que efectivamente
es (Cu(g,2) — C,(f,2))x0,-..,Xx,) y por lo tanto C,(g,Z) y C,(f,Z) son homotdpicas. Para los

complejos reducidos sélo faltaria considerar /_; la aplicacion cero. Con lo cual tendremos
(di 0 ho + h-y o dy)(x0) = (d1 0 ho)(xp) + (h-y © dp)(x0) = di(f(x0), &(x0)) + h-1(1)
= g(x0) — f(x0) + 0 = Co(g, Z)(x0) — Co(f, Z)(x0)

Y tendremos que las aplicaciones reducidas son también homotopicas. —

Cororario 3.3. (Quillen).

1. Sean X y Y copos,y f : X = Yyg: Y — Xaplicaciones de copos. Si go f es comparable a
Idy y f o g es comparable a 1dy, entonces las aplicaciones de complejos C.(f,Z)y C.(g,Z)
son equivalencias homotopicas inversas mutuamente entre C.X,Z2)y C.(Y,Z).

2. Si el copo X tiene un elemento mdximo, o minimo, la cadena de complejos C.(X,Z) es

contraible, es decir, es homotdpicamente equivalente a C.(e,2Z).

DEMOSTRACION.

1. Por el lema anterior tenemos que C,(g o f,Z)y C.(Idy, Z) son homotSpicas, lo mismo que
C.(fog?7) y C.(dy,Z) pero notemos que

én(IdX7 Z)(X0s -+ -5 Xn) = (X055 Xp) = Idc",l(x,z)(xoa e Xn)
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y
Ca(g 0 £ 2)(x05 -+, %) = (8 0 /)X0)s - -, (g © X)) = Culg, Z)(f(x0), - - - f(3))

= Cu(8:2) 0 Cu( £, Z)(X05 - - - %)
para toda n € N, siempre que ((g o f)(xp), ..., (go f)(x,)) sea estrictamente creciente y O en
caso contrario. De forma andloga C,(Idy, Z) = Id¢ yz) y Ca(f © 8.Z) = Cu(f,Z) 0 C,(8,Z)
para cualquier n € N. Y por lo tanto, C,(f,Z) y C,(g, Z) son equivalentes homotépicamente
e inversa una de la otra.

2. Llamemos m al elemento maximo (0 minimo) de X, y denote e un copo de cardinalidad
uno. Considerando la aplicacion tnica f : X — ey la aplicacién g : ¢ — X que manda
el elemento dnico e a m. Claramente son de copos ya que para x < x’ elementos de X,
f(x) = e < o= f(x')y ya que e consta de un solo elemento g también lo es. Ahora bien,
(f o g)e) = f(g(e)) = f(m) = e = Id,(e) por lo tanto f o g es comparable a Id,; ahora
dado x € X se tiene que (g o f)(x) = g(f(x)) = g(e) = m, por lo tanto Idy < (g o f)
((g o f) < Idy), es decir, son comparables. Aplicando 1. a éstas, tenemos que hay una
equivalencia homotodpica entre C.(X,Z) y C.(e,Z) y se sigue el resultado.

2. Invariantes ligados a G-copos

La siguiente definicion de los invarantes de Lefschetz se debe a Thénevaz ([12]):

DEFINICION 3.4. Sea G un grupo finito. Un G-copo X es un G-conjunto equipado con una re-
lacién de orden < compatible con la G-accidn, esto es: si x < x” son elementos de X y si g € G,
entonces gx < gx’.

Aqui un pequefio ejemplo

EjempLo 3.5. Consideremos el siguiente copo X

1N

b \/ b,

y G = S, con la siguiente accién: dada o € G, 0.a = a, o.c = ¢y 0.b; = b,;.

c

a

Claramente la accion de G es compatible con el orden parcial de X, por lo tanto es un G-copo.
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Si X y Y son G-copos, una aplicacion de G-copos f : X — Y es una aplicacion tal que
fgx) =gf(x)sige Gyxe Xytalque f(x) < f(x')en Y, siempre que x < x"en X. Siy € Y,
entonces

fr=lreXlf <y fi={xeX|f(x) =y}
Estos conjuntos son sub-G,-copos de la restriccion de X al estabilizador G, de y en G

Si x <y son elementos de X, el conjunto ]x, y[x es un G, ,-copo, donde G, es el estabilizador

del par (x, y). Similarmente, los conjuntos ]x,.[x y ]., x[x son G,-copos.

Si X es un G-copo, entonces para n € N, el conjunto Sd,(X) es un G-conjunto. Cuando X es
finito, el invariante de Lefschetz Ax de X es el elemento de B(G) definido por

Ax = ) (1S d(X).

n>0
El invariante de Lefschetz reducido Ay es el elemento de B(G) definido por

AX = AX —G/G

Si x < y son elementos de X, el invariante de Mobius ux(x,y) esta definida como el invariante
de Lefschetz reducido del copo ]x,y[x. Este es un elemento del anillo de Burnside B(G,,). Por

convencion, el invariante de Mobius ux(x, x) es igual a G, /G,

Se sigue de estas definiciones que |Ay| es igual a la caracteristica de Euler- Poincaré de X. Se

puede decir més:
Lema 3.6. Sea G un grupo finito
1. Si X es un G-copo finito, entonces para cualquier subgrupo H de G
(A" = Axn

en B(Ng(H)/(H). En particular |(Ax)"| = y(X*).
2. Si X y Y son G-copos finitos, entonces Ax = Ay en B(G) si y sélo si y(X) = y(Y¥) para
cualquier subgrupo H de G.

DEMOSTRACION.

1. Tenemos que Sd,(X)? = Sd,(X™) para todo n € N pues dado una cadena (xo,...,X,) €
Sd,(X)" tenemos que para todo h € H, h(xo,...,x,) = (hxo,...,hx,) = (xo,...,X,) €s
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decir, hx; = x; ¥i =0, ...,n, por lo tanto x; € X y asi Sd,(X) = Sd,(X"). Con lo cual
H

= YIS = > (=1)'Sdy(X™) = Agn

n>0 n>0

(A" = [Z(—l)"Sdn(X)

n=0
En particular cuando tomamos cardinalidad, por la anotacion anterior al lema tenemos
que [(Ax)"| = [(Axn)| = x(X™)

2. Recordando el teorema 1.4 de Burnside y aplicado a elementos de B(G) tenemos que X =Y
en B(G) siy s6lo si |XH | = |Y " | para cualquier H < G. Asi pues tendremos que dado que
Ax y Ay estan en B(G) entonces Ay = Ay siy solo si |(AX)H| = |(Ay)H| para cualquier H
subgrupo de G, pero por 1. tenemos que y(X) = |(AX)H| = |(Ay)H| = y(YH)

(-

Dermicion 3.7. Un G-copo X es llamado G-aciclico si el conjunto X* es aciclico para cualquier
H subgrupo de G

Lo siguiente es una consecuencia directa de esta definicion:

Lema 3.8. Sea G un grupo finito, y X un G-copo finito. Si X es G-aciclico entonces Ay = 0 en
B(G).

DEMOSTRACION. Si X es G-aciclico por definicién X es aciclico y asi H,(X",K) = 0 y entonces
dimgH,(X",K) = 0y asi g(X") = ¥,._, dimgH,(X", K) = 0 pero por 1. del lema anterior y la

nota anterior a éste tenemos que y(X?) = |Ayu| = |(Ax)?| pero ademas
0= 7(X") = x(X") =1 = (A" = 1 = (A0 = (G/G)| = [(Ax = G/G)!| = [(Ax)"]

para cualquier H subgrupo de G, entonces Ay = 0. 3

PropPosICION 3.9. Sea G un grupo finito

1. Sean X y Y G-copos finitos, y f : X - Y y g : Y — X aplicaciones de G-copos. Si g o f es
comparable a Idy y si f o g es comparable a Idy, entonces Ay = Ay en B(G).

2. Si un G-copo X tiene un elemento mdximo, o elemento minimo, entonces es G-aciclico.

DEMOSTRACION.

1. Considerando cualquier subgrupo H de G y las restricciones de fy g a los copos X7 y Y#
se satisfacen las hipétesis del corolario 3.3y asi C.(f¥,Z) y C.(g", Z) son una equivalencia

homotdpica inversa una de la otra lo mismo que C,(f%,Z) y C.(g",Z) y asi por la nota 3.1
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tenemos que y(X7) = y(Y) y por el lema 3.6 esto ocurre si y s6lo si Ax = Ay. Restando a
ambos lados de la igualdad G/G se sigue el resultado.

2. Sea m el elemento mdximo, o minimo de X, veamos que también lo es para X”. Dado
h € Hy x € X" tenemos que x < m y entonces h™'x = x < h™'m < m pero entonces
m < hm < m por lo tanto hm = m es decir, m € X y es maximo. Entonces aplicando el
corolario 3.3 parte 2. tenemos que C,(X",Z) es contraible y entonces X es aciclico para

cualquier subgrupo H de G por lo tanto X es G-aciclico

d

EjempLo 3.10. Sea f : X — Y una aplicacion de G-copos finitos. Denotemos por X #, Y el
G-copo definido como sigue: el G-conjunto sefalado es la unién disjunta X U Y de X y Y. El orden

estd definida para zy 2’ en X %, Y por

2,7 €X yz<Z7Z enX,
157 e z,7€Y yz<ZenY,
zeX, 7 €Y yf(rg<7ZenY

Denote f la inyeccién de ¥ a X * ¢ Y yglaaplicacion de X *, Y a Y definida por

2(2) = { f(z) sizeX,

Z sizeY.

fy g son de G-copos pues, ya que f es la inyeccién de ¥ a X xr Y, s z < 7z’ en Y entonces
z < 7 en X x7 Y. Ahora bien, dados z < 7’ en X #; Y, tenemos que g(z) < g(z') pues si z,7 € X
g = f(z) £ f(Z') = g(Z) por ser f de G-copos; si 7,7 € Y g(z) = z < 7 = g('); finalmente si
xeXyz eYgk)=f(z) <7 =g(@), por lo tanto g es de copos. Resta ver que es de G-conjuntos.
SeageG,siz<7 €Xoz<7 €Y entonces gz < gz porser Xy Y G-copos; siz <z conze X
y 7' € Y entonces se tiene gz < gz’ siy s6lo si f(gz) = gf(z) < gz’ en Y, lo cual es cierto. Notemos
que dadoy € Y, (g o f)(y) = g(y) = y entonces g o f = Idy. Ahora considerando z € X xr Y,
(fog)a) = f(f@) = f@)siz € Xy (fog)z) = zsiz € Yy considerando que f(z) < f(z)
entonces z < f(z) y por lo tanto, Idy.,y < f o g, es decir son comparables y por la proposicion 3.9,
]\X*fy = Ay lo cual implica que Ax*fy = Ay

Una consecuencia es la siguiente relacion entre Ay y Ay:

ProposiCION 3.11. Sea f : X — Y una aplicacion de G-copos. Entonces en B(G)

[\Y = [\X + Z Indgy([\f}'/’i]y,.[y)’
YEIG\Y]
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;\Y = AX + Z Indg}_([\f)]\].,y[y),
yelG\Y]
En particular, si [\fy = 0paratodoy € Y (por ejemplo si f* es Gy-aciclico), entonces Ax =Ayen

B(G).

DemosTRrACION. Sea n € N. El conjunto Sd,(X # Y) es la unién disjunta de S d,(X) y el conjunto de
sucesiones 7o < --- < g, para los cuales z, € Y. Una tal sucesion tiene un elemento minimo y = z;

en Y, entonces se puede escribir como
Xo < < X1 <Y <-cr < Yn-i-1,

donde xy < --+ < x;_; estd en Sd;_;(f”) (para i = 0, la convencion es que Sd_;(fY¥) es un conjunto
de cardinalidad uno), y yo < -+ < y,—;—1 estd en Sd,_;_1(]y, .[y) (para i = n, la convencién es que
Sd_1(ly, .[y) tiene cardinalidad uno).

Sin perder de vista la accién de G, ésta nos lleva al siguiente isomorfismo de G-conjuntos
Sdy(X %, ¥) = Sdy(X) U | | df || |Sdia(f") x Sdi(ly, .[y»]
Ye[G\Y] i=0
Dado por (xg,...,x,) = (X0...,X,) S1(X0,...,X,) € SAu(X)Y (X05 -+ s Xic13 Vs V05« + + s Yneio1) F
[(X(), ey xi—l)a ()’0, .o ,)’n—i—l)] paray € [G\Y]

Tomando sumas alternadas en ambos lados y del ejemplo anterior tenemos

Ay = Mgy = ) (Z1)'Sd,(X %, ¥) =

n>0

= > =1y

sd,x)u | | mdf [|_|<Sdi_1<f>’>den_l-_lay,.[y)))]
i=0

n>0 YE[G\Y]
= > (-1)'Sd,X)+ . Indf (Z Z(—l)”(Sd,-_l<fy>Sdn_,-_1<Jy,.[y»]
n>0 ye[G\Y] i=0 n>0
=Ax+ ), IndZ ((=G,/Gy + Ap)(=Gy/Gy + Ayr) = Ax+ Y Indd (Rphyy,)
yelG\Y] Ye[G\Y]

Sumando a ambos lados —G /G se tiene

AY = ]\X + Z IIldgy (Afy]\]y’.[y)
yelG\Y]

Para la segunda igualdad, consideremos la aplicacion f : X — Y°P entre los copos opuestos de

Xy Y, pues sabemos que x < x” en X siy solo si x” < x en X°° y entonces existe una biyeccion entre
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Sd,(X)y Sd,(X?); una cadena (xy, ..., x,) € Sd,(X) se corresponde con (x,,...,xy) € Sd,(XP),
es decir, en B(G) Sd,(X) = Sd,(X? y asi

Ax = ) (=1)'Sdy(X) = D (<1)'Sdy(XP) = Axer
n>0 n>0
Y por lo tanto, Ay = Axer
Finalmente
Ay = [\yop = Axop + Z Indgy ([\f),[i].,y[y) = /N\X + Z Indgy (Afv[\]-,y[Y)
YE[G\Y] ye[G\Y]

(-

Cororario 3.12. Sea X un G-copo finito

1. El invariante reducido de Lefschetz de X es igual a
Ay=-G/G- > IndfA.,.
xe[G\X]
2. Si x < yen X, entonces

0 six <Yy,

G, G-
Ind.* Res .~ Z,y) =
Z Gx,y,z G«‘fv."vzﬂX( y) { Gx/Gx Si X = y’

ZE[Gry\[xy]]
3. Si f: X — Y esuna aplicacion de G-copos finitos, entonces
_ G X _ G A &
Ax== > IdfApRyp, == > Indd AgA)y,.
yelG\Y] YelG\Y]

El inciso 2. es la razon para el nombre del invariante de Mobius

DEMOSTRACION.

1. Consideremos la inclusién i : @ — X. Tenemos asi que Ay = Z(—l)”S d,(0®) = 0y por lo
n>0
tanto Ay = —G/G. Notemos que entonces i* = {x’ € 0 | X’ < x} = (. Aplicando ahora la

proposicién 3.11 tenemos que

Ax = Ay + Z Indé (ApAy 1) = -G/G + Z ndS (-G/GA,, 1,) =
x€[G\X] x€[G\X]

=-G/G - Z Indgx[\]x,.[x

x€[G\X]
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2. Consideremos Y = [x,y[x y aplicando 1. tenemos que

A Gy Gy: X —
A[X,y[x = _Gx,y/Gx,y - Z IndGm,ZReSG,\»,y,ZA]Zv[Y =

z€[G\[x.y[x]
Gyy Gy: %
=—=G,,/Gyy — Z Indcx.yYZResGmZ Ay, =
z€[G\[x,y[x]
~G.)/Gry — Ind%™ Res™™ pix(z,y)
Xyl =Xy n Gy eSGx,_\uz’u x\z, Y
Z€[Giy\[xylx]

Por otro lado considerando la igualdad que queremos ver, si x = y tenemos que z =
X =y y nuestra suma es en realidad solo un término y ademés G, = G,,. = G,. = G,,
entonces
Indijesgj,ux(x, X) = Indijesgti/ G,=G,/G,
Si consideramos ahora x < y entonces
G, Gy, _
Indeﬁy,ZReSGi M/"X(Z, y) =
2€[Gay\[xy]]
_ I de,y R Gy,z ( ) + I deR Gx ) — [\
= ndg " Resg” ux(z,y) + Indg e8g Hx (X, X) = Apypy
Ze[Gx,y\[xv)’[X]
pero Y tiene a x como elemento minimo entonces A,,;, = 0y se sigue nuestro resultado.

3. De la proposicién 3.11 y de saber que Ay = Ax — G/G tenemos que a

Ay =Ax+ Z Indg). <(Af-" -G,/ Gy)]\]y,.[y)

yelG\Y]
=Ax=G/G+ ) ndl (ApRy )= > Indg (Ayp,)
ye[G\Y] yelG\Y]

pero de 1. tenemos que Ay = —-G/G — Z Indg}]\]yv[y, sustituyendo esto en el desarrollo
yelG\Y]
anterior

Ay=Ax+ ) Id ApAy +Ay
Ye[G\Y]
y entonces se tiene Ax + 3 Gy IndgvA A1, = 0. Pasando para el otro lado la suma se
tiene el resultado. La segunda igualdad de se obtiene al considerar la segunda igualdad de

la proposicion 3.11 y hacer el mismo proceso.
-

Cororario 3.13. Sea G un grupo finito y X un copo finito. Denotemos por Xy (respectivamente
X*) el conjunto de elementos x € X tal que A, # O (respectivamente Ay, [,+0) en B(G). Si Y es un
sub-G-copo de X tal que Xy C Y C X (respectivamente X¥ C Y C X), entonces Ay = Ay en B(G).
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DemosTrACION. Dado que podemos considerar el copo opuesto, es suficiente probar la afirmacion
para Xy, y esto lo haremos por induccién en la cardinalidad de X; si X = 0, entonces X = Xy = Y
y no hay nada que probar. Para el paso inductivo consideremos la aplicacién inclusion i : Xy — Y.
Claramente €sta es una aplicacion de G-copos. Mas atin, siy € Xy, entonces ¥ = {x € X | x < y}
tiene un elemento maximo y, por lo tanto es G,-aciclico y Ay = 0 en B(G). Si ahora y ¢ X,
entonces A}, = 0 en B(G,) por definicién de X;. M4s atn en este caso

P =1,y[xNXy = {zeX|z<y,Ay #0enB(G))

fzeX|z<y, A #0 en BG,NG,)}
= {zeX|z<yResq Ay, #0en BG. NGy} = ()

|

La ultima contension se da pues si z € X es tal que Resgi_ﬂ].,z[x # 0 en B(G, ) entonces A, # 0

en B(G,). Tendremos asi que existe una inclusion de G,-copos

(1. ylog € & €l ylx

peroyaquey € X yy ¢].,y[x, entonces |].,y[x| < |X| y podemos aplicar nuestra hipétesis de
induccién y se sigue que Ay = A],,y[x = 0. De esto y lo anterior tenemos que A, = 0 para todo

y € Y y por la proposicién 3.11 tenemos que Ay = Ay -

3. Invariantes de Steinberg

DEFINICION 3.14. Sea G un grupo finito y p un nimero primo. El invariante de Steinberg St,(G)
de G en p es el invariante de Lefschetz reducido del copo s,(G) de p-subgrupos no triviales de G,

en el cual G actia por conjugacion.

La razdn para esta terminologia es que si G es un grupo de Chevalley simple finito en carac-
teristica p, entonces el caracter de permutacion (virtual) asociado a S¢,(G) es igual salvo un signo

al caracter de Steinberg de G

PRroPoSICION 3.15. Sea G un grupo finito'y p un niimero primo. Entonces St,(G) = 0 en B(G) si

y sélo si G tiene un p-subgrupo normal no trivial.

DEMOSTRACION. Si S1,(G) = 0 dado que S1,(G) = A, ) entonces |(A;,)°] = 0 = ¥(5,(G)%) = 0.
Y ya que Ay = —G/G, entonces 5,(G)“ es no vacio y por lo tanto G tiene un p-subgrupo normal no

trivial.

Inversamente, supongamos que R # I es un p-subgrupo normal de G no trivial. Sea f la apli-
cacion de s5,(G) a [R, [, definida por f(Q) = Q.R, y sea g la inclusién de [R., [5,) a 5,(G).
Tenemos que dados P < Q € 5,(G), f(P) = PR < Q.R = f(Q); y dado h € G ya que la accion
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es la conjugacién y ésta preserva contensiones, entonces "P < Q. Por lo tanto f es de G-copos
y claramente g también lo es. Ademas dado Q € s,(G), (g o f)(Q) = g(Q.R) = Q.R > Q, por lo
tanto Id; ) < g o f. Ahora bien dado Q € [R, .[;,), (f © &)(Q) = f(Q) = O.R = O, por lo tanto
Id[R,.[wG) = f o g, es decir, son comparables. Dado que [R, .[;,) tiene un elemento minimo, de la

proposicion 3.9 se tiene que S7,(G) = As,6) = Ar.1,,¢ = 0en B(G). [

REMARK 3.16. Quillen ha conjeturado que s5,(G) es contraible siy solo si O,(G) # L. La prueba
anterior de hecho prueba que s5,(G) es G-contraible siy s6lo si O,(G) # I (ver Thénevaz y Webb
[13]).

ProPOSICION 3.17. Sea G un grupo finito, y p un niimero primo. Sea a,(G) el sub-G-copo de
5,(G) que consiste en los p-subgrupos elementales Abelianos no triviales de G y b,(G) denota el
sub-G-copo de s,(G) que consiste de los p-subgrupos P de G no triviales tal que P = O,(Ng(P)).

Entonces

Sl'p(G) = Aap(g) = /N\bp(G) en B(G)

DEMOSTRACION. Sea P un p-subgrupo no trivial de G. Supongamos que P no es elemental Abeliano,
y denotemos por @(P) el subgrupo de Frattini de P. Sea f :]., P[;,— [®(P), Pl;, ) la aplicacion
definida por f(Q) = Q.®(P) y sea g la, inclusién de [D(P), P[;,c) 2 1., Pls, ). Ahora dados Q <
Q' €], Pl;,) dado que @(P) es normal en P, entonces Q.O(P) < Q'.O(P) y asi f es de copos;
ahora bien dado & € Ng(P) tenemos que "Q <" Q' pues la conjugacién mantiene contensiones. Asi
que f es de Ng(P)-copos; claramente g también lo es. Si ahora tomamos Q €]., P[;, ), entonces (go
Q) = g(Q.@(P)) = Q.O(P) = Q, por lo tanto Id p; < go f. Ahorasi Q € [D(P), P[;, ), entonces
(f 0 8)Q) = f(Q) = Q.O(P) = Qy por lo tanto Idiep)p(,, = f© g Es decir, son comparables,
y entonces Ay pi, .. = Ajop),pl,,q- Ya que [@(P), P[ tiene minimo, entonces Ajop),pl,,q = 0 en

B(Ng(P)) por la proposicion 3.9. Lo que nos dice que tenemos las siguientes contensiones

(5,(G))y € ap(G) C s5,(G)

y aplicando el corolario 3.13 se tiene que /~\s,,(c) = Ay (G)-

La otra igualdad es similar: sea P un p-subgrupo no trivial de G. Sea R = O,(Ng(P)), y su-
pongamos R # P. Sea f :]P,.[s,— $,(Ng(P)/P) definida por f(Q) = No(P)/P, y sea g :
sp(Ne(P)/P) —]P, .[5,c) definida por g(Q/P) = Q. Considerando Q < Q' €]P, [;,(s), tenemos
que f(Q) = No(P)/P < Nop(P)/P = f(Q'),y dado h € G f("Q) = Nig(P)/P =" Ng(P)/"P ="
(NG(P)/P) = h.f(Q). Por lo tanto f es de G-copos. Si ahora tenemos Q/P < Q'/P € 5,(Ng(P)/P),
por el teorema de correspodencia tenemos que g(Q/P) = Q < Q' = g(Q’) y finalmente dado % € G,
g™(Q/P)) = g"Q/"P) =" Q =" .g(Q/P), por lo tanto g es de G-copos. Ahora bien, si consideramos
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Q €]P, [, entonces (g o f)(Q) = g(No(P)/P) = No(P) < Q,porlotanto go f < Id]p,,[w@. Sea ahora
Q/P € s,(Ng(P)/P), entonces (f o g)(Q/P) = f(Q) = No(P)/P < Q/P por el teorema de corres-
pondencia, por lo tanto, f o g < Id; v, p)/p)- Es decir, son comparables y asi por la proposicion
3.9

App iy = Boyovoypy = I3 pS 1 (NG(P)/ P)
visto como Ng(P)-conjunto pues f\] Pl lo es. Dado que O,(Ng(P)/P) = O,(Ng(P))/P =R/P # 1
entonces s,(Ng(P)/P) es G-contraible y 0 = Ay, wspy/p) = A Pl €N B(Ng(P)/P). Es decir,

(s,(G))F € b,(G) C 5,(G)

y por el corolario 3.13
A6 = A6
Uniendo lo anterior y considerando que /~\S17(G) = §1,(G) se tiene el resultado deseado. —

Noracion 3.18. Para el resto de la seccién, el grupo G serd un grupo finito y ¥ denotard una

familia de subgrupos de G tal que:

l.Ie¥.

2. ¥ es cerrada bajo conjugacion.

3. ¥ es cerrada bajo productos, i.e., si Py Q son elementos de ¥ tal que P normaliza a Q,
entonces P.O € ¥.

Si H es un subgrupo de G, entonces ¥ (H) es el conjunto de subgrupos de H que estdn en ¥ . Esta

es una familia de subgrupos de H que tienen las tres propiedades anteriores.

Denotamos por ¥ la familia # quitando el grupo trivial. Entonces # y ¥ estan ordenadas por
la inclusion de subgrupos, y son G-copos. Cuando H es un subgrupo de G, denotamos similarmente

por ¥ (H) el conjunto de subgrupos no triviales de H que estdn en 7.

DErFINICION 3.19. El invariante de Steinberg St#(G) de G con respecto a ¥ es el invariante
reducido de Lefschetz del G-copo 7.

Por lo tanto si ¥ = 5,(G), entonces St+(G) = S1,(G).

Lema 3.20. Sean Gy F como en 3.18. Si P € F, entonces Sty(G)" = 0 en B(Ng(P)/P).

DEMOSTRACION. Denotemos por a la aplicacion inclusién de [P, .[#+ a F, y por b la aplicacion de F7
a [P, .[#r definida por b(F) = P.F. Claramente a es de G-copos, ahorabiensi F < F € F¥, P.F <
PF’ ydado g € G b(®F) = P.8F =8 PF = g.b(F), por lo tanto b es de G-copos. Consideremos
ahora Q € [P, .[#», entonces (b o a)(Q) = b(Q) = P.Q = Q por lo tanto Id[p,.[rp. Si ahora Q € 7,
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(aob)(Q) = a(P.Q) = P.Q > Q, entonces Idgr < a o b. Es decir, son comparables, por lo tanto
Str(G) = 1\; = Agr = [\[P’.[?_P = 0 pues [P, .[#» tiene elemento minimo P.

TeOREMA 3.21. (Bouc). Sea Gy F como en 3.18. Si X € B(G), sea

Str(G,X) = ) Md§ i (ur (L, PInfych X").
Pe[G\T]
Entonces la aplicacion X — St#(G, X) es un endomorfismo de grupos idempotente de B(G), y su
imagen es el conjunto de elementos X de B(G) tal que X* = 0 en B(Ng(P)/P) para todo P € F.

DEMOSTRACION. Notemos que si X” = 0 para P € ¥, entonces

S17(G, X) = Ind§,  (ur (L DInfY X" + Z Ind§_p (s (L, P)Infxggg XD
Pe[G\F]

= Indg(G/G.Infg;X) = X
Por lo tanto lo tinico que resta por verificar es que si P € ¥, entonces S t+(G, X)* = 0.

Por linealidad, podemos suponer que X es un G-copo finito, visto como un G-copo para el orden
discreto. Denotemos por Z al subcopo de X X ¥ que consiste de los pares (x, P) tal que P C G,.
X X F es G-copo con el orden de la contension en la segunda entrada, es decir, (x, P) < (v, Q) si
P C Q, pues dado que X es discreto x = y. La accién de G, es entrada a entrada, en la primera
la accién sobre X y en la segunda la conjugacién. Sea a : Z — X, definida por a((x, P)) = x.
Claramente a es de G-copos, y a* = {(y,P) € Z |y < x} = {(x, P) | P C G,} es isomorfo a ¥ (G,),
considerando (x, P) — P tal isomorfismo.

Para cualquier G-copo discreto X, tenemos que Ay = 2,50(=1)"Sd,(X) = Sdp(X) = X. Mas
aun, todos los elementos de S son maximos en X, por lo tanto A, [, = Ag = -G, /G, para todo

x € X. De la proposicién 3.11 tenemos que

Ax=X=Az+ > IndfAcApx [0)=Az= ) Indd (Arc,G/G)=

x€[G\X] x€[G\X]

(3.1) X=Az- Z Indg S 17,6,
x€[G\X]

Consideremos ahora b : Z — ¥ la aplicacién definida por b((x, P)) = P. Entonces si (x, P)
(x, P"), es porque b((x,P)) = P € P = b((x,P")) y dado h € G tenemos que b(h.(x, P))
b((h.x,% P)) =" P = h.b((x, P)). Por lo tanto, b es de G-copos, y para Q € F

N

g0={(x,P)eXXF |QCPCG,.
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Veamos que g¢ es un Ng(Q)-copo. Es copo con el orden de la inclusion en la segunda entrada.
Ahora bien, sea e el neutro de G entonces e € Ng(Q) y asi e.(x, P) = (e.x,° P) = (x, P). Ahora con-
sideremos h,h’ € Ng(Q), entonces (hh').(x,P) = ((hh').x" P) = (h.(h.x),* (" P)) = h.(W'.(x, P)).
Asi, go es un Ng(Q)-copo. Ahora consideremos las aplicaciones ¢ : go — X2y d : x¢ — go
definidas por c((x, P)) = x y d(x) = (x, Q). Si (x, P) < (y, P"), entonces x = yy P C P’, y entonces
c((x,P))=x=y=c((y,P)). Ydado h € Ng(Q) c(h.(x, P)) = c((h.x,h.P)) = h.x = h.c((x, P)), por
lo tanto ¢ es de G-copos. Ahora bien, dado que X lo estamos viendo como G-copo discreto, enton-
ces X2 tambien lo es y asi d es de copos y dado h € Ng(Q), d(h.x) = (h.x, Q) = (h.x,) ("' Q)) =
h.(x,”1 Q) = h.(x, Q) = h.d(x) pues h~! € N(Q). Por lo tanto d también es de Ng(Q)-copos. Ahora
dado (x, P) € gg, (d o o)((x, P)) = d(x) = (x,Q) < (x, P), es decir, d o ¢ < Id,,. Y dado x € X9,
(cod)(x) = c((x, Q) = x, por lo tanto c od = Idxe; con lo cual son comparables y A,, = Aye = X©
por ser X2 Ng(Q)-copo discreto. Ahora por el corolario 3.12 parte 3. aplicado a b

AZ = - Z Ind](\;lc(Q)AbQ[\].,Q[T
Q€[G\F]
Pero by = {(x,P) € Z| Q C P} = {(x,P) e XXF | Q C P C G} = ggyentonces A, = A
Ademis A g, = Aoy, = ug (I, Q). Sustituyendo todo esto en la suma anterior

Az=- ) nd§ o X°ur(l, Q).
Q€[G\F]

80°

Asi al sustituir en 3.1 nos dice que

X =-— Z Ind§_ o, (ur (I, Q)X9) — Z Ind¢ S 176,
Q€[G\F] x€[G\X]

pero al pasar el primer sumando del lado derecho al izquierdo y por como se define S 1+(G, X)
tenemos que
Str(G,X) == ) IndZ Stray(G.).
xe[G\X]
Ahora para cualquier x € X y cualquier P € F, si P C G,, entonces S i, (G,)" = 0 por el lema
3.20. Finalmente de la proposicién 1.2 inciso 3.

Str(G,X)" = (= > Idf Stry(G)) == ) (IndZ Strc (G =

*elG\ *€[G\X]
= NG(P)/P 1y P
T Z Z Ind"" p) CS 170 (Gr)" =
2€[G\X] yeING(P\G/G.1.PY<G,
= NG(P)/P PR
T Z Z Ind"" p) (StrG)(Gr)) =

x€[G\X] ye[NG(P)\G/G],.P*CG

_ NG(P)/P oy _
= Z Z Indy0 ) (0 =0
x€[G\X] ye[NG(P)\G/G],PYCG
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como queriamos. —

ReMARK 3.22. Otra prueba del teorema 3.21 puede ser encontrada en [1], donde las descompo-
siciones de B(G) asociadas a ¥ son construidas.

Cororario 3.23. Sean G y ¥ como en 3.18, y supongamos mds aun que ¥ es cerrada bajo

tomar subgrupos.
1. Si P € ¥ y X € B(G), existe un entero mpy tal que
Res$S t7(G, X) = mpxP/1.

2. Denotemos por |Glg al m.c.m de los ordenes de elementos de F. Entonces para cualquier
G-copo finito X

T+ ) lur (@ PIY(X") = 0 mod [Gly
PeF

y en particular

YF)=0 mod |GlF

DEMOSTRACION. Sea Y un elemento de B(G) tal que Y¥ = 0 para todo P € ¥. Consideremos la

restriccion de Y a un elemento Q de ¥ . Entonces
G
Res Y = Z IYRIeg.
Relso]

Dado que ¥ es cerrado al tomar subgrupos, el inico término no cero en esta suma se obtiene cuando

para R = 1. Asi

Y]
Res(Y = |Y]e? = o2t

la dltima igualdad nos la da el lema 2.17 inciso 3., pero ya que

0l € Z, entonces se tiene que |Y| = 0

mod |Q| y por lo tanto Reng es un multiplo entero de Q/I.

1. Basta considerar Y = St#(G, X), Q = Py entonces el entero mpx buscado serd |S t#|/|P|.
2. Considerando ahora X un G-copo, entonces Ax € B(G) y aplicamos 1. entonces

ResSS17-(G, Ay) = mp5 P/l
Tomamos la cardinalidad en ambos lados y tendremos que

[Res§S t7(G, Ay)| = |mp5, P/1| = mpz |P|
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pero ademads para cualquier Y € B(G) se tiene que |Reng| = |Y|, con lo cual y por el

teorema 3.21

[ResSS 1(G, Ay)| = [St7(G, Ay)| = Z Indy, (ki (L P)Inf%(’g;/p/\l))
PE[G\F]

= [1nd (ur @ DI RN+ > |nd§ o, (@ PIED) Aoe)| =
PE[G\?]

= Jur @ D] jnfye D Kyl + > |N (P)| |y (1P| [Inf) ) A =
Pe[G\F]

= |G/GI|Ax| + s @ P)| [Axe| = [Ax] + > s @ P)| |Ae| =
fle 3 Rur el o+ Sl

= X0 + ) Jur (L P)|7(X")
PeF

Pero para cada P € ¥, su orden divide a esta suma, entonces el minimo comtin multiplo

de todos estos 6rdenes, |G|#, también lo divide, es decir

XX+ ) Jur P X(X") =0 mod [Gly.
Pey7

La segunda congruencia se obtiene al considerar en particular X = ¥ . Tendremos en-
tonces

XF)+ ) Jur P\ RF) =X F) + ) Jur (@ P)||AY] =

PeF PeF

=X(F)+ ) |ur @ P)||St-(G)| =0 mod [Gly

PeF
pero por el lema 3.20, S##(G)” = 0'si P € F. Por lo tanto el segundo sumando se anula

y se sigue la congruencia.

RemARK 3.24. Cuando ¥ es el copo S ,(G) de los p-subgrupos no triviales de G, la segunda
congruencia es entonces y(s,(G)) = 0 mod |G|,, ésta se debe a Brown ([3]). Una prueba de esta
congruencia usando los idempotentes del anillo de Burnside fue dada por Gluck ([7]) y Yoshida
([14]). Congruencias similares han sido estableciecidas por Thénevaz ([11]) y Brown y Thénevaz

([4D).
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El célculo de los invarientes de Steinberg de los grupos simétricos, o mas generalmente produc-
tos trenzados de un grupo finito con grupos simétricos, puede encontrarse en ([2]). Este requiere el

uso de un anillo de series de potencias formales con coeficientes en anillos de Burnside.






Bibliografia

[1] S. Bouc Projecteurs dans I’anneau de Burnside, projecteurs dans I’anneau de Green, et modules de Steinberg
géneralisés. J. Algebra 139(2): 395-445, 1991.
[2] S. Bouc Exponentielle et modules de Steinberg. J. Algebra 150(1): 118-157, 1992.
[3] K. Brown Euler characteristics of groups: the p-fractional part. Invent. Math. 29: 1-5, 1975.
[4] K. Brown; J. Thénevaz A generalization of Sylow’s third theorem. J. Algebra 115: 414-430, 1988.
[5] A.Dress A characterization of solvable groups. Math. Z. 110: 213-217, 1969.
[6] A. Dress Notes on the theory of representations of finite groups. Bielefeld Notes. 1971.
[7] D. Gluck Idempotent formula for the Burnside ring with applications to the p-subgroup simplicial complex.
Mlinois J. Math. 25: 63-67, 1981.
[8] D. Quillen Higher algebraic K-theory. Lecture Notes in Math., Vol. 341, Springer, Berlin: 85-147, 1973.
[9] D. Quillen Homotopy properties of the poset of non-trivial p-subgrups. Adv. in Math. 28(2): 101-128, 1978.
[10] L. Solomon The Burnside algebra of a finite group. J. Combin. Theory 2: 603-615, 1967.
[11] J. Thénevaz Idempotents de I’anneau de Burnside et caractéristique d’Euler. Séminaire Claude Chevalley sur les
groupes finis, Vol. 25, Tome 3, Publications mathématiques de I’Université Paris 7: 207-217, 1985.
[12] J. Thénevaz Permutation representation arising from simplicial complexes.J. Combin. Theory Ser. A 46: 122-155,
1987.
[13] J. Thénevaz; P. Webb Homotopy equivalences of posets with a group action. J. Combin, Theory 56(2): 173-
181,1991.
[14] T. Yoshida Idempotents in Burnside rings and Dress induction theorem. J. Algebra 80: 90-105, 1983.

57



	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Propiedades Básicas de G-conjuntos
	Capítulo 2. Anillo de Burnside
	Capítulo 3. Invariantes
	Bibliografía

