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INTRODUCCIÓN

Sea G un grupo finito, el anillo de Burnside B(G) es uno de los anillos de representación fun-
damentales de G.

Este trabajo se divide en tres capı́tulos. Comenzamos con la notación necesaria para el desa-
rrollo del trabajo. Continua con operaciones en G-conjuntos que luego son extendidas a nuestro
anillo, lo cual lo hace un objeto universal cuando estudiamos la categorı́a de G-conjuntos. Algu-
nas caracterizaciones de los G-conjuntos nos permiten más adelante entonces darle la estructura de
anillo.

Definimos B(G) y establecemos operaciones con lo cual es un anillo conmutativo y podemos
estudiar el espectro primo y los idempotentes primitivos. Algunas de las aplicaciones de esta sec-
ción son resultados conocidos aunque generalizados y se usan en su demostración propiedades de
B(G) que además son útiles más adelante. Al estudiar los idempotentes y espectro primo obtenemos
fórmulas y resultados muy útiles sobre como calcular elementos especı́ficos y ver entonces como
se ven los elementos idempotentes de Z(π)B(G).

El último capı́tulo hace uso de la topologı́a algebraica para analizar invariantes ligados para
estructurar G-conjuntos, tales como G-copos o G-conjuntos simpliciales. Se comienza con una
pequeña introducción definiendo términos como complejo de cadenas, grupo de homologı́a. Se
define también la caracterı́stica de Euler-Poincaré pues se establecen propiedades entre ésta y un
primer invariante, el de Lefschetz. Otros invariantes del capı́tulos son el de Möbius y el de Steinberg,
ambos definidos por el invariante de Lefschetz pero cada uno para G-copos especı́ficos y los cuales
podemos ver como generalizaciones para la categorı́a de G-conjuntos de nociones clásicas, digamos
la función de Möbius para un copo o el módulo de Steinberg de un grupo de Chevalley. Para todos
estos invariantes se tienen diversas propiedades.
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Capı́tulo 1

Propiedades básicas de G-conjuntos

1. Notación

Sea G un grupo finito. La categorı́a de los G-conjuntos finitos será denotada por G-set. Sus
objetos serán los G-conjuntos finitos con una acción izquierda, los morfismos aplicaciones G-
equivariantes y la composición la usual.

Si H es un subgrupo de G y g es un elemento de G, la notación gH simboliza gHg−1 y similar-
mente Hg es para g−1Hg. El normalizador de H en G es denotado por NG(H). El conjunto de clases
gH con g ∈ G es denotado por G/H. Éste es un G-conjunto con la multiplicación por la izquierda.
Un conjunto de representantes en G de G/H es denotado por [G/H].

Si X es un G-conjunto, dado x ∈ X denotaremos al estabilizador en G de x por Gx. El conjunto
de órbitas de un subgrupo H de G en X es denotado por H\X, y [H\X] denota un conjunto de
representantes en X de H\X.

El conjunto de clases de conjugación de subgrupos de G es denotado por sG, y un conjunto de
representantes de sG es denotado por [sG]. Si H y K son subgrupos de G, entonces H\G/K es el
conjunto de clases dobles HxK para x ∈ G y [H\G/K] denota un conjunto de representantes en
G de estas clases dobles. La notación H =G K (respectivamente H ⊆G K) significa que existe un
elemento x ∈ G tal que Hx = K (respectivamente Hx ⊆ G).

La cardinalidad de un conjunto S es denotada por |S |.

Si p es un número primo, el subgrupo normal más pequeño N de G tal que G/N es un p−grupo
es denotado por Op(G). Éste es el subgrupo de G generado por los p′-elementos, i.e. los elementos
de orden primo relativo a p.

Más generalmente, si π es un conjunto de primos, la notación Oπ(G) es para el subgrupo normal
más pequeño N de G tal que G/N es un π-grupo soluble. El grupo G es llamado π-perfecto si
Oπ(G) = G. Si G en si mismo es un π-grupo, entonces es claro ver que el grupo Oπ(G) es el
lı́mite de la serie derivada de G. En particular, si π es el conjunto de todos los primos, entonces un
grupo es π-perfecto si y sólo si éste es perfecto, i.e. igual a su subgrupo derivado. Los Oπ(G) tienen
muchas propiedades y algunas de éstas son usadas en las demostraciones, como por ejemplo que
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2 1. PROPIEDADES BÁSICAS DE G-conjuntos

Oπ(Oπ(H)) = Oπ(H). Esto pues Oπ(Oπ(H)) E Oπ(H). Ahora bien sabemos que |H/Oπ(Oπ(H))| =

[H : NH(Oπ(Oπ(H)))] = [H : Oπ(H)], por lo anterior. Consideremos ahora la siguiente sucesión
exacta

1→
Oπ(H)

Oπ(Oπ(H))
→

H
Oπ(Oπ(H))

→
H/Oπ(Oπ(H))

Oπ(H)/Oπ(Oπ(H))
→ 1.

Entonces H/Oπ(Oπ(H)) es soluble si y sólo si H/Oπ(Oπ(H))
Oπ(H)/Oπ(Oπ(H)) y Oπ(H)

Oπ(Oπ(H)) son solubles, pero

H/Oπ(Oπ(H))
Oπ(H)/Oπ(Oπ(H))

' H/Oπ(H)

por lo tanto H/Oπ(Oπ(H)) es soluble y además es un π-grupo, con lo cual Oπ(H) ≤ Oπ(Oπ(H)) ≤
Oπ(H); y por lo tanto Oπ(Oπ(H)) = Oπ(H). Otra propiedad útil es que dado M un grupo finito y
N E M, entonces Oπ

(
M
N

)
=

Oπ(M)N
N . Esto pues por una parte Oπ

(
M
N

)
= H

N para algún N ≤ H E M.
Entonces M/N

H/N ' M/H es un π-grupo soluble, entonces Oπ(M) ⊆ H. Por lo tanto Oπ(M)N ⊆ HN,
pero N ≤ H, y ası́ Oπ(M)N ⊆ H con lo cual finalmente Oπ(M)N/N ⊆ H/N = Oπ(M/N). Por otra
parte sabemos que ya que Oπ(M) y N son normales en M, entonces su producto también lo es y por
lo tanto

Oπ(M)N
Oπ(M)

E
M

Oπ(M)

y dado que M/Oπ(M) es soluble entonces M
Oπ(M)

/
Oπ(M)N
Oπ(M) ' M/Oπ(M)N es soluble. Pero además

Oπ(M)N/N E M/N y su cociente acabamos de ver es soluble y π-grupo, por lo tanto Oπ
(

M
N

)
≤

Oπ(M)N
N ≤ Oπ( M

N ). Un poco más de notación en este capı́tulo será, si consideramos π un conjunto de
primos denotaremos por |G|π la parte π-ésima del orden de G, esto es, que sólo aparecen primos de
π. Y análogamente la parte π′-ésima, se denotará |G|π′ y será la parte del orden de G en la cual sólo
aparecen primos que no pertenecen a π. De forma similar si aπ ∈ G será un π-elemento, es decir,
que su orden tiene sólo elementos de π y análogamente aπ′ no tiene primos de π en su orden.

Denotaremos el grupo cı́clco de orden n como Cn. El grupo trivial será denotado por I.

2. Operaciones en G-conjuntos

Cuando X es un G-conjunto y H es un subgrupo de G, se puede ver a X como un H-conjunto a
través de la restricción de la acción. Este H-conjunto es denotado por ResG

HX. Si f : X −→ Y es un
morfismo de G-conjuntos, ResG

H f denotará la aplicación f vista como un morfismo de H-conjuntos.
Esto define un funtor restricción ResG

H : G-set −→ H-set.

Ahora si Z es un H-conjunto el G-conjunto inducido IndG
HZ es definido como G ×H Z, i.e. el

cociente del producto cartesiano G × Z por la acción derecha de H dada por (g, x).h = (gh, h−1x)
para g ∈ G, h ∈ H, x ∈ Z. La acción izquierda de G en G ×H X es inducida por su acción izquierda
en G × Z dada por g′.(g, x) = (g′g, x), para g′, g ∈ G y x ∈ Z. Si f : Z → T es un morfismo
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de H-conjuntos, entonces IndG
H f es el morfismo de G-conjuntos de IndG

HZ a IndG
HT definida por

(IndG
H f )([g, x]) = [g, f (x)]. Esto define un funtor inducción IndG

H : H-set→ G-set.

Lema 1.1. Si Z es isomorfo a H/K para algún subgrupo K de H, entonces IndG
HZ es isomorfo

a G/K.

Demostración. Consideremos ϕ : Z → H/K isomorfismo de H-conjuntos, con ϕ(x) = hK, h ∈ H y
sea entonces ϕ̃ : IndG

HZ → G/K dada por ϕ̃([g, x]) = gϕ(x) = ghK.

Veamos que está bien definida. Sea [g′, x′] otro representante de la clase [g, x], entonces ∃h′ ∈ H
tal que (g, x).h′ = (gh′, h′−1x) = (g′, x′) i.e. g′ = gh′ y x′ = h′−1x, asi pues por un lado ϕ̃([g, x]) =

gϕ(x) y por el otro ϕ̃([g′, x′]) = g′ϕ(x′). Sustituyendo g′ y x′ tenemos

ϕ̃([g′, x′]) = gh′ϕ(h′−1x) = gh′h′−1ϕ(x) = gϕ(x) = ϕ̃([g, x])

Por lo tanto está bien definida.

Veamos ahora que es de G-conjuntos. Sea g′ ∈ G, entonces

ϕ̃(g′.[g, x]) = ϕ̃([g′g, x]) = g′gϕ(x) = g′.ϕ̃([g, x])

Consideremos ahora ϕ̃−1 : G/K → IndG
HZ que toma gK y lo lleva a [g, ϕ−1(K)]. Veamos que

está bien definida. Sea g′K otro representante de la clase entonces g′ = gk para algún k ∈ K,
entonces ϕ̃−1(gK) = [g, ϕ−1(K)] y ϕ̃−1(g′K) = [g′, ϕ−1(K)] = [gk, ϕ−1(K)] = [g, kϕ−1(K)] =

[g, ϕ−1(kK)] = [g, ϕ−1(K)]. Por lo tanto, la aplicación está bien definida.

Ası́ pues dado [g, z] ∈ IndG
HZ tenemos que

ϕ̃−1 ◦ ϕ̃([g, z]) = ϕ̃−1(gϕ(z)) = ϕ̃−1(ghK) = [gh, ϕ−1(K)] = [g, hϕ−1(K)] = [g, ϕ−1(hK)] = [g, z]

por lo tanto ϕ̃−1 ◦ ϕ̃ = IdIndG
HZ. Finalmente dado gK ∈ G/K

ϕ̃ ◦ ϕ̃−1(gK) = ϕ̃([g, ϕ−1(K)]) = gϕϕ−1(K) = gK

por lo tanto ϕ̃ ◦ ϕ̃−1 = IdG/K . Y ası́ IndG
HZ ' G/K

El conjunto de puntos fijos de H en X es denotado por XH. Éste es visto como un NG(H)/H-
conjunto. Si f : X → Y es un morfismo de G-conjuntos, entonces la restricción de f a XH es
denotado por f H. Este es un morfismo de NG(H)/H-conjuntos de XH a YH, pues dado x ∈ XH y
g ∈ NG(H) tenemos que f (gx) = g f (x) pues f es de G-conjuntos. Veamos que f (x) ∈ YH. Sea h ∈ H
entonces h f (x) = f (hx) = f (x) por lo tanto f (x) ∈ YH y por lo tanto f es de NG(H)/H-conjuntos.
Y por último éste define un funtor de puntos fijos f H : G-set→ NG(H)/H-set
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Cuando H es un subgrupo normal de G, cualquier G/H-conjunto puede ser visto como un G-
conjunto por inflación, y cualquier morfismo de G/H-conjuntos puede ser visto como un morfismo
de G-conjuntos. Esta operación define un funtor inflación InfG

G/H : G/H-set→ G-set.

Bajo las mismas condiciones, si X es un G-conjunto, entonces el conjunto de órbitas H\X de
H en X puede ser visto como un G/H-conjunto y cualquier morfismo de G-conjuntos induce un
morfismo de G/H-conjuntos entre los conjuntos correspondientes de órbitas. Esto define un funtor
deflación DefG

G/H : G-set→ G/H-set.

Finalmente, sea H un subgrupo de G, y x un elemento de G. Si Z es un H-conjunto, entonces
el grupo xH actua en Z por xh.z = hz, donde xh ∈ xH y z ∈ Z, y hz es calculado en el H-conjunto Z.
Esto da un xH-conjunto denotado por xZ o cx,H(Z). Si f : Z → T es un morfismo de H-conjuntos,
entonces cx,H( f ) es la aplicación f , vista como un morfismo de xH-conjuntos de xZ a xT . Esto
define un funtor conjugación cx,H : H-set→ xH-set.

Estos funtores tienen propiedades obvias de transitividad. Más aun, ellos están relacionados por
varias identidades. Entre ellas:

Proposición 1.2. Sea G un grupo finito, y H y K subgrupos de G.

1. (Fórmula de Mackey) Si Z es un H-conjunto, entonces existe un isomorfismo de K-conjuntos

ResG
KIndG

HZ �
⊔

x∈[K\G/H]

IndK
K∩xH

xResH
Kx∩HZ.

2. (Identidad de Frobenius) Si X es un G-conjunto y Z es un H-conjunto, entonces existe un
isomorfismo de G-conjuntos

X × IndG
HZ � IndG

H((ResG
HX) × Z).

y en particular para cualquier G-conjunto X, existe un isomorfismo de G-conjuntos

X × (G/H) � IndG
HResG

HX

3. Si Z es un H-conjunto, entonces existe un isomorfismo de NG(K)/K-conjuntos

(IndG
HZ)K �

⊔
x∈[NG(K)\G/H]

Kx⊆H

IndNG(K)/K
NxH(K)/K(xZ)K

Demostración.

1. Sea S = [K\G/H] que denote un conjunto elegido de representantes de clases dobles
K\G/H y consideremos la aplicación

ϕ : ResG
KIndG

HZ →
⊔
x∈S

IndK
K∩xH

xResH
Kx∩HZ
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que manda el elemento [g, z] del lado izquierdo, con g ∈ G y z ∈ Z, al elemento [k, hz]x

de la componente x ∈ S del lado derecho, si g puede ser escrito como g = kxh, para algún
k ∈ K y h ∈ H. Veamos que efectivamente este es el isomorfismo requerido.

Primero veamos que está bien definido, sea [g, z] ∈ ResG
KIndG

HZ, entonces ϕ([g, z]) =

[k, hz]x, y sea [g′, z′] = [g, z] entonces existe h′ ∈ H tal que (g, z).h′ = (gh′, h′−1z) = (g′, z′).
Entonces g′ = gh′ = kxhh′ y z′ = h′−1z. Ası́ pues por un lado ϕ([g, z]) = [k, hz]x y por otro
ϕ([g′, z′]) = ϕ([gh′, h′−1z]) = [k, (hh′)h′−1z]x = [k, hz]x. Por lo tanto si está bien definida.

Ahora veamos que es morfismo de K-conjuntos. Sea k′ ∈ K, entonces

ϕ(k′.[g, z]) = ϕ([k′g, z]) = [k′k, hz]x = k′.[k, hz]x = k′ϕ([g, z])

Por lo tanto sı́ es de K-conjuntos.
Consideremos ahora

ψ :
⊔
x∈S

IndK
K∩xH

xResH
Kx∩HZ → ResG

KIndG
HZ

dada por ψ([k,x z]x) = [kx, z].
Veamos que está bien definida. Sea [k′,x z′]x otro representante de la clase [k,x z]x, en-

tonces existe xh ∈ K ∩x H tal que (k′,x z′) = (k,x z).xh = (k(xh), (xh−1)xz) = (kxh,x (h−1z)).
Ası́ que por un lado

ψ([k,x z]x) = [kx, z]

y por otro lado

ψ([k′,x z′]x) = [k′x, z′] = [k(xh)x, h−1z] = [kxh, h−1z] = [kx, z] = ψ([k, z]x)

Por lo tanto está bien definida.
Tomemos ahora [g, z] ∈ ResG

KIndG
HZ, entonces si g = kxh para algún k ∈ K y algún

h ∈ H

ψ ◦ ϕ([g, z]) = ψ([k, hz]x) = [kx, hz] = [kxhh−1, hz] = [kxh, z] = [g, z]

Por lo tanto ψ ◦ ϕ = IdResG
K IndG

HZ. Si ahora tenemos [k, z]x ∈
⊔
x∈S

IndK
K∩xH

xResH
Kx∩HZ,

entonces

ϕ ◦ ψ([k, z]x) = ϕ([kx, z]) = [k, z]x

por lo tanto ϕ ◦ ψ = Id⊔
x∈S IndK

K∩xH
xResH

Kx∩HZ. Con lo cual ϕ y ψ son inversas una de la otra y
entonces ϕ es el isomorfismo deseado.

2. Consideremos la aplicación

ϕ : X × IndG
HZ → IndG

H((ResG
HX) × Z)
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que manda el elemento (x, [g, z]) ∈ X × IndG
HZ al elemento [g, (g−1x, z)]. Veamos que es el

isomorfismo requerido.
Primero veamos que está bien definida. Sea [g′, z′] otro representante de la clase [g, z]

entonces existe h ∈ H tal que (g′, z′) = (g, z).h = (gh, h−1z). Entonces veamos que (x, [g, z])
y (x, [g′, z′]) van a parar al mismo elemento. Por un lado ϕ((x, [g, z])) = [g, (g−1x), z] y
por otra parte ϕ((x, [g′, z′])) = [g′, (g′−1x, z′)] = [gh, (h−1g−1x, h−1z)] = [gh, h−1.(g−1x, z)] =

[g, (g−1, z)]. Por lo tanto sı́ está bien definida.
Veamos ahora que es de G-conjuntos. Sea a ∈ G, entonces ϕ(a.(x, [g, z])) =

= ϕ(a.x, a.[g, z]) = ϕ((ax, [ag, z])) = [ag, (g−1a−1ax, z)] = [ag, (g−1x, z)] = a.[g, (g−1x, z)] =

a.ϕ((x, [g, z])).
Consideremos ahora la aplicación

ψ : IndG
H((ResG

HX) × Z)→ X × IndG
HZ

que toma el elemento [g, (x, z)] ∈ IndG
H((ResG

HX) × Z) y lo manda a (gx, [g, z]).
Sea [g′, (x′, z′)] otro representante de la clase, entonces existe h ∈ H tal que (g′, (x′, z′)) =

(g, (x, z)).h = (gh, h−1.(x, z)) = (gh, (h−1x, h−1z)). Ası́ pues ψ([g′, (x′, z)]) = (g′x′, [g′, z′]) =

(ghh−1x, [gh, h−1z]) = (gx, [g, z]) = ψ([g, (x, z)]). Por lo tanto está bien definida.
Ahora sólo resta ver que ϕ y ψ son inversa una de la otra. Para esto sea (x, [g, z]) ∈

X × IndG
HZ entonces

ψ ◦ ϕ((x, [g, z])) = ψ([g, (g−1x, z)]) = (gg−1x, [g, z]) = (x, [g, z])

Por lo tanto, ψ ◦ ϕ = IdX×IndG
HZ. Ahora bien, dado [g, (x, z)] ∈ IndG

H((ResG
HX) × Z), se tiene

que

ϕ ◦ ψ([g, (x, z)]) = ϕ((gx, [g, z])) = [g, (g−1gx, z)] = [g, (x, z)]

Por lo tanto ϕ ◦ ψ = IdIndG
H((ResG

H X)×Z. Con lo cual son inversas y por lo tanto ϕ es el isomor-
fismo buscado.

En particular si Z = H/H, IndG
HZ ' G/H y entonces

X ×G/H ' IndG
H((ResG

HX) × H/H) ' IndG
H(ResG

HX)

3. Notemos que (IndG
HZ)K = (ResG

NG(K)IndG
HZ)K , pues como conjuntos son el mismo. Además

del lado izquierdo es un NG(K)/K-conjunto y del lado derecho es un NNG(K)(K)/K-conjunto,
es decir NG(K)/K-conjunto. Usamos entonces la fórmula de Mackey (1.) y basta considerar
el caso K � G. En tal caso, el elemento [g, z] de IndG

HZ es invariante por K si y sólo si para
todo k ∈ K, k.[g, z] = [kg, z] = [g, z], es decir, existe h ∈ H tal que (kg, z) = (g, z).h =

(gh, h−|z). Entonces kg = gh y z = h−1z. De esto y de que estamos suponiendo K � G
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entonces Kg = K ⊆ H y z ∈ ZH. Por lo tanto (IndG
HZ)K es vacı́o si Kg * H y es igual a

IndG/K
H/KZK de otra forma. Ası́ aplicando la fórmula de Mackey se tiene

(IndG
HZ)K = (ResG

NG(K)IndG
HZ)K '

 ⊔
x∈[NG(K)\G/H]

IndNG(K)
NG(K)∩xH

xResH
NG(K)x∩HZ


K

'
⊔

x∈[NG(K)\G/H]
Kx⊆H

(
IndNG(K)

NxH(K)
xResH

NG(K)x∩HZ
)K
'

⊔
x∈[NG(K)\G/H]

Kx⊆H

IndNG(K)/K
NxH(K)/K

(
xResH

NG(K)x∩HZ
)K

'
⊔

x∈[NG(K)\G/H]
Kx⊆H

IndNG(K)/K
NxH(K)/K (xZ)K

Como querı́amos probar.

3. Caracterización de G-conjuntos

Lema 1.3. Sea G un grupo finito,

1. Cualquier G-conjunto es una unión disjunta de G-conjuntos transitivos. Si X es un G-
conjunto transitivo, y si x ∈ X, entonces la aplicación

gGx ∈ G/Gx 7→ g.x ∈ X

es un isomorfismo de G-conjuntos
2. Si H y K son subgrupos de G, entonces la aplicación f 7→ f (H) es una correspondencia

uno a uno entre el conjunto de homomorfismos de G-conjuntos de G/H a G/K y el conjunto
de clases xK ∈ G/K tal que H ⊆x K. En particular, los G-conjuntos G/H y G/K son
isomorfos si y sólo si H y K son conjugados en G.

Demostración.

1. Sabemos que si X es un G-conjunto entonces X es la unión disjunta de órbitas, las cuales
son G-conjuntos transitivos.

Sea ahora ϕ : G/Gx → X definida como sigue, ϕ(gGx) = g.x. Primero veamos que
está bien definida. Para esto, sea g′Gx = gGx entonces existe h ∈ Gx tal que g′ = gh y asi
ϕ(g′Gx) = g′.x = (gh).x = g.(h.x) = g.x = ϕ(gGx) pues h ∈ Gx.

Ahora que es de G-conjuntos; sea g′ ∈ G entonces ϕ(g′gGx) = (g′g).x = g′.(g.x) =

g′.ϕ(gGx).
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Resta ver que es biyectiva. Asi pues consideremos ψ : X → G/Gx definida como sigue,
dado y ∈ X y considerando que X es transitivo, entonces existe g ∈ G tal que y = g.x con lo
cual ψ(y) = gGx. Ahora bien, dado y ∈ X tenemos que ϕ◦ψ(y) = ϕ(ψ(y)) = ϕ(gGx) = g.x =

y. Por lo tanto ϕ ◦ ψ = idX. Y finalmente dado gGx ∈ G/Gx, ψ ◦ ϕ(gGx) = ψ(ϕ(gGx)) =

ψ(g.x) = gGx pues ya existe g ∈ G tal que g.x = g.x. Por lo tanto ψ ◦ ϕ = idG/Gx . Y de esto
y lo anterior concluimos que ϕ es biyectiva y por lo tanto isomorfismo de G-conjuntos.

2. Consideremos φ : Hom(G/H,G/K) → G/K. Es claro que si f y g son elementos de
Hom(G/H,G/K) con H ⊆x K, tales que φ( f ) = φ(g) entonces f (H) = g(H) y por lo tanto
f = g. Por lo tanto φ es una correspondencia uno a uno.

Ahora bien si G/H y G/K son isomorfos entonces por lo anterior H ⊆x K y K ⊆x H
equivalentemente xK ⊆ H, por lo tanto xK = H es decir, H =G K

Se puede caracterizar un G-conjunto salvo isomorfismo usando el siguiente teorema fundamen-
tal de Burnside.

Teorema 1.4. (Burnside). Sean G un grupo finito, y X y Y G-conjuntos finitos. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Los G-conjuntos X y Y son isomorfos.
2. Para cualquier subgrupo H de G, los conjuntos XH y YH tienen la misma cardinalidad.

Demostración. Dado que cualquier isomorfismo de G-conjuntos f : X → Y induce una biyección
f H : XH → YH en los conjuntos de puntos fijos para cualquier subgrupo H de G, se tiene que 1.
implica 2.

Para mostrar que 2. implica 1., notemos que se sigue del lema 1.3 que cualquier G-conjunto X
puede ser escrito salvo isomorfismo como

(3.1) X =
⊔

K∈[sG]

aK(X)G/K

para algún aK(X) ∈ N, donde aK(X)G/K denota la unión disjunta de aK(X) copias de G/K.

Si suponemos 2., entonces para cualquier H ∈ [sG],

∣∣∣XH
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣ ⊔
K∈[sG]

aK(X)(G/K)H

∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

K∈[sG]

aK(X)
∣∣∣(G/K)H

∣∣∣ =
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=
∑

K∈[sG]

aK(Y)
∣∣∣(G/K)H

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣ ⊔
K∈[sG]

aK(Y)(G/K)H

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣YH

∣∣∣
Entonces ∑

K∈[sG]

(aK(X) − aK(Y))
∣∣∣(G/K)H

∣∣∣ = 0

La matriz m de este sistema de ecuaciones está dada por

m(H,K) = |(G/K)H | = |{xK ∈ G/K | Hx ⊆ K}|

para H,K ∈ [sG]. En particular la entrada m(H,K) es no cero si y sólo si algún conjugado de H
está contenido en K.

Si el conjunto [sG] tiene un orden total � tal que H � K implica |H| ≤ |K|, entonces la matriz
m es triangular superior, con coeficientes en la diagonal no ceros m(H,H) = [NG(H) : H]. Esto es
que si [sG] = {H1 = I,H2, . . . ,Hn = G}, con H1 � H2,� · · · ,� Hn, entonces

m =



∣∣∣(G/H1)H1
∣∣∣ ∣∣∣(G/H2)H1

∣∣∣ . . .
∣∣∣(G/Hn)H1

∣∣∣∣∣∣(G/H1)H2
∣∣∣ ∣∣∣(G/H2)H2

∣∣∣ . . .
∣∣∣(G/Hn)H2

∣∣∣
...

...
. . .

...∣∣∣(G/H1)Hn
∣∣∣ ∣∣∣(G/H2)Hn

∣∣∣ . . .
∣∣∣(G/Hn)Hn

∣∣∣

 =


|G|

∣∣∣(G/H2)H1
∣∣∣ . . . 1

0 [NG(H2) : H2] . . . 1
...

...
. . .

...

0 0 . . . 1


En particular m es no singular, y al poder invertirla se sigue de la última suma que aK(X) =

aK(Y), para cualquier K ∈ [sG], y los G-conjuntos X y Y son isomorfos. Se sigue también que los
enteros aK(X) en la descomposición 3.1 están determinados de manera única por X.

Definición 1.5. La matriz anterior m (o algunas veces su transpuesta) es llamada la tabla de
marcas del grupo G.

Aquı́ algunos ejemplos:

Ejemplo 1.6. Sea p un número primo y G = Cp, entonces [sG] = {I,Cp} y por lo tanto

m =

 p 1
0 1


Ejemplo 1.7. Si G = S 3, [sG] = {I, 〈(12)〉, 〈(123)〉, S 3}

m =


6 3 2 1
0 1 0 1
0 0 2 1
0 0 0 1







Capı́tulo 2

Anillo de Burnside

1. Definición

La siguiente definición del anillo de Burnside del grupo G es una generalización axiomática de
las ideas y técnicas de Burnside. Ésta aparece en un artı́culo de Solomon ([10]).

Definición 2.1. (Solomon). El anillo de Burnside B(G) de G es el grupo de Grothendieck de
la categorı́a de G-conjuntos, por las relaciones dadas por la descomposición en unión disjunta de
G-conjuntos. La multiplicación en B(G) es inducida por el producto directo de G-conjuntos.

Esto significa que B(G) es el Z-modulo libre con base el conjunto de clases de equivalencia de
G-conjuntos finitos cociente por las relaciones identificando la clase de la unión disjunta X t Y de
dos G-conjuntos X y Y a la suma de la clase de X y la clase de Y .

El producto directo de G-conjuntos es conmutativo y distributivo con respecto a la unión dis-
junta, salvo isomorfismos. Por lo tanto este induce por bilinealidad una estructura de anillo con-
mutativo en B(G). La clase del conjunto • de cardinalidad 1 es una unidad para esta estructura de
anillo.

Ası́ pues dado que B(G) = K0(G) entonces B(G) es ya un grupo abeliano con la suma. Clara-
mente dados A, B,C ∈ ObG-set, se tiene que (A × B) ×C = A × (B ×C) y A × B ' B × A.

Ahora bien verifiquemos que (At B)×C = (A×C)t (B×C). Sea (x, y) ∈ (At B)×C entonces
o bien x ∈ A o x ∈ B, sin pérdida de generalidad supongamos x ∈ A entonces (x, y) ∈ A × C pero
(x, y) < B × C con lo cual (x, y) ∈ (A × C) t (B × C) Similarmente sea (z,w) ∈ (A × C) t (B × C)
entonces o bien (z,w) ∈ A×C o (z,w) ∈ B×C, sin pérdida de generalidad supongamos lo primero,
entonces (z,w) < B × C, con lo cual z < B o w < C, pero ya que (z,w) ∈ A × C entonces w ∈ C por
lo tanto z < B y asi (z,w) ∈ (A t B) × C. Ya que el producto es conmutativo la otra distributividad
es análoga a ésta.

Finalmente ya que A ' A×•, entonces • es neutro multiplicativo. Con lo cual B(G) es un anillo
conmutativo con unidad

11
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Dos G-conjuntos finitos A y B tienen la misma imagen en B(G) si y sólo si existen sucesiones
de G-conjuntos finitos Xi, Yi, para 1 ≤ i ≤ m, y Z j, T j, para 1 ≤ j ≤ n y un isomorfismo de
G-conjuntos.

A t

 m⊔
i=1

Xi

 t  m⊔
i=1

Yi

 t
 n⊔

j=1

(Z j t T j)

 ' B t

 m⊔
i=1

(Xi t Yi)

 t
 n⊔

j=1

Z j

 t
 n⊔

j=1

T j


Sabemos que B(G) = K0(G) = F (G)/R donde R = 〈|A t B| − |A| − |B|〉. Sean A y B tales que
[A] = [B] ∈ B(G) entonces |A| − |B| ∈ R y ası́

|A| − |B| =
m∑

i=1

(|Xi t Yi| − |Xi| − |Yi|) −
n∑

j=1

(
|Z j t T j| − |Z j| − |T j|

)
Entonces

|A| +
m∑

i=1

|Xi| +

m∑
i=1

|Yi| +

n∑
j=1

|Z j t T j| = |B| +
m∑

i=1

|Xi t Yi| +

n∑
j=1

|Z j| +

n∑
j=1

|T j|

con lo cual existe C ∈ ObG − set tal que A tC ' B tC

Tomando puntos fijos en ambos lados se tiene que para cualquier subgrupo H de G, ocurre que∣∣∣AH
∣∣∣ =

∣∣∣BH
∣∣∣ y el teorema de Burnside 1.4 implica que A y B son isomorfos como G-conjuntos. En

lo siguiente, un G-conjunto A y su imagen en B(G) serán identificados.

Del teorema de Burnside 1.4 se sigue que cualquier G-conjunto X puede ser escrito de manera
única salvo isomorfismo como

X '
⊔

H∈[sG]

aH(X)G/H

Por lo tanto B(G) es un Z-módulo libre con base indexada por los elementos G/H, para H ∈
[sG]. En esta base, la ley de multiplicación puede ser descrita por

(1.1) (G/H).(G/K) =
∑

x∈[H\G/K]

G/(H ∩x K).

Ésta se sigue de la proposición 1.2, aplicando la identidad de Frobenius al considerar X = G/K

(G/H) × (G/K) ' IndG
HResG

HG/K

pero G/K = IndG
KK/K, entonces

(G/H) × (G/K) ' IndG
HResG

HIndG
KK/K
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Y a partir de la fórmula de Mackey

ResG
HIndG

KK/K '
⊔

x∈[H\G/K]

IndH
H∩xK

xResK
Hx∩KK/K

considerando que xResK
Hx∩KK/K ' K/K se tiene

ResG
HIndG

KK/K '
⊔

x∈[H\G/K]

IndH
Hx∩KK/K '

⊔
x∈[H\G/K]

H/(H ∩x K)

Por lo tanto

(G/H) × (G/K) ' IndG
H

 ⊔
x∈[H\G/K]

H/(H ∩x K)

 =
⊔

x∈[H\G/K]

IndG
HH/(H ∩x K) '

⊔
x∈[H\G/K]

G/(H ∩x K)

Finalmente, las operaciones en G-conjuntos definidas en la sección 2 del capı́tulo 1 todas con-
mutan con uniones disjuntas. Por lo tanto pueden ser extendidas al anillo de Burnside: los elemen-
tos de B(G) pueden ser vistos como una diferencia formal X − Y de dos G-conjuntos finitos. Si
F : G-set → H-set denota uno de los funtores de restricción, inducción, puntos fijos, inflación,
deflación o conjugación, entonces F induce un homomorfismo de grupos, todavia denotado por F,
de B(G) a B(H), definido por

F(X − Y) = F(X) − F(Y)

para cualquiera dos G-conjuntos finitos X y Y .

Ası́ por ejemplo, si H es un subgrupo de G, existe un homomorfismo de restricción

ResG
H : B(G)→ B(H).

Este homomorfismo es de hecho un morfismo de anillos (con unidad). Pues ResG
H(X × Y) =

ResG
HX × ResG

HY para X y Y G-conjuntos. Y ResG
H• = •.

En el caso especial H = I, dado que B(G) ' Z, esto da una extensión de la cardinalidad a la
aplicación X 7→ |X| = ResG

I X de B(G) a Z.

Similarmente, existe un homomorfismo inducción

IndG
H : B(H)→ B(G)

Este no es un morfismo de anillos en general, pues IndG
H(X ×Y) no necesariamente es lo mismo

que IndG
HX × IndG

HY .

Si H es un subgrupo de G, existe un homomorfismo de puntos fijos X 7→ XH

f H : B(G)→ B(NG(H)/H)
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que es de hecho un homomorfismo de anillos, dado que f H(X × Y) = (X × Y)H y con una doble
contención tenemos que dado (x, y) ∈ (X×Y)H, se tiene que para h ∈ H, h.(x, y) = (h.x, h.y) = (x, y)
entonces h.x = x y h.y = y, es decir, x ∈ XH y y ∈ YH. Por lo tanto, (X × Y)H ⊆ XH × YH. Por otra
parte, dado (x, y) ∈ XH × YH entonces para cualquier h ∈ H se tiene h.(x, y) = (h.x, h.y) = (x, y) y
asi XH × YH ⊆ (X × Y)H. Por lo tanto ambos conjuntos son iguales.

Cuando H es un subgrupo normal de G, existe un homomorfismo inflación

InfG
G/H : B(G/H)→ B(G)

que es un homomorfismo de anillos. Pues como en casos anteriores InfG
H(X × Y) ' InfG

HX × InfG
HY .

Finalmente, si x es un elemento de G, existe un homomorfismo conjugación Z 7→x Z de B(H)
a B(xH), que es un homomorfismo de anillos, esto ya que cx,H(X × Y) =x (X × Y) =x X ×x Y =

cx,H(X) × cx,H(Y).

La siguiente en una extensión obvia de la proposición 1.2:

Proposición 2.2. Sea G un grupo finito, y H y K subgrupos de G.

1. (Fórmula de Mackey) Si Z ∈ B(G), entonces en B(K)

ResG
KIndG

HZ =
∑

x∈[K\G/H]

IndK
K∩xH

xResH
Kx∩HZ.

2. (Identidad de Frobenius) Si X ∈ B(G) y Z ∈ B(H), entonces en B(G)

X.IndG
HZ = IndG

H

(
(ResG

HX).Z
)

y en particular para cualquier X ∈ B(G)

X.(G/H) = IndG
HResG

HX.

3. Si Z ∈ B(H), entonces en B(NG(K)/K)

(IndG
HZ)K =

∑
x∈[NG(K)\G/H]

Kx⊆H

IndNG(K)/K
NxH(K)/K(xZ)K

2. Puntos fijos como homomorfismos de anillos

El anillo B(G) es finitamente generado como Z-módulo, por lo tanto en un anillo noetheriano.
El teorema de Burnside 1.4 puede ser interpretado como sigue: cada subgrupo H de G define un
homomorfismo de anillos φG

H : B(G) → Z por φG
H(X) = |XH |. El kernel de φG

H es un ideal primo,
dado que Z es un dominio entero, y la intersección de todos estos kernels para subgrupos H de G
es cero. En particular, el anillo B(G) es reducido, esto es, que su único elemento nilpotente es el 0.
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Consideremos g ∈ G y f : XH → XHg
aplicación de conjuntos dada por x 7→ g−1xg. Veamos

que f (x) ∈ XHg
. Entonces para hg ∈ Hg, hg f (x) = g−1hgg−1xg = g−1hxg = g−1xg = f (x) pues

x ∈ XH. Por lo tanto f (x) ∈ XHg
. Ahora, claramente es inyectiva pues dados x, x′ ∈ XH tal que

f (x) = f (x′), entonces g−1xg = g−1x′g y asi x = x′. Ahora bien dado y ∈ XHg
existe gyg−1 ∈ XH tal

que f (gyg−1) = y, por lo tanto f es sobreyectiva y entonces una biyección, con lo cual |XH | = |XHg
|

para cualquier g en G. Ahora bien, sean H y K conjugados en G, entonces existe g ∈ G tal que
H = Kg y entonces φG

H(X) = |XH | = |XKg
| = |XK | = φG

K(X). Por lo tanto φG
H = φG

K y entonces la
aplicación producto

Φ =
∏

H∈[sG]

φG
H : B(G)→

∏
H∈[sG]

Z

es inyectiva. Más aún, esta aplicación Φ es una aplicación entre Z-módulos libres que tienen el
mismo rango. Por lo tanto el cokernel de Φ es finito.

La matriz m de Φ con respecto a la base {G/H}H∈[sG] y a la base canónica {eH}H∈[sG] de
∏

H∈[sG]

Z

es la tabla de marcas del grupo G. Recordando de la definición 1.5 que para H,K ∈ [sG]

m(H,K) = |(G/K)H | = |{xK ∈ G/K | Hx ⊆ K}|.

La cardinalidad del cokernel de Φ es el determinante de m, por lo tanto es igual a

|Coker(Φ)| =
∏

H∈[sG]

[NG(H) : H].

Este cokernel fue descrito por Dress ([5]):

Teorema 2.3. (Dress) Sea G un grupo finito. Para H y K en [sG], sea

n(K,H) = |{xK ∈ NG(K)/K | 〈x,K〉 =G H}|.

Entonces el elemento y =
∑

H∈[sG]

yHeH de
∏

H∈[sG]

Z está en la imagen de Φ si y sólo si para cual-

quier K ∈ [sG] ∑
H∈[sG]

n(K,H)yH ≡ 0 mod |NG(K)/K|

Demostración. Primero sea X un G-conjunto finito, y sea y = Φ(X). Entonces con la notación del
teorema y =

∑
H∈[sG]

yHeH =
∑

H∈[sG]

|XH |eH y ası́ yH = |XH | para todo H ∈ [sG], por lo tanto para

cualquier K ∈ [sG]∑
H∈[sG]

n(K,H)yH =
∑

H∈[sG]

∣∣∣XH
∣∣∣ |{xK ∈ NG(K)/K | 〈x,K〉 =G H}| =
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=
∑

H∈[sG]

∣∣∣X〈x,K〉∣∣∣ |{xK ∈ NG(K)/K | 〈x,K〉 =G H}| =
∑

xK∈NG(K)/K

∣∣∣X〈x,K〉∣∣∣ =
∑

xK∈NG(K)/K

∣∣∣∣(XK
)x∣∣∣∣

pues notemos que X〈x,K〉 =
(
XK

)x
conjuntivı́sticamente, pues un elemento de 〈x,K〉 es de la forma

xmk con k ∈ K y algún m ∈ N. Entonces dado y ∈
(
XK

)x
, xmky = xmy = y por lo tanto y ∈ X〈x,K〉,

inversamente dado y ∈ X〈x,K〉 para k ∈ K y x, se tiene xky = x(ky) = xy = y. Por lo tanto y ∈
(
XK

)x

y en consecuencia
(
XK

)x
= X〈x,K〉.

Ahora para cualquier grupo finito L actuando en un conjunto finito Z se tiene

|L × L\Z| = |L||L\Z| = |L|

∣∣∣∣∣∣∣⊔z∈Z Lz/L

∣∣∣∣∣∣∣ = |L|
∑
z∈Z

|Lz|

|L|
=

∑
z∈Z

|Lz| = |{(l, z) ∈ L × Z | l.z = z}| =
∑
l∈L

∣∣∣Zl
∣∣∣ .

Aplicando esto a L = NG(K)/K y Z = XK da∑
H∈[sG]

n(K,H)yH = |NG(K)/K|
∣∣∣NG(K)\XK

∣∣∣ ≡ 0 mod |NG(K)/K|

Por linealidad, esto probará la parte de suficiencia del teorema.

Aplicando esto a X = G/M, para algún M ∈ [sG], muestra que existe una matriz t indexada por
[sG] × [sG], con entradas en Z, tal que para K ∈ [sG]∑

H∈[sG]

n(K,H)m(H,K) = |NG(K)/K|t(K,M).

Ahora por el orden en [sG] tenemos que la matriz n es triangular superior y los coeficientes de
su diagonal son n(K,K) = |{xK ∈ NG(K)/K | 〈x,K〉 =G K}| = 1, y ya que m también es triangular
superior, entonces t lo es, y despejando de la suma

t(K,K) = m(K,K)/|NG(K)/K| = 1.

En particular t por ser triangular superior con unos en la diagonal es invertible (sobre Z).

Ahora supongamos que el elemento y =
∑

H∈[sG]

yHeH ∈
∏

H∈[sG]

Z satisface las congruencias del

teorema. Dado que el Coker(Φ) es finito, existe un número racional rM, para M ∈ [sG], tal que

y =
∑

M∈[sG]

rMΦ(G/M) =
∑

M∈[sG]

rM

∣∣∣(G/M)H
∣∣∣ eH.

En otras palabras para cada H ∈ [sG]

yH =
∑

M∈[sG]

|(G/M)H |rM.
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Por lo tanto para cada K ∈ [sG]∑
H∈[sG]

n(K,H)yH =
∑

H∈[sG]

n(K,H)
∑

M∈[sG]

∣∣∣(G/M)H
∣∣∣ rM =

∑
H∈[sG]

∑
M∈[sG]

n(K,H)m(H,M)rM

pero |NG(K)/K|t(K,M) =
∑

H∈[sG]

n(K,H)m(H,M), sustituimos y entonces

∑
H∈[sG]

n(K,H)yH = |NG(K)/K|
∑

M∈[sG]

t(K,M)rM

Por hipótesis la suma del lado izquierdo es un múltiplo de |NG(K)/K|, por lo tanto existen
enteros zK tal que para todo K ∈ [sG] ∑

M∈[sG]

t(K,M)rM = zK

Dado que t es invertible sobre Z, tenemos que rK ∈ Z para toda M y ası́ y ∈ Im(Φ).

3. Aplicaciones

Tenemos ahora algunas aplicaciones. Sea X un G-conjunto y n ∈ N. Denotaremos X
n

 = {Y ⊆ X | |Y | = n}

Éste es un G-conjunto con la siguiente acción, dado g ∈ G g.Y = gY . En esta sección y a reserva de
señalar lo contrario p será un número primo. Tenemos entonces el siguiente lema:

Lema 2.4. Sea U ≤ G, q ∈ N, entonces∣∣∣∣∣∣∣∣
 G

q

U
∣∣∣∣∣∣∣∣ =


0 si |U | - q [G : U]

q/|U |

 si |U | | q

Demostración. Tenemos que∣∣∣∣∣∣∣∣
 G

q

U
∣∣∣∣∣∣∣∣ = |{Y ⊆ G | |Y | = q, uY = Y ∀u ∈ U}| = |{Y ⊆ G | |Y | = q,Y =

r⊔
i=1

Uyi}|

Notemos que

q = |Y | =

∣∣∣∣∣∣∣
r⊔

i=1

Uyi

∣∣∣∣∣∣∣ =

r∑
i=1

|Uyi| =
r∑

i=1

|U | = r|U |



18 2. ANILLO DE BURNSIDE

pues claramente U ' Uyi para todo i = 1 . . . r, por lo tanto r = q/|U |. Considerando ahora la
biyección entre  G

q

U

→

 G/U
r


Y → {Uy1, . . .Uyr}

entonces ∣∣∣∣∣∣∣∣
 G

q

U
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
{

Y ⊆ G/U :
∣∣∣Y ∣∣∣ =

q
|U |

}∣∣∣∣∣∣
Observemos que el conjunto de la derecha es vacı́o si |U | - q y por lo tanto su cardinalidad nula.
Si por el contrario no es vacı́o, su cardinalidad será el número de subconjuntos de G/U posibles de
cardinalidad r, es decir las combinaciones de [G : U] tomadas r = q/|U | a la vez. Por lo tanto

∣∣∣∣∣∣∣∣
 G

q

U
∣∣∣∣∣∣∣∣ =


0 si |U | - q [G : U]

q
|U |

 si |U | | q

Lema 2.5. Sea X ∈ B(G), H ≤ G, X =
∑

K∈[sG]

aKG/K con aK ∈ Z. H ∈ [sG] es maximal con∣∣∣XH
∣∣∣ , 0 si y sólo si aH , 0 y H es maximal con esta propiedad. En este caso

∣∣∣XH
∣∣∣ = aH

∣∣∣NG(H)
H

∣∣∣.
Demostración. Supongamos H ∈ [sG] maximal tal que

∣∣∣XH
∣∣∣ , 0, entonces

0 ,
∣∣∣XH

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
 ∑

K∈[sG]

aKG/K


H
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∑
K∈[sG]

aK

∣∣∣(G/K)H
∣∣∣

pero sabemos que para K � H,
∣∣∣(G/K)H

∣∣∣ = 0, por lo tanto la suma anterior la podemos reescribir
como ∣∣∣XH

∣∣∣ =
∑

K∈[sG]
H≤K

aK

∣∣∣(G/K)H
∣∣∣ , 0

Por lo tanto, existe K ≥G H tal que aK , 0. Sea H ≤G K0 maximal con aK0 , 0, entonces∣∣∣XK0
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣ ∑K∈[sG]

aK (G/K)K0

∣∣∣∣∣∣∣ = aK0

∣∣∣(G/K0)K0
∣∣∣ = aK0

∣∣∣∣∣NG(K0)
K0

∣∣∣∣∣ , 0

pero ya que H es maximal con la propiedad de que
∣∣∣XH

∣∣∣ , 0, entonces K0 ≤ H y por lo tanto
H = K0 con lo cual

∣∣∣XH
∣∣∣ = aH

∣∣∣NG(H)
H

∣∣∣ .
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Sea ahora H tal que aH , 0 y que sea maximal con esta propiedad. Entonces∣∣∣XH
∣∣∣ =

∑
K∈[sG]
H≤K

aK

∣∣∣(G/K)H
∣∣∣ = aH

∣∣∣(G/H)H
∣∣∣ = aH

∣∣∣∣∣NG(H)
H

∣∣∣∣∣ .
Además H es maximal pues si suponemos que existe H0 maximal tal que

∣∣∣XH0
∣∣∣ , 0 y que

contiene propiamente a H, entonces

0 ,
∣∣∣XH0

∣∣∣ = aH0

∣∣∣∣∣NG(H0)
H0

∣∣∣∣∣
es decir, aH0 , 0, contradiciendo la maximalidad de H con esta propiedad.

Lema 2.6. Sea C = Cn entonces el conjunto
 C

d

 | d divide a n


es base de B(C).

Demostración. Sabemos que una base para B(C) es {C/Ct | t divide a n}, entonces C
d

 =
∑
t|n

aCtC/Ct

Sea e ∈ Z tal que aCe , 0 maximal. Por los lemas anteriores

0 ,

∣∣∣∣∣∣∣∣
 C

d

Ce
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

 [C : Ce]
d/|Ce|

 =

 [C : Ce]
d/e


entonces e | d y por lo tanto Ce ⊆ Cd.

Pero por otra parte tenemos que∣∣∣∣∣∣∣∣
 C

d

Cd
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

 [C : Cd]
d/d

 =

 n/d
1

 =
n
d
, 0

Por lo tanto e = d por maximalidad de e y entonces

aCd

∣∣∣∣∣NC(Cd)
Cd

∣∣∣∣∣ = aCd

∣∣∣∣∣ C
Cd

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
 C

d

Cd
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

n
d

entonces aCd = 1 y por lo tanto  C
d

 = C/Cd +
∑
t|n
t,d

aCtC/Ct
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Lo que implica que al considerar la matriz
(
aCt

)
t|n, tenemos que es triangular superior con unos

en la diagonal, por lo tanto


 C

d

 | d divide a n

 es base.

Tenemos ahora el siguiente teorema de Dress:

Teorema 2.7. (Dress) Sea G un grupo finito. Dado H ≤ G, denotemos CH = C|H| y C = CG,
entonces existe

α : B(C)→ B(G)

homomorfismo de anillos tal que ∀H ≤ G ocurre
∣∣∣(α(X))H

∣∣∣ =
∣∣∣XCH

∣∣∣
Demostración. Sea α : B(C) → B(G) dado en la base por α

 C
d

 =

 G
d

 y extendida lineal-

mente. Veamos que es de anillos con unidad. Para esto basta ver que
∣∣∣(α(X))H

∣∣∣ =
∣∣∣XCH

∣∣∣ para todo
X ∈ B(C) y todo H ≤ G. Pues si esto vale tendrı́amos que.∣∣∣(α(XY))H

∣∣∣ =
∣∣∣(XY)CH

∣∣∣ =
∣∣∣XCH YCH

∣∣∣ =
∣∣∣XCH

∣∣∣ ∣∣∣YCH
∣∣∣ =

=
∣∣∣α(X)H

∣∣∣ ∣∣∣α(Y)H
∣∣∣ =

∣∣∣(α(X)α(Y))H
∣∣∣ ∀H ≤ G

Entonces α(XY) = α(X)α(Y). Y tendrı́amos también∣∣∣α(1B(C))
∣∣∣ =

∣∣∣1CH
B(C)

∣∣∣ = 1 =
∣∣∣1B(G)

∣∣∣ ∀H ≤ G

por lo tanto α(1B(C)) = 1B(G). Ya que | ∗ | es lineal basta ver que lo satistace para la base, es decir,∣∣∣∣∣∣∣∣
α  C

d

H
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
 C

d

CH
∣∣∣∣∣∣∣∣ ∀H ≤ G ∀d | n

Pero ∣∣∣∣∣∣∣∣
α  C

d

H
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
 G

d

H
∣∣∣∣∣∣∣∣ =


 [G : H]

d/|H|

 si |H| | d

0 si |H| - d
y ∣∣∣∣∣∣∣∣

 C
d

CH
∣∣∣∣∣∣∣∣ =


 [C : CH]

d/CH

 si |CH | | d

0 si |CH | - d

Pero notemos que |CH | = |H| y |C| = |G|, por lo tanto∣∣∣∣∣∣∣∣
 C

d

CH
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
α  C

d

H
∣∣∣∣∣∣∣∣
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Corolario 2.8. Para todo d | |G| existe Xd ∈ B(G) con∣∣∣XU
d

∣∣∣ =

 d si d | [G : U]
0 si d - [G : U]

Demostración. Consideremos α : B(C)→ B(G) del teorema anterior con C = C|G|.

Sea C/C |G|
d
∈ B(C), entonces consideremos Xd = α

(
C/C |G|

d

)
. Entonces por el teorema 2.7

∣∣∣XU
d

∣∣∣ =
∣∣∣∣(C/C |G|

d

)CU
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣NC(C |G|
d

)
∣∣∣∣∣∣∣∣C |G|

d

∣∣∣∣ m(CU ,C |G|
d

)

pero m(CU ,C |G|
d

) = 1 si CU ≤ C |G|
d

, y ya que C es cı́clico esto ocurre si |CU | = |U | divide a

|C |G|
d
| = |G|

d . Entonces ∣∣∣XU
d

∣∣∣ =

 |G|
|G|/d si |U |

∣∣∣ |G|
d

0 si |U | 6
∣∣∣ |G|

d

=

 d si d
∣∣∣∣ |G||U |

0 si d 6
∣∣∣∣ |G||U |

Corolario 2.9. (Sylow) Si d | |G| entonces

mcd ({[G : H] | d divide a [G : H],H ≤ G}) = d

Demostración. Tenemos que
Xd =

∑
H∈[sG]

aHG/H

Si aH , 0, sea H ≤ H0 con aH0 , 0 maximal. Entonces por el lema 2.5, por un lado 0 ,
∣∣∣XH0

d

∣∣∣ =

aH0

∣∣∣∣NG(H0)
H0

∣∣∣∣ y por el corolario 2.8, 0 ,
∣∣∣XH0

d

∣∣∣ = d y d|[G : H0] pero ya que H ≤ H0 entonces

[G : H0] | [G : H] y por lo tanto d | [G : H]. Con lo cual, Xd =
∑

d|[G:H]

aHG/H. Y ası́,

d =
∣∣∣X1

d

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣ ∑
d|[G:H]

aHG/H

∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

d|[G:H]

aH |G/H| =
∑

d|[G:H]

aH[G : H]

Corolario 2.10. Sea G un grupo finito. Si pa | |G| entonces existe P ≤ G tal que |P| = pa
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Demostración. Tenemos que el orden de G se puede escribir como |G| = pad con

d = mcd ({[G : H] | d divide a [G : H],H ≤ G}) ,

pues

d | [G : H]⇔ |H|
∣∣∣∣∣ |G|d

= pa

entonces
|G|
pa = mcd{

|G|
|H|
| |H| divide a pa } =

|G|
mcd{|H| : |H| | pa}

y por lo tanto

pa = mcd{|H| : |H| | pa}

con lo cual existe H ≤ G tal que |H| = pa

Corolario 2.11. (Sylow) Sea G un grupo finito y pa | |G|, entonces

|{H ≤ G | |H| = pa}| ≡ 1 mod p

.

Demostración. Sea d = |G|
pa , entonces

Xd =
∑

d|[G:H]

aHG/H

y por el corolario 2.8

d =
∑

d|[G:H]

aH[G : H]

dividimos ambos lados por d, y ya que cada sumando es divisible por d tiene sentido hacerlo del
lado derecho, con lo cual tenemos

1 =
∑

H∈[sG]
d|[G:H]

aH
[G : H]

d

pero |G|pa

∣∣∣∣ |G||H| ⇔ |H| | pa entonces |G|/|H|
|G|/pa =

pa

|H| , con lo cual se tiene que

1 =
∑

H∈[sG]
d|[G:H]

aH
pa

|H|
≡

∑
H∈[sG]
|H|=pa

aH,0

aH mod p

pero ya que aH , 0, entonces |H| = pa es maximal y por lo tanto

aH =

∣∣∣XH
d

∣∣∣
[NG(H) : H]

=
d

[NG(H) : H]
=

[G : H]
[NG(H) : H]

= [G : NG(H)]
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por lo tanto
1 ≡

∑
H∈[sG]
|H|=pa

[G : NG(H)] = |{H ≤ G | |H| = pa}| mod p

Corolario 2.12. Sea G un p-grupo, entonces |X1| ≡ |XG| mod p, para todo G-conjunto X.

Demostración. Escribimos a X como combinación lineal de la base

X =
∑

H∈[sG]

aHG/H

entonces
|X1| =

∑
H∈[sG]

aH[G : H] ≡ aG = |XG| mod p

pues dado que G es p-grupo todos los ı́ndices de subgrupos propios es una potencia de p y sólo
queda aG.

Corolario 2.13. Sean G un grupo finito, V ≤ G p-grupo y U ≤ G subgrupo con p - [G : U]
entonces V ≤G U. En particular los grupos de Sylow son conjugados.

Demostración. Consideremos G/U como V-conjunto. Entonces por el lema anterior inmediato∣∣∣(G/U)V
∣∣∣ ≡ ∣∣∣(G/U)1

∣∣∣ = [G : U] . 0 mod p

Por lo tanto V ≤G U.

En particular si tomamos V ≤ G y V ′ ≤ G p-subgrupos de Sylow. Aplicado a U = V ′, tenemos
que V ≤G V ′. Y por otro lado aplicado a U = V , V ′ ≤G V . Por lo tanto, V =G V ′.

Lema 2.14. (Frobenius) Sea X un G-conjunto. Entonces∑
g∈G

|Xg| = |G||G\X|

Demostración. Tenemos que∑
g∈G

|Xg| =
∑
g∈G
x∈X

|{(g, x) | gx = x}| =
∑
x∈X

|{g ∈ G | gx = x}| =
∑
x∈X

|Gx|

∑
x∈X

|G|
|OrbG(x)|

= |G|
∑
x∈X

1
|OrbG(x)|

= |G|
∑

x∈[G\X]

1 = |G||G\X|
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Corolario 2.15. Sea G finito y g ∈ G. Entonces
∑
g∈G

∣∣∣X〈g〉∣∣∣ ≡ 0 mod |G| para todo X ∈ B(G).

Demostración. Es inmediata del lema anterior.

Corolario 2.16. (Frobenius) Para todo m | |G| se tiene que |{g ∈ G | gm = 1}| ≡ 0 mod m

Demostración. Sea X = X|G|/m ∈ B(G), por el corolario anterior∑
g∈G

∣∣∣X〈g〉∣∣∣ ≡ 0 mod |G|

Pero recordemos que ∣∣∣X〈g〉∣∣∣ =


|G|
m si |G|

m

∣∣∣∣ |G||〈g〉|
0 si |G|

m 6

∣∣∣∣ |G||〈g〉|
pero |G|m

∣∣∣∣ |G||〈g〉| si y sólo si |〈g〉| | m, con lo cual∑
g∈G

∣∣∣X〈g〉∣∣∣ =
∑
g∈G
gm=1

|G|
m

=
|G|
m
|{g ∈ G | gm = 1}|

por lo tanto |{g ∈ G | gm = 1}| ≡ 0 mod m

4. Idempotentes

La aplicación Φ de la sección previa es una aplicación inyectiva entre Z-módulos libres que
tienen el mismo rango. Por lo tanto cuando tensorizamos con Q resulta un isomorfismo de Q-
álgebras.

Q ⊗Z Φ : Q ⊗Z B(G) '
−−−−−→

∏
H∈[sG]

Q

y en particular el álgebra Q ⊗Z B(G) es semi-simple, esto es que es suma de simples. Ésta se
denotará por QB(G). La componente QφG

H de QΦ continuará siendo escrita X 7→
∣∣∣XH

∣∣∣, ası́ que en
general

∣∣∣XH
∣∣∣ será un número racional para X ∈ QB(G). Más generalmente, todas las notaciones

definidas para B(G) serán extendidas sin cambio a QB(G).

La imagen inversa por QΦ de los elementos indexados por H de la Q-base canónica de
∏

H∈[sG]

Q

es denotada por eG
H. Si H′ es conjugado de H en G, también se establece que eG

H′ = eG
H pues al ser
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conjugados
∣∣∣XH

∣∣∣ =
∣∣∣XH′

∣∣∣. Con esta notación para cualquier par de subgrupos H y K de G, se tiene∣∣∣(eG
H)K

∣∣∣ =

 1 si H =G K.
0 de otra manera

El conjunto de elementos eG
H, para H ∈ [sG], es el conjunto de idempotentes primitivos de

QB(G). Estos idempotentes han sido calculados explı́citamente por Gluck ([7]), y más tarde inde-
pendientemente por Yoshida ([14]). Esto se puede hacer usando el siguiente lema:

Lema 2.17. Sea G un grupo finito

1. Sea H un subgrupo de G. Entonces para cualquier X ∈ QB(G)

X.eG
H = |XH |eG

H.

Inversamente, si Y ∈ QB(G) es tal que X.Y = |XH |Y para cualquier X ∈ QB(G), entonces
Y ∈ QeG

H.
2. Sea H un subgrupo propio de G. Entonces ResG

HeG
G = 0. Inversamente, si Y ∈ QB(G) es tal

que ResG
HY = 0 para cualquier subgrupo propio H de G, entonces Y ∈ QeG

G.
3. Sea H un subgrupo de G, y sea y ∈ G. Entonces

ResG
HeG

H = eH
H, eG

H =
1

[NG(H) : H]
IndG

HeH
H,

yeH
H = e

yH
yH.

Demostración.

1. Dado que eG
H es la preimagen de una base bajo un isomorfismo de Q−álgebras, entonces

el conjunto de estos elementos, para H ∈ [sG], es una Q-base de QB(G), por lo tanto para
cualquier X ∈ QB(G), existen racionales rH, para H ∈ [sG], tal que

X =
∑

H∈[sG]

rHeG
H.

Tomamos puntos fijos y cardinalidad en ambos lados para un subgrupo K ∈ [sG] tene-
mos que ∣∣∣XK

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
 ∑

H∈[sG]

rHeG
H


K
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∑
H∈[sG]

rH

∣∣∣(eG
H)K

∣∣∣
pero recordamos que si H ,G K, entonces

(
eG

H

)K
= 0 y considerando que eG

H = eG
K si

H =G K se tiene que
∣∣∣XK

∣∣∣ = rH

∣∣∣(eG
H)K

∣∣∣ = rK . Tendremos entonces que para todo K ∈ [sG]

X.eG
K =

 ∑
H∈[sG]

|XH |eG
H

 .eG
H =

∑
H∈[sG]

|XH |eG
H.e

G
K = |XK |eG

K

pues estos elementos son idempotentes.
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Sea ahora Y un elemento de QB(G) que verifica que X.Y = |XH |Y para cualquier X ∈
QB(G). Entonces en particular, eG

K .Y = |(eG
K)H |Y = 0 si K ,G H, por lo tanto

Y.Y =

 ∑
H∈[sG]

|YH |eG
H

 .Y =
∑

H∈[sG]

|YH |eG
H.Y = |YK |eG

K .Y

es decir, Y = |YH |eG
H, con lo cual es un múltiplo racional de eG

H.
2. Sea H un subgrupo propio de G. Entonces para cualquier subgrupo K de H,∣∣∣(ResG

HeG
G)K

∣∣∣ =
∣∣∣∣(eG

G

)K ∣∣∣∣ = 0

dado que |(ResG
HX)K | = |XK | para cualquier G-conjunto X, y por lo tanto para cualquier

X ∈ QB(G). Lo cual nos dice que la restricción de eG
G a cualquier subgrupo propio de G es

cero.
Inversamente, si la restricción de un elemento Y a cualquier subgrupo H de G es cero,

entonces también (ResG
HY)H = 0 y ası́ 0 = |(ResG

HY)H | = |YH | para tales subgrupos propios,
entonces |YG| , 0 y por 1. Y = |YG|eG

G, lo cual querı́amos probar.
3. Si K es un subgrupo de H, entonces

∣∣∣(ResG
HeG

H)K
∣∣∣ =

∣∣∣∣(eG
H

)K ∣∣∣∣ =

 1 si K = H.
0 si K , H.

Pero notemos que

|(eH
H)K | =

 1 si K = H.
0 si K , H.

Con lo cual
∣∣∣(ResG

HeG
H)K

∣∣∣ =
∣∣∣∣(eH

H

)K ∣∣∣∣ para cualquier subgrupo K de H, y por el teorema
1.4 ResG

HeG
H = eH

H.
Considerando ahora el siguiente elemento IndG

HeH
H. Si X es un elemento de QB(G),

entonces por la identidad de Frobenius de la proposición 1.2

X.IndG
HeH

H = IndG
H

(
(ResG

HX).eH
H

)
=

que por 1. se sigue

= IndG
H

(∣∣∣(ResG
HX)H

∣∣∣ eH
H

)
= IndG

H

(∣∣∣XH
∣∣∣ eH

H

)
=

∣∣∣XH
∣∣∣ IndG

HeH
H.

Entonces por 1. se sigue que existe un número racional rG
H tal que

IndG
HeH

H = rG
HeG

H.
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Por la fórmula de Mackey de la proposición 1.2, la restricción del lado izquierdo a H
es igual a

ResG
HIndG

HeH
H =

∑
x∈[H\G/H]

IndH
H∩xH

xResH
Hx∩HeH

H =
∑

x∈[NG(H)/H]

(xeH
H)

esto porque la restricción e inducción de eH
H a Hx ∩ H y xeH

H a H ∩x H, respectivamente es
cero si Hx , H. Más aun si y ∈ G, entonces para cualquier subgrupo K de yH tenemos que
dado un X en B(G), tenemos el siguiente isomorfismo dado por

(yX)K → XKy

yz→ z

con lo cual∣∣∣∣(yeH
H

)K ∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣(eH
H

)Ky
∣∣∣∣∣ =

 1 si Ky = H,
0 de otra manera.

=

 1 si K =y H,
0 de otra manera.

=
∣∣∣∣(eyH

yH

)K ∣∣∣∣
y por el teorema 1.4 entonces yeH

H = e
yH
yH.

Finalmente de la igualdad al aplicar la fórmula de Mackey tenemos que

ResG
HIndG

HeH
H = |NG(H)/H|eH

H

y además

ResG
HIndG

HeH
H = ResG

HrG
HeG

H = rG
HResG

HeG
H = rG

HeH
H

de estas dos igualdades concluimos entonces que rG
H = |NG(H)/H| y por lo tanto

eG
H =

1
|NG(H)/H|

IndG
HeH

H

como se querı́a mostrar.

Teorema 2.18. (Gluck). Sea G un grupo finito. Si H es un subgrupo de G, entonces

eG
H =

1
[NG(H) : H]

∑
K⊆H

|K|µ(K,H)G/K,

donde µ es la función de Möbius de los copos de subgrupos de G, y G/K es el elemento 1⊗G/K ∈
QB(G).

Demostración. Escribimos en términos de la base a eH
H, entonces

eH
H =

∑
K⊆H

r(K,H)H/K,
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con r(K,H) un número racional. Ya que por el lema anterior yeH
H = e

yH
yH para y ∈ G, entonces

yeH
H =

∑
K⊆H

r(K,H)y(H/K) =
∑

yK⊆yH

r(yK,y H)yH/yK = e
yH
yH

y podemos suponer r(yK,y H) = r(K,H) para y ∈ G. Tomando inducción de H a G, por el lema
anterior nos dice que

eG
H =

1
[NG(H) : H]

IndG
HeH

H =
1

[NG(H) : H]
IndG

H

∑
K⊆H

r(K,H)H/K

 =

(4.1) =
1

[NG(H) : H]

∑
K⊆H

r(K,H)IndG
HH/K =

1
[NG(H) : H]

∑
K⊆H

r(K,H)G/K

Si ahora sumamos los elementos eG
H, para H ∈ [sG], tenemos que es igual a • = G/G. Sin

embargo si sumamos sobre todos los subgrupos H de G en vez de tomar uno por clase, nos da que

G/G =
∑

H∈[sG]

eG
H =

∑
H⊆G

|NG(H)|
|G|

1
[NG(H) : H]

∑
K⊆H

r(K,H)G/K =
∑
H⊆G

|H|
|G|

∑
K⊆H

r(K,H)G/K

El coeficiente de G/K del lado derecho es igual al coeficiente de G/K′, para cualquier conju-
gado K′ de K en G, y es igual a ∑

K⊆H⊆G

|H|
|G|

r(K,H).

Pero por el lado izquierdo tenemos que dicho coeficiente debe ser 0 si K , G y 1 si K = G.
Considerando r′(K,H) = |H|

|K|r(K,H) para K ⊆ H, se tiene que

∑
K⊆H⊆G

|H|
|G|

r(K,H) =
∑

K⊆H⊆G

|K|
|G|
|H|
|K|

r(K,H) =
|K|
|G|

∑
K⊆H⊆G

|H|
|K|

r(K,H) =

 1 si K = G
0 si K , G

entonces ∑
K⊆H⊆G

r′(K,H) =

 [G : K] = 1 si K = G,
0 de otra manera.

Con lo cual r′(K,H) es igual a µ(K,H), donde µ es la función de Möbius de los copos de los
subgrupos de G. Por lo tanto |H|

|K|r(K,H) = µ(K,H) y entonces r(K,H) = |K|
|H|µ(K,H) y de la ecuación

para eG
H que obtuvimos arriba obetenemos

eG
H =

1
[NG(H) : H]

∑
K⊆H

|K|
|H|

µ(K,H)G/K =
1

|NG(H)|

∑
K⊆H

|K|µ(K,H)G/K

como querı́amos probar.
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La fórmula para idempotentes primitivos enQB(G) permite una pregunta natural: ¿cuándo estos
idempotentes están de hecho en B(G)? Más general, si π es un conjunto de números primos, deno-
temos Z(π) al subanillo de Q de fracciones irreducibles con denominador primo relativo a todos los
elementos de π. En otras palabras Z(π) es la localización de Z con respecto al conjunto Z − ∪p∈πpZ.
Se puede preguntar cuando los idempotentes de QB(G) están de hecho en Z(π)B(G). La respuesta
es como sigue:

Teorema 2.19. (Dress) Sea G un grupo finito, y π un conjunto de primos. Sea F una familia de
subgrupos de G, cerrada bajo conjugación en G. denotemos [F ] el conjunto F ∩ [sG]. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

1. El elemento idempotente
∑

H∈[F ]

eG
H está en Z(π)B(G).

2. Sean H y K cualquier par de subgrupos de G tal que H es un subgrupo normal de K y el
cociente K/H es cı́clico de orden primo p ∈ π. Entonces H ∈ F si y sólo si K ∈ F .

Demostración. Supongamos que 1. implica 2., es decir que el idempotente e =
∑

H∈[F ] eG
H está en

Z(π)B(G). Esto es equivalente a la existencia de un entero m que sea primo relativo a todos los
elementos de π, tal que me ∈ B(G). Si ahora H y K son subgrupos de G tal que H E K y K/H
es cı́clico de orden primo p, entonces para cualquier elemento X de B(G) se tiene que

∣∣∣XK
∣∣∣ =∣∣∣∣(XH

)K/H ∣∣∣∣ ≡ ∣∣∣XH
∣∣∣ mod p y ası́

|meH | = m|eH | ≡ |meK | = m|eK | mod p

pero

m|eH | = m

∣∣∣∣∣∣∣∣
 ∑

H′∈[F ]

eG
H


H
∣∣∣∣∣∣∣∣ = m

∑
H′∈[F ]

∣∣∣∣(eG
H

)H ∣∣∣∣ =

 m si H ∈ F
0 de otra manera

Por lo tanto, si p ∈ π y ya que m . 0 tenemos que H ∈ F si y sólo si K ∈ F .

Inversamente, supongamos cierto 2. Consideremos π un conjunto de primos y sea H ≤ G π-
perfecto, es decir, Oπ(H) = H. Considerando que

B(G) ↪→
∏
Z

↓ ↓

Z(π)B(G) ↪→
∏
Z(π)

sea e =
∑

Oπ(L)=GH
L∈[sG]

eG
L y m = |G|π′ , veamos entonces que me ∈ B(G) y ya que m es unidad en Z(π)B(G)

entonces e ∈ Z(π)B(G). Tenemos entonces∑
aT∈NG(T )/T

|me〈a,T 〉| = m
∑

aT∈NG(T )/T

|e〈a,T 〉| = m|{aT ∈ NG(T )/T | Oπ(〈 a,T 〉) =G H}|
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Sea A = {aT ∈ NG(T )/T | Oπ(〈a,T 〉) =G H}. Si A = ∅ se tiene el resultado. Supongamos entonces
que existe a0 tal que Oπ(〈a0,T 〉) =G H.

Notemos que si a0 = aπ′aπ entonces Oπ(〈a0,T 〉) = Oπ(〈aπ′ ,T 〉), ya que se tiene que por ser 〈a0,T 〉
T

cı́clico entonces cualquier subgrupo es normal y entonces

〈aπ′ ,T 〉
T

E
〈a0,T 〉

T

y ası́ 〈aπ′ ,T 〉 E 〈a0,T 〉 y además
∣∣∣∣ 〈a0,T 〉
〈aπ′ ,T 〉

∣∣∣∣ es un π-elemento, por lo tanto Oπ(〈a0,T 〉) ⊆ 〈aπ′ ,T 〉. Pero

Oπ(〈a0,T 〉) ⊆ Oπ(〈aπ′ ,T 〉) ⊆ Oπ(〈a0,T 〉).

Es decir Oπ(〈a0,T 〉) = Oπ(〈aπ′ ,T 〉). Ası́ que sin pérdida de generalidad podemos suponer a0 un
π′-elemento. Ahora bien, también tenemos que si Oπ(〈a,T 〉) = Oπ(〈a0,T 〉) con aT un π′-elemento
entonces 〈a,T 〉 = 〈a0,T 〉. Esto pues ya que aT es un π′-elemento, entonces

Oπ

(
〈a,T 〉

T

)
=
〈a,T 〉

T

pero

Oπ

(
〈a,T 〉

T

)
=

Oπ(〈a,T 〉)T
T

=
Oπ(〈a0,T 〉)T

T
= Oπ

(
〈a0,T 〉

T

)
=
〈a0,T 〉

T

por ser también a0 un π′-elemento. Por lo tanto

〈a,T 〉 = Oπ(〈a,T 〉)T = Oπ(〈a,T 〉)T = 〈a0,T 〉.

Consideremos entonces B = {aT ∈ NG(T )/T | Oπ(aπ′ ,T ) =G H}. Por los argumentos anteriores
tenemos que |A| = |B|. Pero de igual forma tenemos que

|B| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
⊔

a0T∈
(

NG (T )
T

)
π′

Oπ(〈a0,T 〉)=GH

{a0bT ∈ NG(T )/T | bTes un π − elemento}

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
pero a su vez

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
⊔

a0T∈
(

NG (T )
T

)
π′

Oπ(〈a0,T 〉)=GH

{bT ∈ NG(T )/T | bTes un π − elemento}

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣NG(T )
T

∣∣∣∣∣
π

∣∣∣∣∣∣{a0 ∈

(
NG(T )

T

)
π′
| Oπ(〈a0,T 〉) =G H}

∣∣∣∣∣∣
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y entonces si r =
∣∣∣∣{a0 ∈

(
NG(T )

T

)
π′
| Oπ(〈a0,T 〉) =G H}

∣∣∣∣ se tiene

m|A| = |G|π′
∣∣∣∣∣NG(T )

T

∣∣∣∣∣
π

r

pero
∣∣∣NG(T )

T

∣∣∣
π′

divide a |G|π′ y por lo tanto

m|A| = t
∣∣∣∣∣NG(T )

T

∣∣∣∣∣
π′

∣∣∣∣∣NG(T )
T

∣∣∣∣∣
π

r = t
∣∣∣∣∣NG(T )

T

∣∣∣∣∣ r ≡ 0 mod
∣∣∣∣∣NG(T )

T

∣∣∣∣∣

Corolario 2.20. Sea G un grupo finito y π un conjunto de primos. Si J es un subgrupo π-
perfecto de G, consideremos

f G
J =

∑
H∈[sG]

Oπ(H)=G J

eG
H.

Entonces el conjunto de elementos f G
J , para elementos J π-perfectos de [sG], es el conjunto de

idempotentes primitivos de Z(π)B(G).

En particular, el conjunto de idempotentes primitivos de B(G) está en correspondencia uno a
uno con el conjunto de clases de conjugación de subgrupos perfectos de G.

El grupo G es soluble si y sólo si G/G es un idempotente primitivo de B(G).

Demostración. Sea J un subrupo de G π-perfecto y sea

F = {H ⊆ G|Oπ(H) =G J}.

Sea x ∈ G, entonces Oπ(Hx) = Oπ(H)x, sea y ∈ G tal que Oπ(H)y = J, entonces sea z = x−1y,
tendremos que Oπ(Hx)z = (Oπ(H)x)z = (Oπ(H)x)x−1y = Oπ(H)y = J, por lo tanto Oπ(Hx) =G J
y entonces F es cerrada bajo conjugación y satisface la condición 2. del teorema 2.19. Esto pues
dados H y K subgrupos de G tal que H sea subgrupo normal de K y el cociente sea un p-grupo con
p ∈ π, consideremos que H ∈ F , entonces Oπ(H) =G J. Veamos que Oπ(H) = Oπ(K). Dado que
H ≤ K, entonces Oπ(H) ≤ Oπ(K). Pero ya que |K/H| = p ∈ π entonces Oπ(K) ⊆ H, por lo tanto
Oπ(K) ⊆ Oπ(H) ⊆ Oπ(K). Y por lo tanto K ∈ F . Por lo tanto f G

J está en Z(π)B(G).

Para probar que es primitivo, es suficiente probar que F no tiene subfamilias no vacı́as propias
que satisfagan la condición 2. del teorema 2.19. Supongamos que F ′ es una tal subfamilia no vacı́a
de F . Notemos que si H ∈ F entonces Oπ(H) ∈ F pues al considerar los factores de composición
de H/Oπ(H), estos son cı́clicos de orden p ∈ π y de la forma L/Oπ(H) con L C H y por el teorema
de correspondencia se preservan los ı́ndices de los cociente por lo tanto aplicando la condición 2.
inductivamente tenemos que Oπ(H) ∈ F . Ası́ pues esto aplica también para F ′, entonces sea H′ ∈
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F ′ entonces Oπ(H′) ∈ F ′ y ya que F ′ es cerrada bajo conjugación entonces J ∈ F ′. Consideremos
ahora H ∈ F entonces por el mismo argumento Oπ(H) =G J ∈ F . Pero entonces Oπ(H) ∈ F ′ y
aplicando 2. tenemos que H ∈ F ′. Por lo tanto F = F ′ y el idempotente f G

J es primitivo.

La última afirmación del corolario es el caso de considerar π el conjunto de todos los números
primos.

5. Espectro primo

El espectro primo de B(G) ha sido determinado por Dress ([6]):

Teorema 2.21. (Dress). Sea G un grupo finito, y denote p un número primo o cero, y H un
subgrupo de G. Sea

IH,p(G) = {X ∈ B(G) |
∣∣∣XH

∣∣∣ ≡ 0 mod p}.

Entonces:

1. El conjunto IH,p(G) es un ideal primo de B(G).
2. Si I es un ideal primo de B(G), entonces existe un subgrupo de G y un entero p igual a cero

o a un número primo, tal que I = IH,p(G).
3. Si H y K son subgrupos de G, y si p y q son números primos o cero, entonces IH,p(G) ⊆

IK,q(G) si y sólo si se da una de las siguientes afirmaciones:
a) Se tiene que p = q = 0, y entonces los subgrupos H y K son conjugados en G. En este

caso mas aún IH,p(G) = IK,q(G).
b) Se tiene que p = 0 y q > 0, entonces los grupos Oq(H) y Oq(K) son conjugados en G.

En este caso más aún IH(G) , IK,q(G).
c) Se tiene p = q > 0, y entonces los subgrupos Op(H) y Op(K) son conjugados en G. Más

aún IH,p(G) = IK,q(G).

Demostración.

1. Consideremos el homomorfismo de anillos ϕ de B(G) a Z/pZ que toma a X y lo lleva a la
clase

∣∣∣XH
∣∣∣. Notemos que IH,p(G) es el kernel de ϕ por lo tanto es un ideal de B(G). Ahora,

dado que Z/pZ es un dominio entero entonces IH,p(G) es primo.
2. Inversamente, si I es un ideal primo de B(G), entonces el anillo R = B(G)/I es un dominio

entero. Sea π : B(G)→ R la proyección canónica. Dado que R , {0}, existe un subgrupo H
de G minimal tal que π(G/H) , 0. Tomemos entonces la imagen bajo π de la equación 1.1
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y usando la mininalidad de H nos da

π(G/H)π(G/K) = π

 ∑
x∈[H\G/K]

G/(H ∩x K)

 =
∑

x∈[H\G/K]

π (G/(H ∩x K)) =
∑

x∈[G/K]
Hx⊆K

π(G/H)

pues HxK = xK si x−1HxK = K es decir, Hx ⊆ K. Dado que R es un dominio entero y
π(G/H) , 0 tenemos que despejando π(G/K)

π(G/K) = π(G/H)−1
∑

x∈[G/K]
Hx⊆K

π(G/H) =
∑

X∈[G/K]
Hx⊆K

π(G/H)−1π(G/H) =

=
∑

x∈[G/K]
Hx⊆K

1R = |{x ∈ [G/K] | Hx ⊆ K}| 1R =
∣∣∣(G/K)H

∣∣∣ 1R

Y ası́ por linealidad

π(X) = π(
∑

K∈[sG]

G/K) =
∑

K∈[sG]

∣∣∣(G/K)H
∣∣∣ 1R = |XH |1R

para cualquier X ∈ B(G). Denote p la caracterı́stica de R. Entonces p es igual a cero o un
número primo. Por definición, el kernel de π es I pero también es igual a IH,p(G).

3. Supongamos primero que H y K son conjugados en G. Entonces para cualquier X ∈ B(G),
tenemos que

∣∣∣XH
∣∣∣ =

∣∣∣XK
∣∣∣. Si p = 0 denotemos IH,p = IH. Ası́ en particular, IH(G) = {X ∈

B(G)|
∣∣∣XH

∣∣∣ = 0} = {X ∈ B(G)|
∣∣∣XK

∣∣∣ = 0} = IK(G).
Si ahora p es un número primo, y si X es un G-conjunto finito, tenemos que

XH =
(
XOp(H)

)H/Op(H)

y ya que H/Op(H) es un p-grupo, entonces∣∣∣XH
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣(XOp(H)
)H/Op(H)

∣∣∣∣∣ ≡ ∣∣∣XOp(H)
∣∣∣ mod p

para cualquier X ∈ B(G). En particular IH(G) ⊆ IOp(H),p(G) pues dado X ∈ IH(G), entonces∣∣∣XH
∣∣∣ = 0 y dado que Op(H) ⊆ H, entonces

∣∣∣XOp(H)
∣∣∣ = 0 y ası́

∣∣∣XOp(H)
∣∣∣ ≡ 0 mod p, por lo

tanto, IH(G) ⊆ IOp(H),p(G). Además IH,p(G) = IK,p(G) si Op(H) y Op(K) son conjugados en
G, pues por lo anterior

IH,p(G) = IOp(H),p(G) = IOp(K),p(G) = IK,p(G).

Por lo tanto IH,p(G) = IOp(H),p(G) para cualquier H ⊆ G.
Inversamente , supongamos que IH,p(G) ⊆ IK,q(G). Entonces existe un homomorfismo

de anillos sobreyectivo de B(G)/IH,p(G) a B(G)/IK,q(G). Ya que p es la caracterı́stica del
anillo B(G)/IH,p(G), existen tres posibles casos:
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a) Primero si p = q = 0. Entonces la inclusión IH(G) ⊂ IK(G) significa que si X ∈ B(G) es
tal que

∣∣∣XH
∣∣∣ = 0, entonces

∣∣∣XK
∣∣∣ = 0. Por el teorema 2.18, X = |NG(K)|eG

K está en B(G)
pues es una combinación lineal la base G/H y entonces∣∣∣XK

∣∣∣ =
∣∣∣∣(|NG(K)|eG

K

)K ∣∣∣∣ = |NG(K)|
∣∣∣∣(eG

K

)K ∣∣∣∣ = |NG(K)| , 0

Por lo tanto |XH | , 0 y ası́ |XH | = |NG(K)|
∣∣∣∣(eG

K

)H ∣∣∣∣ , 0, es decir, H es conjugado a K en
G. Finalmente en este caso por ser conjugados

IH(G) = {X ∈ B(G) |
∣∣∣XH

∣∣∣ = 0} = {X ∈ B(G) |
∣∣∣XK

∣∣∣ = 0} = IK(G).

b) El siguiente caso posible es p = 0 y q > 0. En este caso si X ∈ B(G) es tal que
|XH | = 0, entonces dado que el homomorfismo es de anillos se tiene que |XK | ≡ 0 mod
q. Consideremos ahora el idempotente

f G
Oq(K) =

∑
L∈[sG]

Oq(L)=GOq(K)

eG
L .

Por el corolario 2.20, existe un entero m primo relativo a q tal que X = m f G
Oq(K) está en

B(G). Ahora bien

∣∣∣XK
∣∣∣ =

∣∣∣(m f G
Oq(K))

K
∣∣∣ = m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


∑
L∈[sG]

Oq(L)=GOq(K)

eG
L


K ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = m . 0 mod q

Por lo tanto |XH | , 0 lo que nos dice que Oq(H) =G Oq(K). La inclusión IH(G) ⊆ IK,q(G)
es propia ya que los cocientes que usamos en el homomorfismo tienen caracterı́stica 0
y q respectivamtente.

c) El último caso es p = q > 0. Dado que ya vimos que IH(G) ⊆ IH,p(G) y suponemos
que IH,p(G) ⊆ IK,p(G) entonces IH(G) ⊆ IK,p(G). Y por un argumento como en el caso
anterior tenemos que Op(H) =G Op(K). Y por lo tanto en este caso IH,p(G) = IK,p(G).



Capı́tulo 3

Invariantes

El anillo de Burnside es un análogo para G-conjuntos finitos del anillo Z para conjuntos finitos
(y Z es de hecho isomorfo al anillo de Burnside del grupo trivial). A cada conjunto finito es asociada
su cardinalidad. Similarmente, se pueden ligar varios elementos en el anillo de Burnside, llamados
invariantes, a G-conjuntos estructurados, tales como G-copos o G-complejos simpliciales.

Esta sección es una exposición algebraica auto-contenida de las propiedades de estos invarian-
tes. Las definiciones y métodos originales de Quillen ([8] [9]) son usadas lo largo de la sección,
evitando sin embargo la parte topológica de este material. Ası́ por ejemplo no se hará uso de la
realización geométrica de un copo y se enfatizará en copos acı́clicos en vez de los contraı́bles.

En otras palabras, para definir y establecer propiedades de los invariantes ligados a G-copos
finitos en el anillo de Burnside, se puede olvidar el grupo fundamental de estos copos y considerar
sólo grupos de homologı́a.

1. Homologı́a de copos

Sea (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado (abreviado copo). Como es usual, si x, x′ están
en X, la notación x < x′ significa x ≤ x′ y x , x′. La notación [x, x′]X (respectivamente [x, x′[X,
]x, x′]X, ]x, x′[X) significa el conjunto de elementos z ∈ X con x ≤ z ≤ x′ (respectivamente x ≤ z <
x′, x < z ≤ x′, x < z < x′). La notación [x, .[X (respectivamente ]x, .[X, ]., x]X, ]., x[X) significa el
conjunto de elementos z ∈ X con x ≤ z (respectivamente x < z, z ≤ x, z < x).

Si n ∈ N, denotemos S dn(X) como el conjunto de cadenas x0 < · · · < xn de elementos de
X de cardinalidad n+1. El complejo de cadenas C∗(X,Z) es el complejo de Z-módulos definido
como sigue: para n ∈ N, el módulo Cn(X,Z) es el Z-módulo libre con base S dn(X). El diferencial
dn : Cn(X,Z)→ Cn−1(X,Z) está dado por

dn(x0, . . . , xn) =

n∑
i=0

(−1)i(x0, . . . , x̂i, . . . , xn).

donde x0, . . . , x̂i, . . . , xn denota la cadena (x0, . . . , xn) − {xi}. Verifiquemos que dn ◦ dn+1 = 0. Sea
(x0, . . . , xn+1) ∈ Cn+1(X,Z) entonces

35
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dn ◦ dn+1(x0, . . . , xn+1) = dn

 n+1∑
i=0

(−1)i(x0, . . . , x̂i, . . . , xn+1)

 =

n+1∑
i=0

(−1)idn(x0, . . . , x̂i, . . . , xn+1) =

n+1∑
i=1

n∑
0= j<i

(−1)i(−1) j(x0, . . . , x̂ j, . . . , x̂i, . . . , xn+1) +

n∑
i=0

n∑
i≤ j

(−1)i(−1) j(x0, . . . , x̂i, . . . , x̂ j+1, . . . , xn+1).

El objetivo de separar la suma en éstas dos es ver que para cada término de la primer suma hay uno
en la segunda, de signo contrario y por lo tanto se eliminan. Ası́ que sea

(−1)i(−1) j(x0, . . . , x̂ j, . . . , x̂i, . . . , xn+1)

un sumando de la primera, supongamos que se elimina con un elemento

(−1)k(−1)l(x0 . . . , x̂i, . . . , x̂l+1, . . . , xn+1)

entonces j = k y i = l + 1, con lo cual 0 ≤ k ≤ n y 0 ≤ l ≤ n, por lo tanto este último término
pertenece a la segunda parte de la suma y el signo es cada uno respectivamente es (−1) j+i y (−1) j+i−1,
es decir, efectivamente difieren en un signo y se eliminan. Por lo tanto dn ◦ dn+1 = 0.

El complejo de cadena reducido C̃∗(X,Z) es el complejo aumentado obtenido de poner C−1(X,Z) =

Z, la aplicación aumentación d0 : C0(XZ)→ C−1(X,Z) manda cada x0 ∈ X a 1 ∈ Z.

El n-ésimo grupo de homologı́a del complejo C∗(X,Z) (respectivamente C̃∗(X,Z)) es denotado
por Hn(X,Z), y llamado el n-ésimo grupo de homologı́a (respectivamente grupo de homologı́a
reducido) de X. Un copo X es acı́clico si todos sus grupos de homologı́a reducidos son iguales a
cero.

Más generalmente, si K es un anillo, el n-ésimo grupo de homologı́a de X con coeficientes en
K es el n-ésimo grupo de homologı́a del complejo K ⊗Z C∗(X,Z). Cuando K es un campo, se tiene
Hn(X,K) = K ⊗ Hn(X,Z).

La caracterı́stica de Euler-Poicaré χ(X) de un copo finito X está definido por

χ(X) =
∑
n≥0

(−1)nrankZCn(X,Z) =
∑
n≥0

(−1)n|S dn(X)|.

Similarmente, la caracterı́stica de Euler-Poicaré reducida χ̃(X) es definida por

χ̃(X) =
∑
n≥−1

(−1)nrankZC̃n(X,Z) = χ(X) − 1.

Si K es un campo, entonces consideramos kn = dimKKer(K ⊗Z dn) para cualquier n ∈ N

dimKHn(X,K) = dimKK ⊗Z Hn(X,Z) = kn − dimKIm(K ⊗ dn+1)
= kn + kn+1 − dimKK ⊗Z Cn+1(X,Z).
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Se sigue que
χ(X) =

∑
n≥0

(−1)ndimKHn(X,K)

pues rankZCn(X,Z) = dimZCn(X,Z)−dimZKerdn y asi sustituyendo en χ(X) y sumando kn−kn para
todo n ∈ N, tenemos lo que queremos.

Y de forma similar obtenemos que

χ̃(X) =
∑
n≥−1

(−1)ndimKH̃n(X,K)

Remark 3.1. En particular, si X es finito y acı́clico, entonces χ̃(X) = 0, pues es una suma
finita que por ser acı́clico todos los H̃n(X,K) son cero y por lo tanto su dimensión también es
nula. Similarmente, si X y Y son copos finitos, y si existe una equivalencia homotópica f∗ del
complejo C∗(X,Z) al complejo C∗(Y,Z) ( f∗ se dice que es una equivalencia homotópica si existe
g∗ : C∗(Y,Z) −→ C∗(X,Z) continua tal que ( f∗ ◦ g∗) y (g∗ ◦ f∗) son homotópicas a las identidades en
C∗(X,Z) y C∗(Y,Z) respectivamente), entonces χ(X) = χ(Y), dado que f induce un isomorfismo de
grupos de Hn(X,Z) a Hn(Y,Z) para cualquier n ∈ N.

Si X y Y son copos, una aplicación de copos f : X → Y es una aplicación de X a Y tal que
f (x) ≤ f (x′) si cuando x y x′ son elementos de X tales que x ≤ x′. Si f es una tal aplicación, existe
una aplicación inducida C∗( f ,Z) : C∗(X,Z)→ C∗(Y,Z) definida para n ∈ N por

Cn( f ,Z)(x0, . . . , xn) =

 ( f (x0, . . . , f (x)) si f (x0) < · · · < f (xn),
0 de otra manera

Dicha aplicación es de complejo de cadenas, pues veamos que el siguiente diagrama conmuta

Cn(X,Z)

dn
��

Cn( f ,Z)
// Cn(Y,Z)

dn
��

Cn−1(X,Z)
Cn−1( f ,Z)

// Cn−1(Y,Z)

Sea pues (x0, . . . , xn) ∈ Cn(X,Z), entonces por un lado

dn ◦Cn( f ,Z)(x0, . . . , xn) = dn (( f (x0), . . . , f (xn))) =

n∑
i=0

(−1)i( f (x0), . . . , f̂ (xi), . . . , f (xn))

si f (x0) < · · · < f (xn); y por el otro

Cn−1( f ,Z) ◦ dn(x0, . . . , xn) = Cn−1( f ,Z)

 n∑
i=0

(−1)i(x0, . . . , x̂i, . . . , xn)

 =

=

n∑
i=0

(−1)i( f (x0), . . . , x̂i, . . . , f (xn))
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si para cada sumando tenemos desigualdanes propias, pero esto es cierto si f (x0) < · · · < f (xn).
Por lo tanto el diagrama si conmuta.

También se define una aplicación reducida C̃∗( f ,Z) : C̃∗(X,Z) → C̃∗(Y,Z) por C̃n( f ,Z) =

Cn( f ,Z) si n ≥ 0, y C̃−1( f ,Z) = IdZ.

Si f y g son aplicaciones de copos de X a Y , la notación f ≤ g significa que f (x) ≤ g(x) para
cualquier x ∈ X. Las aplicaciones f y g se dicen comparables si f ≤ g o g ≤ f .

Lema 3.2. Sean f y g aplicaciones de copos de X a Y. Si f y g son comparables, entonces las
aplicaciones de complejos C∗( f ,Z) y C∗(g,Z) son homotópicas asi como C̃∗( f ,Z) y C̃∗(g,Z).

Demostración. Considerando el siguiente diagrama

. . .
dn+2// Cn+1(X,Z)

Cn+1( f ,Z)Cn+1(g,Z)
��

dn+1 // Cn(X,Z)

Cn( f ,Z)Cn(g,Z)
��

dn // Cn−1(X,Z)

Cn−1( f ,Z)Cn−1(g,Z)
��

dn−1 // . . .

. . .
dn+2// Cn+1(Y,Z)

dn+1 // Cn(Y,Z)
dn // Cn−1(X,Z)

dn−1 // . . .

veremos que son homotópicas si existen hn : Cn(X,Z) → Cn+1(Y,Z) tal que dn+1 ◦ hn + hn−1 ◦ dn =

Cn(g,Z) −Cn( f ,Z).

Dado que f y g son comparables, sin pérdida de generalidad supongamos f ≤ g. Consideremos
entonces la aplicación hn : Cn(X,Z)→ Cn+1(Y,Z) definida para n ∈ N por

hn(x0, . . . , xn) =

n∑
i=0

(−1)i( f (x0), . . . , f (xi), g(xi), . . . , g(xn))

donde la sucesión ( f (x0), . . . , f (xi), g(xi), . . . , g(xn)) es remplazada por 0 si no es estrictamente
creciente. Verifiquemos ahora lo que queremos, para esto aplicamos el lado izquierdo a un elemento
básico (x0, . . . , xn).

(dn+1 ◦ hn + hn−1 ◦ dn)(x0, . . . , xn) = (dn+1 ◦ hn)(x0, . . . , xn) + (hn−1 ◦ dn)(x0, . . . , xn) =

= dn+1

 n∑
i=0

(−1)i( f (x0), . . . , f (xi), g(xi), . . . , g(xn))

 + hn−1

 n∑
i=0

(−1)−1(x0, . . . , x̂i, . . . , xn)

 =

= dn+1

(−1)0( f (x0), g(x0), . . . , g(xn)) +

n∑
i=1

(−1)i( f (x0), . . . , f (xi), g(xi), . . . , g(xn))


+hn−1

 n∑
i=0

(−1)−1(x0, . . . , x̂i, . . . , xn)

 .



1. HOMOLOGÍA DE COPOS 39

Trataremos de desarrollar cada suma en partes de forma que sea claro como se eliminan los
términos.

(1.1) = (−1)0(−1)0( f̂ (x0), g(x0), . . . , g(xn)) + (−1)0
n∑

j=0

(−1) j+1( f (x0), g(x0), . . . , ĝ(x j), . . . , g(xn))

(1.2) +

n∑
i=1

(−1)i
∑
0≤ j≤i

(−1) j( f (x0), . . . , f̂ (x j), . . . , f (xi), g(xi), . . . , g(xn))

(1.3) +

n∑
i=0

(−1)i
n+1∑
i< j

(−1) j( f (x0), . . . , f (xi), g(xi), . . . , ĝ(x j−1), . . . , g(xn))

(1.4) +

n∑
i=1

(−1)i−1
∑
i≤ j

(−1) j( f (x0), . . . , x̂i−1, . . . , f (x j), g(x j), . . . , g(xn))

(1.5) +

n∑
i=1

(−1)i
∑
j<i

(−1) j( f (x0), . . . , f (x j), g(x j), . . . , x̂i, . . . , g(xn))

Notemos que los primeros tres renglones son los del desarrollo de dn+1 ◦ hn y los últimos dos
son del desarrollo de hn−1 ◦ dn, asi tendremos entonces que en los tres primeros hay cadenas cuyos
subı́ndices son todos distintos, por ejemplo,

f (x0), . . . , f (xi−1), f̂ (xi), g(xi).

Mientras que en los dos últimos todos los sumandos son cadenas con subı́ndices repetidos, por
ejemplo,

( f (x0), . . . , f (x j), g(x j), . . . , x̂i, . . . , g(xn))

La forma en que se eliminan es como sigue: en la suma 1.1 el término que es extremo inferior, es
decir, para j = 0 y el término para i = j = 1 de la suma 1.2 coinciden, pero con signos (−1)0+1 = −1
y (−1)1(−1)1 = 1 respectivamente, por lo tanto se eliminan. Los otros términos de la suma 1.1 son
aquellos que tienen al comienzo f (x0) y g(x0) y se van eliminando los g(x j) para j ≥ 1, considere-

mos ahora en la suma 1.5 la siguiente parte, j = 0, entonces (−1)0
n∑

i=1

( f (x0), g(x0), . . . , x̂i, . . . , g(xn))

tiene exactamente los mismos términos pero con signos con respecto a su subı́ndice en la primera
(−1) j+1 y en la otra (−1) j, es decir se anulan. Tomemos ahora en la suma 1.2 para 2 ≤ j = i pues
j = 0, 1 ya los contemplamos en la suma 1.1, se tiene

n∑
i=2

(−1)i(−1)i( f (x0), . . . , f̂ (xi), g(xi), . . . , g(xn)) =

n∑
i=2

( f (x0), . . . , f̂ (xi), g(xi), . . . , g(xn))
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y en la suma 1.3, tomamos j = i + 1 < n con lo cual

n−1∑
i=1

(−1)i(−1)i+1( f (x0), . . . , f (xi), ĝ(xi+1−1), . . . , g(xn)) =

n−1∑
i=1

(−1)( f (x0), . . . , f (xi), ĝ(xi), . . . , g(xn))

y claramente ya que difieren en un signo se eliminan. Veamos ahora que pasa con el resto de los
sumandos de 1.2, es decir,∑

i=1
0≤ j<i

(−1)i(−1) j( f (x0), . . . , f̂ (x j), . . . , f (xi), g(xi), . . . , g(xn))

Podemos ver que ésta y la suma 1.4 tendrán los mismos sumandos si f̂ (x j) y xi−1 ocupan la misma
posición, es decir, j = i − 1, por lo tanto al sustitir este valor en ambas sumas, los signos quedan
de la siguiente manera (−1)i+i−1 = −1 para la primera y (−1)i−1+i−1 = 1 para la segunda, lo que
hace que difieran en un signo y se eliminen. Análogamente para lo que resta de la suma 1.3 y la
suma 1.5, se tiene que i = j − 1 y se anulan las sumas. Observemos que el caso extremo en la
suma 1.3, i = n y j = n + 1, no estaba dentro de las sumas que se eliminaron. Finalmente tenemos
entonces que sólo sobreviven los términos (g(x0), . . . , g(xn))− ( f (x0), . . . , f (xn)) que efectivamente
es (Cn(g,Z) − Cn( f ,Z))(x0, . . . , xn) y por lo tanto Cn(g,Z) y Cn( f ,Z) son homotópicas. Para los
complejos reducidos sólo faltaria considerar h−1 la aplicación cero. Con lo cual tendremos

(d1 ◦ h0 + h−1 ◦ d0)(x0) = (d1 ◦ h0)(x0) + (h−1 ◦ d0)(x0) = d1( f (x0), g(x0)) + h−1(1)

= g(x0) − f (x0) + 0 = C0(g,Z)(x0) −C0( f ,Z)(x0)

Y tendremos que las aplicaciones reducidas son también homotópicas.

Corolario 3.3. (Quillen).

1. Sean X y Y copos, y f : X → Y y g : Y → X aplicaciones de copos. Si g◦ f es comparable a
IdX y f ◦ g es comparable a IdY , entonces las aplicaciones de complejos C̃∗( f ,Z) y C̃∗(g,Z)
son equivalencias homotópicas inversas mutuamente entre C̃∗(X,Z) y C̃∗(Y,Z).

2. Si el copo X tiene un elemento máximo, o mı́nimo, la cadena de complejos C̃∗(X,Z) es
contraı́ble, es decir, es homotópicamente equivalente a C∗(•,Z).

Demostración.

1. Por el lema anterior tenemos que C̃∗(g ◦ f ,Z) y C̃∗(IdX,Z) son homotópicas, lo mismo que
C̃∗( f ◦ g,Z) y C̃∗(IdY ,Z) pero notemos que

C̃n(IdX,Z)(x0, . . . , xn) = (x0, . . . , xn) = IdC̃n(X,Z)(x0, . . . , xn)



2. INVARIANTES LIGADOS A G-copos 41

y

C̃n(g ◦ f ,Z)(x0, . . . , xn) = ((g ◦ f )(x0), . . . , (g ◦ f )(xn)) = C̃n(g,Z)( f (x0), . . . , f (xn))

= C̃n(g,Z) ◦ C̃n( f ,Z)(x0, . . . , xn)

para toda n ∈ N, siempre que ((g◦ f )(x0), . . . , (g◦ f )(xn)) sea estrictamente creciente y 0 en
caso contrario. De forma análoga C̃n(IdY ,Z) = IdC̃n(Y,Z) y C̃n( f ◦ g,Z) = C̃n( f ,Z) ◦ C̃n(g,Z)
para cualquier n ∈ N. Y por lo tanto, C̃n( f ,Z) y C̃n(g,Z) son equivalentes homotópicamente
e inversa una de la otra.

2. Llamemos m al elemento máximo (o mı́nimo) de X, y denote • un copo de cardinalidad
uno. Considerando la aplicación única f : X → • y la aplicación g : • → X que manda
el elemento único • a m. Claramente son de copos ya que para x ≤ x′ elementos de X,
f (x) = • ≤ • = f (x′) y ya que • consta de un solo elemento g también lo es. Ahora bien,
( f ◦ g)(•) = f (g(•)) = f (m) = • = Id•(•) por lo tanto f ◦ g es comparable a Id•; ahora
dado x ∈ X se tiene que (g ◦ f )(x) = g( f (x)) = g(•) = m, por lo tanto IdX ≤ (g ◦ f )
((g ◦ f ) ≤ IdX), es decir, son comparables. Aplicando 1. a éstas, tenemos que hay una
equivalencia homotópica entre C∗(X,Z) y C∗(•,Z) y se sigue el resultado.

2. Invariantes ligados a G-copos

La siguiente definición de los invarantes de Lefschetz se debe a Thénevaz ([12]):

Definición 3.4. Sea G un grupo finito. Un G-copo X es un G-conjunto equipado con una re-
lación de orden ≤ compatible con la G-acción, esto es: si x ≤ x′ son elementos de X y si g ∈ G,
entonces gx ≤ gx′.

Aquı́ un pequeño ejemplo

Ejemplo 3.5. Consideremos el siguiente copo X

c

b1 . . . bn

a

y G = S n con la siguiente acción: dada σ ∈ G, σ.a = a, σ.c = c y σ.bi = bσ(i).

Claramente la acción de G es compatible con el orden parcial de X, por lo tanto es un G-copo.
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Si X y Y son G-copos, una aplicación de G-copos f : X → Y es una aplicación tal que
f (gx) = g f (x) si g ∈ G y x ∈ X y tal que f (x) ≤ f (x′) en Y , siempre que x ≤ x′ en X. Si y ∈ Y ,
entonces

f y = {x ∈ X| f (x) ≤ y}, fy = {x ∈ X| f (x) ≥ y}.

Estos conjuntos son sub-Gy-copos de la restricción de X al estabilizador Gy de y en G

Si x ≤ y son elementos de X, el conjunto ]x, y[X es un Gx,y-copo, donde Gx,y es el estabilizador
del par (x, y). Similarmente, los conjuntos ]x, .[X y ]., x[X son Gx-copos.

Si X es un G-copo, entonces para n ∈ N, el conjunto S dn(X) es un G-conjunto. Cuando X es
finito, el invariante de Lefschetz ΛX de X es el elemento de B(G) definido por

ΛX =
∑
n≥0

(−1)nS dn(X).

El invariante de Lefschetz reducido Λ̃X es el elemento de B(G) definido por

Λ̃X = ΛX −G/G.

Si x < y son elementos de X, el invariante de Möbius µX(x, y) está definida como el invariante
de Lefschetz reducido del copo ]x, y[X. Este es un elemento del anillo de Burnside B(Gx,y). Por
convención, el invariante de Möbius µX(x, x) es igual a Gx/Gx

Se sigue de estas definiciones que |ΛX | es igual a la caracterı́stica de Euler- Poincaré de X. Se
puede decir más:

Lema 3.6. Sea G un grupo finito

1. Si X es un G-copo finito, entonces para cualquier subgrupo H de G

(ΛX)H = ΛXH

en B(NG(H)/(H). En particular |(ΛX)H | = χ(XH).
2. Si X y Y son G-copos finitos, entonces ΛX = ΛY en B(G) si y sólo si χ(XH) = χ(YH) para

cualquier subgrupo H de G.

Demostración.

1. Tenemos que S dn(X)H = S dn(XH) para todo n ∈ N pues dado una cadena (x0, . . . , xn) ∈
S dn(X)H tenemos que para todo h ∈ H, h(x0, . . . , xn) = (hx0, . . . , hxn) = (x0, . . . , xn) es
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decir, hxi = xi ∀i = 0, . . . , n, por lo tanto xi ∈ XH y asi S dn(X)H = S dn(XH). Con lo cual

(ΛX)H =

∑
n≥0

(−1)nS dn(X)

H

=
∑
n≥0

(−1)nS dn(X)H =
∑
n≥0

(−1)nS dn(XH) = ΛXH

En particular cuando tomamos cardinalidad, por la anotación anterior al lema tenemos
que |(ΛX)H | = |(ΛXH )| = χ(XH)

2. Recordando el teorema 1.4 de Burnside y aplicado a elementos de B(G) tenemos que X = Y
en B(G) si y sólo si

∣∣∣XH
∣∣∣ =

∣∣∣YH
∣∣∣ para cualquier H ≤ G. Asi pues tendremos que dado que

ΛX y ΛY están en B(G) entonces ΛX = ΛY si y sólo si
∣∣∣(ΛX)H

∣∣∣ =
∣∣∣(ΛY)H

∣∣∣ para cualquier H
subgrupo de G, pero por 1. tenemos que χ(XH) =

∣∣∣(ΛX)H
∣∣∣ = |(ΛY)H | = χ(YH)

Definición 3.7. Un G-copo X es llamado G-acı́clico si el conjunto XH es acı́clico para cualquier
H subgrupo de G

Lo siguiente es una consecuencia directa de esta definición:

Lema 3.8. Sea G un grupo finito, y X un G-copo finito. Si X es G-acı́clico entonces Λ̃X = 0 en
B(G).

Demostración. Si X es G-acı́clico por definición XH es acı́clico y asi H̃n(XH,K) = 0 y entonces
dimKH̃n(XH,K) = 0 y asi χ̃(XH) =

∑
n≥−1 dimKH̃n(XH,K) = 0 pero por 1. del lema anterior y la

nota anterior a éste tenemos que χ(XH) = |ΛXH | = |(ΛX)H | pero además

0 = χ̃(XH) = χ(XH) − 1 = |(ΛX)H | − 1 = |(ΛX)H − (G/G)H | = |(ΛX −G/G)H | = |(Λ̃X)H |

para cualquier H subgrupo de G, entonces Λ̃X = 0.

Proposición 3.9. Sea G un grupo finito

1. Sean X y Y G-copos finitos, y f : X → Y y g : Y → X aplicaciones de G-copos. Si g ◦ f es
comparable a IdX y si f ◦ g es comparable a IdY , entonces Λ̃X = Λ̃Y en B(G).

2. Si un G-copo X tiene un elemento máximo, o elemento mı́nimo, entonces es G-acı́clico.

Demostración.

1. Considerando cualquier subgrupo H de G y las restricciones de f y g a los copos XH y YH

se satisfacen las hipótesis del corolario 3.3 y ası́ C̃∗( f H,Z) y C̃∗(gH,Z) son una equivalencia
homotópica inversa una de la otra lo mismo que C∗( f H,Z) y C∗(gH,Z) y asi por la nota 3.1
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tenemos que χ(XH) = χ(YH) y por el lema 3.6 esto ocurre si y sólo si ΛX = ΛY . Restando a
ambos lados de la igualdad G/G se sigue el resultado.

2. Sea m el elemento máximo, o mı́nimo de X, veamos que también lo es para XH. Dado
h ∈ H y x ∈ XH tenemos que x ≤ m y entonces h−1x = x ≤ h−1m ≤ m pero entonces
m ≤ hm ≤ m por lo tanto hm = m es decir, m ∈ XH y es máximo. Entonces aplicando el
corolario 3.3 parte 2. tenemos que C̃∗(XH,Z) es contraı́ble y entonces XH es acı́clico para
cualquier subgrupo H de G por lo tanto X es G-acı́clico

Ejemplo 3.10. Sea f : X → Y una aplicación de G-copos finitos. Denotemos por X ∗ f Y el
G-copo definido como sigue: el G-conjunto señalado es la unión disjunta X t Y de X y Y . El orden
está definida para z y z′ en X ∗ f Y por

z ≤ z′ ⇔


z, z′ ∈ X y z ≤ z′ en X,
z, z′ ∈ Y y z ≤ z′ en Y,
z ∈ X, z′ ∈ Y y f (z) ≤ z′ en Y

Denote f̃ la inyección de Y a X ∗ f Y y g la aplicación de X ∗ f Y a Y definida por

g(z) =

 f (z) si z ∈ X,
z si z ∈ Y.

f̃ y g son de G-copos pues, ya que f̃ es la inyección de Y a X ∗ f Y , si z ≤ z′ en Y entonces
z ≤ z′ en X ∗ f Y . Ahora bien, dados z ≤ z′ en X ∗ f Y , tenemos que g(z) ≤ g(z′) pues si z, z′ ∈ X
g(z) = f (z) ≤ f (z′) = g(z′) por ser f de G-copos; si z, z′ ∈ Y g(z) = z ≤ z′ = g(z′); finalmente si
x ∈ X y z′ ∈ Y g(z) = f (z) ≤ z′ = g(z′), por lo tanto g es de copos. Resta ver que es de G-conjuntos.
Sea g ∈ G, si z ≤ z′ ∈ X o z ≤ z′ ∈ Y entonces gz ≤ gz′ por ser X y Y G-copos; si z ≤ z′ con z ∈ X
y z′ ∈ Y entonces se tiene gz ≤ gz′ si y sólo si f (gz) = g f (z) ≤ gz′ en Y , lo cual es cierto. Notemos
que dado y ∈ Y , (g ◦ f̃ )(y) = g(y) = y entonces g ◦ f̃ = IdY . Ahora considerando z ∈ X ∗ f Y ,
( f̃ ◦ g)(z) = f̃ ( f (z)) = f (z) si z ∈ X y ( f̃ ◦ g)(z) = z si z ∈ Y y considerando que f (z) ≤ f (z)
entonces z ≤ f (z) y por lo tanto, IdX∗ f Y ≤ f ◦ g, es decir son comparables y por la proposición 3.9,
Λ̃X∗ f Y = Λ̃Y lo cual implica que ΛX∗ f Y = ΛY

Una consecuencia es la siguiente relación entre Λ̃X y Λ̃Y :

Proposición 3.11. Sea f : X → Y una aplicación de G-copos. Entonces en B(G)

Λ̃Y = Λ̃X +
∑

y∈[G\Y]

IndG
Gy

(Λ̃ f yΛ̃]y,.[Y ),
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Λ̃Y = Λ̃X +
∑

y∈[G\Y]

IndG
Gy

(Λ̃ fyΛ̃].,y[Y ),

En particular, si Λ̃ f y = 0 para todo y ∈ Y (por ejemplo si f y es Gy-acı́clico), entonces Λ̃X = Λ̃Y en
B(G).

Demostración. Sea n ∈ N. El conjunto S dn(X ∗ f Y) es la unión disjunta de S dn(X) y el conjunto de
sucesiones z0 < · · · < zn para los cuales zn ∈ Y . Una tal sucesión tiene un elemento mı́nimo y = zi

en Y , entonces se puede escribir como

x0 < · · · < xi−1 < y < · · · < yn−i−1,

donde x0 < · · · < xi−1 está en S di−1( f y) (para i = 0, la convención es que S d−1( f Y) es un conjunto
de cardinalidad uno), y y0 < · · · < yn−i−1 está en S dn−i−1(]y, .[Y) (para i = n, la convención es que
S d−1(]y, .[Y) tiene cardinalidad uno).

Sin perder de vista la acción de G, ésta nos lleva al siguiente isomorfismo de G-conjuntos

S dn(X ∗ f Y) = S dn(X) t
⊔

y∈[G\Y]

IndG
Gy

 n⊔
i=0

(S di−1( f y) × S dn−i−1(]y, .[Y))


Dado por (x0, . . . , xn) 7→ (x0 . . . , xn) si (x0, . . . , xn) ∈ S dn(X) y (x0, . . . , xi−1, y, y0, . . . , yn−i−1) 7→

[(x0, . . . , xi−1), (y0, . . . , yn−i−1)] para y ∈ [G\Y].

Tomando sumas alternadas en ambos lados y del ejemplo anterior tenemos

ΛY = ΛX∗ f Y =
∑
n≥0

(−1)nS dn(X ∗ f Y) =

=
∑
n≥0

(−1)n

S dn(X) t
⊔

y∈[G\Y]

IndG
Gy

 n⊔
i=0

(S di−1( f y) × S dn−i−1(]y, .[Y))




=
∑
n≥0

(−1)nS dn(X) +
∑

y∈[G\Y]

IndG
Gy

 n∑
i=0

∑
n≥0

(−1)n(S di−1( f y)S dn−i−1(]y, .[Y))


= ΛX +

∑
y∈[G\Y]

IndG
Gy

(
(−Gy/Gy + Λ f y)(−Gy/Gy + Λ]y,.[Y )

)
= ΛX +

∑
y∈[G\Y]

IndG
Gy

(
Λ̃ f yΛ̃]y,.[Y

)
Sumando a ambos lados −G/G se tiene

Λ̃Y = Λ̃X +
∑

y∈[G\Y]

IndG
Gy

(
Λ̃ f yΛ̃]y,.[Y

)
Para la segunda igualdad, consideremos la aplicación f : Xop → Yop entre los copos opuestos de

X y Y , pues sabemos que x ≤ x′ en X si y sólo si x′ ≤ x en Xop y entonces existe una biyección entre
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S dn(X) y S dn(Xop); una cadena (x0, . . . , xn) ∈ S dn(X) se corresponde con (xn, . . . , x0) ∈ S dn(Xop),
es decir, en B(G) S dn(X) = S dn(Xop y asi

ΛX =
∑
n≥0

(−1)nS dn(X) =
∑
n≥0

(−1)nS dn(Xop) = ΛXop

Y por lo tanto, Λ̃X = Λ̃Xop

Finalmente

Λ̃Y = Λ̃Yop = Λ̃Xop +
∑

y∈[G\Y]

IndG
Gy

(
Λ̃ fyΛ̃].,y[Y

)
= Λ̃X +

∑
y∈[G\Y]

IndG
Gy

(
Λ̃ fyΛ̃].,y[Y

)

Corolario 3.12. Sea X un G-copo finito

1. El invariante reducido de Lefschetz de X es igual a

Λ̃X = −G/G −
∑

x∈[G\X]

IndG
Gx

Λ̃]x,.[X .

2. Si x ≤ y en X, entonces∑
z∈[Gx,y\[x,y]]

IndGx,y

Gx,y,z
ResGy,z

Gx,y,z
µX(z, y) =

 0 si x < y,
Gx/Gx si x = y,

3. Si f : X → Y es una aplicación de G-copos finitos, entonces

ΛX = −
∑

y∈[G\Y]

IndG
Gy

Λ f yΛ̃]y,.[Y = −
∑

y∈[G\Y]

IndG
Gy

Λ fyΛ̃].,y[Y .

El inciso 2. es la razón para el nombre del invariante de Möbius

Demostración.

1. Consideremos la inclusión i : ∅ → X. Tenemos asi que Λ∅ =
∑
n≥0

(−1)nS dn(∅) = 0 y por lo

tanto Λ̃∅ = −G/G. Notemos que entonces ix = {x′ ∈ ∅ | x′ < x} = ∅. Aplicando ahora la
proposición 3.11 tenemos que

Λ̃X = Λ̃X +
∑

x∈[G\X]

IndG
Gx

(Λ̃ixΛ̃]x,.[X ) = −G/G +
∑

x∈[G\X]

IndG
Gx

(−G/GΛ̃]x,.[X ) =

= −G/G −
∑

x∈[G\X]

IndG
Gx

Λ̃]x,.[X
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2. Consideremos Y = [x, y[X y aplicando 1. tenemos que

Λ̃[x,y[X = −Gx,y/Gx,y −
∑

z∈[G\[x,y[X]

IndGx,y

Gx,y,z
ResGy,z

Gx,y,z
Λ̃]z,.[Y =

= −Gx,y/Gx,y −
∑

z∈[G\[x,y[X]

IndGx,y

Gx,y,z
ResGy,z

Gx,y,z
Λ̃]z,y[Y =

−Gx,y/Gx,y −
∑

z∈[Gx,y\[x,y[X]

IndGx,y

Gx,y,z
ResGy,z

Gx,y,z
µX(z, y)

Por otro lado considerando la igualdad que queremos ver, si x = y tenemos que z =

x = y y nuestra suma es en realidad sólo un término y además Gx,y = Gx,y,z = Gy,z = Gx,
entonces

IndGx
Gx

ResGx
Gx
µX(x, x) = IndGx

Gx
ResGx

Gx
Gx/Gx = Gx/Gx

Si consideramos ahora x < y entonces∑
z∈[Gx,y\[x,y]]

IndGx,y

Gx,y,z
ResGy,z

Gx,y,z
µX(z, y) =

=
∑

z∈[Gx,y\[x,y[X]

IndGx,y

Gx,y,z
ResGy,z

Gx,y,z
µX(z, y) + IndGx

Gx
ResGx

Gx
µX(x, x) = Λ̃[x,y[X

pero Y tiene a x como elemento mı́nimo entonces Λ̃[x,y[X = 0 y se sigue nuestro resultado.
3. De la proposición 3.11 y de saber que Λ̃X = ΛX −G/G tenemos que a

Λ̃Y = Λ̃X +
∑

y∈[G\Y]

IndG
Gy

(
(Λ f y −Gy/Gy)Λ̃]y,.[Y

)
= ΛX −G/G +

∑
y∈[G\Y]

IndG
Gy

(Λ f yΛ̃]y,.[Y ) −
∑

y∈[G\Y]

IndG
Gy

(Λ̃]y,.[Y )

pero de 1. tenemos que Λ̃Y = −G/G −
∑

y∈[G\Y]

IndG
Gy

Λ̃]y,.[Y , sustituyendo esto en el desarrollo

anterior

Λ̃Y = ΛX +
∑

y∈[G\Y]

IndG
Gy

Λ f yΛ̃]y,.[Y + Λ̃Y

y entonces se tiene ΛX +
∑

y∈[G\Y] IndG
Gy

Λ f yΛ̃]y,.[Y = 0. Pasando para el otro lado la suma se
tiene el resultado. La segunda igualdad de se obtiene al considerar la segunda igualdad de
la proposición 3.11 y hacer el mismo proceso.

Corolario 3.13. Sea G un grupo finito y X un copo finito. Denotemos por X] (respectivamente
X]) el conjunto de elementos x ∈ X tal que Λ̃].,x[X , 0 (respectivamente Λ̃]x.,[X,0) en B(G). Si Y es un
sub-G-copo de X tal que X] ⊆ Y ⊆ X (respectivamente X] ⊆ Y ⊆ X), entonces Λ̃Y = Λ̃X en B(G).
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Demostración. Dado que podemos considerar el copo opuesto, es suficiente probar la afirmación
para X], y esto lo haremos por inducción en la cardinalidad de X; si X = ∅, entonces X = X] = Y
y no hay nada que probar. Para el paso inductivo consideremos la aplicación inclusión i : X] → Y .
Claramente ésta es una aplicación de G-copos. Más aún, si y ∈ X], entonces iy = {x ∈ X] | x ≤ y}
tiene un elemento máximo y, por lo tanto es Gy-acı́clico y Λ̃iy = 0 en B(G). Si ahora y < X],
entonces Λ̃].,y[Y = 0 en B(Gy) por definición de X]. Más aún en este caso

iy =]., y[X∩X] = {z ∈ X | z < y, Λ̃].,z[X , 0 en B(G)}
⊇ {z ∈ X | z < y, Λ̃].,z[X , 0 en B(Gx ∩Gy)}
= {z ∈ X | z < y,ResGz

Gy,z
Λ̃].,z[X , 0 en B(Gz ∩Gy)} = (]., y[X)].

La última contensión se da pues si z ∈ X es tal que ResGz
Gy,z

Λ̃].,z[X , 0 en B(Gy,z) entonces Λ̃].,z[X , 0
en B(Gz). Tendremos ası́ que existe una inclusión de Gy-copos

(]., y[X)] ⊆ iy ⊆]., y[X

pero ya que y ∈ X y y <]., y[X, entonces |]., y[X | < |X| y podemos aplicar nuestra hipótesis de
inducción y se sigue que Λ̃iy = Λ̃].,y[X = 0. De esto y lo anterior tenemos que Λ̃iy = 0 para todo
y ∈ Y y por la proposición 3.11 tenemos que Λ̃X = Λ̃Y

3. Invariantes de Steinberg

Definición 3.14. Sea G un grupo finito y p un número primo. El invariante de Steinberg S tp(G)
de G en p es el invariante de Lefschetz reducido del copo sp(G) de p-subgrupos no triviales de G,
en el cual G actúa por conjugación.

La razón para esta terminologı́a es que si G es un grupo de Chevalley simple finito en carac-
terı́stica p, entonces el carácter de permutación (virtual) asociado a S tp(G) es igual salvo un signo
al carácter de Steinberg de G

Proposición 3.15. Sea G un grupo finito y p un número primo. Entonces S tp(G) = 0 en B(G) si
y sólo si G tiene un p-subgrupo normal no trivial.

Demostración. Si S tp(G) = 0 dado que S tp(G) = Λ̃sp(G) entonces |(Λ̃sp(G))G| = 0 = χ̃(sp(G)G) = 0.
Y ya que Λ̃∅ = −G/G, entonces sp(G)G es no vacı́o y por lo tanto G tiene un p-subgrupo normal no
trivial.

Inversamente, supongamos que R , I es un p-subgrupo normal de G no trivial. Sea f la apli-
cación de sp(G) a [R, .[sp(G) definida por f (Q) = Q.R, y sea g la inclusión de [R., [sp(G) a sp(G).
Tenemos que dados P ≤ Q ∈ sp(G), f (P) = P.R ≤ Q.R = f (Q); y dado h ∈ G ya que la acción



3. INVARIANTES DE STEINBERG 49

es la conjugación y ésta preserva contensiones, entonces hP ≤h Q. Por lo tanto f es de G-copos
y claramente g también lo es. Además dado Q ∈ sp(G), (g ◦ f )(Q) = g(Q.R) = Q.R ≥ Q, por lo
tanto Idsp(G) ≤ g ◦ f . Ahora bien dado Q ∈ [R, .[sp(G), ( f ◦ g)(Q) = f (Q) = Q.R = Q, por lo tanto
Id[R,.[sp(G) = f ◦ g, es decir, son comparables. Dado que [R, .[sp(G) tiene un elemento mı́nimo, de la
proposición 3.9 se tiene que S tp(G) = Λ̃sp(G) = Λ̃[R,.[sp(G) = 0 en B(G).

Remark 3.16. Quillen ha conjeturado que sp(G) es contraible si y sólo si Op(G) , I. La prueba
anterior de hecho prueba que sp(G) es G-contraible si y sólo si Op(G) , I (ver Thénevaz y Webb
[13]).

Proposición 3.17. Sea G un grupo finito, y p un número primo. Sea ap(G) el sub-G-copo de
sp(G) que consiste en los p-subgrupos elementales Abelianos no triviales de G y bp(G) denota el
sub-G-copo de sp(G) que consiste de los p-subgrupos P de G no triviales tal que P = Op(NG(P)).
Entonces

S tp(G) = Λ̃ap(G) = Λ̃bp(G) en B(G)

Demostración. Sea P un p-subgrupo no trivial de G. Supongamos que P no es elemental Abeliano,
y denotemos por Φ(P) el subgrupo de Frattini de P. Sea f :]., P[sp(G)→ [Φ(P), P[sp(G) la aplicación
definida por f (Q) = Q.Φ(P) y sea g la, inclusión de [Φ(P), P[sp(G) a ]., P[sp(G). Ahora dados Q ≤
Q′ ∈]., P[sp(G) dado que Φ(P) es normal en P, entonces Q.Φ(P) ≤ Q′.Φ(P) y asi f es de copos;
ahora bien dado h ∈ NG(P) tenemos que hQ ≤h Q′ pues la conjugación mantiene contensiones. Asi
que f es de NG(P)-copos; claramente g también lo es. Si ahora tomamos Q ∈]., P[sp(G), entonces (g◦
f )(Q) = g(Q.Φ(P)) = Q.Φ(P) ≥ Q, por lo tanto Id].,P[ ≤ g◦ f . Ahora si Q ∈ [Φ(P), P[sp(G), entonces
( f ◦ g)(Q) = f (Q) = Q.Φ(P) = Q y por lo tanto Id[Φ(P),P[sp(G) = f ◦ g. Es decir, son comparables,
y entonces Λ̃].,P[sp()G = Λ̃[Φ(P),P[sp(G) . Ya que [Φ(P), P[ tiene mı́nimo, entonces Λ̃[Φ(P),P[sp(G) = 0 en
B(NG(P)) por la proposición 3.9. Lo que nos dice que tenemos las siguientes contensiones

(sp(G))] ⊆ ap(G) ⊆ sp(G)

y aplicando el corolario 3.13 se tiene que Λ̃sp(G) = Λ̃ap(G).

La otra igualdad es similar: sea P un p-subgrupo no trivial de G. Sea R = Op(NG(P)), y su-
pongamos R , P. Sea f :]P, .[sp(G)→ sp(NG(P)/P) definida por f (Q) = NQ(P)/P, y sea g :
sp(NG(P)/P) →]P, .[sp(G) definida por g(Q/P) = Q. Considerando Q ≤ Q′ ∈]P, .[sp(G), tenemos
que f (Q) = NQ(P)/P ≤ NQ′(P)/P = f (Q′), y dado h ∈ G f (hQ) = NhQ(P)/P =h NG(P)/hP =h

(NG(P)/P) = h. f (Q). Por lo tanto f es de G-copos. Si ahora tenemos Q/P ≤ Q′/P ∈ sp(NG(P)/P),
por el teorema de correspodencia tenemos que g(Q/P) = Q ≤ Q′ = g(Q′) y finalmente dado h ∈ G,
g(h(Q/P)) = g(hQ/hP) =h Q =h .g(Q/P), por lo tanto g es de G-copos. Ahora bien, si consideramos
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Q ∈]P, .[, entonces (g ◦ f )(Q) = g(NQ(P)/P) = NQ(P) ≤ Q, por lo tanto g ◦ f ≤ Id]P,.[sp(G) . Sea ahora
Q/P ∈ sp(NG(P)/P), entonces ( f ◦ g)(Q/P) = f (Q) = NQ(P)/P ≤ Q/P por el teorema de corres-
pondencia, por lo tanto, f ◦ g ≤ Idsp(NG(P)/P). Es decir, son comparables y ası́ por la proposición
3.9

Λ̃]P,.[sp(G) = Λ̃sp(NG(P)/P) = InfNG(P)
NG(P)/PS tp(NG(P)/P)

visto como NG(P)-conjunto pues Λ̃]P,.[sp(G) lo es. Dado que Op(NG(P)/P) = Op(NG(P))/P = R/P , I

entonces sp(NG(P)/P) es G-contraı́ble y 0 = Λ̃sp(NG(P)/P) = Λ̃]P,.[sp(G) en B(NG(P)/P). Es decir,

(sp(G))] ⊆ bp(G) ⊆ sp(G)

y por el corolario 3.13
Λ̃sp(G) = Λ̃bp(G)

Uniendo lo anterior y considerando que Λ̃sp(G) = S tp(G) se tiene el resultado deseado.

Notación 3.18. Para el resto de la sección, el grupo G será un grupo finito y F denotará una
familia de subgrupos de G tal que:

1. I ∈ F .
2. F es cerrada bajo conjugación.
3. F es cerrada bajo productos, i.e., si P y Q son elementos de F tal que P normaliza a Q,

entonces P.Q ∈ F .

Si H es un subgrupo de G, entonces F (H) es el conjunto de subgrupos de H que están en F . Esta
es una familia de subgrupos de H que tienen las tres propiedades anteriores.

Denotamos por F la familia F quitando el grupo trivial. Entonces F y F están ordenadas por
la inclusión de subgrupos, y son G-copos. Cuando H es un subgrupo de G, denotamos similarmente
por F (H) el conjunto de subgrupos no triviales de H que están en F .

Definición 3.19. El invariante de Steinberg S tF (G) de G con respecto a F es el invariante
reducido de Lefschetz del G-copo F .

Por lo tanto si F = sp(G), entonces S tF (G) = S tp(G).

Lema 3.20. Sean G y F como en 3.18. Si P ∈ F , entonces S tF (G)P = 0 en B(NG(P)/P).

Demostración. Denotemos por a la aplicación inclusión de [P, .[F P a F , y por b la aplicación de F P

a [P, .[F P definida por b(F) = P.F. Claramente a es de G-copos, ahora bien si F ≤ F′ ∈ F P, P.F ≤
P.F′ y dado g ∈ G b(gF) = P..gF =g PF = g.b(F), por lo tanto b es de G-copos. Consideremos
ahora Q ∈ [P, .[F P , entonces (b ◦ a)(Q) = b(Q) = P.Q = Q por lo tanto Id[P,.[

F P . Si ahora Q ∈ F P,
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(a ◦ b)(Q) = a(P.Q) = P.Q ≥ Q, entonces IdF P ≤ a ◦ b. Es decir, son comparables, por lo tanto
S tF (G)P = Λ̃P

F
= Λ̃F P = Λ̃[P,.[

F P = 0 pues [P, .[F P tiene elemento mı́nimo P.

Teorema 3.21. (Bouc). Sea G y F como en 3.18. Si X ∈ B(G), sea

S tF (G, X) =
∑

P∈[G\F ]

IndG
NG(P)(µF (I, P)InfNG(P)

NG(P)/PXP).

Entonces la aplicación X 7→ S tF (G, X) es un endomorfismo de grupos idempotente de B(G), y su
imagen es el conjunto de elementos X de B(G) tal que XP = 0 en B(NG(P)/P) para todo P ∈ F .

Demostración. Notemos que si XP = 0 para P ∈ F , entonces

S tF (G, X) = IndG
NG(I)(µF (I, I)InfNG(P)

NG(P)/PXI +
∑

P∈[G\F ]

IndG
NG(P)(µF (I, P)InfNG(P)

NG(P)/PXP)

= IndG
G(G/G.InfG

G/IX) = X

Por lo tanto lo único que resta por verificar es que si P ∈ F , entonces S tF (G, X)P = 0.

Por linealidad, podemos suponer que X es un G-copo finito, visto como un G-copo para el orden
discreto. Denotemos por Z al subcopo de X × F que consiste de los pares (x, P) tal que P ⊆ Gx.
X × F es G-copo con el orden de la contensión en la segunda entrada, es decir, (x, P) ≤ (y,Q) si
P ⊆ Q, pues dado que X es discreto x = y. La acción de G, es entrada a entrada, en la primera
la acción sobre X y en la segunda la conjugación. Sea a : Z → X, definida por a((x, P)) = x.
Claramente a es de G-copos, y ax = {(y, P) ∈ Z | y ≤ x} = {(x, P) | P ⊆ Gx} es isomorfo a F (Gx),
considerando (x, P) 7→ P tal isomorfismo.

Para cualquier G-copo discreto X, tenemos que ΛX =
∑

n≥0(−1)nS dn(X) = S d0(X) = X. Más
aun, todos los elementos de S son máximos en X, por lo tanto Λ̃]x,.[X = Λ̃∅ = −Gx/Gx para todo
x ∈ X. De la proposición 3.11 tenemos que

ΛX = X = ΛZ +
∑

x∈[G\X]

IndG
Gx

(Λ̃axΛ̃]x, .[X) = ΛZ −
∑

x∈[G\X]

IndG
Gx

(Λ̃F (Gx)G/G) =

(3.1) X = ΛZ −
∑

x∈[G\X]

IndG
Gx

S tF (Gx)(Gx)

Consideremos ahora b : Z → F la aplicación definida por b((x, P)) = P. Entonces si (x, P) ⊆
(x, P′), es porque b((x, P)) = P ⊆ P′ = b((x, P′)) y dado h ∈ G tenemos que b(h.(x, P)) =

b((h.x,g P)) =h P = h.b((x, P)). Por lo tanto, b es de G-copos, y para Q ∈ F

gQ = {(x, P) ∈ X × F | Q ⊆ P ⊆ Gx}.
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Veamos que gQ es un NG(Q)-copo. Es copo con el orden de la inclusion en la segunda entrada.
Ahora bien, sea e el neutro de G entonces e ∈ NG(Q) y ası́ e.(x, P) = (e.x,e P) = (x, P). Ahora con-
sideremos h, h′ ∈ NG(Q), entonces (hh′).(x, P) = ((hh′).x,hh′ P) = (h.(h.x),h (h′P)) = h.(h′.(x, P)).
Ası́, gQ es un NG(Q)-copo. Ahora consideremos las aplicaciones c : gQ → XQ y d : xQ → gQ

definidas por c((x, P)) = x y d(x) = (x,Q). Si (x, P) ≤ (y, P′), entonces x = y y P ⊆ P′, y entonces
c((x, P)) = x = y = c((y, P′)). Y dado h ∈ NG(Q) c(h.(x, P)) = c((h.x, h.P)) = h.x = h.c((x, P)), por
lo tanto c es de G-copos. Ahora bien, dado que X lo estamos viendo como G-copo discreto, enton-
ces XQ tambien lo es y ası́ d es de copos y dado h ∈ NG(Q), d(h.x) = (h.x,Q) = (h.x,h (h−1

Q)) =

h.(x,h
−1

Q) = h.(x,Q) = h.d(x) pues h−1 ∈ NG(Q). Por lo tanto d también es de NG(Q)-copos. Ahora
dado (x, P) ∈ gQ, (d ◦ c)((x, P)) = d(x) = (x,Q) ≤ (x, P), es decir, d ◦ c ≤ IdgQ . Y dado x ∈ XQ,
(c◦d)(x) = c((x,Q)) = x, por lo tanto c◦d = IdXQ ; con lo cual son comparables y ΛgQ = ΛXQ = XQ

por ser XQ NG(Q)-copo discreto. Ahora por el corolario 3.12 parte 3. aplicado a b

ΛZ = −
∑

Q∈[G\F ]

IndG
NG(Q)ΛbQΛ̃].,Q[F

Pero bQ = {(x, P) ∈ Z | Q ⊆ P} = {(x, P) ∈ X × F | Q ⊆ P ⊆ Gx} = gQ y entonces ΛbQ = ΛgQ .
Además Λ̃].,Q[F = Λ̃]I,Q[F = µF (I,Q). Sustituyendo todo esto en la suma anterior

ΛZ = −
∑

Q∈[G\F ]

IndG
NG(Q)X

QµF (I,Q).

Ası́ al sustituir en 3.1 nos dice que

X = −
∑

Q∈[G\F ]

IndG
NG(Q)(µF (I,Q)XQ) −

∑
x∈[G\X]

IndG
Gx

S tF (Gx)(Gx)

pero al pasar el primer sumando del lado derecho al izquierdo y por como se define S tF (G, X)
tenemos que

S tF (G, X) = −
∑

x∈[G\X]

IndG
Gx

S tF (GX)(Gx).

Ahora para cualquier x ∈ X y cualquier P ∈ F , si P ⊆ Gx, entonces S tF (Gx)(Gx)P = 0 por el lema
3.20. Finalmente de la proposición 1.2 inciso 3.

S tF (G, X)P = (−
∑

x∈[G\X]

IndG
Gx

S tF (Gx)(Gx))P = −
∑

x∈[G\X]

(IndG
Gx

S tF (Gx)(Gx))P =

= −
∑

x∈[G\X]

∑
y∈[NG(P)\G/Gx],Py⊆Gx

IndNG(P)/P
NyGx (P) (yS tF (Gx)(Gx))P =

= −
∑

x∈[G\X]

∑
y∈[NG(P)\G/Gx],Py⊆Gx

IndNG(P)/P
NyGx (P) (S tF (Gx)(Gx)P)y−1

=

= −
∑

x∈[G\X]

∑
y∈[NG(P)\G/Gx],Py⊆Gx

IndNG(P)/P
NyGx (P) (0)y−1

= 0
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como querı́amos.

Remark 3.22. Otra prueba del teorema 3.21 puede ser encontrada en [1], donde las descompo-
siciones de B(G) asociadas a F son construı́das.

Corolario 3.23. Sean G y F como en 3.18, y supongamos más aun que F es cerrada bajo
tomar subgrupos.

1. Si P ∈ F y X ∈ B(G), existe un entero mP,X tal que

ResG
PS tF (G, X) = mP,XP/I.

2. Denotemos por |G|F al m.c.m de los órdenes de elementos de F . Entonces para cualquier
G-copo finito X

χ̃(X) +
∑
P∈F

|µF (I, P)|χ̃(XP) ≡ 0 mod |G|F

y en particular

χ̃(F ) ≡ 0 mod |G|F

Demostración. Sea Y un elemento de B(G) tal que YP = 0 para todo P ∈ F . Consideremos la
restricción de Y a un elemento Q de F . Entonces

ResG
QY =

∑
R∈[sQ]

|YR|eQ
R .

Dado queF es cerrado al tomar subgrupos, el único término no cero en esta suma se obtiene cuando
para R = I. Ası́

ResG
QY = |Y |eQ

I =
|Y |
|Q|

Q/I

la última igualdad nos la da el lema 2.17 inciso 3., pero ya que |Y |
|Q| ∈ Z, entonces se tiene que |Y | ≡ 0

mod |Q| y por lo tanto ResG
QY es un múltiplo entero de Q/I.

1. Basta considerar Y = S tF (G, X), Q = P y entonces el entero mP,X buscado será |S tF |/|P|.
2. Considerando ahora X un G-copo, entonces Λ̃X ∈ B(G) y aplicamos 1. entonces

ResG
PS tF (G, Λ̃X) = mP,Λ̃X

P/I

Tomamos la cardinalidad en ambos lados y tendremos que∣∣∣ResG
PS tF (G, Λ̃X)

∣∣∣ =
∣∣∣mP,Λ̃X

P/I
∣∣∣ = mP,Λ̃X

|P|
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pero ademaás para cualquier Y ∈ B(G) se tiene que |ResG
HY | = |Y |, con lo cual y por el

teorema 3.21∣∣∣ResG
PS tF (G, Λ̃X)

∣∣∣ =
∣∣∣S tF (G, Λ̃X)

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

P∈[G\F ]

IndG
NG(P)(µF (I, P)InfNG(P)

NG(P)/PΛ̃P
X)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣IndG

G

(
µF (I, I)InfNG(I)

NG(I)/IΛ̃
I
X

)∣∣∣∣ +
∑

P∈[G\F ]

∣∣∣∣IndG
NG(P)

(
(µF (I, P)InfNG(P)

NG(P)/PΛ̃XP

)∣∣∣∣ =

=
∣∣∣µF (I, I)

∣∣∣ ∣∣∣∣InfNG(I)
NG(I)/IΛ̃X

∣∣∣∣ +
∑

P∈[G\F ]

|G|
|NG(P)|

∣∣∣µF (I, P)
∣∣∣ ∣∣∣∣InfNG(P)

NG(P)/PΛ̃XP

∣∣∣∣ =

= |G/G|
∣∣∣Λ̃X

∣∣∣ +
∑

P∈[G\F ]

|G|
|NG(P)|

∣∣∣µF (I, P)
∣∣∣ ∣∣∣Λ̃XP

∣∣∣ =
∣∣∣Λ̃X

∣∣∣ +
∑
P∈F

∣∣∣µF (I, P)
∣∣∣ ∣∣∣Λ̃XP

∣∣∣ =

= χ̃(X) +
∑
P∈F

∣∣∣µF (I, P)
∣∣∣ χ̃(XP)

Pero para cada P ∈ F , su orden divide a esta suma, entonces el mı́nimo común múltiplo
de todos estos órdenes, |G|F , también lo divide, es decir

χ̃(X) +
∑
P∈F

∣∣∣µF (I, P)
∣∣∣ χ̃(XP) ≡ 0 mod |G|F .

La segunda congruencia se obtiene al considerar en particular X = F . Tendremos en-
tonces

χ̃(F ) +
∑
P∈F

∣∣∣µF (I, P)
∣∣∣ χ̃(F P) = χ̃(F ) +

∑
P∈F

∣∣∣µF (I, P)
∣∣∣ ∣∣∣Λ̃P

F

∣∣∣ =

= χ̃(F ) +
∑
P∈F

∣∣∣µF (I, P)
∣∣∣ ∣∣∣S tF (G)P

∣∣∣ ≡ 0 mod |G|F

pero por el lema 3.20, S tF (G)P = 0 si P ∈ F . Por lo tanto el segundo sumando se anula
y se sigue la congruencia.

Remark 3.24. Cuando F es el copo S p(G) de los p-subgrupos no triviales de G, la segunda
congruencia es entonces χ̃(sp(G)) ≡ 0 mod |G|p, ésta se debe a Brown ([3]). Una prueba de esta
congruencia usando los idempotentes del anillo de Burnside fue dada por Gluck ([7]) y Yoshida
([14]). Congruencias similares han sido estableciecidas por Thénevaz ([11]) y Brown y Thénevaz
([4]).
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El cálculo de los invarientes de Steinberg de los grupos simétricos, o más generalmente produc-
tos trenzados de un grupo finito con grupos simétricos, puede encontrarse en ([2]). Este requiere el
uso de un anillo de series de potencias formales con coeficientes en anillos de Burnside.
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