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Métodos de integracién

Ana Gabriela Galvan Garcia



Capitulo 1

Método por sustituciéon trigonométrica



2 Método por sustitucion trigonométrica

Las sustituciones trigonométricas se emplean en integrales donde aparecen los siguientes radi-
cales:

/\/a2 — b2a2 dx, / Va2 + b2a2dx, /\/6%2 —a?dx,
con a, y b constantes. Los cambios que deben hacerse son los siguientes:

= Para integrales que contienen va? — b?22, hacemos

2 sent
T = -—sen

b
de = %costdt,

entonces

va? — b2x? = |acost|.

SIS

VG
Figura 1-1

= Para integrales que contienen v/a? + b2x2, hacemos

? tant
r = —tan
b
a
de = ESCCQtdt,

entonces

Vva? + b?a2? = |asect|.

V@Y 22

a
b

Figura 1-2



Método por sustitucién trigonométrica

= Para integrales que contienen v/b2z2 — a2, hacemos

 sect
T = -—sec
b
a
der = 7 secttant dt,
entonces
V2?2 — a? = |atant|.
\/ r
2 a\2
T (3)
a
b
Figura 1-3
Observacion:

Si la integral que tenemos que calcular no tiene limites de integracion y es de alguno de los tres
casos anteriores quitaremos el valor absoluto ya que consideraremos que lo que aparece dentro del

él es positivo.
Ejemplos:

3z + 22
1. ——dzx.
/ 1+ 22 o

Solucion:

Hagamos
entonces
Calculando dx tenemos:

sustituyendo en la integral, tenemos

3 2
/ T+ da
1+ 22

T = tan z,
1+ 22 = sec? 2.

dr =sec? z dz,

B /3tanz—|—tan2,z

sec? z

sec?® zdz

= /3tanz—|—tan2,z dz

= /3tanz+sec2z—1dz

= —3lncosz-+tanz — z +c.



Método por sustitucion trigonométrica

Utilizando la figura 1-2 tenemos

1
o8 2 = —(——,
2+ 1
por lo tanto,
3 2 1
/ x_l—l;dx = —31n(—>+x—arctan:c+c
].—I—l’ .T2—|—1

3
= ln{x2+1}2 + x — arctanz + c.

3+ 22+ 22 y
—dz.
V9 — 22
Solucion:
Tomamos
T = 3sent,
calculando dz:
dr = 3costdt.

Observamos que

V9 — 22 = 3cost,

sustituyendo en la integral dada,

3+ 22+ 2 27sen®t + 9sen®t + 6sent
—— —dr = 3cost dt
V9 — 12 3cost

= /27sen3t—|—9sen2t+6sent dt

= 27/sen3t dt+§/(1—c082t) dt—|—6/sentdt,

donde,

/ sen 3t dt,

la resolveremos por el metodo por partes,

u = sen ’t du = 2sentcost
dv = sent v = —cost



Método por sustitucién trigonométrica

entonces,

/sen3t dt = —costsen2t+2/cos2tsentdt
= —costsen2t+2/(1—sen2t) sent dt
= —costsen2t+2/(sent—sen3t) dt
= —costseth—2cost—2/sen3tdt

(— costsen ’t — 2 cos t) .

Wl

De manera que

3+ 22+ 2x

9
50 dr = 27/sen3t dt+§/(1—cos2t) dt+6/sentdt,
9 9
= 9(—costsen2t—2cost)+§t—zsen2t—6cost

9 9
= —9costsen’t —24cost + Qt_ Zseth

9 9
= —9costsen?t — 24cost + §t— §sentcost.

Utilizando la figura 1-1 tenemos

3o 42 2,/0 = 22 9 1
S e ;T—;xd:c:—%—8\/9—%2—1—5211“(:8&1%—ix\/9—x2+c.

x
R
/\/4x2 — 25 v

Solucion:
Hagamos

Tr = —sect
2 )

calculando dz: -
dr = 3 secttant dt,

asi

VAazx2 — 25 = 5tant.

Volviendo a la integral inicial, tenemos



Método por sustitucion trigonométrica

/ T dr — 5/gsect ttant dt
T r = 5 5tantsec an

5
= Z/sec%dt

= 1 tant.
Utilizando la figura 1-3 tenemos
T2 25
4
tant = B
2
B 422 — 25
= - ,
entonces,
T 1
————dr = —Vv4x2 - 25+c.
/ Vaxr? — 25 4
2
T
. dt.
/ 4+ z2
Solucion:
Sea

r = 2tant,

calculando dz:
dr = 2sec® t dt,

por consiguiente,
4+ 2% = 4sec?t.

Sustituyendo en la integral,

/ x? ir — (2sec?t) (4 tan? t)dt
4+ x2 4sec?t

= /tan tdt

= 2/sec t—1dt

= 2(tant —t)

Utilizando la figura 1-2 tenemos

¢ tan =
= arctan —,
2



Método por sustitucién trigonométrica

entonces

/ 2’ d:c—2(£—arctan£>+c
442277 T\2 2 '

/ dx
V(2= 22)°
Solucion:

Hagamos
T = \/5 sent,

calculando dz:

dr = \/§costdt,

donde
2 — 2% =2cos?t.

Y sustituyendo en la integral dada,

/ dxz V2cost
— = ——dt.
(2 — 22)2 V8cos3t
Sy
2] cos?t
= —tant.
5 tan
Utilizando la figura 1-1 tenemos
x

por lo tanto

6. /\/7 — 22dx.
Solucion:

Hagamos
z =7 sent,

calculando dz:

dx = \/Tcost dt,

asi,

VT — 22 = /7 cost,
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sustituyendo en la integral,

/\/7—$2dl‘ = 7/COS2tdt

= ;/(1+cos2t)dt

— Ty Tena
= 9 4S€Il

7
= —t+ —sentcost.
2 2

Utilizando la figura 1-1 tenemos

; x
sent = —
VT
7 — a2
cost = ,

finalmente,

7 T
V7 —22dr = —arcsen (—) +
/ 2 VT



Capitulo 2

Integracion mediante Fracciones Par-
ciales



10 Integracion mediante Fracciones Parciales

Definicién:
Una funcién racional es del tipo

q()

donde p(zx)y q(x) son polinomios con coeficientes reales y el grado de ¢ (x) es mayor o igual a 1.

Ahora, para integrar
/ p(x) dr.
q ()

si la fraccién dada es impropia (es decir el grado de p (x) es mayor o igual al de ¢ (z)), entonces
por el algortimo de la divisién existen polinomios unicos g (z) y 7 (x), con 7 (x) = 0 o el grado de
r (z) menor que el grado de ¢ (z) tal que,

(@)= 2

entonces

r(z)
q ()

Siq(z) = (x4 a)" ... (2% + bx 4 ¢)™ entonces la funcién racional

es una funcién racional propia.

p(r)
q ()

donde g () es un polinomio de grado menor que el de p (z) y

se puede expresar como

suma finita de funciones de la forma

A Bx +C
(z+a) Y (22 + bz + )"

donde k y m son enteros positivos, A, B, C, a, b, c son constantes con la condicién de que 22 +bx +c
sea un polinomio irreducible.
De este modo, la integraciéon de una funcién racional consiste fundamentalmente en la inte-
gracién de un polinomio y de varias fracciones. Consideremos los siguientes casos:
Caso 1. Factores lineales distintos
. p(z)
Si
q(x)

es una fraccién propia y x — a; es una factorizacion de ¢ (x) , entonces

A A A,
pl) _ A CHET .
qg(r) zT—a1 x—a T — an

Por lo tanto,

/de = /dejL/ Az dl‘+...+/ An dx
q(x) T —a T — Qo T — an,

= Aln|lz—a|+Aln|z—a]+ ..+ A, In|z —a,| + k.

Ejemplo
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/ dx
2 —4

Solucion:

Expresamos
4=z -2)(z+2),

entonces
1 A B

x2—4 :c—2+:c+2’

multiplicando por 2% — 4 ambos lados de la igualdad,
1 = A(x+2)+B(x—2)
= (A+B)z+2(A-DB).

Igualando los coeficientes llegamos a

A+B = 0
2(A—-B) = 1,
en donde, la solucion al sistema de ecuaciones es:
il gt
4 4

Por lo que

dx A B
/x2—4 N /:U—de_l_/x—{—de
B 1/ dx _1/ dx
4 ) -2 4) x+2

1 1

= Zln\:n—2| —Zln\x—l—Z\ +k
1 T —2

= -1 k.
4 a T+ 2' +

Caso 2. Factores lineales iguales.
. p(z) iy : :
Si (@) es una fraccién propia y  — a; es una factor de ¢ (z) que se repite n veces, entonces
q(x

Por lo tanto

/%dm _ /xflaidx+/ﬁdx+"'+/ﬁdx

Ejemplo
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/ 3r + 5
] dz.
-2 —x+1

Solucion:
Como
3 2 _ 2
-t —rx+1l=(+1)(zr—-1),
tenemos
3r+5 A B n C

B —r+1 x+1 z—1 (g(;_l)Q’

2

multiplicando por 22 — 22 — 2 + 1 ambos lados de la igualdad,

3c+5 = A(x—1°+B@+1)(z—1)+C(z+1)
= (A+B)2*+ (C—-24A)2+A-B+C.

Igualando los coeficientes,

A+B =0
C—-2A =
A—-B+C = 5,

la solucién es,

entonces

3r+5 1 —1 4
dr = 2 d 2 _d /70[
/x3—x2—x+1 v /93+1 :H_/l“—l o (= 1)* ’

1 1 4
- - =Inle—1]— ——
2n|:c+| 2n\:ﬂ | l‘—1+k
1
r+1]|? 4
= 1 — k.
nZL‘—l x—1+

Caso 3. Factores cuadréticos distintos
g @)

q ()

es una fraccién propia y x? + bz + ¢ es una factor cuadratico de ¢ (), entonces

plz)  Ar+B
q(x)  22+br+c

siendo los valores de A y B constantes reales a determinar.
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Entonces para integrar

p(x) B Az + B
/q(ﬂf)dx N /x2+bx+cdx

A 21 + 28

2] 22+br+c

A/2x+b+%—b
= — x

2 22 4+bxr+c

A

B 2¢+ b 2B — Ab dx
N 2/:1:2—|—bx+c+ 2 /x2+b:c—i-c
2B — Ab dx

2 /:U2+b93+c'

= §1n|x2+b:c+c}+

/ dx
x2+bxr+c’

/ dx _/ dx
2+br+c (x+%)2+4c1b2’

Para resolver

completemos el binomio,

Donde obtenemos algo de la forma

du 1 U
——— = —arctan —,
w2 +a?2 a a

entonces
2¢ + b

Vac — b2’

arctan

/ dx B 2
) Vi

1
por lo tanto,

/Ags—+de = éln}:c2 —|—b:c+c‘ + 2B—_Abarctan2x—+b +
w2 +br+c 2 4e — b2 Vie — b2
Ejemplo

/x3 +at+ 1z +2

x4+ 322 + 2
Solucion:
Como
ot +32% + 2= (x2—|—1) (x2—|—2),
entonces

:(:3—|—x2+:c+2_Ax+B+C:c+D
32242 2241 22427

13

(2.1)
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multiplicando por z# + 322 + 2, tenemos,

PP+’ +1+2 = (Az+ B) (#*+2) + (Cx+ D) (* + 1)
= (A+OC)2*+(B+D)a*> + (2A+C)x +2B + D.

Igualando coeficientes:

A+C =1
B+D =1
2A+C =1
2B+ D 2

la solucidn es:

Entonces la integral es

/x3+x2+x+2d /A:c+Bd +/C:c+Dd
xr = xXr X
x4+ 322+ 2 2 +1 22+ 2

1 T
= d —d
/x2+1x+/x2—|—2x

1
= arctan |z| + Eln }932 + 2! + k.

Caso 4. Factores cuadraticos iguales

Si b EI; es una fraccién propia y 22+ bx + ¢ es una factor de ¢ (x) que se repite n veces, entonces
q(x
D (.T) All’ + B1 Agl’ + B2 An.T + Bn
=2 st ot s
q(xr) a2?2+br+c (22 +bx+c) (22 + bz + ¢)
siendo los valores de A; y B; constantes reales, con i =1,...,n.
Entonces para integrar
Ax+ B Asr + B Apz + B,
/de:/< 1+ L 2T + 22 Ln)d:c
q(x) 2?2 +br+c (224 ba +c) (22 + bz + ¢)

nos fijaremos en
/ A,z + B,
——————dx,
(22 4 bz + ¢)

para n > 1, pues para n = 1se sigue como el caso 3, entonces

A,x+ B, T dr
———wdr=A, [ ————dz+ B, | 75—
/(x2+ba:+c)" v /(:U2+b93+c) v /(x2+ba:+c)
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x dx
Resol A, | ——————dz, B, | ——F—
esolveremos A,, [ CENTEY z, pues B, [ CENTEY
Completemos el binomio
2 +br+c= x—l—é 2+4C_62
B 2 4
Hagamos
+ b t
€T — =
2
der = dt,

entonces en

x x
An/mdx B An/((x+g)2+4c_b2)ndx

Haciendo
W 4e — 2
=
tenemos ; bA i@t
T
A, | ————dr=A, —dt — —— —.
/(:U2+b:c+c) * /(t2+a2) 2 /(t2+a2)
Asi -
A 2 2\~ 1
An/ t i = o (B2 + o) .
(t? + a?) 2(—n+1)
Calculamos

/ dt B / ot @t
2 +a2)" a?t (12 + a?)"

ot
= / n—2 5 dt,
a?t (12 +a?)" 7 (12 4 a?)

utilizando el método de integracién por partes:

1 ot
= ) dv = 2
a?t (2 + a?) (12 4+ a?)
S 2B+t —a?

2 -1 2 (12 + a?)

15

— estd contenido en este caso.
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— <a2 (240" 2+ a2 (n—2) (2 +a2)" 2t)
du = 53 dt
(a2t (2 +a2)" ™)
Q2P (2 4 a?) + 262 (n - 2)) dt
att? (12 + a2)>

— (2 + a? + 2t?n — 4t?)

- pre——
a?t? (12 + a?)
—((2n — 3) t* + a?)

a?t? (12 + oz2)"_1

dt.

Proponemos que
t2
2(12 + a?)’

entonces

dv 2t (2 (2 + a?)) — 4t (¢?)
dt (2(t2 + a2))?
43 + 4ot — 43
4(12 4 a2)?
ot
(12 +a2)*

Como dos primitivas de la misma funcién difieren en una constante, entonces tenemos que

t2 2

- —+k
2(t2 + a?) 2 (t2 + a?)
de donde
12 o?
k = +
2(t2+a?)  2(2+a?)
P+
2 (t2 4+ a?)
B 1
= 35
Asi )
1 t
u = — dv = a—Q dt
a?t (12 + a?) (t2 + a?)
—((2n =3)t? +a? t?
du ((2n )t +a )dt Vo=

a2 (2 + o2)" 2(2 +a?)
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de donde
1 t? 12 (20 —3) 2 4 2
uv—/vdu = — _/ ((2n —3) +j.i)dt
a2t (2 4+ a2)" 2 (t* + a?) 2(12+a2) a2 (2 + a?)"
t (2n — 3) t* + a?
- n—1 2 (42 2\ dt
202 (t2 + a?) 202 (12 + a?)
_ 4 1 /(2n—3)t2+(2n—3)a2—(2n—3)a2+a2dt
C202(24 02"t 22 (2 + a2)"
1 2n = 3) (t* + o —2 1) a?
= = /(" 3)(t+na)d:c+/( nti3tla,
202 (P +a?) ! 20 @+ a?) T
B t +2n—3/ dt —(n—2)/ dt
202 (82 4 a2)" ! 202 (12 4 a2)" ! (2 + a2)"
de donde

/ dt +(n_2)/ dt t +2n—3/ dt
(2 + a?)" B2+ao?)" 2222402 202 ) (224 a2)" Y

/ dz B 1 t n 2n — 3/ dt
2 +a®)"  n—-1\2a2(2+a>)"" 20> | (24a2)"""
B t n 2n —3 / dt
2a%(n —1) (2 +a2)"" 22 (n—1)) (2 +a2)" "
x t bA dt
A, | ————de=A, —dt — —= e
/ (22 + bz + ¢) v / (12 + a?) 2 / (12 4+ a?)
que es igual a

A, (2 +a?) " bAn< t on — 3 / dt )

- +
2(-n+1) 2 \222(n—1)(2+a2)""  2a*(n—1)) (24a2)""

asi

Por lo tanto

Ejemplo
222+ 3
- / x—jdeI
(2 +1)
Solucion:

Tenemos que
202 +3  Ax+B Cz+D

= -+ ,
(241 2241 (2241)°

multiplicando por (z? + 1)2, tenemos

20°+3 = (Az+B)(2*+1)+Cz+D
= A*+ Ba*+(A+C)xz+ B+ D.
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Igualando los coeficientes del sistema,

Integracion mediante Fracciones Parciales

A =0
B = 2
A+C =0
B+D 3,
la solucién es:
A=0,B=2 C=0,D=1
Volviendo a la integral inicial,
21 Ax+ B D
/Lﬁd:c — / 5;;4_ d:n—l—/%dx
(2 +1) 2+ 1 (22 +1)

2 1
= /x2+1d$+/mdﬁ

Sea
r = tanz
dr = sec®z dz,
entonces . ) )
sec” z sec” z
dr+ [ ———=dx =2 dz+ | ——dz,
/x2 +1 / (22 +1)° /sec2z /sec4z dz
donde
/ sec? z P / 2. g
——dz = cos“ z dz
sect z dz
oz n sen 2z
2 4
_z N sen z cos z
2 2 ’
asi
2 1 Z  Sen zcosz
de + | —————dz = 224+ -+ ———
/:c2+1 /(:c2+1)2 2 2
5 sen 2 cos z
= —z4+—=
2
Sustituyendo
T
senz =
2+ 1
1
cosz =
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tenemos

/ 2 d:n+/#dx = §arctanx+1( < )( ! )—I—k‘
x?2+1 (:z:2—|—1)2 2 Va2 +1 Va2 41

D arctanz + ———— 4+ k
= —arctanx Q< .
2 2 (22 +1)

Veamos otros ejemplos de integracién por el método de fracciones parciales.

Ejemplos

1
1. / I
3+ 22 — 62
Solucion:
Factorizando el denominador se obtiene

P2 —6br=2(r—-2)(x+3),

entonces,

r+1 _é+ B N C
r(r—2)(x+3) x x-2 x+3

Multiplicando por el denominador z (z — 2) (z + 3),

r+1 = A(x—2)(x+3)+Bzx(z+3)+Cx(r—2)
= Az’ + Ar — 6A+ Bx? 4 3Bz + C2? — 2Cx
(A+B+C)r*+ (A+3B—2C)x — 6A.

Igualando los coeficientes,

A+B+C =
A+3B-2C
—6A = 1,
la solucién a este sistema es,
1 3 2
A=—= B=— C=——
6’ 10’ 15’
entonces,
/ r+1 gr - 1 dx+3 dx 2 dx
422 —6x 6 10/ z—=2 15) z+3
1 3 2
= —éln|x\+—01n\x—2|—1—51n|x+3|+k.

+ k.

(z = 2)

x5 (x —i—3)15
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[ g p— |
2. 3 5 dzx.
3 —
Solucion:
Tenemos que

et =t —x—1 x+1
3 — 12 - o3 g2
rz+1

— ’

22 (r—1)

escribimos
r+1 A B C

2@—-1) z 22 z-1

Multiplicando por el denominador z? (z — 1),

r+1 = Av(z—1)+ B(z—1)+Ca?
(A+C)2*+(B—A)x—B

igualando coeficientes,

A+C =0
B-A =1
-B 1

resolviendo el sistema de ecuaciones,

A=—2, B=-1

-t —r—1 z+1
/ P —— der = /x —xQ:U—l)dI

= /xd:c—/——— %l)dx

asi

= %+21n\x|———21n|x—1|+k
22 1

) k.
2 :z:+ nx—1‘+

/x3+x2+x+2
3. dx
x4+ 422 + 3

Solucion:

Notemos que
t+ 42”7 +3 = (27 +1) (2*+3),
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entonces,
?+a2*+r+2 Ar+B  Cx+D

42 +3 2241 + x24+3"

Multiplicando por el denominador z* + 422 + 3, tenemos

P+’ +x+2 = (Az+B) (2*+3) + (Cz + D) (2° + 1)
(A+C)2* +(B+D)x*+ (3A+C)z + (3B+ D),

igualando coeficientes,

A+C =
B+D =
3A+C
3B+ D

DO = =

resolviendo el sistema de ecuaciones,
1
A=0, Bzi, C=1, D=—,
entonces,
B+ +a+2 1 dz T+ 3
dr = - [ ——+ dx
x4+ 422 + 3 2) 22+1 2+ 3
1 dx x 1 1
= = ——dr + = d
2/x2+1+/x2+3 x+2/x2+3 *

du 1 U
——— — — arctan —, tenemos que
uc+a a a

/ 1 d 1 ‘ x
r = — arctan —,
2+ 3 V3 V3

por (2.1), donde /

Por lo tanto,

/933+:B2+93+2

1 1 1
$4—|—4CB2+3 dv = EarCtanx_'_ 5111}‘%2_'_3{ +—arctani + k.

2v/3 V3

/935—934+4933—4932+8:U—4dx
. (22 +2)° '
Solucion:
Hagamos,

935—934+4933—4932+8:U—4_A93+B+ Cx+ D N Ex+ F
(22 +2)° 2+2 (22427 (22+2)%

21
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multiplicando por el denominador (22 + 2)3,
25— 4 42® — 42?4 8 — 4 = (Az + B) (2 +2)° + (Cx + D) (+* + 2) + Ex + F,
y desarrollando tenemos que el lado izquierdo de la igualdad es:

Az’ + Ba* + (4A+O)2® + (4B + D)2® + (4A+2C + E)x + (4B + F +2D).

Igualando los coeficientes,

A =1

B = -1

1A+ C = 4
AB+D = —4
AA+20+E = 8
AB+F+2D = —4,

resolviendo tenemos,

A=1, B=-1,C=0, D=0, E=4, F =0,
asi que la integral dada es igual a
2° — a2t + 423 — 4% + 8x — 4 x—1 4x
3 dr = 5 dr+ [ ———dzx
(2 + 2) x4+ 2 (2 +2)
1 2
:/ = d:c—/ d:c—l—2/—x3dx
2+ 2 x?+2 (22 4 2)
1., 1 (z2+2)7°

1 1 1
= —1n\:c2+2}—/ o — ———.
2 % +2 (224 2)

por (2.1),
/ 1 d 1 tan -~
———dr = —= arctan —.
2 +2 V2 V2

Por lo tanto,

1 1
dxziln}:cg—i-?‘——arctani—ﬁij.

/x5—x4+4x3—4x2+8x—4
V2 V2 (22 +2)

(22 4 2)°

T2 + 6
. 5 5dx
(2 +3x+1)

Solucion:



Integracion mediante Fracciones Parciales

Escribimos
722 46 Az +B N Cx+D
(@2 +3x+1)° 22 +3v+1 (22432 +1)"

multiplicando por el denominador (22 + 3x + 1)2,

71°+6 = (Az+B) (2 +3z+1)+Cx+D
= Ar*+ (3A+B)2*+ (A+3B+C)x+ B+ D,

igualando los coeficientes, tenemos

3A+B =
A+3B+C =

S O N O

donde la solucién es:

sustituyendo en la integral dada,

dx

/ T2 +6 I _/ Az + B Cx+ D
(22 + 32 +1)° P 43r+1 " (224304 1)°

/ T, -1
= i
22 +3r+1 " (22 + 32+ 1)

vearmos

hacemos,

x+§ = ——secz
2 2

5
der = TSecztanz dz,

23
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entonces

y

—21x —1
5 sdx
(22 +3x+1)

Por lo tanto,

es igual a,

Integracion mediante Fracciones Parciales

f/secztanz

2 5 tan? 2
14 sec z
B ﬁ tan z :
14 dz
N 7 sen z
14

= ——In]cscz — cot 2|

V5

14 x+ 350
- Eln 3\2 5
(e+3)" -3

4

B e -1
i =
2 4

14 v+ 350

—1n

Ve

—21/%&5
(r+3) 3

_/d—f
3 (2+3)° -2

5 Aésecz—?’ t
21 (£> /2722secztanz dz__/secz anz

2 %tan z 3 tan? 2z
V5 3§ sec’ z — 3 sec z 2V5 [ secz
-21 | — = dz — —— d
2 7 tanz 5 tan z

2\/_ / secz

tan z

2
_21/sec Zdz—|—21 3v5 /secz
tan z 5 tan z
21/sec z 61\/_/ secz
tan z

tanz
61
—211n |tan z| +

In |csc z — cot 2|

2
2o+ 975

61v/5 x+ 372‘/5
In

—211In + .
v P WEy s
/ 7146
sdx
(2 43z + 1)
2/(z+3) —%| 615 | w455

—211n + In + k,
Vb 5 (x+3)* -

2

5
4



Integracion mediante Fracciones Parciales

es decir,

2
/ ( 2?3_'__? 1)2d:c = 15\/3111
x T

20 +3—+/5

2vVr? +3x +1

—211n

21?2+ 3z +1

V5

+ k.

25
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Integracion mediante Fracciones Parciales



Capitulo 3

Método de Ostrogradski

27



28 Método de Ostrogradski

Para calcular la integral de una funcién racional cuando el denominador tiene raices multiples se
puede separar mediante este método la parte racional de la integral sin necesidad de descomponer
la fraccién en elementos simples, y después integrar una fraccién racional cuyo denominador tiene
solamente raices simples. Este método se basa en lo siguiente:

F(x F(x
Para encontrar / ( )dl‘ donde (z) es una fraccién racional propia,

[ (x) f (@)

fla)=(z—a) (z—0b)"... (2> +pz+q)".

/ f X (3.1)

donde el grado del polinomio Y (x) es 1nfer10r en una unldad al del polinomio @ (x) y el grado del
polinomio X (z) es inferior en una unidad al del polinomio P (x). Ademds

Consideramos

Q) = (r—a)*  (@—b)"" (2®+pz+q)"
P(z) = (z—a)(xz—b)... (2> +pr+q).

Determinemos ahora los coeficientes de los polinomios X (z) y Y (x). Para ello derivamos los
dos miembros de la igualdad (3.1),

Flz) Q@Y (2)-YV(@)Q @) X
f(x) Q% (x ()
multiplicando por f (z) la igualdad,
F(z) = f)Y'(x) [f@)Y(@)Q (=) [(z)X ()
Q (z) Q* () P (z)
Observemos que f (x) = P (z) Q (x), por lo tanto,

g

Fx)=P(x)Y'(x)—

+Q (z) X (2) (3.2)

/

Falta demostrar que — es un polinomio, o bien que P(Q)’, es divisible entre (). Para ello

observemos que

¢ - m@y
= [(a—l)ln(:c—a)—i—(ﬁ—1)ln(:c—b)+...+(v—1)ln(x2+lx+s)}/

a—1+ﬁ—1+m+(v—1)(2x+l).

r—a x—Db 2?2+lr+s

Asi, como P es el comin denominador de las fracciones del segundo miembro, el numerador
serd un polinomio 7', entonces
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@¢_T
Q P
Por consiguiente, la expresion
PYQ  PYT
= =YT
Q P
es un polinomio. La igualdad (3.2) tomard la forma
F@)=P@)Y'(x) =Y (2)T (z) + Q (z) X (x) (3.3)

Igualando los coeficientes de las potencias del mismo grado en (3.3), obtendremos un sistema
de ecuaciones que nos permitird encontrar los coeficientes desconocidos de los polinomios X e Y.
Ejemplos

1. /(x3—i1)2dx

Solucion:
En este caso
fl@) = (@-17 (@ +2+1)°
Px) = (z=1)(z"+z+1)=2"-1

Q (.flf) - 1.3 - ]-a
entonces
1 Az + Bz + C Er*+ Fx+ G
sdr = 3 + 3 dz,
(23 —1) x? —1 3 —1
derivando los miembros de la igualdad, tenemos
1 (2Az + B) (2> = 1) = 322 (A2 + Bx +C) Ex*+ Fr+ G
B} = 2 + 3 Y
(x3 —1) (x3 —1) 3 —1

multiplicando por (23 — 1)?,

1 = (2Az+B)(2®—1) = 32° (A2> + Bz + O) + (E2” + Fx + G) (2 — 1)
= 24z + Ba® —24x — B —3A2* —3B2® —3C2* + Ex® + Fa* + G2 — Ea? — Fx — G
= Er’+ (-A+F)2*+(G-2B)2* + (-3C — E)2* + (-2A - F)z — G — B.

Igualando los coeficientes, tenemos

E 0
—A+F =0
G-2B =0
-3C—-FE =0
—2A—-F =0
—-G—-DB = 1.
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Método de Ostrogradski

La solucién de este sistema da,

sustituyendo los valores de los coeficientes en la integral, se sigue

dx

1 Az?> + Bx+C Ex*+ Fz+G
5dr 3 + 3
(933 3 —1 s —1

Veamos,

_2
3
/ p ldx,

la cual resolveremos por el metodo de fracciones parciales
—2 H Iz +J
_'_
3 —1 r—1 x22+4+zx+1
2
-3 = H(*4+z+1)+{z+J)(x-1)
= (H+DN2*+(H~-IT+ o +H-J

2 2 4

H=-2 1=2 j==2

9’ 9’ 9’

entonces
2

—= H Ix+J
3_dr = d
/x:”—lx -1 2zl

2 2 4
_ / —5 A

r—1 224+z2+1
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notemos que

%x+§ B 1—28(2:c+1)+§—1—28
— 2 dr = dx
2+az+1 2+ao+1

1/ 2z +1 d +1/ dx

fry — —ax — -

9) 224+zx+1 3) ?»+x+1
1/ 2z +1 d +1/ dx

= — —ax — B
9) 224+x+1 3) (+1)"+3

2 1
= ln}x2+x+1‘+—arctan<x+—).

9 3\/3 2

—_

Por lo tanto,

2 _2 2, 4 4
3 d — 9d 9 9 d
/933—1x /x—1x+/x2+:ﬂ+lx

2 1 2 2 1
- —§ln\x—1\+§ln}x2+x+1}+—arctan( vt )

3v3 V3

Asi pues, retomando la integral inicial, tenemos

=y = —3 R
/(x3—1)2x SC3—1+/333—1$

1,

2 1 2 2 1
xg?’_l—§1n\x—1|+§ln}x2—|—x+1}+ﬁarctan( x\/—g )+k‘.

4
9. / 2,
(2 —1)
Solucion:

Hagamos,

/ zt +2 dx_A:(:5+B:c4+C:c3+Dx2+E:c+F /G:c+H
(221" (22 = 1)°

Derivando cada término, tenemos
42
(22 = 1)*

(5Ax* 4+ 4Ba® + 3C2? + 2Dz + E) (22 — 1) — 62 (A2® + Ba* + Ca® + Da? + Ex + F)
(a2 = 1)*
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Gx+ H
x2—1

4

De donde (562—+14 es igual a
l‘ —

(bAz* +4Bx3 + 3C2? + 2Dz + F) (2? — 1) — 62 (A2® + Ba* + C2® + Da* + Ex + F)
(a2 — 1)"

+Gx—|—H
2 -1

Multiplicando por (2% — 1)4, tenemos que z? + 2 es igual a

(5A:U4 + 4Bz +3C2* 4+ 2Dz + E) (932 — 1) — 6 (Ax5 + Bzt + Ca® + Da® + Ex + F)
(Gr+ H) (2 — 1),

y desarrollando tenemos

Ga' 4+ (H — A) 2% + (—2B — 3G) 2° + (—5A — 3C — 3H) x* + (3G — 4B — 4D) 2*
+(3H —-3C —5E)2* + (—6F — G —2D)z — (H+ E).

Igualando los coeficientes, tenemos

G 0
H—A =0
—-2B-3G = 0
-5A-3C-3H =1
3G—-4B—-4D = 0
3H—-3C —-5FE = 0
—6F—-G—-2D = 0
—-H—-FE = 2,
la solucién del sistema de ecuaciones es:
11 3 21 11
A=—— B=0 C=- D=0 E=—— F=0 G=0 H=——
16’ b 2’ b 16? ) ) 16?
por lo tanto,
/ xt 42 P A® + Bx* + Ca®* + Di? + Ex + F /Gx+Hd
(22— 1)* (22 —1)° 2?2 —1

—n’+ 38 -2 11 / dx
(22 — 1) 16 ) 22 -1
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Ahora, para resolver
/ dx
22 -1’
tomamos
T = sec z,
calculamos dzx:
dxr =secztan z dz.
Entonces
z? — 1 = tan? 2,
sustituyendo en la integral,
/ dx /secztanzd
= ——dz
72 —1 tan? z
_ / secz .
tan z
B / dz
N sen z
= /cscz dz
= In|escz — cot 2|
-1
= In|—.
x?2—1
Volviendo a la integral inicial, tenemos
/ zt 42 dr — 2’ + 5t —Ha 11 dx
(22 —1)* (22— 1) 16 ) 22—1
1 3 21
_ _Ex5+5x3; UL SN Ll B Y
(332 _ 1) 16 T2 —
7
3. / I g
(1 —a?)
Solucion:
Hagamos,
x+7 A3+ Ba> +Cx+ D Ex+ F
sdr = 5 >-dz,
(1 —22) (1—2?) l—z
derivando tenemos,
v4+7 (342 4+ 2Bx +C) (1 — 22’ + 42 (1 — 2®) (A2® + Bx> + Cx + D) Ex+ F
(1—a2)° (1—a2)* 1—22°



34 Método de Ostrogradski

Multiplicando por (1 — x2)3 tenemos,
r+7 = (3A562+23x+0) (1—1‘2) +493(A:U3+B:U2+C’:U+D) +(Ex+ F) (1—:52)2

= B+ (A+F)2'+ (2B —2E)2° + (3A+3C —2F) 2>+ (2B+4D + E)x
+(C+F).

Igualando los coeficientes,

E =0
A+F = 0
2B—-2F = 0
BA+3C —-2F = 0
2B+4D+FE = 1
C+F =1,
la solucién del sistema de ecuaciones es,
21 35 1 21
A=—-——, B= =—, D=- E=0, F=—.
8 Y 07 C 8 ) 47 07 8

Asi,

Lalzﬂ =8 8 JuE 8 _du.
(1—a2)° (1—22)?

Para resolver

tomamos,

T = sencz.

calculamos dzx:

dr = cos z dz.

Entonces

1 —2%=cos?z,
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de manera que,

21/ dx 21 CoS 2 d
_— = e Z
8 1 — 22 8 cos? z
21
= _— d
3 secz dz

1
= 3 In [sec z + tan z|

21 | 1+
= — 1NN | —
8 V1 — 22
21 1 2
= —1In (1+2)
8 1 — 22
21 1 2
_o2 1A+
16 1—=x
Volviendo a la integral inicial,
21 35 1 21
/ T+7 dr — —§QB3+§$+Z+/ y d.
(1—a2)® (1—a2)° 1 — a2
_ —2gd 4+ By 4 +gln (1+2) ok
(1—a22)° 16 1—x '
/ 203 +ba? + o
4. 5 sdx
(x24+3)" (224 1)
Solucion:
Hagamos,
/ 223 + 522 + o I_A:c3+B:U2+C':U+D+ E$3+F$2+G$+de
(2 +3)° (22 +1)>  (22+3) (22 +1) (x2+3) (@2 +1)
Derivando tenemos,
203 4+ 5x? +

(224 3)% (22 4+ 1)
y

(3422 4+ 2Bz + C) (22 +3) (2 + 1) — 2z (22 + 1) + 22 (2* + 3)) (Az® + B2 + Cz + D)
(22 + 3)* (22 +1)°

Ex3+Fz?+Ge+ H
(x2+3) (224 1)
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Multiplicando por el denominador del primer miembro, tenemos que el segundo miembro es:

(342% + 2Bz + C) (2* + 3) (2® + 1) — (22 (2® + 1) +22 (2® + 3)) (A2” + Ba? + Cz + D)
+ (B2’ + Fa? + Gz + H) (2° 4 3) («* + 1),

desarrollando los productos y agrupando

Ex" 4 (F — A) 2% + (G — 2B + 4E) 2° + (4A — 3C + 4F + H) z* + (4G — 4D + 3E) 2
+(9A —4C 4+ 3F +4H) 2> + (6B + 3G — 8D) z + + (3C + 3H). (3.4)

Igualando coeficientes de 2% + 522 + = con los de la expresion (3.4),

E
F—-—A =
G—-2B+4F =
4A-3C+4F +H =
4G —4D +3E =
9A - 4C +3F +4H =
68 +3G —-8D =
3C+3H =

S = Ot N O O O O

la solucion es:

5 3 5 5 3 5
A=-2 B="°
4 r Y=y

I

|
S

I
&

I
=
T

I

|
Q

I
0 |
=

I

|

de manera que,

- 22 +3) (2 + 1)

223 4+ 52% + —2p3 4322 —Sp 41 —222 4+ 3p 42
o 4 1 2 1 2T T3
(22 4 3)* (22 + 1)° (224 3) (22 +1) (

Resolveremos

/ —2? 4+ 3+ 3 N
(24 3) (22 +1)

por el método por fracciones parciales,

—;5l:c2+%:c+g _Ix+J Kx+ L

@13 P+ 1) 213 211

Multiplicando por (22 + 3) (2% + 1) tenemos,

—§x2+§x—|—§
4 2 2

(Iz+J) (2* +1) + (Kz + L) (2* + 3)
= I+K)2*+(J+L)2*+ (T +3K)xz+ J+ 3L,
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igualando los coeficientes, llegamos al siguiente sistema de ecuaciones.

[+K =
J+L =

| (@)
| Ot

I +3K =

J+3L =

ot w

la solucién, es

de manera que,

5 3 5 3 25
/ —ir Tt dx:/—zl“—de
(24 3) (22 +1) 2 +3

tomamos

= tanz
= \/§tany,

calculamos dx y dy:

dr = sec®z dz
dr = V3sec? ydy.

Entonces

2+1 = sec’z
2 +3 = 3sec’y.

ot

x4+ 1
2241

NS
|

dx,

37
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3 25 3 15
—2r — = =1 _I_ =2
Por lo tanto / 48 dr + / 1 8 dx es igual a:

2?2 +3 2241
3/3tany — Stanz 4 2
= / \/_ any 3 sec? ydy—l—/4 W7 sec’ 2 dz
3sec?y sec? z
3 3 25 3 15
= %/—Z\/ﬁtany—gdij/Ztanz—l—gdz
3 25V/3 15
= 4/tanydy—7 dy+4/tanzdz+§/dz
25 3 15
= Zln|cosy| 2—Z_y—4ln\cosz|+§z
= §ln V3 — 25v/3 aurctauni — 3 ‘ + — arctanx
4 2+ 3 24 \/§ 4 \/1‘2
= §ln 5 —25\/§arctani—§ln ! +—5arctanzv
8 |22 43 24 V3 8 |a2+1| 8
3

3 2 25v3 15
= gln L il_g — \/_arctan—jtgarctanx

24 /3
2+1

3 3(g;2+1)'_2w§

T 15
arctan — + g arctan x.

243 24 V3
223 + 52
Volviendo a la integral / & +2 v 5dr tenemos que es igual a:
(2 +3)" (224+1)
It Gt Gl Ll /—ix +3z+3
(% +3) (¢* +1) (22 + 3) (x2+1)
_ Z:c3—|—4:c — :c+1+ —%x_%dij %x+185dx
(% +3) (22 + 1) 22 + 3 2?2 +1
i+’ —Se+1 3 324 Y)| 25VE w15
= T E T L - tan —= + — arct k.
(#2 +3) (a2 + 1) +8n‘ 2 13 ‘ pq Arctan g garctans

5
5. /L:H?’?dx.
(1—x)

Solucion:
Como el grado del numerador es mayor que el del denominador, primero efectuamos la

divisién
5 7 1022 — 14 13
/%d;{;:/—ﬁ—m—w vt P,
(1—2x) (1—1x)
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ahora calculamos,

dr = d
x T,

/101‘2—14ZL‘+13 _AZL‘+B+/ C
(1-2)’ (1-2)?

derivando tenemos,

10:1:2—14sc+13_A(l—x)2+2(1—:c)(Ax+B)+ C
1-2)?° (1-a) 1—a

Multiplicando por (1 — z)® tenemos,

1022 — 14z +13 = A(L— o) +(i(_Ai)+B) 1-2) +C(1-2x)
A(l—2)+2(Az+ B)+C(1—21)’

Ca>+(A-20)z+ (A+2B+C).

Igualando los coeficientes,

¢ = 10
A-2C = —-14
A+2B+C = 13,

la solucién del sistema de ecuaciones es,

A=6, B=-

3
-, C=10
27 )

por lo tanto

1022 — 142 + 1 6r — 3 1
/Ox x+3dw:x2+/0dx

(1-2)° (1-2)° I-z
= L_?’z—wlnu—x\.
2(1—x)
Finalmente
5 102% — 142 + 13
/7x +x+37d:c = /—:U2—393—6+ & :c3—i— dx
(1—2) (1—2x)

3 122 — 3
= —(x—+§:c2—|—6:c> —|—x—2—101n|1—x|+/<;.
3 2 2(1—x)
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Capitulo 4

Método de Euler
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Consideremos la integral

/ R (2, ¥ br ¢ do. (4.1)

Esta integral se reduce a la de una funcién racional mediante las siguientes sustituciones de
Euler:
1. Primera sustitucién, si a > 0,

Var? +br +c = £v/ar + t.

Tomemos el signo + delante de y/a. Entonces,

ar® +br+c¢ = (Var+t)’
= az?+2vaxt + 2.

Despejemos x como funcién de ¢

de donde

var? +br+c = axr+t

Vat? = \Jac+t (b — 2t\/a)
b—2t\/a
—\at* + bt — \Jac
b—2ty/a

Ahora calculemos dzx:
2t (b — 2/at) + 2/a (t* — ¢ p
(b—2v/at)’
—2/at? + 2tb — 2\/50dt.
(b — 2y/at)’

Analogamente si consideramos el signo — delante de \/a

Var? +br + ¢ = £v/ar + t,

de = t

entonces

ar® +br+c = (—var+t)’
= az? — 2v/axt + 2,
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donde
t?—¢

TN

Por consiguiente

Var? +br+c = —ar+t

_ 2 —c

B \[(b+2t\/_)

—yat* +/ac + bt + 2t*\/a
b+ 2t\/a

Vat® + bt + +/ac

b+2ty/a

Calculemos dz:

2t (b + 2t\/a) — 2v/a (2 — ¢) o
(b + 2\/at)’
_ 2y/at* 4 2bt + 2v/ac

(b + 2y/at)’

Puesto que vaz? + bx + ¢, x y dz, se expresan mediante funciones racionales de t, la integral
(4.1) se transforma en la integral de una funcién racional de ¢.

/R< 2—c ﬁt2+bt+ﬁc>< 2\/_t2+2tb—2\/_c>

dr =

b—2y/at’ b+ 2t\/a (b_g\/‘t)

Ejemplo

dz
» Calcular la integral [ ————.
Va2 41

Solucion:

Puesto que a = 1 > 0, consideremos

Vet 1=+t (4.2)
Entonces
2241 = (z41)°
z? 4 2t + 2,
de donde

1 —¢2
2%

xr=
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Por consiguiente

- +1)

do = dt
v 212 )

entonces

22+1 = x4+t
1—¢?
2t
2 +1
2t

Volviendo a la integral inicial, tenemos

2
/ e /:%#Zt
dt
t
= —1In(¢).

Despejando ¢ de (4.2) obtenemos t = v/z2 + 1 — z. Por lo tanto
dz
— :—ln(\/:c2—|—1—x) +c.
/ Va2 +1
2. Segunda sustitucion, si ¢ > 0, hagamos

Vax? +br +c = at £/

Consideremos el signo + delante de /¢, (de manera andloga se sigue si tomamos el signo — ).
Entonces

ar’ +br+c = (‘vsif—l—\ﬁ)2
= 2%+ 2tv/c+ e

De aqui x se puede despejar como funcién racional de t.

N

v a—1t2 "’

entonces
Var2 +br+c = at++/c
2 /ct —b
(B

a — t2

Vett — bt + ay/e

a — t2




Método de Euler 45

Calculando dx,

(2\/ct —b) (a — t?) + 2t (\/ct?* — bt + a+/c)
der = " dt
(a —1?)

_ day/ct — ab — bt? gt

(a—t2)° '
Puesto que dr y vax?+ br + ¢ también se expresan mediante funciones racionales de t,
entonces sustituyendo los valores de z, v/az? + bz + ¢ y dx en la integral (4.1), se reducird en una

integral de una funcién racional de t.

/R(2\/Et—b \/EtQ—btJra\/E) (4a\/5t—ab—bt2) "

a—1t2 "’ a—t? (a—2)

Ejemplo

T
» Calcular la integral [ —=du.
VA — 22

Solucion:

Como ¢ = 4 > 0 entonces

V4 —22 = axt+2 (4.3)
4—2% = (st+2)°
= 2?4+ 4ot + 4.
Despejando = tenemos,
—4t

Calculando dz:
4(t2—1)

dx = 5
(2 +1)

Por consiguiente

Vi—22 = at+2
= _4tt+2
o241
—2(t* = 1)

(t2+1)

Sustituyendo en la integral dada

P w4 -1
Vi—a2 " =21 ) (12 4 1)

(t2+1)

2t
_ 4 / 2y
(t2+1)
4

241
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Por (4.3)

/ T4 d” Tk
" dr = —
\/4—.132 (,/4_1‘2_2)24_:(;2

= —V4-—22+k.

3. Tercera sustitucién. Supongamos que «, 3 son raices reales del trinomio ax? + bz + ¢, es
decir,

ar’ +br+c=a(r—a)(z—p).

Hagamos

Var? +br+c= (v —a)t. (4.4)

O bien, es andlogo si :

Vax? +bx +c= (v — )t

Tomando (4.4), tenemos

= (x—a)t
= (z—a)t
a(x—pB) = (v—a)t
De donde z se despeja como funcién racional de ¢
aB — at?
r=—7,
a — t2

por lo tanto

Var?+br+c = (x—a)t

aft — at?
= L
a—t2
0 — «
= ata —
Calculando dz:
_ __ 42 _ 2
Jr = 2at (a — t°) + 2t2(a6 at )dt
(a —t2)
—at (or —
“2at(@— By,
(a —t2)

Puesto que dx y vaz?+ bxr + ¢ son también funciones racionales de ¢, la integral (4.1) se
transformard en la integral de una funcién racional de t.

/R (oé:;ﬁj (—aa(i;ﬁ)) t) (W> "
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Nota: la tnica condicién que se le pide a esta sustitucién es que el polinomio az? + bz + ¢ tenga

raices reales.

Ejemplo
d
= Calcular la integral / S
Va2 +3x—4

Solucion:

Puesto que 2% + 3z — 4 = (v + 4) (z — 1), hagamos

Vi +3z—4=/(z+4) (z—1) = (z +4)t.

Entonces

(x4+4)(x—1) = (z+4)°¢
r—1 = (z+4)¢.

Despejando = tenemos,

Calculando dzx:

De donde

Regresando a la integral inicial, tenemos
/ dx - / 10t (1 — ¢2)
Va2 + 3z —4 5t (1 — 12)?
2
= dt
=

1
= 2/(1—t)(1+t)dt

Resolviendo por el método de fracciones parciales

1 A B
I-na+)  (=pn 1+
| = A(l+1)+B(1—1)

1 = (A-B)t+A+B.
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Igualando coeficientes

A—B =0
A+ B 1,
la solucién de este sistema es ] ]
A=—-, B=—-.
2 2

Entonces

/

De (4.5) se observa

z—1
/ dz _ o [V s
V2 +3r—-4 I
ln<\/:v+4—|—\/x—1
Vr+4—+vr—1

Veamos ahora mas ejemplos de los tres casos del método de Euler.
Ejemplos

2
x

1. —dx.

/\/932—4 v

Solucion:
Dado que a = 1 > 0, hacemos
VaZ—4=ux+t,

entonces

=4 = (z41)

= 2?42zt + 12
Por lo que,
—(t*+4)

r=——,
2t

)+

Método de Euler
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calculando dz:

—4t2 + 2 (t* + 4)
4¢2

—(t2

dx dt

entonces 9
2 (12 +4)
42

2—4 = x+t

Sustituyendo en la integral,

z’ a2 —(t* —4)
/\/x2—4dx N / (£ —4) < 21 )dt

Volviendo a la integral inicial, y sustituyendo ¢ = /22 — 4 — x, obtenemos

<( 932—4—56)4—16)

— —21n’\/m-x‘—l—k‘.

2
T
—dr =
/\/$2—4 8(\/3:2—4—x)2
Va2 +6x+8
2. —sd:c.
T
Solucion:

Dado que
22+ 62 +8=(z+2)(r+4),

49
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hacemos
VE+2)(z+4) = (z+2)t
(z+2)(z+4) = (z+2)71
(z+4) = (z+2)¢
entonces
x_zﬁ—4
12

Calculando dz:

4t (1 — %) + 2t (2t — 4)

dr = 5 dt

(1—-12%)
4
I 2
(1—12%)
Por consiguiente

VE+2)(z+4) = (z+2)t (4.6)
_ (),
Co\1-
=2
1=

Sustituyendo en la integral,

/Wdaj - /(%)3(_( . )dt

hacemos

t = V2secz
dt = +/2secztanz dz,
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entonces,

/ ﬁdt

Veamos

2sec? z
= / \/_secztanzdz

8 tan®

_ \/_/secz

tan® z

_ \/_/cosz

sen®

1
= — d
( / sen®z  sen? z) ‘

4
2 2
= %/CSC5 zdz — %/CSC‘? zdz.

/ cse® zdz

aplicando el método de integraciéon por partes,

u =cscdz du = —3csc® zcot zdz

dv = csc?z v = —cotz

entonces,

/ csc® zdz =

ahora tomemos la integral,

sea,

3

—cotzese® 2z —3 [ esc® zcot? 2 dz

—cotzesc® 2 —3 [ escdz (csc2 z — 1) dz

5

—COtZCSC3Z -3 csC™ 2 — CSCBZ dz

—— —

/ csc® 2 dz

U = CSCZ du = —csczcotzdz

dv = csc? z v = —cotz

o1
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entonces,

/csc?’z dz = —cotzcscz—/csczcot2z dz
_ 2
= —cotzcscz—/cscz(csc z—l) dz
= —cotzcscz—/csc3zdz—l—/cscz dz

(—cot zcscz — In |esc z + cot z])

N —

de manera que
/csc5 2dz = —cotzesc®z+ 3/(33(:3 z dz — ?)/(:sc5 zdz

3
= —cotzcsc?’z+§(—cotzcscz—ln|cscz—|—c0tz|)—3/csc5z

1 , 3
= - | —cotzcsc z+5(—cotzcscz—ln\cscz—l—cotz\)

4
es igual a,

2
/tizdt = V2 /csc5 zdz — v2 /0303 zdz
(12 —2) 4 4
V2

3
= — <— cot z csc® 2 + 3 (—cot zcscz — Inesc 2 +cotz|))

16
V2 V2t |
T8\ e "

V24t

por lo tanto

Y (—cot zcscz — In|csc z + cot z|)

_ \/§<_ V213 +§< V2t | V2 +t

16\ (eo2f 2\ P2 |VP—2

16
1 t3 3 t 3v2

= —(z)]—=+-(=]5 — In
8) (12 —2) 16)22—-2 32

2 —2 12 —2
3 t V2 V241
+ 1
= - ——1In
8(12—12)> 16(12—-2) 32 29
De (4.6) tenemos,
x+4_t
r+2
Finalmente
3 xz+4 z+4
Va?+ 6z +8 (25)? = V2 [V2HEh
—Bdllf:— Jj_la 2+ ] —ﬁln — +k’
z 8(x-2)" 16(35-2) =t _ 9




Método de Euler

3 / dx
) V81

Solucion:

Dado que a < 0, y ¢ = 81 > 0, hagamos

V—r?2+x+8l=uat+9,

entonces

—2? 4+ +81 = (zt+9)°
t22% + 18tz + 81,

de ahi

calculando dx:

1-1

2+

—18 (12 + 1) — 2¢ (1 — 18¢)

8t
17

de = 5 dt
(t2+1)
—2(=9t2+t+9
ek ) P
(t2+1)
Por lo tanto
t — 1812
t+9 = 9
rt + 21 +
=94t 49
241
Volviendo a la integral tenemos,
—2(—9t24t+9)
[l [,
V—z?+ 1z +81 ~H=s
dt
= =2
/ 2+1
= —2arctant.
De (4.7),
L vV—r?+x+81 9
x
Sustituyendo ¢ se sigue,
/ dx (x/—:c2—|—x+81
= —2arctan
V—z?+x+381 x

~9)+k

53
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Este método se utiliza para calcular las integrales de la forma

dx,

/\/ax2+bx+c

donde P (x) es un polinomio de grado n. Expresaremos

A
/ \/ax2+b93+c+/ dx
\/a:c2 +bx+c vax?+bx +c

donde @ (z), es un polinomio, cuyo grado es inferior, en una unidad al del polinomio P (z) y
A€eR.
Derivando la expresién anterior y simplificando, tenemos

P (z) T T ( 20z + b ) A
= +bo+c+ +
var?+bx +c @ () Vax rhet Q) 2var? +bx +c var?+bx +c

P(z) = Q (z)(az®+bx+c)+Q(z) (a:c + g) + A (5.1)

Igualando los coeficientes de las potencias del mismo grado en la igualdad (5.1), obtendremos
un sistema de ecuaciones que nos permitird encontrar los coeficientes desconocidos de @ (z) y .
Ejemplos
x3 — 1

R

Solucion:

Por el método Aleman tenemos que

=1
dr = (Ax* + Bx + C 332—|—1+/
NEa il )

A dx
VE T

Derivamos
3

-1 z (Az? 4+ Bz + O) A
= 24z 4+ B)Va2 + 1+ + ,
241 ( ) vaz+1 vaz+1

multiplicamos por el denominador 2 + 1,

> =1 = (2Az+ B) (2* +1) + 2 (42> + Bo + C) + A
= 3A42° +2B2* + (2A+C)x + B+ \.

Igualamos coeficientes

3A =1
2B =0
2A+C =0

B+\A = —1.
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Asi encontramos

Por consiguiente

A

-1 )
x2+1dl‘ = (A:U +B:U+C)\/:U2+1+/mdx
1, 2\ / 1
= ===V — dx.
(393 3) re+ a1 x

La integral

1
dr,
/\/:c2—|—1 v

es igual, utilizando el método de Euler, visto en el capitulo 4, a:

/\/xji_l_ldx:—ln‘\/x?i—kl—x).

Por lo tanto,

3 -1 2 2
° d :%\/:c2—|— —§Vx2+1+ln)\/x2+1—x‘+c.

x
va?+1
4
i
2. | ——=dx.
V24w
Solucion:
Hagamos,

2+
— " dr=(A2*+ B>+ Cx+ D \/:c2+x—|—/
Vi +x ( )

Derivamos para encontrar los coeficientes,

A
Vit

2+ 2z + 1 A
——— = (3A2*4+2Br+C)Val4+ax+ ————= (A2 + B>+ Cax+ D) + ——
Va4 x ( ) 2Vl +x ( ) Vii+x

1
= (3Ax2+2B:c+C)(:c2+x)+(:c+§) (Az® + Ba? + Cx 4+ D) 4+ A
1
— 3Ax4+3A:z:3+2Bm3+2Bx2+C:C2+C:C+§A:c3+A:(:4—|—B:c2+B:C3
i pel oy tow i
2 Ty TR TR
s (T s (5 , (3 1
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Igualando coeficientes,

A =1
7
514 +3B = 0
5
§B +2C = 0
3
-C+D =1
5 +
lD +X =0
2 h— .
La solucién del sistema de ecuaciones es,
7 35 19 19
’ 6’0 24’ 16’)\ 32’

entonces,

r e s T, 35 5
T — -z +—:L°—— Va?+ x4+ dz.
\/:c2—|—x < 6 24 ~/x2+x

Para resolver "

—=—dx
Vi to

hagamos,

Asi, sustituyendo tenemos

B/—dx = B/ : dt
32 ) Vat+ux 32 (L 2, 11
2

19 1
= — dt.
32 2 —1
Tomamos
t = sec z,

calculamos dt:
dt = secztan z dz.
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Entonces,
Vit?2 —1 =tanz.
Volviendo a la integral,
19 dt 19 [secztanz 3
32 2_1 32 tan z
_ B — In|secz + tan z| .
D)
Como,
secz = t
tanz = Vit2 -1,
de donde 19
w ] e =l Ve
32 / — 32 e
Ademads como x = %, entonces

t=2x+1,

de manera que

B/L - gln‘wm/t?—l)

32) Vat+uw
19
= —In2z+1+4/(2x+1)°—1].
32
Finalmente,
B s T, 35 ) =
= (2" -5t 5t g VaZ+a+
\/932+:L° ( 6 24 «/:c2+93
7 35
= (x3—6x2+ﬁx——) \/x2+:c+—ln‘2:c+1+\/4:c2+4:c + k.
x
. / S SN
Vai+ax+2
Solucion:
Hagamos
x A
—dx:A\/:U2+x+2+/—d93

/\/:c2+x+2 Va4 42

Derivamos para obtener,
x 2Ax+ A A

— + _
VaiZ+r+2 V224142 Val+a+2
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Multiplicamos por el denominador v 2 + x + 2,

2Ax+ A
r = —+ A
2
1
Igualamos los coeficientes, de donde

1
A=1, A= —.
’ 2

De manera que,

/#dl’:\/:ﬁ—i—x—l—Q

1 T
Vri+z+2 _2/\/1‘24—1‘—}—2’

donde
/ V 332 +z ‘I‘ / T _|_ Z
\/ +y
Sea y:
1 7
T+ 3 = 5 tan z,
' V7
dr = —7 sec” z dz
2
entonces,

Sustituyendo, tenemos,
3§ sec? z dz

/

sec zdz

= Inlsecz + tanz|.

Como
fan s — 2z +1
VT
cocs — 2vVa? +x+ 2

Método Aleman



Método Alemdn 61

entonces
/ 2\/x2+:c+ —|—2x+7
\/ :c—l— % ﬁ
Finalmente,
[t = TRl [
Va2 +x+2 2) Va?4+x+2
1 2v/ 12 24+2 7
VAT ri2-im TP+ + 2+ 2+ s
2 VT
44922245
P A
Va2 =2
Solucion:
Tomamos
xt+ 222 +5 A
T dr= (A + Bx*+Cx+ D \/:c2—2+/ dx
Vaz—2 ( ) Va?—2
Derivamos
4192245 A
L (3404 2Ba+ C) VP — 2+ (A2® + Ba® + Cx + D) + .
2 — 2 x?—2 x? =2

Multiplicamos por v x2 — 2,

24222 +5 = (3A932+QB:U+C)(932—2)+:U(Ax3+Bx2+Cx+D)+)\
= 4A2* +3B2* + (2C — 64)2® + (D —4B)z + A — 2C.

Igualamos los coeficientes,

4A = 1

3B = 0
2C—-6A = 2
D—-4B = 0
A—2C = 5.

La solucion del sistema anterior es:
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De donde,

/

2+ 222 +5

2 =2

dx

Para resolver

hagamos

calculando dx:

Entonces

De manera que,

]
el
|

[N}

Método Aleman

(A:c3+B:c2+C:c+D) \/x2—2+/\/%d:c

———d.
2

T = \/§secz,
dr = \/§secztanz dz.

Va2 — 2 =+/2tan 2.

\/Qsecztanz
2tan z

dx dz.

2
172
4

In [sec z + tan z| .

Como
secz = 2
NZ)
Va2 =2
tanz = ———,
V2
entonces
% 17V2 . |le++V22 =2
de = In .
x2 —2 4
Por lo tanto
zt4+ 22245 1 7 ir
—————dr = (=2’ +-z|Va2-2 2
\/m T (4x +4 ) T +/\/27
1 1 2
_ (43 Z)ﬁ+ 7\/_nx+\/:c '
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Las integrales inmediatas con términos irracionales son:

T
= arcsen —

dx
/m k
/ dx In (\/k:2+x2+§>
i P

/ dx W xZ—k2+£
Vi — k2 k k)

A partir de éstas podemos resolver facilmente cualquier integral del tipo

/ dx
Var? + bz + ¢

Veamos ahora las integrales del tipo

1 / dx
) (mx4n)Var +bx+c’

en este caso, el cambio de variable es

1
t=——-— 6.1
(mx +n)’ (6.1)
es decir,
1—nt
l‘ =
tm
—dt
de = —,
t2m
entonces

Y 2+b S VAP P (e R S Y ()
tm tm B m? m2t?  m2t tm
V(em? — bmn + an?) 2 + (bm — 2an) t + a

- — (6.2)

Por lo tanto

dz dt
/(mx+n)\/aaz2+bx+c N _/tmﬁ\/((ch—bmn+an2)t2+(bm—2an)t+a)
_/ dt
v/ ((em? — bmn + an?) 2 4 (bm — 2an) t + a)
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P (x)
> / (z +n)* Vaz? + bx + cdx

Con el grad (P (z)) < k.

Hacemos el cambio de variable

t= .
z4n (63)
es decir

1—mnt
€T =
t
—dt
por ref (6.2)
—— 1
az? +br +c = —t\/((ch — bmn + an?) 2 + (bm — 2an)t + a)
m
entonces,
P Apb 14+ A
/ k @) dr = / b lf te dx
(z +n)" Vaz? +bx +c (x+n)"Vax?+bxr+c
_ / t* A (352" 4+ 4 _dt
L /((em? —bmn + an?) 2 + (bm — 2an) t +a) t*
Ay (B2) 44
= —/mtkl k 1( t ) + + 0 dt.
v ((em? — bmn + an?) 2 + (bm — 2an) t + a)
3 / Mz + N p
: x
(22 + Bz +7)" Va2 +ba + ¢

Caso 1. Si 8 # b, entonces sustituimos

c—7+t—1\/(0—7)2—(75—05)(ﬁ—b)

T e Tira b (6.4)
I T B e e I CROA
ST B—b

como,

/ Mz + N dx_/ Mz + N ds. (65)
(22 + Bz +7)" Va2 +br + ¢ ((x+§)2+4_74;ﬁ)m\/(x+g)2+4c_—b
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es decir,sustituyendo (6.4) en (6.5)se reduce a la forma:

/ P(t) n
(2 +p)" /12 +q

y esta integral puede ser resuelta sustituyendo

1 2
Caso 2. Si § = b, sutituimos
x = 2t—0 (6.7)
der = 2dt,
entonces
/ Mz + N
5 — - dx
((+8)+22)" (o +5)” + 222

2/ M@©2t—b)+ N
(((2t—b)+§)2+$)m\/((2t—b)+§)2+407‘b

dt

es decir puede ser reducida a la forma

/ P(t) n
(2 +p)" /12 +q

Ejemplos:

dxz
1.
/(x—2)\/5x—x2—4
Solucion:

Por (6.1), sea

. 1
)
142t
r = —
t
1
dr = ——=dt
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y
142t 1+42t\°
Ny \/5(_+ )_(_+ ) 4
t t
11
= - — =42
t t2+
Lo
entonces,
/ d B / -y
(z —2)Vbr —a? —4 \/tiz(2t2+t—1)
_ _/L
V2t2+t—1
B / dt
N2 _ 9
V=1 — 1%
sea,
3 _ 1
4secz = 1
y 3 +1
= —secz-+ -
4 4
3
dt = Zsecztanzdz,
entonces,
dt 3 t
_/ : _ _/483(12 anzdz
2 tan z
(t=1)" — % 4
= —/seczdz
= —lInlsecz + tan z|
2
N e S Gl
3 3
t=——ent
y _2,enonces,

/(93—2)\/65%—%

=—1In
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2 / vl dx
) 2+ 22) V1 + a2

Solucion:

Por (6.7), como b = = 0. Haciendo la sustitucién:

z -

5 =

r = 2t
dr = 2dt

entonces

/ r+1 Jr = / (2t+1)2 ,
(24 22) V1 + a2 (2 + 4t2) V1 + 4¢2

4t 2
= dt + / dt,
/(2 + 4t2) /1 4 4¢? (24 4t2) V1 + 4¢2

sea
V1+4t2 = 2z
22 —1
t =
2
dt = — =4z,
2vz22 —1
entonces,
4t 2
dt + dt
(2 4+ 412) /1 + 4t2 (2 4 412) /1 + 4£2
es igual a:
/ ! Z; : - / - dz
2 2 _ 2 2 _
(2ea (7)) ))22 Al
1 1
= dz +/ dz.
/22+1 (22+1)vz2 -1
Haciendo
z = tanu
dz = sec’u du,
tenemos,

1 sec? u
dz = du =
/z2+1 : /sec2u w=u
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y
/ ! d ! 2ud
z = sec” udu
(224+1)vz2—1 sec2 uy/tan®u — 1
/ 1
= —du
Vtan?u — 1
B cos u Ju
Vsen2u — cos2u
sea
senu = w
u = arcsenw
1
du = ——dw.
V1—w?
y
cosu = V1 — w?
entonces,
cos U V1—w? 1
du = dw
Vsen2 u — cos? u V2uw? — 141 — w?
| =
= —dw
22 — 1
1 / 1 d
= — [ —dw.
V2 \/@T_%
Si,

se tiene que,

1
—secq = w

V2

1
—secqtang dg = dw

V2

1
—=secqgtanq dq

1 1
ﬁ/%tanq V2

—L/secd

1
= ——Inlsecq + tang|

V2
1 2
= ﬁln‘\/éw—l—\/?wi—l .

69



70 Funciones con Raices Cuadradas

Ademas,
senu = w,

entonces,

1
cosd du:ﬁln)\/isenu—l—\ﬂseﬁu—l)

Vsen2 u — cos? u

donde, z = tanu, por lo que tenemos,

/ ! g o= Lo 22 2(#)2—1
(z2+1)Vz2 -1 V2 \/1+722 V1422
I
V2 m 1+z2
_ Ll 22 22 -1
V2 m 22+1
y como
V1442 =

tenemos, que

At 2
dt+/ dt
/(2 + 412) /1 + 412 (2 4 4t2) V1 + 4£2

es igual,
1 V1 +4t2 1442 -1
= —Iln|—m—m—m—— + f +—2 + arctan V1 + 4+2
V2 \/1+1+4t2 1+4t2+1
1 V14422 + 2t
= —1In + arctan V1 + 4¢2
V2 V2 + 412
1 V2 4 812 + 2t
_ - - - - 2
= \/5 In T + arctan v 1 + 4t
finalmente,
T
=3
por lo tanto
r+1 2 V2+2*+u 212
4 arctanv'1 + 22 + c.
/(2+I2)\/1+l‘2 f \/2+x2

dx
3. .
/(:U+1)3\/932+593+6
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Solucion:
Por (6.3) hacemos,

1
=t
z+1

1-—1t
T = _—

t

1
dr = —t—th,

entonces,

dx dz
/(x+1)3\/x2+5:c+6 - /93+1) \/(93+3)(:U+2)

(%
//1+2t 1+t

_ / dt
\/tlz (2t2+ 3t +1)
t2
— / I —
V22 + 3t + 1
Utilizando el método Alemédn, tenemos
t? k
——dt = (At+ B) V22 + 3t + 1+ | ————dt
V22 4+ 3t + 1 V22 +3t+1
derivando de ambos lados,
2 At + B) (4
S S Wy vy W et Ak ) N i :
V22 + 3t +1 2212+ 3t +1 V22 +3t+1
multiplicando por v/2t2 + 3t + 1,
At + B) (4t
= A(2t2+3t+1)+< - ;< 3

2 = 4A12 + (§A+2B)t+A+gB+kz.

Igualando los coeficientes, tenemos

gA—I—?B =0

A+ B+k = 0,
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la solucidn al sistema de ecuaciones es:

1 9 19
A=-B=——k=—
4’ 16’ 32
entonces
t2 k
dt = (At+B)V2t2+3t+1+ dt
V(22 + 3t +1) \/ 2t2+3t+1
it 15) Y /
= 202+ 3t + 1 +— dt.
(4 V2 (2 + 3+
Donde,
1 1
/ dt:/ d.
3 1
V2@ +3t+1) \/2((t+§)2—1—16>
Tomando
frs = 1
1= 4secz
1
dt = Zsecztanzdz,
entonces,
/ L dt = / secztanzdz
N2 1 B \/_ 1tanz4
2((”1) _E>
1
= — | seczdz
il
L In | + tan z|
= —In|secz + tan z
V2

1 3\ 1
— —Inl4t+3+4/(t+2) ——=]|.
Lo +¢(+4) L

De manera que,

2
/ L it = <1 )\/2t2+3t+ +—/ dt
V@2 +3t+1) 1 \/2 1243t 4 1)
19 19 3 1
= (-2 ) Vet st In |4t + 3+ 44/ + St + |,
<4 16) A TR
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finalmente, como

73

! =1
r+1
d
por lo tanto / 3 < , es igual a:
(x+1)° Va2 +5x+6
Y .
A@@+1) 16/ \(2+1)® z+1
19 1 1 +3+4 L + 5 —0—1 +
— n — C
32v2 |z +1 (r+1)?2  2(@+1) 2
16 (z +1)° 32v2 | z+1 (z+1) ’
4/ -3 dx
) (34322420 +6) Va2 +1
Solucion:
Notemos que
/ 2 -3 i _/ (x+3)(z—3)
(2 + 322 + 22 +6) Va2 +1 (x4+3) (22 +2)VaZ+1
/ r—3
= l"
(22 4+2) Va2 +1
por (6.6) hacemos,
1
=t
x2+1
V1—t?
Tr =
t
d 1
r = ——dt,
2y/1— 12
entonces
V1—12+3t
1+¢2
242 = +

t2
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sustituyendo, tenemos

/ x—3 dr - /t( t
(22 +2) Va2 + 1 L2 21—

B _/ dt _/ 3t dt
1+ (1+2) V142
/ dt / 3t
= - -~ S dt.
L4 (14 ¢2)2

Haciendo

tanz = t

sec?zdz = dt,
de manera que,
dt t 2 t
_/1+t2 _/(1jt2)%dt - _/ziz2zdz_/3seinzzdz
= —2—3 / sen zdz

= —z4+3cosz

= —arctant +

3
V1+12

y ademas,
1
=,
x?2+1
por lo tanto
xr—3 1 3
5 = dr = —arctan = + +c
(22 +2)Va2 +1 2?2 +1 14—
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Teorema de Laplace

La integral de una funcién racional es siempre una funcién elemental. De hecho, dicha integral
es racional o es suma de funciones racionales mas un nimero finito de constantes multiplicadas
por logaritmos de funciones racionales (Marchisotto E; Zakeri G. An Invitation to Integration in
Finite Terms. The College Mathematics Journal, Vol 25. No. 4 (Sep. 1994), pp. 295-308).

La integral de la forma
/R (x,:c%, ,x%ﬁ) dx,

., . . UOY my . . .
donde R es una funcién racional de variables x, 71 ...,z la podemos racionalizar mediante la
sustitucion
r = t°
dr = ptolat
de manera que 3 es el minimo comiin multiplo de los denominadores 1y ng, ..., n,.Asf cada potencia

fraccionaria de x se puede expresar mediante una potencia entera de t y por consiguiente, el
integrando se transformard en una funcién racional de t.

Teorema de Chebychev
(integrales de funciones binomiales)

La integral binomial

/R (z,2™ (a + bx™)") dx

puede reducirse, si m, n, p, son nimeros racionales, a la integral de una funcién racional y, por
consiguiente, puede expresarse mediante funciones elementales en los tres casos siguientes:

= P es un numero entero.

m—+1
n
m—+1

es un nimero entero.

+ p es un nimero entero.

Nota: el matemadtico ruso Chebychev demostré que las integrales binomiales de exponentes

racionales pueden expresarse mediante funciones elementales solamente en los tres casos. Si ninguno

. m+1 m+1
de los nimeros p,——,
n

+ p, la integral no puede expresarse mediante funciones elemen-
n
tales.

Demostracién:

Transformando la integral [ 2™ (a + bz™)" dx, mediante la sustitucién
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tenemos que,

m
n

1
(a+bz)" —Zn “ldz

/szl_l (a+bz)P dz

z

/:cm (a4 bx"Pdx =

29 (a+ b2)"dz,

donde
m-+1

n

q= — 1.

. r o .
1. Sean p un nimero entero y ¢ un nimero racional, entonces ¢ = —. Escribimos la integral
s
como

/xm(a+bxn)pd93:l/ 5 (a+ b2)P dz.

n
Haciendo

z = t°

dz = st®ldt,

sustituyendo tenemos,

1 r 1
—/zE (a—l—bz)pdz = —/tr (a—i-bts)pstsildt

n n

_ i/(a+bt5)ptr+s_1dt.

n

Asi, obtenemos en el integrando una funcién racional, aplicando el teorema de Laplace,
llegamos a que

&l / (a+ bt*)P ==L

n

es una funcién elemental.

m+1 m+1
2. Sea un nuimero entero. Entonces ¢ = —— — 1 también es entero. Si el nimero p es
n n
racional, p = —. Entonces la integral se reduce a una del tipo
1 A
/:Um (a4 bx™)P de = = /zq (a+bz)k dz.
n
Hacemos
a+bz = t!
th —a
z =
b
dz = Evar,

b
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Sutituyendo, llegamos a

1 2 1 t+—a\? trt
Z a b\wdz = = tH u——dt
n/z (a 2 dz n/( b ) a b

= % (t“T—a)q 201 g

Asi, obtenemos en el integrando una funcién racional, aplicando el teorema de Laplace,

llegamos a que
H t—a\" g1
— teHT dt.
nb ( b )

es una funciéon elemental.

m—+1

3. Sea
entero.

+ p un nimero entero, entonces — 1+ p = g+ p también es un nidmero

Transformando

P
%/zq (a+bz)"dz = /zq+p <%bz) dz.

donde ¢ + p es un niimero entero y p = 7 es un nimero racional y haciendo

a+ bz .
u
z

dz = —————du,

b\ p+aq Jul-1
/zq+p <a—; z) dz:—/(ula_b) ukialu sdu
(u! =)

Asi, obtenemos en el integrando una funcién racional y aplicando el teorema de Laplace,

llegamos a que
p+aq Jl—1
_ / - L
ut—b (ut —b)

entonces

es una funcién elemental.
Ejemplos
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- /ﬁ-

Solucion:
/ (e / (14 %)_1d
—— = |z x x.
Vi (14 Vx)
Aqui p = —1 (nmimero entero). Haciendo
1
r2 =2,
tenemos que
z = 22
Calculando dzx:
dr =2z dz.

De tal manera que obtenemos en el paréntesis una expresion lineal en z

&

=

1\ ! -1 -1
(1+:c2> dr = /z (142)" 2zdz

2
= /1+Zdz

= 2In|l+ z|
= 21n‘1+x% + c.
3
x
2. | ——dx.
/\/ 1— a2
Solucion:
/ 3 d / 3 (1 2)*% d
———dr = | x - x
V1—a2
1 m+1 i . o
En estecasom =3, n=2,p= 3 = 2 (nimero entero). Realizando la sustitucién
n

2=z,
entonces )

T = 22
Calculando dx: .

1
dr = —-z"2d
T =32 2dz

Asi,

/933 (1- 1‘2)7% dr = /z% (1— z)fé %z_%dz
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Para transformar la expresién del paréntesis en racional, hacemos

=

(1—-2)2 =t,
entonces
1—=2 12
z 1—¢2
Calculando dz:
dz = =2t dt.

Por consiguiente,

Sustituyendo ¢ = (1 — z)% tenemos

(]

x3 11

Finalmente, como 22 = z,

—932)%—1—l (1—x2)%+c.

/\/%d:n:—(l

3
/ dx
224/ (1 + 22)°
Solucion:
d _3
[t et

z2y/(1 + 22)°

3 1
Comom=—-2,n=2,p= —5 ¥ mt2 + p = —2 (nmimero entero), hacemos

n

x° =z,
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entonces

Calculando dzx:

y sustituyendo en la integral dada, tenemos

/:c2 (1—1—3:2)7% dv = /zl (1—1—2)7%

Para que el segundo factor sea racional, hacemos la sustituciéon

1
1 2
z

entonces
1+z
=2,
z
de ahi que
1
TR
Calculando dz: o
dz = 5dt,
(t*—1)

entonces

N =

142
Dado que t = < + ) , tenemos

z
1 1 -3
—/z_3< +2) dz
2 Z

I
I
N
—_
v |+
w
~——
(NI
I
A~

81
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y como z = x2, se obtiene finalmente que

1 1
_9 2—§ ]-‘I‘IQ 2 1'2 2
1 2de = — —
/x (142%) *do ( p 2] te

Solucion:
dz 9
= z°4+9) “dx
/ (22 +9)° / ( )
Como p = —3, tomamos
T =3z
Calculando dz:
dr =3 dz,
entonces
/ dz / 3
Y 3 — 73d2
(22 +9) (922 +9)
BV
93 (2241)
B i dz
3P ) (2+1)%
Haciendo,
z = tant,
tenemos

224+ 1 =sec?t.

Calculando dz:
dz = sec®t dt.
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Sustituyendo en la integral, tenemos

1 dz 1 sec’t
B (2+1)°* 3 ) (sec2t)?
1t
~ 35 ) sectt
1
= cos* t dt

1
:3/cost sent)dt

1
= </cos t dt — cos2tsen2t dt) .

1
cos’t = 5(1+cos2t)

Dado que

1
sen’t = 5 (1 —cos2t),

entonces,

1 1 /1
= (/cos tdt — /COSZtSCIIQt dt) = 3 (5) /(1—|—c082t) dt

1 /1
—% (Z) /(1+0032t)(1—0082t) dt
1 /1 1 2
= 5(5/(1—{—&521&) dt—Z/(l—cos 2t) dt)
1 t+sen2t 1 t_z_senélt
T 2(3) 2 4(3°) 2 4

B t sen 2t sen 4t
T o2@) () e
B t 2sentcost  2sen?2tcos?2t
_2®%+ 22 (3%) - 42 (39)
t sentcost sentcost (cos’t —sen?t)
T2 20 4(3)
Como z = tant, entonces t = arctan z,
1 dz ot sentcost sentcost (cos’t — sen?t)
$) @2r1p 20 T 20 1(39)
1-— 22
arctan z z ‘ (22 + 1)
2(39) 2(3%)(22+1)  4(3%)(22+1)
arctan z 2 2 (1 —2?)

ﬂ%)+2wﬂﬂ+n+4wﬂﬂ+nT
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Ademids, x = 3z, entonces

Finalmente

arctan z Z

Método de Chebychev

/ (x26f9)3

. /\/tanxdx.

Solucion:

Haciendo

Calculando dz:

como

tenemos que

De manera que

= -

23 23 (24D

x
arctan —

x
3 3

4(3%) (224 1)

2
1- =
7)

_I_

2(3) 2@%(%+¢)

T
arctan —

= -

4@@(

T z (9 — 2?)

648 162 (2 + 9)

tanz = t2
sec’rdr = 2tdt
2t
de = 5 dt,
sec? z
sec? tan®x + 1
= 41,
2t
dr = —— dt.
tt+1
2t
Vit de = t dt
/ an x dx / (t4 n 1)

212
= dt
tt4+1

_ /21&2 (t*+1)" dt,

donde m =2, n =4, p= —1, como

324 (22 +9)

2
—+1
1)

+c.
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entonces / Vvtan x dx tiene una primitiva expresada por funciones elementales. Asi

2
/\/tanxd:c—/ 2t dt.

141
Como
th+1 = "2+ 1 -2
= (P+1)" -2
- <t2—\/§t+1) <t2+\/§t+1),
entonces

2
/\/tanxd:ﬂ = / 2t dt

tt+1
2t*
/ (12— V2t +1) (2 + V2t +1)
Aplicando el método por fracciones parciales:
2t? At+ B Ct+ D
(Va1 (@ rvatrl)  2-varil frvaigl
2> = (At+ B) <t2+\/§t+1) +(Ct+ D) <t2—\/§t+1) ,

multiplicando por el denominador,

2% = AP+ A’V2+ At + Bt? + BiV2+ B+ Ct® — Ct>V2 + Ct + D> — DivV2+ D
2?2 — (A+C)t3+(A\/§+B+D—C\/§)t2+(B\/§+A+C—D\/§)t+B+D.

Igualando los coeficientes, tenemos

dt.

A+C =
AV2+B+D-CV2 =
BV2+A+C—-DV2 =

B+D =

S O N O

la solucién del sistema de ecuaciones es:
1 1
:5\/5, B =0, C:—E\/ﬁ, D =0.

Entonces

/2t2 dt = 45@_6%/ e

41 2 —\2t+1 242t +1

_ Q/;dt_@/;dt
2 — V2t +1 2 +V2t+1

f/t—\/_+\/_t_\/_ t+v2-V2
V2t +1 2 t2+\/_t+1
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Calculando la primera integral de (7.1)
V2 / V2 / t=V2+V2
2 ) 2-V2t+1 f 2t + 1

f V2 V2 V2
- /t2 V2 + 1 +7/t2—\/§t+1dt

gln t2—\/§t+1)+

/;dt
2 —2t+1

Para calcular la integral
1

— 4t
2 —2t+1

completamos cuadrados en el denominador

—V2t+1 = t2—\/§t+<£> +1—<§>

2
2 1
_ (o)LL
de donde
1 dt
t2—\/§t+1dt: NANES
()
Hacemos,
1 V2
V2 2
1
—du = dt,
V2
asi
1
——dt =
2 —V2t+1 11

/%
:/%

- \/_/u2+1d

= ——arctanu

V2

= % arctan (\/ét — 1) .
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Entonces

Q/;dt = ﬁlnﬁ—
2 ) 2—V2t+1 2

2
gln t2—\/§t+1‘ +\/§arctan (\/it—l).

V2t + 1‘ + % arctan (\/ﬁt — 1)

Ahora calculando la segunda integral de (7.1)

V2 t+\f—f _ f t+/2 f/ @t
2 t2+\/_t+1 t2+\/_t+1 t2+\/_t+1
_ f/ t+v2 t+/;dt
2 4+2t+1 2 +2t+1
1
— ——1n)t2+\/§t+1)+/—
2 242t +1

Para calcular la integral

/ L
24+2t+1

completamos cuadrados en el denominador

2 +V2A+1 = t2+\/§t+<£) +1—<Q>

2 2
2
V2 1
- (”7 Ty
de donde
1 dt
/t2+\/§t+1dt:/ Y1
(t+2) +4
Hacemos,
1
—u = t+£
V2 2
1
—du = dt,
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asi

/;dt _
24241

1

/ V2
The

2 1
= | ——d
\/§/u2+1 “
2

= —=arctanu

V2

2
= ——arctan (\/§t + 1) .
V2

dt
2
(t+42) +4
du
u

Entonces

V2 tV2-VE V2

2
_ 2
— ln‘t +\/§t—|—1‘ —I——\/§ arctan (\/§t+1)

2 ) 2+V2t+1 2
V2. 1
= —71n‘t +\/§t—|—1‘—|—\/§arctan(\/§t+1).
Asi,
212 2 2
/mdt = gln t2—\/§t+1‘+\/§arctan(\/§t—1)—gln t2+\/§t+1‘
+\/§ arctan (\/ét + 1)
2 (2 =241
= £ln L +\/§arctan (\/ﬁt—l) +\/§arctan <\/§t+1).
2 |24+V2t+1
Por tanto,
2 t — /2t 1
/\/tanxd:ﬂ = iln ane ana + +\/§arctan(\/2tanx—1)
2 tanx +v2tanz + 1
+\/§ arctan <\/2tan:L° + 1) + k.
6 dx
"] fsenz

Considerando la sustitucion,

entonces,
T = 2arctant.
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Calculando dz,

Expresando a senx en funcién de .

= 2sen () s (3)
senxr — sen 9 COS 9

o 1
cos? (%)
_ 2 (3)
T sec? (%)
B 2t
o1 +e2
Entonces
/ dx B /\/1+t2 2 dt
Jsenxr V2t 1+¢2
2
_ / 2
V2 (1 +12)2
1
- 2/(2t)% (1+12) 2 dt,
donde
1 5 1
2’ ) p 2
Como
_ 1
p= 73
m+1 B 1
n 4
m+1 1
n

No existe una primitiva elemental.

dx
V1+zt

solucion:

Como

| A== e e
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Donde

Cumpliendo que

B 1
po=73

m—+1 B 1

n 4
m—+1 1
n 4

es decir ninguno es un nimero entero, por lo tanto no existe una primitiva elemental.
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Integraciéon de Funciones Trigonomeétric-
as

91
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Las funciones que veremos a continuacién son del tipo

R (senz,cosz).

Dependiendo de la paridad de esta funcién aplicaremos una de las siguientes sustituciones:

1. Si R(—senz,cosx) = —R (senz, cos ), sustituimos
t = senx
dt = cosxdr
2. Si R(senz, —cosz) = —R (senx, cos x), sustituimos
t = cosx
dt = —senzdr

3. Si R(—senz,—cosz) = R(senz,cosz), sustituimos

t = tanx

dt = sec’zdx

En cualquier otro caso, usaremos la sustitucién

t = tan—
= tan—
2

dt = secQde
2

de donde
x t
sen— = ——
2 V148
T 1
cos— = —
2 142
por lo tanto,
(Sl?_l_x) 9 T T 2t
sent = sen(—+—)=2sen—cos— = ——
2 2 2772 1+
<x+x) 0 T o r 11—t
2 2 2 2 14+¢2

que reducird el problema a integrar una funcién.
Ejemplos:

(8.1)
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1

CcoS T dr
V4 —senZz
Solucion:
Sustituimos
senx = t,

T = arcsent,

calculando dz:
dt
dr =

Vi
y ademds por (8.2)
cosr =+vV1—1t2,

entonces

de =
—sen?x V4 —1t21 -2
dt

Va4 — 12

Resolviendo por el método de sustitucién trigonométrica, tenemos

/ CoS T V1—t2  dt
4

t = 2senz
dt = 2cosz,

donde
V4 — 12 =2cos z,

/ dt B /QCosde
Vi—2 2cos z

= Z

de manera que

t
= arcsen—.
2

Por lo tanto

/ CcosT p / dt
—dx — e —
4 —sen?x Va4 —t2

sen x
= arcsen( 5 )—i—c.

dx
/\/1 +senz

Solucion:

93

(8.2)
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Sustituimos

Por (8.1), tenemos

calculando dx:

entonces

[ =/

Hacemos el cambio de variable

Integracion de Funciones Trigonométricas

tan Lo t
5 =
r = 2arctant.
2t
senr = ——,
1+¢2
2
doe = ——dt
T e
25
2t
L+ 1+¢2
2
1+t
EX
14+t2

_ / 2
) D)V

1
z = —
t+1
1—
t =
z
Calculando dt: )
entonces,
2
/ g - _2/ zdz
(t+1)v1+1t2 , [1—2+2°
z — Q2
__4/__£i__
V1—2z4 22
/ dz
= -2 = )
V(E—3) +1
Hagamos

—tanu

3 1
gtanujL 5
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Calculando dz:

dz = > sec? u du,

sustituyendo en la integral,

B S S S,
-7+ o

= —2/secu du

= —2In|secu + tan u|

21— 2422 2241

= —2In +
' V3 V3
‘2\/1—2—1—224—224—1
= —2In ,
V3
como
1
=
t+1
tenemos,
/ 2 i — —9n 2\/1_1t+_1jL t+1) +2(57) +1
(t+1)V1+£2 V3
2\/(t+1)2—t—1+1+2+t+1
= —2In
V3(t+1)
91 2Vt2+t+1+1t+3
= —2In
V3(t+1)
y
tanfzt
2
por lo tanto
/ d . 2\/tan2§+tan§+1+tan§+3 .,
E——— =AY C.
v1+senzx \/g(tangle)

sen® x
3. ——dx.
/ 1+ cos?zx

Solucion:

95
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Sea
= COoST
r = arccost
—dt
dr = —.
V1—t2
Entonces
1—t2=senz,
por lo que

/ sen® P /(1—t2)% —dt
1+ cos?x N 1+t V1—¢2
1—¢
= — dt
1+t

2
= 1-— dt
./ 14 t2

= t—2arctant

= cosx — 2arctan (cos ),

por lo tanto,

3

sen”

/7dl‘ = cosz — 2arctan (cosz) + c.
1+ cos?x

4 / dx
" | senz +cosx’

Solucion:
Sea
tan = t
an — =
2
r = 2arctant
2
de = ———=dt.
o 1+
De (8.1) tenemos,
2t
seny = ——
?2+1
1—t2
cosxr =

142’
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entonces,
dx
senx + cosx
sea
\/5 sen z
t
dt
entonces

2
/(—(t—1)2+2)dt

2—(t—1)
x
Como t = tan > por lo tanto
d 2
[t - [
Sen r + cos x (—(t—l) _|_2)
V2 4 tan = — 1
= v2In R + c.

sen 2z

5. —\/m dx.
Solucion:
Sea
cosr =
r =
dr =

_2
o 1-+¢2
- / 2t—124+1 dt

t24+1

2
= [ ————at
/2t—t2+1
2
=
—(t—=1)"+2
= t—1

= \/§senz+1
= V2cosz dz.

2
= / \/§coszdz

2 cos? z
= ﬁ/secz dz
= V2In|secz + tan 2|

= V2l —ﬂth_l

V2 (1ot 1)’

t

arccost
-1

VI—t2

dt.

97

(8.3)
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por (8.3)
sent = V1 — t2,

de manera que,

/ sen 2x dr — 2sen x cos T dr
V14 cos?x V14 cos?x
2tv/1 — 2 —1

V1482 V1—¢2

- 2t
V14t

= —2V1+1t%

como
cosxr =1

por lo tanto,

sen 2z
————dr = 2142
/ V1+cos?x
= —2v1+cos?2zx+c.

6. /\/1 —sen xdx.

Solucion:

Sea

senx = t

r = arcsent
1
der = dt,
V1-—1t2

entonces,

/\/1—senxdx = /\/l—t\/ll__ﬁdt

v1-t &
V1=t (1+1)

—/ L o
N VI+t
= 2V/1+1,

como
senr =1t
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por lo tanto,

/\/1 —senzdr = 2v1+senx + c.

2
sen‘ x
7. dzx.
Visec? x + tan? x
Solucion:
Hagamos,
senx = t
r = arcsent
1
der = dt,

entonces por (8.4),

cost = V1-—t2
t
tanr = ——
V1 —t2
1
secy = ————
Vi—i2

de manera que,

sen? z ir — / 12 1
Vsec? x + tan? z

hacemos el siguiente cambio de variable:

t = tanz
dt = sec?z dz
entonces,
12 tan? z
—dt = sec” z dz
/ V1412 sec z

tan? z sec z dz

(sec2 z— 1) secz dz

sec® z — sec z dz

I
—— — —

1
sec ztan z — 51n|secz—|—tanz\,

N =

99

(8.4)
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como
t = tan z,
entonces,
t? tWV1+t2 1
/ gt = Y21 ——ln)\/1+t2+t),
Vit 2 2
ademsds,

sent =1t

por lo tanto

dr = -
Vsec? z + tan? x 2 2

1
= Se;x\/1+sen2x— iln)\/1+sen2x+senx + c.

2 tV1+t2 1
e - e ln’\/1+t2+t‘
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Integral definida

Si F(x) es cualquier funcién primitiva de la funcién continua f (z), la integral definida de
f (z) entre los limites a y b es,

b
/ f(x)de=F(b) — F(a).
Propiedades:

= Si ¢ es cualquier nimero y f integrable en [a, b], entonces la funcién cf (x) es integrable en

[a,0] ¥ i .
/acf(:ﬁ)dx:c/af(:ﬂ)d:ﬂ

Si f(z) y g (z) son integrables en [a, b], entonces f (z) + g (z) es integrable en [a, b] y

/CLb[f(x)+g(x)]d93=/abf(:c)der/abg(x)d:c.

Si f (x) es integrable en un intervalo [a, b], y si m y M son nimeros tales que m < f (z) < M
para a < x < b entonces

m(b—a)g/ f(x)de < M (b—a).

Si f y g son integrables en [a,b] y si f (z) < g (x) para todo x en [a, b], entonces

/abf<x>dxs/abg<x>d:c-

Si f (z) es integrable en [a, b] y si ¢ es cualquier nimero en [a, b], entonces

/f o= [ 1 M+/f

Si f () es integrable en un intervalo [a, b], entonces

< [ @las

x)dz

Ejemplos:

1. fol x2dx

Solucion:
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2. foﬂﬂ senz dx

Solucion:
w/2
/ senzdr = [—cos x]g/Q
0
= —cosm/2+ cosO
=1
3. / 3 cos 2z dx.
Solucion:
"3 a’ T3 [T,
r’cos2x dr = 5 sen 2% —3 x“sen 2xdx
3 ™ 3 2 ™ ™
- sen 2x _2 s CoS 2% + T cos 2zdx
2 2| 2 I
3 7T 3 2 7T 1 T
= %sen%c B —3 {—% cos 2z + gsenm’ B 3 /_ﬂsen2xdm.]
3 2 3 3 ™
= %sen2x+ %COS2$ — %SCHQCL‘ — §C082l‘ B
3 2
3
= % sen (27) + 4 cos (2m) — Zﬂ sen (27) — g o8 (2m)
3 32 3 3
—% sen (—2m) — % cos (—2m) + Zﬂ sen (—27) + g o8 (—2m)
s 3 w3
4 8 4 8
= 0.
dx
4. 222
)= x2 44
Solucion:

Mediante el método de sustitucion trigonométrica,

/2 dx 1 ; z1?
= |—=arctan —
o x2+4 2 2],

i (0]

FUESTTE,

1 Xz
5. ffl ﬁd&?

Solucion:
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Utilizando el método de Euler, tenemos que

Vi—22 = at+2
4—a2 = (st+2)
= 2% + 4ot + 4,

despejando x se tiene
—A4t

rT= 7.
2+1

Calculando dx

4(12-1)
(2 41)

Y

entonces,
Vi —22 = at+2
iﬁ 4+ 2
241
—2(t* — 1)
(2 +1)

Sustituyendo en la integral dada

—4
/—”“" dx / w1 4D,
o2 2
2t
_ / 2y
(t2+1)
B 4
241
Por (9.1)
/ x 4
——dr = — 5
Va4 — x2? (\/4%272) 11
Entonces

/1 T d 4
—ax — —
1 V4 — 22 <\/4—x2—2>2+1
z -1
4 4

Integrales impropias

9.1)
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s dx
6. |3 ——.
J 0 1 —senx
Solucion:
Hagamos
r = 2arctanz
2
dx dz.
1+ 22
Sixz =0,
arctan z = 0,
es decir

z =0,

T
y cuando x = 3

s
arctanz = —
6 )

entonces

Sustituyendo tenemos,

s V3 2
/3 d:(j /3 m
—_— = 5 dz
o l—senx o 11—
[
= 5dz
o (2—1)
) 1%
a L_Z}o
2
= —2
3

-1
7. f24 772 (1 + x%> dx
Mediante el método de Chebychev, hagamos

entonces
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calculando dz
dr =2z dz.

Transformamos la igualdad para obtener en el paréntesis una expresién lineal en z

_1 1\ 1 1 1
x 2<1+:c2) dr = 27 (14 2) 2zdz
2
= / dz
1+=

= 2In|1+ z|.

. 1
Sustituyendo z = z2, tenemos

-1
/x% (1+x%> d:c:2ln’1+:c% .

entonces
4 1 1 -1 1 4
/x_i (1+x5) dr = [211(1)1—{—1“5]
9 2
- 21n(1+4% —21n)1+2%)
3
= 2In .
14++2
3 —1
8. [° ———dx
ffl /:2:2_'_1
Solucion:

Por medio del método alemén, tenemos

=1 A
dr = (Az* + Bz + C \/:(:2—|—1+/ dx.
Va?+1 ( ) v +1
Derivando
-1 z (Az? + Br + C) A
= 24z + B)Vz2 + 1+ + :
2 +1 ( ) vz +1 vaz+1
entonces

1°—1 = (24z+B) (2> +1) + 2 (A2 + Bt + C) + A
= 3A2° +2B2* + (2A+C)z + B+ A



Integrales impropias 107

Igualando coeficientes y resolviendo el sistema de ecuaciones, encontramos

1 2
A=-, B=0,C=—-, A=-1
37 Y 37
Por consiguiente
il R (A2” + Bx + C) Va2 + 1+ A e
Va? + va?+1
15, 2 1
= |z — < | Va2 + —/ dx
(3 3) Va2 41

Donde por Euler (ejemplo pag. 43) se tiene,

1
mdzﬁ:—ln‘\/ﬂ—{—l—x’.

Por lo tanto

/\/3327 :—\/:UQ 1——\/x2+1+1n‘m_x’

Entonces
331 x? 2 3
/ dr = {—\/x2+1——\/x2+1+ln)\/:c2+1—:c”
—1 1'2 + ]. 3 3 -1

2 2 1 2
_ %q@2+ —§V?+ﬂﬁ4n%82+ —3w—(§¢1+1—§vﬁ+1>
—ln)\/1+1—|—1‘

\/_3 \/§+Nﬁ
VRS 3 '

9.
Soluczon.

Utilizando el método de Ostrogradski, tenemos

dx 7 T

/ 1 _Ax2+Bm+C+/E:c+F:c+G
(3 -1° 2 -1

Derivando los miembros de la igualdad, tenemos



108

multiplicando por (z® — 1)

1 =

Integrales impropias

1 (2Ax—|—B)(x3—1)—3:62(Ax2+Bx+C’)+E:c2+Fx+G

@ =17 (@7 = 1) SR

2
’

(2Ax + B) (1‘3—1) — 32? (A:c2+B:U+C’) + (E:U2+F:U+G) (1‘3—1)
2Ax* + Br® — 2Ax — B — 3A2* — 3B2® — 3C2* 4+ Ex®° + Fa* + Go® — Ex* — Fr — G
Ex® (~A+F)a*+ (G —-2B)2® + (-3C — E)2* + (—2A - F)z — G — B.

Igualando los coeficientes, y resolviendo el sistema de ecuaciones, llegamos a,

1 2
E=0A=0C=0B=—-,F=0,G=—+.
3 3
Sustituyendo los valores de los coeficientes en la integral, se sigue
/ 1 P Ax2+Bx+C+/E:U2+Fx+Gd
(23 — 1) 3 —1 3 —1

Donde,

2
-3 2 1 2 20 +1
3 _dor=—21 — 1)+ =In(2? 1 —— arct .
/13_11; 9n(x )+9n(:c +x+)+3\/§arcan 7

Asi pues la integral inicial,

———dr = 3 3d
/(:L“?’—l)zx $3_1+/I3_1x

1
1 2 1 2 2 1
— 3% —§ln(:c—1)+§ln(x2+:c+1)+—arctan(CE+ )

x3—1 33 V3

Por lo tanto,

) 1, o 1 2 2r +1\1°
———dr = 3 — Zhn(r—1)+=-In(2>+z+1 +—arctan( )]
_1)2 L(;i”—l 9 ( ) 9 ( ) 3v3 V3 2
5
_5 2 1 2 10+1
= 3 “In(5-1) 4+ =In (5 1) + —=arct
. 9n(5 )+9n(5 +5—|—)+3\/§arcan< \/§)
2
_2 92 1 2 441
— 3 Tl 2-14=-In(22+2+1)+—= —
(23—1 g2 =D+ gh (424 )+3\/§amtan(\/§>)

1 31 2 1 2 1 71
9 n112+9\/§arctan <5\/§) 9\/§arctan(11\/§) +868
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Integrales Impropias

Las integrales impropias se clasifican en:

Integrales impropias de primera especie.
Son aquellas con limites de integracion infinitos.

» Si f(z) es integrable en el intervalo a < x < 0o , definimos

+00f( dr = hm/f

a b—4o00

= Si f(z) es integrable en —oco < x < b, definimos

b b
/f(x)dxz tm [ f(r)da

a——00
a

» Si f(x) es integrable en —oo < x < 00, definimos

0o c b
/_oof(:c)dx: lim f(x)dx+biililm/c f(x)dz

a——00
a

donde ¢ es cualquier numero real.

En cada caso la integral impropia converge si el limite existe y es finito, y el limite es el valor
de la integral impropia. Si el limite no existe la integral impropia diverge. En el iltimo caso la

integral impropia converge si ambas integrales del lado derecho convergen, de lo contrario diverge.
Ejemplos:

f+oo dx
0 2244
Solucion:

El lfimite superior de integracion es infinito. Consideremos

) v da ) 1 x|
lim = lim |- arctan—
u—+o0 J 244 Uu——400 0

3 u 1
= lim —arctan— — — arctan0
u—+00 2 2

Por lo tanto
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2. ffoo e dx
Solucion:

El limite inferior de integracién es infinito. Consideremos

0 eQz 0
lim e*dr = lim l7]
) 1 eQu
= lim - ——
U——00 2 2
1
= 5
Por lo tanto 0
/ e dy = =
dx
+oo
3. fl —.
N7
Solucion:
El limite superior de integracién es infinito. Consideremos
“dx u
Ii — = 1 2
= lﬁf 2v/u — 2
= 00.

Por lo tanto la integral diverge.
dx
4. [T ——.
Solucion:

Notemos que,

+o0 dr +o00 e
— = dx.
. e e~ = eZa: +]_

Ambos limites de integracién son infinitos. Consideremos,

0 T u T
, , . 0 ,
lim dr + lim r = lim [arctane”], + lim [arctane”];
u——oo [ e 41 u—+oo Jq e2r 41 u——00 u——+00
, T u , w T
= lim — —arctane“+4 lim arctane" ——
uafooll U—-+00 4
s T m
- 0+ -=
4 2 4
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o de
oo €T ETT

Por lo tanto

b

+oo g
5. [, e "senz dx.
Solucion:
El limite superior de integracién es infinito. Entonces,

+oo w
e "senxzdr = lim e Tsenxdx
0 u——+00 0

e ? “
= lim [— 5 (senx + cos )

u—-+o0 0
= I eju( + )+1
= u_l)I_’I_loo 5 senu + cosu 5
1
2
Finalmente
400
/ e Ysenxdr = —.
0
*d
6. / iy
1 2P
Solucion:
Si p#1
/oodx i bdx
— = lim [ —
1 P b—o00 1 xP
e ar N
= lim
b—o0 —p—|— 1 1
bPtt —1
= lim
b—oo —DP + 1
B 1 1
o b—oo —P +1 bp—1 ’
como .
, _J 0 sip>1
blE?o pr—1 { oo sip<l1,
entonces,
1
— sip>1
1 1 p—1
Ii — 1] = 9.2
bE& —p+ 1 (bpl ) ( )

00 sip<1.



112 Integrales impropias

1
Por lo tanto, la integral converge al valor T sip>1ydivergesip < 1.

Si p=1

xT b—oo

*d
/ &~ im [In 2]}
1

= limlnb—1Inl

b—o00

= lim Inb

b—oo

= OQ.

La integral también diverge.

7./ 23 In ztdx
1

Solucion:

Tenemos,

/:U3 Inztde = }1 (1‘4 Ina* — :U4)

1y 4
= —z2°In
il
entonces

0o b
/ 22Inzdr = lim 23 In 24dx
1

b—oo 1

= 411 lim z* (111334 — 1)}1;

b—oo

1.,
= Zl}ilglob4(1nb4_l)+l

= 00,

por lo tanto la integral diverge.

Integrales impropias de segunda especie
Son integrales de funciones que no estdn acotadas en un punto dentro del intervalo de inte-
gracion.

= Si f(x) es integrable en a < x < b, pero no esta acotada en = = a, definimos

[ stopie= i [ 161

E—)(l 5
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= Si f(x) es integrable en a < z < b, pero no esta acotada en = = b, definimos

/abf(x)d:c: lim /aef(x)dx.

e—b—

= Si f(x) es integrable en a < x < b, pero no acotada en x = ¢, donde a < ¢ < b, definimos

b 5 b
/ f(z)dx = lim f(x)dz+ lim f(x)dz.
a E—C a E—C £
En cada caso si el limite es finito decimos que la integral impropia converge, y el limite es el
valor de la integral impropia. Si el lfimite no existe la integral impropia diverge. En el tercer caso la
integral impropia converge si ambas integrales del lado derecho convergen, de lo contrario diverge.
Ejemplos:

1 3 dx
o =
Solucion:

El integrando no estd acotado en x = 3. Consideremos

€T 13
lim = lim [arcsen 5]

¢ dx
=3~ Jo V9 — 22 e—3~ 0

, e
= lim (arcsen — — arcsen(
e—3~ 3

= arcsenl
T

5"
Por lo tanto,
/3 dx o
0 \/9—.%2 2'
dz
2. [? :
fo 2—x

Solucion:

El integrando no estd acotado en x = 2, consideremos

.7 da ) .
iy (555 =y Cme oy
= Hgl, (—In(2—¢)+1In(2))

Asi
lim —In(2—¢) =0

e—2~

Por lo tanto, la integral diverge.
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4 dx
3. —.
fO (.CC . 1)2
Solucion:

El integrando no estd acotado en x = 1, un valor que estd entre los limites de integracién 0
y 4. Consideremos

odx i ¢ dx i Lodx
———— = lim —— + lim —
o (x—1) =1 Jo (x—1) =1t o (z—1)

, IR 11
= lim |[— + lim |—
e—1— rx—1 0 e—1+t rx—1

£

If -t + I L + !
= Ilim — m [ —=
e—1- \e—1 e—1t 3 -1

= 00—+ o0.

Por lo tanto la integral diverge.

0
4./ tan? 3z dx

s

2

Solucion:

/tan2 3xdr = /sec2 3z —1dx

~ tan3z
3
La tangente no estd acotada en —7, entonces,
0 0
/ tan?3zdr = lim tan? 3xdx
_z e——It+ J,
i tan 3x 0
= lim —
5_’_%+ 3 €
i tan 3¢
= lim -
5—>—%+ 3
—= —'—007

por lo tanto la integral diverge.

5./ sect dzx.
0

Solucion:

Nl
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La funcién sec x no estd acotada en %7?, entonces,

M

Ky 151

/ secxdr = lim sec xdx
0

e—=5Jo

= lim Inlsecx + tanz||;
n

64’5

= lim In|sece +tane| — In|1]

T —
8—>2

g 007

por lo tanto la integral propuesta diverge.

6. fO% Vcos z cot xdzx.

Solucion:

Tenemos que,

CcoS T
/ veoszcot xdxr = dx
v/sen x

= 2v/senzx

La funcién v/cos x cot x, no estd acotada en 0, entonces,

3 3
/ vVcos xz cot xdxr = lim vcos x cot x dx
0

e—0t J.

por lo tanto,

™
2 jus
lim Veoszcotx dv = 2 lim +/senz|?

e—0t c e—0t €
i T
= 2 lim 4/sen— — v/sene
e—0t 2
= 2.

es decir la integral converge.

s
4 dx
7. .
_xSENT — COS T

Solucion:
Hagamos,
t = taunE
2
r = 2arctant
dr = 2 dt,

t2+1
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por el Capitulo 8, tenemos,

2t
t2+1
1—¢2
1+ 2

_2
dx _ 241
Sen T — Cos T 204121
1241

P
R S —
/t2+2t—1

_ /__QL__ﬁ
S+ —2

senxr =

CoOsxr =

entonces,

sea

t+1 = V2secz
dt = ﬂsecztanzdz,

entonces,

> = 2| ————dz
t+1)" -2 2tan® z

_ \/é/seczdz

/ ( 2 & ﬂsecztanz

tan z

=\/§/le

sen z
= —V2In|csc z + cot z|

t+1 2
| L2

(t+1)> =2

Como t = tan Z,

/ da A t 1442

senx — CosxT (t—|—1)2—2

tan £ + 1+ /2
= —v2In s V2
\/(tan§+1)2—2

- —ﬁ(ln)tang+1+\/§(—%1n

(tang + 1)2 —2') .
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. 1 ) m
La funcion ——— no estd acotada en —, entonces,
Sen T — cosT 4

1 dx , ¢ dx
—— = Ilim _
~zSENT —COST  —%~ J zSeNT —COST

. © dx :
entonces, lim —  esigual a

e—I~ -z senxy — Cosx

£

= —f 2 lim ln)tan——i—l#—f‘

e—4"

T 2
tan 1) _9
(an2+

us
4

_ lim_ wfln}tan —|—1+\/_|——1n‘(tan +1 —2‘
1n|—tan +1+f|——ln’(—tan§+ —2‘

e—%7

1
= —\/5(11111 ln‘tan +1+\/_‘——ln (tan2+1) —2‘—1n\2|—§ln‘4—4\/§‘>

€ 2
tan = 1) _9l).
(an2+ D

lim ln‘tan +1—|—f‘

e—a

_ \/§<ln|2|+%ln‘4—4\/§)) _\/5(

Como
hm ln‘tan —|—1+\/_‘ —1n2
y . ,
lfm (——m (tanfﬂ) —2‘) _
6*}%7 2 2
entonces

—\/§<hm ln)tan —i—l—i—f’——ln

(tan 3 + 1) - 2') .

Por lo tanto la integral propuesta diverge.

T d
8,/ _dr
» l-+senx

nlw

Solucion:
Haciendo
t = tamE
2
r = 2arctant
dr = ialt,

t2+1
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por el capitulo 8; tenemos
2t

1+1¢2

senx =

entonces

t2+1

[ = e

1+senx
:Q/1+2t+ﬁ
B /kt+1)

2

Tt
2

_tang +1

1+t2

Como la funcién

Integrales impropias

no esta acotada en %7?, lo podemos ver,

1+senz
§7I' €
/2 dx i / dx
— = lim —_
» l4senx 37 ). 1+senz
entonces,
¢ dx 1
lim ——— = 2 lfim —
e—3r—Jp 1+senxw e—3n— tang + 1 -
1
- 2 1f _
5J§I}rf < tan < + 1 *
1
= 2—-2 hm S
e—3r- tan 5 + 1’
como
, 1
lim ———— = -0
e—3r— tans +1
de donde )
-2 lim — = o0,
e—dr-tan§ +1
asi
i ¢ dx
lim — =0
e—3n— ) 1+senzx

Por lo tanto, la integral diverge.

1
tanm + 1



Integrales impropias 119

0
d
9. / L
g +1
Solucion:
El integrando no esta acotado en x = —1, consideramos
/0 dx i /0 dx
= lim
_1113—|—]_ c——11 |, x+1
Donde
0
d
lfm T~ lim [lnfo+1])°
c—-1*t J. ©*+ 1 c——11
= lim In|l|—In|c+ 1]
c——11
= —00.

Por lo tanto, la integral diverge.

Criterios de convergencia

Proposicién- Si la integral propia f; f (z) dx existe para cada b > a y f (z) es no negativa
para todo x > 0, entonces la faoo f (z) dx converge si y solo si, existe una constante M > 0, tal
que

/abf(:c)d:cSM

para cada b > a.
Demostracion:

—) Supongamos que / f () dx converge a L, es decir,

b
lim / f(z) de = L.

b—oo

de donde, dada € > 0, existe N > 0 tal que si b > N entonces

[f(x)—L

b
asi, si b > N entonces / f(x)de <e+ L.

<e€

b N

Como f () > 0 para todo = > a, entonces / f (z) dx > 0 en particular / f(z) dz > 0.
N a a

SeaM:5+L+/ f(x) dx.

b
Sib> N, entonces/f(:c) dr <e+ L < M.
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Slb<Nent0nces/f dx</f ) dx < M.

<) Supongamos que existe una constante M > 0, tal que

b
/ f(x)de <M para todo b > a.

:/abf(x) dz

y consideremos X = {I (b)| b > a} de donde X # & y estd acotado superiormente, entonces tiene
supremo. Sea L = sup X.

P.D. h'mb_,oo/ f(x)de =1L

a
Sea € > 0, entonces existe b > a tal que

Sea

L—e<I(b)
de donde

L—-1()<e
Si b > b entonces

1) < I (1)

ya que f (x) > 0 entonces

esto implica que

L—1(b) para todo ' > b
o0 sea
[IT@O)—LI=L-11)<e¢ sib >0,
es decir ,
blirg ) f(z)de=1L
Teorema

Si la integral propia f; f () dx existe y f () es no negativa para cada b > a,ysi 0 < f(z) <
g (x) para todo z > a, donde [ g (z) dz converge, entonces [ f (x) dz también converge y

/awﬂx)dxs/:og(a:)dx

Como la integral g (x) dx converge, por el teorema anterior existe M > 0 tal que
a

Demostracion:

b
/ g(x)de <M para todo b > a.
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Ademads sabemos que f (x) < g (x) para todox > a,entonces
b b
/f(:c)dxﬁ/g(x)d:cSM para todo b > a

o
y aplicando nuevamente el teorema anterior tenemos que / f (z) dx converge.
a

/abf(rc) dr < /jg(m) da

b b
lim/f(:c) de < lim [ g(x)dx

b—oo b—oo a

/a Tfwdr < / T g(2) du.

Teorema (criterio de comparacién del limite)
Si dos integrales propias fab f(z)dxy f; g (z) dx existen para cada b > a, siendo 0 < f(z) y
0 < g(x) para todo x > a y si
LT
fm =

2=+ g (1)

donde 0 < ¢ < 0o, entonces las integrales [ f (z)dz, [ g (x)dx o convergen ambas o divergen
ambas.

Por otro lado, como

Demostracién:
Como
lim /(@) =c
entonces Ve > 0 existe N > 0 tal que si x > N entonces / ((:c§ — ¢| < g,es decir
g(x
— < f (.T) —c<eE
g(x)
x
c—e < /() <c+e
g(x)
Observacion: Como / Egj; > 0 entonces ¢ > 0 esto implica que ¢+ ¢ > 0.
g(x
Si tomamos € < ¢ entonces ¢ — € > 0 de donde
0 < c—e< /(@) <c+e¢
g(x)

0 < (c—g)g(x)< f(x)<(ct+e)g(x).

Si / g (x) dx converge, entonces (¢ + ¢) / g () dxr también converge y por el teorema an-

terior como
0<f(z)<(ct+e)g(z)
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o0

tenemos que f (z) dx converge.

Ahora si / f (z) dx converge como

0<(c—e)g(x) < f(x)

entonces

c—¢

0<glo) < () @)

1

c—¢
Por lo tanto

de donde

/ f (x) dx converge y por el teorema anterior / g (z) dx converge.

/ f (z) dx converge <= / g (x) dx converge.

De donde, si una de las dos diverge, la otra diverge.

Nota: si el limite es 0, sélo se puede concluir que la convergencia de faoo g (z) dr implica la
convergencia de [ f (z) dx.

Ejemplos:

1./ e~ dr.
1

Por definicién tenemos,

& 2 b 2
/ e ¥ dr= lim e " dr
1

b—-+o00 1

No podemos evaluar de forma directa la ltima integral, ya que no es elemental. Pero
podemos mostrar que su limite es finito cuando b — +oo.

Tenemos que

para todo x > 1, de modo que

pero
b b
lim e dr = lim [— e_ﬂl
b—~+o0 1 b—+o0
= lim —elte!
b—+o0
= e 1.

De modo que

/ e dr=lm [ e % dx (9.3)
1
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converge a algin valor finito definido. aunque no sabemos cual es ese valor, sabemos que es

positivo y menor que e~!.

o] 2
sen” r
2. 5 dz
1 x

Solucion:

Como

enl<z<ooy

converge por (9.2), de modo que

converge.
3 / h 1 d
) —dx.
1V :U2 -2
Solucion:
Como
1 1
> —
2 -2 T

enl<r<ooy

diverge por (9.2), entonces

diverge.
* d
4, / el
1 1 + 1'2
Solucion:
1 1
Sean ¢ (x) = TR f (z) = —;, ambas positivas y continuas en 1 < z < co. Ademds,
x x
1
tin L gy 22
1+ 22
1
= lim —+1
T—00 I
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. . < dx “dx
un limite positivo. Por lo tanto 11 22 converge, ya que —, converge por (9.2).
1 x 1 X

3
e? +5 dr.
Solucion:

1
Sea f (z) = s entonces

1
lim /(@) = lim eg’
e’ +5
T 1 n 5t
= lim -
z—00 3 3er
1
= 3
. o, i *1 <3
es un limite positivo y finito, y como or dx converge por (9.3), entonces e dx,
1 1
también.
* 1
——dx.
/1 z?In(z + 1) *
Solucion:

1
Sea g () = T entonces,

1
5
lm L) gy Bt D Mf 1)
2?2 +1
I 22 +1
= lim ——
z—oo 25 In(x + 1)
y 1 . 1
= lim
z—oo x3In(x 4+ 1)  2®In(z+1)
=0

* 1 <1
d —d 9.2
como /1 O 2 converge ya que /1 = x converge por (9.2) y

1 <i
241  x?’

oo
entonces / —— - dx también converge .
1 x?In(z+1)
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7 /2 dr_
. xlnz

Solucion:

1
Veamos que f (z) = ——1 diverge ya que
x —_—

< 1
r x—1
0o 1 ) )
y — es divergente por (9.2), y ademds
. T
1
-1
lfm 202 — i =
r—1 —= z—1xlnx
1
= lim =
=ling 4+ =
x
, 1
= lim
a—llnzr +1
= 1.
2
Por lo tanto, / diverge.
, rlnx
g /°° dx
i V4o
Solucion:

Como

“dx
y por (9.2), / —, converge, entonces
.

/ < dx
1 \3/5 + 1'3
también converge.

o0
9. / — xcos? .
1

Solucion:
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Como para 1 < x < 0o,

< —cos?z
< —xcos’x

o0
y / — xdx diverge, entonces la integral propuesta también diverge.
1
72
1— a2
el integrando es discontinuo en x = 1, consideremos

10. Hallar el drea entre la curva 3% = El area requerida es A = 4 dx, como

Loy
/0 V1 — a2

) 1—¢ T
= Iim

/1 Y4 d
—Qax —Qax
0o V1— 22 e—=0+ Jg V1— a2
1—e
~ lim [—\/1—332]

e—0+ 0

= lim —\/1-(1—¢)’+1

e—0+
= 1.
Donde el drea deseada es
A = 4(1)
= 4.

11. Calcular el drea a la derecha de = = 3, entre la curva y =

+oo 1
A :/ 5 dx
3 x? —1

v

xZ_lyelejeX.

1 x—17"
= — lim |ln

2 u—+oo r+1 3

1 _
T A

2u—too  u-+1 2

1 1-1 1
= Eul—lgloolnl l—ln§

1

= —In—
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