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Estructura del trabajo

Este trabajo tiene como finalidad explicar qué es un proceso shot-noise dirigido por un proceso
de Lévy, y dar ejemplos de como implementarlo en el riesgo de crédito, mas concretamente en los
llamados derivados de crédito.

El trabajo esta dividido de la siguiente manera, en el capitulo 1 se menciona el rumbo que
fueron tomando los modelos financieros hasta llegar al proceso shot-noise, se explica y se construye
un proceso shot-noise de forma clara y sencilla. En el capitulo 2 se dan los resultados principales en
cuanto a medidas aleatorias, procesos de Lévy, y cdlculo estocastico enfocado en procesos de Lévy.
En el capitulo 3 se da el marco tedrico del mercado financiero, se dan los conceptos de arbitraje y
valuacion neutral al riesgo, se introduce el concepto de mercado incompleto, como valuar y realizar
coberturas en dichos mercados. Posteriormente en el capitulo 4 se da el marco tedrico del riesgo
de crédito, asi como los modelos comunes para modelar los defaults y por dltimos los derivados de
crédito que se valuaran después.

En el capitulo 5 se dan las aplicaciones del proceso shot-noise utilizando procesos de Lévy, donde
la idea es demostrar que apesar que el modelo es teéricamente mas complejo, se pueden seguir
obteniendo resultados explicitos. Y para terminar, se muestran los c6digos hechos en el programa R

que se utilizan para generar los procesos estocésticos que se mencionan en este trabajo.
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Capitulo 1

Introduccion

A lo largo de los afios, varios modelos matematicos han sido creados y posteriormente utilizados
en finanzas, la probabilidad ha sido la herramienta méas utilizada para este fin, dando un sentido
riguroso al comportamiento dindmico que presentan los instrumentos financieros. Muchas personas
han colaborado con su genio y su intelecto a que la finanzas no sean simples especulaciones, sino
todo un estudio tedrico basado en la teoria de probabilidades, que gracias a A. N. Kolmogorov,
quién di6 una base axiomética a la probabilidad, se han podido usar herramientas mateméticas
como el anélisis matemaético, gracias al cual K. It6 pudo establecer las bases del célculo estocastico
del que gran parte de los modelos financieros han hecho uso. Mas adelante, se han implementado
otros trabajos como los de P. Lévy, con lo que es posible incorporar saltos a la dindmica del precio
simulado. Gracias a todos estos trabajos se han podido brindar un sin nimero de aplicaciones al
rubro financiero.

Este trabajo se centra en un generalizaciéon de los modelos que incorporan procesos de Lévy, dan-
dole la debida importancia no sélo al efecto de los saltos, sino al comportamiento que tiene el precio
despiies del mismo. A dichos modelos se les conoce como shot-noise, y se darén los requerimientos

tedricos necesarios para poder entenderlos y aplicarlos a la valuaciéon de derivados de crédito.

1.1. La piedra angular

El reconocido fisico Albert Einstein fue el primero en dar un sentido formal al movimiento

Browniano, pero la primera aportacion significativa al desarrollo tedrico enfocado a las finanzas
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se debe a L. Bachelier, quien en 1900 ofrece al Movimiento Browniano como primer modelo para

simular la trayectoria de una accién del mercado financiero. Puesto que las graficas que arroja, son
muy similares a las del precio de un activo financiero.

Vamos a definir que es un movimiento Browniano, el entendimiento de éste es crucial, no s6lo
para el resto de este trabajo, sino para cualquier otro que quiera modelar instrumentos financieros.

Por lo que lo vamos a introducir de una manera formal en la siguiente definicién.

Definicién 1.1.1. Un movimiento Browniano estdndar en un espacio de probabilidaaﬂ (Q,F,P),

es un proceso estocdstico W = (Wy)i>o tal que:
1. Wy =0 c.s.

2. Para 0 < s < t el incremento Wy — Wy es Normal con media 0 y varianza (t — s):

W, — W, ~ N(0,t—s).

3. Para toda particion 0 < t1 < to < ... < t, las variables aleatorias

Wi, Wy — Wiy ooy Wy, — Wi son independientes.

4. Para toda w en ) la trayectoria

t € [0,00) — Wi(w) € R es continua.

Sin duda fue un gran paso, el hecho de considerar que una difusién acercaba mucho las simu-
laciones a la realidad, pero habia grandes defectos, el primero y quiza el peor de todos, es que el
movimiento Browniano no sélo puede ser negativo, si no que su liminf W; = —oo, y el precio de
una accion lo minimo que puede valer es cero, por lo que a pesar de su gran similitud grafica, el
movimiento Browniano no puede utilizarse de forma correcta como modelo financiero.

A partir de ese momento y hasta la actualidad se han venido presentando y mejorando los
modelos financieros. El caso mas conocido de todos es el modelo de Black-Scholes, donde se hace
uso de un movimiento Browniano geométrico, y a partir del cual se han ido creando muchos modelos

alterando ciertas hipotesis del mismo.

'Ver apéndice A.
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1.2. Modelo de Black-Scholes

Black y Scholes en 1973 crearon un modelo para valuar una opcién del tipo europea, es decir que
se paga un payoff bajo ciertas condiciones hasta la fecha de maduracién, sobre un subyacente que
no paga dividendos. El modelo sugerido por ellos para el precio de un subyacente tiene trayectorias
continuas. Ademés es un modelo autofinanciable, lo que significa que un portafolio puede replicarse
en cada t € [0,T].

Para este modelo se consideran sélo dos instrumentos, un bono y un subyacente que no paga
dividendos. Denotemos por B; y por S; al precio del bono y del subyacente al tiempo ¢ en [0, 7]
respectivamente. Donde T es finito, y todas las transacciones se detienen en 7'. Las suposiciones que

utiliza este modelo son:

1. Los instrumentos pueden comprarse y venderse en corto, en cantidades ilimitadas y son infini-
tamente divisibles, es decir que cualquier cantidad de instrumento puede comprarse o venderse

en corto.
2. No hay costos de transaccion.
3. Se considera un mercado completo.

4. El bono y el subyacente satisfacen:

dBt = T(t)Btdt, B():l,

dSt = u(t)Stdt + U(t)Stth, S() =X.

Donde r, o: [0,T] — Ry y p: [0,7] — R son procesos deterministas y continuos, W es un
movimiento Browniano en un espacio de probabilidad filtrado (22, F,F,P) donde F = (F)¢cjo,7] s
la filtracion aumentada (que cumple las hipotesis habituales; ver apéndice B) generada por W.

Es evidente que B; = exp(fg’ r(s) ds). Este modelo considera un bono determinista, y por ser no
decreciente los inversionistas no estan sujetos a ningin riesgo. Una inversiéon en el bono puede ser
liquidada en cualquier momento sin pérdida alguna, por lo que a r se le conoce como la tasa libre

de riesgo.
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La ecuacién del subyacente puede resolverse de forma muy sencilla, notemos que puede reescri-

birse como dS; — pu(t)Sidt = o (t)SedWy y que o(t )th =d(ce W)t, conceW = fo s)dWs, ahora

multipliquemos nuestra ecuacion diferencial por m(t) = exp(— fo , v sea Xy = m(t)S; y uti-

lizamos la regla del producto estocéstico para obtener dX; = X;d(o W)t, que es una exponencial

de Doleansﬂ y tiene solucién tnica, X; = Xo&(c @ W). Sea X = Sp y multipliquemos por m(t)~!,

entonces tenemos

S, = Spexp (/Otu(s)ds) E(o e W)

Spexp ( /0 t (,u,(s) - 302(3)) ds + /0 ta(s)dW$> | (1-1)

Como £(o @ W) es una martingala con media constante igual a 1 y Sy es constante, al calcular

la esperanza, obtenemos que E(S;) = S exp(f(f u(s)ds), por lo que podemos considerar a u(t) como
la tasa de retorno esperada del precio S al tiempo ¢. Al calcular la diferencial d{log(S)); = o (t)dt
EL podemos ver a o(t) como la volatilidad instantédnea de S al tiempo ¢.

Para simplificar el modelo, consideraremos que las funciones u(t) = py o(t) =o,con py o € R
constantes, por lo que el precio al tiempo t es S; = Spexp((u — %02)75 + oW;. Al ser esta expresion
para S; un movimientor Browniano geométrico, se tiene que log S; tiene distribucién normal, es
decir log Sy ~ N((1n — 30°)t, o%t).

Como el modelo de Black-Scholes supone un mercado completo, existe una tnica medida mar-
tingala equivalente neutral al riesgo Q. Gracias al teorema de Girsanov EL no es dificil mostrar que
bajo Q, el precio S; también es un movimiento Browniano geométrico, donde o sigue siendo el paré-
metro para la volatilidad instantdnea, pero ahora la tasa de retorno libre de riesgo r, sera utilizada
en lugar del parametro de tendencia p. El precio al tiempo ¢ es S; = Spexp((r — 20 Dt + oWy, por
lo que dS; = Sy(rdt + odW;), y esta ecuacion diferencial estocéstica (EDE) nos dice que bajo la

medida Q, el crecimiento esperado en el precio del subyacente debe ser 7.

2Para la notacion del o y la exponencial de Doleans, revisar apéndice de calculo estocastico

3El simbolo (-) significa variacién cuadratica; ver apéndice C

4Se puede encontrar una demostracion del Teorema de Girsanov en [29], v en el apéndice C, se puede ver una
version en tiempo discreto, @
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1.3. Algunas desventajas de Black-Scholes

El modelo de Black-Scholes resulta ser muy elegante, nos ofrece féormulas cerradas, y nos permite
replicar nuestro portafolio en cualquier momento t € [0, 7. Pero, ;qué tan real es este modelo?. Las
suposiciones que se necesitan para este modelo son bastante fuertes e ideales, comenzando por el
hecho de tener como base la hipotesis de un mercado completo, lo cual es claro que no se cumple en
el mundo real, pues no se puede conocer toda la informacion que afecta el precio del subyacente, en
el mercado muchas veces la informacién repentina, produce cambios abruptos en el precio de una
accion. Ademas considera que no hay impuestos ni costos de transacciéon, ni costos por mantener el
subyacente. Resulta que los datos empiricos muestran que el modelo de Black-Scholes no describe
las propiedades estadisticas de las series de tiempo financieras del todo bien. Los datos tienen las

siguientes caracteristicas:

1. Los log-rendimientos no se comportan de acuerdo a una distribuciéon normal.
2. Se ha observado que la volatilidad cambia estocdsticamente en el tiempo.

3. La distribucién del precio tiene colas pesadas.

1.4. Modelo de Merton

Las discrepancias que se mencionaron en la seccién anterior, hicieron que se empezaran a ofrecer
nuevos modelos para la dindmica del precio de una acciéon. En 1976 Robert C. Merton fue uno de
los primeros en considerar un proceso discontinuo para modelar el precio de una acciéon. El modelo

estd basado en un proceso, dado por la siguiente ecuacion:

N¢
Li=pt+oWy+ Y Y, (1-2)
k=1
donde Y; ~ Normal(uy, 032/), k =1,2,..., Ny es un proceso Poisson con intensidad X e

independiente de W y las Y}, también son independientes de W y de N para toda k, y por tanto la

distribucién de los saltos es:

fyr =

1 exp [_ (z - MY)Z]
oy V2w 202 .
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Este tipo de proceso estocéstico es lo que se conoce como difusiéon con saltos de Lévy. Para este

proceso, no existe una féormula cerrada para L1, pero més adelante se explicara la naturaleza de este
tipo de proceso, y se podra ver que a pesar de que Merton no di6 una férmula del todo cerrada, es
muy util si se aproxima numéricamente. Este proceso de Lévy tiene tripleta (u, o \- fy)El7 por lo

que el precio del subyacente esta dado por

Nt
Sy = Spexp (ut + oW + Z Yk> . (1-3)
k=1

Este modelo mejora en varios aspectos al de Black-Scholes pues tiene cola pesada, considera
saltos en el precio del subyacente, al haber saltos nos lleva a un mercado incompleto, no se puede
replicar perfectamente, lo que nos dice que las opciones son inversiones riesgosas, la estrategia de

cobertura se obtiene resolviendo un problema de optimizacion de portafolio.

1.5. Modelo shot-noise

Los modelos que incorporan saltos son muy utilizados en la actualidad, ya que una vez progra-
mados dan resultados mas precisos que los de Black-Scholes, pero ain hace falta algo en el modelo,
algo de lo que tal vez no se estd consciente, sino hasta que se ve reflejado en los datos conforme
van pasando los anos. Los cambios repentinos que sufre el precio, no son "eternos" como el modelo
de Merton sugiere, aqui es donde surge el llamado efecto "shot-noise", esto es que conforme pasa el
tiempo el efecto del salto desaparece parcial o completamente. Dicho de otra manera, en el modelo
de Merton, el precio sigue un proceso de difusiéon con saltos, pero como no hay un componente
de desvanecimiento incluido, el efecto del salto persiste para siempre. Y como es evidente, esto no
sucede en el mundo real, por lo que los modelos que incorporan efecto shot-noise son extensiones
bastante ttiles del proceso de difusién con saltos. Los modelos shot-noise constituyen un clase de
modelos para estudiar las imperfecciones del mercado, como la sobrerreacciéon o el comportamiento
irregular debido a la falta de liquidez.

Considerando la solvencia de una compania, los efectos shot-noise surgen debido a que el mercado
es incompleto. Un ejemplo sobresaliente es el colapso de Enron seguido por su bancarrota, puesto que

los inversionistas no tenian la informacién de que la compania "maquillaba'" sus estados financieros

SVer capitulo 2
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debido a las grandes pérdidas financieras que afrontaba.

Para entender de manera maés intuitiva lo que es un proceso shot-noise, construiremos un caso
muy particular. Uno de los modelos shot-noise més sencillo consiste en tres factores principales, a

saber:
= Una difusion continua
= Un proceso puntual marcado
= Un componente shot-noise

Vamos a suponer que en t = 0 el precio es Sp. En el caso en que no hay saltos, tenemos al tiempo

o2
Sy = Spexp (<u— 2) t+aWt) ,

siguiendo un modelo Black-Scholes. Al tiempo ¢t = 7, tenemos el primer salto de un proceso

t que:

Poisson N asociado, por lo que tenemos:

2
Sy = Spexp <<,u— a2>t+aWt> (1+Uy).

El tamano del salto U; describe cambios abruptos en el precio. Se tiene que U; > —1. En
teoria, U; puede tomar cualquier valor positivo, pero basados en datos reales no sobrepasa +1. Por
ultimo, para incorporar los efectos de "desvanecimiento", tomamos una funciéon h definida en R.

Por conveniencia tomamos h(t) = 0 para ¢t < 0. Y si no han ocurrido més saltos, tenemos:

2
o
St = S()eXp ((u — 2) t 4+ JWt> (1 + Ulh(t — Tl)) .

Generalmente la funciéon h es no negativa y no creciente en la recta real positiva. Un ejemplo
clasico es h(x) = exp(—cx), z > 0, ¢ > 0. Tomar ¢ = 0 implica h = 1, en cuyo caso no hay efectos
de "desvanecimiento" y corresponde al caso de difusién con saltos puro. Por otro lado, tomando una

c grande nos permite cancelar el efecto del salto de forma mas rapida.

Ahora s6lo basta hacer un razonamiento inductivo, y denotando por 7 < 7o < ... a los saltos
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del proceso Poisson N, la expresion final queda de la siguiente manera:

N
St = Spexp <(,u— 022) t+0Wt> H(l-i—Uih(t—Ti)). (1-4)
i=1

Como podemos notar, su construccion es sencilla, pero su aportacion es grandiosa, puesto que
podemos simular de una forma mas precisa los cambios que sufre el precio de un subyacente en el
mercado. Este caso es muy particular, s6lo es una extensiéon del modelo de Black-Scholes, pero un
proceso shot-noise puede ser totalmente diferente, como veremos en el dltimo capitulo, donde se
explicaran las bases teéricas que nos permiten trabajar con estos modelos.

El propoésito de este capitulo introductorio es dar un panorama general del origen de los procesos
shot-noise, y entender que es un componente que se puede agregar a los modelos que incluyen
saltos. Como se ha mencionado, cada modelo que ha surgido ha sido una generalizaciéon de uno
anterior, lo que se pretende es darle un sentido méas "realista", incluyendo mas hipétesis, y utilizando

herramientas matemaéaticas mas sofisticadas.



Capitulo 2

Herramientas Matematicas

En este capitulo se mencionaran las propiedades de procesos de Levy que nos serdn de ayuda
para las demostraciones del ultimo capitulo. Antes de poder estudiar los procesos de Lévy es muy
importante conocer y entender las medidas aleatorias, en particular las medidas aleatorias Poisson
y los procesos puntualesﬂ El objetivo es poder caracterizarlos, y descomponerlos, de tal forma que

sea més facil generalizar los resultados.

2.1. Medidas aleatorias

Para dar una idea heuristica de una medida aleatoria, recordemos que un proceso Poisson (N¢)¢>0
es un proceso de conteo, si 717,75, ... es la sucesion de los tiempos en que ocurren los saltos de IV,

entonces N; es el numero de saltos que hay entre 0 y ¢:

Ne=#{i>1,T €04}

Con lo que podemos deducir que si ¢t > s entonces:

Ny — Ny =#{i >1,T; € (s,1]}.

Los tiempos de salto forman una configuracion aleatoria de puntos en [0, 00) y el proceso Poisson

N; cuenta el ntimero de puntos en el intervalo [0,¢]. Este procedimiento define una medida M en

!Para la definicion de medida, ver apéndice B

10
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[0,00): para todo conjunto medible A C R sea:

M(w,A) =#{i>1,Ti(w) € A}.

Entonces M (w,-) es una medida positiva en Z y M(A) es finita con probabilidad 1 si A es un
conjunto acotado. Como podemos ver, esta medida depende también de w, por lo que es una medida
aleatoria. La intensidad A del proceso Poisson determina el valor promedio de la medida aleatoria
M, pues E[M(A)] = A|A|. donde |A| es la medida de Lebesgue de A.

A M se le llama la medida de saltos asociada al proceso Poisson N. Y el proceso Poisson puede

ser expresado en términos de su medida M de la siguiente manera:

Ni(w) = M(w,[0,t]) = o M(w,ds). (2-1)

Por lo que es claro que las propiedades del proceso Poisson son heredadas por su medida asociada

M.

2.1.1. Medidas aleatorias Poisson

Se describi6 como se construye una medida M (w, -) asociada a un proceso Poisson, y esto puede

generalizarse reemplazando R, por E C R? y la medida de Lebesgue por una medida de Radon p

en F2

Definicién 2.1.2 (Medida de Radon). Sea E C R%. Una medida de Radon en (E,B) es una medida

u tal que para cada conjunto compacto y medible B € B se tiene que u(B) < 0o.
Ahora podemos definir que es una medida aleatoria Poisson:

Definicién 2.1.3 (Medida aleatoria Poisson). Sea (92, F,P) un espacio de probabilidad, E C R? y
u una medida de Radon en (E,&) fija y positiva. Una medida aleatoria Poisson en E con medida

de intensidad p es una medida aleatoria en Z:

M : Qx&—N

(w, A) s M(w, A).

2Ver apéndice A para la definicién de espacio medible y medida
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con A € Etal que:

1. Para casi toda w € Q, M (w,-) es una medida de Radon entera en E, esto es para todo conjunto

acotado y medible A C E, M(A) < oo es una variable aleatoria en 7.

2. Para cada conjunto medible A C E, M(-,A) = M(A) es una variable aleatoria Poisson con

parametro u(A).

3. Si Ay,..., A, € € son conjuntos disjuntos y medibles, las variables M(A1),..., M(Ay,) son

independientes.

2.1.4. Construcciéon de procesos con saltos a partir de una medida aleatoria

Poisson

Consideremos una medida Poisson M en E = [0,7] x R%\ {0}, esta se puede referir como una

medida de conteo asociada a una configuracion aleatoria de puntos (7},,Y;,) € E:

M= 0,y = 1a(Th(w),Yo(w)), VAEE. (2-2)

n>1 n>1
Intuitivamente, cada punto (7}, (w), Y5, (w)) € [0,T] x R? corresponde a una observacion hecha al
tiempo T}, y descrita por una variable aleatoria (no cero) Y, € RY.
Es claro que se parte de esta manera a F porque nos interesa interpretar la primera coordenada
t como tiempo. Por lo que al utlizar filtraciones F; en (2, F,P), diremos que M es una medida

aleatoria Poisson F;-adaptada si:

» (T})n>1 son tiempos aleatorios Fr-adaptados.

= Y, es Fr,-medible.

Para cada w, M(w,-) es una medida en E = [0,T] x R?\ {0} y se pueden definir integrales
respecto a esta medida. Primero, para funciones simples f = """, cilfq,y donde¢; >0y A; CE
son conjuntos disjuntos y medibles, definimos M (f) = Y"1 | ¢;M(A;): M(f) es una variable aleatoria
con esperanza E[M (f)] = > ; ¢;pu(A;). Luego, para funciones medibles y positivas f : E — [0, 00)

definimos M (f) = limy, oo M(f,) donde f,, 1 f es una sucesion creciente de funciones simples.
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Por el teorema de convergencia monoétona, M (f) es una variable aleatoria con valores en [0, 0]

y esperanza (que puede ser infinita) E[M(f)] = wu(f). Y para funciones medibles y en los reales,
f:E — R, f se puede descomponer en su parte positiva y en su parte negativa, f = f~ — f~. Si f

cumple con:

HUR = [ 9l < dy) < oo (2:3)

entonces las variables aleatorias positivas M (fT), M(f~) tienen esperanza finita: E[M(f)] =
u(f*) < p(|f]) < co. Entonces podemos definir M (f) := M(f*) — M(f~) y M(f) es una variable

aleatoria con esperanza

B =utn)= [ [ Sonts x )

Integrando f respecto de M hasta el tiempo t, se tiene un proceso estocastico F-adaptado:

X = / / (s,y)M(dsdy) = f(Tn, Yy). 2-4
= Rd\{o} > (2-4)

n, T, €[0,t]
La suma corre sobre los eventos (T, Y,) que han ocurrido antes de ¢, i.e. T, <t. (X¢(f))eejo,1]

es un proceso con saltos, donde sus saltos ocurren en los tiempos aleatorios T}, y tienen amplitud

dada por f(T),,Y,).

2.1.5. Procesos puntuales marcados

Una medida aleatoria Poisson puede ser representada como una medida de conteo:

) =D (T (w) Y () (2-5)

n>1
para alguna sucesion aleatoria (7}, Yy, )n>1 de puntos en [0, 7] x R Usando esta representacion
se pueden definir medidas aleatorias con propiedades de dependencia méas complejas: dada una
sucesion (T,,,Y,) € [0,7] x E donde (T},),>1 es una sucesion de tiempos aleatorios adaptados que
describen la ocurrencia de ciertos eventos Y,, € E C Rd, donde Y,, es F7,-medible. Entonces M es

una medida aleatoria entera en [0,7] x E y la sucesion (1,,,Y,) € [0,T] x E es llamado un proceso
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puntual marcado. Esto porque a las variables (Y},)n>1 se les llama "marcas".

Definicion 2.1.6 (Proceso puntual marcado). Un proceso puntual marcado en (2, F,(F:),P) es

una sucesion (Ty,Yn)n>1 donde

» (T})n>1 €s una sucesion creciente de tiempos aleatorios adaptados tal que T,, — 0o c.s. cuando

n — oo.
» (Y,)n>1 es una sucesion de variables aleatorias que toman valores en E.
» Y, es Fr,-medible.

Observacion 2.1.7. La condicion T, — oo garantiza que el nimero de eventos que ocurren en

[0,T] es finito c.s..

Los procesos puntuales marcados no tienen las propiedades de independencia de las medidas
aleatorias Poisson, si A1 N Ay = ) entonces M([0,¢] x A1), M([0,¢] x A2) ya no son independientes,
ni son v.a. Poisson. Es claro que no todas las medidas aleatorias Poisson son procesos puntuales
marcardos, puesto que no necesariamente sucede que 7,, — 0o, de hecho solo es valida la implicacién
cuando y ((0,7] x R?) < oo.

De manera similar, para una funcion f : [0,7] x E — R? tal que f[o,T]xE |f(t,y)| pu(dtdy) < oo,

se puede construir su integral respecto a la medida aleatoria M:

M(f) = /[OT]fo( M(dtdy) = " F(To, Vo). (2-6)

n>1
Y también se puede contruir un proceso de saltos a partir de f de manera anéloga al caso

Poisson:

- [ fs)Mdsdy) = 3 f(T o). (2-7)
[0,t] xR\ {0}

n, T €[0,t]
(X¢(f))tefo,7) s un proceso con saltos adaptado, con trayectorias cadlagﬂ donde sus saltos estan
descritos por un proceso puntual marcadol: los saltos se dan en los tiempos (7,),>1 y su amplitud
esta dada por f(7),,Y,). Esta construccién nos da una forma de generar un procesos con saltos a

partir de un proceso puntual marcado.

3Esto es continuas por la derecha con limites por la izquierda.
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De manera contraria, a cada proceso cadlag (Xt)te[o,T] con valores en R? se le puede asociar un

medida aleatoria Jx en [0,7] x R? llamada medida de saltos, de la siguiente manera, si X tiene
a lo més una cantidad numerable de saltos: {t € [0,7],AX; = X; — X;_ # 0} es numerable, sus
elementos puede arreglarse como una sucesion (7),),>1 (no necesariamente creciente), que seran los
tiempos asociados a los saltos de X . Al tiempo T},, el proceso X tiene una discontinuidad de tamano
Y, = X1, — X7,_ € R%\ {0}.

Entonces, el proceso (T}, Yy )n>1 define un proceso puntual marcado en [0,7] x R?\ {0} que
contiene toda la informacién sobre los saltos del proceso X. La medida aleatoria asociada, que

denotaremos por Jx, es llamada la medida de saltos del proceso X:

AX 0
Tx(@,) =Y 6T vaw@) = D Stax.): (2-8)
n>1 t€[0,T]

De manera intuitiva, para cualquier conjunto medible A C R%, Jx([0,t] x A) es el ntimero de
saltos de X ocurridos entre 0 y ¢, y tal que sus amplitudes pertenezcan al conjunto A.

La medida aleatoria Jx contiene toda la informacién sobre las discontinuidades del proceso X,
pues nos dice en que momento salta y con que magnitud, sin embargo Jx no nos dice nada acerca
de la parte continua de X. Es claro que X tiene trayectorias continuas si y sélo si Jx = 0 c.s., lo

que significa que no tiene saltos.

2.2. Procesos de Lévy

Los procesos de Lévy son procesos estocésticos con propiedades muy particulares, como son los
incrementos independientes y estacionarios, y en tiempo continuo son la base para construir modelos.
Ejemplos sencillos son, el proceso Poisson compuesto y el movimiento Browniano, el primero presenta
saltos, mientras que el segundo tiene trayectorias continuas. De hecho veremos que éstos dos procesos
van a ser la base sobre la cual se construyen los procesos de Lévy.

Los procesos de Lévy nos ofrecen un clase de modelos con saltos que son suficientemente buenos
para reproducir informacién empirica y nos permiten obtener muchos cilculos explicitos.

Para esto, se van a definir las distribuciones infinitamente divisibles, después podremos definir
mas claramente un proceso de Lévy, puesto que la relacién entre esas dos definiciones esta totalmente

ligada. Las demostraciones de los resultados de esta seccién pueden consultarse en [9].
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Definicion 2.2.1 (Distribuciones infinitamente divisibles). Una distribucion de probabilidad F en

R? se le llama infinitamente divisible si para cualquier entero n > 2, existen n v.a.i.i.d. Yi,...,Yy,

tal que Y1 + ... + Y, tiene distribucion F.

Definicién 2.2.2 (Proceso de Lévy). Un proceso cadlag (X;)i>o0 en (0, F,P) con valores en R? es

llamado un proceso de Lévy si tiene las siguientes propiedades:
1. Xg=0 c.s.

2. Incrementos independientes, para cada sucesion de tiempos to,...,tn, las v.a. Xiy, Xy, —

Xigy ooy Xp,, — X4 son independientes.

n—1
3. Incrementos estacionarios, la distribucion de Xyyp — Xt no depende de t.
4. Continuidad estocdstica, Ye > 0, limp, o P (| Xy — Xi| > €) = 0.

Ahora, se puede ver apartir de estas propiedades que si X es un proceso de Lévy, para toda
t > 0 la distribucion de X; es infinitamente divisible. Esto pone una gran restriccion en las posibles
elecciones de la distribucién de X;. Los ejemplos méas comunes de distribuciones infinitamente divi-
sibles son: la Guassiana, la gamma, las a-estables y la Poisson. Otros ejemplos menos trivales son

la log-normal, Pareto y la t de Student.

Proposicion 2.2.3. Sea (X;)i>0 un proceso de Lévy. Entonces para toda t, Xy tiene distribucion
infinitamente divisible. De manera inversa, si F' es un distribucion infinitamente divisible entonces

existe un proceso de Lévy (X;) tal que la distribucion de X, estd dada por F.

Ahora definamos la funcién caracteristica de X;:
b1(2) = dx,(z) = E [¢*5], 2R

Proposicion 2.2.4. Sea (X;)i>0 un proceso de Lévy en R?. Eziste una funcién continua ¢ : R — R

llamado el exponente caracteristico de X, tal que:

E [eiZ'Xt] = et?(®), z e RY (2-9)
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Esta proposicion es muy importante, ya que la funcién caracteristica determina de manera tnica

a una distribucion.
Por ejemplo si (X¢):>0 es un proceso Poisson compuesto en R?. Su funcion caracteristica tiene

la siguiente representacion:

E [e*X] = exp {t)\ /R d(ei"-x - 1)F(da:)} . YueRY (2-10)

donde A denota la intensidad de saltos y F' la distribucién de los saltos.
El proceso de saltos AX = (AX;)0 <t < T asociado al proceso de Lévy X esta definido, para
cada 0 < ¢ < T como

AXy =Xy — X,

donde L;_ es el limite por la izquierda de L;. Es importante notar que un proceso de Lévy no tiene
tiempos fijos de salto, pues AX; = 0 c.s. para todo ¢ > 0 fijo, pues tiene continuidada estocéstica.

En general, la suma de los saltos de un proceso de Lévy no converge, es decir, es posible que

Z |ALs| =00 c.s.

s<t

pero siempre tenemos que

Z |ALs* <00 c.s.

s<t
Lo que nos permite usar técnicas de martingalas para estos procesos.

Una forma te analizar los saltos de un proceso de Lévy es la medida aleatoria de saltos del
proceso. Sea A € B(R\ {0}), un conjunto tal que 0 ¢ A y sea 0 < t < T'; defininimos la medida

aleatoria de saltos del proceso X por

p(wit, A) = #{0<s<t;AX,(w) e A}
= Y LAY W)

s<t

entonces, la medida p~ (w; t, A) cuenta los saltos de proceso X de tamaifio en A al tiempo ¢. Se puede

probar que pX (-, A) tiene incrementos independientes y estacionarios, y que de hecho la medida pu~
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es una medida aleatoria Poisson. Y la intensidad de este proceso Poisson es v(A) = E[uX (1, A)].

Como ya se habia mencionado, un factor importante para los procesos de Lévy es el proceso

Poisson compuesto.

Proposicion 2.2.5. Sea (X¢)¢>0 un proceso Poisson compuesto con intensidad \ y distribucion del
tamano de saltos F. Su medida de saltos asociada Jx es una medida aleatoria Poisson en R%x [0, 0c)

con medida de intensidad p(dz x dt) = v(dz)dt = \F(dx)dt.

Por lo que es claro que la medida de Lévy de un proceso de Poisson compuesto es finita, es decir
el proceso en si mismo es de actividad finita. De esta manera vamos a definir la medida de Lévy

para todos los procesos de Lévy en general, no sélo para el proceso Poisson compuesto, como sigue:

Definicion 2.2.6 (Medida de Lévy). La medida v estd definada por

v(A) = E[w¥ (1, A)] = E[Y Ua(AX,(w))]

es la medida de Lévy del proceso de Lévy X.

v(A) es el nimero esperado, por unidad de tiempo, de saltos que pertenecen al conjunto A.

2.2.7. Procesos de Lévy de actividad infinita

Si tenemos un proceso de Lévy constante a cachos X}, se puede representar como:

xXP= > Ax? :/ rJxo(ds x dz), (2-11)
s€[0.4] [0,¢]xR¢

donde Jxo es una medida aleatoria Poisson con medida de intensidad v(dz)dt, donde v es una

medida finita, definida por

v(A) =E [#{te€[0,1]: AX] £0,AX) € A}],  AeBRY (2-12)

Dado un movimiento Browniano con deriva vt + W; independiente de X°, la suma X; = X? +

~vt + Wy define otro proceso de Lévy, que puede descomponerse de la siguiente manera:

X =~t+ W + Z AXS:'yt+Wt+/ xJx(ds x dx),
s€[0,¢] [0,t] xR
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Esta descomposicién nos lleva al siguiente resultado:

Proposicién 2.2.8 (Descomposicion de Lévy-1td). Sea (X;)¢>0 un proceso de Lévy en R? y v su

medida de Lévy.

= v es una medida de Radon en R\ {0} y cumple que:

/ |z|?v(dx) < oo / v(dr) < oo.
|z[<1 |z[>1

» La medida de saltos de X, Jx, es una medida aleatoria Poisson en [0,00) X R? con medida

de intensidad v(dz)dt.

» Eziste un vector vy y un movimiento Browniano d-dimensional (Byi)i>0 con matriz de cova-

rianza A tal que:

X, = fyt+Bt+X§+1%1X;, donde (2-13)
€.
X = / xJx(ds x dz) Yy
2] >1,5€[0,¢]

Xf = / x{Jx(ds x dzx) — v(dzx)ds}
e<|z|<1,s€[0,t]

= / xJx(ds x dz).
e<|z|<1,s€]0,t]

los sumandos son independientes y la convergencia en el dltimo término es c.s. y uniforme en t, en

[0, 7.

Lo que nos dice esta descomposicién es que para todo proceso de Lévy, existe un vector v, una
matriz positiva definida A y una medida positiva v tal que determinan univocamente su distribucion.
La tripleta (A, v,~y) se le conoce como tripleta caracteristica o tripleta de Lévy del proceso Xj.

Una implicacién importante es que todo proceso de Lévy es una combinacién de un movimiento
Browniano con deriva y una posible suma infinita de procesos Poisson compuestos. Esto significa
que todo proceso de Lévy puede ser aproximando por un proceso de difusion con saltos (i.e. la suma
de un movimiento Browniano con deriva y un proceso Poisson compuesto), algo que es muy tutil

tanto en la teoria como en la préctica.
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Teniendo la tripleta caracteristica (A, v, ) podemos identificar que proceso de Lévy es, de acuer-

do a la siguiente caracterizacion.

Teorema 2.2.9 (Representacion de Lévy-Khinchin). Sea (X;)i>0 un proceso de Lévy en R? con

tripleta caracteristica (A,v,7). Entonces

E[e*X] = ¢t¥(®), 2z eRY, donde (2-14)

1 . 12.T .
o(z) = —iz.Az +iv.z + /Rd (e T 11— zz.xﬂmgl) v(dx).

En algunas ocaciones, y en particular en aplicaciones a finanzas, es importante saber si un

proceso de Lévy o su exponencial es una martingala.

Proposicion 2.2.10. Sea (X¢)i>0 un proceso de Lévy en R con tripleta caracteristica (A,v,7),

1. (Xy) es una martingala si y solo si f|x‘>1 |z|v(dr) < ooy

0 +/ zv(dz) = 0.
lz[>1

2. exp(Xy) es una martingala si y sélo si flaf|>1 e*v(dr) < ooy

A o0
5 +7 +/ (" =1 —xly<1)v(dz) = 0.



Capitulo 3

Arbitraje y Valuaciéon Neutral al Riesgo

En este capitulo se mencionan los resultados necesarios para valuar derivados de instrumentos
financieros, que en particular nos serviran para valuar los derivados de crédito. Para poder valuar es
necesario suponer ciertas condiciones sobre el mercado, que principalmente debe de tener estrategias
libres de arbitraje, esto es que con inversiéon neta nula no se tenga probabilidad positiva de una
ganancia. Y méas adelante se hablard de los mercados incompletos, que son de gran importancia

para este trabajo.

3.1. Arbitraje

Una estrategia esta definida como el proceso h = (hy)o<i<t = (HY, Hy)o<i<T con valores en R?,
adaptado al a filtracién natural (F;). Los componentes H_ y H; son las cantidades que se tienen del
activo sin riesgo y del activo riesgoso respectivamente al tiempo t. El valor del portafolio al tiempo
t estd dado por:

Vi(h) = H{'S] + HyS,.

La condicién para que sea autofinanciable es que:

dVi(h) = HYdSY + HyS;.

21
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Y para darle sentido a esta ecuacién, también imponemos la condiciéon de que

T T
/ |HP|dt < oca.s. y/ H} < cca.s.
0 0

Definicién 3.1.1. Una posibilidad de arbitraje en un mercado financiero es un portafolio autofi-

nanciable h tal que:

V=0

Vq}f > 0,P —cs.

Decimos que un mercado es libre de arbitraje, si no hay oportunidades de arbitraje.

Es decir, una posibilidad de arbitraje es equivalente a obtener una ganancia con inversiéon neta
nula con probabilidad positiva. Para valuar los instrumentos financieros, siempre se hace uso del
hecho de que no haya arbitraje, asi se obtiene el precio justo para ambas partes en un contrato
financiero. De hecho se puede probar que en un mercado libre de arbitraje existe una y sélo una

tasa libre de riesgo, con la cual se valuaran los instrumentos.

Definicion 3.1.2. Decimos que un payoff X puede ser replicado, si existe un portafolio h autofi-
nanciable tal que:

VE=X,P—cs.

En cuyo caso se dice que h es el portafolio de cobertura para X. Y si cada payoff puede replicarse

entonces decimos que el mercado es completo.

Nuesto ejemplo primordial, es el caso de Black-Scholes, donde se trabaja en un mercado completo,
y como acabamos de ver, lo que nos dice es que cualquier payoff donde se considere este modelo, se

podra valuar de tal manera que s6lo haya un precio justo.

3.2. Valuacién neutral al riesgo

Definicién 3.2.1 (Equivalencia de Medidas). Dos medidas P y Q son equivalentes (P ~ Q) si estdn

definidas en el mismo espaico y concuerdan con los eventos que son posibles. Formalmente, si A es
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cualquier evento,

P(A) > 0 <= Q(A) > 0.

En otras palabras, si A es posible bajo IP entonces es posible bajo Q, y si A es imposible bajo P

entonces también es imposible bajo Q.

Definicién 3.2.2. Una medida martingala equivalente es una medida Q equivalente a P, bajo la

cual los subyacentes descontados sean todos Q-martingalas.

Teorema 3.2.3 (Primer Teorema Fundamental de Valuacion para Mercados Finitos). Un modelo

de mercado finito es libre de arbitraje si y sdlo si existe una medida martingala equivalente para S.

Teorema 3.2.4 (Segundo Teorema Fundamental de Valuacion para Mercados Finitos). Un modelo
de mercado finito libre de arbitraje es completo si y sdlo si admite una tinica medida martingala

equivalente.

La demostraciéon de ambos teoremas se puede encontrar en el capitulo 1 del libro de Lamberton
y Lapeyre [23].
En un mercado descrito por la medida de probabilidad P, cualquier portafolio libre de arbitraje

puede representarse como:

I, (H) = e "TDEQ[H|F, (3-1)

donde Q es una medida martingala equivalente a IP.
De estos teoremas importantes, para entenderlos mejor, podemos concluir la siguiente equiva-

lencia:

1. Mercado completo: cualquier payoff H puede ser representado como el valor final de un estra-

tegia autofinanciable

T
H = E[H] +/ $edS;.
0

2. Unicidad de la medidad martingala equivalente: Existe una tnica medida de probabilidad

Q ~ P tal que los subyacentes descontados son Q-martingalas.
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Mientras que la mayor parte de los modelos usados para valuar son libres de arbitraje, sélo unos

pocos de ellos son completos, por ejemplo modelos con volatilidad estocéastica, modelos de exponen-
ciales de Lévy y modelos de difusién con saltos, entran en los modelos incompletos. En comparaciéon
con los modelos de difusiéon uno dimensionales como Black-Scholes, que definen mercados completos.

Estos son los resultados y conceptos mas importantes en cuanto a las hipdtesis que se suelen
hacer sobre el mercado. Como en este trabajo se valuaran instrumentos que siguen la dindmica
dirigida por un proceso de Lévy, en la siguiente seccién mencionaré los conceptos bésicos pero

orientados a dichos procesos.

3.3. Equivalencia de medidas para procesos de Lévy

Los cambios de medida juegan un papel importante al momento de definir modelos de valuaciéon
libres de arbitraje, por lo que se daran algunos resultados sobres estos cambios de medida en el
ambito de proceso de Lévy.

Si Py Q son medidas de probabilidad equivalentes, entonces existe una v.a. positiva, llamada
densidad de Q respecto de P y se denota por % tal que para cualquier v.a. Z se tiene que

dQ

E?[z] = EF [de} : (3-2)

Antes de dar un cambio de medida para un proceso de Lévy en general, se daran algunos casos

particulares, cuya demostracion se puede ver en el capitulo 9 del libro de Cont y Tankov [9].

Proposicion 3.3.1 (Medida equivalente para un proceso Poisson). Sea (N,Py,) y (N,Py,) sean

procesos Poisson en (2, Fr) con intensidades A1 y Ao y saltos de tamano ay y as.

1. Si ay = ay entonces Py, es equivalente a Py, con derivada de Radon-Nikodym

d]P))\l )\2
= A — )T — Npln—|. 3-3
d]P’,\2 €xp ( 2 1) T n)\l ( )

2. Si a1 # az entonces las medidas Py, y Py, no son equivalentes.

Este resultado significa que cambiando la intensidad de los saltos es como "ajustar" las probabi-

lidades en las trayectorias, no se generan nuevas trayectorias simplemente cambiando la intensidad.
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Sin embargo, cambiando el tamano de los saltos genera diferentes trayectorias, y cambiar el tamano

de los saltos genera una nueva medida que asigna probabilidad 0 a eventos que si eran posibles, por

lo que las medidas no serian equivalentes.

Proposicion 3.3.2 (Medida equivalente para un proceso Poisson compuesto). Sean (X,P) y (X, Q)
procesos Poisson compuestos en (0, Fr) con medidas de Lévy VP y vQ Py Q son equivalentes si y

solo si V¥ y vQ son equivalentes. En este caso la derivada de Radon-Nikodym es:

d
DTzéfzmpan—A%+§;wag , (3-4)

donde \¥ = VF(R) y A€ = vQ(R) son las intensidades de salto de los dos procesos y ¢ = In <§Z—g>.

Proposicion 3.3.3 (Medida equivalente para un movimiento Browniano con deriva). Sean (X,P)

y (X, Q) dos movimientos Brownianos en (2, Fr) con volatilidades o > 0 y 0@ > 0 y derivas uF y

P

w2 Py Q son equivalentes si oF = 0. En ese caso la derivada de Radon-Nikodym equivalente es:

aQ p —pF 1(p® = p)?
v “p{gsz‘zazT
Q_ /P 1 (uQ — ,P)2

= eXP{MWT—QWT} (3-5)

X;—uF . . .
donde Wy = t?“t es un movimiento Browniano bajo P.

Este resultado es conocido como el teorema de Cameron-Martin, y muestra que la deriva y
la volatilidad juegan papeles muy diferentes al especificar un modelo de difusién. Mientras que
modificar la deriva es "ajustar" las trayectorias de X, cambiar la volatilidad genera un proceso
totalmente distinto, que conllevan a escenarios que en un principio eran imposibles. La version mas
general de estos resultados es el teorema de Girsanov.

El resultado general, que incluye los 3 casos anteriores se da en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.3.4. Sean (X,P) y (X,Q) procesos de Lévy en R con tripletas caracteristicas
(c%,v,7) ¥y (0’2,1/,7’). Entonces P|r, y Q|x, son equivalentes para toda t si y sélo si satisfacen

las siguientes tres propiedades:
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1. o=o
2. Las medidas de Lévy son equivalentes con
/ (e?@/2 _1)2y(dx) < oo, (3-6)
donde ¢(x) =1In (Cé—ll’/').
3. Si o =0 entonces ademds se debe cumplir que
1
v -y = /1 (Vv —v)(dzx). (3-7)
Cuando P y Q son equivalentes, la derivada de Radon-Nikodym es
dP|.7:t Uy
= e 3—8
d@|ft ( )
donde
7720275
U =nX; — 5 nyt + limeo Z d(AX,) — t/ (e?®) — 1) u(da)
s<t,|AXs|>e |z|>e
Aqui X{ es la parte continua de (X;) y n es tal que
1
V== [ al/ = v)dn) = oy
sio >0y cero sio=0.
U es un proceso de Lévy con tripleta caracteristica (ay,vy,yy) dadas por:
ay = 0-27727 (3_9)
wo= vo (3-10)
1 o _
wo= et [ 1 )6 ) (3-11)
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3.4. Valuacién y cobertura en mercados incompletos

Mientras que la ausencia de arbitraje es una propiedad razonable y genérica de muchos modelos
estocasticos, el hecho de que el mercado sea completo no es ni, financieramente hablando, realista
ni una propiedad fuerte tedricamente hablando. Desde el punto de vista financiero, un mercado
completo implica que las opciones son instrumentos redundantes y su propia existencia se vuelve
un misterio, si no es que hasta una paradoja en dichos modelos. Esto es porque siempre debe haber
riesgo cuando se adquiere el contrato de una opciéon.

En un mercado completo, s6lo hay una manera de valuar una opcién libre de arbitraje, el valor
estd dado por el costo de replicarlo. En los mercados reales no existen coberturas perfectas, no
por el hecho de que se consideren transacciones continuas (lo cual es imposible en la realidad),
sino porque hay riesgos que no se pueden cubrir ain haciendo los cambios al portafolio en tiempo
continuo. Por lo que debemos de modificar la forma en que se realizan las coberturas en el mercado.
Lo primero es reconocer que cubrir una opcién es riesgoso en si mismo, después debemos especificar
una forma de medir dicho riesgo y luego tratar de minimizarlo. Existen diferentes enfoques que
han sido estudiados y que se utilizan en las aplicaciones practicas, como son la supercobertura
(superhedging), maximizacion de utilidad y la cobertura media-varianza (mean-variance hedging).
Cada una de estas coberturas tiene un costo, que en algunos casos se puede obtener explicitamente,
es decir, el valor de la opcién consistird en dos partes: el costo de la estrategia de cobertura mas
una prima de riesgo, requerida por el vendedor de la opciéon para cubrir el riesgo residual (que no
puede ser cubierto).

Consideremos un mercado con una cuenta libre de riesgo con tasa de interés r y d subyacentes
riesgosos (S%,i = 1,...,d). Denotaremos por 7;S; al dinero invertido en los subyacentes, es decir,

r

TSy = Zle 7r§ f, y sea S’t = Sie~" el precio descontado. Como el mercado es incompleto y libre

de arbitraje, el conjunto de medidas martingala equivalentes, Mp(S), es no vacio y no tiene solo un
elemento. Por definiciéon de mercado incompleto, si H es una reclamaciéon contingente, en general
no es posible construir un estrategia de cobertura para H, esto es un portafolio autofinanciable con

valor terminal H.

El conjunto
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{Ba(He™™),Q e Ma()],

es el conjunto de los precios viables. Si se paga H al precio EQ(He*TT) para Q € MP(S’), no
induce a oportunidades de arbitraje. Se presenta una breve descripciéon de algunos métodos para
evaluar reclamaciones contingentes en mercados incompletos.

Una forma es encontrar una estrategia de cobertura que replique lo mejor posible a la reclamaciéon
contingente. Otra podria ser encontrar una medida martingala equivalente en particular, como puede
ser la medida de martingala minima o la medida de menor entropia. Otro método es relacionar el

precio de la reclamacion contingente a una funcién de utilidad.

Super-replicacion

El precio de super-replicacion de H es el menor capital inicial v tal que existe una estrategia
autofinanciable m que super-replica la reclamacion contingente, esto es, el caso donde r = 0, v

satisface

T
v-fnf{w:ﬂw,w—i—/ ﬂstsZH}.
0

El precio de super-replicacién v también se conoce como precio de venta. Se prueba en [11] que

este precio de super-replicaciéon es el supremo de los precios viables, es decir

sup Eg(e " H).
QeM(S)

Ver también [22]. Sin embargo, desde el punto de vista del practicante, el precio es muy grande.
En el caso de volatilidad estocéstica, el precio de venta de una opcién Europea es casi siempre
infinito, excepto cuando la volatilidad es acotada.

Este método puede ser aplicado en modelos donde se consideran costos de transaccion.

Cobertura cuadratica

En [I7] se sugiere minimizar el error cuadrético bajo la medida de probabilidad histérica, esto

es, encontrar v y m que minimice
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Ep ((H — V;™)?)

sobre el capital inicial v y las estrategias autofinanciables 7, donde V7™ = x + fOT TsdSs es el
valor terminal asociado a la estrategia m (suponiendo que la tasa de interés es nula).

Se puede probar que existe, al menos en mercados con precios en tiempo continuo, una densidad
de Radon-Nikodym L que no depende la eleccién de H tal que v = Ep(e™"" HL?). A pesar de ser
una solucion explicita al problema, a muchos practicantes no les gusta este criterio, que da el mismo
peso a las pérdidas y ganancias de V respecto de H. Para un estudio méas completo puede ver el

libro [16].

Eleccion de una medida de martingala equivalente

Este método consiste en elegir una medida de martingala equivalente de manera apropiada. Una
posilibilidad es minimizar Ep(f(Lr)) sobre el conjunto de densidades de Radon-Nikodym para una
funcién convexa f dada. Por ejemplo:

Medida de minima entropia: f(z) =zlnzx

Sea P y Q dos medidas de probabilidad equivalentes. La entropia relativa de QQ con respecto a

[P corresponde a la eleccion f(z) =xInx y es

(@) 5o (1 (12)) - 52 (2 (42))

Sea S el valor del subyacente y Mp (5') el conjunto de las medidas de martingala equivalentes.

Cualquier probabilidad Q* tal que

i) Q eMm(S)
i) VQeMe(S), HQ'P) < HQIP)

es llamada medida de minima entropia. Se puede revisar [I3] para un estudio mas amplio.
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Precios Indiferentes

Se explicara brevemente el método que fue iniciado por Hodges y Neuberger [14]. Sea x el fondo
inicial de un agente y U su funcién de utilidad. El precio de la reclamaciéon contigente H esta

definida como el infimo de las h’s tal que

sup E[U (V5™ — H)| > sup E[U (V™))

donde el supremo se toma sobre todas las estrategias admisibles. El agente que vende la reclama-
cion contingente empieza con un fondo inicial z+h. Usando la estrategia m, obtiene un portafolio con
valor terminal Vi, 1T 5 tiene que entregar la reclamacion H, entonces su riqueza final es Vi the_ g
El acepta vender la reclamacién si su utilidad sup, E[U (V. T _ H)] es mayor que su utilidad si
no la vendiera. El caso particular donde U es una funcion exponencial se estudia a detalle en [12].

Como este trabajo estd basado en modelos que incluyen saltos es importante mencionar que
encontrar la medida de martingala sobre la cual el precio es neutral al riesgo (la cual ya mencionamos
que no es unica), no es tan sencillo ademés de que como pudimos notar cada enfoque tiene una

prioridad, es decir, que se basan en encontrar un medida de martingala con ciertas propiedades.

Medida de Esscher

Sea S; el precio al tiempo ¢t de un activo que no paga dividendos. Y sea un proceso estocastico

(Xt)t>0 con incrementos independientes y estacionarios tal que

Sy = SpeXt, t>0.

Si la funcién generadora de momentos de X; existe, estd dada por

M(z,t) =E [eZXt] ,

Suponiendo que M (z,t) es continua en ¢t = 0 se puede probar que M(z,t) = [M(z,1)]". Y por

simplicidad supongamos que X; tiene densidad

d
t) = —F(x,t t
fla,t) = —Fat), t>0,
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entonces

M(z,t) = /_OO e f(x, t)dz.

Sea h un numero real para el cual M (h,t) existe. Vamos a definir la transformada de Esscher de
parametro h del proceso X;. Este proceso también tiene incrementos independientes y estacionarios,

donde la nueva funcion de densidad de Xy, ¢ > 0, es

M f(at) (1)

[z t;h) = ffooo ey f(y,t)dy — M(h,t)

Esto es, la distribuciéon modificada de X; es la transformada de Esscher de la distribucion original.

La correspondiente funcién generadora de momentos es

o0 M(z+ h,t)

M(z,t; h) :/ e f(x,t;h)dx = M D)

La transformada de Esscher estd bien definida para una variable aleatoria, pero en este caso se
considera la transformada de Esscher de un proceso estocéstico. En otras palabras la medida de
probabilidad del proceso ha sido modificada. Como la funcién exponencial es una funcién positiva,
la medida de probabilidad modificada es equivalente a la medida de probabilidad original. Entonces
estamos buscando una h = h*, tal que el proceso de precios descontados sea martigala respecto a
la medidad de probabilidad correspondiente a h*.

Se puede demostrar que el pardmetro h* es tnico. Entonces la transfomada de Esscher de
parametro h* se le llama la transformada de Esscher neutral al riesgo y la correspondiente medida
de martingala equivalente como mediad de Esscher neutral al riesgo. Notemos que, a pesar de que
la medida de Esscher es tinica, pueden existir otras medidas de martingala equivalentes. Para mas

detalles ver el articulo de Hans Gerber y Elias Shiu [20].



Capitulo 4

Riesgo de Crédito

Este capitulo es una breve introducciéon al riesgo de crédito, el objetivo es dar las definiciones
que se utilizan en el ultimo capitulo. Se da la definicién de default, como verlo dependiendo del
modelo que se escoge, la notacién que se usa en este trabajo para los derivados de crédito y por

ultimo se da la notacién que se tiene para un intensity-based model.

4.1. Riesgo de crédito

En el ambito financiero, los procesos estocéasticos nos sirven para la toma de decisiones, dando
intervalos de confianza, arrojando estimaciones, tratando de minimizar riesgos o pérdidas. Podemos

dividir estos riesgos en 3 tipos:

1. Riesgo de mercado, es el riesgo de que ocurra un cambio en la posiciéon financiera, debido a

cambios de los componentes que la forman, como las acciones, los bonos, divisas, tasas, etc.

2. Riesgo de crédito, es el riesgo de no recibir pagos por parte del deudor en un contrato tal como
préstamos o bonos. A esto se le llama "default", lo que significa incumplimiento por alguna

de las partes del contrato.

3. Riesgo operacional, es el riesgo de pérdidas debido a procesos inapropiados o inadecuados

resultado de errores humanos o de sistemas. Asi como otras posibles causas externas.

Se tiene que hacer incapié en el hecho de que algun riesgo puede entrar en 2 categorias distintas,

esto no pretende dar una clasificacion absoluta, méas bien dar a entender que el concepto de riesgo

32
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no es ajustable a todos los casos que se puedan presentar. Sin dejar a un lado el hecho de que lo

mas importante es cuantificarlo y poder hacer frente a sus consecuencias.

El riesgo de crédito es el riesgo de que una entidad de referencia no haga frente a sus obligaciones
en un tiempo u horizonte finito 7T". Si esto pasa, diremos que ha ocurrido un default. Este riesgo es
inherente a la vida cotidiana, tan sélo hay que pensar en las personas que piden préstamos a un
banco para la compra de bienes raices, por decir un ejemplo. Supongamos que el banco que expide
el préstamo, establece los criterios y el tiempo en que la persona deberd pagar por el préstamo.
De esta manera, el banco estd expuesto al riesgo de que la persona no pueda pagar el préstamo
de forma parcial, total o no de acuerdo a los criterios que habian establecido. Este tipo de riesgo
es precisamente riesgo de crédito: la entidad de referencia es la persona que pide el préstamo, y el
default ocurre cuando esta persona declara que no estd en posiciéon de cubrir la deuda.

Con este ejemplo tan sencillo podemos notar las caracteristicas principales del riesgo de crédito.
Podemos notar que hay 2 partes: por un lado el banco, que se expone al riesgo; y por el otro la
entidad de referencia, que tiene que cumplir una serie de obligaciones. Ademés, se mencionan ciertos
criterios, donde se establecen las obligaciones que se deben cumplir, es decir un conjunto de puntos
que permiten identificar cuando se produce un default. Y por ultimo este riesgo esta presente en cada
punto de un lapso [0,7], donde T representa la fecha de término del contrato, llamado horizonte
finito. Todo esto parece algo comun, posiblemente alguno de nosotros hayamos sido los que piden el
préstamo, pero algo menos probable es que nos hayamos detenido a pensar en la posicién que tiene
el banco. En principio, el banco no sabe con que probabilidad puede ocurrir un default. Es por eso
que los bancos piden informacién sobre la persona a la que le van a otorgar el préstamo, sélo para
darse una ligera idea de dicha probabilidad. Ademas atin suponiendo que el default ocurriré, no se
sabe en que fecha, y tampoco la severidad del default.

Haciendo un resumen de esto, podemos decir que el riesgo de crédito estd determinado por el
deudor, las condiciones que definen el default y el intervalo de tiempo en donde hay riesgo de que
ocurra el default. Generalmente no se trabaja con personas y préstamos, si no con companias y
bonos. En donde el default puede ser definido de distintas maneras; que una compania se declare en
banca rota, que no pague cupones prometidos en bonos, una reestructuracién o que se fusione con
otra empresa. Para lo cual existen empresas "calificadoras" como Moody’s o Standard and Poor’s

que evaluan la solvencia de muchas companias en el mercado. Un cambio en esas calificaciones afecta
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el precio de todos los subyacentes ligados a dicha compania, asi como los diferenciales de los bonos

corporativos.

Pero aun falta un elemento por mencionar, cada dia en los portafolios financieros de las com-
panias hay cierta probabilidad de que haya un default conjunto por parte de sus deudores. Por lo
que es indispensable considerar también la probabilidad de default conjunta de los componentes del
portafolio. Los default multiples no son tan comunes, como catastrofes naturales, eventos politicos,
terrorismo, etc.

Por lo anterior en los Acuerdos de Basilea, se han obligado a los bancos a tener una cierta
cantidad de capital para cubrir el riesgo inherente a los portafolios de crédito. Cumpliendo requisitos
minimos, se les permitié a las empresas usar sus propias estimaciones para los componentes del
riesgo que determinan el requerimiento de capital que se necesita para cubrir el riesgo de crédito.
Algunos de estos componentes son: determinar la probabilidad de default, la tasa de recuperacion
y la exposicion al default. Esto es lo que ha aumentado el interés de los bancos por invertir en
modelacion del riesgo de crédito. Pero los bancos tienen otra opcién, pueden cubrir el riesgo de

crédito, comprando derivados de crédito, sobre los cuales hablaremos més adelante.

4.2. Probabilidades de default

Para valuar un instrumento de crédito es necesario conocer la probabilidad de que ocurra o no
el default en un lapso [0,t] donde 0 < ¢ < T y T es el tiempo finito de maduracion, esto para un
deudor o un portafolio de deudores. Para valuar instrumentos, en finanzas siempre se mencionan
dos medidas, la probabilidad en el "mundo real" y la probabilidad neutral al riesgo, con la que
realmente se va a valuar un instrumento financiero. Y como lo que nos interesa son los derivados
de crédito, utilizaremos la medida neutral al riesgo para nuestros calculos. La valuacién neutral al
riesgo nos dice que el valor del derivado estd dado al obtener la esperanza del precio descontado

bajo la medida neutral al riesgo:

Vo = Elpayoff descontado).

donde Vj es el valor del derivado al tiempo cero.

Se denotan dos probabilidades, que a su vez estdn completamente ligadas, una es la probabilidad
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de supervivencia, es decir, Pg,,(t) = Probabilidad de que NO haya default en [0,T] y la otra es la

probabilidad de default Pp.f(t) = Probabilidad de que ocurra el default en [0,T], y es claro que
Ppey(t) = 1 — Pgyp(t) para toda ¢ en [0,7]. Estas probabilidades son respecto a la medida neutral
al riesgo. Por supuesto que en la realidad no se considera sélo un deudor, si no grupos muy grandes,
por lo cual es importante la estimacién de ocurrencias de defaults conjuntos. Pero es dificil, ya que
en los casos multivariados una de las hipotesis utilizadas con mayor frecuencia es la independencia,
pero en el mercado es claro que practicamente todo esté correlacionado de alguna manera, por lo
que se utilizan modelos méas complicados como son las copulas. Muchas veces se hacen calibraciones
de las probabilidades de default con datos del mercado, el concepto de "frecuencias de default
esperadas" de la corporacion KMV, que de hecho se conoce como Modelo KMV, se puede utilizar
para estimarlas. Y otra forma de obtenerlas seria, por ejemplo, con una calibracién a partir de
ratings, los cuales se obtienen, como ya habiamos mencionado, de empresas tales como Moody’s
Investors Services o Fitch, o también pueden ser ratings internos de un banco. Pero esto no es

importante para el enfoque de este trabajo, por lo que omitiré el célculo de estas probabilidades.

4.3. Modelos para el riesgo de crédito

En las ultimas décadas ha ido aumentando el interés por crear nuevos modelos para el riesgo
de crédito, esto es debido a que la cantidad de instrumentos financieros relacionados al riesgo de
crédito han crecido en gran cantidad, ademés de la implementacién del Acuerdo de Basilea II que
ya habiamos mencionado anteriormente, que ha motivado a las instituciones financieras a crear
modelos que permitan estimar su exposicién a dicho riesgo. Para modelar el riesgo de crédito se

hace uso principalmente de los siguientes 2 enfoques:

1. Modelos estructurales (structural models o firm-value models), los cuales ligan el evento de
default al precio del instrumento financiero de una compania, generalmente se considera cono-
cida la dindmica del instrumento financiero y el default se define en término de las condiciones

de tal dindmica. El modelo de Black-Scholes es el fundador de este tipo de modelos.

2. Modelos basados en la intensidad de default (intensity-based models, hazard rate o reduced-
form models), se enfoca directamente en modelar la probabilidad de default. Es decir, se supone

que en cualquier instante hay cierta probabilidad de que ocurra el default, que depende del
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tiempo que ya haya pasado sin que ocurra dicho default. Es por esto que este tipo de modelos

son los mas usados para valuar derivados de crédito.

Por ejemplo tomando en cuenta un modelo estructural, podemos decir que si el precio de un
activo V; es un movimiento Browniano geométrico con ¢ en [0, T, con cierta u y cieta o, y definimos
una contante B tal que si el precio baja de ese nivel se considera un default. Este ejemplo es muy
sencillo pero es claro que el default no es de prioridad principal.

Por el otro lado, tomando en cuenta un intensity-based model, el default estd modelado por el
primer salto de un proceso de conteo N = N, con intensidad A = A, que puede ser determinista o
estocdastica. Y con esto se obtiene el precio del riesgo de crédito. La intensidad modela la tasa de
default de la empresa. Supongamos que no ha ocurrido el default, i.e. 7 ¢ [0,¢), entonces podemos

ver a la intensidad de default como:

P
A — Ifm (t<r<t+h\r>t)‘
h—0 h

Por ejemplo podriamos tomar N como un proceso Poisson con intensidad A > 0, asi que la
probabilidad de que no haya default al tiempo t serfa Pg,,(t) = P(N; = 0) = exp(—At). Y haciendo
uso de las propiedades de un proceso Poisson, ya que el tiempo entre los arribos es exponencial de
pardmetro A, el tiempo esperado de default es 1/A.

Para ambos modelos, es importante adoptar saltos, ya que los cambios en la solvencia de una
compania generalmente son muy bruscos, y esto cambia también la probabilidad de que ocurra un
default. Algunos ejemplos serian un ataque terrorista, que una compaiia rival presentara un default,
fraudes, etc. Para estos casos se habla de una tasa de recuperacion, la cual nos dice que porcentaje se
devuelve a los inversionistas en caso de que ocurra el default, y como es de esperarse va a depender
del tipo de inversionista del que se trate, puesto que los inversionistas de mayor rango obtendran

una tasa de recuperaciéon mas alta que las de un inversionista de menor categoria.

4.4. Derivados de crédito

Los bancos y otras instituciones financieras han podido manejar el riesgo de crédito de manera
més eficiente desde que los derivados de crédito fueron introducidos al mercado en 1993 en Londres y

Nueva York. Los derivados de crédito son contratos financieros bilaterales en los que se transfiere el
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riesgo de default de una parte a la otra. Con los derivados de crédito separan el riesgo de crédito de

otros tipos de riesgo que se mencionaron, el de mercado y el operacional. Pueden pensarse como un
seguro contra el default. La idea central es que el riesgo de crédito se transfiera pero no la propiedad
del subyacente.

Los bancos utilizan estos derivados tanto para cobertura como para asumir el riesgo de crédito,
diversificar sus portafolios o mejorar el manejo de sus portafolios.

Los derivados de crédito aseguran y protegen contra movimientos adversos en la calidad crediticia
del deudor. Por ejemplo, en caso de que se de un default por parte del deudor, el inversionista sufre
pérdidas, pero estas pérdidas se pueden evitar utilizandos los derivados de crédito. La pregunta que
surge con mayor frencuencia es por qué no usar el mercado de seguros que estd bien establecido...
Bueno, las razones principales son que los derivados de crédito ofrecen menos costos de transaccion,
pagos rapidos, y mayor liquidez.

En el caso de los derivados de crédito debemos tomar en cuenta dos cosas principalmente, lo
primero es que en general los pagos predeterminados no estan garantizados puesto que si ocurre el
default los pagos pueden cancelarse, y lo segundo es que la mayoria de los productos de este tipo
pagan cierta cantidad justo cuando ocurre el default, es decir al tiempo 7. Asi que, con esto en
mente, vamos a adoptar la siguiente representacion general de derivados de crédito por su flujo de

dividendos acumuladod}

D; = Z dq (ti>]1{7'>ti} + d2(7—)]1{7§ti} t>0.

t;<t
Intuitivamente, d;(t;) son los pagos que se hacen al tiempo t;, i = 1,..., N, dado que no ha
ocurrido el default hasta ¢; y el pago da(7) al tiempo que ocurre el default.
La mayoria de los derivados de crédito del tipo single—nameﬂ se pueden representar de esta forma,

y los 3 que nos interesan son los siguientes:

1. Defaultable zero-bond. Un cup6n como este paga 1 en T si 7 > T, y no hay tasa de recupe-

racion. Es decir, d;(t) = ]l{t:T} y do(7) = 0.

2. Digital default payment. Este paga 1 en el default, si el default ocurre antes de T' y cero en

'Esta representacién fue propuesto en [I8]
2Son instrumentos donde sélo una entidad de referencia protege contra el evento de default.
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otro caso. Por lo tanto tenemos que, di(t) =0y da(7) = 1.

3. Credit Default Swap (CDS). El que compra la proteccion en el CDS ofrece pagos regulares de
tamano ¢ en las fechas establecidas, t; < ... < tyn, a cambio de un pago al tiempo de default
T,si 7 € (0, T]. Los pagos ¢ solo se realizan hasta la fecha en que ocurre el default, en 7 recibe
un pago L, mientras 7 < 7. Y esto puede ser modelado de forma que d;(t) = —d y da(7) = L.
En el mercado lo que se cita son los diferenciales (credit spread) que se obtienen al igualar el

valor de CDS a cero y resolver la ecuaciéon para d.

Estos 3 derivados de crédito seran los que se valuaran en este trabajo, utilizando un proceso
shot-noise dirigido por un proceso de Lévy. Para lo cual necesitaremos una serie de herramientas
matematicas muy fuertes e importantes, por lo que el siguiente capitulo esta dedicado a mencionar-
las.

Para fines del trabajo, se utilizaran los modelos basados en la intensidad de default mencionados

anteriormente, y el siguiente capitulo esta dedicado a este tipo de modelos.

4.5. Intensity based models

En esta seccién se desarrollaran las herramientas que se ocuparan después para valuar los de-
rivados de crédito. Consideramos un espacio de probabilidad (2, F,Q) donde Q es la medida de
riesgo neutral. La filtracion (F;) representa la informacion total del mercado, y satisface las condi-
ciones usuales. El tiempo de default 7 es un F;-tiempo de paro, por lo que el proceso de default,
H(t) = l;<4, es continuo por la derecha y es Fi-adaptado. Y la probabilidad de default J;-

condicional es

Py(t,T) = E[H(T)|F], telo,T). (4-1)

Se puede probar que H es una submartingala uniformemente integrableﬂ Y por la descompo-
sicion de Doob-Meyer existe un tnico proceso no decreciente Fy-predecible A(t) = A(t A7) con

A(0) =0y tal que M (t) = H(t) — A(t) es martingala. Entonces:

3Ver apéndice C.
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Pu(t.T) = Lryy + EIA(T) — A(t)| 7. (4:2)

Notemos que F; se puede decomponer de tal manera que:

Fr =GtV Hy,

donde H; = o(H(s)|s < t), (G¢) es una familia de subo-algebras de (F;) y GV H; es la o-algebra
més pequena que contiene a G; y ‘H¢. De manera intuitiva, los eventos en F; son G;-observables dado

que T > t.

Lema 4.5.1. Sea t € Ry. Para toda A € F; existe B € Gy tal que:
An{r >t} =Bn{r >t} (4-3)

Utilizaremos la siguiente suposicién:

(S1) existe un proceso A Gi-progresivo tal que
t
Qlr > t|G)] = e Jo X5,

Por lo que Q[r < t|G;] < 1. En particular, G, C F; es estricta, un participante del mercado con
acceso a la informacién parcial G no puede observar si el default ha ocurrido o no al tiempo t. Es

decir, 7 no es un tiempo de paro para G.

Lema 4.5.2. Supongamos (S1), y sea Y una variable aleatoria no negativa. Entonces
t
B[y |Fi] = dgpsneh “CE1 Y6 (4-4)

para toda t.

Demostracion: Sea A € Fy. Utilizando el lema anterior se tiene que existe B € G; tal que Iy 1,4y =

1y 53174 Entonces utilizando la definicion de esperanza condicional
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/A Loy YQlr > 1]GdQ = /B I Y Q[ > 1]G]dQ
~ [ By vighel > dglde
B
= [ AoBllYiGIaQ
= /A]l{f>t}E[]1{T>t}Y|gt]dQ'
Y utilizando la definicién de esperanza condicional, esto implica que
Elf~nYQ[r > t|G]|F] = Iz n B[~ Y(Gi],
y recordemos que
Qlr > ]G] = e~ o X,
Con lo que concluye la prueba. |
El siguiente lema es sobre las probabilidades de default condicionales:
Lema 4.5.3. Supongamos (S1), para toda t <T tenemos que
— [T Xsds
Qr > TIFR] = diogB ek 256, (+5)
Qt <7 <T|F] = IponyE [1 e Ast|gt} . (4-6)

Demostracion: Seat < T. Notemos que 1,7y = 1175117~ 7). Utilizando el lema anterior tenemos
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lo siguiente:

Q[T > T‘./T"t]

Con lo que la primera ecuacién

Icr<ry = Lpory — Lgromy.

Qt < 7 < T|F)]

= Byl Fi

= ]1{T>t}ef0t MR []1{7>T} |gt]

= ]1{T>t}€f0t MR [E[l>731G7]1Gt)
- ]1{T>t}ef§ Asdsp [e— Jr >\Sd3|gt}

= lopk [e_ I /\Sd8|gf} .

queda demostrada, y para la segunda ecuacién notemos que

= E (Lo — Loy 7]

= E[lsplF] — 1o E [e_ I Asds|gt]
= Aoy (1-E [N G,))

= Iy (E [1 ey /\sd8|gtD ’

la esperanza E []1{7->t} | F:] esigual a 17~y por que es Fy-medible, pues (F;) nos da la informacion

completa del mercado al tiempo t¢.

Estos resultados serdan de gran utilidad para simplificar las demostraciones en la parte de las

aplicaciones.



Capitulo 5

Aplicaciones del modelo Shot-Noise

Antes de presentar los modelos shot-noise dirigidos por un proceso de Lévy, utilizaré el proceso
shot-noise mencionado en la introduccién para calcular su medida de martingala minima. Esto lo
hago con el fin de mostrar que los procesos del tipo shot-noise también permiten realizar calculos no

tan complicados para encontrar una medida sobre la cual valuar nuestros instrumentos financieros.

5.1. Medida de martingala minima

Primero recordemos nuestro modelo para un proceso shot-noise
2 Ny
o
S, = Spexp <<M— 2) t+aWt> [[a+UnE-m), (5-1)
i=1
en la introduccién se mencionan sus caracteristicas asi como sus componentes.
Lo que se pretende es determinar la medida de martingala minima asociada a este proceso. A

esta medida la llamaremos Q, y tendrd una densidad Lr con respecto a la medida original P del

proceso S:

dQ = LpdP, (5-2)

donde T es finito, y es considerado como el tiempo de maduraciéon de un reclamo contingente

asociado a (St)o<i<7. Si Hr es el payoff al tiempo 7', entonces el valor presente de Hy es igual a

42
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Ho = e_TTIE(HT), (5—3)

donde r es la tasa de interés en el mercado y E es la esperanza con respecto de Q.

Como nuestro modelo es incompleto, la medida de martingala no es tnica. La medida de mar-
tingala minima es la medida de martingala equivalente Q, tal que cualquier P-martingala cuadrado
integrable, ortogonalﬂ a S bajo P, también es ortogonal a S bajo Q. Esta medida de martingala
estd relacionada a la estrategia de cobertura que minimiza el riesgo local inherente al hecho de no
haber coberturas perfectas en el mercado, la llamada estrategia de minimizaciéon del riesgo local.

Por lo general no es facil determinar L, en particular si el modelo de S es complicado. Por lo
que empezaremos tomando a S evaluada en una particion de [0,7]. Sea 0 =tg < t; < ... < t, =T,

- .
dondeti:%,ogzgn.

Sea
rj—;j ~1, 1<j<n (5-4)
7—1
y sea
rj=M;— M;_ 1+ j; EAM]'—I-/L]‘, (5-5)
con
pj = Ep(rj|Fj-1), (5-6)

la descomposicion de Doob-Meyer de r;, 1 < j < n. F; denota la o-algebra generada por el
proceso hasta el tiempo ¢;. Entonces tenemos que
J
i=1

Y la densidad minima correspondiente que estamos buscando es

d
LTL == E]P |:d(§|fn:| )

'Dos martingalas cuadrado integrables son ortogonales si su producto también es martingala.
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y sea

"d< M,L >
0 —

En términos del procesoE| (Vi)n>0, (Sn)n>0 tiene representacion

SnZSOH[1+m+AW—

<M,L>; —<M,L >i_1}
=1

Li
(Sp)n>0 es una Q-martingala si y so6lo si

< M,L >n — < M,L >n—1
Ln—l

Eq [1 + i+ AV, — \]—“n_l] — 1.

El Teorema de Girsanov implica que (V,,),>0 es una Q-martingala. Entonces la ultima ecuacion se

cumple si y s6lo si
<M,L >0 — <M,L >n—1

1 — =1
+ Un L. )
es decir
_ <M, L>,—<M,L>,
JUSES Ty
_ Ep[AM, AL, |F,—1]
Ln—l
_ Epl[AM, Ly | Fr-1]
Ln—l
Entonces tenemos que Ep[AM,,Ly|Fn—1] = —pnLn—1. Y este sistema de ecuaciones tiene solucion
dada por
n
i AM;
L,=Lr= 1-— . 5-8
" ! H [ Ep(A2M;|Fi—1) (5-8)

i=1
Ahora, consideremos un sélo periodo, con tasa de interés igual a cero. Sea AS = AS; = 51— S,
y denotemos E en lugar de Ep. El objetivo es valuar y hacer la cobertura de una reclamaciéon
contingente H al tiempo 1, la cual no puede ser replicada perfectamente. Por lo que al tiempo 1,
podriamos tener una pérdida financiera y el punto es minimizar E[(H — ¢ — £AS)?] con respecto a

(c,&), donde c es el precio de la reclamacion al tiempo 0 y £ es la cantidad de S que se tienen que

?Para la notaciéon < -,- >, ver apéndice
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comprar de acuerdo a la estrategia escogida. Primero notemos que AS = Sy(u1 + AM). Y como

queremos minimizar, derivamos e igualamos a cero, por lo que tenemos 0 = E(H — ¢* — £*AS) por

parte de la ¢*, y por parte de la £&* tenemos:

((
((
= E((H — ¢ — &AS)(AM)) = E((H — ¢* — So&"AM — Sp&* 1) (AM))
((H — " — So&* AM)(AM)) — E(So* 1 AM)

((

H—c" — So&"AM)AM).
Y asi obtenemos dos expresiones para la £ 6ptima,

E((H — ¢)AS) E((H — ¢)AM)

= TE@SE T SE(AMP)

Y asi tenemos que la ¢ optima es ¢ = E(H — {*AS) = E(H — Sp&*p1). Al sustituir la segunda

expresiéon para £* tenemos que:

. E(HAM) i AM .
¢ =EH) = mgany = F <(1 - E((IAMV)) H) = E(H).

donde E es la esperanza bajo la medida de martingala minima, y notemos que es simplemente
un cambio de medida, utilizando la densidad L; dada anteriormente.

Ahora, lo que sigue es dar una férmula explicita para L, cuando S sigue un proceso shot-noise
como el que se describe al principio de este capitulo. Luego se presentara la versiéon continua, a
través de un limite c.s. cuando n — oo. La version discreta es de gran ayuda para las simulaciones
de S y Hy por el método de Monte Carlo.

Para esto vamos a usar cierta notacion, a saber:
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j—l

1+Ukht *Tk)
P,_1 =
-1 H 1+ Uph(tj—1 — %)

Hi(z) = E(Ul)/ozh(x)dzz,

Hy(z) = E(Uf)/OZhQ(a:)dx.

Para probar ambos teoremas, primero probaremos dos lemas que nos seran de gran ayuda.

Lema 5.1.1. Para n € N tenemos que

Nej—Ne;_,

E H (1 =+ Uth,l-‘-kh(tj - Tth,l-i-k))n ‘ftj—l
k=1
~ e WL+ o - 1 (5-10)

donde 1 es independiente de U y tiene distribucion uniforme en [0, d].

Demostracion. La parte izquierda de la ecuacion (5-10f) es igual a

Z ]I{ij—lzl}E

1,m>0

H{th—Nt]._l:m} H(1 + Urh(ty — Tl+k))n|ftj1] :
k=1

Para [ y m fijas, las variables 711 < ... < 744, se distribuyen como m estadisticos de orden de una
muestra de variables aleatorias independientes distribuidas uniformemente en [t;_; —t;]. Como las

U’s son independientes del proceso Poisson, se sigue que la esperanza es igual a

E [H{th—th,I:m}|ftjf ] l:[ (1 + Uprh(t; 7'l+k:))n|}—tj1]

T )‘I
= ¢ <",>Em[(1 + Urh(n))"].

m:
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Ahora sumamos sobre las [ y m y tenemos que

S 7 (A%) E™[(1+ Uyh(n))"
N, =1}€ 1h(n))"]

m)!
1,m>0

. (A1)"
= D M ) D e*q()Emm + Urth(n))")

m!
1>0 m>0
= (1) o T A TEHULRm)"]

T n
— e {AL[E(L+ Til))") - 11}

|
Lema 5.1.2. Con n yn como en el lema anterior y o > 0 tenemos
Ni,—Ne,_,
(Wi, —We, "
E|e Wi, =W, _y) H <1 + Uth71+kh(7fj — Tth71+k)) ]:tj71
k=1
T (o2 n
= exp \Z + A[EQ + Uih(n)" —1] | ¢ .
Demostracion. Utilizamos el lema anterior y la independencia de W y N, Uy, Us,..., y notemos
que
E (ea(wtj’Wtjfl)‘}-t- 1) = E <eU(Wtj7ij71)>
i
o’T
= exp|—
p 2
Multiplicandolo por el resultado del lema anterior, concluimos la prueba. |

Con estos lemas podremos demostrar los siguientes dos teoremas; para facilitar mas la notaciéon

recordemos que § = %.

Teorema 5.1.3. Para el modelo shot-noise descontado, e~ Sy, la densidad de martingala minima

en tiempo discreto es:

L, = ﬁ(l —1). (5-11)

J=1
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con

1 — P expl(r — )3 — AH1(8)]

b= 1 — exp[do? + NHz(9)]
2 Ny
g
X 1 —exp —2(5+O'AWJ'—)\H1(5)] H [1+Ukh(t]‘ —Tk)]
k=Ny;_1+1

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que » = 0. Para el resultado general sélo

debemos sustituir p por p—r. Entonces desarrollemos cada término de nuestra L,. Primero tenemos

p, =E St F ) -1
J Stj,l j—1

N,
Recordemos que S;; = Spexp ((,u - %2> tj + aWtj> [1,2 (1 + Ugh(t; — 7)), entonces

que

Sy (ue2)sreaw, TTell+ Ush(t; = 7o)
Stj—l ;:Zjl_l [1 =+ Ukh(tj,1 — Tk)]
-2 Ni;
= ele)iream, i ] [+ Ukh(ty — )]
k=Ni;_;+1

Ahora utilizamos el lemma [5.1.2] con n = 1, entonces

St
. = E J
Mt ( Stj,l

— Pexp [u5+ AE(UY) /O 6h(m)d4 Y (5-12)

F. 1> 1= 6(“‘%)513],_1 - 65(%2+/\]E(U1h(77))> 1
e

con 7 independiente de U; y uniformemente distribuida en [0, §]. Ahora calcularemos AM;.
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Entonces
St ( St )
AM;, = I E | Ft.
J Stj,l Stj,l tj-1
2 N
= Py T T [+ Uih(ty — m)] — 1O
k=th_1+1
= e"P;4[A; - B (5-13)

Donde B = E(A;|F;,_,), y esto es por el lema [5.1.1, por lo que la variaciéon cuadratica predecible
toma la forma de

E<A2Mj|ft]‘—1) = 62H6P]‘271[E(Aj2'|ftj—1> - B2]
con la ecuacion (5-10f) con n = 2 tenemos

th

E(A2|F, ) = e E [ T D+ Uh(ty — m)P| Ay,

k=Ny;_1+1

— oxp {3(0 + AE((1 + U1h(n)?) — 1))}

)
= exp {50—2 +2XH,(8) + AE(U%)/ hQ(x)dx}.
0
Entonces podemos concluir que
E(A*M;|Fy; ) = exp[2(ud + AH1(6))]P7 [exp(d0” + AHa(8)) — 1. (5-14)

Ahora, sustituyendo las ecuaciones (5-12)) - (5-14)), con el cambio pertinente de 1 a p—r, en [;

de la ecuacién de nuestra L, tenemos

1 - P expl(r — )3 — AH1(6)]

j—
b= 1 — exp[do2 + AHz(d)]
Ne.,
o? 4
X 1 —exp —2(5+0AWJ‘—)\H1(5)] H [1+Ukh(tj —Tk)]
k=Ny;_1+1
Con lo que concluye la prueba. |

Teorema 5.1.4. En tiempo continuo 0 <t < T, la densidad minima es:
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Nr

Lr = [](-Uh(0)L(%)) exp{/oT)\h Ul)Il(t)dt}

=1

T 2[ T
X exp{—/ 1 /0—11 th} (5-15)
0 0

donde

e CALL (0) + oz o).
n = o2 + AE(U2)h2(0) ’

Demostracion. Tomemos una particiéon de 7' tal que para cada j haya, en caso de haber, a lo mas
un salto en (tj_1,t;]. Notemos que ¢ depende de la trayectoria de N y por lo tanto es aleatoria.

Entonces reescribamos L, como

q q
Lq=exp j;ln(l - lj)]l{TNjﬂHStj} Z 1=4h) j—1+1>t1}

Notemos que 7n;_,+1 < t; si y solo si (tj_1,;] contiene exactamente un salto. Entonces el primer
factor de L, toma en cuenta todos los intervalos que tienen un salto mientras que el segundo factor

cubre los intervalos vacios. Si un intervalo es no vacio,

Ny

[T 4Ot =) =1+ Uy, h(t; = v,)-
k:th71+1

Utilizando la expresion para [; que obtuvimos en el teorema [5.1.3 concluimos que

q
;mu - zj)n{TNj_1+1§tj}

i mh(ti—0—Tm
= %len i [Tt S g P — )8 = ML(9))
o 1 —exp(do? + AH(9))

: [1 — (1+ Uih(f; — 7)) exp (-";5 +o(W;, —W; )~ AHl(a)ﬂ } .
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Donde ¢; es el punto de la particién mas cercano a 7; por la derecha. Ahora, si g tiene a infinito,

tenemos que  — 0, asi que para 1 < ¢ < Np < oo:

2
(14 Ush(t; — 7)) exp <—U25 +o(Ws, =W,

tizs

) — )\H1(5)> — 1+ Uih(0),

con probabilidad uno.

Para el otro factor aplicamos la regla de 'Hospital y hacemos tender 6 — 0, entonces

1= [T, St exp((r — p)d — AHL(6))

1 —exp(do? + AH2(9))
] i;zllﬂm#j(1+Umh(Ti—Tm))Ujh/(Ti—Tj)(—l)
[Ty (14+Umh(ri—Tm))
—(02 + NEUZR2(0))
i—1 Ujh (1i—75)
r—p = AEULR(0) = 32570 15 ntnes
o2 4+ ANEUZR?(0)

— [(r — p) = AEULA(0)]

Recordando nuestra definicién de I;, podemos concluir para el primer factor de L, que

q Nt
exp | > In(1- zj)n{m <) = [[IL = U:h(0) 11 ()], (5-16)
j=1 e i=1

Para estudiar la contribucién de los intervalos vacios, para cada 1 < j < ¢, definamos [; como
l;, con UNtJ;l“ reemplazado por U N, +1 = 0. Entonces [; y I; coinciden en los intervalos vacios.

Por lo que

q
ggma_@ﬂ%MAHMg = E:mu—hﬂ%WAHNﬁ

Asi que utilizando la ecuacion (5-16]) en la dltima suma con U; =0en lugar de U;, obtenemos

q
j;ln(l - zj)n{mjil“gtj} -0, (5-17)
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con probabilidad uno.

1_1In(1 — [;), utilizamos la expansién en series de taylor de

Para checar la aportacion de ),

In(1 — z), por lo que

- 2B
In(l —1;) =— lj+§+§+-~ : (5-18)

Como UNt],_lJrl = 0, tenemos que

Nej_1 14Ugh(tj—1—T
- TL St el — p)d — AH (9))
T 1 —exp(do? + AH2(0))

o2
. [1 — exp (—25 +o(Wi, — Wi, 5) — )\Hl(é)ﬂ
Como en la primera parte de la demostracion, el primer factor, cuando § — 0, es igual a

Ne;, y ULW (15—
r— = AEULR(0) — S ),

o2 + AEUZh2(0)

+op(1) = —Li(t;) + op(1).

Y el segundo factor puede ser aproximado, mediante la serie de Taylor para e*, por

2 2

g g
?5 - O'(Wtj - Wtj_(;) + )\Hl((S) -

- (Wey = Wi,)*+ 0 ((5111 5—1)3/2)

uniformemente en 1 < j < ¢, donde los términos de orden superior de AW estdn acotados por el

modulo de continuidad de Lévy. Con esto podemos concluir que
a_ T T
lfim > " 1; = a/ I (t)dW, — /\IEUlh(())/ I (t)dt. (5-19)
0 0

Y de manera similar, que

q T
/ 2 _ 2 2 _
lim ;1: B=o /0 I2(t)dt. (5-20)

Y con eso es suficiente ya que los grados superiores de lNJ son despreciables. Entonces el resultado

se sigue de las ecuaciones (5-16[) - (5-20]).
[ ]

Observacion 5.1.5. En el caso de un proceso de difusion con saltos puro, sin efectos shot-noise,
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la funcion h es igual a h(0) ent > 0 y entonces h' = 0 en ese intervalo. Entonces I se simplifica

mucho:
w—r+ AE(Up)h(0)
o2+ )\IE(UIQ)hz(O) ’

I(t) =
Observacion 5.1.6. Y si no hay saltos, entonces el modelo se reduce al de Black-Scholes con

- T
nw=2"1 4y x=o,

y entonces la densidad LT quedaria

202 o

Iy :exp{_(u—r)2T_ (M—”’)WT}7

bastante conocida del modelo de Black-Scholes.

Como podemos notar, la forma de L es bastante complicada. La densidad de martingala mi-
nima puede tomar valores negativos si en el modelo se admiten saltos. Por lo que en la siguiente

proposicién se daran condiciones que aseguran que la medida de martingala minima sea una medida

de probabilidad.

Proposicion 5.1.7. Supongamos que h' <0 y que h > 0. Entonces la densidad L es positiva con
probabilidad 1 si cualquiera de las siguientes condiciones se cumple:
1. U; € [0,b) para toda i y

y < 02+ AE(UDR(0)
= 1(0)[p — r + AE(U1)R(0)]

(5-21)

2. U; € (—h(0)71,0] para toda i y
w—r~+ AE(Up)h(0) > 0. (5-22)

Y la siguiente proposicién nos da las condiciones bajo las cuales un proceso de difusién con saltos

puro nos da L7’s no negativas.

Proposicion 5.1.8. Supongamos que Uy € (a,b) con —1 < a <0< byh =0. Sip—1r+
AE(U;)h(0) > 0, entonces la densidad Lt es positiva con probabilidad 1 si y solo si (p-21) se
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cumple. Por otro lado, para p—r + AE(U;)h(0) < 0, entonces se cumple si y sdlo si

o2 + AE(U?)R?(0)
~ h(0)[u — 7+ AE(U1)R(0)]

(5-23)

y para p— 1+ AE(U;)h(0) = 0 no hay condiciones adicionales para que Lt sea positiva.

En el apéndice de [1l] se pueden ver las demostraciones de estas proposiciones.

Ambas demostraciones pueden encontrarse en el articulo [1].

5.1.9. Cobertura

La medida de martingala minima es la contraparte de una estrategia de cobertura que minimiza
el riesgo cuadratico local. A continuacién se presenta en caso discreto la forma en que se lleva a
cabo siguiendo el modelo shot-noise.

Una estrategia de mercado estd dada por la sucesiéon (Oék,lgk)ke{(),_..7’1"}. ap es la cantidad de
dinero invertida a una tasa de interés libre de riesgo al tiempo k. Mientras que oy es la variable
adaptada a la filtracion relevante, la variable S, que denota la cantidad de subyacente que se tienen
al tiempo k, es un proceso predecible.

Consideremos una reclamaciéon del tipo Europea con fecha de maduracién 7', representada por
la v.a. H que es Fpr-medible. Definimos Vj, := E(H\fk), el valor de la reclamacion al tiempo k bajo
la medida de martingala minima. La estrategia que minimiza el riesgo cuadratico local en nuestro

contexto esta dada por

 Ep (AVRAS,Fi 1)
/Bk - 2
Ep (ASZ|F_1)

(5-24)

y ar = Vi — Bp Sk, donde t;, = k para facilitar la notacion.

Recordemos las ecuaciones de (5-9) y sea u otra vez definido por

Fir)

Utilizando la estructura de nuestro modelo, obtenemos la siguiente representacion.

Sk
Sk—1

1+Mk=E1P(




5.1. MEDIDA DE MARTINGALA MINIMA 55
Teorema 5.1.10. El cociente de cobertura para la estrategia de minimizacion del riesgo local es

Ep[ViBi|Fr—1] — 1tk Vie—1

= St [(1+ pp)2e07°FA200) — 1 — 2]

(5-25)

con

Ny,

o2
By := Py_q1exp |(p— ?)5 + UAWk] H (1+Ujh(ty, — ;) — 1.
J=Ng,_,+1

Demostracion. Recordemos la descomposicion S, = Skp_1(1 + ur + AMy), donde pi es Fp_1-
medible y AMj, tiene esperanza condicional cero. Entonces ASy = Si_1(ur + AMjy). Entonces
E(ASEF—1) = SE_,[ui + E((AMy)?|Fr—1)]. Esta dltima esperanza es la que calculamos en la
ecuacion . Entonces tenemos

E(AS2|Fi 1) = 82, <Mi I 62(u6+)\H1(6))Pj271 {6602+)‘H2(6) _ 1D
= S, (Nz + (g + 1)? [65"2“’%(5) - 1D

= 52, (e + 1) exp(d0? + AH2(8)) — 2 — 1) .
Desarrollamos el numerador de la ecuacion ((5-24)), entonces

E(AVEASK| Fio1) = E(ViASK|Fi—1) — Vim1E(ASk|Fr-1)
= Sp—1ukE(Vi|Fi—1) + Sk 1 E(VeAMy| Fr—1) — Sk—1Vi—1pu — 0
= Sp—1[E(Vi| Fr—1) + E(VRAM|Fr—1) — Vie—1 1)

= Sp—1[E(Vi(pr + AMy) | Fr—1) — Vie—14k]-
De la ecuacion (5-13|) podemos ver que

pk+ AMy, = P MO 1 4P (A - B)

= Akeulspk_l — 1,
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ya que B = eM 109) | asf que juntando estas ecuaciones nuestra estrategia de cobertura nos queda
5l = E [Vi(Apet Py — 1)|Fre1] — Vi
P Skt (k4 1)2exp(602 + AHo(6)) — 2pp — 1)
Con lo que queda demostrado el teorema. |

5.2. Valuacion de derivados de crédito

En esta seccién vamos a definir los procesos shot-noise dirigidos por un proceso de Lévy. Sea
(Q, F,F,Q) un espacio de probabilidad filtrado que satisface las condiciones habituales. Q es la
medida de riesgo neutral, que como ya mencionamos puede obtenerse, por ejemplo, como la medida
minima de martingala. Sea Z = (Z;);>0 un proceso de Lévy, su medida asociada de saltos valuada

en los enteros es

w(w; dt, dr) := Z 1A Z, ()20} (5,0, (w)) (d, d) (5-26)
>0

donde escribimos 0, como la medida de Dirac en el punto a. Denotamos por v(dxz)dt al compen-
sador de u(dt,dx), por 0 < Th < T < ... los puntos donde Z salta y por Uy, Us, ... el tamano de los
saltos. Como Z es un proceso de Lévy, Uy, Us, ... son independientes e identicamente distribuidos
y mutuamente independientes de 11,75, .. ..

Ademas definimos una funcion h : Ry x R — R que satiface el siguiente supuesto.

(A1): Supongamos que h : Ry x R? — R es B(R; x R?) — B(R)-medible, y que para toda t > 0,

/ t / h(t — 5,2)| (dz)ds < co. (5-27)
0 JR4

Definicién 5.2.1. Un proceso S para el que una funcion h : Ry x R* — R y un conjunto Q-nulo
N C F existen tal que
¢
St(w) = / h(t — s, z)p(w; ds, dx), t>0 (5-28)
0

para toda w € Q\ N es llamado un proceso shot-noise.

La siguiente proposicion muestra que para un proceso de Lévy dado, el supuesto (A1) asegura

que el proceso shot-noise Sy, definido como en la ecuacion (5-28]), esta bien definido.
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Proposicion 5.2.2. Supongamos que se cumple (A1). Entonces, para toda t > 0, S; como en la

ecuacion (p-28)) estd bien definido y (St)i>0 es un proceso shot-noise.

Demostracion: Recordemos que 0 < T < 15, ... son los tiempos en que salta el proceso de Lévy Z
y AZr, = Zr, — Z7, = Up. Para Z de actividad finita, la representacion en (5-28) es equivalente

a

Sp=>_ h(t—T, Uy,

T <t
y la convergencia de la suma es obvia.

Si Z es de actividad infinita, la convergencia de la suma necesita ser justificada, y (A1) garantiza

que
¢
E( Y |ht—TnUn)| | = / / \h(t — s,z)| v(dz)ds < oo
To<t 0 JRd
mostrando que la suma converge absolutamente. |

Notemos que el proceso definido por > p _; [h(t — 15, Uy)| es creciente e integrable, y por lo
tanto una submartingala. El teorema 9 en 28] muestra que tiene una tnica modificacion cadlag y
por lo tanto también S.En el resto del capitulo trabajaremos con la modificacién cadlag de S.

Los procesos shot-noise ofrecen una estructura bastante flexible que permite incoporar diferentes
escenarios de tiempos de saltos. Y para modelar el riesgo de crédito la importancia de incorporar
saltos ha sido bastante aceptada tras la reciente crisis crediticia. Ademas, el analisis en [§] muestra
que los saltos no necesariamente ocurren en los tiempos de default. También para el manejo de
riesgos es muy importante capturar la dinamica despues de los saltos, como se muestra en [21]. Por
lo que en resumen, es muy importante dar al modelo suficiente libertad para incorporar diferentes
maneras de como reacciona el precio ante eventos importantes, y los procesos shot-noise deben ser

considerados de gran ayuda para la modelacion del riesgo de crédito.

Ejemplo 5.2.3 (Tipos de saltos). Escogiendo diferentes h : Ry x R — R podemos obtener distintos

tipos de saltos:

1. Salto a un nuevo nivel (con d =1y h(t,x) = x).
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2. El decaimiento exponencial es el ejemplo clasico, y coresponde a tomar

h(t,z) = ze™
con b > 0. Entonces S resuelve la ecuacion difencial estocdstica (EDE)
dS; = —=bSidt + dZ,, (5-29)

es decir, S es un proceso de Markov con regresion a la media, un llamado proceso de Ornstein-
Uhlenbeck.

3. El decaimiento de tipo power-law, este se da cuando

T
1+ct

h(t,x) =

con c>0. Y en este caso S no es Markoviano.

4. Saltos multiplicativos. St es usado para modelar la intensidad, S debe ser no negativo. Una
posibilidad para lograr esto es pedir que h > 0. Otra posibilidad es considerar el siguiente tipo
de salto multiplicativo con saltos hacia arriba y hacia abajo: Sea S un proceso shot-noise con

h(t,z) = x + g(t). Entonces el proceso

¢S = T eVrtot-To)

Th<t

es mo negativo y puede ser utilizado para modelar la intensidad de default.

5.2.4. Calculos importantes

Se mostraran algunos resultados importantes que se utilizaran al valuar los derivados de crédito.

Empecemos introduciendo la siguiente notacion,

t
H(t,z):= / h(s,z)ds,¥0 <t < T, (5-30)
0

y definimos las siguientes dos esperanzas:



5.2. VALUACION DE DERIVADOS DE CREDITO 59

(K1) = E(055F).

(K2) = E(STe*f’fthsdsyft).

Y en las siguientes dos proposiciones se daran expresiones explicitas para (K1) y (K2).

Proposicion 5.2.5. Supongamos que se cumple (A1). Sea H(t,z) como en la ecuacion (5-30)),
0eR yT >0 tal que

/0 ' /R (e 1) o(dr)ds < oo (5.31)

Entonces, para toda 0 <t < T,
(K1) = (00505

T—t T
— exp / / (efoH(s,x)_l) v(dx)ds — 0 / > h(s =T, Un)ds | . (5-32)
0 R4

tor,<t

Demostracion: La prueba se realizard en tres pasos: primero se calculard la ecuacion (5-32)) para
procesos Poisson, después se aproximaran procesos de Lévy por medio de procesos Poisson y por
utlimo extender el caso Poisson al de Lévy.

Primero notemos que

T T-Tn
/ h(s — Ty, Uy)ds = Z / h(s —T,,Uy)ds

Toet,1)” D The(t,T

= > H({T-T,Uy).
Tne(t,T]

(i) Supongamos que v(R?%) < oo, i.e. Z es un proceso Poisson compuesto. Entonces podemos

escribir su medida de Lévy como v(dz) = [F(dx) con I := v(R?). Supongamos que

t
/ / (e_gH(S’w) - 1) F(dx)ds < 0.
0o JRrd
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Lo que queremos probar es que para 0 <t < T

T—t
E (e—ezmu,ﬂ H<T*T"’Un>) = exp ( / / (e’eH(S"”) - 1) lF(da:)ds> : (5-33)
0 R4

Empecemos considerando ¢ = 0. La idea es condicionar en el nimero de saltos en el intervalo

(0,T). Entonces usamos el hecho de que, condicionado al nimero de saltos, los tiempos de salto
de un proceso Poisson se distribuyen como los estadisticos de orden de v.a.i. uniformes. El proceso

Ny := > 1y, <4y es un proceso Poisson de intensidad [ y

E (e_HZTnST H(T—TmUn)> — io: Q(NT — k)E <€702ﬁ=1 H(Tff’n,Un)|NT _ k) (5_34)

k=0
00

_ar L (IT)F O H(T—T0Un) | N
= e +Ze TE (e =1 |NT—I<:),
=1

donde T1, ..., T), son los k saltos de N en (0,T] condicionado a que Ny = k. Sean 1y, ..., n i.i.d.

con distribucién uniforme en [0, T]. Entonces, condicionado a que Ny = k el vector (11, ..., T,) tiene
la misma distribucion que (91.x, - .., Mk:k), donde 7;.; es el i-ésimo estadistico de orden. Entonces,
como las Uy, Us, ... son independientes de N,

E(e*f’ZLlH(T*TmUn)yNT: k) _ E(ﬂifml H(Tfnn:k,m)

= E (e Tha HOm), (5-35)

donde la ultima ecuacion se sigue de la independencia de (Uy, Us,...) v (n1,m2), ...y del hecho

de que ambas sucesiones son i.i.d. Y asi

T k
:( / / e_GH(S’“)F(du)T_lds> .= D(O)".
0 R4
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Ahora, al utilizar (5-35)) obtemos que

exp < /0 ! /R d(e*"H(S’@ —1)lF(d:1;)ds) = Xp{( / ' /R ) egH(s’x)lF(da;)ds>}
<o ([ [ rane))
= exp{</ /Rd e M2 P(de )dslT)}

= (e Tyexp {ZT / e_OH(S’x)F(d:c)T_lds}
0 Jrd
_ T ( lTD(@))

= e e .

Y la generalizacion para 0 < t < T, se sigue del hecho de que Z tiene incrementos estacionarios,
es decir

E (e’(’ e H(T*Tann)> —E (e’gZTne(o,T—tl H(T*t*TmU”))

)

con lo cual concluye la prueba para el caso Poisson.
(ii) El siguiente paso es desechar el supuesto de que v(R?) < oo y aproximar el proceso de Lévy

Z por medio de procesos Poisson. Para empezar, notemos que para t < s,

Se= > h(s=To,Un)+ > his—TnUn),

T, <t ToEl(t,s]

y podemos apreciar que el primer término es Fi-medible y es justo la parte final de (5-32)).

Ademas

/ > (s —Tp,Un)ds= Y H(T—T,,Uy).

Tne(t,s] Tne(t,T)
Como Z tiene incrementos independientes, este término es independiente de F;. Ahora, sea

B¢ ={ueR*: min(|u,..., [ug| > €)} y sea

I, = exp —0 Z ]I{UnEBE}H(T - Tn: Un) ;
Tne(t,T]

tal que I, converge a
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Ip=exp (-0 > H(T-T,Up)
Tne(t,T]

Se tiene que

I<exp| > luepyl0l|H(T = Tn,U)| | = Je.
Tne(t,T]

(#i) Con el resultado para los procesos Poisson y el teorema de convergencia mondtona, obtemos

que

E(Jo) =E(lim J.) = limexp </ / |9HH su)| _ 1) ds u(du))
e—0 e—0 €

_ exp(/Rd/ |9|Hsu—l>dsu(du)),

el cual es finito por hipétesis. Y por ultimo del teorema de convergencia dominada se sigue que

T—t
E(lo) = E(li_l}(l)fe) = exp (/Rd/o (e*QH(S’“) - 1) ds u(du)) ,

con lo cual queda demostrada la proposicién. |
Ahora veamos las siguiente proposicion.

Proposicion 5.2.6. Supongamos que se cumple (A1). Sea 0 <t <T y 0 € R\ {0}, tal que para

alguna € > 0

E( sup (|s je=? SudS)) < 0. (5-36)
T—e<u<T

Entonces
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(K2) = E (STe*OftT Ssd5|]_—t)

- E (e_eftT ssds’}—t) / 91 (1 _ e—BH(T—t,z)) v(dz) + Z WT =T, Up) | .(5-37)
R4

T <t
Recordemos que E (e‘9 I Ssds\}'t) = (K1).
Demostracion. Se puede ver claramente que
0 T T
7670‘]"" SSdS — _HSTefeft Ssd37 (5_38)

oT
por lo que solo falta sacar la esperanza de esta derivada. Para esto, sea I(u) := e=0J;" Sads
Entonces I'(u) < [6]|S,|e~?J 5545 Utilizando la formula de Taylor, para alguna u = u(w) € [T —

€, T], tenemos que

= I'(w), (5-39)

la cual es acotada por una v.a. integrable por hipotesis. Asi que podemos intercambiar la derivada

y la esperanza. Asi que vamos a derivar (5-32)).

J(K1) 0 =t —0H (s,z) g
0 ([ e o [ S

Tn<t

o T—t 0H (s.2) T
= (K1)— / / e ST ] Vd$d$—9/ h(s —T,,Up)ds
e )vide)ds =0 [ 37 )

Th<t

Sea Kk = (fOTft Jga (e7HE®) — 1) v(dz)ds — 6 ftT dor, <t h(s =Ty, Un)ds>, entonces
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Ok . 0 4 —0H (s—t,x) ’
5 = 37 /Rd/t (e —1)dau(d:n)—9/t Zh(s_TnaUn)ds

TTL St

0 4 —0H (s—t,x) 9 !
— /Rd 87T </}; <€ — 1) ds) l/(d[]}) — 87T 0/; Z h(s - Tn; Un)ds
To<t
_ / <e—9H(T—t7:L‘) _ 1) v(dz) — 0 Z MT —T,,Uy),
R4

Th<t

multiplicamos por — esta igualdad y con eso concluye la prueba.

Observacion 5.2.7. La ecuacion (5-37) no puede ser usada para calcular la esperanza de S, pues
el caso 6 = 0 esta excluido. Pero esta esperanza puede hacerse directamente, si suponemos que (A1)

se cumple. Entonces

E(S7|F) = > MT = Tp,Un) + [ H(T —t,2)v(dx), (5-40)
Th<t R

y esta suma converge absolutamente por la proposicion . Y notemos que (5-40|) es el limite
de (5-37) cuando 6 — 0.

5.2.8. Aplicacién a derivados de crédito

Seguiremos usando la notaciéon Q, para denotar la medida neutral al riesgo usada para valuar los
derivados, y (r)¢>0 es la tasa libre de default. Suponemos que r esta acotada inferiormente. En el
espacio de probabilidad hay una filtracion G = (G;), t > 0, que satisface las condiciones habituales.
G contiene informacién general del mercado que excluye informacion sobre el default. Supongamos
que r es progresivamente medible con respecto a G, a lo que llamaremos G-progresivo.

La intensidad de default )\ es un proceso estocéstico que es positivo y G-progresivo. Sea E una
v.a. exponencial de parametro 1 e independiente de G, (Esto es para asegurar la independencia en
cada t > 0). Donde

Goo = 0(Get e Ry) C F.
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Supongamos que el proceso A cumple que

t
/ Asds < oo.
0

El tiempo de default T esté definido por

t
7 := inf {tZO:/ )\uduZE}. (5-41)
0

Y esto corresponde a los modelos basados en la intensidad, que ya se mencionaron anteriormente.

Sea H; = o(l{;<4y) la informancion del default, y sea Fy = Gy V Hy. F = (F)i>0 corresponde a
la informacién completa disponible en el mercado.

Utilizando la valuacién neutral al riesgo, si tenemos un payoff &1 que se paga al tiempo T,

entonces su valor al tiempo ¢ estd dado por

w(t, dp) = EQ <e_ I TudUCI>T|]-'t> . (5-42)

De forma més general, consideramos productos que ofrecen una serie de pagos ¢. Supongamos
que esta serie de pagos ¢; estd predeterminada en los tiempos 0 < t; <tz < ... <ty =T. Entonces

llamamos flujo de dividendos acumulados al proceso estocéstico (Dy)g>0 dado por

Dy=> ¢

t; <t

Por lo que el precio de D al tiempo t estd dado por la esperanza de los pagos futuros descontados:

w(t,D)= 3 E° (e‘ftti’""d“@\]-}).

t,€(t,T)
La representacion general de un derivado de crédito por su flujo de dividendos acumulados, dada

en la seccion de derivados de crédito 4.4 es

Dy = Z dy (ti>]1{r>ti} + dg(T)ﬂ{.,.Sti} t>0. (5-43)

t; <t

Donde di(t;) son los pagos que se realizan al tiempo ¢;, i = 1,..., N, dado que no ha ocurrido
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el default hasta t; y el pago da(7) se da al tiempo que ocurre el default. Y las funciones d; y da son

acotadas, pero ademés necesitamos otros supuestos.

(A2): Supongamos que d;(t1),d;(t2) son deterministas y que da : [0, co] — R es medible.

1. Defaultable zero-bond. Un cup6n como este paga 1 en T si 7 > T, sin tasa de recuperacion.

Es decir, di(t) = N7y y da(7) = 0.

. Digital default payment. Este paga 1 en el default, si el default ocurre antes de T y cero en

otro caso. Por lo tanto tenemos que, di(t) =0y da(7) = 1.

. Credit Default Swap (CDS). El que compra la proteccion en el CDS ofrece pagos regulares de
tamano § en las fechas establecidas, t1 < ... < ty, a cambio de un pago al tiempo de default
7,81 7 € (0, T]. Los pagos ¢ solo se realizan hasta la fecha en que ocurre el default, en 7 recibe
un pago L, mientras 7 < T. Y esto puede ser modelado de forma que dy(t) = —6 y da(7) = L.

En el mercado lo que se cita son los diferenciales (credit spread) que se obtienen al igualar el

valor de CDS a cero y resolver la ecuaciéon para 6.

Sea
p(t,T) = EU <e‘ ftT(”J“\“)d“]gt) 7
L(t,T) = E© <)\T€, ftT(T“““)d“]gt) .

La siguiente proposiciéon muestra que lg.~4p(t,T) es el valor de un defaultable zero-bond

['(¢t,T) es el valor de un digital default payment si el default ocurre en (¢, T].

(5-44)

(5-45)

y que

Proposicion 5.2.9. Supongamos que (A2) se cumple. Entonces el precio al tiempo t de un derivado

de crédito con flujo de dividendos D como en (5-43)) estd dado por

T
T(t,D) = dpgy | D> dulto)p(t i) + /t da(w)D (¢, u)du

ti€(¢,T)

Demostracion: Por la ecuacion (5-42)), sabemos que al tiempo ¢ de una unidad de dinero pagada al

tiempo T > t si no ha ocurrido el default es
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T T
EY (e_ft T"du]l{7>T}|ft) = T B2 (6’_ J (T“+A“)du|gt) , (5-46)

esto es consecuencia de los resultados vistos en la seccion 4.5 sobre intensity based models. Ahora

de la ecuacion (5-46|) tenemos que

EQ Z e ftirududl(ti)ﬂ{7>ti}’ft
tie(th}

= oy Z EQ (6—ffi(r1L+/\u)dud1(ti)|gt)

t; €(t,T)
= Aoy > di(t)p(t k).

t,e(t,T)

De igual forma en la seccion [L.5] se mostré que la distribucién condicional de 7 dado F; es igual

Qt <7 < ulFy) = Iy (1 e I )\sds> _

Si la derivamos obtemos la densidad 1~ Aue™ I Asds]l{t<u}. Por lo que

EY <6_ S radugy (r Mrew ) |ft>
T u
= By [ B (0 G

T
]I{T>t}/t da(u)I(t, u)du. (5-47)

Hasta aqui no hemos mencionado a los procesos shot-noise al valuar los derivados de crédito.
Vamos a aumentar este modelo, incluyendo el componente shot-noise a la intensidad de default.
Sea n la intensidad de default del modelo original, y sea S un proceso shot-noise para aumentar

el modelo. Formalmente esto es:

(A3:) Supongamos que n = (17¢):>0 es no negativo y G-progresivo. Ademas, sea S un proceso
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shot-noise no negativo, G-adapatado e independiente de n y r. La intensidad de default aumentada

es
A=n+5.

Al modelo con intensidad 7 se le llamara modelo original y al modelo con la intensidad A = n+.5

el modelo aumentado.
Todos los resultados que se han mostrado hasta ahora sirven de igual manera al aumentar el

modelo, de hecho es bastante sencillo. Ya hemos calculado p(¢,7") y I'(¢,T"). Suponiendo que (A3)

se cumple, tenemos que si 7 > ¢ entonces

ﬁ(th) = EQ <eiftT(T’U«+Au)du’gt)

EQ <ef ftT(rqunu)du’gt) EQ (ei Ir S“d“]gt) _ (5-48)

El primer término no es mas que el precio de un defaultable zero-bond en el modelo original, el

cual denotaremos por

pn(th) — EQ <€_ ftT(Tu+nu)du|gt> ) (5_49)

Y la parte del shot-noise también ya la calculamos anteriormente.

Corolario 5.2.10. Supongamos que (A1) se cumple y sea H(t,z) = f(f h(s,x)ds. Si (5-31) se

cumple con 8 = 1, entonces para toda 0 <t <T

E(h,t,T) = EQ (efftTS“du’gt)

= exp /OT_t /Rd <6—H(S,ﬂf) _ 1) v(dx)ds — /tT Z h(s — Ty, Up)ds | . (5-50)

T, <t

Esto nos conduce a la siguiente proposicion.
Proposicion 5.2.11. Supongamos que (A1), (A2) y (A8) se cumplen. Sea T > 0 tal que la

ecuacidon (5-31)) es vdlida con 6 = 1, entonces para toda 0 <t < T,
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p(t,T) =py(t,T)E(h,t,T), (5-51)

E(h,t,T) es como en la ecuacion (5-50)). Si ademds para alguna € > 0 se cumple la ecuacion (5-36))

con 0 =1, entonces

[(t,T) = T, (t,T)E(ht,T)

_ _efH(Tft,z) vidx _ . -
v py(t, T)E(h,t,T) /Rd (1 ) vl )+g§:th(T T, U | . (5-52)

Demostracion. La primera parte es evidente utilizando la ecuacion (5-48)) y el corolario anterior. Y
para la segunda, si utilizamos la independencia entre Sy 7, junto con las ecuaciones (5-32)) y (5-37))

tenemos lo siguiente,

rt,T7) = EC (,\Te— ftT(rs+As)ds‘gt)
= EC ((n:r + Sp)e J;T(Tsﬁ-ns-i-ss)ds‘gt)
(77T€7 \[;&T(Ts+775+55)d5‘gt> 1 EQ <STe* ftT(rs+ns+ss)ds’gt>
(TITe* IT (ro+ns)ds !Qt) EQ (e, ST S.ds | Qt)
(ef S (retns)ds \Qt) EQ (STe’ ;T Ssd5|gt>
t

+ py(t, T)E(h,t,T) / 1— e HI00y (dr) + > h(T = Ty, Up)
Th<t

Ejemplo 5.2.12. Utilizando la formula neutral ol riesgo que obtuvimos para valuar los derivados

de crédito, tenemos que para un CDS, su valor a tiempo t es:

T
Ly | 0 Z ﬁ(t7ti)—L/t T(t,u)du | . (5-53)

tie(t,T)
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Ya hemos calculado p(t,T) y T'(t,T). El credit spread al tiempo t se obtiene al igualar el precio

a cero y luego resolver la ecuacion para §, dado que T >t esto es:

L ftT I'(t,u)du
Ztie(t,T] p(t, ti) .

Utilizando los resultados anteriores, calculemos el valor de un defaultable zero-bond, un digital

(5-54)

default payment y usando ambos un CDS. Para este célculo, usaremos un decaimiento del tipo

power law, y nuestro proceso de Lévy serd un proceso Poisson compuesto con intensidad I, y sus

saltos Uy, Us, ... tienen distribuciéon Gamma. Suponiendo esto tenemos que:
x
h(t,x) = ¢ > 0, entonces
1+ct
51 In(1
Hit,x) = x/ gp = T +es)
0 1 + ct C

Y con esto podemos calcular la siguiente expresion siempre que exista

/ e—k:H(t,x)F(dx) —E <e%kln(1+cs)U1> . (5-55)
R4

Por lo que si suponemos que los saltos tienen distribucion Gamma(a, 3), entonces sabemos que

E(eaUl):<Bfa>aa a<ﬁ,

por lo tanto

_ 8 i

Ya teniendo estos resultados es sencillo obtener una expresion para In E(kh,0,T), usando la

ecuacion (5-50) tenemos



5.2. VALUACION DE DERIVADOS DE CREDITO 71

In E(kh,0,T)

T
/ / <e*kH(8’x) - 1) v(dx)ds
0 R
T T
= / / e FAGD B (dz)ds — / / IF(dz)ds
0 R 0 R

T
= / / e FIGD R (dz)ds — 1T (5-56)
0 R

Desarrollamos la integral

/OT/Re—kH(s,w)lF(dm)ds = Z/OT <B+§lrﬁl+cs)>ads
. e\
e
- Z/O (%+ln(1+cs)>a
Be\* [T ds
l<k> /0 <%+ln(1+cs)>a.

Esta ultima integral no se ve facil de aproximar, o al menos no nos es familiar, pero si hacemos

el siguiente cambio de variable

t= —% —In(1 + ¢s),

al despejar la s, obtemos su diferencial y vemos que

e_(H_%)—l

s = —m——
c

—(t+52)dt

ds = —S ,
c

Por lo que

/T ds B e % (—1) /k e tdt
0 (B +m+es) € ~em(iter) 1

Esta integral puede descomponerse en la resta de dos gammas incompletas, la gamma incompleta

se define por I'(z,y) = fyoo t*~le~!dt y para esta integral si existen varios métodos numéricos que

pueden aproximar con mucha precision.
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Entonces nuestra ecuacion (5-56)) nos queda

_cB «
leck (—f) {r <1—a,—clf—ln(a+cT)> T <1—a —clf)] T,

donde T'(x,y) es la funcion Gamma incompleta. Con esto podemos obtener el precio de un

defaultable zero-bond,

oyt T) = Npsypy(t, T)E(h,t,T)

= ]1{T>t}p77(t’ T)E(h’a 07 T - t) exp / Z h Tnu Un d
tom,<t

= lropypy(t, T)E(h,0,T —t) exp / Z 1_|_C (s =T, ds
top,<t

= lropypy(t, T)E(h,0,T —t)exp | —=Up 2/ 1—|—cs— )dS

Th<t
- T -T,
= LruPo(t T)E(R,0,T =) exp —Z< [ 1+ct—T)) D
Th<t
14+ ¢(T —Ty) -
— c - n ¢
= legptDEROT -exp | (1“ ) )

Un

1+c(T—Tn)}_

g DEM0.T -0 [T [T

Tn<t

Asi mismo podemos obtener el valor de un digital default payment, pues

T(t,T) = T, (t, T)E(ht,T)

v Pyt T)E(ht,T) /]R (1= eI o) + S0 (T - T, U

T, <t

Ya sabemos el valor de I'; (t,T"), el de E(h,t,T) y con el calculo anterior conocemos el de p, (¢, T)E(h,t,T),

por lo que solo nos faltaria la integral,
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/R (1 eI o) + S0 (T - T U)

T,<t
_ o~ ZIn(l4e(T—t)) Un
_ /Rd<1 e~ % (1 )lF(dx)+7;(1+c(T_Tn))
— | —IE —7ln(1+c(T t))Ur

( ) ;t (1+ Ty))

B l<1 <6+c—1ln1+c >> = ([;n T,))
B z( In(1 + (T — ) )
B cB+In(l+c(T—1))

Por tltimo, recordamos que el valor para un CDS, dependia de los dos anteriores, por lo que

Un
2 (1+c(T-T,))

Th<t

basta sustituirlos en la férmula para el precio del CDS:

T
I [0 ) D /t D(t,u)du | . (5-57)

t;€(t,T)
Con esto terminamos las aplicaciones del modelo shot-noise. Como podemos ver, los calculos

son explicitos ain trabajando con un modelo que no es Markoviano.



Apéndice A

Definiciones Basicas

A.1. Conceptos de medida y probabilidad

Definicion A.1.1 (Medida). Sea & una o-dlgebra de subconjuntos de E. (E &) es llamado un

espacio medible. Una medida positiva en (E,&) es una funcion definida como

pw o € —[0,00]

A p(A)

2. Para toda sucesion de conjuntos disjuntos A, € £

M(LJ fbﬂ ::jgzli@4n)

n>1 n>1
Un elemento A € £ se llama conjunto medible y p(A) su medida.
Un espacio de probabilidad es una terna (2, F,P) donde:

1. Q representa el cojunto de posibles resultados de un evento aleatorio

2. F es una familia de subconjuntos de €2, y es una o-dlgebra: esto es:

74
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s e F

= Si A € F, entonces A° también pertenece a F

» Ay, As,... € F entonces | J;2 A; € F
3. La aplicacion P : F — [0, 1] cumple:

« P() =0, P(Q) =1

m Si Ay, Ag,... € F son conjuntos disjuntos dos a dos, entonces:

P(Uil Ai) = Zfil P(Ai)

Como podemos ver P es una medida de probabilidad, y los elementos de la familia F son los

cojuntos a los cuales se les va a asignar una probabilidad.

A.2. Probabilidad y esperanza condicional

La probabilidad condicional forma una parte muy importante de los procesos estocésticos, en
particular en el drea de martingalas, por lo que se hara un breve repaso, donde se daran las propie-
dades més importantes para el célculo de esperanzas condicionales.

La probabilidad condicional de un evento A por un evento B, donde P > 0 se define como

P(AN B)
P(B)

P(A|B) =
Se puede ver que A y B son independientes si y solo si P(A|B) = P(A). La esperanza condicional
nos da la esperanza de que ocurra un evento A, dado que ha ocurrido un evento B previamente.
La aplicacion A — P(A|B) define una nueva probabiidad en la o-algebra F que se concentra
en el conjunto B. Por lo que se puede calcular la esperanza condicional de una variable aleatoria
integrable X dado un evento B

E(X|B) =

P(B)

Algo mas complicado es el condicionar respecto a una o-algebra de eventos. Sea una o-algebra

E(X1p)

B C F y una variable aleatoria integrable X. La variable aleatoria Z se denomina la esperanza condicional

de X respecto de B, Z = E(X|B) si cumple las siguientes dos propiedades:
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= 7 es medible respecto de B

» Para todo evento A € B, E(Z14) =E(X1j4)

Ademés se puede probar que en efecto existe y es tnica casi seguramente, de forma que si Z

fuese otra variable con las mismas propiedades, entonces Z = Z, [P-casi seguramente.

Propiedades para el calculo de esperanzas condicionales:

1. Es lineal
E(aX 4+ bY|B) = aE(X|B) + bE(Y | B)

2. La variable y su esperanza condicional tiene la misma esperanza

E(E(X[B)) = E(X)

3. Si X y la o-algebra B son independientes, entonces E(X|B)) = E(X)
4. Si X es B-medible, entonces E(X|B)) = X

5. Si Z es una variable aleatoria acotada y B-medible, entonces

E(ZX|B) = ZE(X|B)

6. Si C C B, entonces
E(E(X|B)|C) = E(E(X]|C)|B) = E(X|C)

7. Propiedad de Monotonia:
X <Y =EX|B) <E(Y|B)

(A-3)

(A-5)

8. Cumple la desigualdad de Jensen, si ¢ es una funcion convexa tal que E(|p(X)|) < oo entonces

p(E(X|B)) < E(p(X)[B)

(A-6)

Antes de seguir con los Procesos Estocésticos, quiero mencionar un espacio muy importante, que

serd de gran utilidad més adelante. El conjunto de variables aleatorias Z que son medibles respecto
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de una o-élgebra B y que son cuadrado integrables, esto es E(Z2) < oo, serd representado por

L? (Q,B,P). Donde éste espacio es un Espacio de Hilbert con producto escalar (Z,Y) = E(ZY) y
que L? (2, B,P) es un subespacio cerrado de L? (2, F,P).
Por lo que dicho de otra manera, si X es un variable tal que E(X?) < oo, la esperanza condicional

E(X|B) es la variable del espacio L? (2, B,P) mas proxima a X en media cuadrética:

E[(X - E(X|B))?] = ZEL%%P) E[(X - 2)%



Apéndice B

Procesos Estocasticos

Un proceso estocdstico es simplemente una familia de variables aleatorias reales {Xt}tzo definidas
en un espacio de probabilidad (€2, F,P). El indice ¢ puede estar en los N, R o ser un intervalo acotado
[0,T]. Para cada w € Q, la aplicacion ¢ — X;(w) se le llama trayectoria del proceso estocéstico.
Ahora, si tomamos un conjunto finito de tiempos {0 < ¢; < --- < t,} podemos considerar el vector

aleatorio:

(th,...,th) Q=R
Las distribuciones de probabilidad Py, . ;, = Po(Xy,,. .. ,th)*l se donominan las distribuciones
finito dimensionales del proceso.
Definicion B.0.1. Sean dos procesos X = {Xi}ep vy Y = {Yi}hiers

1. Son equivalentes si tienen las mismas distribuciones finito dimensionales.
2. Decimos que X es una modificacién o una version de Y si P(Xy; =Y;) =1 para cadat € T.

3. Decimos que X yY son indistinguibles si el conjunto {w € Q0 : existe t € T tal que X¢(w) # Yi(w)}
es insignificante, es decir que estd contenido en un conunto de F de probabilidad cero. Por
lo tanto X y Y son indistinguibles si tienen las mismas trayectorias, excepto en un conjunto

insignificante.

Observacion B.0.2. Si X y Y son indistinguibles, entonces uno es modificacion del otro y por lo

tanto X y Y son equivalentes. Los reciprocos de éstas implicaciones son falsas.

78
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B.1. Proceso Poisson

Definicion B.1.1 (Proceso Poisson Homogéneo). Una coleccion de variables aleatorias { N, t > 0},
definidas en un espacio de probabilidad (Q2, F,IP) se llama proceso Poisson homogéneo con intensidad

A > 0 si satisface las siguientes propiedades:
1. P(Ny =0) =1, esto es que el proceso siempre inicia en cero
2. V0 < s <t se tiene que Ny — N tiene distribucion Poisson pardmetro \(t — s)

3. V0 <t <...<tp,n>1, las variables aleatorias Ny, — Ny, ., ..., Nty — N, Ny, son indepen-

dientes. Esta es la propiedad de incrementos independientes.

Observacion B.1.2. Por la propiedad 1 y 2 se tiene que ¥t > 0 N; tiene distribucion Poisson
de pardmetro Xt. Por lo que Ny_s ~ Ny — Ng ~ Po(A(t — s)). Y esta iultima propiedad es la de

mcrementos estacionarios.

En un proceso Poisson nos interesan maés variables aleatorias, por ejemplo los tiempos de arribo,

es decir los puntos donde el proceso N; salta. Por lo que podemos definir estos tiempos como:

T =inf{t>0: Ny =m}

Se puede probar que T,, ~ Gamma(m, 1/)\), y de ahi se puede ver también que los tiempos
entre llegadas 7; son independientes y tienen distrubucién exponencial de parametro A. Gracias a la
propiedad de pérdida de memoria de la distribuciéon exponencial, podemos saber que la distribucién
del siguiente arribo estando en un tiempo fijo ¢t también es exponencial.

Sea {Nt},5q un proceso Poisson, entonces:

1. Vit > 0, Ny es finito c.s.

2. Yw, la trayectoria t — N¢(w) es constante a cachos y sus saltos son de tamaro 1.

3. Sus trayectorias son continuas por la derecha y con limites por la izquierda (cadlag)
4. ¥Vt > 0 N,_ = N; con probabilidad 1

5. Ny es continuo en probabilidad, esto es Vi > 0 N E) Ny cuando s — ¢t
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6. La funcién caracteristica de Ny esta dada por:

E [ei“Nt] =exp {At (e —1)} (B-1)

para toda u € R

7. N; tiene la propiedad de Markov:

E[f(Ne)|Nu, u < s] = E[f(Ne)| V] (B-2)

Definiciéon B.1.3 (Proceso Poisson Compuesto). Sea {X;},~; una sucesion de variables aleato-
rias independientes idénticamente distribuidas e independientes de un proceso Poisson {Ni},~, de

parametro \. Al proceso

se le llama proceso Poisson compuesto.

Simulacion del Proceso Poisson
Proposicién B.1.4. Sean U ~ U(0,1) y A > 0. Entonces —3 In(1 — U) ~ Exp(\)

Demostracion:

P (—}\ln(l -U) < :L') =P(ln(1-U) > —\x)

P(l —U> e_/\w)

P(U<1-e)
Y recordemos que

z 0<z<1
Fy(z) =

0 en otro caso
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entonces

Por lo tanto —3 In(1 — U) ~ Exp(\)

B.2. Movimiento Browniano

En el capitulo [T} se introdujo el movimiento Browniano en la definicion [[.1.1] por lo que ahora

s6lo mencionaré algunas de las propiedades mas importantes:

1. Es un proceso Gaussiano. Su distribucion finito dimensional (W;,, ..., W, ) es normal pues este
vector es una transformacion lineal del vector (Wy,, Wy, — Wy, ..., Wi, — Wy, ) que tiene ley

normal, ya que sus componentes son independientes y se distribuyen normal.

2. La media y la autocovarinza del movimiento Browniano son faciles de obtener

E(W;) = 0, ya que se distribuye normal con media 0 y varianza t
E(WWs) = E(W(W; — W+ Wy))

= E(W,(W; — W) + E(W2) = s = min(s, t)

si s < t vy, por ser proceso Gaussiano, si existe un proceso que tenga esta media y esta

autocovarianza entonces no puede ser otro proceso mas que el movimiento Browniano.

Otro aspecto importante es la variacién cuadrética del movimiento Browniano. Tomemos un
intervalo de tiempo [0,7] y una particion P de este intervalo, 0 =tg < t; < --- < t,, = t. La norma
de una particion se define como |P| = maxy, Aty donde Aty =t —tr—1. Y sea AW, = Wy, —W;, ..

. _ it - .
Entonces si t; = , se tiene que:

N

- t
Z AW | = n () — 00,
n

k=1
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mientras que

n

n

(AW, )? ~ n <t> _ (B-4)

k=1
Es decir, la variaciéon cuadratica del movimiento Browniano es ¢, esto es mas claro si hacemos
notar que E(W7) = t.

Algunos procesos importantes, ligados al movimiento Browniano son los siguientes:

1. El puente Browniano: Consideremos el proceso
Xy =W, -t
€ [0,1]. Se trata de un proceso Gaussiano centrado con funciéon de autocovarianza
E(X:Xs) = min(s,t) — st
que satisface Xg =0, X7 =0
2. El movimiento Browniano con deriva: Consideremos el proceso
Xy =Wy + ut

t > 0,donde o > 0y p € R son constantes. Este es un proceso Gaussiano con media y funcién
de auto covarianza

E(X;) = itE(X;Xs) = o? min(s, t)

3. Movimiento Browniano geométrico: Como se vio en el capitulo [I} fue propuesto por Black,
Scholes y Merton como modelo para simular el precio de un activo financiero. Y se define

como

Xt — eUWt +ut

t > 0,donde 0 > 0y p € R son constantes. Es decir, se trata de la exponencial de un

movimiento Browniano con deriva lineal.
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Simulacion de un Movimiento Browniano

El Movimiento Browniano se puede considerar como el limite de una caminata aleatoria. Sea un
intervalo de tiempo [0, 7], y consideremos n variables aleatorias &1, ..., &, independientes, idéntica-

mente distribuidas, centradas y de varianza % Ahora consideremos las sumas parciales

Sk:£1++£k7 k’Zl,...,TL

Gracias al Teorema central del limite tenemos que cuando n — oo, la sucesiéon S converge en
distribucién a una normal N(0,7"). Ahora sea el proceso estocastico continuo Rn(%) = Sk, k=

0,...,n. Esto es, ponemos las sumas parciales S;, S, Ss... en los instantes £, 2L 3T Y al utilizar

n'mn’n
una versiéon funcional del Teorema central del limite, conocido como el Principio de invarianza
de Donsker, llegamos a que la sucesion de procesos estocéasticos Sy (t) converge en distribucion
al Movimiento Browniano en [0,7]. A este principio de invarianza se le denomina asi ya que es
invariante respecto a las distribuciones de &; que satisfacen ciertas condiciones, las cuales se discuten

en el libro de Procesos Estocésticos de Tudor, [33].

B.3. Martingalas

Para ser mas breve, sélo escribiré los resultados importantes de ésta secciéon en tiempo continuo.

Definicion B.3.1. Una filtracion es una familia {Fi}, o de sub-o-dlgebras de F, tales que Fs C Fy

s1s <t.

La filtracidn candnica asociada a un proceso estocastico {X;},op es por definicion F;* = B(X, :

s<t),teT.

Definicion B.3.2. Una filtracion satisface las condiciones habituales si:
1. Es continua por la derecha, esto es si Fy = Fyq para cada t > 0
2. Fo contiene a los conjuntos insignificantes de F

Definicién B.3.3. Sea {X;},.p un proceso estocdstico

1. Se dice que {Xt}teT es Fi-adaptado si para cada t € T la variable aleatoria X, es Fy-medible,

esto es que FiX C Fy para cadat € T
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2. Se dice que { X}, es Fi-progresivamente medible si para todat € [0,T] la aplicacion (s, w) —

Xs(w), definida en [0,T] x 2 es medible respecto de la o-dlgebra producto By ) @ Fy

Observacion B.3.4. A partir de esta definicion es claro que todo proceso Fi-progresivamente me-
dible X es Fi-adaptado. Ya que si una funcion es medible respecto de un espacio producto, al fijar

una coordenada resulta medible como funcidon de la sequnda coordenada.

Recordemos que un F;-tiempo de paro es una aplicacion 7 : QQ — T, tal que para cada t € T,
{r <t} € F;. Intuitivamente las filtraciones se pueden pensar como la informacion que se tiene al
tiempo £, y un tiempo de paro nos permite decidir si nos detenemos o no a partir de la informacién

hasta el tiempo t¢.

Definicién B.3.5 (Martingala). Un proceso estocdstico {M;},~ es una martingala respecto a una

filtracion {]:t}tzo; st se cumplen las siguiente propiedades:
1. M; es Fi-medible, para toda t > 0
2. E(|M|) < oo para toda t >0
3. E(My|Fs) =M, sis<t

A consecuencia de la ultima propiedad se tiene que la esperanza de una martingala es constante,
ya que E(M;) = E(My) V¢t > 0. Las martingalas ofrecen un modelo para juegos justos, ya que es
un proceso adaptado que no tiene tendencia. El hecho de que la ganancia esperada tenga esperanza

cero, representa el caricter equitativo del juego.

Teorema B.3.6 (Desigualdad de Doob). Sea {Mt}te[o,T} una martingala con trayectorias continuas.

Entonces, para toda p > 1 y todo A > 0 se cumple

1
P < sup [ M| > A) < LE () (B-5)
0<t<T AP

El estudio de las martingalas es bastante fuerte, y requiere de mucho tiempo y esfuerzo para
entenderse a profundidad, y conforme se va adentrando maés en el estudio se necesitan conceptos cada
vez més abstractos. Mas adelante volveremos al tema de las martingalas, pero una generalizacién
conocida como matingala local. Asi que los resultados que se necesiten se irdn introduciendo a

medida que se vaya utilizando.



Apéndice C
Calculo Estocastico

Trataré de ser lo méas breve posible en cuanto a la integral estocastica respecto al movimiento
Browniano, pues la parte que nos interesa es una integral donde el integrador es una semimartingala.

Lo cual se introducira en esta seccién.

Definicion C.0.7. Una familia {X;},c; de variables aleatorias se dice que es uniformemente inte-

grable si

c—00 iel

lim sup/ | X;|dP =0 (C-1)
{|Xi>cl}

Lo cual como habia mencionado es una definicién mucho maés abstracta que cualquier otra que
se haya mencionado, pero es muy importante a la hora de trabajar con martingalas locales, y a su

vez para poder definir las semimartingalas.

Definiciéon C.0.8. Si {X;},., es Fi-martingala cad y T es Fy-tiempo de paro entonces al proceso

{XtT}t>0 = {Xinr}i>0 se le llamard proceso detenido.
Este proceso es una Fi-martingala.

Definicién C.0.9 (Martingala local). Un proceso estocdstico { M}, que es cadlag y Fi-adaptado
se llama Fy-martingala local si existe una sucesion creciente de Fi-tiempos de paro {T,},~, mayores

que cero, tal que:
1. lim,, 7, = 00 c.s.

2. Para toda n > 1, el proceso {M[™},~, es Fy-martingala.
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Observacion C.0.10. Es evidente que toda martingala es martingala local, ya que con 7, = n se

satisfacen las propiedades, pero el reciproco no es cierto.

Definicion C.0.11 (Variacion acotada). Dada una funcion g : [a,b] — R y una particion P =
{z0,...,zn} del intervalo [a,b], definamos Vy(P) = >}, |g(xk) — g(zx—1)|. Diremos que g es de
variacion acotada si:

Vgla, bl = sup {V4(P) : P es una particion de [a,b]} < oo

De hecho g es de variaciéon acotada si y s6lo si se puede expresar como la diferencia de dos

funciones no decrecientes.

Definicion C.0.12 (Martingala cuadrado integrable). Una martingala {M;} se dice cuadrado in-
tegrable si E(M?) < oo, y se dice que My € L*(P) para toda t > 0.

Proposicion C.0.13. Sea M; una martingala cuadrado integrable, entonces
E [(M; — M,)*|F,] = E [M7 — M2|F,], 0<a<s<t. (C-2)

Definicién C.0.14 (Proceso de variacion cuadratica). Sea X un proceso, si
A={0=ty)<...<t, <...} esuna particion del intervalo [0,00) que no tenga puntos de acumu-
lacion, se define el proceso de variacion cuadrdtica QtA(X) por

k(t)

QtA(X) = (Xt - th)2 + Z(th - th71)2v t>0 (C'S)
j=1

donde k(t) = max {k > 0|ty <t}

Ahora mencionaré un teorema bastante fuerte, cuya demostraciéon no es sencilla, pero que es de

gran utilidad para poder entender las Semimartingalas.

Teorema C.0.15. Sea X una martingala local continua y uniformemente acotada. Entonces existe
un nico porceso continuo de variacion acotada A tal que Ag =0 y que X? — A es una martingala
local. Al proceso A se le llama variacion cuadrdtica de X y se denota por (X). La varacion cuadrdtica

(X) es un proceso adaptado y creciente.
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Ejemplo C.0.16. El movimiento Browniano Wy es una martingala cuadrado integrable, y se puede

probar facilmente que W2 —t es una martingala, por lo que en este caso (W), =t, el cual es creciente

y adaptado como dice el Teorema.

Sean X y Y martingalas locales. El producto XY en general no es una martingala local. Pero
podemos ver que el proceso
1
i

(X,Y) = (X +Y) = (X - V)]

es continuo y de variacion acotada, tal que (X,Y), = 0y el proceso XY —(X,Y") es una martingala
local. A este proceso se le concoe como Proceso de Covariaciéon, y que es una generalizacion de la

variacion cuadratica, pues (X, X) = (X).

Definiciéon C.0.17 (Semimartingala). Al proceso X se le llama semimartingala continua si puede
ser representada como la suma Xy = My + A, t > 0. Donde M es una martingala local continua y

A es un proceso continuo, adaptado y de variacion acotada que satisface Ag = 0.

El hecho de que Ag = 0 asegura que la descomposicion X = M + A sea unica. Ya que A es el
tnico proceso continuo de variacion acotada tal que Ag =0y X — A es una martingala local.
C.1. Integral estocastica respecto a una semimartingala

Para definir esta integral estocéstica, so6lo hace falta utilizar el hecho de su descomposicién

X = M + A y pedir que las funciones que se vayan a integrar cumplan lo siguiente

t t
/ H%d <M>S+/ |H,| |dA,| < oo, P—cs.  Vt>0.
0 0
Sea X una semimartingala y H una funcién que es un buen integrante, entonces la integral se
define por (H @ X) = fg HdX;. Donde:
t ¢ t
/ HdX, = / H,dM, + / H.dAs, t>0. (C-4)
0 0 0

Menionaré las propiedades més importantes que se deducen de la definiciéon de semimartingala,

y que son de utilidad al calcular integrales con este tipo de integrador.
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Proposicion C.1.1. Sea X, Y semimartingalas, H y H' buenos integrantes de X, K buen inte-

grante de Y, S < T tiempos de paro. Entonces

1. H e X es una semimartingala continua con (H e X)y = 0.
2. He X es bilineal en H y X.

3. XT = Xog+ Iy )@ X, en paricular X = Xo+ 1o X.

4. H e XT = H e (XT)= (H o X)T.

5. (HeX,Y), = [y Hd (X,Y),, t>0.

6. (HeX,KeoY), = [ HKd(X,Y), t>0.

7. (He X), = [y H2d (X),, t > 0.

s’
8. Si H y H' son indistiguibles entonces también lo son He X y H' e X.

Definicion C.1.2 (Martingala local exponencial). Sea L una martingala local continua con Ly = 0.

La exponencial de Doleans Z = E(L) de L estd definida como

Zi = &(L) = exp <Lt _ % <L>t) . (C-5)

C.2. Teorema de Girsanov

En el dltimo capitulo, se mostr6 como obtener la medida de martingala minima en tiempo
discreto, por lo que en esta seccién también consideraremos el caso discreto. El Teorema de Girsanov
tiene que ver con el comportamiento de martingalas cuando se cambia una medida por otra.

Pero antes definamos dos procesos que se utilizaran en esta seccion.

Definicion C.2.1. La sucesion

n
[S]n =[S, S]n = Sg + ZA2Sk, n >0,
k=1
es llamado el proceso de variacion cuadrdtica asociado con (Sy)n. La sucesion

<8 >p=< 8,8 >i= 55+ Y E[A’Sy|Fra], n>0,
k=1



INDICE GENERAL 89
es llamado el proceso predecible de variacion cuadrdtica asociado a (Sp )y,

Consideremos dos medidas equivalentes P y Q, y denotemos por £ = % a su derivada de

Radon-Nikodym. Esto es tal que
Q(A) = / &dP a € F.
A
En este contexto es importante definir el llamado proceso de verosimilitud
Ln = Ep(§[Fn),

Lema C.2.2. Sea (S,), adaptado a (F,), e integrable respecto de Q. Entonces Sy L, es integrable

respecto de P, y se tiene la siguiente igualdad
Ep(SmLm|Fn) = LnEg(Sm|Fn), n <m.

Demostracion. Es claro que (Sy, Ly, )m es adaptado e integrable respecto de P. Sea A € F. Entonces

conn<m

/ LnE(Sul Fo)dP = / Es(€]F) B (S| Fo)dP
A A

| €Ba(SulF)aP = [ Bo(SuIFa@= [ Snd0

= /medIP’:/IEp(ﬂ]:m)SmdP:/LmSmdP:/Ep(LmSm|fn)dIP’.
A A A A

Corolario C.2.3. Bajo la hipdtesis del lema anterior, si n < m tenemos que

Ep (S Lun| F
EalslF) = SR

Corolario C.2.4. Una sucesion (Sy,), adaptada a (Fy,), es una Q-martingala si y sdlo si (SpLp)n

es una P-martingala.
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Demostracion. Utilizando el lema, si (S,), es una Q-martingala, entonces

Ep(SpLm|Fn) = LnEg(Sm|Fn) = LnSh.

El regreso de la implicaciéon se prueba de manera similar. |

Definamos tres integrales estocésticas que tiene que ver con el proceso (Ly,)n:

Q’ An—/ d[S,L]’ Bn—/ d<S,L>1p>'
o L_ o L 0 L_

Cada uno tiene una representaciéon explicita como una suma:

" dL 0 sin=0,
L. n  Lp—Lk_ :
0 Zkil T S1 2 1.
4 0 sin=0,
no s ASIALE g o>
k=1 T S1n -~ 1.
. 0 sin=0,
"o s Ep[ASk ALK Fr—1] & > 1
he1 Troy sin>1.

Notemos que (A,), es adaptado y que (By), es predecible.

Teorema C.2.5 (Girsanov). Sea (Sp)n una P-martingala. Entonces las dos sucesiones, Sy, — An y

Sn — B, n > 1, son Q-martingalas.

Demostracion. Para cada n > 0 tenemos que

(Sn41 = Sn)(Ln41 — Ly)
LnJrl

EQ(Sn+1 - An+1|Fn) == EQ(SnJrl’]:n) - An - EQ |: |]:n .

El corolario implica

(Snt1 — Sn)(Lpt1 — Ln)
Lyt

= Lﬁl[EP(Sn—l—anHu-n) — SpEp(Lnt1|Fn)]

_ Ep(Sn+1Lnt1]Fn)

= L' [Ep(Sni1Lns1|Fn) — SnLy] = - _s,

Eq

‘fn} = L, "Ep[(Sni1 — Sn)(Lnt1 — Ln) | F]

= EQ(Sn-&-l‘}_n) — Sh,
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entonces

E@(Sn+1 - An+1‘]:n) - Sn - An

La prueba para B,, es similar. Tenemos que

EQ(SH+1 - Bn—i—l’fn) = EQ(Sn-‘rl‘Fn) - B, — I

De nuevo aplicando el corolario [C:2.3] se obtiene que

Ep(ASp+1ALpt1|Fn)
L,

- EQ(Sn+1|fn) - Sna

con lo que termina la prueba.

Ep(ASy+1ALpi1|Fr)

El Teorema de Girsanov muestra como una P-martingala necesita ser modificada para que ser

una martingala bajo Q.



Apéndice D
Programas

Para realizar las simulaciones de los procesos mencionados en el trabajo se utilizaré el programa

D.1. Proceso Poisson

El siguiente c6digo es de un proceso Poisson simple con intensidad lambda.

#Se crea una funcidén que depende del horizonte finito y la intensidad lambda

PPoisson<-function(T,lambda){

#Se simula una v.a. Poisson, la cual serad la cantidad de saltos
po=rpois(1l,lambdaxT)

#Usamos la propiedad de que dada la cantidad de saltos,

#estos se distribuyen uniforme en [0,T]

ta=runif (po,0,T)

#Se ordenan y se grafican contra los naturales

tau=sort(ta)

S=c(0,tau)

n=seq(0,po)

plot(S,n,xlab="tiempos de arribo’,main=’Proceso Poisson’,col=’1’,type=’s’)

92



INDICE GENERAL 93
}

#Le damos valores para ver la grafica, por ejemplo

a<-PPoisson(1,30)

En la figura [D-T] podemos ver una trayectoria de un proceso Poisson.
El siguiente c6digo es de un proceso Poisson compuesto, con intensidad lambda y saltos con

distribuciéon exponencial.

#Se crea una funcidén que depende del horizonte finito y la intensidad lambda

PPCompuesto<-function(T,lambda){

#Se genera un proceso Poisson simple
po=rpois(1l,lambdaxT)

ta=runif (po,0,T)

tau=sort(ta)

S=c(0,tau)

#Se da la distribucidén de los saltos y se genera la suma acumulada
saltos=rexp(po,4)

poiscomp=c (0, cumsum(saltos))

#Se grafica tiempos de los saltos contra la suma acumulada de sus tamafios
plot(S,poiscomp,xlab=’tiempos de arribo’,ylab=’tamafio acumulado de los saltos’,
main=’Proceso Poisson Compuesto’,col=’1’,type=’s’)

}
a<-PPCompuesto(1,30)

En la figura [D-2 podemos ver una trayectoria de un proceso Poisson compuesto.

D.2. Movimiento Browniano

El siguiente programa es de un movimiento Browniano estdndar.
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Proceso Poisson

30
|

25

20
|

10

0.0

I | |
0.2 04 0.6

tiempos de arribo

Figura D-1: Trayectoria de un proceso Poisson.

0.8

1.0
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Proceso Poisson Compuesto

tamarfo acumulado de |os saltos

| | | | |
0.0 0.2 0.4 06 0.8

tiempos de arribo

Figura D-2: Trayectoria de un proceso Poisson compuesto.
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#Se crea una funcidén que depende del horizonte finito

#y del tamafio de la particidén del intevalo [0,T]
#Para obtener el movimiento Browniano
#debemos utilizar dt cercana a cero.

MB<-function(T,dt){

#Se obtiene el nimero de ptos de la particiédnm,

#se genera una normal en cada pto y se van sumando
N=T/dt

nor=rnorm(N,0,1)

g=(nor)*sqrt(dt)

Z=c (0, cumsum(nor))

#Por dltimo se crea un vector con los puntos de la particiédm
del=rep(dt,N)

deltat=c(0, cumsum(del))

#Se grafica la particién contra la suma acumulada de normales

plot(deltat,Z,type=’1’,col="1’ ,axes=T,main=’Movimiento Browniano’,xlab=’t’)

}
a<-MB(1,0.0009)

En la figura [D-3] podemos ver una trayectoria del movimiento Browniano.

El siguiente programa es de un movimiento Browniano geométrico.

#Se crea una funcidén que depende de:

#T: horizonte finito

#N: nlmero de puntos en la particidén incluyendo a T
#Xo: valor incial del MB geométrico

#mu: tendencia

#sig: volatilidad



INDICE GENERAL

97

Movimiento Browniano

20
|

10

-10

-20
|

0.0

0.2 04 0.6 0.8

Figura D-3: Trayectoria de un movimiento Browniano.

1.0
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MBG<-function(T,N,Xo,mu,sig){

dt=T/N
W<-numeric(N+1) #vector de N+1 entradas numéricas
t<-seq(0,T,length=N+1) #la particién

for(i in 2:(N+1)){

#Se genera iteradamente el mov. Brow.
W[il= W[i-1] + rnorm(1)*sqrt(dt)
}

#Por Ultimo se crea el MB geom. y se grafica
S<- Xoxexp((r-(sig~2)/2)*t + sig*W)

plot(t,S,type=’1’,main="M. B. Geométrico’)

}
b<-MBG(1,1000,50,0.6,1)

En la figura [D-4 podemos ver una trayectoria del movimiento Browniano geométrico.

D.3. Difusiéon con saltos

El siguiente programa es de una difusién con saltos.

#Se crea una funcién que depende de:

#T: horizonte finito

#N: nlmero de puntos en la particidén incluyendo a T
#lambda: intensidad del proceso Poisson

#a,b: parametros de la distribucién de los saltos
#mu: tendencia

#sig: volatilidad

#x_ini: valor incial de la difusidn
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M. B. Geométrico

200
l

150
I

100
I

50
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura D-4: Trayectoria de un movimiento Browniano geométrico.



INDICE GENERAL 100
difsaltos<-function(T,N,lambda,a,b,mu,sig,x_ini){

#se crean los incrementos de un mov. Browniano con w
dt<-T/N
w<-rnorm(N,0,sqrt(dt))

r=x_ini

contl=1 #contador
numsaltos= rpois(1,lambdaxT)
tiemposalto=runif (numsaltos,0,T)
tiemposalto=sort(tiemposalto)
saltos=rgamma(numsaltos,a,b)
x=0
for (i in 1:N){
if (tiemposalto[contl]>(dt*i)&tiemposalto[contl]<(dt*(i+1))){
rli]l=r[i]l+saltos[cont1]
contl=contl+1

¥

#tse crea la difusidn con r

r=c(r,r[i]+r[i]* (mu*dt+sig*w[i]))

x=c(x,i/N)
if (i>(T*N/4)){

#grafica la difusién r contra el tiempo, que almacenamos en x
plot(x,r,type="1", col=’1’, xlab="T", main=’Difusién con Saltos’)
}

}

return(w)
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}

a<-difsaltos(1,1000,4,10,2,.6,1,5)

En la figura podemos ver una trayectoria de una difusion con saltos, los saltos se dieron por 0.6

y casi llegando a 0.8.

D.4. Shot-noise

El siguiente programa es de una shot-noise como en (|1-4J).

#Empezamos creando la funcidén h que aparece en la férmula, para que
h=function(t,tamsalto,tiempsalto,c)q{
cont1=NROW(tamsalto) #regresa el namero de filas del vector tamsalto
if (cont1==1){

return(1)

cont2=1

for (i in 1:cont1){

cont2=(1+tamsalto[i]*(exp(-c*(t-tiempsalto[i]))))*cont2

h=cont2

#Se crea una funcién que depende de:

#T: horizonte finito

#N: nlmero de puntos en la particidén incluyendo a T
#lambda: intensidad del proceso Poisson

#a,b: parametros de la distribucién de los saltos
#mu: tendencia

#sig: volatilidad

#x_ini: valor incial de la difusidn
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Difusion con Saltos

20

15

10

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura D-5: Trayectoria de una difusién con saltos.
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shotnoise<-function(T,N,lambda,a,b,mu,sig,x_ini){

dt<-1/N

w<-rnorm(T+*N,0,sqrt(dt))

r=x_ini

#s va a contener los valores del shot-noise
s=r

contl=1

conteosalto=0

tamasalto=0

numsaltos= rpois(1l,lambdax*T)
tiemposalto=runif (numsaltos,0,T)
tiemposalto=c(sort(tiemposalto),101)

saltos=rgamma(numsaltos,a,b)

x=0
tiesalto=0
tasalto=0
for (i in 1:(T*N)){
if (tiemposalto[contl]>(dt*i)&tiemposaltolcontl]<(dt*(i+1))){
tiesalto=c(tiesalto,tiemposalto[contl])
tasalto=c(tasalto,saltos[contl])

contl=conti+1

#r es un Black-Scholes y utilizamos la funcidén h que creamos para generar el shot-noise
r=c(r,r[i]l+r[i]l* (mu*dt+sig*w[i]))

s=c(s,r[i+1]*h((i+1)*dt,tasalto,tiesalto,2))

x=c(x,i/N)

if (i>((T*N-4))){



INDICE GENERAL 104
#grafica el shot-noise

plot(x,s,type="1", col=’1’, x1ab="T", main=’Shot-Noise’)

}
return(w)

}
a<-shotnoise(5,1000,1,1,1,.6,1.15,5)

En la figura podemos ver una trayectoria de un shot-noise, donde la funciéon de decaimiento es
exponencial. Notemos que aiin cuando salta mucho el proceso, vuelve a regresar por el efecto que

produce la funcién h.
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Shot-Noise

250 300
I l
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150
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Figura D-6: Trayectoria de un proceso shot-noise con decaimiento exponencial.
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