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Fabula de Esopo: El Escorpion y la Rana

Estaba una rana descansando junto a la orilla de un rio, cuando se le acercé un
escorpién que le dijo:

—Amiga rana, ¢puedes ayudarme a cruzar el rio llevdandome en tu espalda?

— ¢Que te lleve sobre mi espalda? contesté la rana iNi pensarlo! iTe conozco!
Si te llevo en mi espalda, sacards tu aguijon, me picards y me matards. Lo
siento, pero no puede ser.

—No seas tonta, le respondié el escorpién ¢No ves que si te pico con mi
aguijon, te hundirds en el agua y como yo no se nadar, también me ahogaré?

La rana se negd al principio, pero la incuestionable ldgica del escorpion la
convencid y al final acepto.

—Mira, escorpion. Después de haberlo meditado, te voy a ayudar a cruzar el
rio, iSube! El escorpién se colocé sobre la espalda de la rana y empezaron
juntos a cruzar el rio.

Cuando habian llegado a la mitad del trayecto, el escorpién picé con su aguijon
a la rana y ésta sintié el picotazo y como el veneno mortal se extendia por su
cuerpo. Mientras se ahogaba, sacé las dltimas fuerzas que le quedaban para
preguntarle al escorpion por su accion:

—No entiendo nada.. ¢Por qué lo has hecho? TU también vas a morir. El
escorpion le respondié:

—Lo siento ranita, no he podido evitarlo iiEs mi naturalezall
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Resumen

En esta tesis se estudia las propiedades fisicas tales como densidad de estados,
transmitancia y el coeficiente de Lyapunov para las cadenas aperiddicas de
Fibonacci, Thue Morse y doble periodo. Los problemas abordados fueron el
de enlaces, donde solo varian de forma aperiddica las integrales de salto. El de
sitios, en el cual varian solo las energias de sitio de forma aperiddica y el
mixto donde tanto las energias de sitio como las integrales de salto varian. En
este estudio se empleo el formalismo de amarre fuerte a temperatura cero.
Para llevar a cabo esta investigacion desarrollamos doce métodos de
renormalizacién para las distintas cadenas aperiodicas, con el objetivo de
poder investigar como la aperiodicidad y la longitud de las cadenas afectan al
transporte electronico. Los resultados muestran que los espectros de la
transmitancia y del coeficiente de Lyapunov son muy similares, por lo que
cualquiera de los dos nos sirve para poder estudiar la localizacién de los
sistemas aperiodicos. Mas aun, demostramos de forma analitica y numérica la
existencia de estados transparentes —coeficiente de transmision uno- en
algunos de los sistemas aperiodicos, encontrando que la cadena de Thue
Morse tiene un mayor namero de estos estados por generacion, debido a la
simetria de espejo y anti-espejo que presenta esta cadena. Ademas,
observamos como la aperiodicidad en los sistemas genera bandas de energia
prohibida en los espectros de eigen-energias. Finalmente, el promedio
espectral de la transmitancia decae como una ley de potencias en funcion de la
longitud de las cadenas aperiodicas, lo cual contrasta con el decaimiento
exponencial de los sistemas aleatoriamente desordenados y el comportamiento
constante de las cadenas periodicas.



Introduccién

El estudio de los estados electronicos en medios aperiddicos reviste un gran
interés en el &mbito de la fisica moderna. La localizacion de los estados
electronicos en presencia de desorden constituye por lo tanto un ingrediente
importante para entender el caracter metalico o aislante de los sélidos. Por lo
que la localizacion modifica fuertemente las propiedades electronicas, opticas
y de transporte en estos sistemas. En los sistemas de escala nanoscopica un
modelo de transporte cuantico es adecuado por los efectos que se producen al
ir reduciendo la seccidn transversal de los nanoalambres o nanoestructuras.

Por otro lado, tres décadas atras el area de la cristalografia en materia de
estado solido, se dividia en estructuras cristalinas (los atomos estan ordenados
segun la simetria de translacioén) o amorfas (desorden) [Ashcroft, 1976]. Hasta
ese momento, la cristalografia podia representar de una manera simple y
eficiente todas las posiciones atomicas dentro de cualquier cristal, mediante
solo una celda de referencia (celda unitaria). Cada tipo de celda unitaria podia
ser deducida por medio de una cantidad restringida de posiciones y por una
serie de parametros definidos para la celda en particular (angulos y parametros
de red). Demostrandose que solamente existian 14 maneras de arreglar los
atomos en el espacio tridimensional siguiendo una simetria de translacion
(estructuras cubicas, hexagonales, tetragonales y estructuras asociadas). Sin
embargo, con el descubrimiento de los cuasicristales en la década de los
ochenta cambio la forma de construir el area de la cristalografia [Shechtman,
1984], lo que trajo consigo una nueva gama de posibilidades en el arreglo
atdmico y en consecuencia la aparicion de los estados criticos que no son
extendidos ni localizados, sino autosimilares en el espacio real [Janot, 1994].
La formacién del orden cuasicristalino se ha atribuido a la aparicion de una
pseudobrecha energética alrededor del nivel de Fermi, similar al caso de las
ondas de densidad de carga donde la estabilidad estructural se debe a una
fuerte correlacion electronica.

Hoy en dia, los célculos cuanticos de sistemas que contienen mas de 10°
atomos son practicamente imposibles de realizar en las computadoras
existentes, ya que el consumo de tiempo en el proceso de diagonalizacion es
proporcional a N°, siendo N el nimero de atomos del sistema que carece de



simetria. Cabe mencionar que los solidos reales contienen més de 10%° 4&tomos
y este numero rebasa significativamente la capacidad de analisis numérico
actual. Una alternativa eficiente para estudiar estos sistemas es el método del
grupo de renormalizacion, el cual es particularmente importante en sistemas
donde los métodos tradicionales del estado sélido, tales como el teorema de
Bloch y la primera zona de Brillouin carecen de validez [Ma, 1973].

Este trabajo de tesis se divide en tres capitulos. En el capitulo uno
presentamos una descripcion de los sistemas periddicos, amorfos vy
cuasicristalinos con el objetivo de ubicar donde se encuentran nuestros
sistemas aperiddicos unidimensionales en la literatura actual.

En el capitulo dos desarrollamos la teoria basica necesaria para obtener
las propiedades fisicas tales como densidad de estados, transmitancia y el
coeficiente de Lyapunov.

En el capitulo tres presentamos los resultados obtenidos para la
densidad de estados, la transmitancia y el coeficiente de Lyapunov en los tres
sistemas aperiodicos (Fibonacci, Thue Morse y doble periodo) abordando tres
diferentes problemas (enlaces, sitios y mixto).

Finalmente, se presentan las conclusiones y los apéndices de
renormalizacidn para las propiedades fisicas estudiadas.



Capitulo |

Sistemas Aperiddicos
Introduccidn

La mayoria de los avances en la tecnologia han provenido del conocimiento
profundo de las propiedades de los materiales. Ademas, de utilizar las
caracteristicas de aquellos con lo que nos provee la naturaleza, la ciencia ha
alcanzado hoy en dia una cota de desarrollo en la que podemos disefiar,
producir substancias y compuestos cuyas propiedades pueden ser debidamente
ajustadas a requerimientos especificos. Por ejemplo, una rama de la
investigacion actual dentro del marco de la fisica del estado solido esta
dedicada a entender y mejorar las propiedades de conduccion eléctrica de los
materiales.

La Fisica del estado solido constituye una parte importante de la Fisica
Cuantica. Con su ayuda podemos comprender las propiedades mecanicas,
térmicas, eléctricas, magnéticas y dpticas de la materia en sus tres estados
conocidos. En materia condensada se observa que, para cualquier sustancia o
elemento material, modificando sus condiciones de temperatura o presion,
pueden obtenerse distintos estados o fases, denominados estados de
agregacion de la materia, en relacion con las fuerzas de union de las
particulas (moléculas, atomos o iones) que la constituyen. La existencia de un
estado u otro de la materia depende de las condiciones de presion (P), y
temperatura (T) en las que se formaron. La Fig. 1-1 muestra un diagrama de
fases P-T del agua a volumen constante [Kittel, 1996].

Sélido, S
@d..

«\ad\b“
Y
o

Figura 1-1. Diagrama de fases P-T a
volumen constante de los estados de
agregacion.


http://es.wikipedia.org/wiki/Temperatura
http://es.wikipedia.org/wiki/Presi%C3%B3n

Como se puede observar en la Fig. 1-1, a altas presiones y bajas
temperaturas predomina el estado sélido (S), mientras que a bajas presiones y
altas temperaturas el estado gaseoso (G). Mas aln, en los estados sobre las
lineas coexisten ambas fases. Por otro lado, si se calienta una sustancia a P
constante, se puede pasar por una secuencia de estados (cambios de fases). La
linea punteada (a) indica que podemos pasar del estado S al liquido (L) si
calentamos en torno al punto de fusion y del estado L al S si enfriamos.
Mientras el sélido funde su temperatura se mantiene constante.

Por otro lado, en un sélido lo podemos modelar como d&tomos conectados
entre si mediante resortes (Fig. 1-2), la energia interna del sélido se compone
de energia potencial elastica de sus atomos y energia cinética. La presion es
una medida del grado de compresion de sus atomos y la temperatura una
medida de su energia cinética interna.

Figura 1-2. Ejemplo de un sélido
tridimensional.

En las siguientes secciones vamos a describir algunas propiedades de los
materiales en estado sélido, como son los cristales, los s6lidos amorfos y los
cuasicristales.

Cristales

Estructura cristalina

Todos los cristales, aunque sélo sea respecto de alguna de sus propiedades,
son anisotropos, es decir, sus propiedades dependen de la direccién en el
cristal.

Una particularidad de la estructura de las substancias cristalinas es la
existencia de una correlacion en la disposicion mutua de los atomos
(moléculas) a distancias mayores que la interatdbmica media. Esta correlacion
se debe al equilibrio de muchas fuerzas o procesos que se producen durante

2



las interacciones de los atomos y las capas electrénicas de estructura
especifica. En este estado de equilibrio los 4&tomos (moléculas) se disponen
ordenadamente, formando las figuras caracteristicas de cada cristal.

Los cristales son substancias en las cuales las particulas que las
componen (atomos, moléculas) estan dispuestas con rigurosa periodicidad,
formando una estructura cristalina regular [Kittel, 1996]. Cada substancia
cristalina se diferencia de las otras substancias, también cristalinas, por su
estructura atdbmica. Un cristal se dice que es homogeneo si para un punto
cualquiera, tomado dentro de él, existe otro punto, totalmente idéntico al
primero por sus propiedades, situado a cierta distancia finita de él.

La principal diferencia entre un solido cristalino y un sélido amorfo es su
estructura. En un sélido cristalino existe una ordenacién de los atomos a largo
alcance, mientras que en los sélidos amorfos no se puede predecir donde se
encontrard el proximo atomo. En este hecho se basan los diferentes métodos
de diferenciacién entre ambos tipos de solido, que en algunos casos no es facil
de establecer a simple vista. En la Fig. 1-3 se presenta una red periodica y una
red amorfa. A continuacién describiremos algunas caracteristicas de los
cristales periodicos.
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Figura 1-3. Red ordenada periédicamente y red de un cristal
amorfo.

Periodicidad y celda unitaria

El estado cristalino es aquel que partiendo de la definicién de homogeneidad y
teniendo en cuenta la estructura atdmica ordenada y repetitiva, los puntos
idénticos estan ligados con el punto inicial, elegido arbitrariamente, al cual
I[lamamos nodo, por tres vectores de traslacion no coplanares y sus
traslaciones forman una red periodica tridimensional que abarca todo el
espacio del cristal. Se le ha dado el nombre de red porque los puntos idénticos
del cristal pueden unirse entre si por medio de lineas (ver Fig. 1-4).
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Figura 1-4. Los nodos o puntos idénticos se marcan con un circulo

La red puede describirse por medio de un paralelepipedo elemental
ABCDEFGH llamado celda unitaria (Fig. 1-4), el cual se repite
periddicamente en el espacio construido sobre los tres vectores no coplanares
de traslacion o traslaciones unitarias a, b yc(Fig. 1-4) [Kittel, 1996]. Las
traslaciones actGan no sobre un punto cualquiera de la red, si no sobre toda la
red en su conjunto. Si como origen se toma un nodo cualquiera, el radio vector
R de cualquier otro nodo de la red puede determinarse por la formula

R=ma+nb + pc (1.1)

donde m, n, p son numeros enteros que se expresan en fracciones de las aristas
de la celda y se llaman indices del nodo. El conjunto de los tres indices suele
escribirse entre corchetes [mnp] y recibe el nombre de simbolo del nodo.

La celda unitaria, en el caso general, es un paralelepipedo oblicuo cuyas
aristas son a, b y ¢ y sus angulos o (bc), £ (ca) y y (ab) (Fig. 1-5). Las seis
magnitudes se denominan pardmetros de red. Los parametros a, b, ¢ que
definen la dimensidn de la celda unitaria suelen llamarse constantes de la red.

Figura 1-5. Puntos reticulares



El paralelepipedo elemental construido sobre las traslaciones mas cortas
a, b y c es el paralelepipedo fundamental de la red. Este paralelepipedo no
tiene nodos adicionales en ningun punto interior ni en la superficie, aparte de
los situados en los vértices, y recibe el nombre de paralelepipedo primitivo o
celda elemental primitiva. Al volumen del paralelepipedo fundamental
corresponde un nodo de la red. Porgque en cada nodo situado en un vértice del
paralelepipedo le corresponde 1/8 de este nodo.

Al observar los sistemas cristalinos notamos que en la mayoria de ellos
presentan un alto grado de simetria. Estas simetrias juegan un papel muy
importante en el estudio de los materiales ya que por medio de ciertas
operaciones de simetria permiten que los calculos de propiedades en los
materiales se simplifiquen.

Simetria de los cristales

La simetria estd vinculada con muchas de las formas estructuradas mas
profundas de la naturaleza y hoy en dia nos resulta fundamental para
comprender cientificamente el universo. Los principios de conservacion, tales
como los relativos a la energia y al impulso o al momento cinético expresan
una simetria que posee la totalidad del espacio-tiempo continuo: las leyes de la
fisica son las mismas en cualquier lugar. Las simetrias de los cristales no sélo
sirven para clasificar sus formas, sino que determinan muchas de sus
propiedades naturales, desde las estrellas de mar hasta las gotas de lluvia,
desde los virus hasta las galaxias, poseen llamativas simetrias.

El estudio de la simetria es importante tanto en fisica clasica como en
fisica cuantica porque muchos aspectos de la conducta observable de los
sistemas son deducibles de la existencia de las simetrias. Las simetrias
describen la invariancia de las ecuaciones fundamentales ante
transformaciones de coordenadas.

En el sentido méas amplio, la palabra simetria representa la existencia de
un invariable respecto a ciertas transformaciones. Haciendo girar un objeto
alrededor de un eje o reflejarlo en un punto o en un plano, la figura debe
coincidir consigo misma. Estas operaciones se llaman transformaciones
simeétricas, y la imagen geométrica, que caracteriza una transformacion
simétrica por separado, se denomina elemento de simetria. Todo cuerpo, lo
mismo que toda figura geométrica, puede considerarse como un sistema de
puntos. Cada figura finita tiene por lo menos un punto que permanece en su
sitio durante las transformaciones simétricas. Este es un punto singular. En
este sentido los cristales poseen simetria puntual, a diferencia de la simetria
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espacial caracteristica de las redes cristalinas, cuyo elemento fundamental de
simetria es la traslacion.

En los cristales el nimero de elementos de simetria es limitado. En ellos,
lo mismo que en las figuras finitas, se distinguen los siguientes elementos
principales de simetria: el plano especular de simetria, de rotacion y el centro
de inversion.

El plano especular de simetria corresponde a la reflexién simple en el
plano como en un espejo. Este plano divide al cuerpo en dos partes iguales
que coinciden entre si en todos sus puntos al reflejarse.

El eje de simetria por rotacion simple es una recta que tiene la propiedad
de que si alrededor de ella se gira, en una fraccion de circunferencia igual a
27t/n, en la que n es el orden del eje, la figura, esta coincide consigo misma en
todos sus puntos. Asi, si la figura tiene un eje de simetria de sexto orden
(n=6), el giro sera igual a 27/6 de circunferencia (60°). Los valores de n estan
limitados en redes infinitas por las ligaduras de los operadores de traslacion a
los valores 2, 3, 4 y 6 [Ashcroft, 1976].

El centro de simetria o centro de inversion, es un punto singular dentro
de la figura, en el cual, al reflejarse esta coincide consigo misma, es decir, la
operacion de inversion consiste en la reflexion de la figura en un punto,
después de lo cual esta resuelta vuelta e invertida.

Estas tres simetrias estan representadas en la Fig. 1-6, con lineas y
planos.

Figura 1-6. Muestra los ejes, los planos y los centros de simetria



Cuando se pide que la simetria rotacional sea compatible con la
traslacional, el numero total de operaciones de simetria se reduce
significativamente, como se discute a continuacion.

Sistema de coordenadas

En cristalografia, para la descripcion analitica de los cristales se utiliza un
sistema de coordenadas tridimensionales, que se elige de acuerdo con la
simetria del cristal. Los ejes de coordenadas, por lo general, coinciden con las
aristas de la celda unitaria, la cual se caracteriza por medio de los seis
paradmetros a, b, c, a, 3, y.

Tabla I-1. Estructura cristalina

Sistema | Longitud Angulos Parametros a especificar
Cubico a=b=c a=p =y =90° a
Tetragonal a=b=c a=p =y =90° a,C
Ortorrombico| a # b= ¢ o= =y =90° a,b,c
Monoclinico |a=b-c| oa=p=90°y abc,y
Triclinico azb=c a#p=y=90° ab,c, a,p,y
Romboeédrico| a=b=c a=f =y = 90° a, Y
Hexagonal a=b=c|a=p=90°;y=120° a,C

Al elegir los ejes cristalograficos hay que cumplir las reglas (véase la
Tabla 1-1) adoptadas en la cristalografia. EI cumplimiento de estas reglas
reduce al minimo la posible arbitrariedad.

Los ejes —aristas de la celda unitaria- se eligen de tal modo que
coincidan con direcciones principales de la red y sean iguales a las
traslaciones mas cortas en estas direcciones. Si no existen direcciones
particulares, las aristas de la celda se eligen por las filas de la red cristalinas o
por las aristas del poliedro cristalino.

En 1848, Bravais consiguidé demostrar matematicamente que solo existen
14 tipos de redes de traslacion diferentes por su simetria. Bravais enuncio tres
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condiciones cuyo cumplimiento sucesivo permite elegir, del conjunto
innumerable de celdas unitarias, una determinada que caracteriza a la red en
su totalidad. Estas condiciones son las siguientes [Ashcroft, 1976]:

1) El sistema cristalino de la celda elegida debe ser la misma que la del
sistema cristalino de toda la red, es decir, su simetria debe corresponder
a la simetria de toda la red.

2) El nimero de angulos rectos y lados iguales debe ser maximo;

3) Cumpliéndose las dos primeras condiciones, el volumen de la celda
debe ser minimo.

A I R N1 B &

. L
Ciibica simple Cibica Ciibica Tetragonal Tetragonal
centrada en el centrada simple centrada
cuerpo en las caras

. : v
a7

Ortorrémbica Ortorrémbica centrada Ortorrdmbica centrada Ortorrdmbica centrada Romboddrica
simple en ¢l cuerpo en las bases en las caras

Hexagonal Moneclinica Manaoclinica centrada Triclinica
simple en las bases

Figura 1-7. Las catorce redes de Bravais en el espacio tridimensional.

Cualquier operacion de simetria de una red de Bravais puede
descomponerse en una traslacion por medio de un vector de la red R, dado por
la Ec. (1-1), y una operacién gue deja fijo al menos un punto de la red. Esto
permite clasificar a la redes de Bravais en grupos de simetrias. Si se considera
solo las operaciones que dejan al menos un punto fijo, se tiene una
clasificacion por grupos puntuales. Si a ello se afiade las operaciones de
traslacion se obtienen los grupos espaciales. Con estas consideraciones se
presenta el nimero de grupos puntuales y espaciales de las redes cristalinas.

Como se ha mencionado, el procedimiento para escoger la celda unitaria
no es Unico, y algunas veces una celda arbitraria no refleja la simetria de la
red, por ejemplo Fig. 1-8.



Figura 1-8. Vectores primitivos para redes BCC (izquierda) y FCC (derecha).

Existe un procedimiento muy conveniente para escoger una celda
asociada a un punto que si refleja la simetria de la red. Esta celda se encuentra
dibujando lineas que conecten ese punto con el resto en la red, bisectando cada
linea con un plano y tomando el poliedro méas pequefio que contenga al punto
delimitado por estos planos. A ésta region que rodea al punto la definimos
como la celda de Wigner-Seitz para un punto de la red [Kittel, 1996].

Sistemas de indices para planos cristalinos

La orientacion de un plano cristalino estd determinada por tres puntos en el
plano no colineales. Si cada punto se encuentra en un eje del cristal distinto, el
plano se puede especificar dando las coordenadas de los puntos en términos de
las constantes de la red &, &, y &, Resulta mas util para el analisis

estructural, el especificar la orientacion de un plano por los indices
determinados de la forma siguiente [Ashcroft, 1976]:

Encuentra las intersecciones en los ejes en términos de las constantes de
lared &, &, y &,.

Se toman los reciprocos de esos numeros y se reducen a tres enteros que
tengan la misma razon, usualmente los tres enteros mas pequefios. Al
resultado, encerrado en paréntesis (hkl), se le llama indice del plano 6 de
Miller. Los indices de Miller se escriben sin comas y entre paréntesis,
utilizando tildes para los valores negativos.

Con el propoésito de estudiar la periodicidad del enrejado cristalino,
supondremos que el cristal se extiende infinitamente en el espacio, una forma
de abordar estos sistemas macroscopicos es a partir del espacio reciproco.



Red reciproca

En la fisica del estado sdlido cuando se analizan muchos fendmenos tales
como difraccién, movimiento de los electrones en un campo de potencial
periodico, dispersion de los fonones, etc., relacionados con la disposicion
periddica de las particulas discretas, desempefia un papel de extraordinaria
importancia y utilidad la red reciproca. Esta no es una red en el sentido
ordinario como se define a la red espacial del cristal. La red reciproca no
existe en el cristal, es una abstraccion comoda que da la posibilidad de
describir matematicamente con bastante sencillez y exactitud las condiciones
en que transcurre tal o cual fenémeno en un solido cristalino.

La periodicidad del cristal origina muchas consecuencias importantes. A
saber, que todas las propiedades como el potencial electrostatico son
periddicas [Kittel, 1996]

V(F)=V(r+R), (1.2)

donde R =na +n,a, +n,a,, para n; enteros. Esto implica el uso de la
transformada de Fourier.

Denotando con & a coordenadas con periodo as, se obtiene

0

V= Y qm&w{mzéé} (13)

Ky kg kg —>—o0 s

con lo que se puede regresar a coordenadas cartesianas mediante la
transformacion

65 = Zas,kxk 1 (1-4)
k
lo que finalmente se obtiene
V()= Ve, (15)
b
y utilizando la Ec. (1-2), se tiene

V(F+R)=>V,e" e, (1.6)
b

donde se observa que PR deberfa ser igual a uno, y que puede obtenerse si
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bed =27g, bed,=27g,, bea,=27g,, (1.7)
con g; son enteros. Se puede mostrar que
b,=b=b eg,+b,ed,+b, g, (1-8)

una aplicacion inmediata del producto vectorial es el célculo del volumen de
la celda elemental de la red reciproca, & e, x &, por lo que los vectores de la

red reciproca son:

Blzz,z& 62:27[:38— a
X

L XA p o, BX& (1)
q ea,xa, q,ed, xa, °

X
d, ¢ d, xd,
Los vectores b, definido por la Ec. (1-9) no son coplanares, como no lo
son los &, y son ortogonales a los

propiedad

—

a. Luego entonces b, b, yb,, tienen la
b ed, =215, (1-10)
donde ¢, ; es una delta de Kronecker.

Los puntos en la red reciproca son mapeados por el conjunto de vectores
G=vb +v,b, +vb, (1-11)

donde v,, v,, v, son enteros. Un vector G de esta forma es un vector de la red

reciproca. La red reciproca juega un papel esencial en la teoria de los solidos,
por su intima conexion con el andlisis de Fourier, la difraccion cristalina y el
estudio analitico de las funciones periddicas.

Funcion de Bloch

Bloch demostr6 que las funciones de onda, que son las soluciones de la
ecuacion de Schrodinger con potencial periodico, cuyo periodo es igual al de
la red, representan ondas planas modulada por cierta funcion con la
periodicidad de la red [Ashcroft, 1976], es decir,

¥ (F)=U, (F)e*. (1-12)

Aqui U, () es cierta funcion periddica, con periodo igual al de la red,

que depende del vector de onda K .
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Escribimos la condicién de periodicidad de la energia potencial del
electron en el cristal:

V(F) =V (F +0), (1-13)

en la que

=

A=na+nb+ng (1-14)

donde &, b yc son los vectores unitarios de las traslaciones y ny, n, y ns, son

numeros enteros arbitrarios. Cuando el cristal de desplaza en la magnitud i,
coincide consigo mismo. De la condicidon de simetria de traslacion se sigue
que la funcién de onda w (r) del electron se diferencia de la funcién de onda

w (F + 1) en un factor constante, o sea,
y (F+0)=Cy(r) (1-15)
De la condicién de normalizacion se infiere que
c[" =1 (1-16)
La condicion de normalizacion se cumple suponiendo que
C =l (1-17)

. 2 ot |2 . . 2 .
Efectivamente |C| :‘e' f :|coskn+|smkn| =cos?kn +sin?kn =1.

En la expresion K es el vector de onda que caracteriza el estado cuantico
del electron en el cristal. Es natural que el exponente de la funcion
exponencial deba ser una magnitud adimensional. Como n tiene dimension de

longitud, k debe tener la dimensién reciproca de la longitud, es decir, cm™. El

modulo del vector k se llama nimero de onda. Su sentido fisico es el de
namero de longitudes de onda que caen en el segmento 27:

2

k|=k 1-18
k|=k== (1-18)
Teniendo en cuenta (1-17), escribimos (1-15) en la forma

w (7 +1) ="y (F) (1-19)

0 bien
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w(F) =Ty (F +1) =U, (F)e"". (1-20)
Aqui U, () designa la funcion
U, (F) = e Dy (F + i) (1-21)

que es periddica, con periodo igual a la de la red. En virtud de (1-18) y (1-21)
tenemos

Uy (F + ') = e ™My (F 4 A 4+ 17')
w(r +n)
y (F +1)

_ e—ilZ-(r+ﬁ+ﬁ’)e—ilZ-ﬁ'

_ e-ilZ-(rm)

:UK(r)

Asi, en efecto, la funcion de onda del electron en el cristal representa una
onda progresiva e**" modulada por la funcion periddica U, (r), que tiene el
periodo de la red y que depende del vector de onda k. La funcién y,(F),
determinada por la Ec. (1-20), recibe el nombre de funcion de Bloch.

Del vector de onda k depende también la energia del electrén. La forma
concreta de esta dependencia E(k) puede hallarse resolviendo la ecuacion de
Schrodinger

Hy, (F) = E(K)wk(T) (1-22)

Encontrar la dependencia E(k)es uno de los problemas mas importantes
de la fisica del estado solido.

Cristales amorfos

Hay materiales que no presentan una estructura repetida en las tres direcciones
del espacio, es decir, no presentan cristalinidad y por tanto s6lo poseen orden
a corto alcance. A éste tipo de materiales que presentan orden a corto alcance
se denominan materiales amorfos.

Un mismo compuesto, segun sea el proceso de solidificacion, puede
formar una red cristalina o un sélido amorfo. Por ejemplo, segun la
disposicion espacial de las moléculas de silice (SiO2), se puede obtener una
estructura cristalina (el cuarzo) o un sélido amorfo (el vidrio) [Zallen, 1998].

13



Estructura atdmica

Los solidos amorfos, al igual que los liquidos y gases, son isotropos, es decir
sus propiedades son iguales en todas las direcciones. Esto se debe a la falta de
regularidad en el ordenamiento o una distribucién al azar de las particulas, lo
cual determina que todas las direcciones sean equivalentes.

La viscosidad se entiende por la resistencia de una sustancia a
deformarse. Si un liquido puede ser enfriado rapidamente, sin que cristalice,
su viscosidad tiende a aumentar hasta un valor muy elevado. Tan elevado que
el flujo bajo una presion moderada puede volverse despreciable y dificil de
medir experimentalmente.

Si una fuerza se aplica al material (aunque sea relativamente liviana) y
por un intervalo razonable de tiempo, la sustancia desarrollard una
deformacion pseudo-permanente, es decir, fluird como si fuera un liquido de
viscosidad extremadamente alta. Cada material amorfo tiene un punto de
fusion bien definido. Ahora bien, si se calienta dos materiales amorfos de la
misma composicion, tales sustancias pueden diferir en su respuesta (segun el
grado de amorfizacion en su estructura), ablandandose progresivamente,
aumentando con relativa rapidez la tendencia a una deformacion permanente
bajo carga, es decir, se le proporciona capacidad plastica.

Las relativamente altas densidades de soélidos y liquidos, similares
ademas entre si, sefialan que, en ambos casos, las distancias interatdbmicas son
suficientemente pequefias como para que los enlaces jueguen un papel
relevante. Los enlaces contribuyen a ordenar los 4&tomos del solido segun
corresponda a ese tipo de enlace. Por el contrario, en un gas, los enlaces entre
moléculas juegan un rol de orden limitado o practicamente nulo.

Se puede obtener un material amorfo al enfriar un liquido de forma
suficientemente répida, de modo que los &tomos no alcancen a ordenarse al
pasar al estado soOlido. De esta manera, los solidos amorfos tienen una
estructura interna, en términos del grado de ordenamiento atémico, similar a la
de un liguido (un cierto orden de corto alcance pero no de largo alcance).

Asi, si obtuviesemos una fotografia instantanea (imagen congelada) del
ordenamiento atdmico de un solido amorfo y de un liquido, no podriamos
establecer la diferencia. Sin embargo, por tratarse de un solido, la movilidad
atomica sera de moderada a nula.

Los factores que favorecen la formacién de un s6lido amorfo en el lugar
de uno cristalino son [Zallen, 1998]:
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e Alta velocidad de enfriamiento desde el estado liquido al solido.
e Alta direccionalidad del enlace.
e Varios elementos aleantes.

De esta manera, serd& mucho mas facil obtener un solido amorfo entre
materiales con enlace covalente (direccional) que en los de enlace metalico
(no direccional).

Los enlaces que forman la estructura amorfa de una misma sustancia son
del mismo tipo que los enlaces en su forma cristalina, sea cual sea el tipo de
enlace (a presion y temperatura ambiente). Hay casos en que aumentando la
presion se puede pasar de un tipo de enlace a otro.

En términos de entropia, un enlace direccional es muy “ordenado” y
cuesta mas formarlo. Es decir, un material con este tipo de enlaces se puede
enfriar mas lentamente (procesos mas baratos) sin que los &tomos se agrupen
de forma suficientemente periddica, es decir, en cristales.

Los 4tomos del borde no estan tan fuertemente enlazados como los del
interior del grano cristalino, con lo que es mas facil afectarlos.

Por eso una de las grandes ventajas de los materiales amorfos es su
resistencia a la corrosion, ya que al no haber bordes de grano, no hay zonas
donde se pueda afectar al material.

Aleatoriedad y desorden

La aleatoriedad se puede caracterizar de distintas formas, por ejemplo: de
acuerdo a la geometria del material, al spin, al desorden vibracional de los
atomos, etc. Este desorden se entiende mejor al compararlo con la forma
estandar de un cristal perfecto, en el que un grupo de &tomos se encuentran
arreglados como parte de un modelo periddico en tres dimensiones y de
extension infinita. Con esta definicion, para que un material sea considerado
como un cristal imperfecto le bastaria ser solamente finito, con claros defectos
en su estructura geométrica como las vacantes, huecos intersticiales,
dislocaciones atomicas, etc.

El desorden geométrico debido a la aleatoriedad es producto de la no-
periodicidad de su estructura [Zallen, 1998]. Estos materiales, como se
menciond anteriormente, presentan también una aleatoriedad en el sentido del
spin y en su comparacion con el spin de los cristales perfectos.

Los materiales amorfos estdn afectados también por el movimiento
vibracional aleatorio de sus atomos fuera de la posicion de equilibrio,
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destruyendo de otra forma la perfecta periodicidad, siendo esto independiente
del desorden geométrico. El concepto vibracional es valido sélo a 0 K, ya que
someter las sustancias a una cierta temperatura finita es proporcionar una
cantidad de energia cinética para vibrar.

El estado vitreo hasta donde se sabia era un estado energéticamente no
estable (no es un minimo estable de la energia de Gibbs) con lo que con el
tiempo tiende a buscar un estado de mas baja energia. Pero se ha tenido
evidencia que los estados vitreos pueden tener estados con equilibrio
termodinamico, lo cual en afios recientes se han desarrollado hipotesis para
describir este fenomeno. Una de estas hipotesis sugiere que el potencial de
Gibbs solo debe ser funcion de los tres invariantes del tensor de presion
[Bautista, 2012].

Cuasicristales

Esta seccion esta dedicada a los cuasicristales, introduciremos algunas de sus
caracteristicas bésicas, su terminologia y sus propiedades fisicas. Los
conceptos basicos de los cuasicristales estan dirigidos a mostrar la diferencia
con los cristales y los s6lidos amorfos.

Los cuasicristales, o sélidos cuasiperiddicos, fueron crecidos por vez
primera por el grupo de Dan Shechtman en National Bureau of Standards en
1984 [Shechtman, 1984]. Ellos estaban estudiando la estructura de la aleacién
AlgsMny4, la cual exhiben simetrias icosaédricas, es decir, simetria de rotacion
de orden 5, incompatible con la simetria de las redes cristalograficas clasicas.
Por tanto, su estructura cristalina no es periddica, es decir, no se puede
construir mediante la repeticion de una celda unidad. EI método tradicional
para su crecimiento se basa en el enfriamiento rapido de metales fundidos, de
manera que los atomos no tienen tiempo de acceder a las posiciones de
equilibrio correspondiente a los sélidos cristalinos

El diagrama de difraccion electronica de la muestra de AlgsMny, exhibia
méximos de difraccion nitidos y brillantes (tradicionalmente indica una
periodicidad traslacional), dispuestos de tal forma que daban lugar a una
formacion simétrica de orden 5. En la Fig. 1-9 se encuentra la foto del
profesor Shechtman y el patron de difraccion de la muestra estudiada.
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Figura 1-9. Diagrama de difraccion electronica de
muestra AlggMn 4.

Posteriores estudios [Janssen, 2007] de difraccion confirmaron que esta
nueva fase mostraba integramente la simetria total del grupo puntual
icosaedrico. Esta fase, ahora llamada fase icosaédrica, o fase-i, se ha
encontrado en una gran variedad de aleaciones de metales de transicion 3d.
También se descubrieron otras fases con simetrias prohibidas, que producian
diagramas de difraccién nitidos. La mas importante es la fase decagonal, que
posee un eje periddico ortogonal a dos ejes no periodicos. Las fases que han
sido observadas son de orden 5, 8,10 y 12 en un gran nimero de aleaciones
metélicas, en las que el Al es su elemento mayoritario. Al conjunto de estas
fases no periodicas se les ha denominado cuasicristales.

En general los cuasicristales se caracterizan por un orden de largo
alcance sin tener simetria traslacional tridimensional. EIl primero se manifiesta
por la aparicién de puntos nitidos en el patron de difraccién y la segunda en la
ocurrencia de simetrias rotacionales prohibidas para los cristales
convencionales.

La clasificacion gque existia hasta el momento entre dos tipos de cristales
(periodicos y amorfos) tuvo que ser modificada al constatarse la existencia de
una clase de materia que, sin ser cristalina en el sentido convencional,
mostraba diagramas nitidos de difraccion, por lo que no se podia considerar
amorfa. Es decir, nos hallabamos ante una nueva forma de ordenamiento de la
materia, lo que se denomind orden cuasicristalino.
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Aleaciones cuasicristalinas

Las primeras fases cuasicristalinas descubiertas, obtenidas por técnicas de
enfriamiento ultrarrapido, eran metaestables y pasaban a estado cristalino
cuando se las sometian a tratamientos térmicos para mejorar su estructura.

Por esta razén, el estudio de sus propiedades fisicas no se pudo hacer de
forma intensa hasta que se descubrié un numero importante de materiales
cuasicristalinos termodinamicamente estables.

Las aleaciones cuasicristalinas se clasifican de acuerdo a su simetria
rotacional, tales como de orden cinco (icosaedral), ocho (octagonal), diez
(decagonal) y doce (dodecagonal) [Stadnik, 1999]. Las aleaciones
metaestables son principalmente producidas por solidificacion rapida (~10°
K/s), por ejemplo AlggMn,, dentro del grupo de aleaciones Al-(Mn, Fe, Cr)
[Shechtman, et al., 1984]. Bancel y Heiney estudiaron las aleaciones Al-(Mn,
Re, Cr, Ru, V, Wy Mo), en las cuales adicionando Si o0 Ru en dos de ellas
(Al-Mn y AI-Cr) parecen estabilizar la fase, resultando un aumento de la
longitud de correlacion espacial. Por otro lado, un cuasicristal
termodinamicamente estable es un material cuyo estado base estructural es
cuasiperiddico independiente del proceso de preparacion, es decir, el material
puede sufrir tratamientos térmicos sin modificar su orden estructural. El
primer cuasicristal estable fue la aleacion Als;Li;Cu [Ball, et al., 1985]. Se
cree que la participacion de Li es fundamental para la estabilidad de la
aleacion, debido a su tamafio atomico. Otras aleaciones icosaedrales estables
son Zn-Mg-Ga [Ohashi, et al., 1987] y Mg-Al-Pd [Koshikawa, et al., 1992].
En la tabla 1.2 presentamos algunos ejemplos de aleaciones estables y
metaestables [Huttunen-Saarivirta, 2004].

18



Tabla I-2. Ejemplos de aleaciones cusicristalinas

Estabilidad

Aleaciones cuasicristalinas

Metaestables

Fase icosaédrica

Al-MT (V, Cr, Mn, Ru, Re,...)

Al () MN, Cr, Fe)-(Si,Ge)

Al-(Cu, Pd)-MT(Cr,Mn,Fe,Mo,Ru,Re,0s)
Ga-Pb-Mn

Mg-Al-(Zn, Cu, Au, Pd)

Al-Mg-(Cu, Ag)

Ga-Mg-Zn

Al-Li-(Cu, Au, Zn, Mg)

Zn-Mg-TR(Y, Nd, Sm, Dy, Gd, Er, Ho, Th)
TissZr3gNiyy

Fase decagonal

Al-MT(Mn, Co, Fe,Pd)

Al-(Cu, Ni, Pd)-MT(Fe, Ru, Re, Co, Rh, Ir)
FesoNbao

Zn-Mg-TR(Y, Dy, Ho, Lu, Th, Gd)

Fases

Octagonales: Ni-Si, V-Ni-Si, Mn,Si
Dodecagonales: Cr-Ni, Bi-Mn

Estables

Fase Icosaédrica

A|63CU25MT12(MT:FG, Ru, OS)
A|70Pd20MT10(MT:Mn, Re)
A|70Pd20V5C05
Al;oPd,oCrsFes
A|70Pd20M05RU5
Al7oPdyoW50ss5

AlsgLissCury

GazoMgs7Zng3

TissZragNiqz

Mga7AlzgPd1s
ZneoMg3gTR10(TR:Y, Dy, Gd, Ho, Tb, Er)

Fase Decagonal

A|70NixC030-x(X:10-20)

A|65CU15C020

AI75Pd15MT10(MT:Fe, Ru, OS)
AI70Pd13Mn17

ZneoMgggTRz (TR:Y, Dy, Ho, Lu, Tb, Gd)

Fases

Octagonales: Ni-Cr-Si
Dodecagonales: Al-Co-Fe-Cr, Ni-V-Si
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Por otro lado, Linus Pauling ([Pauling, 1985] [Pauling, 1987]) tratd de
encontrar una explicacién convencional de los diagramas de difraccion
anomalos, tratando de ajustarlos a cristales de celda superceldas. Sin embargo,
estas aproximaciones no fueron suficientes para encontrar dicha explicacion.

Por tanto, queda en evidencia que los cuasicristales no son como los
cristales tradicionales, ni como los vidrios o liquidos. Ellos constituyen una
nueva clase de materia condensada caracterizada por una simetria con
orientacion no cristalografica.

Aplicaciones

Estos cuasicristales, aparte de ser toda una revolucion dentro de la fisica del
estado sélido en cuanto a la estructura que presentan, también tienen un gran
interés desde el punto de vista de sus propiedades, que nada tienen que ver con
las de los elementos que les constituyen.

Propiedades magnéticas: Los cuasicristales presentan propiedades
magnéticas que, de nuevo, son distintas a las de sus componentes. Por
ejemplo, para una aleacion de hierro, en lugar de observarse un
comportamiento para-, ferro- o antiferromagnético, resulta ser diamagnético a
temperatura ambiente. Cerca del punto de fusion, se observa una transicion de
fase a paramagnetico, lo que es logico seria de esperar al pasar a estado
liquido [Janot, 1994].

Friccion, dureza y elasticidad: Otra caracteristica relevante de los
cuasicristales es la friccion superficial. Al no haber una concordancia u orden
claro ni periddico entre ambas superficies, los cuasicristales que se rocen no
alinearan sus atomos o celdas unidad, y la friccion seria pequefia y estaria
disgregada en zonas locales o microscopicas. El coeficiente de rozamiento tan
bajo de los cuasicristales tiene aplicaciones muy importantes. Por otro lado,
resisten bien la deformacién y a la corrosidn, son extremadamente duros y
mas elasticos que los metales ordinarios a altas temperaturas. De hecho,
exhiben en su mayoria superplasticidad por encima de 700°C.

Como hemos visto, el teselamiento aperiddico es posible y existe de
manera artificial y natural en los materiales llamados cuasicristales. Su
comprension requiere matematicas muy complejas, y es un campo de estudio
muy reciente, exdtico, totalmente distinto a lo conocido en Fisica de Estado
Solido hasta 1984, con simetrias en el patréon de difraccion hasta entonces
prohibidas. Debido a la ausencia de periodicidad, no aplican ecuaciones
usuales (las premisas de las que se parten no se cumplen en los cuasicristales),
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y existen no pocas dificultades a la hora de explicar con teorias las
observaciones experimentales. Todavia hoy en dia queda mucho camino por
recorrer. Las propiedades que exhiben los cuasicristales son muy interesantes
y novedosas, y podrian tener aplicaciones prometedoras especialmente en la
ciencia de los materiales; algunas de ellas ya estan en marcha y otras estarian
por plantear y desarrollar. Algunos de los obstaculos que todavia estan por
superar es la dificultad de producir cuasicristales de alta calidad (pocos
defectos) en cantidades industriales, su elevado costo asi como la tradicional
posicion conservadora de la industria a la hora de introducir cambios e
innovaciones. Este proceso, como es logico, seria progresivo e ira a la par de
los ultimos avances en las investigaciones en torno a los cuasicristales y sus
aplicaciones, un campo de la Fisica del Estado Sélido con un futuro
prometedor.

Cuasicristales unidimensionales

Un modelo simple de una dimension permite demostrar, de una manera
completa y clara, muchas peculiaridades de las estructuras cuasicristalinas, las
cuales existen en 2 o 3 dimensiones. Un cuasicristal de una dimension puede
ser descrito mediante la siguiente construccion matematica: partimos de una
red de Bravais cuadrada (plana), elegimos un nudo donde colocamos el origen
de un sistema de coordenadas cartesiano y dibujamos la celda unitaria
centrada en dicho nudo (celda de Wigner-Seitz). Dibujamos una recta con
pendiente irracional (elegimos que sea el numero aureo) que pase por el
origen. Debido a ser un namero irracional, no cortara ningin otro nudo de la
red [Janot, 1994].

Figura 1-10. Construccién matematica de la red de Fibonacci

Se dibujan dos rectas (rojas) paralelas a la recta inicial (Fig. 1-10) y que
pasen por una esquina de la celda primitiva unidad. El espacio limitado por
ambas rectas rojas selecciona un subconjunto de nudos de toda la red 2D. A
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continuacion, se deben proyectar estos puntos sobre la recta original. Estas
proyecciones cortan la misma en segmentos de dos tamarios (largo y corto) de
manera aperiodica. Como hemos elegido que la pendiente sea el namero
aureo, el teselamiento de la recta es similar al generado por la secuencia de
Fibonacci.

Figura 1-11. Proyeccion de los puntos para obtener el teselamiento de Fibonacci.

Por tanto, a partir de la proyeccion de un subconjunto de nudos de una
red periodica 2D sobre una recta con pendiente irracional, hemos teselado la
misma de manera aperiodica. Este razonamiento se puede generalizar a mas
dimensiones, pero se complica matematicamente y se hace més abstracto.

Para obtener las mosaicos de Penrose, hay que partir de un espacio de 5
dimensiones y proyectar el hipercubo sobre un plano 2D con pendiente
irracional respecto al espacio de dimension superior, es decir, que no corte
puntos de la red del hipercubo salvo en el origen.

Por tanto, la visualizacion de esta proyeccidon se hace muy compleja y
hay que deducirlo de manera abstracta mediante matrices, teoria de grupos,
subespacios, algebra de Lie, etc. Aparte, es posible hacer un razonamiento
analogo en espacios de 5, 6 6 mas dimensiones para obtener un teselamiento
aperiodico en 3D.
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Capitulo 11

Propiedades eléctricas

Introduccion

En el capitulo anterior repasamos los conceptos generales sobre estructuras
periddicas, aperiddicas y amorfas. Dedicaremos este segundo capitulo al
desarrollo de las herramientas de calculo que utilizaremos en la obtencion de
las propiedades electrénicas de nuestro sistema.

Nuestra investigacion se basa en la aplicacion del modelo amarre fuerte,
en el que se considera que sdlo existe interaccion entre los vecinos proximos
del sistema. Asi pues, comenzaremos este capitulo explicando en detalle las
ecuaciones que se derivan de la aplicacion de este modelo.

En segundo lugar, describiremos la funcién de Green del sistema (FG),
dicha funcion representa una manera muy efectiva de abordar el calculo de la
densidad de estados en cualquier sistema. A partir de la ecuacién de
Schrodinger se pueden obtener diversas magnitudes de interes fisico como las
amplitudes de reflexion y transmision.

Funciones de Wannier

Los estados electronicos de menor energia de un sistema periodico se
describen usualmente en términos de los orbitales de Bloch extendidos, eigen-
estados simultaneos del Hamiltoniano periodico y de las traslaciones de la red
directa. Una representacion alternativa en términos de orbitales localizados se
introdujo por Gregory Wannier en 1937.

Las funciones de Wannier para distintos sitios de red en un cristal son
ortonormales, las cuales forman una base conveniente para la expansion de
estados electronicos. Las funciones de Wannier son ampliamente utilizadas,
por ejemplo en el analisis de fuerzas de amarre que acttan en los electrones, y
se ha probado que en general son localizadas, al menos para aislantes
[Ashcroft, 1976].

La conexion entre la representacion de Bloch y la representacion de
Wannier se realiza mediante familias de transformaciones en un espacio
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continuo de matrices unitarias. Las funciones de Wannier son la transformada
de Fourier de las funciones de Bloch: al sumar sobre las funciones de Bloch
extendidas se obtiene un conjunto de funciones de Wannier localizadas.

Hemos visto que las funciones de Bloch son continuas en el vector k v
periddicas en la red cristalina y en la red reciproca, de modo que pueden

clasificarse tanto a través de k como de k + K, K e R,. Por ello, podemos
escribir el desarrollo para la banda n:

Ve, (1) = o, (F)e*F, (2-1)

que multiplicada por ek ¢ integrada sobre la primera zona de Brillouin
(PZB) queda

J:/ l/jlzn (F)e—ilzgdlz _ Za)ﬁn (F)jv eiE‘(ﬁ—S—)dE

= ia)ﬁn (r)é‘R,SVR ' (2-2)
R —
= o, (F)Vg
y por lo tanto
o, (F) = Vg j w, (FeSdk, (2-3)

donde §eﬂ%R, vr es el volumen de la PZB. Utilizando el teorema de Bloch
permite escribir la Ec. (2-3) en la forma

0 OV =Vi] o (P R — 0, (P R). (2-4

que es la definicion mas comdn de la funcion de Wannier. Decimos que
o (F —R) es la funcién de Wannier de la banda n, centrada en el sitio R.

Modelo de amarre fuerte

Este modelo se basa en el uso de las funciones de Wannier, la cuales son
transformadas de Fourier de las funciones de Bloch. Para este modelo se
hacen una serie suposiciones tales como [Kittel, 1996]:
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e Se conocen los eigen-valores y las eigen-funciones de la energia para un
electron en un atomo aislado.

e Cuando se juntan los atomos para formar un soélido, éstos permanecen lo
suficientemente separados como para que cada electrén sea asignado a
un sitio atémico particular. Esta suposicion no es valida para electrones
de valencia en metales.

e EI potencial peridédico es aproximado por una superposicion de
potenciales atdmicos.

La diferencia entre el potencial actual y el potencial atomico se puede
tratar por medio de teoria de perturbaciones.

El hamiltoniano de amarre fuerte tiene la forma:

H=Zal|l><l|+ZZtH|l><l| (2-5)

k=l

donde la energia de sitio «, =(I|H|l) es la energia necesaria para colocar un
electron en el sitio | y la energia de salto t,=(k|H|I) es la amplitud de
probabilidad de transicion entre los estados k Y 1.

Funcién de Green

Las funciones de Green se pueden definir como soluciones para ecuaciones
diferenciales no homogéneas del tipo [Economou, 1983]:

[z-L(F)]G(F.Fiz)=6(F-T"), (2-6)

asumimos que z es un complejo con A = Re(z), s = Im(z); y L(F) es un
operador hermitiano, independiente del tiempo, lineal y que posee un conjunto
de eigen-funciones @, (¥) completo, es decir,

donde o (r)satisface las mismas condiciones de frontera que G(r,r%;z). El
conjunto®, (f)puede ser considerado sin pérdida de generalidad como
ortonormal,

j O (F)D, (F)IF=5,, . (2-8)
La completez del conjunto @ () significa que
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DD (MO (F)=5(F-T)). (2-9)

Notese que n puede correr sobre un conjunto discreto de valores y/o uno
continuo. Ahora, si utilizamos notacion de Dirac para la Ec. (2.6), obtenemos

2G(F,742)—(F|LG(2)|F ") =(F|F"). (2-10)

Utilizar notacidn de bras y kets presenta ciertas ventajas, por ejemplo, se
facilitan las manipulaciones algebraicas intermedias, y uno se restringe a la
representacion en el espacio real (7). Si todos los eigen-valores de z-L son
distintos de cero, entonces podemos obtener con un poco de algebra que

1
G(z):—L, (2-11)

Z_

pues z=A . Tomando en cuenta que para cualquier funcion F se tiene que
F(L)|®,)=F(4,)|®,), entonces

G(2) Z' >< | Z"q’;ff“'ﬁ'@;ff”'d“’ (2-12)

y utilizando la representacion en el espacio real llegamos a que

G(F 7 2)= Z ) (r)q> (F) I(D (r)<D (r)d (2-13)

ahora, dado que L es un operador Hermitiano, todos sus eigen-valores (4 ) son
reales. Entonces, si Im(z)#0, z= 4 lo que significa que G(z) es una funcién

analitica en el plano complejo, excepto en aquellos puntos o intervalos del eje
real que correspondan a los eigen-valores de L.

Podemos intentar definir G(r,7; 1) por medio de limites. Usualmente,
donde los eigen-estados asociados con el espectro continuo son extendidos (es
decir, no decaen conforme ¥ tiende a infinito), los limites por ambos lados de
G(r,r"; A+is) cuando s — 0" existen pero son distintos entre si. Por tanto, este
tipo de espectro continto que consiste de eigen-estados extendidos, definimos
dos funciones de Green como sigue

G*(F,F;A)=limG(F,F;A+is), (2-14)
G (F,r;2)=limG(F,r; A-is), (2-15)
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con definiciones similares para los operadores G*(1) y G (1), Se puede ver
facilmente de la Ec. (2-13) que

G (F,F;2)=G(F'F;z"), (2-16)
sizesreal, z=1y A={4,} por lo que se sigue que G(F,r’;1) es Hermitiano;

en particular, G(r,r;1) es real. Por otro lado, para 4 dentro del espectro
continuo, tenemos de la Ec. (2-16)

G (F.F50)=[G*(F.FA)] (2-17)

lo cual muestra que
Re[G (7,752)|=Re[G" (F\F; 1) (2-18)
m[G(r,r;4)]=-Im[G" (', F4)| (2-19)

Entonces, utilizando la identidad

lim — =pH¢ims(x), (2-20)

y—o" X1y X

y con la Ec. (2-13), obtenemos para el elemento de matriz diagonal

G*(F,F:A)=P [ZW} Fir) 6(A-2,)0,(A)®" (F), (2-21)

n

e integrando sobre I obtenemos

TrG* (1) = P{Z z—lz }: izY S(A-4,). (2-22)

n n

La cantidad > s(1-4,) es la densidad de estados (DOS) en 1, N(1);

N(2)d41 es el numero de estados en el intervalo [1,2+d4]. Entonces la
relacion

p(rv /1) = Z 5(/1 - ﬂn)q)n (F)(D*n (r ') =
n (2-23)
=21 5(A=4)®, (1)@, (F) + [ 5(2 = 4,)®, (1)@, (F )dn,

es la densidad de estados por unidad de volumen. Es claro que,
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N(4)= [ p(F; A)dr (2-24)

y COMo
p(F: 1) = 7L Im{G*(7,7; )}, (2-25)
T
se tiene que
N(/1)=$1 Im{TrG* (1)} . (2-26)
T

Entonces para analizar la densidad de estados vamos a tomar la expresion
DOS(E,U):$£Im{TrG(Ein)}, (2-27)
T

donde E es la energia 'y 7 es la parte imaginaria de la energia, a esta ecuacion
le vamos aplicar el método de renormalizacidn para obtener los espectros de
densidad de estados.

Conductividad eléctrica

Introduccion

Las medidas del transporte electrénico en solidos es una herramienta muy
valiosa para caracterizar a los materiales. Desde inicios del siglo pasado la
teoria de conduccidn electronica en sistemas con alto grado de degeneracion
tales como los metales se basan en el modelo de Drude-Sommerfeld, donde el
transporte se fundamenta sobre las ecuaciones dinamicas como las de Newton
0 de Schrodinger. Sin embargo, estas ecuaciones por si mismas no son
suficientes para describir el transporte, independiente de que sea clasico o
cuantico, debido a que las ecuaciones dinamicas son reversibles mientras los
procesos de transporte son disipativos e irreversibles. Las teorias de transporte
usualmente introducen esta irreversibilidad asumiendo que el sistema de
interés estd en contacto con un gran reservorio que esta siempre en equilibrio
termodinamico y continuamente trata de restaurar el equilibrio al sistema a
través de interacciones aleatorias. Esto es evidente en la teoria de Landauer
[8], donde el sistema esta conectado a dos reservorios de electrones.

En general, las propiedades de transporte dependen de los procesos de
dispersion microscopicos. Es posible hacer una clasificacion de 3 diferentes
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regimenes de transporte (Fig. 2-1) de acuerdo a sus escalas de longitud tipicas.
A saber, difusivo, localizado, y balistico [Ferry, 1997].

Se puede definir al régimen difusivo de transporte, para el caso en que

h
A (LS, donde A, =——
LK T

camino libre medio, L el tamafio del sistema y ¢ la longitud de localizacion.
Por lo que en este régimen, casi todos los estados son extendidos y la
conductancia g oc L*2.

es la longitud de onda de Fermi, | es el

Para el régimen localizado, el tamafio del sistema excede la longitud de
localizacion L{({. En este régimen la conductancia g{{1 y decae

: N : —-L .
exponencialmente con el tamafio del sistema, ¢ ocexp(?j, ademas crece

12
i A
exponencialmente con la temperatura, g oc exp —[FJ :

En el caso del régimen balistico el tamafio del sistema es mas pequefio
que el camino libre medio (L<l) y en consecuencia los efectos de la
interferencia cuantica son particularmente importantes.

R AA
AN/

© AN f"‘x, A AA T
/ I"'\Vx'f \\va I"'-,\;f' \/ \ J H"',lf'/ \,-’! \. :[W

'p- -4
L

Figura 2-1 (a) Régimen difusivo (b) Régimen
localizado (c) Régimen balistico.

Se tienen distintos modelos para intentar describir el comportamiento de
los electrones en solidos cristalinos. Uno de los primeros fue propuesto por P.
Drude en 1900. Drude estudio, desde un punto de vista puramente clasico, la
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causa de la resistencia finita en los metales. Los electrones se toman como
esferas cargadas que se desplazan a través de una "sopa" de iones, con una
probabilidad finita de dispersion. Es esta dispersion la que ocasiona la
resistividad.

Modelo de Drude

El modelo de Drude contiene algunas simplificaciones y estimaciones
extremas, como la ausencia de mecanica cuantica y el hecho de que no se
toma en cuenta la interaccion entre los electrones, ni la de éstos con los iones
positivos.

Conductividad eléctrica dc para metales

El modelo consiste en considerar a un conjunto de portadores de carga
(electrones de carga -e y masa m), que tienen una densidad por unidad de
volumen (n) [Ashcroft, 1976]. Por ejemplo, en un conductor metalico, los
iones forman enrejados periodicos, y tienen una movilidad mucho menor que
los electrones. En la presencia de un campo eléctrico E, sélo los electrones se
pueden mover, y lo hacen de acuerdo a las leyes de Newton, es decir, si v es
la velocidad de un electrdn, entonces

dv -
m—=(—-e)E. 2-28
™ (—€) (2-28)

Por lo tanto, la velocidad de los electrones es de la forma

V(t) =V, -~ Et. (2-29)
m
Al modelo no le interesa el comportamiento de los electrones
individuales, sino solo el promedio sobre un ndmero muy grande de
electrones, por este motivo, la cantidad de interés es el promedio de la
velocidad. Se toman las siguientes hipétesis sobre el movimiento del conjunto
de electrones:

e No se toman en cuenta las interacciones electron-electron ni electron-
ion.

e Las colisiones entre electrones son instantdneas y cambian
abruptamente la velocidad de los mismos, es decir, ellos no tienen
interaccidn antes ni después de la colision.

e Existe un tiempo de relajacion (z), el cual esta relacionado con el tiempo
promedio entre dos colisiones consecutivas.
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e Se supone que los electrones alcanzan un equilibrio térmico con sus
alrededores a través de las colisiones.

De esta manera, dado que la velocidad promedio V, es cero, obtenemos
la velocidad media de los electrones

V=-Er—. (2-30)

Ahora, la densidad de corriente (J) en un conductor metalico, esta dada
por

—

J=nev, (2-31)

por lo que la ley de Ohm dentro de este modelo queda:

nre?

m

J=E =o,E, (2-32)

nre?

donde o es la conductividad eléctrica y esta dada por o, =

En general, esta es una forma clasica de ver el transporte, so6lo que en los
sistemas de escala nanoscopica la conduccion electrénica debe ser estudiada
por medio de las teorias cuanticas. En la siguiente seccién reviraremos el
formalismo Landauer.

Formula de Landauer

En esta seccidn, introducimos la férmula de Landauer y el método de matriz
de transferencia, tomando un modelo de amarre fuerte.

La formula de Landauer ha sido usada para calcular la conductancia de
sistemas mesoscopicos [Landauer, 1957]. La idea esencial es considerar una
regiébn molecular conectada a dos saturadores balisticos, con potenciales
quimicos uL y uR.

El flujo de corriente a través de un conductor es proporcional al
coeficiente de transmision, el cual describe la transmision de electrones en un
conductor. La conductancia de una muestra es proporcional a la conductividad
eléctrica (o) dada por
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G=(7w
L

, (2-33)
donde L es la longitud y W es el area de la seccion transversal de la muestra.
Tomando en cuenta la idea de Landauer la conductancia es
2
G= 2% MT , (2-34)

donde M es el numero de canales transversales y T es la probabilidad
promedio sobre los canales M.

En el formalismo de Landauer la distribucion del potencial es una
consecuencia del flujo de electrones en el conductor, contrario a lo
convencional donde se considera a la corriente como una consecuencia del
voltaje aplicado. Ahora, si el potencial se promedia sobre una regién
suficientemente grande para remover las oscilaciones debido a interferencias,
la transmitancia (T) en la Ec. (2-34) se reemplaza por T/(1-T) [Imry, 1999],
esto es

=2 T (2-35)
h  1-T

La principal diferencia entre las ecuaciones (2-34) y (2-35) radica en el
tipo de saturador que se conecta al sistema. Si éstos son fuentes de corriente
entonces se debe de usar la Ec. (2-35). En cambio, si ellos son conductores
perfectos entonces la Ec. (2-34) debe ser utilizada [Economou, 1981]. En
resumen la conductancia eléctrica de Landauer es proporcional a la

transmitancia del sistema, la cual discutiremos a continuacion.

Transmitancia

Para discutir la dispersion de un electron en una cadena finita unidimensional
consideramos el caso de una cadena de N atomos, cuyos extremos se
encuentran conectados a dos saturadores periodicos (cadenas periddicas) semi-
infinitos. Tomamos a las energias de sitio y a las integrales de salto de la red
como {en} vy {tntn+1} respectivamente, donde n corre de 1 a N (nimero de
atomos), y para las integrales de salto estamos considerando una aproximacion
a primeros vecinos. Por altimo, suponemos que el potencial fuera de la red es
constante, es decir que e,=go Si n<0 o n>N. Si utilizamos formalismo de
amarre fuerte, y tomando en cuenta que estamos en el caso unidimensional,
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entonces la ecuacion de Schrddinger estacionaria puede representarse de la
siguiente manera:

—

Co.i=T.C,, (2-36)

donde T, es la matriz de transferencia

E - gn _ tn,n—l
-I_;N = tn,n+1 tn,n+1 (2'37)
1 0

y el vector de las amplitudes de la funcion de onda C,

c =[ . j | (2-38)

Cn-l
esta representado en la base de Wannier.

Para una cadena no periddica, existe una sucesion de matrices de
transferencia que sigue la secuencia de ordenamiento de los atomos y cuyo
producto

r=T, T, 1...T;=[Tﬂ T] (2-39)

describe la propagacion de un electron a lo largo de dicha cadena. La norma
de la matriz T se define como [Siito, 1994]

”f”= \/T wtT T +T7, (2-40)

Ahora, cuando un electron con energia E incide en uno de los extremos
de la red, consideramos solo energias E dentro de la banda permitida en la
cadena, ya que en el caso contrario no hay propagacion del electrén. Las
ondas planas en los saturadores tienen la siguiente forma

Ae'™ + Be* sj n<1

Ce*™ 1 De™@ si N<n

wn(k):{ (2-41)

Si el electrdn incide en el extremo izquierdo (caso en que n = 1), tenemos
quek>0,A=1,B=r,C=yyD=0,donde r y y son respectivamente las
amplitudes de reflectancia y transmitancia, las cuales satisfacen la relacién
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2] +]r[ =1. (2-42)

Para poder expresar a |¢| y |r| en términos de T,, T,, Tu, Y T,
escribimos la Ec. (2-41) de la siguiente forma

Zeik(NJrl)a [ty 1, ok | gk (2_43)
qethe T, Ty 1+r

por lo que encontramos que [Suto, 1994, Macia, 1996]

2i(sinka)e "
A= “ika ika

7.8 7, - (7,

(2-44)

—ika

+7y)

ika —ika

ik
7,8 +7, € ‘ (t,7" +75) (2_45)
—ika ika —ika
T8 + 7, € (1,8 +17y)

r=—-

donde el vector de onda k se relaciona con E y g, a través de la relacion de
dispersidn de los saturadores, es decir, mediante la relacion

coska= £ (2-46)
2t

Por lo que finalmente encontramos que la transmitancia (T) esta dada
mediante la ecuacion,

T(E)=z[ = (%) L (247)

ET 2 E?
2'21_1'12"'(2'22_1'11)5 +(722+711) 1_F

la cual esta relacionada con la conductancia del sistema dentro del formalismo
de Landauer. En el capitulo Il utilizaremos las ecuaciones (2-27) y (2-47)
para obtener la densidad de estados y la conductancia eléctrica en redes
aperiodicas.

Localizacion

En la Fisica del Estado Sélido el teorema de Bloch como ya sabemos describe
que los electrones pueden encontrarse con la misma probabilidad en cualquier
region, pero esto se aplica solo para sélidos periddicos. Cuando el solido es
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aperiodico no se aplica el teorema de Bloch. Hasta 1958 no se conocia las
caracteristicas de los estados electronicos en sistemas aperiodicos, hasta que
Phil Anderson publico el articulo: Ausencia de Difusion en Ciertas Redes
Aleatorias [Anderson, 1958]. Poco después se publicd un extenso trabajo en el
que conjeturaron que, en una dimension espacial, todos los estados
electronicos son localizados sea cual sea el tipo y grado de desorden [Mott,
1961]. A diferencia de lo que sucede en tres dimensiones, en este caso no
existe un umbral en el grado de desorden para la aparicion de estados
localizados. Dado que se encontrd un resultado similar para sistemas en dos
dimensiones, se postulo que la transicion metal-aislante antes mencionada sélo
podria tener lugar en un sistema tridimensional, mientras que para una y dos
dimensiones la Unica fase posible a temperatura cero de un sistema
desordenado para cualquier tipo y cantidad de desorden seria la fase aislante.
Por estos y otros trabajos, P. Anderson y N. Mott compartieron con J. van
Vleck el premio nobel de fisica en 1977.

A estos trabajos pioneros le siguieron mas de cuarenta afios de
investigacion sobre fendmenos de localizacion, area que se convirtio muy
atractiva dentro de la fisica de estado solido.

La primera sacudida de consideracion que afecté al teorema de
localizacion ocurrié a causa de los trabajos publicados por C. Flores a finales
de 1989 [Flores, 1989] y por D. Dunlap y colaboradores a mediados de 1990
[Dunlap, 1990], ellos demostraron estados extendidos en sistemas con
desorden correlacionado de corto alcance. Mas aun, Moura y Lyra [Moura,
1998] han encontrado recientemente evidencias de estados extendidos cuando
la correlacion es de largo alcance. Este hecho tiene una enorme relevancia en
el estudio del transporte en sistemas bioldgicos como la secuencia de
nucledticos en las moléculas de ADN, sistemas que no son periodicos pero
que por contener informacion presentan este tipo de correlaciones.

La localizacion puede ser cuantificada por medio del coeficiente de
Lyapunov (y) [Suto, 1994]. Este coeficiente se obtiene mediante la siguiente
expresion:

;/slimM (2-48)
N—>w N '
En sistemas desordenados unidimensionales los coeficientes de la
funcion de onda (C;) disminuyen exponencialmente a grandes distancias
[Ishii, 1973], es decir,
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[Cull=[C.lexp(=N/<). (2-49)

donde £,es la longitud de localizacion de la funcion de onda. Por otro lado,
como ||C,|~1, lo cual implica

[Cull=[TC, =Tl (2-50)

Por lo tanto, en el contexto de la matriz de transferencia, la longitud
localizacion estéa dada por

&~y (2-51)

Cabe mencionar gue existe actualmente discusion en la literatura sobre la
aplicacion adecuada de dicho coeficiente en su presente definicién, ya que se
requiere el conocimiento del centro de localizacién de la funcion de onda
[Naumis, 1999], es decir, de la ubicacion donde ocurre el maximo de la
funcion de onda. Entonces el coeficiente de Lyapunov en términos de la
matriz de transferencia es

1
y = N Ln\/rf’1 + rfz + 2'22'1 + 1'22’2 , (2-52)

a esta formula le vamos aplicar los coeficientes de la matriz de transferencia
ya renormalizados para obtener los espectros de cadenas aperiddicas de
tamafio macroscaépico.
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Capitulo HI

Transporte electrénico

Introduccion

La conduccidn electronica en solidos con defectos es un problema abierto en la
fisica del estado sélido, ya que se combinan dos problemas dificiles de por si
que son los fenomenos fuera de equilibrio y el desorden estructural. Los
procesos de transporte son disipativos e irreversibles, las teorias de conduccion
usualmente introducen esta irreversibilidad asumiendo que el sistema de interés
estd en contacto con un gran reservorio que esta siempre en equilibrio
termodindmico y continuamente trata de restaurar el equilibrio al sistema a
traves de interacciones aleatorias. Esto esta particularmente claro en la teoria de
Landauer, la cual estd estrechamente relacionada con la transmitancia. Por otro
lado, existen muchas formas en que podemos estudiar la densidad de estados
(DOS), la transmitancia y el coeficiente de Lyapunov en sélidos, dos de ellas
son el espacio real y el espacio reciproco. La primera puede ser por medio de
invertir directamente el hamiltoniano para obtener la funcion de Green y
aplicarla a la Ec. (2-11) o la matriz de transferencia Ec. (2-37). Con este método
solo podemos calcular la DOS y la transmitancia para muy pocos atomos debido
al tiempo de cémputo que consume invertir el hamiltoniano o las
multiplicaciones de matrices. En el espacio reciproco solo se pueden investigar
redes de tamafio infinito y periddicos. Uno de los objetivos principales de esta
tesis fue desarrollar métodos en espacio real capaz de estudiar la DOS,
transmitancia eléctrica y el coeficiente de Lyapunov para cadenas aperiodicas de
tamafio finito (~ 3 &tomos) hasta macroscopico sin tener que invertir la matriz o
hacer millones de multiplicaciones de matrices. Los detalles del método son
presentados en los apéndices.

Las cadenas aperiddicas que consideramos en la tesis fueron la secuencia
de Fibonacci, la de Thue Morse y la de doble periodo. Para cada una de estas
secuencias abordamos tres problemas que fueron el de enlaces, el de sitios y el
mixto, a continuacion se detallara cada una de las cadenas.
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Cadenas de Fibonacci

El estudio de los cuasicristales en Fisica del Estado Solido tiene un origen muy
reciente, a partir del descubrimiento del primer cuasicristal en 1984. El efecto de
cuasiperiodicidad en el espectro electrénico puede ser estudiado en la estructura
cuasiperiodica mas simple que es una cadena de Fibonacci.

Para construir la cadena de Fibonacci se consideran dos bloques Ay B, los
cuales se acomodan mediante la siguiente regla de recursion

I:n = I:n—l ® I:n—2 (3_1)
donde F, = AyF, = AB. Por ejemplo para la generacion n=6 la secuencia es

ABAABABAABAAB.

Este no es la unica forma de generarla, existen otros métodos tales como el
de corte y proyeccién y el de inflacion.

La Fig. 3-1 muestra un segmento de las cadenas, para el problema de
enlaces donde las energias de sitio son iguales y sélo varian las integrales de
salto ta y tg. Para el problema de sitios las integrales de salto son iguales y las
que varian son las energias de sitio gx Y &g. Finalmente, en el problema mixto
varian tanto las integrales de salto como las energias de sitio.

a)Enlaces

tA
o
80 €D

b)Sitios

t

B tA tA tB tA tB tA
8O 80 8l'_l E"D E:O 8D l"30

tO 0 tO tO tO tO tD
SA EB SA SA SB SA SB. SA
c)Mixto
t t t t

BA AA 1:AB BA AB

tAB tBA
EA SB SA SA E:B gA E:B 8A
Figura 3-1. Segmentos de cadenas de Fibonacci para el problema de
enlaces, sitios y mixto.
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Densidad de estados

La densidad de estados (DOS) en un sistema fisico caracteriza el nimero
existente de estados por cada intervalo de energia. En esta seccién analizaremos
la DOS para los tres problemas por medio de los métodos de renormalizacién
que se encuentran en los apéndices A y D. La Fig. 3-2 muestra los espectros de
la DOS en funcion de la energia (E) para los problemas de a) enlaces donde las
energias de sitio son nulas y las integrales de salto t4=0.8t y tz=t, b) sitios con
energias y=-£3=0.3t y las integrales de salto t,= tg =t, ¢) mixto donde los
valores de las energias de sitio son &£,=0.5t, &g=0 y las integrales de salto
tan=0.8t y tag=tza=t. EI nimero de atomos en todas las cadenas es 433494438
(generacion n=42), se escogiO esta generacion porque tiene aproximadamente
10° 4tomos lo equivalente a tener 1 cm de un material y la parte imaginaria de la
energia es de 10°t. Todos los sistemas estan conectados a dos saturadores semi-
infinitos con energias de sitio nulas e integrales de salto t.

La densidad de estados por el método de renormalizacion la podemos
escribir como:

DOS(&,n) = —i IM[A(N)G_ | +B(n)Gg  +C(N)G_ , +D(n)]
T

Los coeficientes obtenidos por el método de renormalizacién para la
cadena de Fibonacci en el problema de enlaces fueron

A(n) = A(N-1) +[A(N-2) + B(n—-1) -1.0]z’ () + C(n—1) 1, (n)
B(n) = B(n—2) +[A(n~2) + B(n-1)-1.0]4; () + C(n-2)1,(n)
C(n) = 2.0[A(n-2) + B(n—1) ~1.0] 4, (n) 1, (n) + C(n 1) 4, (n) + C(n—2) 1, (n)
D(n) =[A(n—2) + B(n—1) —=1.0]iz(n) + D(n —1) + D(n - 2).
Estos coeficientes se encuentran desarrollados en el apéndice A.

Ahora los coeficientes para las cadenas de Fibonacci en los problemas de
sitios y mixto fueron

An) = An=1)+¢ (M (NB(n 1) + C(n-1]+¢* (N)tc (t(n -1)* A(n-2)
B(n) = B(n-2) +4,(m)[4,(n)A(n-2) + C(n-2)] + ¢* (N)t¢ (n)t(n - 2)* B(n 1)

C(n) = 2.0¢(n)t. (N)t(n—2)t(n—1)[¢ (N)B(N—1) + &, (N) A(n - 2)] +
+g(N)t. (N)[t(n—2)C(n-1) +t(n-1)C(n-2)]

D(n) = 4 (N)B(n-1) +¢,(N)A(N—2) + D(n—1) + D(n—2).
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Los cuales se encuentran en el apéndice D.

15 T T T T I
8 - a) Enlaces 1
w 10 o
8 L J
a ® - i
—_ b) Sitios |
m) \
7 |
@) f
—_ c¢) Mixto
w -
wn
8 i
|| _ AT
-1 0 1 2
E/|t|

Figura 3-2. Densidad de estados versus la energia de Fermi para el problema de a)
enlaces, b) sitios y ¢) mixto.

Obsérvese que el espectro de a) presenta simetria con respecto a energia
cero, esto es debido a que es una red bipartita. Los gap en b) y ¢) son mas
anchos con respecto a) porque la cuasiperiodicidad es mayor en energias de sitio
e integrales de salto. Ademas, los espectros de b) y ¢) no son simétricos
alrededor de la energia cero porque tenemos energias de sitio.

Transmitancia

Los espectros de transmitancia eléctrica los obtuvimos mediante el método de
renormalizacidn desarrollado en los apéndices G y J. En la Fig. 3-3 presentamos
los espectros de transmitancia (T) en funcion de la energia (E) para los mismos
sistemas que la Fig. 3-2.

La ecuacion de transmitancia es:

T(E)= 4_(32 |

ET 2 E?
|:721_712+(722_711)2t:| +(722+711) (1_412]
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donde los coeficientes de la matriz de transferencia (z;) son obtenidos por
el método de renormalizacion y se encuentran desarrollados en los apéndices G

yJ.

c) Mixto

-2 -1 0 1 2
E/t|

Figura 3-3. Transmitancia versus energia para los mismos sistemas que la Fig. 3-2.

Notese que el espectro de transmitancia sigue siendo simétrico en a), para
el b) y c) se tienen estados de conductividad fuera del ancho de banda porque al
tener energias de sitio diferentes es como si se tuviera un gran numero de
impurezas en las cadenas. Ademas, el ancho del gap en los tres espectros
depende de la cuasiperiodicidad de las cadenas. Todos muestran estados de alta
conductividad pero no todos son balisticos (transmitancia uno), solo se
demostraron dos, los cuales se analizaran en la seccion de estados transparentes.

Coeficiente de Lyapunov

El coeficiente de Lyapunov es una herramienta para analizar la localizacion de
los estados, el cual fue obtenido por medio de la Ec. (2-52) y la matriz de
transferencia se obtuvo por el método de renormalizacién empleado para la
transmitancia. En la Fig. 3-4 se muestra los espectros de Lyapunov (y') en
funcién de la energia (E) para los mismos sistemas que la Fig. 3-2. Obsérvese la
similitud de los espectros con respecto a los de transmitancia, lo cual es de
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esperarse debido a que los dos son una buena medida para localizacion de los
estados.

a Enlaces

il | il 1

-2 -1 0 1 2
E/|Y

Figura 3-4. Coeficiente de Lyapunov versus la energia para los mismos sistemas que la Fig. 3-2.

Las redes de Fibonacci para los tres problemas no tienen ninguna simetria
de crecimiento en cambio las cadenas de Thue Morse tienen simetria de espejo o
anti-espejo dependiendo de la generacion.

Cadenas de Thue Morse

El estudio de las propiedades de escalamiento de los espectros de excitacion
(espectro de excitaciones electronicas y magnéticas) de una cadena de Thue-
Morse (TM), estd motivada por el hecho de que esta estructura determinista es
mas "desordenada” que una cuasiperiodica, debido a que en los sistemas de
Thue Morse su espectro de difraccion no presenta puntos definidos. En otras
palabras, este sistema tiene un grado de aperiodicidad intermedia entre la de los
sistemas cuasiperiédicos y los desordenados al azar.
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Este sistema puede ser generado mediante el método de inflacion,
considerando s6lo dos bloques A y B, donde A—>AB y B—BA. Las primeras
generaciones son de la forma:

1) A, 2) AB, 3) ABBA, 4) ABBABAAB, 5) ABBABAABBAABABBA, 6)
ABBABAABBAABABBABAABABBAABBABAAB, ...

Como podemos observar cuando las generaciones son pares tienen simetria
anti-espejo y si las generaciones son impares tienen simetria de espejo. En la
Fig. 3-5 se muestran segmentos de las cadenas de Thue Morse para los tres
problemas estudiados en esta tesis.

a)Enlaces

tA tB °tB tA tB tA tA tB°
E:O E:0 E:O E0 E0 EO E:0 E:0 El0
b)Sitios

0
s ®p

t e, & t t t

0 5 m g 0 0
g %% Y By

—
€"B EA

t t

BB BA tAB tBA tAA tAB
— + % ann
E:B é:A gA E:B

c)Mixto
€ € €

tA B
E;A B B A

Figura 3-5. Segmentos de cadenas de Thue Morse para el problema de
enlaces, sitios y mixto.

Densidad de estados

El calculo de la densidad de estados para las cadenas de Thue Morse fueron
llevados a cabo por los métodos de renormalizacion que desarrollamos en los
apéndices B y E. La Fig. 3-6 nos presenta el espectro de la densidad de estados
versus la energia para el problema de a) y d) enlaces donde consideramos que
las energias de sitio son cero y las integrales de salto t,=0.8t y tz=t, b) y e) sitios
donde varian las energias de sitio, es decir, ey=-£3=0.3t y £,=0.6t, £=0
respectivamente, las integrales de salto son ty= tg =t en los dos casos.
Finalmente, c) y f) mixto los valores de las energias de sitio son ex=-£3=0.3t y
ea=0.6t, £5=0 respectivamente, las integrales de salto tyn=0.8t y txg=tga=t en los
dos casos. El nimero de atomos considerados en los sistemas fue de 536870912
(n=30), se escogid esta generacion ya que representa 10° atomos que es lo
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equivalente a tener 1 cm de un material y la parte imaginaria de la energia es de
10°t. Al igual que en el sistema de Fibonacci todos los sistemas estan
conectados a dos saturadores semi-infinitos con energias de sitio nulas e
integrales de salto t.

La densidad de estados por el método de renormalizacion la podemos
escribir como:

DOS(s,n) =~ IM[A(N)G, , + B(N)G,  +C(N)G, , + D(N)]
T

Los coeficientes obtenidos por el método de renormalizacion para la
cadena de Thue Morse en el problema de enlaces fueron

A(n) = A(n-1) +[A*(n-1)+ B(n—1) —1.0]4¢ (n) + C(n—1) 14, (n)
B(n) =B*(n-1)+[A*(n-1)+B(n-1)-1.0]z (n) + C*(n—1) 11, (n)
C(n) = 2.0[A* (1) + B(n—1) ~1.0]z4 () 1, () + C(n =1) 1, (n) + C * (=1 14 ()

D(n)=[A*(n-1) +B(n-1)-1.0]g (n)+ D(n-1) + D*(n-1).

Los coeficientes anteriores se encuentran en el apendice B.
Ahora, para el problema de sitios y mixto fueron

A(n) = A(n—1) +¢ ()[4 (n)B(n 1) + C(n-1)]+¢; () A*(n-1)
B(n) = B*(n-1)+4,(n)[¢,(n)A*(n-1)+C'(n-1)]+ ¢} (n)B(n-1)
C(n) = 2.0, (n)¢, (n)B(n -1) +2.0¢,(n)¢, (") A* (N -1) + 4, (N)C(n 1) + 4,(n)C *(n - 1)]

D(n) = 4, (n)B(n=1) + 2, (nN)A*(n-1) + D(n-1) + D*(n-1).

Se encuentran desarrollados en el apéndice E.
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Enlaces

DOS(E)
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Sitios |
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Figura 3-6. Densidad de estados en funcidn de la energia para el problema de a) y
d) enlaces, b) y e) sitios y c) y f) mixto.

Notese que en problema de enlaces el espectro sigue siendo simétrico con
respecto al cero en la energia. Ademas, esta simetria se conserva en el problema
de sitios [inciso b)] cuando las energias de sitio son g,=-£=0.3t, porque el
ordenamiento de los 4&tomos para este problema conserva la simetria de anti-
espejo para esta generacion. En cambio para el espectro en e) sélo se recorre el
centro de simetria, en este caso es E=0.3|t|. Para los espectros de c¢) y f) ya no
son simétricos porque se pierde la propiedad de anti-espejo en las integrales de
salto.

Transmitancia

La Fig. 3-7 muestra los espectros de transmitancia versus la energia para las
cadenas que siguen un ordenamiento atomico tipo Thue Morse, en los problemas
de a) y d) enlaces, b) y e) sitios, y ¢) y f) mixto. Tomando los mismos
parametros que la Fig. 3-6. Los calculos se realizaron iterando los coeficientes
de renormalizacion que se obtuvieron para la matriz de transferencia y se
sustituyeron en la Ec. (2-47). Este proceso de renormalizacion se encuentra en
los apéndices Hy K.

La ecuacioén de transmitancia es:

45



T(E)= 4_(32 |

ET 2 E2
|:721_712+(722_T11)2t:| +(722+711) (1_412]

donde los coeficientes de la matriz de transferencia (z;) son obtenidos por
el método de renormalizacion y se encuentran desarrollados en los apéndices H
y K.

d) Enlaces

= 05

e) Sitios

T(E)

0.5+ T+ ‘

0.0 - — : . - —
c) Mixto

T(E)

0.5¢

0.0 |

E/lt| E/lt|
Figura 3-7. Transmitancia (T) en funcién de la energia (E) para los mismos
sistemas que la Fig. 3-6.

Como puede verse los espectros en a) y d) tienen estados de alta
transmitancia alrededor de energia cero, en cambio en b) y ¢) tienen un gap en
ese intervalo de energia. Aqui también los espectros presentan las mismas
simetrias que en los espectros de DOS [incisos a), b) y d)]. Ademas, los gap en
los espectros b), ¢), e) y ) son mas anchos comparados con el espectro de a) ya
que en esos cuatro espectros su aperiodicidad es mayor y el caso mixto tiene
muy pocos estados de transmitancia cercanos a uno, la transmitancia se destruye
maés rapidamente.
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Coeficiente de Lyapunov

En la Fig. 3-8 se encuentran los espectros del coeficiente de Lyapunov contra la
energia para los mismos sistemas que la Fig. 3-7. Como podemos observar es
igualmente util analizar la transmitancia que el coeficiente de Lyapunov ya que
sus espectros son similares, debido a que los dos son obtenidos del producto de
las matrices de transferencia.

T T T T T T T T T

a) Enlaces d) Enlaces

. E l = of T | 1
_a
> |
'> 05} Il |
0.0 ‘ H

b) Sitios €) Sitios.

c) Mixto

f) Mixto
1.0 -

ALY T

2 -1 0 2-2 0 2
E/lt| E/lt|
Figura 3-8. Coeficiente de Lyapunov versus energia para los mismos sistemas que la

Fig. 3-6.

A continuacion analizaremos una secuencia que es aperiodica pero no
presenta simetria de espejo 0 anti-espejo.

Cadenas de doble periodo

La cadena la podemos generar por el método de adicion o de inflacion, es decir,
Método de adicion: f =f @& f ,®f , donde f =Ayf,=AB, por ejemplo
para la generacion 5 tenemos ABAAABABABAAABAA.

Método de inflacion: A— B y B — AA, la cadena crece de la forma:
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Q-Q— ABAA Y ABAAABAR YN

ABAAABABABAAABAA - 000

La Fig 3-9 nos muestra un segmento de la cadena con ordenamiento de los
atomos que siguen la secuencia de doble periodo para los tres problemas
abordados en esta tesis.

a)Enlaces

b)Sitios

c)Mixto

" B B B B B B &

Figura 3-9. Segmentos de cadenas de doble periodo para el problema de
enlaces, sitios y mixto.

Densidad de estados

En esta seccion analizaremos la densidad de estados para las cadenas de tipo
doble periodo por medio del método de renormalizacién que obtuvimos para la
Ec. (2-27) y el desarrollo de los coeficientes de este método se encuentran en los
apendices C y F. La Fig. 3-10 presenta el espectro de la DOS versus la energia
para un ordenamiento de atomos tipo doble periodo, para los problemas a)
enlace, donde cambian las energias de salto t4=0.8t, tz=t y las energias de sitio
son nulas. b) Sitios aqui sélo varian las energias de sitio gy=-£3=0.3t y las
integrales de salto son constantes ta=tg=t y el ¢) mixto donde las energias de
sitio son £,=0.5t, g3=0 y las integrales de salto t\n=0.8t y tag=tga=t. EI nUmero
de atomos considerados en los tres sistemas fue de 536870912 (n=30) y la parte
imaginaria de la energia es de 10°t. Al igual que en los sistema anteriores estas
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cadenas también estan conectados a dos saturadores semi-infinitos con energias
de sitio nulas e integrales de salto t.

La densidad de estados por el método de renormalizacion la podemos
escribir como:

DOS (&,n) = —% IM[AMN)G, , +B(N)Gy x +C(N)G, , + D(N)]
Los coeficientes obtenidos por el método de renormalizacion para la
cadena de doble periodo en el problema de enlaces fueron
A(n) = A(n—1) +[A*(n~1) + B(n 1) ~1.0]4 (n) + C(n~1) 24 (n)
B(n) =B*(n-1)+[A*(n~1)+B(n-1)-1.0]%; (n) +C*(n-1),(n)
C(n) = (O)[A*(n—1)+ B(n—1) ~1.0]4 ("), (n) + C (N = 1) 1, (n) + C *(n=1) 4, ()

D(n)=[A*(n-1) +B(n-1)-1.0]g,(n)+ D(n-1) + D*(n-1).
Los coeficientes se encuentran en el apéndice D.
Continuamos para el problema de sitios y mixto, estos coeficientes fueron:

A(n) = A(n—1) +¢ (N[ (n)B(N 1) + C(n-1)]+¢; (N)A*(n-1)
B(n) =B*(n-1)+4,(n)[¢,(n)A*(n-1) +C*(n-1)]+¢; (n)B(n-1)

C(n) = 2.04;(n)¢, (n)B(n —1) +2.0¢, (n)¢hs (") A* (N —1) + 4, (M)C(n —1) + ¢, (M)C*(n-1)]

D(n) = 4, (nN)B(n=1) + 2, (nN)A*(n-1) + D(n-1) + D*(n-1).

Los cuales se encuentran desarrollados en el apéndice F.
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Figura 3-10. Densidad de estados (DOS) versus energia (E) para cadenas que siguen

un ordenamiento atémico tipo doble periodo en los problemas de a) enlaces, b) sitios
y €) mixto.

o

Obsérvese que en el problema de enlace existe un gap en energia cero, el
ancho de este gap depende de la diferencia de las integrales de salto, por lo que
entre mas aperiodica es la secuencia el ancho es mas grande. Mas aun, el
problema de sitios ya no tiene simetria con respecto a la energia cero como se
presento para la cadena con ordenamiento tipo Thue Morse, debido a que no
tenemos simetria de espejo o anti-espejo en esta secuencia de doble periodo. Los
gap en b) y ¢) son mas anchos con respecto a a) porque su aperiodicidad es
mayor en estos dos espectros.

Transmitancia

La Fig. 3-11 nos muestra el espectro de transmitancia versus la energia para las
mismas cadenas que la Fig. 3-10. Estos espectros se obtuvieron por medio del
método de renormalizacion que desarrollamos para esta propiedad, el cual se
encuentra en los apéndices | y L.

La ecuacioén de transmitancia es:

50



T(E)= 4_(@2 |
[721 — 7, + (7, —Tu);} +(7, +T11)2 (1 E? ]

4

donde los coeficientes de la matriz de transferencia (z;) son obtenidos por
el método de renormalizacion y se encuentran desarrollados en los apéndices | y
L.
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Figura 3-10. Transmitancia en funcién de la energia para las cadenas que tienen un
ordenamiento atomico tipo doble periodo en los problemas a) enlaces, b) sitios y c)
mixto.

Notese que solo el espectro del problema de enlaces tiene simetria y el gap
centrado en energia cero. También aqui los espectros de b) y ¢) sus gap son de
mayor anchura, pero el espectro c) presenta un mayor numero de estados de
transmitancia cercana a uno en el intervalo de energia de 1|t| a 2|t|. En la seccion
de estados transparentes vamos a ver cual de todos esos estados de alta
conductividad eléctrica dc es balistico.
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Coeficiente de Lyapunov

En la Fig. 3-11 se muestra el espectro del coeficiente de Lyapunov versus la
energia para cuando el ordenamiento de los atomos sigue la secuencia de doble
periodo. Los problemas abordados fueron a) enlaces, b) sitios y ¢) mixto
tomando los mismos pardmetros que la Fig. 3-10. Aqui volvemos a mostrar
como la transmitancia y el coeficiente son un buen pardmetro para estudiar la
localizacion de los sistemas aperiodicos, debido a que sus espectros son muy
semejantes.
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Figura 3-11. Coeficiente de Lyapunov versus la energia para cadenas tipo doble periodo

en los problemas de a) enlaces, b) sitios y ¢) mixto. Los parametros son los mismos que
la Fig. 3-10.

Todos los espectros de transmitancia que hemos presentado muestran
estados que parecen ser extendidos, es decir, transmision perfecta. En la
siguiente seccion vamos a ver cuantas o cuales energias si presentan conduccion
balistica.
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Estados transparentes

En los Gltimos afios, ha habido un gran interés en el problema de “Impurezas
correlacionadas” dentro de una cadena periodica, comenzando con el trabajo
pionero de Dunlap et al. [Dunlap, 1990], que tratd6 el caso de impurezas
correlacionadas como dimeros. Resultando que a ciertas energias los dimeros se
vuelven transparentes a un electron que pasa, lo cual tiene importantes
consecuencias sobre las propiedades de transporte de esas cadenas. Una de estas
consecuencias es la presencia de estados extendidos en cadenas con desorden
correlacionado, es decir, tenemos conductividad balistica.

En esta seccion vamos a mostrar en qué energias la transmitancia es uno —
estados transparentes- para los nueve sistemas que abordamos en este trabajo.
Empezaremos con el caso en el que el ordenamiento de los atomos sigue la
secuencia de Fibonacci para el problema de enlaces, aqui encontramos que el
estado transparente no depende de la cuasiperiodicidad, solo de la generacion
porque se presenta cada seis generaciones en energia igual a cero. Esto se
encuentra ilustrado en la Fig. 3-12 para dos integrales de salto t,=0.7t (circulos
rojos) y ta=0.5t.
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Figura 3-12. Estados transparentes versus generacién
de la cadena de Fibonacci.

El estudio analitico de este estado se reporto en Sanchez et al. 2004
[Sanchez, 2004] y se obtiene una expresién analitica de la Ec. (2-47), donde al
evaluar la transmitancia en energia cero la expresion queda

4
T(E=0)= . =,
[721_712] "’(Tzz +711)
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donde 7;; son los elementos de la matriz de transferencia descrita en el
capitulo 2, con i =1,2, j =1,2. Entonces los elementos de la matriz de
transferencia en esta energia los podemos escribir como:

Ti,j = kf (I + J)I:(#j e(n)y(lw(n))ﬁ(i) —f (k)yﬁ(i):l_(l_lrg—D(j _ i)@(n)ya(”)(j‘i),

donde y=t,/t,, f(k) =[1+(—1)"]/2 y los numeros  enteros
k =n-2 mod(3) €[0,2] y (i) =—(-1)'. Por lo tanto, la transmitancia es

4
[ F()+77) + A= (D) ) + o2 2]

Observe que la transmitancia es igual a uno cuando k =1, es decir, hay un
estado transparente en E=0 en el problema de enlaces para las generaciones
n=6b, siendo b=1,2... En el modelo de sitios y mixto no se logro encontrar
estados transparentes, ya que haciendo una amplificacién en las zonas de estados

de mayor conductividad s6lo obtuvimos algunas energias donde la transmitancia
era de ~ 0.99999999999 pero nunca llegaba a ser uno.

Ahora cuando el ordenamiento sigue la secuencia de Thue Morse
encontramos que para el problema de enlaces tiene un estado transparente en
energia cero. Esto se muestra en la Fig. 3-13 donde se tomaron dos integrales de
salto t,=0.7t (circulos negros) y t,=0.5t (circulos rojos).

T < —

o t,=0.7t
+ 1,205

=0)
5
o

T(E

0.95 Lual ..dr‘.d e T

Numero de atomos
Figura 3-13. Estados transparentes en energia cero.

Obsérvese que el estado transparente no depende de la generacion ni de la
aperiodicidad del sistema. La ecuacién analitica para la matriz de transferencia
que encontramos después de multiplicar las matrices de transferencia de cada
sitio fue:
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r,;=(j—1i),dondeiyjsonlo2.

La sustituimos en la Ec. (3-1) y obtenemos que la transmitancia es
T(E=0)=1. En el problema de enlaces para la secuencia de Thue Morse se
presentan mas estados transparentes pero las energias ya no son enteras y no
encontramos una expresion analitica para la matriz de transferencia ya que en las
entradas de la matriz el exponente de la energia crece conforme crece el nimero
de atomos.

Para el problema de sitios encontramos dos estados transparentes de forma
tanto numérica como analitica, estos estados estan representados en la Fig. 3-14.
Las energias de sitio que tomamos fueron sx=-£3=0.5t, las integrales de salto
son ty las energias donde se presenta son E=+1.5t.
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Figura 3-14. Estados transparentes para el problema
de sitios donde el ordenamiento de los a&tomos sigue la

secuencia de Thue Morse.

10 10'\4

Notese que también aqui el estado transparente no depende del nimero de
atomos, pero si depende de la aperiodicidad del sistema. Mas aln, esta energia
puede ser positiva 0 negativa porgue la secuencia tiene simetria de espejo o anti-
espejo. Pero para cualquier otro conjunto de energias de sitio diferente ya no
presenta estado transparente. La ecuacion analitica que describe este
comportamiento se obtuvo de la multiplicacion de las matrices de transferencia
de cada atomo y encontramos que al evaluarla esta matriz es:

_1\i+]

Sustituimos estos valores de la matriz de transferencia y la energia en la Ec.
(2-47), obteniendo que la transmitancia es uno para generaciones mayores 0
iguales a 4.
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Para el problema mixto también encontramos dos estados transparentes
con energias de sitio £,=0.5t y £=0, las integrales de salto t,,=0.8t,
tag=tga=tgs=t VY las  energias donde T(E) es uno  son
E=0.53118697998519385075t y E=-0.86463961823489318348t. Aqui los
estados transparentes dependen del nimero de 4tomos y de la aperiodicidad del
sistema.

En el ordenamiento de los &tomos que sigue la secuencia de doble periodo
encontramos estados transparentes solo para el problema de enlaces donde las
energias de sitio son nulas y las integrales de salto t,=0.8t y tg=t, las energias
donde la transmitancia es uno fueron E=-0.62472262267554003407t y E=-
1.2970268498878768388829t. En este caso los estados transparentes dependen
de la generacion y de la aperiodicidad del sistema. Para los otros dos problemas
sitios y mixto no encontramos ningun estado con transmitancia uno. A
continuacion vamos analizar los espectros de transmitancia alrededor de las
energias de estado transparente.

Para el problema de enlaces obtuvimos estados transparentes para las tres
formas de ordenamiento de los &tomos, Fibonacci, Thue Morse y doble periodo.
Amplificamos el espectro de transmitancia alrededor de esta energia y
observamos que tienen estados de alta conductividad pero no son balisticos
como se ver en la Fig. 3-15.
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Fibonacci Thue Morse Doble periodo
Figura 3-15. Amplificacién de la transmitancia alrededor de la energia de estados transparentes para el problema
de enlaces en los tres sistemas.

T(E)

0. 2 3 4
(E-)x10°t|

Notese que el espectro de Thue Morse oscila de forma periddica teniendo
un mayor numero de estados de alta conductividad a diferencia de los demas
espectros, ademas el espectro es simétrico con respecto a la energia del estado
transparente. Este mismo comportamiento lo encontramos para el problema de
sitios de Thue Morse (Fig 3-17), esto debe a que la secuencia tiene simetria de
espejo o anti-espejo para el problema de sitios.
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Figura 3-16. Amplificacion del espectro de
transmitancia alrededor del estado transparente
para el problema de sitios de Thue Morse.

Podemos concluir que estos estados son mas robustos en comparacién con
los de los sistemas de Fibonacci y doble periodo. Ademas, los espectros de
transmitancia dependen generalmente de la aperiodicidad del sistema, por lo que
es interesante estudiar el comportamiento de las eigen-energias variando los
distintos parametros dependiendo del problema. Asi podremos obtener las
regiones de energia donde es posible encontrar estados de alta conductividad. A
continuacion se presenta en la Fig 3-17 un barrido de las eigen-energias como
funcion de la intensidad de la cuasiperiodicidad, para el problema de enlaces
varia ta, para el de sitios varia ey=-&g y para el mixto tenemos dos casos donde
varia tan 0 &a. El nimero de atomos de los sistemas es 6766, las energias
permitidas fueron obtenidas a partir de la densidad de estados sin saturadores
registrandose si DOS es mayor que 0.5.
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Figura 3-17. Eigen-energias para la secuencia de Fibonacci variando en el
problema de enlaces la integral de salto t,, en el problema de sitios la energias de
sitio son ea=-&g, en el problema mixto primero se varia la integral de salto tas y
£4=0.5t, en el segundo se varian las energias de sitio &4. El nimero de 4tomos

que se utilizaron fueron 6766.

Obsérvese que en el caso limite, es decir, ta=tg=t y ex=-£3=0, las eigen-
energias serian un continuo en cualquiera de los problemas. Para el problema de
enlaces en t,=0 no tendriamos eigen-energias. También, se observa que existe
una ramificacion en las energias permitidas teniendo una complejidad intrinseca

debido a la cuasiperiodicidad.

En la Fig. 3-18 se muestran las eigen-energias versus los parametros de
aperiodicidad de la cadena de Thue Morse para los problemas de enlaces
variando t,, para el de sitios variando s,=-&g y para el mixto tenemos dos casos
donde varian tas 0 €a. El NnUmero de atomos de esta cadena es 8193, los demas

parametros se tomaron de acuerdo a la Fig. 3-6. La presentacion de resultados
numeéricos tiene la limitacion de que las funciones delta alrededor de las eigen-
energias en la DOS tienen un semi-ancho de la parte imaginaria en la energia y

el muestreo de energias es siempre un numero finito.
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Figura 3-18. Representacion grafica de eigen-energias (E) en funcién de los parametros de
aperiodicidad de la cadena de Thue Morse para el problema de enlaces, de sitios y mixto. El
ntmero de atomos que se utilizaron fueron 8193.

Notese que volvemos a tener un espectro ramificado similar al de la figura
anterior, el cambio se encuentra en el problema se sitios ya que en esta cadena el
espectro es simétrico y en la cadena de Fibonacci no presenta esta simetria, esto
es debido a la simetria de espejo que tiene la cadena de Thue Morse. Ademas los
gap son menos anchos que la anterior figura.

La Fig. 3-19 presenta los espectros de eigen-energias versus la
aperiodicidad del sistema tipo doble periodo para los problemas de enlaces
variando t,, para el de sitios variando ,=-&g Yy para el mixto tenemos dos casos
donde varian tas 0 €a. El NnUmero de atomos de esta cadena es 8193, los demas
parametros se tomaron de acuerdo a la Fig. 3-10.
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Figura 3-19. Eigen-energias versus los parametros de aperiodicidad para la cadena de
doble periodo en los problemas de enlaces, de sitios y mixto. EI nimero de atomos que se
utilizaron fueron 8193.

Obsérvese que las brechas son mas angostas en comparacion con las de
Fibonacci, ya sélo el problema de enlaces presenta simetria los demas como ya
no son redes bipartitas ya no la presentan. El ancho de banda en el problema de
sitios y mixto depende del valor de las energias de sitio de cada problema.

Entonces podemos concluir que las simetrias que tienen las cadenas estan
estrechamente relacionadas con el numero de estados transparentes que se
presentan. Ademas, ya hemos visto como afecta la aperiodicidad a las
propiedades del transporte, donde encontramos estados extendidos y estados
localizados. A continuacién haremos un analisis de los efectos que causan la
aperiodicidad y el namero de atomos de la cadena en los espectros de
transmitancia.
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Localizacion

La localizacién de los estados electronicos en modelos desordenados y su
relacion con las propiedades de transporte, fue estudiada inicialmente por
Anderson [Anderson, 1958]. Posteriormente, se probd que en sistemas
desordenados unidimensionales todos los estados son localizados, por muy
pequefio que sea el desorden [Abrahams, 1979], siempre que no exista
correlacion en el desorden. En los ultimos afios se ha demostrado la presencia de
estados extendidos en sistemas desordenados unidimensionales con correlacion
en el desorden [Flores, 1989, Dunlap, 1990], y varios de estos resultados han
sido recientemente confirmados en forma experimental [Bellani, 1999, Kuhl,
2000]. La aparicion de estados extendidos en sistemas desordenados al azar,
pero diluidos por distribuciones periddicas de energias por sitio ha sido motivo
de interés en el ultimo tiempo [Hilke, 1997, Onell, 2002].

En los sistemas periddicos, es decir, en sistemas sin ningun tipo de
desorden, todas las funciones de onda son extendidas o deslocalizadas. En
cambio, en los sistemas desordenados, la existencia de correlacion de corto o
largo alcance en el desorden puede generar estados extendidos, los cuales
pueden llegar a formar bandas (correlacion de largo alcance) o formar un
conjunto discreto de estados extendidos (correlacion de corto alcance). En
resumen, el mecanismo responsable de la aparicion de estados extendidos es la
presencia de correlacion en el desorden.

Para obtener la localizacion del transporte electrénico en redes aperiddicas
utilizamos el promedio espectral de la transmitancia definido como

) jT(E)DOS(E)dE
~ [Dpos(E)dE

(T)

El primer sistema analizado es el de Fibonacci para el problema de enlaces,
el cual se encuentra en la Fig. 3-20. Las energias de salto (ta) consideradas
fueron desde uno hasta 0.8t, con energias de salto son nulas. Obsérvese que para
este problema el promedio espectral de la transmitancia presenta un decaimiento
como ley de potencias en funcién del tamafio del sistema como se reporto en la
literatura [Hui-Fen, 2006], sélo que aqui toman las amplitudes de las funciones
de onda y el numero de atomos del sistemas es muy pequefio.
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Figura 3-20. Promedio espectral de la transmitancia
versus el nimero de atomos del sistema para diferentes
integrales de salto.
Este comportamiento se puede modelar de forma analitica por medio de la

ecuacion
(T)=N",

donde C=0.7238 1—£t—’*j . Por lo que entre més cuasiperiodica sea la cadena
B

tenemos menos estados que conducen.

Para el problema de sitios en Fibonacci, el promedio espectral de la
transmitancia versus el niamero de atomos de la cadena se presenta en la Fig. 3-
21. La cuasiperiodicidad en este problema se representa por medio de la
variacion de las energias de sitio ea=-gg Y las integrales de salto se mantienen
constantes.
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Figura 3-21. Promedio espectral de la transmitancia en

funcion del ndmero de atomos de la cadena para el

problema de sitios en Fibonacci.
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Como es una red cuasiperiddica el promedio espectral de la transmitancia
nuevamente decae como una ley de potencias en funcion del tamafio del sistema.
Este comportamiento puede ser modelado mediante la siguiente relacion:

(T)=N"°,

£a

donde C = 0.76195( J al considerar 5=0 recuperamos el promedio espectral

B
de la cadena periddica.

Este promedio espectral de la transmitancia también lo realizamos en las
cadenas de Thue Morse para los problemas de enlaces y sitios. En la Fig. 3-22
muestra este promedio en funcion del nimero de atomos para el problema de
enlaces donde el parametro de aperiodicidad es la variacion de las integrales de
salto (tn), las energias de sitio son nulas.
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Figura 3-22. Promedio espectral de la transmitancia en
funcidn del nimero de atomos de la cadena de Thue Morse
para el problema de enlaces.

Obsérvese que este promedio decae mas rapido en comparacion con el
promedio de las cadenas de Fibonacci. La ecuacion que modela este
comportamiento es de la forma

(T)=N"*+N",
donde b; y b, dependen de la aperiodicidad del sistema y b, es mucho mayor
que b;.

La Fig. 3-23 presenta el promedio espectral de la transmitancia en funcion
del numero de 4tomos de la cadena de Thue Morse para el problema de sitios.
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Las integrales de salto las consideramos constantes y las que varian son las
energias de sitio ep=-¢g.
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Figura 3-23. Promedio espectral de la transmitancia versus
el nimero de atomos de la cadena de Thue Morse para el

problema de sitios.

Notese que este espectro presenta el mismo comportamiento que la figura
anterior y es modelado mediante la misma expresion.

Para el ordenamiento de los &tomos que sigue la secuencia de doble
periodo en el problema de enlaces. Las integrales de salto las variamos de uno a

0.8ty las energias de sitio las tomamos nulas.
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Figura 3.23 Promedio espectral de la transmitancia en

funcion del nimero de atomos de la cadena de doble

periodo para el problema de enlaces.
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Podemos observar que el promedio espectral de la trasmitancia en funcion
del tamafio del sistema decae siguiendo una ley de potencias. De manera similar
al ordenamiento de atomos tipo Fibonacci, este promedio puede ser modelado
mediante la siguiente relacion:

)=

donde C =0.76195 1—(:—’\) . Lo que difieren es en la segunda cifra del

B
coeficiente de C.

Finalmente, se presenta el promedio espectral de la transmitancia versus el
tamafio del sistema para el problema de sitios en la secuencia de doble periodo.
Las energias de sitio (ea=-¢g) las variamos desde cero hasta 0.2t y las integrales
de salto las tomamos constantes.
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Figura 3-24. Promedio espectral de la transmitancia versus

el nimero de 4tomos de la cadena de doble periodo para el

problema de sitios.

Aqui también decae como una ley de potencias. Cabe sefialar que los
ultimos promedios deben de ser rectas, so6lo que al ser mas aperiédicos necesita
un mayor namero de divisiones en la integral. Este comportamiento puede ser
modelado mediante la siguiente expresion

m)=n<,

donde C = 0.6564£ﬁ].

ly
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En conclusion en los sistemas aperiodicos el promedio espectral de la
transmitancia decae como una ley de potencias en contraste con el
comportamiento constante en las redes periddicas y el comportamiento
exponencial para las cadenas aleatoriamente desordenadas.
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Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado la transmitancia, la densidad de estados y el
coeficiente de Lyapunov en cadenas aperiddicas, donde el ordenamiento de sus
atomos siguen las secuencias de Fibonacci, Thue Morse y doble periodo. Para
los problemas de enlaces, sitios y mixto dentro del formalismo de amarre fuerte
y a temperatura cero. Para dicho estudio hemos extendido los métodos de
renormalizacién para la densidad de estados y la matriz de transferencia en las
cadenas de Fibonacci, Thue Morse y doble periodo. Ademas, hemos obtenido de
forma analitica estados transparentes —transmitancia uno- para algunos de estos
sistemas y mostramos que en la cadena de Thue Morse, la cual presenta una
simetria de espejo y anti-espejo existen una mayor cantidad de estados
transparentes por generacion contrario al uUnico estado en la cadena de
Fibonacci. Las conclusiones principales de esta tesis se pueden resumir:

e Extendimos el método de renormalizacion para densidad de estados y la
matriz de transferencia para las cadenas de Fibonacci, Thue Morse y
doble periodo abordando tres diferentes problemas (enlaces, sitios y
mixto). Consideramos que estos métodos son eficientes y exactos dentro
del formalismo elegido.

e Los espectros de transmitancia y Lyapunov son semejantes, por lo que
cualquiera de los dos puede ser usado para investigar la localizacion de
los sistemas aperiddicos.

e Demostramos de forma numeérica y analitica la existencia de estados
transparentes para la cadena de Thue Morse.

e Observamos que la presencia de una simetria espejo o anti-espejo en las
cadenas origina un mayor nimero de estados transparentes.

e Mostramos la ramificacion y ensanchamiento de energias prohibidas en
los espectros de eigen-energias en funcion de la aperiodicidad del sistema.

e Modelamos de forma numérica y analitica el comportamiento del
promedio espectral de la transmitancia en funcion de la longitud de los
sistemas aperiddicos, encontrando que decaen siguiendo una ley de
potencias.

La conductividad eléctrica del estado transparente en las redes de
Fibonacci, Thue Morse y doble periodo se asemeja a la de los sistemas
periddicos revelando el orden de largo alcance, mientras que la transmitancia en
los estados no transparentes es similar al de sistemas desordenados debido a la
ausencia de la simetria traslacional. Por otro lado, el modelo de amarre fuerte se
basa en las funciones de Wannier y puede incluir la aperiodicidad de forma
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natural sin requerir de la ayuda del espacio reciproco. Por ultimo, el presente
trabajo podria extenderse a sistemas bidimensionales y tridimensionales usando
el método de convolucidn, asi como al estudio de otras excitaciones tales como
fonones, fotones, etc. aplicando el método del grupo de renormalizacion en el
espacio real. Asimismo, se extenderia la investigacion al transporte electronico
en sistemas aperiodicos a temperatura finita, incluyendo los efectos de la
estadistica de Fermi-Dirac.
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Apeéendice A. Densidad de estados para el problema de
enlaces (Fibonacci).

La ecuacion de la densidad de estados para la cadena de Fibonacci en el
problema de enlaces por el método de renormalizacion es de la siguiente
forma

DOS(¢,n) = DOS(s,n 1)+ DOS(g,n—-2),
proponiendo una forma general de renormalizacién

DOS(g,n) = —% Im[A(N)G,, +B(n)Gg, +C(n)G; + D(n)],
desarrollando la ecuacion tenemos que
DOS(&,n) = 1 Im[A(n-1)G,, + B(n-1)G,, +C(n-1)G,, + D(n-1) +
" +A(N-2)G,, + B(n-2)G,, +C(n-2)G,, + D(n-2)-G,,].

Para obtener las generaciones debemos proporcionar las ecuaciones de
recurrencia y posteriormente daremos las condiciones iniciales.

Las ecuaciones de recurrencia se expresan de la siguiente forma:
A(n) = A(n—1) +[A(n—-2) + B(n—1) —1.0]z¢ (n) + C(n=1) 1, (n)

B(n) =B(n—2)+[A(n-2)+B(n—1)-1.0]z (n) + C(n—2) 1,(n)
C(n) = 20[A(n—2) + B(n—1) ~1.0]4 (n) 11, (n) + C(n 1) 1, (n) + C(n - 2) 1, (n)

D(n)=[A(n-2)+B(n-1)-1.0](n)+ D(n-1)+ D(n-2)

donde
~ t(n—1) B t(n-2)
A = g—g,(n-1)—g (n-2) #e (M) = e—gx(N-1)—¢g (nN-2)
,U3(n): L0

g—g,(N-1) -5, (N-2)

Las ecuaciones de auto-energia y energia de salto cuando el sistema esta
renormalizado es:

t(n-1) CeM)=e(n-2)+ t(n-2)?
e—gx(N-1)—-¢,(n-2) e—gx(n-1)-¢, (n-2)

t(n-t(n—2)
e—g,(n-1)—g (n-2)

e (nN) =g (-1+

t(n) =
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Las funciones de Green para el caso sin saturador son:

6. - =gy (n) . _ t(n)
R TR Q) e O B MR PR O P O e )

g_gL(n)

G = —.
[& —& (M][& — &, (M)]-17()

Las funciones de Green para el caso con saturador son:
h 7,

G, = 2 , G = 2 y G =mt(n)Gee
1.0-t°(n)n,m, 1.0-t*(n)n 7,
con
. £—e* () . £—e% (m)
Pole—er (mMe—ex, (M]-t¥ () T [e—e*, (M)][e—e*,, (M)]-t* (n)
donde

Ex1 = &R (m)+gL(n)’ £*yp =&*L (M) +&p ().

Las condiciones iniciales para las ecuaciones de recurrencia son:

£=00  t)=t, t@)=—ab_

E—&,

2 2
£ ()=00 £(0)=00 &) =g +—2— 5 (=g +—2

0 &y

AQ) =10 B(@)=1.0 C@®=00 D@=0.0

ta _ ts _
: > B(2)—Z|..O+(g_go)2 C(2) = (e—s.)

20(4ts)  pypy L0

- (8_50)2 .

Las condiciones iniciales para el satuador estan expresadas por:

A(2)=1.0+

E—E&

t

E—&,

t*1) =00 t*(2)=

e =00 % (=00 &% (2)ep 4t e* (2)ms b
&
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DOS (2,n)=DOS (&,n-1)+DOS (2,n-2)

. L ©(2)
2) *—0—9 >—d
h W % W2) 1) t(3)
3) +—o——0 - — 2 2
g, g = ‘(2) ‘“|(3> (1)
L T T TR W3) ©(2) T(4)
4) 99 I 99 — — >
g &, & g 8 & ; (3) \1(4 P(2)
O T U T U t(4) t(3) o(5)
5) 00090100909 —P— 9
B} g € & g & & g, &, )

Figura A-1. Método de renormalizacion para el problema de enlaces.

La Fig. A-1 nos muestra un esquema grafico del método de
renormalizacién para la densidad de estados en el problema de enlaces tipo
Fibonacci.

Apéndice B. Densidad de estados para el problema de
enlaces (Thue Morse).

La ecuacion de la densidad de estados para la cadena de Thue Morse en
el problema de enlaces por el método de renormalizacion es de la siguiente

forma
DOS(g,n) = DOS(g,n—1) + DOS *(g,n—1)

DOS *(g,n) = DOS *(¢,n—1) + DOS(&,n 1)
proponiendo una forma general de renormalizacién
DOS(g,n) = —% Im[A(N)G,, +B(n)Gg; +C(n)G; + D(n)]
desarrollando la ecuacion tenemos que
DOS(g,n) = —% Im[A(n-1)G,, + B(n-1)G,, + C(n-1)G,, + D(n—-1) +
+A*(n-1G,, + B*(n-1)G,, +C*(n-1)G,, + D*(n-1) -G, ].

Para obtener las generaciones debemos proporcionar las ecuaciones de
recurrencia y posteriormente daremos las condiciones iniciales.
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Las ecuaciones de recurrencia se expresan por:

A(n) = A(n-D) +[A*(n-1)+ B(n—1) —1.0]z (n) + C(n=1) 11, (n)
B(n)=B*(n-1)+[A*(n-1)+B(n-1)-1.0]Z (n) +C*(n—1) 1, (n)
C(n)=2.0[A*(n-1)+B(n-1)-1.0]z4(n),(n) +C(n-1) 1, (N) +C *(n—1) 1 (n)
D(n)=[A*(n-1)+B(n-1)-1.0]g,(n)+ D(n-1)+ D*(n-1)

A*(n)=A*(n-1)+[A(N-1)+B*(n-1)-1.0]u* (n)+C*(n-1)u*, (n)
B*(n)=B(n-1)+[A(N-1)+B*(n-1)-1.0]x*: (n) +C(n-1)u*, (n)
C*(n)=2.0[A(n-1)+B*(n-1)-1.0]u* (n)e™*, (N)+C*(n=-) ™, (nN) +C(n-1) ™, (n)
D*(n)=[A(n-1)+B*(n-1)-1.0]u*; (nN)+ D(n-1)+ D*(n-1)

donde
) t(n-1) _ t*(n-1)
ﬂl(n)_e—eR(n—l)—E*L (n-1° ﬂZ(n)_g—gR(”—l)‘g*L (n-1)
) 1.0 ()= t*(n-1)
ﬂs(n)_g_gR(n_]_)_g*L (n-1)’ “ l(n)_S—E*R (n-)—-¢ (n-1)
. B t(n-1) * _ 1.0
H Z(n)_é‘—g*R (n-1)-g (n-1)" a 3(n)_8—€*R (n-1)-¢& (n-1)

Las ecuaciones de auto-energia y energia de salto cuando el sistema esta
renormalizado son

t(n-1)° e ()= &%, (N—1)+ t*(n-1)°

& :gL(n_1)+g—8R(n—l)—8*L (n-1° e—gp(n-D-&* (n-1)

t*(n-1)°
—e*, (n=-1)—-¢, (n-1) ’

e* (N)=¢* (n-1)+
£

t(n—1)
e—e*;, (N-1)—-¢. (n-1)
tin-Dt*(n-1) t*(n) = t(n-Dt*(n-1)
e—g(n-1)—¢g* (n-1)" S e—e*, (n-1)—g (n-1)

g (N)=gx(n-1)+

t(n) =

Las funciones de Green para el caso sin saturador son:

G - £ =25 (n) i t(n)
C e M- MM Lo e (] - (MI-L(N)
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g_gL(n)

Ggr = 2
[¢ — & (M][e - & (N)]-t7(n)

Las funciones de Green para el caso con saturador son:

G, = 2771 , Ggp = 2772 , Gr =mt(n)Gee
1.0-t*(n)n,7n, 1.0-t°(n)n,m,
con
. £—e* () . £—e% (m)
Pole—e* M)lle—e*,, (M-t ()" T [e—e* (M[e—e%,, (M]-t* (n)
donde

e*y =5 (M)+&.(n), e*,,=¢* (M)+e&x(n)

Las condiciones iniciales para las ecuaciones de recurrencia son:
t)=t, t*@Q)=t; £1)=00 £@)=00 &*B=00 £&*1)=0.0
A)=10 B@®=10 C@®)=0.0 D) =0.0
A*()=1.0 B*()=1.0 C*0)=00 D*1)=0.0

Las condiciones iniciales para los saturadores estan expresadas por:

t2
t*(1)=0.0 t*(2)=—2
E—&,
t2 2
e* (1)=0.0 e*, (1)=0.0 e* (2)=¢,+— e* () =¢,+—2
—& —&
t;-\
1) o—o DOS (5,n)=DOS (5.n-1)+DOS*(z.n-1)
Lok t(1) (1) 1(2)
2) —o—o — — @ 9
£, &, £, :',L('I) :2“_,(2) 3.,é(1)
L T 12) t(2) t(3)
3) +—o—o—o—o — — 9
g, g, € g, g, ‘(2) aM(3) £, (2)
EoL oy 8 R R Ak t3) (3) ©(4)
4) —0—0—0—0—0—0—0—0 — — @ D

£ & g g & E, & £, g :.‘7(3) :’;m(4) ctk*(S)

Figura B-1. Método de renormalizacién para el problema de enlaces (Thue Morse).
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1 ) *—o DOS*(z,n)=DOS*(¢,n-1)+DOS(5,n-1)

2) o—o—o —P— —9
B & & (1) 5,(2) 5 (1)
L (2) 1(2) t(3)
3) *—0—0—0—9 - — —
% B & B % (2) &%,,(3) &,(2)
L B t t t t (3} ©(3) (4)
4) 0003329 > — —a
f g & B By B, 8y g g £ 11(3) £ i‘M(ll) )_:F_('3)

Figura B-2. Método de renormalizacion para el problema de enlaces (Thue Morse).

Las figuras B-1 y B-2 nos muestran un esquema grafico del método de
renormalizacién para la densidad de estados en el problema de enlaces tipo
Thue Morse.

Apeéndice C. Densidad de estados para el problema de
enlaces (doble periodo).

La ecuacion de la densidad de estados para la cadena de doble periodo en
el problema de enlaces por el método de renormalizacion es de la siguiente

forma
DOS(g,n) = DOS(g,n—1) + DOS *(g,n—1)

DOS *(&,n) = DOS(g,n—1) + DOS(&,n—1)
proponiendo una forma general de renormalizacion
DOS(&,n) = —% IM[A(n)G,, +B(n)Gg; +C(N)G,; + D(n)]
desarrollando la ecuacién tenemos que
DOS(&,n) = 1 Im[A(n-1)G,, + B(n-1)G,, +C(n-1)G,, + D(n-1) +
" +A*(N=1)Gy, + B*(N-1)Gyy +C*(N—1)G,, + D*(n-1) -G, ]

Para obtener las generaciones debemos proporcionar las ecuaciones
recurrentes y posteriormente daremos las condiciones iniciales.
Las ecuaciones de recurrencia se expresan de la forma:

A(n) = A(n-) +[A*(n-1)+ B(n—1) —1.0]z (n) + C(n=1) 11, (n)
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B(n)=B*(n-1)+[A*(n-1)+B(n-1)-1.0]Z (n) +C*(n—1) 1, (n)
C(n) = (2.0)[A*(n—1)+ B(n—1) ~1.0]4 (") 11, () + C(n=1) 1, () + C* (1) 1, (n)
D(n)=[A*(n-1)+B(n-1)-1.0]g,(n)+ D(n-1)+ D*(n-1)

A*(n)= A(n—-1) +[A(n-1)+B(n-1)-1.0]x* (n) + C(n=1)u*, (n)

B'(n) =B(n-1)+[A(n—1)+B(n—-1)-1.0]u** (n)+C(n-1) u*, (n)

C*(n) = (2.0)[A(n-1)+B(n-1)-1.0]x*7 (n)+(2.0)C(n-1) x>, (n)
D*(n)=[A(n-1)+B(n-1)-1.0]u*, (n)+(2.0)D(n-1)

donde
B t(n-1) B t*(n-1)
Mﬂﬂ_e—e“n—b—gﬁjn—b’/ﬁm)_g—gdn—b—gﬁjn—n
~ 1.0 . ey t(n-1)
w0 = e o 4 T e e (D)
1.0

* (n)= :
A= D e ()
Las ecuaciones de auto-energia y energia de salto cuando el sistema esta
renormalizado son:

et ey, (-4 — 0D

&) :gL(n_1)+8—gR(n—1)_8*L (n-1)° ¢=&(n-1)-&* (n-1)

t(n—1)°

gﬂ(m=€d”—9+g_5“n_n—adn—b

t(t—1)

g*, (N) = g,(n=1)+ e—e.(n-1)—¢ (n-1)

t(n-1)°
e—g(N-1)—g (n-1)

tin-Dt*(n-1)
e—g,(N-1)—&* (n-1)°

t(n) = t*(n) =

Las funciones de Green para el caso sin saturador son:
G — S—ER (n) G — t(n)
T le—aMlle—sM]-tP()" T [e—g ()]l -, (N)]-t()

e—¢.(n)

Ggr = 2 .
[e— e (N)][e — &z (n)]-17(n)
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Las funciones de Green para el caso con saturador son:

G, = 2771 , Gpg = 2772 Gr =mt(n)Ggr
1.0-t*(n)n,n, 1.0-t*(n)n,m,
con
7, = 8—€*L(m) n, = E,‘—S*R(m)
Vo le—er Mle—ex,, (]t (n)" 7 [e—g*, (M)][e—£*,, (M)]-t** (n)
donde

erg=*(M+e (n), e*y,=¢* (M+e;(n)
Las condiciones iniciales para las ecuaciones recurrentes son:
&@®=00 &@0)=00 &*@=00 ¢&*@0=00
A@)=1.0 B(1)=1.0 C@®)=0.0 D) =0.0
A*(1)=10 B*@®)=10 C*®)=00 D*@®)=0.0
t@) =t, t*1) =t,

Las condiciones iniciales para el saturador estan expresadas de la
siguiente manera:

t2
t*()=0.0 t*(2)=—2
£—&
t? t?
e* (1)=0.0 e*.(1)=0.0 e* (2)=¢,+—2 e* (2)=¢g,+—F
—& &€&
t
1) R : 3 DOS(z,n)=DOS(s,n-1)+DOS*(z,n-1)
L% 1) (1) 1(2)
2) —0—9 —L)— *—o
g g g F‘LH) EM(Z) & 1)
tf\- tE- t‘« t,—‘. t(2) T"’(z) I(S)
3) —o—0—0—0 —_ @ 9
g, &, &, g g, L(Z) M(3) A (2)
tP T[A tn. t. ta tB t.a tB 1(3) (3) ©(4)
£ g &, g, & g, g g g, g (3) &,(4) &(3)

Figura C-1. Método de renormalizacion para el problema de enlaces (doble periodo).
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1 ) —9 DOS*(s,n)=DOS(s,n-1)+DOS(z,n-1)

A (1) (1) ©™(2)

g, g, g, ‘;._(1) :‘:M'(S) e (1)
t, Es by w2) w2) (3}
3) o—e—o—o—o - — 3 9
g, 3 g, g g :—l(2) }-:M"(S) F(Q)
5 I . t, L T W3) t(3) (4)
4) ——0—0—0—0—0—0—0 —d— —
£ g £ - Y & & g (3) g,"(4) £,(3)

Figura C-2. Método de renormalizacion para el problema de enlaces (doble periodo).

Las figuras C-1 y C-2 nos muestran un esquema grafico del método de
renormalizacién para la densidad de estados en el problema de enlaces tipo
doble periodo.

Apeéndice D. Densidad de estados para el problema de
mixtos (Fibonacci).

La ecuacion de la densidad de estados para la cadena Fibonacci en el
problema de mixto por el método de renormalizacion es de la siguiente forma

DOS(&,n) = DOS(g,n—1)+ DOS(s,n—2)
proponiendo una forma general de renormalizacién
DOS(&,n) = 1 IM[A(n)G,, +B(n)Gg; +C(N)G,; + D(n)]
T

desarrollando la ecuacién tenemos que
DOS(&,n) = 1 Im[A(n-1)G,, + B(n-1)G,, +C(n-1)G,, + D(n-1) +
T
+A(n-2)G,, + B(n-2)G,, +C(n-2)G,, + D(n-2)].

Para obtener las generaciones debemos proporcionar las ecuaciones de
recurrencia y posteriormente daremos las condiciones iniciales.

Las ecuaciones de recurrencia se expresan de la forma:

A(n) = A(n=1) + ¢, ()[4 (M)B(n-1) + C(n -]+ ¢* (Mt (N)t(n-1)*A(n - 2)
B(n) = B(n—2) +¢,(n)[¢,(n) A(n - 2) + C(n - 2)] + ¢* ()t (n)t(n —2)° B(n 1)
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C(n) = 2.0¢(n)t. (N)t(n—2)t(n -1)[¢,(n)B(n—1) + &, (N) A(n — 2)] +
+p(Mt. (N[t(n-2)C(n-1) +t(n-1)C(n—-2)]
D(n) =g, (N)B(n-1)+¢,(N)A(n-2)+D(n-1)+ D(n-2)
donde
A+ (=D [1-(-D"] B 1.0
()= bty e O S T s 212 )

AA

#(n) =g(M)e—& (-2)], 4,(n)=¢(N[e-2.(n-D], #(n)=¢(Nt(n-2)
#(n) =g (Nt(n-2)
Las ecuaciones de auto-energia y energia de salto cuando el sistema esta
renormalizado son
g (N)=¢ (=) +p(N)[e-g (n-2)It*(n-1),
gr(n) = £, (N=2) +(N)[& — &, (N-DJt*(n~2), t(n) = (N)t(n-1)t(n-2)t. (n)
Las funciones de Green para el caso sin saturador son:
G = &~ &g (n) G .= t(n)
T e Mlle—sM]-tP() T [e—g (M)]le— g, (M]3 (N)
G - e—¢g.(n)
" [e—e (][ —£p(M)]-t? ()
Las funciones de Green para el caso con saturador son:

1.0

oo EOEO E®
[£ = 2 (MI& () -E ()~ &(n)

GLL =

G - 1.0
PG ORI {0
[e—e (M]& () -t (n) &,(n)
E1(N)Gy

= [e—e (M]E - (n)
donde

ts () ts (M)
2 & =e—gg (M) ——"
[e—&5 (M)] [¢ — & (M)]
Las condiciones iniciales para las ecuaciones de recurrencia son:

@=te  t@-E
B

& =e—egx(m)—
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2 2
& (=g, (@) =65 .3 =¢,+ e eg(B)=¢,+ fes

B gB

A(2)=10  B(2)=1.0 C(2)=00 D(2)=0.0

2 2
A(3) =1.0+“+B2 B(3) =1.0+t¢2 C(g):LABth D(3) = 0
(5_ B (5—85) (8—88) (g—gB)

Las condiciones iniciales para los saturadores estan expresadas de la
siguiente manera:

12 t12 t12
t(2)=t t;3==+ £,(2)=00 £x(2)=0.0 &4 (3)=— e (3)=—
& & &
1) @
te Y(2)
2) *—o 2 9 DOS (5,n)=DOS (&,n-1)+DOS (,n-2)
SA SB
t:\a tF/; ©(3)
3) o—o—a > T
tAE tEA tAA tAB o3) T ©(2) «4)
4) 20— 22— —D 9 —o
£y B By E. B .»L(3) r(3) :—:L(Z) (2)
be fon tw e G e e W4) T 3 ©(5)
5) &9 +—09—0 2 9 2 9 o
5.(4) 5,(4) 5(3) ©5.(3)

Figura D-1. Método de renormalizacion para el problema mixto (Fibonacci).

La Fig. D-1 nos muestra un esquema grafico del método de
renormalizacién para la densidad de estados en el problema de mixtos tipo
Fibonacci.

Apéndice E. Densidad de estados para el problema de
mixtos (Thue Morse).

La ecuacion de la densidad de estados para la cadena de Thue Morse en
el problema de mixto por el método de renormalizacion es de la siguiente
forma

DOS(&,n)=D0OS(g,n—-1)+ DOS *(¢,n-1)

DOS *(&,n) = DOS *(&,n—1) + DOS (,n —1)
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proponiendo una forma general de renormalizacién
DOS(&,n) = —% ImM[A(n)G,, +B(n)Gg; +C(N)G ; + D(n)]
desarrollando la ecuacién tenemos que
DOS(&,n) = 1 Im[A(n-1)G,, + B(n-1)G,, +C(n-1)G,, + D(n-1) +
" +A*(n-1)G,, + B*(n-1)G,, +C*(n-1)G,, + D*(n-1)]

Para obtener las generaciones debemos proporcionar las ecuaciones de
recurrencia y posteriormente daremos las condiciones iniciales.

Las ecuaciones de recurrencia se expresan de la siguiente forma:
A(n) = A(n=1) + ¢ (N[4(MB(n-1) +C(n-1)]+ ¢ (n)A*(n-1)
B(n) =B*(n-1)+¢,(n)[¢,(N)A*(n-1) +C'(n-1)]+ ¢ (n)B(n-1)
C(n) =2.0¢,(n)¢,(n)B(n—1) +2.0¢,(n)¢ (n) A* (N —1) + ¢,(n)C(n—1) + ¢ (n)C*(n-1)]
D(n) = g (N)B(n-1) + 1,(N)A*(n-1)+ D(n-1)+ D*(n-1)

A*(n)= A*(n=D) +¢* (N[4* (N)B*(n-1)+C*(n-1)]+¢*; (NA(N-1)
B*(n)=B(n-1)+¢*, (N)[¢*, (NAN-1)+C(n-D]+¢*; ()B*(n-1)

C*(n)=2.0¢% (n)g*, (N)B*(n-1)+2.04*, (n)¢*, (N)A(n-1) +

+¢*, (N)C'(n-1)+¢*; (N)C(n-1)]
D*(n)=pu* (N)B*(n-1)+ x*, (n)A(n-1)+D(n-1)+D*(n-1)

donde
t.(n) = [1+(-1)"] ty + [1-(-D"] e ()= [1+ (_1)n]tBA N [1_(_1)n]tAA
_ 1.0
7= [e—e,(N-D][e—&* (N-D]-tZ(n)’
#*(n) = L0

[e —e*; (N-D)][e — & (N-1)]-t*¢ (n)

A (M) =¢(n)e —&* (n-Dlt(n-1), 4,(n) =¢(n)[e —e,(n-DJt*(n-1)
¢3(n) = p(Mt(n=Dtc (n), ¢,(n) =g(n)t*(n-1)t; (n)
w(n)=gM)e—&* (=D, 1,(n)=¢(n)[g-¢&,(n-1)]
¢* () =¢*(N)le—& (n=DIt*(n-1), ¢*, (n) =¢*(n)[e —&* g (N-DJt(n-1)
¢*5 () =¢*(Mt*(n-Dt*c (n), ¢*,(n)=g*(Mt(n-1t*; (n)
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px (M) =¢*(Mle—& (n-1)], 4>, (n)=¢*(n)e-&*(n-1)]

Las ecuaciones de auto-energia y energia de salto cuando el sistema esta
renormalizado son

g (N =g (n-D+g(N)[e-e* (Nn-DIt*(n-1)
g (N)=&*, (N=1) +p(n)[e — &, (N=D]t** (n-1)
e* (N)=¢e* (N-D)+p*(N)[e—& (N-Dt** (n-1)
e*, (N) =g, (N=1)+p*(N)[e—e*, (N-DIt*(n-1)
t(n) = g(N)t(n-1)t*(n-1)t. (n) ’ t*(n) =t*(nt(n-Dt*(n-Dt*. (n)
Las funciones de Green para el caso sin saturador son

G = g_gR(n) G . = t(n)
T e Mle—sMI-M) T [e—g (M][e —gp (M]-t3(n)

£-¢& (n)
Ggr = 2
[¢ —& (N][e —&;(n)]-t7(n)
Las funciones de Green para el caso con saturador son

G - 1.0
e 0P ¢
[e - (NI, (N) -t (n) & (n)
G, - 1.0 : G- &it(n)Ggg :
g—e (n)— & (Mt (n) 4 (n) [e —e (M]& —t (n)

[e —eL (MG (M) -t7(n) & (n)
con

Ctm (M)
—eg )’ oM T

Las condiciones iniciales para las ecuaciones de recurrencia son:
t(2) =ty t*(2) =tg, £ (2)=¢, £q(2) = &4 e* (Q=¢5 &*:(2)=¢,

& =e—ex(m)—

A(2)=10 B(2)=10 C(2)=0.0 D(2) =0.0
A*(2)=1.0 B*(2)=1.0 C*(2)=00 D*(2)=0.0

Las condiciones iniciales para el saturador esta expresado de la siguiente
manera:

L@t L@-L £.(@=00 &£@=00 e, @=L @=L
! & &
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1) @ DOS(z,n)=DOS(z,n-1)+DOS*(z.n-1)

Le 1(2)
2) —o > 2
EP EF
te s s U2) T ot(2) t(3)
3) o—o—o—o 22 9 2 9
B, 8 & €, g (2) &,(2) £2) &."(2)
e e G te Lt b 3) T (3) t(4)
4) PP I D =D — 0—9 3 9
£, B, B & 6, & & & £, (3) ,(3) £*(3) £,°(3)
Figura E-1. Método de renormalizacién para el problema de mixtos (Thue morse).
1) g DOS*(,n)=DOS*(e.n-1)+DOS(&,n-1)
Ga ©(2)
2) o—o 9
EE E_A
S fw fe #(2) T 1) “(3)
3) e—o——o 9o 9
&g By Ea Eg e“(z) " (2) E‘_(2) e(2)
tEﬂ tw—\ tf«B tEH tAE tBE‘ tEA T(3) T ©(3) ™ (4)
4) *—0—0—0—0—0—0—0 ——0—9 —o
::B :"f, :—‘,i\ :;E :7,\ ::E: ,:B ‘r,‘/‘ E\,*(B)ER‘*(B) EL(S) EP(B)

Figura E-2. Método de renormalizacion para el problema de mixtos (Thue Morse).

Las figuras E-1 y E-2 nos muestra un esquema grafico del método de
renormalizacion para la densidad de estados en el problema de mixtos tipo
Thue morse.

Apeéndice F. Densidad de estados para el problema de
mixtos (doble periodo).

La ecuacidn de la densidad de estados para la cadena de doble periodo en
el problema de mixto por el método de renormalizacion es de la siguiente

forma
DOS(&,n) = DOS(g,n—1) + DOS *(g,n—1)

DOS *(&,n) = DOS (&,n 1) + DOS (¢,n—1)
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proponiendo una forma general de renormalizacién
DOS(&,n) = —% ImM[A(n)G,, +B(n)Gg; +C(N)G ; + D(n)]
desarrollando la ecuacién tenemos que
DOS(&,n) = 1 Im[A(n-1)G,, + B(n-1)G,, +C(n-1)G,, + D(n-1) +
" +A*(n-1)G,, + B*(n-1)G,, +C*(n-1)G,, + D*(n-1)].

Para obtener las generaciones debemos proporcionar las ecuaciones de
recurrencia y posteriormente daremos las condiciones iniciales.

Las ecuaciones de recurrencia se expresan de la siguiente forma:
A(n) = A(n-D) + ¢ (M4 ()B(n-1) +C(n -]+ ¢ (N)A*(n-1)
B(n) =B*(n-1)+¢,(n)[¢,(N)A*(n-1) +C*(n-D]+¢; (n)B(n-1)

C(n) =2.0¢,(n)¢,(n)B(n—-1) +2.04, (n)¢(N) A* (N —1) + 4,(n)C(n—1) + 4, (n)C * (n-1)]
D(n) = (N)B(n-1) + g,(N)A*(n-1)+ D(n-1)+ D*(n-1)

A*(n) =[¢*; (n) +1.0]A(n-1) +¢* (n)[¢*, (N)B(n~1) + C(n-1)]
B*(n) = B(n-D[L1.0+¢*; (N)]+4*, (N[¢*, (N)A(n-1)+C(n-1)]
C*(n)=2.09* (n)g*, (N)B(n-1)+2.04*, (n)¢*, (N)A(n—1)+2.0¢*, (N)C(n-1)]
D*(n)=u* (N)B(n-1)+ u*, (nN)A(n-1)+2.0D(n-1)

donde
(P P G A e W G S e P
_ 1.0
#n) = [e—e,(n=-D][e —&*, (n-1)]-tZ(n)
$*(n) = 1.0

[e — ex(N=D)][e — &, (N-D]-t*¢ (n)
¢ (M) =g(n)e—&* (n-Dlt(n-1), 4,(n) =¢(n)[e —¢,(n-DIt*(n-1)
¢3(n) = p(Mt(n=Dtc (n), ¢,(n) =(n)t*(n-1)t; (n)
w(n)=gM)s—&* (=D, 1,(n)=¢(n)[e—-¢&,(n-1)]
¢* () =¢*(N)s—& . (N-DIt(n-1), ¢*, (n)=¢*(N)[s-&x(n-DIt(n-1)
9% (n)=g*(Mt(n=D)t*; (n), w* (n)=¢*(n)e-¢ (n-1)]
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p*, (n) =¢*(n)[e —&g(n-1)]

Las ecuaciones de auto-energia y energia de salto cuando el sistema esta
renormalizado son:

g (N =g (n-D+g(N)[e-e* (Nn-DIt*(n-1)
gx(N)=e*, (=1 +g(n)[e — &, (N-DIt** (n-2)
e* (N)=¢g (N=-D)+g*(n)[e—g (N-DIt*(n-1)
e*, (N) =g, (N=1) +p*(N)[e — & (N-DJt*(n-1)
t(n) = g(Mt(n-1)t*(n-Dtc (n), t*(n) =g*(N)t*(n-1)t*; (n).
Las funciones de Green para el caso sin saturador son

G = g_gR(n) G . = t(n)
T e Mle—sMI-tM) T [e—g (M][e —gp (M]-t3(n)

G.. = S—SL(n)
" le—a (M- & (M]-t3(n)

Las funciones de Green para el caso con saturador son
1.0

GLL - 2 2
) SO0 €0
[e —&r(N]E,(N) -t (n) & (n)
Ggr = -9 2 2 , G = ()G 2
e—e,(n)— & (mt°(n) _ t'(n) [ —¢ (N)]& —t7(n)

[e— 2 (n)]gl(n) - t12 (n) & (n)
donde

Ctm s (M)
eg )’ oM T

Las condiciones iniciales para las ecuaciones de recurrencia son:
t(2) =t,g t*(2)=t,, ¢€@)=¢, &2)=¢ e* (=¢, &e*2)=¢,
A(2=10 B(2)=1.0 C(2)=0.0 D(2)=0.0
A*(2)=1.0 B*(2)=10 C*(2)=0.0 D*(2)=0.0

& =e—egx(m)—

Las condiciones iniciales para los saturadores se expresan de la siguiente
manera:

L@t @=L 6 @=00 &£@=00 £ @=L @=L
& & &
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1) @ DOS (:,n)=DOS(z,n-1)+DOS*(z,n-1)

b «2)
2) o—o —o
g £y
Loty 12) T t=(2) ©3)
3) o—o—o—a —a—a—o —a

be B ot i be b e W3) T w(3) 1(4)

AB BA AA AR AB BA A\
1';,_‘ :‘.E f.’\ :‘," :‘./_\ }-’:a €, 'r:b Ek(a) 55(3) EL;(S) E',\*(S)
Figura F-1. Método de renormalizacion para el problema de mixtos (doble periodo).
1) @ DOS*(,n)=DOS (:,n-1)+DOS (,n-1)
b ©(2)
2) *—o > 9
e e L y2) T t(2) t'(3)
3) o—o—o—o 9 29 > 9
% P W B 5(2) 5(2) 5(2) 5(2)
be lon L Lt f b, ©3) T, =(3) t(4)
4) —0—0—0—0—0—0—0 *—0—0—0 —e
A s By By By G Ha 1By £(3) £.(3) €(3) &(3)

Figura F-2. Método de renormalizacion para el problema de Mixtos (doble periodo).

Las figuras F-1 y F-2 nos muestran un esquema grafico del método de
renormalizacién para la densidad de estados en el problema de mixtos tipo

doble periodo.

Apéndice G. Transmitancia para el problema de enlaces
(Fibonacci).

La matriz de transferencia del sistema en el j-esimo &tomo, esta definido
de la siguiente manera

E—§; —tH
Ci+1 CJ
T(n) = C. = tj+1 tj+1 C.
: 10 00 )8 ™
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Para describir al sistema con la matriz de transferencia total, esta matriz
se puede obtener como el producto de tres matrices las cuales definiremos
como matriz inicial, matriz final y una matriz media. La matriz inicial es la
misma para cualquier generacion, en cambio la matriz final al igual que la
matriz media depende de la generacion en la cual se esta trabajando, ademas,
la matriz media a su vez se puede describir como la multiplicacién de tres
matrices recurrentes, las cuales dos de ellas estdn en funcion de las
generaciones anteriores a la generacion que se estudia y la tercera depende de
la unidn de los atomos que hay en esta generacion.

_ F,(n) F,(n))(My() M) 1,(n) 1,(n)
T(n)_( 10 00 ](Mﬂ(n) Mzz(n)j( 1.0 o.OJ

La matriz inicial queda definida de la siguiente forma

E-& —t
I(n)=| t, t,
1.0 00

La matriz final queda expresada de la siguiente manera

e—&, -ty
F(m=| t t | paranpar
1.0 0.0
F(n) =
e—& -,
F(n)=| t t | paranimpar
1.0 0.0

La matriz media queda definida de la siguiente manera

My, (n) =M, (n-D[M,,(n-2)U,,(n) + M, (n=2)U,, (n)] +
+M,, (n=D[M,,(n-2)U,,(n) + M, (n=2)U 5, (n)]

M, (n) =M, (Nn=D[M, (n=2)U,(n) + M, (n-2)U,, (n)]+
+M,, (N=D[My, (n=2)U,,(n) + M, (n—2)U 5, (n)]

M,,(n) =M, (n=1[M,,(n=2)U,,(n) + M, (n=2)U,, ()] +
+M,;, (N=D[M,,(n=2)U, (n) + M, (n=2)U 5, (n)]

M,,(n) =M, (n-1)[M,,(n-2)U,,(n) + M, (n—2)U,, (n)] +
+M,, (N=1[My (n-2)U,,(n) + M, (n=2)U,,(n)]

Las matriz de unién se define como
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7% 10
um)=| t, para n par
1.0 0.0

Uu)=

1.0 0.0

=y
un)=| t t, para n impar

Las condiciones iniciales para la matriz media son de la forma

c—e  —t (5_‘90)2 L —(e—&)
: . tAtB tA tB
M(2)=| t; tg M(3) =
(e—¢,) —t
1.0 0.0 t—o t_A
B B

entonces la matriz de transferencia es

z(n) = F(MM ()1 (n)

_ F,(n) F,(n))( M) My,(n)\( 1) 1,(n)
T(n)_( 10 00 j[Mm(n) Mzz(n))( 1.0 0.0j

7,,(n) =1, (M[F, ("M, (n)+ F,(N)M,, (N)]+ K, (n)M_, (n) + F, (n)M,, (n)
73, (N) = L, (MIF, (MM, () + F, (MM, ()]

7,,(N) = 1,(N)M,(n)+ M, (n)

75, () = 1,,(N)My, (n)
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t(n)=F (MM(n)I(n)
donde
M(n)=M(n-2)U(n)M(n-1)

t tF 1(2)
2) *—o—o >
::U :'.U :l_k
{2 HM () HF2) )
Lot ot w2) 1) Y(3)
3) *—o—o—0 — 2 2
=) B, B gy g (2) ‘3M(3) 5p(1)
I3} (=M@3)-} {-F(3)}
N A N %3) (2) v(4)
i 3 29 > — 9
g, & & & & & g (3) £,(4) =.(2)
FI(AY} =M(3)=} (U@RHME)K-F(4)-)
e Rty e b ROE w(4) <(3) ©(5)
5) —0—0—0—0—0—0—09 - >3
€ ‘ ) BN e By BW we g(4) &,05) £(3)

g g g 8L, B 0 g,

HER (M)} {(-U(E}} (M@=} (F(51)
Figura G-1. Método de renormalizacion para la transmitancia en el problema de enlaces
(Fibonacci).

En la Fig. G-1 se describe el método de renormalizacion para obtener la
matriz de transferencia y asi poder obtener la transmitancia en el sistema de
Fibonacci para el problema de enlaces.

Apéndice H. Transmitancia para el problema de enlaces
(Thue Morse).

La matriz de transferencia del sistema en el j-esimo atomo, esta definido
de la siguiente manera
E—€&. —tj_1

Z-(n) = (CHlJ = tj+l | tj+l [ Cj j
C, C,.

1.0 0.0

Para obtener la matriz de transferencia el procedimiento es similar al
apéndice G.

_ F,(n) F,(n))(My() Myn))Y( 1) 1,(n)
T(n)_( 10 00 j(MZl(n) Mzz(n)]( 10 o.o]

La matriz inicial queda definida de la siguiente forma
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E-g -t E-& -t
I(n)=| t, t, I*(n)=| tg tg
1.0 0.0 1 0

La matriz final queda expresada por

e=d
F(n)= t t para n par

1.0 0.0
F(n)=
L
F(n)=| t t para n impar
1.0 0.0
T
F*(n)=| t t | paran par
1 0
F*(n)=

smz Tty
F*(n)=| t t | paranimpar
1.0 0.0

La matriz media queda definida por

M,(n)=M,(n-D[M*, (n-DU,,(n)+ M *, (n—1U,, (n)]+
+M, (n=D[M *; (n=U,,(n) + M *, (n-1)U,, (n)]

M, (n) =M, (n=-D[M*, (n-DU,,(n) + M *, (n=1)U,, (n)]+
+M 22 (n _1)[M *11 (n _1)U12 (n) +M *12 (n _1)U22 (n)]

M,,(nN) =My, (n-D[M*, (n-DU () + M *,, (n-U,, (n)]+
+M,, (N=D[M ", (n=1)U,,(n) + M "5, (n=1)U,, (n)]

Mzz(n) = Mlz (n _1)[M *21 (n _1)U11(n) +M *22 (n _1)U21(n)]+
+My, (N=1[M *,, (N=1)U,,(n) + M *,, (n—=1)U, (n)]

M=, (n) =M, (n=D[M,,(n-)U *,; () + M, (n-YU *,, (n)]+
+My, (N=D[M, (n=DU *;, (N) + M, (n-U *,, (n)]

M ¥, (n) = My, (n=D)[My,(n=1)U %, (n) + My, (n=1)U *,, ()] +
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+My, (N=D[M; (n-U *, (n) + M, (n=DU *,, (n)]

M*, () =My, (n-D[M,, (n-DU *; (n) + M,,(n-U *,, (n)] +
+My, (N=1)[M,, (n=DU *;, () + M, (n=1)U *,, ()]

M*,, (nN) =My, (n-[M,, (n-1U *, (n) + M, (n-)U *,, ()] +
+My, (N=D[M,, (n-1)U *, (N) + M, (n=HU *,, (n)]

Las matriz de union es

=8ty
u)=| t; ts para n par

1.0 0.0
U(n)=
% 10
umn)=| tg para n impar
1.0 00
e=t
u*n)=| t, t, para n par
1.0 0.0
U=*(n)=

1.0 0.0

£% 0
u*(n)=| t, para n impar

Las condiciones iniciales para la matriz media son

£-& £-6 ly
M@= t t, M*@2)=| t, t,
1.0 00 1.0 00

Por lo que la matriz de transferencia es

z(n) = F(MM (n)1(n)

_ F,(n) F,(n))(My() M)\ 1) 1,(n)
T(n)_( 10 00 j[Mﬂ(n) Mzz(n)j( 1.0 0.0j
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7;,(n) = 1, (N[F; (MM, (n) + K, (MM, ()] + F,; ()M, (n) + F, ()M, (n)
7,(n) =1, (N[F; (MM, (n) + F, (N)M, (n)]
7 (N) = 1, (MM, (n) + My, (n)

Ty (N) =1, (MM, (n)

Y para la cadena conjugada la matriz de transferencia es

r*(n)=F*(nM*(n)I *(n)

F *ll (n) F *12 (n) M *11 (n) M *12 (n) I *ll (n) I *12 (n)
1.0 0.0 ](M x (n) M*, (n)]( 1.0 0.0 }

7*(n) =(
r*, () =1, (NIF L (MM ' (n)+ F*, (M 5, (N)]+F*, (MM *, (n) + F*, (N)M *,, (n)
7, *(n) = 1%, (N)[F*, ()M *, (n)+ F*, ()M *,, (n)]

%, () =1*; (MM *, (nN)+M*, (n)

%, (N) = 1%, (MM >, (n)

t, t(n)=F(n)M(n)I(n)
1 ) o—o donde
B % M(n)=M*(n-1)U(n)M(n-1)
tj‘ ts (1) ©=(1) 1(2)
)

2) —o—o >— — >—
5 }:L(1) EM(Z g."

=0 0

{-12FHM(2)H-F(2)-}

t t t t (2) e (2) ©(3)
A B B A
3) @ @ @ O 9 —— —o
g & B & & £(2) £,(3) £*2)

HEFHME)HUE)H M (2)-FE )

E bR B E it L W(3) (3) 1(4)

€ & & g € € g

£, 5 2 ; : & B 2 g, E_(ﬁ) ,(4) £.*(3)
FlARH——M3)——} {—U(d)}—-} {-M*(3)-} {-F(4)-}

Figura H-1. Método de renormalizacion para la transmitancia en el problema de enlaces (Thue
Morse).
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t, v(n)=F*(n)M*(n)I*(n)

1 ) 3 9 donde
; M*(n)=M(n-1)U*(n)M*(n-1)

e i w(1) (1) t+(2)
2) o—o0—o - —
g, g g g (1) 2—M(2) P“)
{-1(2)-HM*(2)H-F*(2)-}
i e oty i w(2) t(2) ©+(3)
3) ——0—0—9 — — 9
g A g, &, € "(2) ex,(3) £,(2)
(IEFHMA2HUBHM2)H-F(3)-}
L T v(3) (3 v (4)
4) —0—0—0—0—0—0—0—9 — — —
£ g g g 48 € £ e* (3) s, (4) &.(3)

& £ S0 Bg G B B o 0

Fr@H—ME)—} (—U*@)—) (-M@3)-) (F'(4))
Figura H-2. Método de renormalizacion para la transmitancia en el problema de enlaces (Thue
Morse) de la cadena conjugada.

En la figuras H-1y H-2 se describe el método de renormalizacion para
obtener la matriz de transferencia del sistema de Thue Morse para el problema

de enlaces.

Apeéndice I. Transmitancia para el problema de enlaces
(doble periodo).

La matriz de transferencia del sistema en el j-esimo &tomo, esta definido
de la siguiente manera

e—& -t
Cj+l Cj
T(n) = C = tj+l tj+l C
J 1 0 -1

Utiliza el mismo procedimiento que en la cadena de Fibonacci

_ F,(n) F,(n))(My() M)\ 1) 1,(n)
T(n)_( 10 00 j(Mﬂ(n) Mzz(n)]( 1.0 0.0]

La matriz inicial queda definida por

E-& —t
I(n)=| t, t,
1.0 00

La matriz final queda expresada de la siguiente manera
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F(n)=

F*(n)=

g
F(n)=| t t | paarn par

1.0 0.0

£—&, —_tA
F(n)=| t t para n impar

1.0 0.0

E—&, —_tA
F*(n)=] t t | paran par

F*(n){

1.0 00

E—&, -1

t t para n impar
1.0 0.0

La matriz media queda definida por
My, (n) =M, (n=-D[M *, (n=DU,, (n) + M *, (n=DU,, (n)] +
+M21(n _1)[M *11 (n _1)U12 (n) +M *12 (n _1)U22 (n)]

M, (n) =M, (n=-D[M*, (n-1U,,(n) + M *, (n=1)U, (n)]+
+M 22 (n _1)[M *11 (n _1)U12 (n) +M *12 (n _1)U22 (n)]

M21(n) = Mll(n _1)[M *21 (n _1)U11(n) +M *22 (n _1)U21(n)]+
+M, (N=[M*,, (n=DU,,(N) + M *,, (n=1)U,, (n)]

Mzz(n) = Mlz (n-H[M *21 (n _1)U11(n) +M *22 (n _1)U21(n)]+
+My, (N=1[M *,;, (N=1)U,,(n) + M *,, (n—=1)U, (n)]

M >, (n) =M, (n=1)[M, (n-)U,;(n) + M, (n-U,, (n)]+
+M,, (=DM, (n-1)U,,(n) + M, (n=1)U,,(n)]

M*, (n)=Mp,(n-D[M,(n-DU,,(n)+ M, (n-1U,,(n)]+
+M,, (N =DM, (n—DU,,(n) + My, (n—=[U,, ()]

M*, (n) =M, (n=-D[M,,(n-DU,(n) + M,,(n-U,, (n)]+
+My, (N=1)[My, (n=DU,, (n) + M, (n-1)U,, ()]

M >, (N) =My, (n=D)[M, (n-)U,,(n) + M, (n-1)U,, (n)] +
+M, (N=D[M,, (n=DU,, (n) + M, (n—1)U ,,(n)]

Las matriz de unién se define como
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£7% 10
um)=| t, para n par
1.0 0.0

Uu)=

1.0 0.0

=y
Un)=| t, t, para n impar

Las condiciones iniciales para la matriz media son de la forma

E-¢& i, £7&% 49
M@2)=| t, tg M*(2)=| t, '
10 0.0 1.0 0.0

la matriz de transferencia es
z(n) = F(n)M(n)1(n)

_ F,(n) F,(n))(My() M)\ 1) 1,(n)
T(n)_( 10 00 J[Mﬂ(n) Mzz(n)J( 1.0 o.oj

7,,(n) = 1, (N[F, ("M, (n)+ F, (N)M,,(n)]+ F,(N)M_, (n) + F,(n)M., (n)
73, (n) = 1, (MR, (MM, (n) + F, (MM, (n)]

7,,(N) = 1,,(N)M,;(n)+ M., (n)

75, (N) = 1, (MM, (n)

la matriz de transferencia para la cadena conjugada es
r*(n)=F*(n)M*(n)I(n)

F*, (n) FX, (M) M*;(n) M*,(n))(1,(n) I,(n)
1.0 0.0 j M*, (n) M*, (n)]{ 1.0 0.0 J

r*(n):(

>, (N)=1,(N[F*, (MM *, (n)+F*, (MM *,, (N)]+F*, ()M *, (n)+F*, ()M *,, (n)

7%, (N) =1, (N[F*, (MM >, (nN)+F*, (M *,, (n)]
7%, (N) =1, (MM >, () + M *,, (n)

7% (N) =1,(MM *,; (n)
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; t(n)=F(n)M(n)I(n)

1) 4 donde
E E M(n)=M*(n-1)U(n)M(n-1)
0 0
L & o) (1) (2)
2) —0—0 - — o Q
£ g, g g (1) £,(2) &.X1)
I HM2)H-F(2)-}
O TR T ©W2)  (2) ©(3)
3) —o—o0—0—0 —P—3 2 9
g, g, g, g, g, g (2) &,3) £2)
(-1 HM2B {UEN M (2)-F(3)}
Lok L L Y ©3) (3) w(4)
g g, g, g, & g, g g g, g (3) &,(4) &.*(3)

FIAY) (=M@} {=U@d)=)  (-M*(3)-) CF4))

Figura I-1. Método de renormalizacion para la matriz de transferencia en el problema de enlaces
(doble periodo).

t +(n)=F*(n)M*(n)I*(n)
1) o—o donde
€o € M*(n)=M(n-1)U*(n)M(n-1)
tA tA (1) =(1) 1:(2)
2) o—o—o — — —o

e (1) £,%(3) &,(1)

le . Bo b W2) 2) ©(3)
3) e—o—o—o—a — — 3 9
& g, g g g, gL(Q) g, (3) &,(2)
{-FEHM2)}{U BIM(2)} (-F*(3)-}
t tE tA t t te tA. t u3) 3) v (4)
4) 0—0—0—0—0—0—0—9 - — —9
€ g, £ g, § IR a2 g, e (3) £,"(4) £,(3)

(PR M) (—U4)—} =M@=} (Fa)R)
Figura I-2. Método de renormalizacion para la matriz de transferencia en el problema de enlaces
doble periodo) de la cadena conjugada.

En las figuras I-1 y 1-2 se describe el método de renormalizacion para la
matriz de tranferencia en el sistema de doble periodo para el problema de
enlaces.
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Apeéndice J. Transmitancia para el problema de mixtos
(Fibonacci).

La matriz de transferencia del sistema en el j-ésimo atomo, esté definido
de la siguiente manera

E—&; —tj_1
B Cj+1 1 " Cj
T(n)_ C - j+l j+l C
: 10 00 )0 7

El procedimiento es similar al definido con anterioridad

_ F.(n) F,(n))(My() My(n)Y( 1) 1,(n)
T(n)_( 10 00 j M,.(n) M,,(n) [1.0 o.oj

La matriz inicial queda definida por

g-¢, -
I (n) = tAB tAB
1.0 0.0

La matriz final queda expresada

E—&y 1y
F(n)=] t t para n par

1.0 0.0

F(n)=

1.0 0.0

E—¢&, 1
F(n)=| t t para n impar

La matriz media queda definida por

Mll(n) = Mll(n —1)[M11(n - Z)Ull(n) + IV|12 (n _2)U21(n)]+
+M21(n _1)[M11(n - 2)U12(n) + Mlz (n - 2)U22 (n)]

My, (n) =M, (n-D[M, (n=2)U;(n) + M, (n-2)U,, (n)]+
+M,, (N=D[My, (n=2)U,,(n) + M, (n—2)U 5, (n)]

M21(n) = M11(n —1)[|\/|21(ﬂ _Z)Ull(n) + IV|22 (n - 2)U21(n)]+
+M,, (n=D[M,,(n=2)U, (n) + M, (n=2)U 5, (n)]

MZZ(n) = MlZ(n _1)[M21(n _2)Ull(n) + M22 (n - 2)U21(n)]+
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+M,, (N=D[M,,(n=2)U,(n) + M,,(n=2)U,, (n)]
Las matriz de unién se define como

(‘9_5A)2 L e (6-¢a)
.t t t t
U (n) — AB“AA AB AA AB para n par
(6-¢,) —tga
tAA tAA
U)=
(e—¢&a)(e— &) g —(e-¢4)
Lt t t
U(n) = ABTBA A8 oA para n impar
(6—¢€4) —tgn
tAA tAA

Las condiciones iniciales para la matriz media son

E—¢&g —tup
M (3) = tBA tBA
1.0 0.0

(6 —¢s) [(8—5/\)2 _tﬂ}+ (_tBA) (e—¢4) (_tAB)[(g_‘gA)2 _tﬂ}

M (4) _ tBA tABtAA tAB tAA tAB tBA tABtAA tAB
{(5_55)(5_5/4) _tﬂj| (—tas) (6-24)
tBAtAA tAB tBA tAA

la matriz de transferencia es
r(n) = F(n)M(n)I(n)

_ F.(n) F,(n))(My() M) 1) 1,(n)
T(n)_{ 10 00 j M,.(n) M,,(n) ( 10 00 ]

7, () = 1, (M[F,; (MM, (n) + F, (MM, ()] + F, (MM, (n) + F, (N)M, (n)
7,(N) = 1, (MR (MM, (n) + F, ()M, ()]

7 () =1, (MM, (n) + M, (n)

75 (N) =1, (MM, (n)
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1(n)=F(n)M(n)I(n)

. «2) donde
2) —a >—a M(n)=M(n-2)U(n)M(n-1)
te  taa u3)
3) o—o—o *—3
::g HE Z)A
FIEFH-MEB)} F(E))
LR O - (3) = (2 1(4)
4) —0—0—0—0 *—0—0—0 *—
) By B, By By B g (3) £,(3) £(2) =£,(2)
FIB)} fM(4)mr} (F(5)}
te T b e Gyt t t(4) T t3) 1(5)
5) ————0—0—0—0 9 0 9

A %5t B 5 5(4) e (4) 5(3) 5.(3)
G (=M@ -U(E)—H-M(3)) (F(5))

Figura J-1. Método de renormalizacién para la matriz de transferencia en el problema mixto
(Fibonacci).

En la Fig. J-1 se describe el método de renormalizacion para la matriz de
transferencia en el problema mixto (Fibonacci).

Apéndice K. Transmitancia para el problema de mixtos
(Thue Morse).

La matriz de transferencia del sistema en el j-ésimo &tomo, esta definido
de la siguiente manera

e—& -t
Ci+l CJ
T(n) = C = tj+l tj+l C
) 1 0 =

El procedimiento es similar al utilizado anteriormente

_ F,(n) F,(n))(My() M) 1) 1,(n)
T(n)_( 10 00 j(Mﬂ(n) Mzz(n)]( 10 0.0]

La matriz inicial queda definida por

g-¢g, g-g L
I (n) = tAB tAB I *(n) = tBA tBA
1.0 0.0 1.0 0.0

La matriz final queda expresada
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E—&y 1y
F(n)=| t t para n par

1.0 0.0
F(n)=
[ggA i]
F(n)=| t t para n impar
1.0 0.0
[e—gA _tBAJ
F*(n)=| t t | paran par
1.0 0.0
F*(n)=

E—&y L,
F*(n)=| t t para n impar
1.0 0.0

La matriz media queda definida por
My, (n) =M, (n=-D[M *, (n=DU,, (n) + M *, (n=DU,, (n)] +
+M21(n _1)[M *11 (n _1)U12 (n) +M *12 (n _1)U22 (n)]

M, (n) =M, (n=-D[M*, (n-1U,,(n) + M *, (n=1)U, (n)]+
+M 22 (n _1)[M *11 (n _1)U12 (n) +M *12 (n _1)U22 (n)]

M21(n) = Mll(n _1)[M *21 (n _1)U11(n) +M *22 (n _1)U21(n)]+
+M, (N=[M*,, (n=DU,,(N) + M *,, (n=1)U,, (n)]

Mzz(n) = Mlz (n-H[M *21 (n _1)U11(n) +M *22 (n _1)U21(n)]+
+My, (N=1[M *,;, (N=1)U,,(n) + M *,, (n—=1)U, (n)]

M ™, (n) =M, (n-D[M,(n-)U*,; (n) + M, (n—1)U *,, (n)]+
+M,, (=DM, (n-1)U *, () + M, (n=1)U *,, ()]

M>*, (n)=M,(n-D[M,(n-DU *,, (n) + M, (n-DU *,, (n)]+
+M,, (N=D[M,,(n—1)U *;, () + M, (n—1U *,, (n)]

M*,, (n) =M, (n-[M,,(n-1U *, (n) + M, (n—1)U *,, (n)] +
+My, (N=1)[My, (n=DU *, () + M, (N=1)U *,, ()]

M *5, () =My, (N=D[M,, (n-U *, (n) + M,,(n-1)U *,, (n)] +
+My, (N=D[M,, (N=1)U *, (N) + M, (n=HU *,, (n)]

Las matriz de unién se define como
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(e-g)(e—€x) tag o (6—65)
ot t t t
U(n) = B?gAB_g ) BA A8 L oA para n par
A BA
tAB tAB
U(n) =
(5_33)2 Ly (6 —¢s)
ot t t t .
U(n)=| *®® = B8 8 para n impar
(6 —¢5) —tga
tBB tBB
(5_55)(5_5})_@& —t (6—€4)
[N t t t
U *(n) = B/EgAig ) AB BA L AB para n par
B AB
tBA tBA
U>(n)=
(s—2,)’ b s (e—¢4)
[P t t t .
Ux()= ™7 & a8 para n impar
(6—¢€4) —tga
tAA tAA

Las condiciones iniciales para la matriz media son

(5_53)2 _E& —t (6—&5)
M (3) = toates [PYN T toa
(& —¢&s) g

tBB tBB

(¢ _SA)Z L e (6-¢a)
M *(3) = Lagtan e Tt L
(6-¢a) —toa

tAA tAA
la matriz de transferencia esta dada por
z(n) =F (MM (n)I(n)

_ F,(n) F,(n))(My(n) M,(n)3(1,(n) 1,(n)
T(n)_{ 10 00 j M,.(n) M,,(n) ( 10 00 ]

71(n) = 1y (M[Fy; (MM, (n) + Fp (MM, (M)]+ F, (M) My, (n) + F, (MM, ()
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73, () = 1, (MR, (MM, (n) + F, (MM, ()]

7, (N)=1,(N)M, (n)+ M, (n)

75(N) = 1, (MM, (n)

la matriz de transferencia para la cadena conjugada es
r*(n)=F*(n)M*(n)I*(n)

_ F *ll (n) F *12 (n) M *11 (n) M *12 (n) I *ll (n) I *12 (n)
7(n) _( 10 00 ][M * () M*, (n)J( 10 00 }

%, (n) = 1%, (N[F*, (MM *,; (n)+F*, (M *, (N)]+F*,; (MM *, (n) + F*, (M *,, (n)
%, (n) =1, (N[F*, (M >, (n)+F*, (N)M*, (n)]
%, () =1*; (MM *, (nN)+M*, (n)

7%, (N) =17, ()M *,; (n)

1) @
s w(n)=F(n)M(n)I(n)
donde
M(n)=M*(n-1)U(n)M(n-1)
tee %(2)
2) o—o 2 2
AB tew BA 2) T ow(2) t(3)
3) —o—a—o 9 9 2 9
2 B Em e 2,(2) £,(2) £*(2) 5,*(2)

bt G e b te G (3) T w(3) t(4)
4) *——0—0—0—0—0—9 *—0—0— —o
€, % & € £ £ E g £,(3) £,(3) £%(3) &,°(3)

(A1) =M@} U@} M3} EF@Y)

Figura K-1. Método de renormalizacion para la matriz de transferencia en el problema mixto
(Thue Morse).
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1) ° (n)=F(n)M(n)l(n)
donde
M(n)=M*(n-1)U(n)M(n-1)

2) o—o 9
J:ZE l',‘ﬂ
tB% tAA‘ tAE t*(z) T t(z) T*(S)
3) +—e——o 9 9
g B Ba B g."(2) 8.*(2) £(2) £.(2)
{-"@)H--M*@)—I-F*(3)}
tEr—\ t;*f-\ t;B tBA tAE tBE tEA T (3) % [(3) r(4)
:}E 1,‘f‘ €, Eg ::,“ JZE (‘,B 1,‘]\ ELi(3)t_R*(3) 1(3) ER(B)

AR M@=} (U4 M@ (4K

Figura K-2. Método de renormalizacion para la matriz de transferencia en el problema mixto
(Thue Morse) de la cadena conjugada.

En la figuras K-1 y K-2 se describe el método de renormalizacién para la
matriz de transferencia en el problema mixto (Thue Morse).

Apéndice L. Transmitancia para el problema de mixtos
(Doble periodo).

La matriz de transferencia del sistema en el j-ésimo &tomo, esta definido
de la siguiente manera
e—& b,

T(n) = [CHlJ = tJ'+1 J tj+1 L Cj ]
C, C,

Se emplea el mismo procedimiento que en los apéendices anteriores

(Fll(n) Flz(n)j(Mn(n) Mlz(n)](lll(n) Ilz(n)]
7(n) =

1.0 00 )My Mym)l 1.0 00

La matriz inicial queda definida por

e-¢, -
|(n) = tAB tAB
1.0 0.0

La matriz final queda expresada por
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F(n)=

F*(n)=

E—&g g
F(n)= t t para n par

1.0 0.0

E—¢&, 1
F(n)=| t t para n impar
1.0 0.0

E—&, Iy
F*(n)=| t t | paranpar
1.0 0.0

E—&y Ly
F(n)=| t t para n impar
1.0 0.0

La matriz media queda definida por

Mll(n) = Mll(n -1)[M *11 (n _1)U11(n) +M *12 (n _1)U21(n)]+
+My (N=D[M *,; (n-DU,,(N) + M *, (n=1)U,, ()]

M, (n) =M, (n=-D[M*, (n-DU,,(n) + M *, (n=1)U,, (n)]+
+M 22 (n _1)[M *11 (n _1)U12 (n) +M *12 (n _1)U22 (n)]

M21(n) = Mll(n _1)[M *21 (n —1)U11(I’]) +M *22 (n _1)U21(n)]+
+M, (N=D[M *,, (n-DU,,(n) + M *,, (n=1)U 5, (n)]

M,,(N)=M,(n-D[M *,, (n-DU,,(N)+ M *,, (n-DU, (n)] +
+M,,(n=D[M *,, (n-DU,,(n) + M *,, (n—[U,, ()]

M >, (n) =M, (n-[M,(n-)U,, (n) + M, (n-U,, (n)] +
+M,, (=DM, (n-1)U,,(n) + M, (n—=1)U,, (n)]

M*, (n) =M, (n=D[M,(n=DU, (n) + M, (n-DU,, (n)] +
+M,, (N=D[M, (n=DU, () + M, (n-1)U,, (n)]

M*,, (n) =M, (n-D[M,, (n-)U,(n) + M, (n-)U,, (n)] +
"'M21(n_:I-)[Mm(n_1)U12(n)+ Mzz(n_l)uzz(n)]

M*, (nN) =M, (n=D[M,, (n-1U,,(n) + M, (n-1)U,, (n)]+
+M,, (N=1)[My, (n-1)U,,(n) + M, (n=1)U,,, (n)]

Las matriz de union se define como
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(e-¢,)° b (e-é,)
t,.t t t
Un)=l "™ nB AB para n par
(e-2,) 10
tAA
U(n)=
(g—gA)(g—gB) _Li —(g—gA)
[N § t t
U(n) = ABTBA A8 oA para n impar
(6—&3) —t 5
tBA tBA

Las condiciones iniciales para la matriz media son

(e-gg)(e—8s) o —tag (6—¢4)
M (3) — tAAtBA tAA tBA tAA
(e—¢&3) 15

tBA tBA

(<9—¢9B)(5—<93)_tﬂ —t,5 (6—¢,)
M *(3) = tA?tBA te o s
£— &) e

tBA tBA
la matriz de transferencia es
z(n) = F(n)M(n)1(n)

_ F.(n) F,(n))(My() M)\ 1) 1,(n)
T(n)_{ 10 00 j M,.(n) M,,(n) ( 10 00 ]

7,,(n) = 1, (M[F, ()M, (n) + F, ()M, (N)]+ F,, ()M, (n) + F, ()M, (n)
73,(N) = 1, (M[F, (MM, (n) + F, (MM, (n)]

7,,(N) = 1,,(N)M,;(n) + M., (n)

7, () = 1,,(N)M, ()

la matriz de transferencia para la cadena conjugada es

*(n)=F*(n)M *(n)I(n)

"l Fx,(n) F*, ()Y M*,(n) M*,(n))(1,(n) 1,(n)
‘ (n)_( 1.0 0.0 jM*ZI(n) M*Zz(n)j{ 1.0 o.oj
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¥, () =1, (MF*, (MM %, (n) + F*, (M >, ()] + F*,; (M *, (n)+ F*, ()M *,, ()
%, (n) =1, (M[F*,; (MM *, (n) + F*, (M *,, (n)]
7%y (N) =1, (MM >, (N)+M*, (n)

7%, (N) =1, (MM *, (n)

1) o (n)=F(MM(n)I(n)

E donde

M(n)=M*(n-1)U(n)M(n-1)

2 tAE T(2)

) o—o o
SA EF

3) e Bn W2) T w(2) (3)
>— 9 Q9 d—9 I3 9 9
g %y By By g.(2) &(2) £*(2)£,(2)

{-1(3)} {(—ME)—H-F(3)}

te e e b te G b o3) T w(3) t(4)
4 R
g, 8 &, £ b 8e: She B 5 (3) 5,3) £*(3)5,*(3)

@R} =MEF=) U@} M@} (RN

Figura L-1. Método de renormalizacion para la matriz de transferencia en el problema mixto
(doble periodo).

1) 0 t(M=F*(n)M*(n)I*(n)
b donde
M*(n)=M*(n-1)U(n)M(n-1)
tAn"« ©(2)
2) —9 9
:—_ZA E,ﬂ.
te BA  AB u2) v t2) v (3)
3) +—o—o—o @ 92 2 9 2 9
By 4Eg 1BR. B £(2) (2) £(2) £,(2)

AB BA AA AA AB BA AA 1:(3) t‘rl: 1(3) t;(4)
4) ——0—0—0—0—0—0 9 9 >—Q
A % f o f ' B A B 5(3) 5,(3) £(3) £,(3)

AR} =ME)} (U A)=) (M3} (FH(4))

Figura L-2. Método de renormalizacion para la matriz de transferencia en el problema mixto
(doble periodo) de la cadena conjugada.

En las figuras L-1y L-2 se describe el método de renormalizacion para la
matriz de transferencia en el problema mixto (doble periodo).

105



	Portada
	Índice General
	Resumen

	Introducción
	Capítulo I. Sistemas Aperiódicos
	Capítulo III. Transporte Electrónico
	Conclusiones
	Apéndice

