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RESUMEN

En este trabajo se plantea un modelo cosmoldgico desarrollado a partir de una teoria
métrica de gravedad f(R,T), asi como en una teorfa de gravitacién extendida, teniendo
como objetivo el explicar la actual expansién del Universo sin la necesidad de introducir

entes energéticos y materiales oscuros.

Actualmente, el modelo cosmoldgico estandard puede explicar, entre otras cosas, la
expansién acelerada que sufre hoy en dia el Universo. Para ello recurre a la existencia de
componentes de energia y de materia oscura, de tal suerte que componen aproximadamente
el 95 % del Universo. Sin embargo, no hay pruebas directas que confirmen su existencia. Por
otra parte, han surgido inconsistencias en cuanto a la dindmica de los objetos en las afueras
de las galaxias espirales, para lo cual se ha propuesto la existencia de materia no visible
en ellas, siempre teniendo en mente el preservar la ley de gravitacién universal. Sumado
a esto, la teoria de la relatividad general, a partir de las cuales se desarrolla el modelo
estandard, carece de una restriccién fundamental respecto al lagrangiano correspondiente
a la curvatura, haciendo viable el proponer una funcién arbitraria del escalar de Ricci R.
Esto, junto con los puntos anteriores, sugiere como una opcién alternativa una posible

modificacion a las teorias de gravitaciéon, tanto de caracter relativista como no relativista.

Bajo estas observaciones, primeramente se hara una breve discusién de la teoria de la
relatividad general, asi como del modelo cosmolédgico de concordancia, sefialando algunos
de los problemas que este presenta al comparar sus predicciones con los datos observa-
cionales. Ademsds, se mencionaran rapidamente algunas alternativas, como la que represen-
tan las teorias métricas f(R). De manera paralela a los problemas del modelo estandard,
se expondran las teorias MOND vy la teoria de gravitaciéon extendida como opciones para
dar solucion al problema que representa la materia oscura en las curvas de rotacién en
galaias espirales. Se presentaran sus similitudes y diferencias, recalcando las ventajas que
ofrece el adoptar la segunda. Una vez analizados este par de problemas, se buscara estable-
cer una conexion entre una teoria métrica de gravedad obtenida a partir de un principio
de minima accién y una de gravedad modificada a nivel no relativista. Para esto se estu-
diardn las teorias métricas dependientes del escalar de Ricci y de la traza del tensor de
energia-momento, las cuales proporcionan un marco natural para el desarrollo de un mod-

elo cosmoldgico. Se estableceran algunas constricciones a la forma particular de la accién,



2 AGRADECIMIENTOS

provenientes tanto de consideraciones tedricas como observacionales. Finalmente, se desar-
rollard el modelo basado en las ecuaciones de campo, incluyendo en ellas una fenomenologia
MONDiana. En particular se propondra una funcién de las potencias ad hoc a la teoria.
Comparando con datos observacionales de Supernovas la se buscard determinar si este tipo
de teorias son capaces de reproducir la dindmica del Universo a gran escala, asi como la
determinacién de sus pardmetros. Para complementar, se propondra una funcién transicién

de un régimen MONDdiano a uno einsteniano y que reproduzca la expansion actual.



Capitulo 1

Introduccion

Siendo la teoria general de la relatividad propuesta por Albert Einstein la mejor teoria
de gravitacion que tenemos hoy en dia, ésta proporciona un marco natural consistente
para el estudio de la evolucién del Universo como un todo ya que a gran escala la gravedad
es la unica de las 4 fuerzas fundamentales de la naturaleza que resulta relevante para
comprender su dindmica. No obstante, la descripcién que nos ofrece presenta problemas y
aparentes contradicciones con las observaciones. Esto ha llevado a la necesidad de postular
entes hipotéticos que ayuden a subsanar estos defectos; pero también ha puesto en duda
su validez universal. Esto ha conducido a diversas controversias acerca de la existencia de
componentes oscuras que debieran de dominar la evolucion del Universo a grandes escalas,
asi como también ha motivado el modificar la teoria de la relatividad de manera que la

presencia de este tipo de materia y energia sea innecesaria.

En este primer capitulo se comenzara por dar un panorama introductorio de la teoria de la
relatividad general, teniendo como primera meta el obtener las ecuaciones de campo cor-
respondientes. En base a estas se estudiard el modelo cosmolégico que ofrecen, asi como la
manera de compararlas con las observaciones. Una vez que se hayan notado sus defectos y
virtudes, se expondran algunas de las caracteristicas del modelo cosmolégico de concordan-
cia aceptado actualmente, asi como una breve discusién de algunos de los problemas que lo
acompanan. Por tltimo, se enfatizara en la posibilidad de modificar las ecuaciones de cam-
po v se presentard una introduccion a los modelos de gravitacién modificada denominados

como teorias métricas f(R).
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1.1. Relatividad general

Para comenzar con el estudio de la evolucion del Universo como un todo, se debe antes
comprender de la teoria de la relatividad general la cual lo fundamenta. Uno de las ideas
principales que introduce es el llamado principio de equivalencia (Will, 1993), el cual es-
tablece que el movimiento de un cuerpo en un sistema de referencia no inercial es localmente
equivalente a considerarlo en un sistema inercial bajo la acciéon de un campo gravitacional
apropiado (Landau, 1987). Una consecuencia sumamente importante de este principio es
el hecho de que se puede describir al espacio-tiempo como una variedad diferenciable, en la
que la masa - energia lo deforma, provocando asi que los fenémenos gravitacionales puedan

interpretarse simplemente como efectos geométricos de la variedad.

Con esto en mente, se pueden aplicar los conceptos de la geometria diferencial para el
estudio de la gravitacién, de manera que una de las cantidades méas importantes de estudio
e interés sera la métrica. Esta describe de manera cuantitativa la manera en la que se miden

las distancias entre puntos en un espacio dado. De manera general se expresa como:

ds* = g, dotda”, (1.1)

en donde g, es el tensor métrico de rango 2. Aqui, y en lo que resta del trabajo se usard una
métrica con signatura (-,+,+,+). En cuanto a la notacién, indices latinos tomaran valores
1, 2, 3, mientras que los griegos 0, 1, 2, 3. En la ecuacién anterior estd implicito el hecho de
que en general se tratan coordenadas curvilineas x* para la descripcién de los problemas.
Gracias a esto aparecen de manera natural los simbolos de Christoffel I, que pueden

expresarse en términos de la métrica mediante la relacién (Schutz, 2009):

1
Fgu = §gaﬁ (augl/ﬂ + al/guﬁ - aﬁg,uu) . (12)

Ya que se pretende estudiar la manera en que el espacio se curva, debemos de tener una
cantidad que describa esto de manera cuantitativa. Para este fin, el objeto que contiene toda
esta informacién es el tensor de Riemann , el cual ademas se puede expresar en términos
de los simbolos de Christoffel de la siguiente manera (Carroll, 2004; Misner et al., 1973):
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g = 0T, — 0,105 + Pgﬁrfw — rgyrgﬁ, (1.3)

que es un tensor de rango 4, y que ademas también aparece de manera natural en el estudio
de la no conmutatividad de las derivadas covariantes en espacios curvos. A partir de este

tensor, se puede construir el tensor de Ricci de la siguiente manera:

Ry = 9°° Raypo- (1.4)

Su contraccién da a lugar a:

R:=g"R,,, (1.5)

que se conoce como el escalar de Ricci o de curvartura.

El tensor de energia - momento

Hasta ahora se han considerado conceptos puramente geométricos que seran ttiles en la
descripcién de la teoria, pero también es necesario el hablar sobre los relacionados a la
manera en que se describird a la materia, pues no hay que olvidar que se prentende estu-
diar como interactian ésta y el espacio-tiempo. Dado que nuestro estudio se enfocara en
el Universo, el cual a su vez es posible describir como un fluido perfecto, nos enfocaremos

en este tipo particular.
Para estudiar la dinamica de las particulas que conforman al fluido, dos de las cantidades
claves en su descripcién son su presion p y densidad p. Este par pueden relacionarse de

manera sencilla de acuerdo a la ecuacién de estado

p = wpc?, (1.6)

donde w es una constante que depende del tipo de fluido que se considere. Por ejemplo,

para el caso de materia sin presion, denominado como polvo, w = 0; mientras que si se
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trata de radiacién, w = 1/3.

De manera general, se define la accién de materia de un sistema como
1 4
Sm=— [ A\V/—gdz, (1.7)
c

en donde A es una funcién propia del sistema, y que puede asociarse a una densidad
lagrangiana. Mediante la ecuacién anterior podemos definir de manera formal el tensor de

energia-momento Ty, de la siguiente manera (Landau, 1987):

1
0Sm = —2C/T‘“’5gw,\/—gd4x. (1.8)

Aqui, g es el determinante de la métrica. Para el caso de un fluido perfecto, es posible

mostrar que la expresién particular de T}, viene dada por (Schutz, 2009; Carroll, 2004):

T/“’ = (p + pcz)uuuu + pg/uu (19)

donde uw* = da*/ds = da#/cdr es la 4-velocidad del fluido. Finalmente, un hecho impor-
tante es que al pedir la conservacién de energia, este tensor cumple con que su divergencia
es nula. Matematicamente se conoce como la ecuacion de conservacion de energia-momento

y Se expresa como:

V,.TH = 0. (1.10)

Accion de Hilbert - Einstein

Para la obtencion de las ecuaciones que describen al campo gravitacional es importante
el tener en mente que dichas relaciones deben de generalizar a la teoria newtoniana de
gravitacion. Recordemos que ésta ultima tiene como ecuacion fundamental a la ecuacion

de Poisson:

V2p = 4nGp. (1.11)
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Ella expresa el hecho de que la densidad de masa p distribuida en el espacio determina
al campo gravitacional ¢. Un punto importante de (1.11) es que se trata de una ecuacién
diferencial de segundo orden, lo cual sugiere que una generalizacién también debe de poseer
tal caraceristica, s6lo que de manera tensorial. De acuerdo a (1.9), Tog = p, lo cual sugiere
que la generalizacion relativista de la materia es el tensor 7},,; mientras que la del potencial
resulta ser la métrica g,,,. Como consecuencia de este argumento, resulta natural pedir que
las relaciones buscadas para el campo gravitacional “deben” de ser ecuaciones diferenciales
de segundo orden en la métrica. La manera formal para llegar a ellas es mediante el principio
de minima accidn, el cual requiere minimizar la accion relativista S. Esta a su vez debe de
tener dos componentes, una asociada a la materia, S;,, y otra al campo gravitacional, Sy.

Para éste tltimo, la accién se puede escribir como:
Sy = /£d4x, (1.12)

donde L es una densidad lagrangiana dada por la multiplicacién de una cantidad escalar
y la raiz del determinante de la métrica g. Debido a que las ecuaciones resultantes de la
aplicacién de este principio deben de ser de segundo orden, entonces el integrando debe de
contener derivadas de primer orden de g,,. De acuerdo a (1.2), las cantidades que surgen
como los candidatos mas naturales para esto son I'y,. Sin embargo, esta eleccién presenta el
problema de que éstos no constituyen cantidades invariantes. Este hecho es evidente a partir
de la idea de que en cada punto del espacio es posible considerar un sistema localmente
plano en el cual g,, es constante, y asi, de acuerdo a (1.2), I, = 0. Esto significa que
siempre seria posible el obtener una accién nula, lo cual es una contradiccién. pues la accién
es una cantidad escalar. Descartada esta posibilidad, la siguiente opcién la constituyen los
escalares construidos a partir del tensor de Riemnann. No obstante, hay que notar que éste
posee segundas derivadas de la métrica, lo cual en principio da a lugar a la posibilidad de
que las ecuaciones resultantes sean de orden mayor a dos. Fue el propio Hilbert quien se
dio cuenta de esto (Longair, 2008), y propuso entonces una accién relativista del campo

como

Sy = —k/R\/—gd“x, (1.13)
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en la que k es una constante de acoplamiento que se obtiene a partir de tomar el limite
no relativista. Sin embargo, Hilbert también era consciente de que esta eleccion del La-
grangiano era la mas simple, pues es lineal en el escalar de Ricci. En realidad, no hay una
razén mas fundamental para elegir entre este lagrangiano y uno que contenga una funcién

mas general de R, sino que su eleccién se basa en un criterio de simplicidad.

Con esto, finalmente es posible el escribir el principio de minima acciéon correspondiente a

la teoria como:

5 (Sp+ Sm) = 0. (1.14)

A partir de la ecuacién anterior, es posible el demostrar que las ecuaciones para el campo

gravitacional que se obtienen de variar la accién son (Landau, 1987):

1 IrG

Ry — ig,ul/ = A Ty, (1.15)

que son las llamadas ecuaciones de Einstein y son las que nos permiten describir el cam-
po gravitacional.! En general forman un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas de
segundo orden, tal como se pretendia. En éstas, la variable principal a hallar es la métrica
g en términos de una distribucién de materia y energia, es decir, permiten encontrar
la geometria que adquiere el espacio-tiempo. Esto corresponde a una generalizacién de la
teoria newtoniana en la que la ecuacion de Poisson permite hallar la forma del campo
gravitacional, una vez conocida la distribucién de materia. De aqui es posible identificar al

campo gravitacional como una manifestacion de la curvatura del espacio tiempo.

Para completar la descripcicén de la dindmica de las particulas hace falta una ecuacion que
describa sus trayectorias. Esto se logra al hallar la trayectoria geodésica correspondiente al

campo gravitacional, o lo que es lo mismo, a la geometria que adquiere el espacio-tiempo.

T El camino seguido por Einstein, aunque de cardcter heuristico, lleva a las mismas ecuaciones. Su
argumento clave consiste en relacionar a la materia con la geometria del espacio-tiempo. La primera viene
representada por T}, mientras que la segunda podria en principio estar dada por el tensor R,,. Sin
embargo, debe de existir consistencia con la ecuacién de conservacién (1.10). De esta manera, el tensor
adecuado resulta ser el que se encuentra al lado izquierdo en (1.15), pues cumple con que su divergencia es
nula (Mendoza, 2006).
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Utilizando de nuevo el principio de minima accién, esto se expresa como:

0S8 = —mcd/ds =0. (1.16)
No es dificil mostrar que el buscar este extremal se traduce en la siguiente ecuacion dindmica
(Landau, 1987):

A2z da¥ dx”
a — =0 1.17
ds? t ds ds ’ ( )

conocida como la ecuacion geodésica. Es de notarse ademds, que esta relaciéon también
es una consecuencia de la ecuacién de conservacién (1.10), lo cual resulta de contraer esta
tiltima con el tensor ortogonal a u* dado por gy, —uxu,. Esto es de esperarse, pues la manera
en que las particulas se mueven se encuentra estrechamete ligada con la conservacion de
la energia. Las ecuaciones (1.15) y (1.17) dan lugar a la interpretacién geometrodindmica
de la relatividad que puede expresarse con el siguiente enunciado: las masas le indican
al espacio-tiempo como curvarse, y a su vez el espacio-tiempo le dice a las masas como
moverse (Mendoza, 2006).

1.2. Cosmologia estandar

Hasta el momento se conocen cuatro fuerzas fundamentales en el Universo: la electro-
magnética, la nuclear fuerte y débil, y la gravitacional. Siendo que a gran escala existen
tantas cargas eléctricas positivas como negativas, y que las de caracter nuclear son de corto
alcance, la fuerza que debe de regir al Universo al considerarlo como un todo, es la grav-
itacional. Es por esta razén que las ecuaciones de campo de la relatividad general ofrecen
un marco tedérico natural en el cual poder estudiar la dindmica y evolucién del Universo
a gran escala. Sin embargo, también es necesario el incluir algunas hipdtesis adicionales,

resultado de las observaciones. De éstas, la mas relevantes para nuestro caso son:

» El Universo se puede considerar como homogéneo e isotropico a grandes escalas (>
100 Mpc).

» Fl Universo se encuentra en expansién y lo hace de la misma manera en todas las

direcciones.
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= A una misma época cosmica, todos los observadores en el Universo observan la misma
estructutra a gran escala, asi como la misma ley de expansién. Aun mads, las leyes
de la naturaleza son las mismas a cualquier época y en cualquier lugar. A esto se le

conoce como el principio cosmoldgico.

Estas hipdtesis se pueden introducir matematicamente mediante la métrica de Fried-
mann - Lemaitre - Robertson - Walkwer (FLRW), que corresponde a la métrica de Minkows-
ki de todos los posibles universos en expansién (Carroll, 1997; Mendoza, 2006):
dr?

Tzt r2d6? + r? sin 02d¢? | . (1.18)

ds? = —c?dt* 4 a?(t)
En ésta, el conjunto de coordenadas (r, 6, ¢) son llamadas coordenadas comdviles y se con-
sideran como atadas a cada galaxia, mientras que la expansién del Universo es introducida
mediante el factor de escala a(t). Por ultimo, k es la curvatura gaussiana asociada al espa-
cio. Diversas observaciones muestran que x = 0 (Tegmark et al., 2004). Finalmente, dada
la complejidad del Universo en cuanto a las estructuras que lo componen, se acostumbra

simplificar el problema al considerarlo como un fluido perfecto en expansién.

Ecuaciones dinamicas

Aplicando las hipétesis descritas anteriormente a las ecuaciones de campo y a la ley de
conservacion (1.10) para un fluido perfecto con una métrica de tipo FLRW, se obtienen dos
ecuaciones linealmente independientes. Estas se pueden expresar en términos de la variable
w definida en (1.6) de la siguiente manera (Carroll, 1997):

8rG K

H? = 3P~ p+3Hp(l+w)=0. (1.19)

Este par de relaciones constituyen las ecuaciones mas importantes para la descripcion
dindmica del Universo. La primera de ellas es conocida como la ecuacion de Friedmann,
mientras que la segunda es la ecuacion de conservacion de energia. Sumada a estas, existe
una tercera ecuacién dindmica consecuencia de las 2 anteriores, la cual resulta ser mas bien
una relacién auxiliar dada por:

G 47 Gp
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conocida como la ecuacion de Raychaudhuri. La variable H(t) := a/a es la constante de
Hubble. Es importante el mencionar que se trata de una de las cantidades mas importantes
en cosmologia, pues conociéndola es posibe el determinar las deméas cantidades dindmicas.
Asi, las ecuaciones de campo (1.15) se han reducido al sistema de dos ecuaciones diferen-

ciales (1.19), siendo las incégnitas a(t) y p(?).

A pesar de que las dos iltimas cantidades dependen claramente del tiempo, éste resulta
no ser del todo apropiado en cuestiones de cosmologia, por lo que es conveniente definir un
nuevo parametro z llamado corrimiento al rojo, el cual posee una estrecha relacion con el
factor de escala expresada mediante (Kolb, 1990; Lambourne, 2010):

14+2=2 (1.21)
a

Esta es una relacién particularmente importante, tanto que de ahora en adelante pocas

veces se hara uso del tiempo, y el corrimiento al rojo tomara su lugar.

La densidad critica p. = 3H?/87G es la densidad de materia necesaria para cerrar un Uni-
verso plano (k = 0). Se define el pardmetro de densidad hoy en dia como Qg = 87Gpo/3H?,
siendo pg la densidad hoy en dia. De esta manera se puede definir el parametro de densidad

al tiempo ¢ para cualquier especie energética como:

3H 2,01
Qi = .
G

(1.22)

La ventaja que se adquiere al emplear los parametros de densidad en vez de las densidades
mismas reside en el hecho de que éstas expresan de manera adimensional la proporcién que
existe de los diferentes tipos de materia y/o energia con respecto a la densidad critica de

materia a diferentes épocas cosmoldgicas.

Aspectos observacionales

Una vez que se tienen las ecuaciones dinamicas que describen la evolucién del Universo,

es indispensable el comparar sus predicciones con los datos observacionales. Sin embargo,
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en la practica no es posible el medir de manera directa la densidad ni el factor de escala.
Por esta razén es que se han ideado meétodos para lidiar con este problema. Uno de estos
se basa en la medicion de las distancias a las que se encuentran de nosotros las galaxias.
La razon del porqué de esto reside en que asi podemos relacionarla con el flujo de ra-
diacion electromagnética que recibimos de ellas. La forma usual de hacer esto es mediante
la ayuda de las Supernovas Ia, pues se considera que estas explosiones poseen curvas de luz
caracteristicas (Karttunen et al., 2007). Dicho de otra forma, son objetos que permiten el

calibrar las distancias a las que se encuentran las galaxias de las que éstas forman parte.

A partir de estas mediciones es posible el conocer el mddulo de la distancia p := m— M,
en donde m y M son las magnitudes aparentes y absolutas del objeto, respectivamente.
Avin maés, es posible mostrar que esta cantidad adimensional se puede expresar como (Pad-
manabhan, 2003):

Aqui la variable h queda definida mediante la relacién Hy = 100hKm/sMpc, siendo Hy el
valor de la constante de Hubble hoy en dia. La cantidad dj, es llamada la distancia luminica
y es la que nos permitird el poder comparar el modelo tedrico con las observaciones. Esta
ultima es estimada a partir del flujo de radiacién recibida y representa la distancia fisica
al objeto. La caracteristica importante de ésta distancia que hace posible esto es que en
s{ misma considera la expansién del Universo (cuantificada por H), asi como su geometria.

Para un Universo plano con métrica FLRW viene dada por (Padmanabhan, 2002):

dr (2) = (1+2) /0 HC(Z) dz. (1.24)

Las ecuaciones (1.23) y (1.24) seran de suma importacia en el desarrollo de ésta tesis,
pues nos permitird comparar las predicciones del modelo tedrico con los resultados obser-
vacionales. Como primer ejemplo de esto, podemos considerar el caso de las ecuaciones
de evolucién (1.19) en las que se debe de considerar que hoy en dia la contribucién de
la radiacién a la densidad total es despreciable. Los resultados de esto se muestran en la
Figura 1.1. A partir de ésta es evidente el hecho de que las ecuaciones de campo fallan

al intentar reproducir los datos observacionales, pues subestiman el mdédulo de distancia.
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Figura 1.1: Mdédulo de distancia p(z) como como funcién del corrimiento al rojo z. Los
datos observacionales pertenecen al Supernova Search Team Collaboration (Riess et al.,
2004). La linea corresponde a un modelo puramente de polvo (£2p; = 1) dentro de la rela-
tividad general asumiendo un valor de la constante de Hubble hoy en dia de 72Km/sMpc

Sumado a esto, hemos de mencionar que la edad del Universo en este modelo es menor
a la inferida por diversos objetos estelares como cimulos globulares. De esta manera, un

modelo de Universo con Qs = 1 queda descartado.

Modelo de concordancia

Como se acaba de mostrar, un modelo de Universo plano’ dominado completamente por
materia no reproduce las observaciones astronémicas de manera satisfactoria, asi que en
una primera instancia, una opcion natural es modificar las ecuaciones de campo de manera
que sean consistentes con ellas. Remitiéndonos a las ecuaciones (1.15), éstas posefan dos
componentes: una relativa a la curvatura del espacio-tiempo, y otra a la materia. En un

principio, la evidencia observacional parece inclinarse a favor de una posible modificacion

T El estudio observacional de la distribucién espacial de galaxias, junto con las estimaciones de sus masas
han llevado a establecer que la curvatura del Universo a grandes escalas es aproximadamente nula (Longair,
2008).
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al sector de materia, consecuencia principalmente de dos clases de fenémenos, uno a escalas

galdcticas, y otro de caracter cosmolégico.

El primero de estos se refiere al problema de las curvas de rotacion de galaxias espirales,
pues contrario a la prediccion hecha por la ley newtoniana, la velocidad de las estrellas no
disminuye conforme aumenta su distancia al bulbo, sino que permanece aproximadamente
constante. Esta anomalia puede ser explicada si se supone que una gran cantidad de mate-
ria se encuentra en el halo que rodea a la galaxia. A esta clase hipotética de materia se le
conoce como materia oscura (su nombre se debe a que no emite radiacién electromagnética)
la cual sélo puede ser detectada mediante los efectos gravitacionales que produce (Freese,
2009). A su vez, ésta se divide en dos clases: la de tipo bariénico y la no bariénica, siendo
ésta ultima la que mas problemas representa, debido a que hasta hoy en dia no se ha lo-

grado su deteccién’ .

Sin embargo, ain incluyendo toda esta materia parece no ser suficiente para explicar
el tipo de expansién que esta sufriendo el Universo hoy en dia. Para subsanar esto se ha
propuesto la adicién de una constante A en las ecuaciones de campo, la cual se remonta a
1919 cuando el mismo Einstein la introdujo. Resultado de esto, dichas ecuaciones toman
la forma (Longair, 2008):

1 87
RNV — 59#1} + Ag#y = CTT'UJ/, (125)

en la que la constante A recibe el nombre de constante cosmoldgica.

Bajo esta consideracion, ha surgido otra interpretacién fuera del alcance de la fisica
clasica basado en el siguiente argumento. En un Universo vacio regido por las ecuaciones
(1.25) aun existe una fuerza que actia sobre las particulas, tal que si A > 0, ejerce una
especie de repulsion. De esta forma dicha fuerza debe de estar ligada al espacio mismo, lo
cual se puede asociar a la imagen moderna del vacio cuantico (Longair, 2008). Con estos

supuestos es posible el identificar a la constante cosmolégica como:

T En cuanto a la de cardcter bariénico, las enanas cafés, planetas y agujeros negros son representantes
tipicos. Mientras que para la de tipo no baridénico, las sugerencias mas populares son los axiones, neutrinos
masivos y los WIMPS.
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: (1.26)

siendo p, la presién del vacio (Longair, 2008). Es entonces, mediante este mecanismo que
el Universo experimenta una fuerza extra de repulsiéon de tal modo que se expande acel-
eradamente. El problema que surge de aceptar esta interpretacion radica en que el valor
requerido para explicar las observaciones cosmoldgicas difiere en 120 érdenes de magnitud
del predicho por la teoria cuantica. Las observaciones hechas en Supernovas Ia por Riess
et al. (1998) han arrojado evidencia de una expansién acelerada del Universo, asi como de
la posible existencia de una componente de energia oscura la cual se ha asociado con una

constante cosmoldgical .

Considerando entonces a estas dos nuevas componentes en las ecuaciones de campo de
Einstein resulta que el mejor modelo que explca diversas observaciones tiene como paramet-
ros cosmolégicos Q,, = 0.3, Qp = 0.7 y h = 0.72 (Tegmark et al., 2004). El primero de
ellos corresponde a materia oscura tanto bariénica (~5%) como no bariénica (~25%);
mientras que el segundo es el asociado a la energia oscura (~70 %). Esto querria decir que

desconocemos el 95 % de los constituyentes energéticos del Universo.

Una de las predicciones més importantes que hace este modelo es que el Universo
se encuentra actualmente en una etapa de expansién acelerada (Riess et al., 1998). Esto

resulta de la definicién del pardmetro de desaceleracion (Capozziello et al., 2008):

1d%a

q(t) = —— 4o (1.27)

Un valor ¢ < 0 significa expansion acelerada, mientras que ¢ > 0 indica que se estd en
un proceso de desaceleracion. Bajo este modelo es posible mostrar que existe una intma

relacion entre ¢ y las cantidades de materia y energia oscura hoy en dia dada por (Longair,
2008):

T Matemé&ticamente, la incorporacién de una componente de energia oscura en el modelo es equivalente
a una modificacién a la accién del campo gravitacional de la forma R — 2A, en vez de solamente R como
en la ecuacién (1.13).
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N
g0 = o — 5 (1.28)
de manera que adoptando los valores antes mencionados, el resultado es que gg = —0.55,

es decir, el Universo se estd expandiendo aceleradamente. Cabe senalar que ésta cantidad
no es medible de manera directa, sino que es sélo una prediccién obtenida de aceptar la
existencia de materia y energia oscura a través del modelo de concordancia. Estos valores
en conjunto son una de las principales caracteristicas del llamado modelo de concordancia,

el cual goza de cierta aceptacion general.

Como se vio, a pesar de que el modelo de concordancia cosmoldgico proporciona un
marco que explica satisfactoriamente diversos aspectos de la cosmologia, no estd excento
de problemas como el de la energia oscura. Este es una de las principales razones que han
motivado la propuesta de modelos alternativos de gravedad asi como otros en los que A es
una variable (Padmanabhan, 2008; Ma, 2008). Esta evidencia contradictoria parece sugerir
un estudio mas detallado de las ecuaciones de campo, el cual pueda resultar en una posible
generalizacién de éstas. Pero el comtin denominador de estas opciones debe ser el poder

dar una explicacién natural de la evolucién del Universo.

1.3. Teorias métricas de gravitacion f(R)

En Ia seccién 1.1 se hizo enfésis en la idea de que las ecuaciones de campo correspondi-
entes a la teoria general de la relatividad deberian de ser de segundo orden en la métrica,
pues ésta es una caracteristica que posee la ecuacion no-relativista de Poisson. Ademés de
esto, claramente al tomarse el limite no relativista se recupera la ecuacién (1.11). Sin embar-
go, ésta imposicion en el orden de las ecuaciones no descansa sobre principio fundamental
alguno, pues como también se menciond, Hilbert era consciente de que el considerar a R
como el lagangiano de la accién realtivista en vez de alguno mas complicado, era principal-
mente por sencillez. La elecciéon de un término no lineal haria que las ecuaciones resultaran

de cuarto orden en la métrica, y por ende, representaria un mayor reto el resolverlas.

Sumado a esto, en la seccién anterior se mostraron las dificultades que surgen al intentar

empatar las predicciones hechas por la teoria de Einstein con las observaciones astronémi-



1.3. TEORIAS METRICAS DE GRAVITACION F(R) 17

cas. De tal tamano es el problema, que para subsanarlo es necesario el introducir grandes
cantidades de materia - energia de cardcter desconocido. Por si esto no fuera suficiente, los
intentos por desarrollar una teoria cuantica de la gravedad han llevado a la introduccion
de invariantes de mayor orden en la accién, tales como R, R*°", R, R*" y LR entre
otros més (Schmidt, 2007). Todo esto sugiere que en vez de intentar modificar el sector de
materia dentro de las ecuaciones de campo, se debe de poner mayor atencién en el aspecto

relacionado con la curvatura para asi explicar de manera natural la evolucién del Universo.

No obstante, una posible generalizacion de la teoria debe de satisfacer ciertos requerim-
ientos iniciales que la hagan fisicamente apta. Para esto, la relatividad general y la teoria

newtoniana imponen restricciones como son (Capozziello, 2008):

s Principio de relatividad. No existe un marco de referencia absoluto.

= Principio de covariancia. Las ecuaciones de campo resultantes deben de ser general-

mente covariantes.

= Pricipio de equivalencia. Siempre es posible el describir de manera local a un sistema

no iniercial como uno inercial bajo al accién de un campo gravitacional.

» Causalidad. Los fendmenos superluminicos estan fisicamente prohibidos. También se
debe de proporcionar una descrpcién consistente de presente, pasado y futuro en cada

punto.

» Fn el limite apropiado de campo débil, la gravitacién newtoniana debe de ser recu-

perada.

De entre las diversas teorias que prenteden modificar las ecuaciones de campo que
surgen con cada elecciéon particular del lagrangiano, una clase es conocida como teorias
métricas de gravitacion f(R). Esta serd a la que se prestard atencién en este apartado. En
particular, se tratard en su versién de formalismo métrico’ , cuya accién efectiva se expresa

como

CS 4
Smet'rica = _M/f(R>\/ —gd x + Sm (129)

T Existen otras dos maneras de estudiar a este tipo de teorfas en los que se presta mayor atencién al
papel que juega la conexién I'j;, dentro de la accién. Estos corresponden a los formalismos de Palatini y de
métrica afin (Capozziello et al., 2010).
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Aqui, S, es la accién estdndar asociada a las componente de materia, dada por (1.7). De
manera clara, esta ecuaciéon muestra que la modificacién al sector de curvatura de la teoria
da a lugar a la posibilidad de introducir una funcién maéas general del escalar de Ricci, lo
cual se puede considerar como la extensiéon mas natural y sencilla a las ecuaciones (1.15).
De manera similar al caso de relatividad general, al variar la accién total es posible mostrar

que las ecuaciones de campo correspondientes a esta teoria son (Capozziello, 2011):

- 8nGTy,

PR R~ 51 (Rgp — Vo (B) + g (R) = (130)

C

Como era de esperarse, con esta generalizacion las ecuaciones de campo resultan ser de
cuarto orden en la métrica, y no de orden dos como antes. Ademds, es ficil notar que
para el caso particular en que f(R) = R, las ecuaciones de campo de Einstein (1.15) son

recuperadas.

Como se puede intuir desde una incio, el mayor problema con esta teoria es referente al
hecho de que en principio no existe razéon fundamental que ayude a la eleccién de alguna
funcién en particular. El principio de equivalencia permite que la accién sea de la forma
(1.29), pero no nos dice nada sobre su forma exacta. La tnica manera de discriminar es
mediante la comparacién directa con los datos observacionales. No obstante, existe otra
cuestién de importancia que pocas veces se menciona o aclara. Al escribir a la accién como
en (1.29), en general, las dimensiones fisicas ya no son las correctas’ , sino que dependiendo
de la funcién que se elija, serdn las dimensiones que adquiera. Esto representa desde el inicio
un problema que debe de resolverse para poder establecer de manera corecta una extension

de la teoria.

 Las dimensiones de la accién son iguales a las de energia por tiempo.



Capitulo 2
Teoria de gravitacion extendida

De manera paralela a los problemas surgidos de la teoria de la relatividad general
expuestos en la seccién 1.2, en este segundo capitulo, se abordaran los referentes a la teoria
de gravitacion no relativista que surgen de estudiar ciertos sistemas astrofisicos. Primero
se resumiran algunas de las observaciones astronémicas que no pueden ser explicadas de
manera natural por la teoria newtoniana, lo cual lleva a la inclusién de materia oscura
dentro del modelo. A partir de esta evidencia, y como una alternativa, se expondra la teoria
MOND la cual sacrifica la validez de la dindmica newtoniana para evitar la necesidad de
postular materia exdtica. Todo esto siempre teniendo en mente la evidencia observacional.
Finalmente se expondra la teoria de gravitaciéon modificada, propuesta en Mendoza et al.
(2011) cuyo dngulo de ataque es el proponer que la teoria de gravitacién clasica posee limites
de validez en condiciones de aceleraciones muy pequenas. Se expondran sus semejanzas con
MOND, pero resaltando las ventajas que posee sobre ésta, y senalando la necesidad de una
extension relativista de esta teoria para explicar la dindmica del Universo sin la necesidad

de energia y materia oscura.

2.1. DMateria oscura

La teoria de la gravitaciéon newtoniana ha mostrado a lo largo del tiempo su capacidad
para reproducir los datos experimentales con gran precisién. Sin embargo, formalmente
s6lo se ha probado para escalas no mayores a las del sistema solar (Will, 1984). Siendo
las galaxias objetos no relativistas, ésta teoria debiera de reproducir las observaciones as-

tronémicas como la velocidad de rotacién de las estrellas que las conforman, ademaés de
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poder inferir su masa. La realidad es que la comparacién entre las predicciones hechas por
la teoria y los datos observacionales conllevan a fuertes contradicciones, pues el cociente
masa - luminosidad obtenido para estos objetos resulta demasiado alto, si suponemos que

la mayor parte de la masa se encuentra presente en las estrellas.

Como se mencioné brevemente en la seccién 1.2, las curvas de rotacién de galaxias espirales
presentan un problema a grandes distancias. De acuerdo a la ecuacién (1.11), a medida
que se aumenta la distancia del centro galactico, la velocidad de las particulas deberia de

decrecer como r—1/2

tal como sucede en el sistema solar de acuerdo con la tercera ley de
Kepler. Sin embargo, como se muestra en la Figura 2.1, ésta permanece aproximadamente
constante a partir de una cierta distancia. Para evitar tal problema sin modificar la teoria,
es necesario el suponer la existencia de grandes cantidades de materia oscura no bariénica
presente en el halo (~ 90 % de la masa total) (Zwicky, 1933). Esto, siempre y cuando se
acepete a la teoria de gravitacién de Newton como vélida a esas escalas, ademas del hecho

de que las estrellas estan en equilibrio gravitacional en oribitas casi circulares.

En principio, esta parece ser la opcion més natural para explicar dichas anomalias, dado
que no seria la primera vez que las leyes de Newton predicen la existencia de un objeto
oscuro (Adams, 1846). El principal problema con esta hipdtesis radica en que hasta ahora
no se ha podido confirmar de manera directa, es decir, no se han detectado particulas de
materia oscura. Su introduccién siempre ha estado motivada para poder explicar las ob-
servaciones. Por si fuera poco, parece estar presente a diversas escalas. En el estudio de
las galaxias elipticas se requiren cantidades atin mayores de esta materia para explicar la
dindmica de sus componentes, asi como también resulta indispensable en ctimulos globu-
lares y galdcticos (Hernandez & Jiménez, 2012), sin mencionar que su presencia es clave
para explicar otros fenémenos como las lentes gravitacionales y la formacion de estructuras

en el Universo temprano (Zwicky, 1933).

Debido a su caracter exotico y a que hasta ahora sélo representa una hipotesis qué confir-
mar, en realidad no se conoce de manera clara su naturaleza ni propiedades electromagéticas
o termodinamicas. mas que su obvia interaccién gravitacional con la materia baridnica.
Tales cuestiones se hacen mas fuertes al estudiar diversos fenémenos astrofisicos, sobre to-
do en cosmologia, en los que es necesario el distinguir entre varias clases de materia oscura

como la caliente, fria y tibia para poder ofrecer una explicacién satisfactoria a los hechos.



2.1. MATERIA OSCURA

Figura 2.1: Curva de rotacién para la galaxia NGC2403 (Sanders & McGaugh, 2002).
Los puntos observacionales son obtenidos a partir de la emisién de Hidrégeno en 21 cm.
La linea continua muestra la contribucién de materia bariénica, mientras que la punteada
representa la cantidad de manteria oscura necesaria para explicar los datos.

21
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2.2. Dindmica newtoniana modificada (MOND)

Sin una prueba clara de su existencia, una posible explicacién alternativa es el proponer
que las leyes de la dindmica no sean aplicables a tales sistemas. Una de las propuestas mas
exitosas y populares es la llamanda MOND (Modified Newtonian Dynamics) propuesta
por Milgrom (1983b). Teniendo como principal motivacién el problema de las curvas de
rotacién (suponiendo que la estimacion de las velocidades es correcta) y la idea de que no
debe de haber cantidades tan grandes de materia faltante en el Universo, Milgrom con-
sider6 que en tales sistemas astrondmicos las leyes de la dindmica newtoniana no tienen
validez. Esto no por cuestiones de escala, sino méas bien por algunas condiciones dindmicas

que se presentan en tales sistemas.

Ademas de ésta radical suposicion, la hipdtesis mas importante de Milgrom consiste en
asumir que para aceleraciones pequenas (~ 10~19ms™2, tales como las que sufren las es-
trellas en las partes mds externas de las galaxias espirales) es necesario el modificar la
segunda ley de Newton mediante una expresion mas general, es decir, modifica la dindmica
al considerar a la aceleraciéon como el parametro relevante para su correcta descripcion.
Una consecuencia directa de esto es la introduccién de una constante ag ~ 1.2x1071%m /s>
con unidades de aceleracién. Para el caso gravitacional en simetria esférica, la aceleracion

que experimenta una particula es:

ap <a> - G—]QW (2.1)

aq r

donde g es una funcién tal que cuando a/ap > 1 entonces p ~ 1, con lo que se recupera el
caso newtoniano; mientras que para aceleraciones pequenas, es decir, a/ag < 1, se obtiene
u(x) = z, y asi poder explicar de manera natural las anomalias que presentan las curvas

de rotacién. Aqui se ha definido = := a/ay.

Respecto a la naturaleza de la constante de aceleracién de Milgrom ag, existen diversas
interpretaciones del papel que juega en la teoria, siendo la mas comun la que la consid-
era como el valor en que se da la transicion de MOND a gravitacion netoniana (Milgrom,
1983b). Otras por su parte, la toman como una medida del ancho de la transicién entre am-

bas teorias; mientras que también se le conecta con aspectos cosmolégicos como el valor de
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la enrgia oscura, debido a que numéricamente ag =~ cHy. Bajo esta hipdtesis, el establecer
en qué régimen se encuentra una particula puede determinarse conociendo la aceleracién
que experimenta. Entre otras interpretaciones, Milgrom (2001) ha propuesto que puede
tratarse no de una constante, sino de una cantidad que ademés de cambiar con el tiempo
también lo hace a mayores escalas de longitud, de manera que la plantea como analoga a la
aceleracion de la gravedad g. Sin embargo, en Bernal et al. (2011a) se ha mostrado que ag
puede ser expresada en términos de constantes universales, sugiriendo que es una cantidad

fundamental de los sistemas autogravitantes.

Ahora, en cuanto a la comparacion con las observaciones, esta hipotesis reproduce de buena
manera el perfil de velocidades en galaxias espirales que tanto problema representan para
la dindmica clasica. Esto ultimo es claro, pues en el limite en que p = a/ag, la velocidad
para particulas lejanas es v = (GMag)'/%. De esta manera MOND predice una curva de
rotacién plana para distancias grandes del centro, tal y como las observaciones lo muestran.
Ademsds reproduce de manera natural la relacion Tully - Fisher para estas galaxias, pues
v < M'/*, Evidentemente, para que esto sea posible, es necesario el ajustar el pardmetro
ag. De acuerdo al estudio de distintos sistemas astrofisicos en los que es necesaria este
tipo de descripcion, el valor comin que permite reproducir los datos observacionales es
107 1%ms~2 (Begeman et al., 1991).

A pesar del éxito del que MOND goza, es importante recalcar el hecho de que esta constru-
ida con el propdsito de ajustarse a los datos y debe de considerarse simplemente como una
descripcién aproximada que resulta efectiva para tales fines. No obstante, se ha desarrolla-
do un formalismo para derivarla de un principio de minima accién usando un Lagrangiano
acuadratico (AQUAL) (Bekenstein & Milgrom, 1984), bajo el cual si constituye una teorfa

en si.

2.3. Teoria de Gravitacion Modificada

Como se menciond, MOND se basa en la modificaciéon de la inercia para poder reproducir
las observaciones. No obstante, de manera alternativa se puede pensar en modificar la
ley de gravitacién, dejando la dindmica intacta. Para lograr tal extension de la teoria,
primeramente se debe de establecer cudles son las cantidades relevantes del problema.

Para el caso de un modelo no relativista, éstas estas son en principio la masa M del objeto
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que provoca la aceleracién a la carga de prueba, junto con la distancia r que las separa
y la constante de gravitacién G. Sin embargo, siguiendo las hipdtesis de Milgrom, resulta
fundamental el introducir otra constante ag con unidades de aceleracion en la descripcién
del problema. Mediante el uso del teorema II de Buckingham de analisis dimensional es
posible establecer que el valor absoluto de la aceleracién de una particula moviéndose en

un campo gravitacional producido por una masa puntual M es (Mendoza et al., 2011):

a = agf(x). (2.2)

Aqui se ha definido la variable adimensional x := s /7, y se ha introducido la masa - lon-
gitud, Ly = (GM/ao)l/Q. De manera similar al caso de MOND, existen dos casos limite:
cuando = > 1, entonces f(r) = 22 para recuperar la gravitacién newtoniana; mientras que
para x < 1, entonces f(x) = x y asi el comportamiento es de tipo MOND. Basado en esto,
la introduccién de ag como una cantidad relevante para la descrpcién de los fenémenos
gravitacionales resulta en que x es el parametro importante mediante el cual pasar de la
gravitacién newtoniana a un régimen MONDiano, siendo x = 1 el valor aproximado en
que se da esta transicion. Es importante el recalcar también que un sistema que posea un
distribucién de masa cuya longitud sea mucho menor a su valor correspondiente de [/, se
encuentra en el régimen newtoniano, y uno en el que su longitud sea mucho mayor que
Ipr necesita una descripcion MONDdiana. Esto es, la gravitacién pasa a ser una teoria

dependiente de la escala.

Evidentemente, la ecuacién (2.2) debe de predecir las curvas de rotacién planas en
galaxias espirales si pretende funcionar como una alternativa a MOND. De esta relacion
es inmediato el establecer que en el régimen x < 1, la velocidad de las estrellas resulta ser
v=(GM ao)l/ 4 es decir, reproduce el comportamiento de MOND. Es mds, ya sea dentro
de este enfoque o mediante el de MOND, la aceleracién que sufre una particula de prueba

bajo el campo generado por una maasa M es:

a= (aOGi\M. (2.3)

En vista de este resultado, se podria pensar que ambos enfoques son equivalentes en
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cuanto a la descripcién de la dindmica a bajas aceleraciones. Sin embargo, el modificar la
ley de gravitacion en vez de la segunda ley de Newton ofrece més ventajas, tanto en sen-
cillez como al comparar con datos observacionales. Primeramente, la equivalencia sdlo se
da formalmente en casos en que las simetrias del problema son suficientes para simplificar
el modelo de Milgrom. Sumado a esto, el demostrar los teoremas de Newton no representa
problema dentro esta teoria, mientras que en MOND no pueden ser probados. En cuanto a
las predicciones astrofisicas se ha visto que mediante una eleccién adecuada de la funciéon
f(z) se pueden obtener de manera natural relaciones como las de Tully - Fisher y Faber
- Jackson, asi como la del plano fundamental en galaxias elipticas (Mendoza et al., 2011).
En contraparte, aunque MOND también reproduce la primera de estas relaciones empiri-
cas, tiene problemas al intenter explicar ciertas caracteristicas de los ciimulos de galaxias
(Sanders & McGaugh, 2002). Por tltimo, las caracteristicas de MOND son el resultado de
motivaciones observacionales, mientras que el analisis dimensional proporciona de manera

natural la fisica de la gravitaciéon modificada.

Siendo tanto MOND como este modelo de cardcter no relativista, naturalmente ambos
deben de fallar al intentar explicar fenémenos como las lentes gravitacionales y la evolu-
ciéon del Universo en su conjunto. Motivado por esto, se han propuesto posibles exten-
siones relativistas a MOND, siendo la mas exitosa la teoria tensorial - vectorial - escalar
(TeVeS) formulada en Bekenstein (2004). No obstante, ésta presenta grandes complica-
ciones matemadticas, ademas de fallar al intentar explicar ciertos fenémenos astrofisicos de
importancia (Ferreras et al., 2009). Por este razén, y dadas las ventajas que presenta una
modificacién a la teoria de la gravitacién, es necesario el prestar atencién a una extensién
de ésta ultima que permita una correcta descripcién de los fenémenos relativistas en el

régimen r < 1.






Capitulo 3

Teoria métrica de gravitacion

extendida

En este tercer capitulo, se expondra la teoria métrica de gravitacion extendida propuesta
en Bernal et al. (2011c). A partir de un principio de minima accién, en el que se introducen
las cantidades relevantes para los sistemas gravitacionales MONDianos, se mostrardn las
ecuaciones de campo correspondientes. Bajo un estudio a orden de magnitud y perturbativo
de dichas ecuaciones, es posible el reproducir la fenomenologia MOND, asi como obtener
restricciones sobre la forma del Lagrangiano. Basado en esto, se propondra una funcién que
transita de un régimen einsteniano a uno MONDdiano. Finalmente, se mostraran algunas
de las caracteristicas que presenta la teoria métrica f(R,T) presentada en Harko et al.
(2011) para asi poder establecer una conexién natural con MOND, todo esto dirigido a

tener un marco en el cual desarrollar un modelo cosmoldgico.

3.1. Conexién entre la fenomenologia MOND y una teoria

métrica

Una vez expuestos algunos de los problemas que presentan las teorias de gravitacion
tanto a nivel relativista como no relativista al intentar explicar diversos fenémenos as-
trofisicos, asi como algunas alternativas a ello, es momento de unificar ambos aspectos.
Al final del capitulo anterior se resalto el hecho de que tanto la teoria MOND como la de

gravitacion extendida son de cardcter completamente no relativista. De manera que aunque
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expliquen correctamente las observaciones en ciertos sistemas, si se pretende desarrollar un
modelo cosmolégico bajo sus hipétesis, es imperante la necesidad de extenderlas a una
teoria relativista de la gravedad que nos permita reproducir la dindmica del Universo sin

la necesidad de contemplar entes oscuros.

De manera similar al caso de gravitacién extendida, se debe de comenzar determinando
las variables que describen al problema en su totalidad. Tratandose de un problema de
gravitacion, deben de introducirse la constante de gravitacion universal G, la velocidad de la
luz ¢ y la constanrte de aceleracion de Milgrom ag. Considerando este conjunto de variables
como las relevantes en la teoria, es posible construir dos cantidades con dimensiones de

longitud:

g= g Iy = (3.1)

La primera de ellas resulta ser el radio gravitacional, el cual siempre aparece en los
fenémenos relativistas, mientras que la segunda es la denominada masa - longitud pre-

sentada en el capitulo anterior, cuya aparicién se da en sistemas tipo MOND.

Ya que se busca una teoria métrica que presente tanto caracteristicas tipo MOND como
relativistas, éste par de cantidades deben de ser consideradas por igual. La manera formal
de lograr una posible exensién es mediante un principio de minima accién al igual que
como se hizo en el caso de relatividad general. La diferencia entre estas dos es la inclusion
de las longitudes (3.1).

En la seccién 1.3 se hizo evidente la ambiguedad en cuanto a las dimensiones fisicas de
las teorfas f(R). Motivado en esto, una manera alternativa de escribir la accién del campo
es (Bernal et al., 2011c):

5= © /=g d 3.2
_WGL%VI/'}C(X) —gaxr. (3.2)

Aqui se ha definido la cantidad adimensional x que sera de gran importancia para el resto

de este trabajo como:
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x := RL3%,, (3.3)

en donde Ly es una longitud fundamental de la teoria que queda por determinar. De esta
manera, se observa que el problema que se generaba al considerar una generalizacién f(R)
queda elimindado, pues siendo x adimensional, cualquier eleccién para la funcién f(x)
preservara las dimensiones correctas de la accién. Para completar la descripcién se debe
de introducir la accién correspondiente a la materia, que igual que en relatividad general,
viene dada por la ecuacién (1.7). Variando la accién respecto a la métrica es posible obtener

las ecuaciones de campo correspondientes a esta teorfa (Bernal et al., 2011c):

1 8mGL3
f/(X)X/w - if(X)g;w - L?\/l(vuvv - g#l/D)f/(X) = TMT,UJ/? (3.4)
donde sa ha definido x,, := L?WRW como una genaralizaciéon tensorial de la cantidad

definida en (3.3). Una observacién importante sobre ésta es el que puede ser vista como
una generalizacién de la variable z utilizada en (2.3). Esto significa que para para casos
en que x > 1 (campo fuerte) la relatividad general es recuperada, mientras que si y < 1

(campo débil), una versién relativista de MOND debe de ser empleada.

Una vez conocidas las ecuaciones de campo uno podria tratar de resolverlas para una
métrica dada y con una eleccién adecuada de la funcién f(y). Aun asi, como ya se ha
mencionado, se trata de un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas de de cuarto
orden en la métrica. Asi que en vez de eso, primero se puede buscar una solucién aproxi-
mada valida en ciertas condiciones fisicas. Esto ultimo es con el propdsito de encontrar una

relacién entre esta teoria métrica y el comportamiento observado en el régimen MONDjiano.

Para este fin se puede estudiar el problema del campo gravitacional que genera una
particula puntual de masa M. Bajo esta consideracion, es claro que la traza de (3.4) pro-

porciona toda la informacién fisica relevante del problema:

2
FO0X 2500 + BL40F (1) = o, (35)
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donde T' := T2. Sin embargo, atin queda pendiente el problema de la eleccién de f(x).
Como una primera aproximaciéon se puede tomar el caso sencillo de una ley de potencias
de la forma f(x) = x", siendo n un pardmetro constante y ajustable de la teoria mediante
observaciones. Esta propuesta engloba ademds a la relatividad general, pues si n = 1 las

ecuaciones (3.4) se reducen a las de Einstein dadas por (1.15).

Una primera manera de atacar el problema es mediante el estudio a orden de magnitud
de (3.5) dentro del régimen de campo débil para asi poder establecer una conexién con
MOND. En Bernal et al. (2011c) se mostré que imponiendo condiciones adecuadas en la
curvatura del espacio, es posible el reproducir un comportamiento tipo MONDiano bajo
éste modelo. Para lograr tal cosa resulta ser necesario que el exponente n tenga el valor de
3/2.

El caso en que n = 3/2 merece algo de atencién, pues ademas de reproducir una dindmi-
ca tipo MOND (Bernal et al., 2011c), surge naturalmente del estudio de las simetrias de
Noether del problema, es decir, esta detras de la existencia de cantidades conservadas,
las cuales ademds resultan estar relacionadas con las longitudes (3.1). Sumando a esto,
Capozziello & Fang (2002) han mostrado que un modelo cosmoldgico simple bajo una
teoria f(R) y proponiendo una ley de potencias de escalar de Ricci, arroja de manera nat-
ural una solucién del tipo f(R) = R3/2 que ademds es coherente con algunos resultados
observacionales. Toda esta evidencia junta sugiere que dentro de una teoria de gravitacién

modificada se debe de prestar particular atencién al caso en que n = 3/2.

Un punto que es importante sefialar es que un valor de n = 3/2 sélo reproduce un
comportamiento tipo MOND en el que a o 7!, el cual por si sélo no es formalmente
equivalente a la forma expuesta en la relacién (2.3). Por esta razén es necesario un anélisis
mas detallado de la constantes de acoplamiento del problema. De hecho, las longitudes
(3.1) deben de estar presentes de alguna manera en la formulacién de la teoria métrica
y deben de estar relacionadas con la cantidad Lj; del problema. Reuniendo este par de
ideas, se puede proponer una relacién entre este conjunto de longitudes de la siguiente
forma (Bernal et al., 2011c):

Ly = ¢roly,, (3.6)
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siendo ¢ una constante de proporcionalidad. Bajo esta suposicién, se concluiye que los
coeficientes o y 3 son tales que a = = 1/2. Aunque esta propuesta para conectar las
longitudes fundamentales de la teoria puede parecer un poco arbitraria, es notable el he-
cho que al introducirla dentro del andlisis del problema (junto con n = 3/2), tiene como
consecuencia el que la aceleracion que sufre una particula bajo un campo gravitacional es
de la forma a = (agGM )1/ 2 /7, que no es més que el comportamiento MONDiano expuesto

n (2.3). Asi, el problema que se plante6 al inicio tiene como resultado el poder recuperar
la dindmica de MOND a partir de una teoria métrica de gravitacion extendida en el limite

de campo débil.

Adn en el caso de considerar una teoria f(x) en vez de una f(R), el problema referente
a la busqueda del tipo de funciéon adecuada persiste. Dentro del marco de ésta ultima,
algunas propuestas van de considerar f(R) = R — 2A, a otras un poco més complicadas
como f(R) = R? o f(R) = R+ aR", siendo A, a y n constantes a determinar. A pesar
de que algunas de ellas generan ciertos comportamientos dindmicos observados a escalas
cosmoldgicas como periodos de expansion acelerada, en muchas ocasiones sufren de com-
plicaciones para explicar ciertos fenémenos en sistemas mas pequenos. Como se mostrd en
el apartado anterior, el considerar una ley de potencias parece ofrecer buenos resultados

tanto en fendmenos relativistas como no - relativistas.

Como una primera restricciéon, podemos notar lo que sucede en la época de radiacion.
A partir del modelo estandar cosmolégico y de particulas elementales es posible el predecir
la abundancia de elementos ligeros en el Universo creados en el proceso de nucleosintesis
primordial. Resulta notable el que estas predicciones concuerden de gran manera con las
cantidades observadas sin la necesidad de incluir materia o energia oscura. A partir de
esto se puede concluir que el Universo en épocas tempranas se encuentra en un régimen

einsteniano.

Con esto en mente, una funcién que pretenda describir la evolucién del Universo a
distintas épocas debe de reducirse al caso de relatividad general cuando la radiacién es la
componente dominante. Al mismo tiempo, para el caso en que domine la materia (como
hoy en dia) debe de comportarse de maneras distinta, pues parece ser descrito por una

dindmica MONDjiana. Esto es, debe de poder transitar entre estos dos tipos de regimenes.
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Sumado a esto, se debe de cuidar que dicha funcién reproduzca el comportamiento
en los diferentes limites (relatividad general y MOND relativista) en funcién del valor del
parametro x, pues como ya se dijo, dicha cantidad resulta ser la relevante para determinar
qué tipo de descripcion es la adecuada. Basado en esto, tal funciéon debe de transitar de

manera suave de un régimen al otro.

Siendo ésta la situacién, una propuesta del tipo f(x) = x" puede que resulte exitosa
para entender las observaciones actuales, pero definitivamente fallard al intentar repro-
ducir las cantidades de elementos creadas en el Universo temprano, asi como al tomar los
limites para x. Tomando como ejemplo la propuesta de gravedad no relativista planteada

en Mendoza et al. (2011), se puede proponer una funcién del tipo:

L 1 ixr+1

fx) Wa (3.7)

donde r de nuevo es un parametro constante a determinar. Esta eleccién se basa en los
limites mencionados arriba. Para x > 1 esta expresién se reduce a f(x) = x que no es
mas que el caso de relatividad general. Y por otro lado, en el limite y < 1, se obtiene
flx) = X3/ 2 que reproduce un comportamiento MONDiano, tal y como se espera. En
medio de estos dos casos limite el valor del parametro y para el Universo debe de ser tal
que transite de manera suave, teniendo en xy = 1 el punto de transicion aproximado. La

manera precisa en que lo ha de hacer claramente depende del valor de r.

3.2. Teorias métricas f(R,T)

La introduccién del nuevo pardmetro x dentro de una teoria gravitacional sugiere que
la masa del sistema, asi como sus dimensiones juegan un papel imporante en la determi-
nacién del régimen apropiado para su descripcion adecuada. Motivado por esto, una posible
modificacién a la gravitacion puede introducirla desde la accién relativista correspondiente

al campo.

En el caso mas simple, la informacién sobre la masa estd totalmente contenida en la
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traza T del tensor de energia momento correspondiente al sistema. Por esta razon es que
una manera simple de generalizar un modelo gravitacional modificado es mediante la prop-

uesta de una teoria f(R,T), siendo como antes, R el escalar de Ricci.

De manera similar al caso de teorfas f(R), la accién total modificada toma la forma
(Harko et al., 2011):

C

3 1
4 —
S = 6nC / f(R,T)y/—gd*x 7% /Twﬁgum/ gdQ, (3.8)

donde el segundo térmio es la contribucién del sector de materia dado por (1.7). Haciendo
nula la variacién de esta accion, las ecuaciones de campo que resultan son las mostradas
en Harko et al. (2011):

1 8¢
fR(R7 T)R;w_gf(R, T)g;w“‘(guulj_vuvu)fR(Ra T) = CTTMV_fT(R7 T)Tuu_fT(Ra T)@m,,

(3.9)

donde se ha empleado la siguiente notacién: fr(R,T) := Of(R,T)/OR y fr(R,T) =

Of(R,T)/0T. Ademas, se ha definido el tensor ©,, := gu, gﬁj. De esta manera, este ten-

sor se encuentra asociado al de energia - momento y su aparicién es resultado de considerar

a T dentro de la accion.

Un aspecto importante que hay que senalar es el hecho de que al variar la accién (3.8)
se han considerado a Ry a T como cantidades independientes dentro la teoria. Asi, parte
del desarrollo estara basado en el que este par de cantidades son de caracter fundamental
en la descripcion del campo gravitacional, y en principio no dependeran explicitamente

entre ellas.
Atn teniendo las ecuaciones de campo de manera explicita, todavia falta el determinar

la forma del tensor ©,,. A partir de su definicién, es posible mostrar que para un fluido

perfecto como el descrito por (1.9), éste toma la forma (Harko et al., 2011):

6;11/ = _QT,ul/ — P9uv, (310)
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siendo p la presién que actia sobre el fluido de densidad p. Con esta relacién, en principio
se pueden obtener las ecuaciones dindmicas dada una cierta métrica. Sin embargo, ain falta
una ecuacién que describa la evolucién de las componentes de materia - energia, es decir,
una analoga a la de conservacion de energia. Para el caso de relatividad general ésta viene
dada por (1.10), pero ya que ahora se ha comtemplado a T" dentro de la accidn, el resultado
serd diferente. Partiendo del hecho de que el lado izquierdo de (3.9) tiene divergencia nula,

se puede demostrar que esto implica que el tensor de energia - momento satisface:

v 1 v v
VT = - 8rG/ct + fr(R,T) {T"Vufr(R,T) 4+ ¢"'Vu [fr(R, T)pl}, (3.11)

Esto hace evidente que para una teorfa f(R,T) la divergencia de T}, no se anula en gen-
eral, sino que depende de la forma elegida de la funcién. La interpretacién que se le puede
dar es que al intrducir a T dentro de la formulacién, surgen ‘fuentes’ o ‘sumideros’ de
materia - energia. Esto en si constituye una diferencia fundamental con las teorias f(R)
estandar. Mds aun, las trayectorias que siguen ahora las particulas ya no son en general
geodésicas, sino que surge una fuerza perpendicular a su vector de 4 - velocidad que afecta
su movimiento. Todas estas diferencias deben de ser consideradas como consecuencia de el

proponer una funciéon que de forma general dependa tanto de 1" como de R.

Para los casos en que la dependencia de f en el escalar T" no sea explicita, es decir,
fr(R,T) = 0, las ecuaciones (1.10) y (1.30) son recuperadas sin problema alguno. Y para
el caso particular en que f(R,T) = R todas las ecuaciones de relatividad general son

obtenidas, incluso la correspondiente a las trayectorias geodésicas.

Una vez expuestas de manera general las descripciones de la gravedad mediante las
teorfas f(x) v f(R,T), es momento de establecer un vinculo entre ellas. Para esto, es ttil
el hacer la siguiente observacién. En el caso en que M = const (y por lo tanto L3, = const),
es directo el mostrar que las ecuaciones (3.9) se reducen a las (3.4). Esto evidencia la equiva-
lencia entre las teorias siempre y cuando la masa del sistema en consideracién permanezca
constante, lo cual era de esperarse ya que en la deduccién de (3.4) se supuso tal cosa.

Aunque en muchos casos ésta suposicion es valida, en general no tiene porque ser cierta.
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En particular, si consideramos el problema del Universo como un todo, debido a la expan-
sién que sufre, es claro que la masa relevante para el problema aumentard a medida que el
tiempo césmico aumente. Esto hace necesaria una generalizacién para introducir a la masa
como una cantidad variable en la teoria, pero en vez de tener que introducirla en la accién
(3.2), las ecuaciones de campo (3.9) proporcionan por si solas una descripcién adecuada a

este tipo de problemas.

Ahora que se han adoptado a las ecuaciones de la teoria f(R,T) para describir los
campos gravitacionales, un punto indispensable en la resolucién de problemas es el conocer
la forma general de la funcién. Para obtener una pista sobre esto, remitdmonos a la accion
para f(x) dada por (3.2). En ella, el factor L3, se encuentra fuera de la integral, de manera
que si queremos que la masa sea considerada como una variable, ésta debe de formar parte
del integrando. Esta observacion nos sugiere entonces que la forma de la funciéon f(R,T)

sea:

f(x)

L3

f(R,T) = (3.12)

Sin embargo, atin si consideramos a esta como la forma adecuada que debe de poseer
f(R,T), es innevitable el problema que conlleva la eleccién de la funcién f(x). Obviamente,
su forma particular dependera del problema del que se trate, asi como del régimen al que
pertenezca. No hay que perder de vista, sin embargo, el que debe de estar motivada por la

fisica, es decir, las caracteristicas que la definan deben de estar basadas en las observaciones.






Capitulo 4

Cosmologia con gravitacion

extendida

En este ultimo capitulo se abordara el problema particular de la construccién de un
modelo cosmolégico basado en una teoria de gravitacién modificada de gravedad. Especifi-
camente, se estudiard bajo una teoria f(R,T) en la que se han introducido aspectos carac-
teristicos de la fenomenologia de las teorias MOND. Primeramente se estudiardn las ecua-
ciones dindmicas correspondientes, teniendo como objetivo el resolverlas bajo una propues-
ta simple para la funcién f(x) en un modelo de polvo. Esto nos permitird poder comparar
el modelo tedrico con la evidencia observacional, y as{ determinar su viabilidad para repro-
ducir la dindmica global del Universo, ademaés de establecer constricciones sobre su forma
funcional. Por ultimo, se hara una comparacion similar para una funcién més general como
la dada en la ecuacién (3.7) la cual transita del régimen de relatividad general a uno tipo
MOND.

4.1. Ecuaciones del modelo cosmolégico

Teniendo como motivaciéon primaria el desarrollar un modelo gravitacional consistente
en el que no sea necesario el tener que recurrir a entes de caracter oscuro para explicar
la dindmica del Universo, se propone una teoria modificada de gravitacién. En particular,
una de tipo f(R,T') como la discutida en la seccién 3.2, en la que se ha elgido una funcién

de la forma
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sy == % (a1)

siendo 7 es un coeficiente constante a determinar a partir de la comparacién con las obser-
vaciones. La bisqueda de esta cantidad serd en buena parte una de los principales objetivos
de esta tesis. Un punto importante a senalar es que los datos observacionales de Super-
novas la sélo corresponden a épocas cosmoldgicas recientes en las que la materia domina.

Debido a esto, el modelo que se consideraré es uno de polvo, para el cual la presién es p = 0.

A pesar de haber modificado las ecuaciones de campo de la relatividad general, no es
necesario el replantear las hipdtesis cosmoldgicas como lo son la expansién del Universo y
su isotropia. Es por esto que una métrica de tipo FLRW es adecuada para desarrollar el
modelo cosmolégico. Atin més, el concepto de fluido perfecto (1.9) serd de gran importan-

cia, aunque éste también sufrird una modificaciéon en cuanto a algunas de sus propiedades.

Antes de mostrar las ecuaciones de evolucién propias a este modelo, es 1til el reordenar
un poco las ecuaciones de campo (3.9). Para un modelo de polvo, éstas se pueden escribir

CcOo1mo:

4 4
G — 87CTTG [(1 n ch> T ¢ [(1 (f(R.T) — Rfr) - DfR) Gy + VMVVfRH :

81G fr  8nGfr |\ 2
(4.2)
en donde se ha introducido el tensor de Finstein, que se deifne como:
1
G =Ry — ing,. (4.3)

Este reacomodo tiene la intencién de mostrar por separado a las componentes geométricas
G y de materia T}, presentes en las ecuaciones de campo. Bajo esta visién se define un

tensor de energia - momento asociado a la curvatura como:

4

1
TSEW = 87T2fR |:(2 (f(Rv T) - RfR) - DfR) Guv + vuvl/fR:| . (4'4)
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De esta manera las ecuaciones de campo (4.2) se pueden escribir en una forma més com-

pacta:

8rG ct T,
L, = 1 Hv Tcurv . 4.
G ct [( * 87rGfT> Ir T } (4.5)

Es importante el recalcar que el tensor T}, no tiene una relacién directa con una compo-

nente de materia - energfal , sino que su definicién ha sido sélo por razones de conveniencia
(Capozziello & Fang, 2002).

Una vez reescritas las ecuaciones de campo, se puede obtener una ecuacion de evolucién
mediante su componente 00. Para esto notemos que como Tpg = pc?, siendo p la densidad de
masa-energia. Entonces podemos definir analogamente T5)"" = PewrvC?, es decir, se define
una “densidad de curvatura”. Por otra parte, para una métrica FLRW, el escalar de Ricci

se puede expresar como (Dalarsson, 2005):

6 |a a\? ke
R= S8 (4) L) (4.6)

De todo esto se sigue que la componente 00 de las ecuaciones de campo (4.5) para un

Universo plano es:

8rG ct p
H>= —" |1+ —fr)+—+ : 4.7
3 |:< 87G fT> fR Pcurv ( )
Esta iltima ecuacién corresponde a una generalizacién de la ecuacion de Friedmann (1.19),
razén por la cual resultard de suma importancia para el desarrollo del modelo. De hecho,
esta serd la ecuacion principal a resolver en este trabajo. Es de notarse que para el caso
particular de la relatividad general en el que f(R,T) = R, ésta se reduce de manera in-

mediata a la ecuacién de Friedmann estandar.

 Una posible interpretacién que se le puede dar, v que justifica un poco su nombre, es que se le puede
pensar como una componente equivalente a la energia oscura. Sin embargo, no posee la interpretacién
cudntica que se le da a ésta ultima.
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Aunque la densidad asociada al tensor T)7)™ no representa de ninguna manera una
componente fisica de masa - energia, resultara ttil el mostrarla de manera explicita. Sa-
biendo que el operador de Laplace - Beltrami aplicado a un escalar ¢ se puede expresar
como (Lightman et al., 1973):

1

06 = =0, (V=40 0.) 6. (4.8)

es directo el mostrar entonces a partir de la definicién (4.4) que la densidad asociada a la

componente de la curvatura viene dada por:

3H dfp

(RfR_f)_cTW ) (4.9)

_ 2 1
pcurv - 87TGfR 2

de donde es evidente su relacion con el sector de curvatura de la teoria y no con el de ma-
teria. Por supuesto, también es clara su dependencia con la forma particular de la funcién

f(R,T).

Como se acaba de mencionar, una de las metas importantes es el resolver la ecuacién
(4.7) cuya variable principal a encontrar es el factor de escala a(t). Para lograr tal cosa se

propondré una solucién simple de la forma:

a(t) = a(to) <t>a ; (4.10)

to

siendo « un coeficiente constante a encontrar y a(tg) el factor de escala hoy en dia. De

manera semejante, para la densidad de materia se propone una soluciéon de la forma

p(a) = po (a((zo)>6, (4.11)

en la cual pgy es la densidad hoy en dia y 5 es una incégnita.

Ya que se han dado las ecuaciones de movimiento y la forma de sus soluciones, es mo-

mento de resolverlas de manera explicita. Para esto, sin embargo, es necesario el conocer
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las expresiones para fr, fr v sus derivadas temporales. Para el primer par, su obtencién
es inmediata a partir de la funcién (4.1), mientras que para sus derivadas es un poco mas

complicado, pues hay que tener clara cudl es la masa del sistema.

La masa relevante en el problema resuta ser una cantidad un tanto problematica, pues la
evidencia observacional muestra que el Universo se encuentra en un proceso de expansién.
De aqui el hecho de que la masa que observamos aumente continuamente. De manera simple,
podemos considerar que la masa se encuentra en una distribucién esférica con radio igual al
radio de Hubble dado por rg = (¢/H(t))*. La razén fisica principal para considerar esto,
radica en que sélo la masa contenida dentro de este volumen se encuentra causalmente
conectada, con un observador fundamental. Pero no hay que perder de vista que conforme
pase el tiempo, cada vez mas materia entrard a este volumen, por lo que también se le
debe de considerar. Bajo todas estas suposiciones, podemos estimar a la masa relevante

mediante:

3

5 (4.12)

TH 4
M :/ pv/—g Bz = gﬂp
0

Una vez alclarada la forma en que se tomard a la masa del Universo, la cantidad Ly

definida en (3.6) resulta ser:

(éTrcg’G)?’M p3/4

Ly = (-3 : (4.13)
ca(l)/4 H9/4
con lo que se sigue que las derivadas temporales buscadas toman la forma:
dfr 121 [J—a—2 3 3
— = —1R" L H|i———+4+ = — 4.14
P n(n—1)R o 11— + 5 B+ o) (4.14)
dfr 3 RMIA2
= Z(p—1)2 =M 4.15
o= A (4.15)
en donde
1d?
ji=-S g8 (4.16)
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representa el jerk (Capozziello et al., 2008) y ¢ es el pardmetro de desaceleracién (cf.
Seccién 1.2). Con esto, la densidad de curvatura de la ecuacién (4.9) toma la forma:

3H? j—q—2

pors = g0 =) [1=9) = 112 - 25+ 5. (1.17)

Y asi, con todo lo anterior, es posible mostrar que la ecuacién de Friedmann (4.7) puede

escribirse de una manera compacta como:

8tGp
H? = 4.18
s (1.13)
para la cual se ha definido la cantidad adimensional Z como:
j—a-2 4(l-¢) 3, 3
Z =1 -1 — — =) - 4.1
R R R (119)

Un caso que resulta de importancia y de particular interés en cuanto a sus implicaciones
es el de evaluar la ecuacién de Friedmann (4.18) hoy en dia en que domina por completo
la materia. Expresdndola en términos del parametro de densidad definido en (1.22), y con
ayuda de la relacién para Lj; dada en (4.13) es facil el mostrar que dicha ecuacién toma
la forma:

9

_ 4 2 25 (00)y 3=
ag = EC (1—(]0) (TLZQ)" I(QM) n—1 CH(). (420)

Aqui el subindice (o superindice) 0 indica el valor hoy en dia. Podemos notar que el factror
encerrado en corchetes es una cantidad adimensional ~ 2. Esto hace posible el escribirla

de una forma aproximada como:

ag ~ CHO. (421)

Resulta entonces que un modelo cosmoldgico bajo una teoria f(R,7T") implica de manera

natural una relacién entre las constantes ¢, Hy y ag. Esto no significa de ninguna man-
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era que esto se cumpla para cualquier época, sino que por lo menos hoy en dia es valida.
Es interesante el observar que esta relacién ya ha sido propuesta anteriormente por Mil-
grom (1983a,b), aunque basada principalmente sélo en argumentos numeéricos, por lo que
el mérito en este caso radica en que el modelo por si sélo la predice. La relaciéon 4.21 podria
también interpretarse como que ag(t) = cH(t), con lo cual ay dejaria de ser una constante
fundamental de la naturaleza y serfa sélo una relacion auxiliar dependiente del timepo.
El trabajo hecho por Bernal et al. (2011b) muestra que esto no sucede, y por lo tanto ag

resulta ser una cantidad constante fundamental de la naturaleza.

Para completar el modelo cosmolégico debemos ademas introducir la ecuacién de con-
servacién de energia correspondiente. En este caso, recordemos que ésta viene dada por
(3.11). Para un modelo de polvo, y con las suposiciones que se han hecho sobre la evolu-

cién del factor de escala y la densidad, toma la forma:

? p 2(n—1)
)+ 3H —— A=+ BH )| R"L = 4.22
(430 + g (A4 b ) R —0, (1:22)

en donde:
9 2
A:= 1 (n—1)7, (4.23)
— —1)2 — i — g —

pi=dn-1 2117 3n-Di-¢=2) (4.24)

2 n 4 @ 2 1—gq

Proponiendo una solucién de la forma (4.11), esta ecuacién diferencial impone por si sola

una ecuacién de constriccion entre las cantidades «, 8 y n:

1 /9—-5n
po (022, )
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4.2. Comparacion con las observaciones

Al no tener otra ecuacién, ademds de la (4.25) que relacione a estos parametros del
modelo, es evidente la necesidad de conocer dos de ellos para asi poder obtener el tercero.
Pero tampoco se debe de perder de vista que tales valores deben de reproducir las observa-
ciones, por lo que sera necesaria la comparacién del modelo con estos. Para esto recordemos
que aun no se ha resuelto la ecuiaciéon de Friedmann, pero ahora que se conoce el cémo

evoluciona la densidad es posible hacerlo. La sustitucién de (4.25) en (4.18) resulta en que:

a e 1/a
H(a) = H, <a(to)> = Ho(1+ 2)Y/*. (4.26)

Asi, finalmente se ha encontrado la solucién a la ecuacién de Friedmann dentro de este
modelo. Esto hace entonces posible el poder comparar las predicciones tedricas con los
datos observacionales. Tal oportunidad la brinda el médulo de la distancia, pues ahora que
se conoce H(z), la ecuacién (1.23) permite el obtener p(z) dentro de este modelo, y asi, al
compararlo con los datos observacionales se podra conocer el valor de a. Los datos para
comparar son los dados en Riess et al. (2004). El mejor ajuste logrado se muestra en la
Figura 4.1. Tal curva corresponde a los valores de o = 1.359 £+ 0.139 y h = 0.64 £ 0.009
. Esta comparacién muestra ser capaz de explicar la expansién actual del Universo sin
la necesidad de invocar entes oscuros. De esta forma, un modelo cosmolégico basado en
una modificacién a la relatividad general debe de ser considerado como uno fisicamente

aceptable y una opcién seria para el entendimiento de la dinamica global del Universo.

El haber obtenido el valor del pardmetro o no completa la descripcion, pues atn es
necesario el conocer ya sea a 5 0 a n. Recordemos que el primero de estos rige la evolucion
de la densidad, lo que sugiere que puede ser determinado mediante consideraciones sobre la
materia. Si exigimos que la cantidad de materia se conserve, y suponemos por simplicidad
una distribucién esférica, ésta toma la forma M = 4x fOR pr2a® dr, siendo R el radio de to-
do el Universo y a(t) el factor de escala. El pedir que esta cantidad permanezca constante,

junto con la solucién de la ecuacion de energia exige que § = 3. Hecho esto, ahora si es

T Este conjunto de valores fue obtenido mediante el ajuste de la funcién de médulo de distancia corre-
spondiente a la ecuacién (4.26) a los datos de Supernovas Ia obtenidos de Riess et al. (2004). Para ello se
empleé el paquete de graficacion gnuplot, el cual utiliza el algoritmo Marquardt - Levenberg para el ajuste
de funciones no lineales, también llamado de minimos cuadrados amortiguado.
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Figura 4.1: Comparacion del médulo de la distancia p como funcién del corrimiento al
rojo z del modelo f(R,T) (linea punteada) con los datos observacionales de Supernovas Ia
presentados en Riess et al. (2004). También se muestra el modelo de concordancia ACDM
(linea continua). La calibracién mediante los datos observacionales fue hecha con ayuda
el paquete gnuplot, el cual emplea el algoritmo de Marquardt - Levenberg para funciones
no lineales. El mejor ajuste a los datos corresponde a los valores de n = 1.57 + 0.56 y
h = 0.64 + 0.009.
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posible el determinar n. Mediante la sustitucién de « y § en la relacién (4.25) se obtiene
que n = 1.57 + 0.56. Es decir, éste valor es consecuencia natural de exigir la conservaciéon

de materia que se ajusta a las observaciones astronémicas.

Este ultimo resultado merece destacarse. En el capitulo 3 se mencioné el hecho de que
un valor de n = 3/2 surge de manera natural en las teorias de gravedad modificada, tanto
de carécter relativista como no relativista. En este contexto, es de notarse el que el modelo
cosmolégico basado en una teoria f(R,T) arroje como solucién una en que el exponente n
sea =~ 1.5. Este resultado refuerza ain mas la idea de que una modelo cosmolégico basado
en una extensién de la gravitacién newtoniana debe de introducir modificaciones a la cur-

vatura, asi como caracteristicas de la fenomenologia MOND.

Una descripcién més general que la anterior debe estar basada en considerar una funcién
de la forma expuesta en (3.7), pues reproduce los limites correctos para la descripcién del
Universo temprano y hoy en dia. Para desarrollar un modelo con esta expresion es necesario
el resolver la ecucién de Friedmann junto con la ecuacién de conservacion de energia.
Claramente las caracteristicas de la nueva funcién a estudiar hacen que este problema no
se preste a una solucién analitica, pero si a una mediante métodos numéricos. Para esto son
necesarios los valores iniciales (valores hoy en dia), y dado que la ecuacién de Friedmann
resulta ser ahora un ecuacién de cuarto orden en el tiempo, serdn necesarias 4 cantidades.
Sumado a esto, la ecuacién de continuidad también requiere condiciones iniciales para el
parametro de densidad y sus derivadas. A paritr del modelo de ley de potencias anterior es

posible el conocer tales valores numéricos, los cuales vienen dados por el siguiente conjunto:

ap=1, =064, do=0.108, d5= —0.032, (4.27)
Qo =013, Qy=-026, y=0.77. (4.28)

Integrando numéricamente y de manera simultanea las ecuaciones de Friedmann y de
continuidad se logra encontrar al factor de escala como funcién del corrimiento al rojo. Es
asi que la ecuacion (1.23) nos permite obtener el médulo de distancia y con ello comparar
con los datos observacionales. Tales resultados se muestran en la Figura 4.2. En esta se
observa que el modelo basado en (3.7) logra reproducir de buena manera los datos sin la

necesidad de introducir materia ni energia oscuras. No obstante, esta comparacién es valida
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Figura 4.2: Mdédulo de la distancia p como funcién del corrimiento al rojo z bajo un
modelo correspondiente a la funcién (3.7). Se observa que independientemente del valor
del pardametro r, se reproduce la expansién del Universo en la época actual de acuerdo a
su comparacién con los datos observacionales dados en (Riess et al., 2004).

sélo para épocas recientes en que domina la materia. El ampliar la curva tedrica requeriria
de la incorporacién de una componente asociada a la radiacién, que a su vez interactuara
con la correspondiente a la materia. Ain mds, dicha componente se vuelve cada vez mas

significante conforme z aumenta.

Es de gran importancia el senalar que los datos observacionales provenientes de explosiones
de Supernovas Ia sélo alcanzan corrimientos al rojo no mayores a z = 2. Esta limitante hace
dificil el descartar los diversos modelos, pues las predicciones que hacen sobre la evolucién
del Universo hoy en dia (cosmolégicamente hablando) son parecidas. Por esta razén resulta
necesario el ampliar este rango, y asi tener herramientas que nos ayuden a discriminar entre

los diferentes modelos cosmoldgicos.
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Conclusiones

En esta tesis se ha desarrollado un modelo cosmolégico basado en la unificacién en-
tre una teoria métrica de gravedad y una modificacion a la gravedad newtoniana. Este
tratamiento alternativo ha estado motivado por la existencia de problemas relacionados
con el modelo estandard, el cual tiene como sustento tedrico a la relatividad general. Dos
de las principales consecuencias de aceptar tal modelo son la introduccién de la energia y

materia oscura.

La propuesta fundamental radica en una modificacién del sector de curvatura dentro de
las ecuaciones de campo en la que se considera como las cantidades fundamentales al escalar
de Ricci R y a la traza del tensor de energia momento 7T'. En particular, se abordé bajo el
formalismo métrico de una teoria f(R,T'). Tal propuesta estd motivada por la biisqueda de
una modelo que de manera natural explique las inconsistencias entre la teoria y las obser-
vaciones, asi como los intentos que buscan unificar la gravitacién con la mecénica cudntica
en el régimen de bajas energias, y sin dejar de lado la ausencia de argumentos que evitan

la posibilidad de generalizar la accién relativista

Especificamente, en este trabajo se estudié un modelo sin materia ni energia oscura en
el que se propuso una funcién simple de la forma f(R,T) = x"/L3, siendo x = RL%, y
Ljs una longitud caracteristica del sistema en cuestion. Para establecer la viavilidad de
un modelo bajo esta teoria se comparé con los datos observacionales proporcionados por
el estudio de las Supernovas tipo la. El mejor ajuste a tales datos arrojé como resultado
un valor de n = 1.57 para el cual se reproduce la expansion actual del Universo. La im-
portancia de este resultado radica en el hecho de que un valor de n = 1.5 surge de manera
natural en las generalizaciones relativistas de las teorias de gravitaciéon newtoniana exten-

dida, asi como en las propiedades de simetria de éste tipo de sistemas.

Bajo este mismo modelo, se logré obtener de una manera natural la relacion ag ~ cHy,
la cual sélo habia sido establecida anteriormente de manera puramente numérica. A su
vez, esto sugiere la existencia de una conexién mas profunda entre estas constantes de la
naturaleza, la cual s6lo puede ser notada dentro del estudio de un modelo cosmolégico bajo

una teoria de gravedad modificada.
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Sumado a esto se propuso también una funcién f(R,T") que transitara del régimen de
relativiada general, valido en la época de radiacién, a uno de gravedad modificada, adecua-
do para la época actual. Mediante el empleo de métodos numéricos, se compard de nuevo
con los datos observacionales dando como resultado la posibilidad de explicar la expansién

actual.

Este estudio muestra un primer paso sélido hacia un modelo que modifique las ecua-
ciones de campo de la relatividad general capaz de reproducir las obervaciones astronémicas

sin la necesidad de introducir entes oscuros.
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