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Alguún d́ıa devolveré parte de la ayuda brindada. A los profesores que ayudaron en mi

formación. Gracias a Marcos Ley Koo, por darme mi primera clase real de F́ısica. A Emilio

Lluis, por mostrarme la elegancia de la simplicidad. A José Antonio Garćıa por adentrarme
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RESUMEN

En este trabajo se plantea un modelo cosmológico desarrollado a partir de una teoŕıa

métrica de gravedad f(R, T ), aśı como en una teoŕıa de gravitación extendida, teniendo

como objetivo el explicar la actual expansión del Universo sin la necesidad de introducir

entes energéticos y materiales oscuros.

Actualmente, el modelo cosmológico estándard puede explicar, entre otras cosas, la

expansión acelerada que sufre hoy en d́ıa el Universo. Para ello recurre a la existencia de

componentes de enerǵıa y de materia oscura, de tal suerte que componen aproximadamente

el 95% del Universo. Sin embargo, no hay pruebas directas que confirmen su existencia. Por

otra parte, han surgido inconsistencias en cuanto a la dinámica de los objetos en las afueras

de las galaxias espirales, para lo cual se ha propuesto la existencia de materia no visible

en ellas, siempre teniendo en mente el preservar la ley de gravitación universal. Sumado

a esto, la teoŕıa de la relatividad general, a partir de las cuales se desarrolla el modelo

estándard, carece de una restricción fundamental respecto al lagrangiano correspondiente

a la curvatura, haciendo viable el proponer una función arbitraria del escalar de Ricci R.

Esto, junto con los puntos anteriores, sugiere como una opción alternativa una posible

modificación a las teoŕıas de gravitación, tanto de carácter relativista como no relativista.

Bajo estas observaciones, primeramente se hará una breve discusión de la teoŕıa de la

relatividad general, aśı como del modelo cosmológico de concordancia, señalando algunos

de los problemas que este presenta al comparar sus predicciones con los datos observa-

cionales. Además, se mencionarán rápidamente algunas alternativas, como la que represen-

tan las teoŕıas métricas f(R). De manera paralela a los problemas del modelo estándard,

se expondrán las teoŕıas MOND y la teoŕıa de gravitación extendida como opciones para

dar solución al problema que representa la materia oscura en las curvas de rotación en

galaias espirales. Se presentarán sus similitudes y diferencias, recalcando las ventajas que

ofrece el adoptar la segunda. Una vez analizados este par de problemas, se buscará estable-

cer una conexión entre una teoŕıa métrica de gravedad obtenida a partir de un principio

de mı́nima acción y una de gravedad modificada a nivel no relativista. Para esto se estu-

diarán las teoŕıas métricas dependientes del escalar de Ricci y de la traza del tensor de

enerǵıa-momento, las cuales proporcionan un marco natural para el desarrollo de un mod-

elo cosmológico. Se establecerán algunas constricciones a la forma particular de la acción,
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provenientes tanto de consideraciones teóricas como observacionales. Finalmente, se desar-

rollará el modelo basado en las ecuaciones de campo, incluyendo en ellas una fenomenoloǵıa

MONDiana. En particular se propondrá una función de las potencias ad hoc a la teoŕıa.

Comparando con datos observacionales de Supernovas Ia se buscará determinar si este tipo

de teoŕıas son capaces de reproducir la dinámica del Universo a gran escala, aśı como la

determinación de sus parámetros. Para complementar, se propondrá una función transición

de un régimen MONDdiano a uno einsteniano y que reproduzca la expansión actual.



Caṕıtulo 1

Introducción

Siendo la teoŕıa general de la relatividad propuesta por Albert Einstein la mejor teoŕıa

de gravitación que tenemos hoy en d́ıa, ésta proporciona un marco natural consistente

para el estudio de la evolución del Universo como un todo ya que a gran escala la gravedad

es la única de las 4 fuerzas fundamentales de la naturaleza que resulta relevante para

comprender su dinámica. No obstante, la descripción que nos ofrece presenta problemas y

aparentes contradicciones con las observaciones. Esto ha llevado a la necesidad de postular

entes hipotéticos que ayuden a subsanar estos defectos; pero también ha puesto en duda

su validez universal. Esto ha conducido a diversas controversias acerca de la existencia de

componentes oscuras que debieran de dominar la evolución del Universo a grandes escalas,

aśı como también ha motivado el modificar la teoŕıa de la relatividad de manera que la

presencia de este tipo de materia y enerǵıa sea innecesaria.

En este primer caṕıtulo se comenzará por dar un panorama introductorio de la teoŕıa de la

relatividad general, teniendo como primera meta el obtener las ecuaciones de campo cor-

respondientes. En base a estas se estudiará el modelo cosmológico que ofrecen, aśı como la

manera de compararlas con las observaciones. Una vez que se hayan notado sus defectos y

virtudes, se expondrán algunas de las caracteŕısticas del modelo cosmológico de concordan-

cia aceptado actualmente, aśı como una breve discusión de algunos de los problemas que lo

acompañan. Por último, se enfatizará en la posibilidad de modificar las ecuaciones de cam-

po y se presentará una introducción a los modelos de gravitación modificada denominados

como teoŕıas métricas f(R).
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1.1. Relatividad general

Para comenzar con el estudio de la evolución del Universo como un todo, se debe antes

comprender de la teoŕıa de la relatividad general la cual lo fundamenta. Uno de las ideas

principales que introduce es el llamado principio de equivalencia (Will, 1993), el cual es-

tablece que el movimiento de un cuerpo en un sistema de referencia no inercial es localmente

equivalente a considerarlo en un sistema inercial bajo la acción de un campo gravitacional

apropiado (Landau, 1987). Una consecuencia sumamente importante de este principio es

el hecho de que se puede describir al espacio-tiempo como una variedad diferenciable, en la

que la masa - enerǵıa lo deforma, provocando aśı que los fenómenos gravitacionales puedan

interpretarse simplemente como efectos geométricos de la variedad.

Con esto en mente, se pueden aplicar los conceptos de la geometŕıa diferencial para el

estudio de la gravitación, de manera que una de las cantidades más importantes de estudio

e interés será la métrica. Ésta describe de manera cuantitativa la manera en la que se miden

las distancias entre puntos en un espacio dado. De manera general se expresa como:

ds2 = gµνdx
µdxν , (1.1)

en donde gµν es el tensor métrico de rango 2. Aqúı, y en lo que resta del trabajo se usará una

métrica con signatura (-,+,+,+). En cuanto a la notación, ı́ndices latinos tomarán valores

1, 2, 3, mientras que los griegos 0, 1, 2, 3. En la ecuación anterior está impĺıcito el hecho de

que en general se tratan coordenadas curviĺıneas xµ para la descripción de los problemas.

Gracias a esto aparecen de manera natural los śımbolos de Christoffel Γα
µν que pueden

expresarse en términos de la métrica mediante la relación (Schutz, 2009):

Γα
µν =

1

2
gαβ (∂µgνβ + ∂νgµβ − ∂βgµν) . (1.2)

Ya que se pretende estudiar la manera en que el espacio se curva, debemos de tener una

cantidad que describa esto de manera cuantitativa. Para este fin, el objeto que contiene toda

esta información es el tensor de Riemann , el cual además se puede expresar en términos

de los śımbolos de Christoffel de la siguiente manera (Carroll, 2004; Misner et al., 1973):
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Rα
µβν = ∂βΓ

α
µν − ∂νΓ

α
µβ + Γα

λβΓ
λ
µν − Γα

λνΓ
λ
µβ , (1.3)

que es un tensor de rango 4, y que además también aparece de manera natural en el estudio

de la no conmutatividad de las derivadas covariantes en espacios curvos. A partir de este

tensor, se puede construir el tensor de Ricci de la siguiente manera:

Rµν := gαβRαµβν . (1.4)

Su contracción da a lugar a:

R := gµνRµν , (1.5)

que se conoce como el escalar de Ricci o de curvartura.

El tensor de enerǵıa - momento

Hasta ahora se han considerado conceptos puramente geométricos que serán útiles en la

descripción de la teoŕıa, pero también es necesario el hablar sobre los relacionados a la

manera en que se describirá a la materia, pues no hay que olvidar que se prentende estu-

diar como interactúan ésta y el espacio-tiempo. Dado que nuestro estudio se enfocará en

el Universo, el cual a su vez es posible describir como un fluido perfecto, nos enfocaremos

en este tipo particular.

Para estudiar la dinámica de las part́ıculas que conforman al fluido, dos de las cantidades

claves en su descripción son su presión p y densidad ρ. Este par pueden relacionarse de

manera sencilla de acuerdo a la ecuación de estado

p = ωρc2, (1.6)

donde ω es una constante que depende del tipo de fluido que se considere. Por ejemplo,

para el caso de materia sin presión, denominado como polvo, ω = 0; mientras que si se
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trata de radiación, ω = 1/3.

De manera general, se define la acción de materia de un sistema como

Sm =
1

c

∫
Λ
√
−g d4x, (1.7)

en donde Λ es una función propia del sistema, y que puede asociarse a una densidad

lagrangiana. Mediante la ecuación anterior podemos definir de manera formal el tensor de

enerǵıa-momento Tµν de la siguiente manera (Landau, 1987):

δSm = − 1

2c

∫
Tµνδgµν

√
−g d4x. (1.8)

Aqúı, g es el determinante de la métrica. Para el caso de un fluido perfecto, es posible

mostrar que la expresión particular de Tµν viene dada por (Schutz, 2009; Carroll, 2004):

Tµν = (p+ ρc2)uµuν + pgµν , (1.9)

donde uµ = dxµ/ds = dxµ/cdτ es la 4-velocidad del fluido. Finalmente, un hecho impor-

tante es que al pedir la conservación de enerǵıa, este tensor cumple con que su divergencia

es nula. Matemáticamente se conoce como la ecuación de conservación de enerǵıa-momento

y se expresa como:

∇µT
µν = 0. (1.10)

Acción de Hilbert - Einstein

Para la obtención de las ecuaciones que describen al campo gravitacional es importante

el tener en mente que dichas relaciones deben de generalizar a la teoŕıa newtoniana de

gravitación. Recordemos que ésta última tiene como ecuación fundamental a la ecuación

de Poisson:

∇2φ = 4πGρ. (1.11)
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Ella expresa el hecho de que la densidad de masa ρ distribuida en el espacio determina

al campo gravitacional φ. Un punto importante de (1.11) es que se trata de una ecuación

diferencial de segundo orden, lo cual sugiere que una generalización también debe de poseer

tal caraceŕıstica, sólo que de manera tensorial. De acuerdo a (1.9), T00 = ρ, lo cual sugiere

que la generalización relativista de la materia es el tensor Tµν ; mientras que la del potencial

resulta ser la métrica gµν . Como consecuencia de este argumento, resulta natural pedir que

las relaciones buscadas para el campo gravitacional “deben” de ser ecuaciones diferenciales

de segundo orden en la métrica. La manera formal para llegar a ellas es mediante el principio

de mı́nima acción, el cual requiere minimizar la acción relativista S. Esta a su vez debe de

tener dos componentes, una asociada a la materia, Sm, y otra al campo gravitacional, Sf .

Para éste último, la acción se puede escribir como:

Sf =

∫
L d4x, (1.12)

donde L es una densidad lagrangiana dada por la multiplicación de una cantidad escalar

y la ráız del determinante de la métrica g. Debido a que las ecuaciones resultantes de la

aplicación de este principio deben de ser de segundo orden, entonces el integrando debe de

contener derivadas de primer orden de gµν . De acuerdo a (1.2), las cantidades que surgen

como los candidatos más naturales para esto son Γα
µν . Sin embargo, esta elección presenta el

problema de que éstos no constituyen cantidades invariantes. Este hecho es evidente a partir

de la idea de que en cada punto del espacio es posible considerar un sistema localmente

plano en el cual gµν es constante, y aśı, de acuerdo a (1.2), Γα
µν = 0. Esto significa que

siempre seŕıa posible el obtener una acción nula, lo cual es una contradicción. pues la acción

es una cantidad escalar. Descartada esta posibilidad, la siguiente opción la constituyen los

escalares construidos a partir del tensor de Riemnann. No obstante, hay que notar que éste

posee segundas derivadas de la métrica, lo cual en principio da a lugar a la posibilidad de

que las ecuaciones resultantes sean de orden mayor a dos. Fue el propio Hilbert quien se

dio cuenta de esto (Longair, 2008), y propuso entonces una acción relativista del campo

como

Sf = −k

∫
R
√
−g d4x, (1.13)
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en la que k es una constante de acoplamiento que se obtiene a partir de tomar el ĺımite

no relativista. Sin embargo, Hilbert también era consciente de que esta elección del La-

grangiano era la más simple, pues es lineal en el escalar de Ricci. En realidad, no hay una

razón más fundamental para elegir entre este lagrangiano y uno que contenga una función

más general de R, sino que su elección se basa en un criterio de simplicidad.

Con esto, finalmente es posible el escribir el principio de mı́nima acción correspondiente a

la teoŕıa como:

δ (Sf + Sm) = 0. (1.14)

A partir de la ecuación anterior, es posible el demostrar que las ecuaciones para el campo

gravitacional que se obtienen de variar la acción son (Landau, 1987):

Rµν −
1

2
gµν =

8πG

c4
Tµν , (1.15)

que son las llamadas ecuaciones de Einstein y son las que nos permiten describir el cam-

po gravitacional.† En general forman un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas de

segundo orden, tal como se pretend́ıa. En éstas, la variable principal a hallar es la métrica

gµν en términos de una distribución de materia y enerǵıa, es decir, permiten encontrar

la geometŕıa que adquiere el espacio-tiempo. Esto corresponde a una generalización de la

teoŕıa newtoniana en la que la ecuación de Poisson permite hallar la forma del campo

gravitacional, una vez conocida la distribución de materia. De aqúı es posible identificar al

campo gravitacional como una manifestación de la curvatura del espacio tiempo.

Para completar la descripcicón de la dinámica de las part́ıculas hace falta una ecuación que

describa sus trayectorias. Esto se logra al hallar la trayectoria geodésica correspondiente al

campo gravitacional, o lo que es lo mismo, a la geometŕıa que adquiere el espacio-tiempo.

† El camino seguido por Einstein, aunque de carácter heuŕıstico, lleva a las mismas ecuaciones. Su
argumento clave consiste en relacionar a la materia con la geometŕıa del espacio-tiempo. La primera viene
representada por Tµν , mientras que la segunda podŕıa en principio estar dada por el tensor Rµν . Sin
embargo, debe de existir consistencia con la ecuación de conservación (1.10). De esta manera, el tensor
adecuado resulta ser el que se encuentra al lado izquierdo en (1.15), pues cumple con que su divergencia es
nula (Mendoza, 2006).
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Utilizando de nuevo el principio de mı́nima acción, esto se expresa como:

δS = −mcδ

∫
ds = 0. (1.16)

No es dif́ıcil mostrar que el buscar este extremal se traduce en la siguiente ecuación dinámica

(Landau, 1987):

d2xα

ds2
+ Γα

µν

dxµ

ds

dxν

ds
= 0, (1.17)

conocida como la ecuación geodésica. Es de notarse además, que esta relación también

es una consecuencia de la ecuación de conservación (1.10), lo cual resulta de contraer esta

última con el tensor ortogonal a uλ dado por gλν−uλuν . Esto es de esperarse, pues la manera

en que las part́ıculas se mueven se encuentra estrechamete ligada con la conservación de

la enerǵıa. Las ecuaciones (1.15) y (1.17) dan lugar a la interpretación geometrodinámica

de la relatividad que puede expresarse con el siguiente enunciado: las masas le indican

al espacio-tiempo como curvarse, y a su vez el espacio-tiempo le dice a las masas como

moverse (Mendoza, 2006).

1.2. Cosmoloǵıa estándar

Hasta el momento se conocen cuatro fuerzas fundamentales en el Universo: la electro-

magnética, la nuclear fuerte y débil, y la gravitacional. Siendo que a gran escala existen

tantas cargas eléctricas positivas como negativas, y que las de carácter nuclear son de corto

alcance, la fuerza que debe de regir al Universo al considerarlo como un todo, es la grav-

itacional. Es por esta razón que las ecuaciones de campo de la relatividad general ofrecen

un marco teórico natural en el cual poder estudiar la dinámica y evolución del Universo

a gran escala. Sin embargo, también es necesario el incluir algunas hipótesis adicionales,

resultado de las observaciones. De éstas, la más relevantes para nuestro caso son:

El Universo se puede considerar como homogéneo e isotrópico a grandes escalas (≥
100 Mpc).

El Universo se encuentra en expansión y lo hace de la misma manera en todas las

direcciones.
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A una misma época cósmica, todos los observadores en el Universo observan la misma

estructutra a gran escala, aśı como la misma ley de expansión. Aún más, las leyes

de la naturaleza son las mismas a cualquier época y en cualquier lugar. A esto se le

conoce como el principio cosmológico.

Estas hipótesis se pueden introducir matemáticamente mediante la métrica de Fried-

mann - Lemaitre - Robertson - Walkwer (FLRW), que corresponde a la métrica de Minkows-

ki de todos los posibles universos en expansión (Carroll, 1997; Mendoza, 2006):

ds2 = −c2dt2 + a2(t)

[
dr2

1− κr2
+ r2dθ2 + r2 sin θ2dφ2

]
. (1.18)

En ésta, el conjunto de coordenadas (r, θ, φ) son llamadas coordenadas comóviles y se con-

sideran como atadas a cada galaxia, mientras que la expansión del Universo es introducida

mediante el factor de escala a(t). Por último, κ es la curvatura gaussiana asociada al espa-

cio. Diversas observaciones muestran que κ = 0 (Tegmark et al., 2004). Finalmente, dada

la complejidad del Universo en cuanto a las estructuras que lo componen, se acostumbra

simplificar el problema al considerarlo como un fluido perfecto en expansión.

Ecuaciones dinámicas

Aplicando las hipótesis descritas anteriormente a las ecuaciones de campo y a la ley de

conservación (1.10) para un fluido perfecto con una métrica de tipo FLRW, se obtienen dos

ecuaciones linealmente independientes. Estas se pueden expresar en términos de la variable

ω definida en (1.6) de la siguiente manera (Carroll, 1997):

H2 =
8πG

3
ρ− κ

a2
, ρ̇+ 3Hρ (1 + ω) = 0. (1.19)

Este par de relaciones constituyen las ecuaciones más importantes para la descripción

dinámica del Universo. La primera de ellas es conocida como la ecuación de Friedmann,

mientras que la segunda es la ecuación de conservación de enerǵıa. Sumada a estas, existe

una tercera ecuación dinámica consecuencia de las 2 anteriores, la cual resulta ser más bien

una relación auxiliar dada por:

ä

a
= −4πGρ

3
(1 + 3ω) , (1.20)



1.2. COSMOLOGÍA ESTÁNDAR 11

conocida como la ecuación de Raychaudhuri. La variable H(t) := ȧ/a es la constante de

Hubble. Es importante el mencionar que se trata de una de las cantidades más importantes

en cosmoloǵıa, pues conociéndola es posibe el determinar las demás cantidades dinámicas.

Aśı, las ecuaciones de campo (1.15) se han reducido al sistema de dos ecuaciones diferen-

ciales (1.19), siendo las incógnitas a(t) y ρ(t).

A pesar de que las dos últimas cantidades dependen claramente del tiempo, éste resulta

no ser del todo apropiado en cuestiones de cosmoloǵıa, por lo que es conveniente definir un

nuevo parámetro z llamado corrimiento al rojo, el cual posee una estrecha relación con el

factor de escala expresada mediante (Kolb, 1990; Lambourne, 2010):

1 + z =
a0
a
. (1.21)

Esta es una relación particularmente importante, tanto que de ahora en adelante pocas

veces se hará uso del tiempo, y el corrimiento al rojo tomará su lugar.

La densidad cŕıtica ρc = 3H2/8πG es la densidad de materia necesaria para cerrar un Uni-

verso plano (κ = 0). Se define el parámetro de densidad hoy en d́ıa como Ω0 = 8πGρ0/3H
2,

siendo ρ0 la densidad hoy en d́ıa. De esta manera se puede definir el parámetro de densidad

al tiempo t para cualquier especie energética como:

Ωi :=
3H2ρi
8πG

. (1.22)

La ventaja que se adquiere al emplear los parámetros de densidad en vez de las densidades

mismas reside en el hecho de que éstas expresan de manera adimensional la proporción que

existe de los diferentes tipos de materia y/o enerǵıa con respecto a la densidad cŕıtica de

materia a diferentes épocas cosmológicas.

Aspectos observacionales

Una vez que se tienen las ecuaciones dinámicas que describen la evolución del Universo,

es indispensable el comparar sus predicciones con los datos observacionales. Sin embargo,
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en la práctica no es posible el medir de manera directa la densidad ni el factor de escala.

Por esta razón es que se han ideado meétodos para lidiar con este problema. Uno de estos

se basa en la medición de las distancias a las que se encuentran de nosotros las galaxias.

La razón del porqué de esto reside en que aśı podemos relacionarla con el flujo de ra-

diación electromagnética que recibimos de ellas. La forma usual de hacer esto es mediante

la ayuda de las Supernovas Ia, pues se considera que estas explosiones poseen curvas de luz

caracteŕısticas (Karttunen et al., 2007). Dicho de otra forma, son objetos que permiten el

calibrar las distancias a las que se encuentran las galaxias de las que éstas forman parte.

A partir de estas mediciones es posible el conocer el módulo de la distancia µ := m−M ,

en donde m y M son las magnitudes aparentes y absolutas del objeto, respectivamente.

Aún más, es posible mostrar que esta cantidad adimensional se puede expresar como (Pad-

manabhan, 2003):

µ (z) = 5 log10 [H0dL (z)]− 5 log10 h+ 42.38. (1.23)

Aqúı la variable h queda definida mediante la relación H0 = 100hKm/sMpc, siendo H0 el

valor de la constante de Hubble hoy en d́ıa. La cantidad dL es llamada la distancia lumı́nica

y es la que nos permitirá el poder comparar el modelo teórico con las observaciones. Ésta

última es estimada a partir del flujo de radiación recibida y representa la distancia f́ısica

al objeto. La caracteŕıstica importante de ésta distancia que hace posible esto es que en

śı misma considera la expansión del Universo (cuantificada por H), aśı como su geometŕıa.

Para un Universo plano con métrica FLRW viene dada por (Padmanabhan, 2002):

dL (z) = (1 + z)

∫ z

0

c

H (z)
dz. (1.24)

Las ecuaciones (1.23) y (1.24) serán de suma importacia en el desarrollo de ésta tesis,

pues nos permitirá comparar las predicciones del modelo teórico con los resultados obser-

vacionales. Como primer ejemplo de esto, podemos considerar el caso de las ecuaciones

de evolución (1.19) en las que se debe de considerar que hoy en d́ıa la contribución de

la radiación a la densidad total es despreciable. Los resultados de esto se muestran en la

Figura 1.1. A partir de ésta es evidente el hecho de que las ecuaciones de campo fallan

al intentar reproducir los datos observacionales, pues subestiman el módulo de distancia.
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Figura 1.1: Módulo de distancia µ(z) como como función del corrimiento al rojo z. Los
datos observacionales pertenecen al Supernova Search Team Collaboration (Riess et al.,
2004). La ĺınea corresponde a un modelo puramente de polvo (ΩM = 1) dentro de la rela-
tividad general asumiendo un valor de la constante de Hubble hoy en d́ıa de 72Km/sMpc

Sumado a esto, hemos de mencionar que la edad del Universo en este modelo es menor

a la inferida por diversos objetos estelares como cúmulos globulares. De esta manera, un

modelo de Universo con ΩM = 1 queda descartado.

Modelo de concordancia

Como se acaba de mostrar, un modelo de Universo plano† dominado completamente por

materia no reproduce las observaciones astronómicas de manera satisfactoria, aśı que en

una primera instancia, una opción natural es modificar las ecuaciones de campo de manera

que sean consistentes con ellas. Remitiéndonos a las ecuaciones (1.15), éstas poséıan dos

componentes: una relativa a la curvatura del espacio-tiempo, y otra a la materia. En un

principio, la evidencia observacional parece inclinarse a favor de una posible modificación

† El estudio observacional de la distribución espacial de galaxias, junto con las estimaciones de sus masas
han llevado a establecer que la curvatura del Universo a grandes escalas es aproximadamente nula (Longair,
2008).
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al sector de materia, consecuencia principalmente de dos clases de fenómenos, uno a escalas

galácticas, y otro de carácter cosmológico.

El primero de estos se refiere al problema de las curvas de rotación de galaxias espirales,

pues contrario a la predicción hecha por la ley newtoniana, la velocidad de las estrellas no

disminuye conforme aumenta su distancia al bulbo, sino que permanece aproximadamente

constante. Esta anomaĺıa puede ser explicada si se supone que una gran cantidad de mate-

ria se encuentra en el halo que rodea a la galaxia. A esta clase hipotética de materia se le

conoce comomateria oscura (su nombre se debe a que no emite radiación electromagnética)

la cual sólo puede ser detectada mediante los efectos gravitacionales que produce (Freese,

2009). A su vez, ésta se divide en dos clases: la de tipo bariónico y la no bariónica, siendo

ésta última la que más problemas representa, debido a que hasta hoy en d́ıa no se ha lo-

grado su detección† .

Sin embargo, aún incluyendo toda esta materia parece no ser suficiente para explicar

el tipo de expansión que está sufriendo el Universo hoy en d́ıa. Para subsanar esto se ha

propuesto la adición de una constante Λ en las ecuaciones de campo, la cual se remonta a

1919 cuando el mismo Einstein la introdujo. Resultado de esto, dichas ecuaciones toman

la forma (Longair, 2008):

Rµν −
1

2
gµν + Λgµν =

8πG

c4
Tµν , (1.25)

en la que la constante Λ recibe el nombre de constante cosmológica.

Bajo esta consideración, ha surgido otra interpretación fuera del alcance de la f́ısica

clásica basado en el siguiente argumento. En un Universo vaćıo regido por las ecuaciones

(1.25) aún existe una fuerza que actúa sobre las part́ıculas, tal que si Λ > 0, ejerce una

especie de repulsión. De esta forma dicha fuerza debe de estar ligada al espacio mismo, lo

cual se puede asociar a la imagen moderna del vaćıo cuántico (Longair, 2008). Con estos

supuestos es posible el identificar a la constante cosmológica como:

† En cuanto a la de carácter bariónico, las enanas cafés, planetas y agujeros negros son representantes
t́ıpicos. Mientras que para la de tipo no bariónico, las sugerencias más populares son los axiones, neutrinos
masivos y los WIMPS.



1.2. COSMOLOGÍA ESTÁNDAR 15

Λ = −8πGpv
c2

, (1.26)

siendo pv la presión del vaćıo (Longair, 2008). Es entonces, mediante este mecanismo que

el Universo experimenta una fuerza extra de repulsión de tal modo que se expande acel-

eradamente. El problema que surge de aceptar esta interpretación radica en que el valor

requerido para explicar las observaciones cosmológicas difiere en 120 órdenes de magnitud

del predicho por la teoŕıa cuántica. Las observaciones hechas en Supernovas Ia por Riess

et al. (1998) han arrojado evidencia de una expansión acelerada del Universo, aśı como de

la posible existencia de una componente de enerǵıa oscura la cual se ha asociado con una

constante cosmológica† .

Considerando entonces a estas dos nuevas componentes en las ecuaciones de campo de

Einstein resulta que el mejor modelo que explca diversas observaciones tiene como parámet-

ros cosmológicos Ωm = 0.3, ΩΛ = 0.7 y h = 0.72 (Tegmark et al., 2004). El primero de

ellos corresponde a materia oscura tanto bariónica (∼5%) como no bariónica (∼25%);

mientras que el segundo es el asociado a la enerǵıa oscura (∼70%). Esto querŕıa decir que

desconocemos el 95% de los constituyentes energéticos del Universo.

Una de las predicciones más importantes que hace este modelo es que el Universo

se encuentra actualmente en una etapa de expansión acelerada (Riess et al., 1998). Esto

resulta de la definición del parámetro de desaceleración (Capozziello et al., 2008):

q(t) := −1

a

d2a

dt2
H−2. (1.27)

Un valor q < 0 significa expansión acelerada, mientras que q > 0 indica que se está en

un proceso de desaceleración. Bajo este modelo es posible mostrar que existe una ı́ntma

relación entre q y las cantidades de materia y enerǵıa oscura hoy en d́ıa dada por (Longair,

2008):

† Matemáticamente, la incorporación de una componente de enerǵıa oscura en el modelo es equivalente
a una modificación a la acción del campo gravitacional de la forma R − 2Λ, en vez de solamente R como
en la ecuación (1.13).
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q0 = Ω0 −
ΩΛ

2
, (1.28)

de manera que adoptando los valores antes mencionados, el resultado es que q0 = −0.55,

es decir, el Universo se está expandiendo aceleradamente. Cabe señalar que ésta cantidad

no es medible de manera directa, sino que es sólo una predicción obtenida de aceptar la

existencia de materia y enerǵıa oscura a través del modelo de concordancia. Estos valores

en conjunto son una de las principales caracteŕısticas del llamado modelo de concordancia,

el cual goza de cierta aceptación general.

Como se vio, a pesar de que el modelo de concordancia cosmológico proporciona un

marco que explica satisfactoriamente diversos aspectos de la cosmoloǵıa, no está excento

de problemas como el de la enerǵıa oscura. Este es una de las principales razones que han

motivado la propuesta de modelos alternativos de gravedad aśı como otros en los que Λ es

una variable (Padmanabhan, 2008; Ma, 2008). Esta evidencia contradictoria parece sugerir

un estudio más detallado de las ecuaciones de campo, el cual pueda resultar en una posible

generalización de éstas. Pero el común denominador de estas opciones debe ser el poder

dar una explicación natural de la evolución del Universo.

1.3. Teoŕıas métricas de gravitación f(R)

En la sección 1.1 se hizo enfásis en la idea de que las ecuaciones de campo correspondi-

entes a la teoŕıa general de la relatividad debeŕıan de ser de segundo orden en la métrica,

pues ésta es una caracteŕıstica que posee la ecuación no-relativista de Poisson. Además de

esto, claramente al tomarse el ĺımite no relativista se recupera la ecuación (1.11). Sin embar-

go, ésta imposición en el orden de las ecuaciones no descansa sobre principio fundamental

alguno, pues como también se mencionó, Hilbert era consciente de que el considerar a R

como el lagangiano de la acción realtivista en vez de alguno más complicado, era principal-

mente por sencillez. La elección de un término no lineal haŕıa que las ecuaciones resultaran

de cuarto orden en la métrica, y por ende, representaŕıa un mayor reto el resolverlas.

Sumado a esto, en la sección anterior se mostraron las dificultades que surgen al intentar

empatar las predicciones hechas por la teoŕıa de Einstein con las observaciones astronómi-
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cas. De tal tamaño es el problema, que para subsanarlo es necesario el introducir grandes

cantidades de materia - enerǵıa de carácter desconocido. Por si esto no fuera suficiente, los

intentos por desarrollar una teoŕıa cuántica de la gravedad han llevado a la introducción

de invariantes de mayor orden en la acción, tales como RµνστR
µνστ , RµνR

µν y �R entre

otros más (Schmidt, 2007). Todo esto sugiere que en vez de intentar modificar el sector de

materia dentro de las ecuaciones de campo, se debe de poner mayor atención en el aspecto

relacionado con la curvatura para aśı explicar de manera natural la evolución del Universo.

No obstante, una posible generalización de la teoŕıa debe de satisfacer ciertos requerim-

ientos iniciales que la hagan f́ısicamente apta. Para esto, la relatividad general y la teoŕıa

newtoniana imponen restricciones como son (Capozziello, 2008):

Principio de relatividad. No existe un marco de referencia absoluto.

Principio de covariancia. Las ecuaciones de campo resultantes deben de ser general-

mente covariantes.

Pricipio de equivalencia. Siempre es posible el describir de manera local a un sistema

no iniercial como uno inercial bajo al acción de un campo gravitacional.

Causalidad. Los fenómenos superlumı́nicos están f́ısicamente prohibidos. También se

debe de proporcionar una descrpción consistente de presente, pasado y futuro en cada

punto.

En el ĺımite apropiado de campo débil, la gravitación newtoniana debe de ser recu-

perada.

De entre las diversas teoŕıas que prenteden modificar las ecuaciones de campo que

surgen con cada elección particular del lagrangiano, una clase es conocida como teoŕıas

métricas de gravitación f(R). Esta será a la que se prestará atención en este apartado. En

particular, se tratará en su versión de formalismo métrico† , cuya acción efectiva se expresa

como

Smetrica = − c3

16πG

∫
f(R)

√
−g d4x+ Sm. (1.29)

† Existen otras dos maneras de estudiar a este tipo de teoŕıas en los que se presta mayor atención al
papel que juega la conexión Γα

µν dentro de la acción. Estos corresponden a los formalismos de Palatini y de
métrica af́ın (Capozziello et al., 2010).
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Aqúı, Sm es la acción estándar asociada a las componente de materia, dada por (1.7). De

manera clara, esta ecuación muestra que la modificación al sector de curvatura de la teoŕıa

da a lugar a la posibilidad de introducir una función más general del escalar de Ricci, lo

cual se puede considerar como la extensión más natural y sencilla a las ecuaciones (1.15).

De manera similar al caso de relatividad general, al variar la acción total es posible mostrar

que las ecuaciones de campo correspondientes a esta teoŕıa son (Capozziello, 2011):

f ′(R)Rµν −
1

2
f(R)gµν −∇µ∇νf

′(R) + gµν�f ′(R) =
8πGTµν

c4
. (1.30)

Como era de esperarse, con esta generalización las ecuaciones de campo resultan ser de

cuarto orden en la métrica, y no de orden dos como antes. Además, es fácil notar que

para el caso particular en que f(R) = R, las ecuaciones de campo de Einstein (1.15) son

recuperadas.

Como se puede intuir desde una incio, el mayor problema con esta teoŕıa es referente al

hecho de que en principio no existe razón fundamental que ayude a la elección de alguna

función en particular. El principio de equivalencia permite que la acción sea de la forma

(1.29), pero no nos dice nada sobre su forma exacta. La única manera de discriminar es

mediante la comparación directa con los datos observacionales. No obstante, existe otra

cuestión de importancia que pocas veces se menciona o aclara. Al escribir a la acción como

en (1.29), en general, las dimensiones f́ısicas ya no son las correctas† , sino que dependiendo

de la función que se elija, serán las dimensiones que adquiera. Esto representa desde el inicio

un problema que debe de resolverse para poder establecer de manera corecta una extensión

de la teoŕıa.

† Las dimensiones de la acción son iguales a las de enerǵıa por tiempo.



Caṕıtulo 2

Teoŕıa de gravitación extendida

De manera paralela a los problemas surgidos de la teoŕıa de la relatividad general

expuestos en la sección 1.2, en este segundo caṕıtulo, se abordarán los referentes a la teoŕıa

de gravitación no relativista que surgen de estudiar ciertos sistemas astrof́ısicos. Primero

se resumirán algunas de las observaciones astronómicas que no pueden ser explicadas de

manera natural por la teoŕıa newtoniana, lo cual lleva a la inclusión de materia oscura

dentro del modelo. A partir de esta evidencia, y como una alternativa, se expondrá la teoŕıa

MOND la cual sacrifica la validez de la dinámica newtoniana para evitar la necesidad de

postular materia exótica. Todo esto siempre teniendo en mente la evidencia observacional.

Finalmente se expondrá la teoŕıa de gravitación modificada, propuesta en Mendoza et al.

(2011) cuyo ángulo de ataque es el proponer que la teoŕıa de gravitación clásica posee ĺımites

de validez en condiciones de aceleraciones muy pequeñas. Se expondrán sus semejanzas con

MOND, pero resaltando las ventajas que posee sobre ésta, y señalando la necesidad de una

extensión relativista de esta teoŕıa para explicar la dinámica del Universo sin la necesidad

de enerǵıa y materia oscura.

2.1. Materia oscura

La teoŕıa de la gravitación newtoniana ha mostrado a lo largo del tiempo su capacidad

para reproducir los datos experimentales con gran precisión. Sin embargo, formalmente

sólo se ha probado para escalas no mayores a las del sistema solar (Will, 1984). Siendo

las galaxias objetos no relativistas, ésta teoŕıa debiera de reproducir las observaciones as-

tronómicas como la velocidad de rotación de las estrellas que las conforman, además de
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poder inferir su masa. La realidad es que la comparación entre las predicciones hechas por

la teoŕıa y los datos observacionales conllevan a fuertes contradicciones, pues el cociente

masa - luminosidad obtenido para estos objetos resulta demasiado alto, si suponemos que

la mayor parte de la masa se encuentra presente en las estrellas.

Como se mencionó brevemente en la sección 1.2, las curvas de rotación de galaxias espirales

presentan un problema a grandes distancias. De acuerdo a la ecuación (1.11), a medida

que se aumenta la distancia del centro galáctico, la velocidad de las part́ıculas debeŕıa de

decrecer como r−1/2 tal como sucede en el sistema solar de acuerdo con la tercera ley de

Kepler. Sin embargo, como se muestra en la Figura 2.1, ésta permanece aproximadamente

constante a partir de una cierta distancia. Para evitar tal problema sin modificar la teoŕıa,

es necesario el suponer la existencia de grandes cantidades de materia oscura no bariónica

presente en el halo (∼ 90% de la masa total) (Zwicky, 1933). Esto, siempre y cuando se

acepete a la teoŕıa de gravitación de Newton como válida a esas escalas, además del hecho

de que las estrellas están en equilibrio gravitacional en óribitas casi circulares.

En principio, esta parece ser la opción más natural para explicar dichas anomaĺıas, dado

que no seŕıa la primera vez que las leyes de Newton predicen la existencia de un objeto

oscuro (Adams, 1846). El principal problema con esta hipótesis radica en que hasta ahora

no se ha podido confirmar de manera directa, es decir, no se han detectado part́ıculas de

materia oscura. Su introducción siempre ha estado motivada para poder explicar las ob-

servaciones. Por si fuera poco, parece estar presente a diversas escalas. En el estudio de

las galaxias eĺıpticas se requiren cantidades aún mayores de esta materia para explicar la

dinámica de sus componentes, aśı como también resulta indispensable en cúmulos globu-

lares y galácticos (Hernandez & Jiménez, 2012), sin mencionar que su presencia es clave

para explicar otros fenómenos como las lentes gravitacionales y la formación de estructuras

en el Universo temprano (Zwicky, 1933).

Debido a su carácter exótico y a que hasta ahora sólo representa una hipótesis qué confir-

mar, en realidad no se conoce de manera clara su naturaleza ni propiedades electromagéticas

o termodinámicas. más que su obvia interacción gravitacional con la materia bariónica.

Tales cuestiones se hacen más fuertes al estudiar diversos fenómenos astrof́ısicos, sobre to-

do en cosmoloǵıa, en los que es necesario el distinguir entre varias clases de materia oscura

como la caliente, fŕıa y tibia para poder ofrecer una explicación satisfactoria a los hechos.
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Figura 2.1: Curva de rotación para la galaxia NGC2403 (Sanders & McGaugh, 2002).
Los puntos observacionales son obtenidos a partir de la emisión de Hidrógeno en 21 cm.
La ĺınea continua muestra la contribución de materia bariónica, mientras que la punteada
representa la cantidad de manteria oscura necesaria para explicar los datos.
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2.2. Dinámica newtoniana modificada (MOND)

Sin una prueba clara de su existencia, una posible explicación alternativa es el proponer

que las leyes de la dinámica no sean aplicables a tales sistemas. Una de las propuestas más

exitosas y populares es la llamanda MOND (Modified Newtonian Dynamics) propuesta

por Milgrom (1983b). Teniendo como principal motivación el problema de las curvas de

rotación (suponiendo que la estimación de las velocidades es correcta) y la idea de que no

debe de haber cantidades tan grandes de materia faltante en el Universo, Milgrom con-

sideró que en tales sistemas astronómicos las leyes de la dinámica newtoniana no tienen

validez. Esto no por cuestiones de escala, sino más bien por algunas condiciones dinámicas

que se presentan en tales sistemas.

Además de ésta radical suposición, la hipótesis más importante de Milgrom consiste en

asumir que para aceleraciones pequeñas (∼ 10−10ms−2, tales como las que sufren las es-

trellas en las partes más externas de las galaxias espirales) es necesario el modificar la

segunda ley de Newton mediante una expresión más general, es decir, modifica la dinámica

al considerar a la aceleración como el parámetro relevante para su correcta descripción.

Una consecuencia directa de esto es la introducción de una constante a0 ≈ 1.2x10−10m/s2

con unidades de aceleración. Para el caso gravitacional en simetŕıa esférica, la aceleración

que experimenta una part́ıcula es:

a µ

(
a

a0

)
=

GM

r2
, (2.1)

donde µ es una función tal que cuando a/a0 � 1 entonces µ ≈ 1, con lo que se recupera el

caso newtoniano; mientras que para aceleraciones pequeñas, es decir, a/a0 � 1, se obtiene

µ(x) ≈ x, y aśı poder explicar de manera natural las anomaĺıas que presentan las curvas

de rotación. Aqúı se ha definido x := a/a0.

Respecto a la naturaleza de la constante de aceleración de Milgrom a0, existen diversas

interpretaciones del papel que juega en la teoŕıa, siendo la más común la que la consid-

era como el valor en que se da la transición de MOND a gravitación netoniana (Milgrom,

1983b). Otras por su parte, la toman como una medida del ancho de la transición entre am-

bas teoŕıas; mientras que también se le conecta con aspectos cosmológicos como el valor de
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la enrǵıa oscura, debido a que numéricamente a0 ≈ cH0. Bajo esta hipótesis, el establecer

en qué régimen se encuentra una part́ıcula puede determinarse conociendo la aceleración

que experimenta. Entre otras interpretaciones, Milgrom (2001) ha propuesto que puede

tratarse no de una constante, sino de una cantidad que además de cambiar con el tiempo

también lo hace a mayores escalas de longitud, de manera que la plantea como análoga a la

aceleración de la gravedad g. Sin embargo, en Bernal et al. (2011a) se ha mostrado que a0

puede ser expresada en términos de constantes universales, sugiriendo que es una cantidad

fundamental de los sistemas autogravitantes.

Ahora, en cuanto a la comparación con las observaciones, esta hipótesis reproduce de buena

manera el perfil de velocidades en galaxias espirales que tanto problema representan para

la dinámica clásica. Esto último es claro, pues en el ĺımite en que µ = a/a0, la velocidad

para part́ıculas lejanas es v = (GMa0)
1/4. De esta manera MOND predice una curva de

rotación plana para distancias grandes del centro, tal y como las observaciones lo muestran.

Además reproduce de manera natural la relación Tully - Fisher para estas galaxias, pues

v ∝ M1/4. Evidentemente, para que esto sea posible, es necesario el ajustar el parámetro

a0. De acuerdo al estudio de distintos sistemas astrof́ısicos en los que es necesaria este

tipo de descripción, el valor común que permite reproducir los datos observacionales es

10−10ms−2 (Begeman et al., 1991).

A pesar del éxito del que MOND goza, es importante recalcar el hecho de que está constru-

ida con el propósito de ajustarse a los datos y debe de considerarse simplemente como una

descripción aproximada que resulta efectiva para tales fines. No obstante, se ha desarrolla-

do un formalismo para derivarla de un principio de mı́nima acción usando un Lagrangiano

acuadrático (AQUAL) (Bekenstein & Milgrom, 1984), bajo el cual śı constituye una teoŕıa

en śı.

2.3. Teoŕıa de Gravitación Modificada

Como se mencionó, MOND se basa en la modificación de la inercia para poder reproducir

las observaciones. No obstante, de manera alternativa se puede pensar en modificar la

ley de gravitación, dejando la dinámica intacta. Para lograr tal extensión de la teoŕıa,

primeramente se debe de establecer cuáles son las cantidades relevantes del problema.

Para el caso de un modelo no relativista, éstas estas son en principio la masa M del objeto
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que provoca la aceleración a la carga de prueba, junto con la distancia r que las separa

y la constante de gravitación G. Sin embargo, siguiendo las hipótesis de Milgrom, resulta

fundamental el introducir otra constante a0 con unidades de aceleración en la descripción

del problema. Mediante el uso del teorema Π de Buckingham de análisis dimensional es

posible establecer que el valor absoluto de la aceleración de una part́ıcula moviéndose en

un campo gravitacional producido por una masa puntual M es (Mendoza et al., 2011):

a = a0f(x). (2.2)

Aqúı se ha definido la variable adimensional x := lM/r, y se ha introducido la masa - lon-

gitud, lM := (GM/a0)
1/2. De manera similar al caso de MOND, existen dos casos ĺımite:

cuando x � 1, entonces f(x) = x2 para recuperar la gravitación newtoniana; mientras que

para x � 1, entonces f(x) = x y aśı el comportamiento es de tipo MOND. Basado en esto,

la introducción de a0 como una cantidad relevante para la descrpción de los fenómenos

gravitacionales resulta en que x es el parámetro importante mediante el cual pasar de la

gravitación newtoniana a un régimen MONDiano, siendo x = 1 el valor aproximado en

que se da esta transición. Es importante el recalcar también que un sistema que posea un

distribución de masa cuya longitud sea mucho menor a su valor correspondiente de lM , se

encuentra en el régimen newtoniano, y uno en el que su longitud sea mucho mayor que

lM necesita una descripción MONDdiana. Esto es, la gravitación pasa a ser una teoŕıa

dependiente de la escala.

Evidentemente, la ecuación (2.2) debe de predecir las curvas de rotación planas en

galaxias espirales si pretende funcionar como una alternativa a MOND. De esta relación

es inmediato el establecer que en el régimen x � 1, la velocidad de las estrellas resulta ser

v = (GMa0)
1/4, es decir, reproduce el comportamiento de MOND. Es más, ya sea dentro

de este enfoque o mediante el de MOND, la aceleración que sufre una part́ıcula de prueba

bajo el campo generado por una maasa M es:

a =
(a0GM)1/2

r
. (2.3)

En vista de este resultado, se podŕıa pensar que ambos enfoques son equivalentes en
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cuanto a la descripción de la dinámica a bajas aceleraciones. Sin embargo, el modificar la

ley de gravitación en vez de la segunda ley de Newton ofrece más ventajas, tanto en sen-

cillez como al comparar con datos observacionales. Primeramente, la equivalencia sólo se

da formalmente en casos en que las simetŕıas del problema son suficientes para simplificar

el modelo de Milgrom. Sumado a esto, el demostrar los teoremas de Newton no representa

problema dentro esta teoŕıa, mientras que en MOND no pueden ser probados. En cuanto a

las predicciones astrof́ısicas se ha visto que mediante una elección adecuada de la función

f(x) se pueden obtener de manera natural relaciones como las de Tully - Fisher y Faber

- Jackson, aśı como la del plano fundamental en galaxias eĺıpticas (Mendoza et al., 2011).

En contraparte, aunque MOND también reproduce la primera de estas relaciones emṕıri-

cas, tiene problemas al intenter explicar ciertas caracteŕısticas de los cúmulos de galaxias

(Sanders & McGaugh, 2002). Por último, las caracteŕısticas de MOND son el resultado de

motivaciones observacionales, mientras que el análisis dimensional proporciona de manera

natural la f́ısica de la gravitación modificada.

Siendo tanto MOND como este modelo de carácter no relativista, naturalmente ambos

deben de fallar al intentar explicar fenómenos como las lentes gravitacionales y la evolu-

ción del Universo en su conjunto. Motivado por esto, se han propuesto posibles exten-

siones relativistas a MOND, siendo la más exitosa la teoŕıa tensorial - vectorial - escalar

(TeVeS) formulada en Bekenstein (2004). No obstante, ésta presenta grandes complica-

ciones matemáticas, además de fallar al intentar explicar ciertos fenómenos astrof́ısicos de

importancia (Ferreras et al., 2009). Por este razón, y dadas las ventajas que presenta una

modificación a la teoŕıa de la gravitación, es necesario el prestar atención a una extensión

de ésta última que permita una correcta descripción de los fenómenos relativistas en el

régimen x � 1.





Caṕıtulo 3

Teoŕıa métrica de gravitación

extendida

En este tercer caṕıtulo, se expondrá la teoŕıa métrica de gravitación extendida propuesta

en Bernal et al. (2011c). A partir de un principio de mı́nima acción, en el que se introducen

las cantidades relevantes para los sistemas gravitacionales MONDianos, se mostrarán las

ecuaciones de campo correspondientes. Bajo un estudio a orden de magnitud y perturbativo

de dichas ecuaciones, es posible el reproducir la fenomenoloǵıa MOND, aśı como obtener

restricciones sobre la forma del Lagrangiano. Basado en esto, se propondrá una función que

transita de un régimen einsteniano a uno MONDdiano. Finalmente, se mostrarán algunas

de las caracteŕısticas que presenta la teoŕıa métrica f(R, T ) presentada en Harko et al.

(2011) para aśı poder establecer una conexión natural con MOND, todo esto dirigido a

tener un marco en el cual desarrollar un modelo cosmológico.

3.1. Conexión entre la fenomenoloǵıa MOND y una teoŕıa

métrica

Una vez expuestos algunos de los problemas que presentan las teoŕıas de gravitación

tanto a nivel relativista como no relativista al intentar explicar diversos fenómenos as-

trof́ısicos, aśı como algunas alternativas a ello, es momento de unificar ambos aspectos.

Al final del caṕıtulo anterior se resaltó el hecho de que tanto la teoŕıa MOND como la de

gravitación extendida son de carácter completamente no relativista. De manera que aunque
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expliquen correctamente las observaciones en ciertos sistemas, si se pretende desarrollar un

modelo cosmológico bajo sus hipótesis, es imperante la necesidad de extenderlas a una

teoŕıa relativista de la gravedad que nos permita reproducir la dinámica del Universo sin

la necesidad de contemplar entes oscuros.

De manera similar al caso de gravitación extendida, se debe de comenzar determinando

las variables que describen al problema en su totalidad. Tratándose de un problema de

gravitación, deben de introducirse la constante de gravitación universalG, la velocidad de la

luz c y la constanrte de aceleración de Milgrom a0. Considerando este conjunto de variables

como las relevantes en la teoŕıa, es posible construir dos cantidades con dimensiones de

longitud:

rg :=
GM

c2
, lM :=

(
GM

a0

)1/2

. (3.1)

La primera de ellas resulta ser el radio gravitacional, el cual siempre aparece en los

fenómenos relativistas, mientras que la segunda es la denominada masa - longitud pre-

sentada en el caṕıtulo anterior, cuya aparición se da en sistemas tipo MOND.

Ya que se busca una teoŕıa métrica que presente tanto caracteŕısticas tipo MOND como

relativistas, éste par de cantidades deben de ser consideradas por igual. La manera formal

de lograr una posible exensión es mediante un principio de mı́nima acción al igual que

como se hizo en el caso de relatividad general. La diferencia entre estas dos es la inclusión

de las longitudes (3.1).

En la sección 1.3 se hizo evidente la ambiguedad en cuanto a las dimensiones f́ısicas de

las teoŕıas f(R). Motivado en esto, una manera alternativa de escribir la acción del campo

es (Bernal et al., 2011c):

S =
c3

16πGL2
M

∫
f(χ)

√
−g d4x. (3.2)

Aqúı se ha definido la cantidad adimensional χ que será de gran importancia para el resto

de este trabajo como:



3.1. CONEXIÓN ENTRE LA FENOMENOLOGÍA MOND Y UNA
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χ := RL2
M , (3.3)

en donde LM es una longitud fundamental de la teoŕıa que queda por determinar. De esta

manera, se observa que el problema que se generaba al considerar una generalización f(R)

queda elimindado, pues siendo χ adimensional, cualquier elección para la función f(χ)

preservará las dimensiones correctas de la acción. Para completar la descripción se debe

de introducir la acción correspondiente a la materia, que igual que en relatividad general,

viene dada por la ecuación (1.7). Variando la acción respecto a la métrica es posible obtener

las ecuaciones de campo correspondientes a esta teoŕıa (Bernal et al., 2011c):

f ′(χ)χµν −
1

2
f(χ)gµν − L2

M (∇µ∇ν − gµν�)f ′(χ) =
8πGL2

M

c4
Tµν , (3.4)

donde sa ha definido χµν := L2
MRµν como una genaralización tensorial de la cantidad

definida en (3.3). Una observación importante sobre ésta es el que puede ser vista como

una generalización de la variable x utilizada en (2.3). Esto significa que para para casos

en que χ � 1 (campo fuerte) la relatividad general es recuperada, mientras que si χ � 1

(campo débil), una versión relativista de MOND debe de ser empleada.

Una vez conocidas las ecuaciones de campo uno podŕıa tratar de resolverlas para una

métrica dada y con una elección adecuada de la función f(χ). Aún aśı, como ya se ha

mencionado, se trata de un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas de de cuarto

orden en la métrica. Aśı que en vez de eso, primero se puede buscar una solución aproxi-

mada válida en ciertas condiciones f́ısicas. Esto último es con el propósito de encontrar una

relación entre esta teoŕıa métrica y el comportamiento observado en el régimen MONDiano.

Para este fin se puede estudiar el problema del campo gravitacional que genera una

part́ıcula puntual de masa M . Bajo esta consideración, es claro que la traza de (3.4) pro-

porciona toda la información f́ısica relevante del problema:

f ′(χ)χ− 2f(χ) + 3L2
M�f ′(χ) =

8πGL2
M

c4
T, (3.5)
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donde T := Tα
α . Sin embargo, aún queda pendiente el problema de la elección de f(χ).

Como una primera aproximación se puede tomar el caso sencillo de una ley de potencias

de la forma f(χ) = χn, siendo n un parámetro constante y ajustable de la teoŕıa mediante

observaciones. Esta propuesta engloba además a la relatividad general, pues si n = 1 las

ecuaciones (3.4) se reducen a las de Einstein dadas por (1.15).

Una primera manera de atacar el problema es mediante el estudio a orden de magnitud

de (3.5) dentro del régimen de campo débil para aśı poder establecer una conexión con

MOND. En Bernal et al. (2011c) se mostró que imponiendo condiciones adecuadas en la

curvatura del espacio, es posible el reproducir un comportamiento tipo MONDiano bajo

éste modelo. Para lograr tal cosa resulta ser necesario que el exponente n tenga el valor de

3/2.

El caso en que n = 3/2 merece algo de atención, pues además de reproducir una dinámi-

ca tipo MOND (Bernal et al., 2011c), surge naturalmente del estudio de las simetŕıas de

Noether del problema, es decir, está detrás de la existencia de cantidades conservadas,

las cuales además resultan estar relacionadas con las longitudes (3.1). Sumando a esto,

Capozziello & Fang (2002) han mostrado que un modelo cosmológico simple bajo una

teoŕıa f(R) y proponiendo una ley de potencias de escalar de Ricci, arroja de manera nat-

ural una solución del tipo f(R) = R3/2 que además es coherente con algunos resultados

observacionales. Toda esta evidencia junta sugiere que dentro de una teoŕıa de gravitación

modificada se debe de prestar particular atención al caso en que n = 3/2.

Un punto que es importante señalar es que un valor de n = 3/2 sólo reproduce un

comportamiento tipo MOND en el que a ∝ r−1, el cual por śı sólo no es formalmente

equivalente a la forma expuesta en la relación (2.3). Por esta razón es necesario un análisis

más detallado de la constantes de acoplamiento del problema. De hecho, las longitudes

(3.1) deben de estar presentes de alguna manera en la formulación de la teoŕıa métrica

y deben de estar relacionadas con la cantidad LM del problema. Reuniendo este par de

ideas, se puede proponer una relación entre este conjunto de longitudes de la siguiente

forma (Bernal et al., 2011c):

LM = ζrαg l
β
M , (3.6)



3.1. CONEXIÓN ENTRE LA FENOMENOLOGÍA MOND Y UNA
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siendo ζ una constante de proporcionalidad. Bajo esta suposición, se concluiye que los

coeficientes α y β son tales que α = β = 1/2. Aunque esta propuesta para conectar las

longitudes fundamentales de la teoŕıa puede parecer un poco arbitraria, es notable el he-

cho que al introducirla dentro del análisis del problema (junto con n = 3/2), tiene como

consecuencia el que la aceleración que sufre una part́ıcula bajo un campo gravitacional es

de la forma a = (a0GM)1/2 /r, que no es más que el comportamiento MONDiano expuesto

en (2.3). Aśı, el problema que se planteó al inicio tiene como resultado el poder recuperar

la dinámica de MOND a partir de una teoŕıa métrica de gravitación extendida en el ĺımite

de campo débil.

Aún en el caso de considerar una teoŕıa f(χ) en vez de una f(R), el problema referente

a la búsqueda del tipo de función adecuada persiste. Dentro del marco de ésta última,

algunas propuestas van de considerar f(R) = R − 2Λ, a otras un poco más complicadas

como f(R) = R2 o f(R) = R + aRn, siendo Λ, a y n constantes a determinar. A pesar

de que algunas de ellas generan ciertos comportamientos dinámicos observados a escalas

cosmológicas como peŕıodos de expansión acelerada, en muchas ocasiones sufren de com-

plicaciones para explicar ciertos fenómenos en sistemas más pequeños. Como se mostró en

el apartado anterior, el considerar una ley de potencias parece ofrecer buenos resultados

tanto en fenómenos relativistas como no - relativistas.

Como una primera restricción, podemos notar lo que sucede en la época de radiación.

A partir del modelo estándar cosmológico y de part́ıculas elementales es posible el predecir

la abundancia de elementos ligeros en el Universo creados en el proceso de nucleośıntesis

primordial. Resulta notable el que estas predicciones concuerden de gran manera con las

cantidades observadas sin la necesidad de incluir materia o enerǵıa oscura. A partir de

esto se puede concluir que el Universo en épocas tempranas se encuentra en un régimen

einsteniano.

Con esto en mente, una función que pretenda describir la evolución del Universo a

distintas épocas debe de reducirse al caso de relatividad general cuando la radiación es la

componente dominante. Al mismo tiempo, para el caso en que domine la materia (como

hoy en d́ıa) debe de comportarse de maneras distinta, pues parece ser descrito por una

dinámica MONDiana. Esto es, debe de poder transitar entre estos dos tipos de reǵımenes.
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Sumado a esto, se debe de cuidar que dicha función reproduzca el comportamiento

en los diferentes ĺımites (relatividad general y MOND relativista) en función del valor del

parámetro χ, pues como ya se dijo, dicha cantidad resulta ser la relevante para determinar

qué tipo de descripción es la adecuada. Basado en esto, tal función debe de transitar de

manera suave de un régimen al otro.

Siendo ésta la situación, una propuesta del tipo f(χ) = χn puede que resulte exitosa

para entender las observaciones actuales, pero definitivamente fallará al intentar repro-

ducir las cantidades de elementos creadas en el Universo temprano, aśı como al tomar los

ĺımites para χ. Tomando como ejemplo la propuesta de gravedad no relativista planteada

en Mendoza et al. (2011), se puede proponer una función del tipo:

f(χ) = χ3/2 1± χr+1

1± χr+3/2
, (3.7)

donde r de nuevo es un parámetro constante a determinar. Esta elección se basa en los

ĺımites mencionados arriba. Para χ � 1 esta expresión se reduce a f(χ) = χ que no es

más que el caso de relatividad general. Y por otro lado, en el ĺımite χ � 1, se obtiene

f(χ) = χ3/2 que reproduce un comportamiento MONDiano, tal y como se espera. En

medio de estos dos casos ĺımite el valor del parámetro χ para el Universo debe de ser tal

que transite de manera suave, teniendo en χ = 1 el punto de transición aproximado. La

manera precisa en que lo ha de hacer claramente depende del valor de r.

3.2. Teoŕıas métricas f(R, T )

La introducción del nuevo parámetro χ dentro de una teoŕıa gravitacional sugiere que

la masa del sistema, aśı como sus dimensiones juegan un papel imporante en la determi-

nación del régimen apropiado para su descripción adecuada. Motivado por esto, una posible

modificación a la gravitación puede introducirla desde la acción relativista correspondiente

al campo.

En el caso más simple, la información sobre la masa está totalmente contenida en la
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traza T del tensor de enerǵıa momento correspondiente al sistema. Por esta razón es que

una manera simple de generalizar un modelo gravitacional modificado es mediante la prop-

uesta de una teoŕıa f(R, T ), siendo como antes, R el escalar de Ricci.

De manera similar al caso de teoŕıas f(R), la acción total modificada toma la forma

(Harko et al., 2011):

S = − c3

16πG

∫
f(R, T )

√
−g d4x− 1

2c

∫
Tµνδgµν

√
−g dΩ, (3.8)

donde el segundo térmio es la contribución del sector de materia dado por (1.7). Haciendo

nula la variación de esta acción, las ecuaciones de campo que resultan son las mostradas

en Harko et al. (2011):

fR(R, T )Rµν−
1

2
f(R, T )gµν+(gµν�−∇µ∇ν)fR(R, T ) =

8πG

c4
Tµν−fT (R, T )Tµν−fT (R, T )Θµν ,

(3.9)

donde se ha empleado la siguiente notación: fR(R, T ) := ∂f(R, T )/∂R y fT (R, T ) :=

∂f(R, T )/∂T . Además, se ha definido el tensor Θµν := gµν
δTµν

δgµν
. De esta manera, este ten-

sor se encuentra asociado al de enerǵıa - momento y su aparición es resultado de considerar

a T dentro de la acción.

Un aspecto importante que hay que señalar es el hecho de que al variar la acción (3.8)

se han considerado a R y a T como cantidades independientes dentro la teoŕıa. Aśı, parte

del desarrollo estará basado en el que este par de cantidades son de carácter fundamental

en la descripción del campo gravitacional, y en principio no dependerán expĺıcitamente

entre ellas.

Aún teniendo las ecuaciones de campo de manera expĺıcita, todav́ıa falta el determinar

la forma del tensor Θµν . A partir de su definición, es posible mostrar que para un fluido

perfecto como el descrito por (1.9), éste toma la forma (Harko et al., 2011):

Θµν = −2Tµν − pgµν , (3.10)
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siendo p la presión que actúa sobre el fluido de densidad ρ. Con esta relación, en principio

se pueden obtener las ecuaciones dinámicas dada una cierta métrica. Sin embargo, aún falta

una ecuación que describa la evolución de las componentes de materia - enerǵıa, es decir,

una análoga a la de conservación de enerǵıa. Para el caso de relatividad general ésta viene

dada por (1.10), pero ya que ahora se ha comtemplado a T dentro de la acción, el resultado

será diferente. Partiendo del hecho de que el lado izquierdo de (3.9) tiene divergencia nula,

se puede demostrar que esto implica que el tensor de enerǵıa - momento satisface:

∇µT
µν = − 1

8πG/c4 + fT (R, T )
{Tµν∇µfT (R, T ) + gµν∇µ [fT (R, T )p]}, (3.11)

Esto hace evidente que para una teoŕıa f(R, T ) la divergencia de Tµν no se anula en gen-

eral, sino que depende de la forma elegida de la función. La interpretación que se le puede

dar es que al intrducir a T dentro de la formulación, surgen ‘fuentes’ o ‘sumideros’ de

materia - enerǵıa. Esto en śı constituye una diferencia fundamental con las teoŕıas f(R)

estándar. Más aún, las trayectorias que siguen ahora las part́ıculas ya no son en general

geodésicas, sino que surge una fuerza perpendicular a su vector de 4 - velocidad que afecta

su movimiento. Todas estas diferencias deben de ser consideradas como consecuencia de el

proponer una función que de forma general dependa tanto de T como de R.

Para los casos en que la dependencia de f en el escalar T no sea expĺıcita, es decir,

fT (R, T ) = 0, las ecuaciones (1.10) y (1.30) son recuperadas sin problema alguno. Y para

el caso particular en que f(R, T ) = R todas las ecuaciones de relatividad general son

obtenidas, incluso la correspondiente a las trayectorias geodésicas.

Una vez expuestas de manera general las descripciones de la gravedad mediante las

teoŕıas f(χ) y f(R, T ), es momento de establecer un v́ınculo entre ellas. Para esto, es útil

el hacer la siguiente observación. En el caso en que M = const (y por lo tanto L2
M = const),

es directo el mostrar que las ecuaciones (3.9) se reducen a las (3.4). Esto evidenćıa la equiva-

lencia entre las teoŕıas siempre y cuando la masa del sistema en consideración permanezca

constante, lo cual era de esperarse ya que en la deducción de (3.4) se supuso tal cosa.

Aunque en muchos casos ésta suposición es válida, en general no tiene porque ser cierta.
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En particular, si consideramos el problema del Universo como un todo, debido a la expan-

sión que sufre, es claro que la masa relevante para el problema aumentará a medida que el

tiempo cósmico aumente. Esto hace necesaria una generalización para introducir a la masa

como una cantidad variable en la teoŕıa, pero en vez de tener que introducirla en la acción

(3.2), las ecuaciones de campo (3.9) proporcionan por śı solas una descripción adecuada a

este tipo de problemas.

Ahora que se han adoptado a las ecuaciones de la teoŕıa f(R, T ) para describir los

campos gravitacionales, un punto indispensable en la resolución de problemas es el conocer

la forma general de la función. Para obtener una pista sobre esto, remitámonos a la acción

para f(χ) dada por (3.2). En ella, el factor L2
M se encuentra fuera de la integral, de manera

que si queremos que la masa sea considerada como una variable, ésta debe de formar parte

del integrando. Esta observación nos sugiere entonces que la forma de la función f(R, T )

sea:

f(R, T ) =
f(χ)

L2
M

. (3.12)

Sin embargo, aún si consideramos a esta como la forma adecuada que debe de poseer

f(R, T ), es innevitable el problema que conlleva la elección de la función f(χ). Obviamente,

su forma particular dependerá del problema del que se trate, aśı como del régimen al que

pertenezca. No hay que perder de vista, sin embargo, el que debe de estar motivada por la

f́ısica, es decir, las caracteŕısticas que la definan deben de estar basadas en las observaciones.





Caṕıtulo 4

Cosmoloǵıa con gravitación

extendida

En este último caṕıtulo se abordará el problema particular de la construcción de un

modelo cosmológico basado en una teoŕıa de gravitación modificada de gravedad. Espećıfi-

camente, se estudiará bajo una teoŕıa f(R, T ) en la que se han introducido aspectos carac-

teŕısticos de la fenomenoloǵıa de las teoŕıas MOND. Primeramente se estudiarán las ecua-

ciones dinámicas correspondientes, teniendo como objetivo el resolverlas bajo una propues-

ta simple para la función f(χ) en un modelo de polvo. Esto nos permitirá poder comparar

el modelo teórico con la evidencia observacional, y aśı determinar su viabilidad para repro-

ducir la dinámica global del Universo, además de establecer constricciones sobre su forma

funcional. Por último, se hará una comparación similar para una función más general como

la dada en la ecuación (3.7) la cual transita del régimen de relatividad general a uno tipo

MOND.

4.1. Ecuaciones del modelo cosmológico

Teniendo como motivación primaria el desarrollar un modelo gravitacional consistente

en el que no sea necesario el tener que recurrir a entes de carácter oscuro para explicar

la dinámica del Universo, se propone una teoŕıa modificada de gravitación. En particular,

una de tipo f(R, T ) como la discutida en la sección 3.2, en la que se ha elgido una función

de la forma
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f(R, T ) =
f(χ)

L2
M

=
χn

L2
M

, (4.1)

siendo n es un coeficiente constante a determinar a partir de la comparación con las obser-

vaciones. La búsqueda de esta cantidad será en buena parte una de los principales objetivos

de esta tesis. Un punto importante a señalar es que los datos observacionales de Super-

novas Ia sólo corresponden a épocas cosmológicas recientes en las que la materia domina.

Debido a esto, el modelo que se considerará es uno de polvo, para el cual la presión es p = 0.

A pesar de haber modificado las ecuaciones de campo de la relatividad general, no es

necesario el replantear las hipótesis cosmológicas como lo son la expansión del Universo y

su isotroṕıa. Es por esto que una métrica de tipo FLRW es adecuada para desarrollar el

modelo cosmológico. Aún más, el concepto de fluido perfecto (1.9) será de gran importan-

cia, aunque éste también sufrirá una modificación en cuanto a algunas de sus propiedades.

Antes de mostrar las ecuaciones de evolución propias a este modelo, es útil el reordenar

un poco las ecuaciones de campo (3.9). Para un modelo de polvo, éstas se pueden escribir

como:

Gµν =
8πG

c4

[(
1 +

c4

8πG
fT

)
Tµν

fR
+

c4

8πGfR

[(
1

2
(f(R, T )−RfR)−�fR

)
gµν +∇µ∇νfR

]]
,

(4.2)

en donde se ha introducido el tensor de Einstein, que se deifne como:

Gµν := Rµν −
1

2
Rgµν . (4.3)

Este reacomodo tiene la intención de mostrar por separado a las componentes geométricas

Gµν y de materia Tµν presentes en las ecuaciones de campo. Bajo esta visión se define un

tensor de enerǵıa - momento asociado a la curvatura como:

T curv
µν :=

c4

8πGfR

[(
1

2
(f(R, T )−RfR)−�fR

)
gµν +∇µ∇νfR

]
. (4.4)



4.1. ECUACIONES DEL MODELO COSMOLÓGICO 39

De esta manera las ecuaciones de campo (4.2) se pueden escribir en una forma más com-

pacta:

Gµν =
8πG

c4

[(
1 +

c4

8πG
fT

)
Tµν

fR
+ T curv

µν

]
. (4.5)

Es importante el recalcar que el tensor T curv
µν no tiene una relación directa con una compo-

nente de materia - enerǵıa† , sino que su definición ha sido sólo por razones de conveniencia

(Capozziello & Fang, 2002).

Una vez reescritas las ecuaciones de campo, se puede obtener una ecuación de evolución

mediante su componente 00. Para esto notemos que como T00 = ρc2, siendo ρ la densidad de

masa-enerǵıa. Entonces podemos definir análogamente T curv
00 = ρcurvc

2, es decir, se define

una “densidad de curvatura”. Por otra parte, para una métrica FLRW, el escalar de Ricci

se puede expresar como (Dalarsson, 2005):

R =
6

c2

[
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
κc2

a2

]
. (4.6)

De todo esto se sigue que la componente 00 de las ecuaciones de campo (4.5) para un

Universo plano es:

H2 =
8πG

3

[(
1 +

c4

8πG
fT

)
ρ

fR
+ ρcurv

]
. (4.7)

Esta última ecuación corresponde a una generalización de la ecuación de Friedmann (1.19),

razón por la cual resultará de suma importancia para el desarrollo del modelo. De hecho,

esta será la ecuación principal a resolver en este trabajo. Es de notarse que para el caso

particular de la relatividad general en el que f(R, T ) = R, ésta se reduce de manera in-

mediata a la ecuación de Friedmann estándar.

† Una posible interpretación que se le puede dar, y que justifica un poco su nombre, es que se le puede
pensar como una componente equivalente a la enerǵıa oscura. Sin embargo, no posee la interpretación
cuántica que se le da a ésta última.
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Aunque la densidad asociada al tensor T curv
µν no representa de ninguna manera una

componente f́ısica de masa - enerǵıa, resultará útil el mostrarla de manera expĺıcita. Sa-

biendo que el operador de Laplace - Beltrami aplicado a un escalar φ se puede expresar

como (Lightman et al., 1973):

�φ =
1√
−g

∂µ
(√

−ggµν∂ν
)
φ, (4.8)

es directo el mostrar entonces a partir de la definición (4.4) que la densidad asociada a la

componente de la curvatura viene dada por:

ρcurv =
c2

8πGfR

[
1

2
(RfR − f)− 3H

c2
dfR
dt

]
, (4.9)

de donde es evidente su relación con el sector de curvatura de la teoŕıa y no con el de ma-

teria. Por supuesto, también es clara su dependencia con la forma particular de la función

f(R, T ).

Como se acaba de mencionar, una de las metas importantes es el resolver la ecuación

(4.7) cuya variable principal a encontrar es el factor de escala a(t). Para lograr tal cosa se

propondrá una solución simple de la forma:

a(t) = a(t0)

(
t

t0

)α

, (4.10)

siendo α un coeficiente constante a encontrar y a(t0) el factor de escala hoy en d́ıa. De

manera semejante, para la densidad de materia se propone una solución de la forma

ρ(a) = ρ0

(
a

a(t0)

)β

, (4.11)

en la cual ρ0 es la densidad hoy en d́ıa y β es una incógnita.

Ya que se han dado las ecuaciones de movimiento y la forma de sus soluciones, es mo-

mento de resolverlas de manera expĺıcita. Para esto, sin embargo, es necesario el conocer
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las expresiones para fR, fT y sus derivadas temporales. Para el primer par, su obtención

es inmediata a partir de la función (4.1), mientras que para sus derivadas es un poco más

complicado, pues hay que tener clara cuál es la masa del sistema.

La masa relevante en el problema resuta ser una cantidad un tanto problemática, pues la

evidencia observacional muestra que el Universo se encuentra en un proceso de expansión.

De aqúı el hecho de que la masa que observamos aumente continuamente. De manera simple,

podemos considerar que la masa se encuentra en una distribución esférica con radio igual al

radio de Hubble dado por rH = (c/H(t))3. La razón f́ısica principal para considerar esto,

radica en que sólo la masa contenida dentro de este volumen se encuentra causalmente

conectada, con un observador fundamental. Pero no hay que perder de vista que conforme

pase el tiempo, cada vez más materia entrará a este volumen, por lo que también se le

debe de considerar. Bajo todas estas suposiciones, podemos estimar a la masa relevante

mediante:

M =

∫ rH

0
ρ
√
−g d3x =

4

3
πρ

c3

H3
. (4.12)

Una vez alclarada la forma en que se tomará a la masa del Universo, la cantidad LM

definida en (3.6) resulta ser:

LM = ζ
(43πc

3G)3/4

ca
1/4
0

ρ3/4

H9/4
, (4.13)

con lo que se sigue que las derivadas temporales buscadas toman la forma:

dfR
dt

= n(n− 1)Rn−1L
2(n−1)
M H

[
j − q − 2

1− q
+

3

2

(
β +

3

α

)]
, (4.14)

dfT
dt

=
3

2
(n− 1)

RnL2n−2
M

ρc2
, (4.15)

en donde

j :=
1

a

d3a

da3
H−3, (4.16)
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representa el jerk (Capozziello et al., 2008) y q es el parámetro de desaceleración (cf.

Sección 1.2). Con esto, la densidad de curvatura de la ecuación (4.9) toma la forma:

ρcurv =
3H2

8πG
(n− 1)

[
(1− q)− j − q − 2

1− q
− 3

2
(β +

3

α
)

]
. (4.17)

Y aśı, con todo lo anterior, es posible mostrar que la ecuación de Friedmann (4.7) puede

escribirse de una manera compacta como:

H2 =
8πGρ

3ZfR
, (4.18)

para la cual se ha definido la cantidad adimensional Z como:

Z := 1 + (n− 1)

[
j − q − 2

1− q
− 4(1− q)

n
+

3

2
(β +

3

α
)

]
. (4.19)

Un caso que resulta de importancia y de particular interés en cuanto a sus implicaciones

es el de evaluar la ecuación de Friedmann (4.18) hoy en d́ıa en que domina por completo

la materia. Expresándola en términos del parámetro de densidad definido en (1.22), y con

ayuda de la relación para LM dada en (4.13) es fácil el mostrar que dicha ecuación toma

la forma:

a0 =

[
9

4
ζ4(1− q0)

2(nZ0)
2

n−1 (Ω
(0)
M )

3n−5
n−1

]
cH0. (4.20)

Aqúı el sub́ındice (o supeŕındice) 0 indica el valor hoy en d́ıa. Podemos notar que el factror

encerrado en corchetes es una cantidad adimensional ∼ 2. Esto hace posible el escribirla

de una forma aproximada como:

a0 ≈ cH0. (4.21)

Resulta entonces que un modelo cosmológico bajo una teoŕıa f(R, T ) implica de manera

natural una relación entre las constantes c, H0 y a0. Esto no significa de ninguna man-
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era que esto se cumpla para cualquier época, sino que por lo menos hoy en d́ıa es válida.

Es interesante el observar que esta relación ya ha sido propuesta anteriormente por Mil-

grom (1983a,b), aunque basada principalmente sólo en argumentos numéricos, por lo que

el mérito en este caso radica en que el modelo por śı sólo la predice. La relación 4.21 podŕıa

también interpretarse como que a0(t) = cH(t), con lo cual a0 dejaŕıa de ser una constante

fundamental de la naturaleza y seŕıa sólo una relación auxiliar dependiente del timepo.

El trabajo hecho por Bernal et al. (2011b) muestra que esto no sucede, y por lo tanto a0

resulta ser una cantidad constante fundamental de la naturaleza.

Para completar el modelo cosmológico debemos además introducir la ecuación de con-

servación de enerǵıa correspondiente. En este caso, recordemos que ésta viene dada por

(3.11). Para un modelo de polvo, y con las suposiciones que se han hecho sobre la evolu-

ción del factor de escala y la densidad, toma la forma:

(ρ̇+ 3Hρ) +
c2

8πG

(
A
ρ̇

ρ
+BH

)
RnL

2(n−1)
M = 0, (4.22)

en donde:

A :=
9

4
(n− 1)2 , (4.23)

B :=
9

2

n− 1

n
+

27

4

(n− 1)2

α
+

3

2

n(n− 1)(j − q − 2)

1− q
. (4.24)

Proponiendo una solución de la forma (4.11), esta ecuación diferencial impone por śı sola

una ecuación de constricción entre las cantidades α, β y n:

β =
1

α

(
9− 5n

3n− 5

)
. (4.25)
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4.2. Comparación con las observaciones

Al no tener otra ecuación, además de la (4.25) que relacione a estos parámetros del

modelo, es evidente la necesidad de conocer dos de ellos para aśı poder obtener el tercero.

Pero tampoco se debe de perder de vista que tales valores deben de reproducir las observa-

ciones, por lo que será necesaria la comparación del modelo con estos. Para esto recordemos

que aún no se ha resuelto la ecuiación de Friedmann, pero ahora que se conoce el cómo

evoluciona la densidad es posible hacerlo. La sustitución de (4.25) en (4.18) resulta en que:

H(a) = Ho

(
a

a(t0)

)−1/a

= H0(1 + z)1/a. (4.26)

Aśı, finalmente se ha encontrado la solución a la ecuación de Friedmann dentro de este

modelo. Esto hace entonces posible el poder comparar las predicciones teóricas con los

datos observacionales. Tal oportunidad la brinda el módulo de la distancia, pues ahora que

se conoce H(z), la ecuación (1.23) permite el obtener µ(z) dentro de este modelo, y aśı, al

compararlo con los datos observacionales se podrá conocer el valor de α. Los datos para

comparar son los dados en Riess et al. (2004). El mejor ajuste logrado se muestra en la

Figura 4.1. Tal curva corresponde a los valores de α = 1.359 ± 0.139 y h = 0.64 ± 0.009
† . Esta comparación muestra ser capaz de explicar la expansión actual del Universo sin

la necesidad de invocar entes oscuros. De esta forma, un modelo cosmológico basado en

una modificación a la relatividad general debe de ser considerado como uno f́ısicamente

aceptable y una opción seria para el entendimiento de la dinámica global del Universo.

El haber obtenido el valor del parámetro α no completa la descripción, pues aún es

necesario el conocer ya sea a β o a n. Recordemos que el primero de estos rige la evolución

de la densidad, lo que sugiere que puede ser determinado mediante consideraciones sobre la

materia. Si exigimos que la cantidad de materia se conserve, y suponemos por simplicidad

una distribución esférica, ésta toma la forma M = 4π
∫ R
0 ρr2a3 dr, siendo R el radio de to-

do el Universo y a(t) el factor de escala. El pedir que esta cantidad permanezca constante,

junto con la solución de la ecuación de enerǵıa exige que β = 3. Hecho esto, ahora śı es

† Este conjunto de valores fue obtenido mediante el ajuste de la función de módulo de distancia corre-
spondiente a la ecuación (4.26) a los datos de Supernovas Ia obtenidos de Riess et al. (2004). Para ello se
empleó el paquete de graficación gnuplot, el cual utiliza el algoritmo Marquardt - Levenberg para el ajuste
de funciones no lineales, también llamado de mı́nimos cuadrados amortiguado.
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Figura 4.1: Comparación del módulo de la distancia µ como función del corrimiento al
rojo z del modelo f(R, T ) (ĺınea punteada) con los datos observacionales de Supernovas Ia
presentados en Riess et al. (2004). También se muestra el modelo de concordancia ΛCDM
(ĺınea continua). La calibración mediante los datos observacionales fue hecha con ayuda
el paquete gnuplot, el cual emplea el algoritmo de Marquardt - Levenberg para funciones
no lineales. El mejor ajuste a los datos corresponde a los valores de n = 1.57 ± 0.56 y
h = 0.64± 0.009.
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posible el determinar n. Mediante la sustitución de α y β en la relación (4.25) se obtiene

que n = 1.57± 0.56. Es decir, éste valor es consecuencia natural de exigir la conservación

de materia que se ajusta a las observaciones astronómicas.

Este último resultado merece destacarse. En el caṕıtulo 3 se mencionó el hecho de que

un valor de n = 3/2 surge de manera natural en las teoŕıas de gravedad modificada, tanto

de carácter relativista como no relativista. En este contexto, es de notarse el que el modelo

cosmológico basado en una teoŕıa f(R, T ) arroje como solución una en que el exponente n

sea ≈ 1.5. Este resultado refuerza aún más la idea de que una modelo cosmológico basado

en una extensión de la gravitación newtoniana debe de introducir modificaciones a la cur-

vatura, aśı como caracteŕısticas de la fenomenoloǵıa MOND.

Una descripción más general que la anterior debe estar basada en considerar una función

de la forma expuesta en (3.7), pues reproduce los ĺımites correctos para la descripción del

Universo temprano y hoy en d́ıa. Para desarrollar un modelo con esta expresión es necesario

el resolver la ecución de Friedmann junto con la ecuación de conservación de enerǵıa.

Claramente las caracteŕısticas de la nueva función a estudiar hacen que este problema no

se preste a una solución anaĺıtica, pero śı a una mediante métodos numéricos. Para esto son

necesarios los valores iniciales (valores hoy en d́ıa), y dado que la ecuación de Friedmann

resulta ser ahora un ecuación de cuarto orden en el tiempo, serán necesarias 4 cantidades.

Sumado a esto, la ecuación de continuidad también requiere condiciones iniciales para el

parámetro de densidad y sus derivadas. A paritr del modelo de ley de potencias anterior es

posible el conocer tales valores numéricos, los cuales vienen dados por el siguiente conjunto:

a0 = 1, ȧ0 = 0.64, ä0 = 0.108,
...
a0 = −0.032, (4.27)

Ω0 = 0.13, Ω̇0 = −0.26, Ω̈0 = 0.77. (4.28)

Integrando numéricamente y de manera simultánea las ecuaciones de Friedmann y de

continuidad se logra encontrar al factor de escala como función del corrimiento al rojo. Es

aśı que la ecuación (1.23) nos permite obtener el módulo de distancia y con ello comparar

con los datos observacionales. Tales resultados se muestran en la Figura 4.2. En esta se

observa que el modelo basado en (3.7) logra reproducir de buena manera los datos sin la

necesidad de introducir materia ni enerǵıa oscuras. No obstante, esta comparación es válida
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Figura 4.2: Módulo de la distancia µ como función del corrimiento al rojo z bajo un
modelo correspondiente a la función (3.7). Se observa que independientemente del valor
del parámetro r, se reproduce la expansión del Universo en la época actual de acuerdo a
su comparación con los datos observacionales dados en (Riess et al., 2004).

sólo para épocas recientes en que domina la materia. El ampliar la curva teórica requeriŕıa

de la incorporación de una componente asociada a la radiación, que a su vez interactuara

con la correspondiente a la materia. Aún más, dicha componente se vuelve cada vez más

significante conforme z aumenta.

Es de gran importancia el señalar que los datos observacionales provenientes de explosiones

de Supernovas Ia sólo alcanzan corrimientos al rojo no mayores a z = 2. Ésta limitante hace

dif́ıcil el descartar los diversos modelos, pues las predicciones que hacen sobre la evolución

del Universo hoy en d́ıa (cosmológicamente hablando) son parecidas. Por esta razón resulta

necesario el ampliar este rango, y aśı tener herramientas que nos ayuden a discriminar entre

los diferentes modelos cosmológicos.

+ 
+ 

+ 
+ 

+ 
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Conclusiones
En esta tesis se ha desarrollado un modelo cosmológico basado en la unificación en-

tre una teoŕıa métrica de gravedad y una modificación a la gravedad newtoniana. Este

tratamiento alternativo ha estado motivado por la existencia de problemas relacionados

con el modelo estándard, el cual tiene como sustento teórico a la relatividad general. Dos

de las principales consecuencias de aceptar tal modelo son la introducción de la enerǵıa y

materia oscura.

La propuesta fundamental radica en una modificación del sector de curvatura dentro de

las ecuaciones de campo en la que se considera como las cantidades fundamentales al escalar

de Ricci R y a la traza del tensor de enerǵıa momento T . En particular, se abordó bajo el

formalismo métrico de una teoŕıa f(R, T ). Tal propuesta está motivada por la búsqueda de

una modelo que de manera natural explique las inconsistencias entre la teoŕıa y las obser-

vaciones, aśı como los intentos que buscan unificar la gravitación con la mecánica cuántica

en el régimen de bajas enerǵıas, y sin dejar de lado la ausencia de argumentos que evitan

la posibilidad de generalizar la acción relativista

Espećıficamente, en este trabajo se estudió un modelo sin materia ni enerǵıa oscura en

el que se propuso una función simple de la forma f(R, T ) = χn/L2
M siendo χ = RL2

M y

LM una longitud caracteŕıstica del sistema en cuestión. Para establecer la viavilidad de

un modelo bajo esta teoŕıa se comparó con los datos observacionales proporcionados por

el estudio de las Supernovas tipo Ia. El mejor ajuste a tales datos arrojó como resultado

un valor de n = 1.57 para el cual se reproduce la expansión actual del Universo. La im-

portancia de este resultado radica en el hecho de que un valor de n = 1.5 surge de manera

natural en las generalizaciones relativistas de las teoŕıas de gravitación newtoniana exten-

dida, aśı como en las propiedades de simetŕıa de éste tipo de sistemas.

Bajo este mismo modelo, se logró obtener de una manera natural la relación a0 ≈ cH0,

la cual sólo hab́ıa sido establecida anteriormente de manera puramente numérica. A su

vez, esto sugiere la existencia de una conexión más profunda entre estas constantes de la

naturaleza, la cual sólo puede ser notada dentro del estudio de un modelo cosmológico bajo

una teoŕıa de gravedad modificada.
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Sumado a esto se propuso también una función f(R, T ) que transitara del régimen de

relativiada general, válido en la época de radiación, a uno de gravedad modificada, adecua-

do para la época actual. Mediante el empleo de métodos numéricos, se comparó de nuevo

con los datos observacionales dando como resultado la posibilidad de explicar la expansión

actual.

Este estudio muestra un primer paso sólido hacia un modelo que modifique las ecua-

ciones de campo de la relatividad general capaz de reproducir las obervaciones astronómicas

sin la necesidad de introducir entes oscuros.
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