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Prefacio

Mientras estudiaba para un examen de Topologia IT hace dos anos, leyendo
[10], me topé con el Teorema de Borsuk-Ulam. Quedé muy extranado -incluso
receloso- ante la idea de que una afirmacion tan “topologica” requiriera de so-
fisticados argumentos algebraicos para probarse, pero eso era lo que Munkres
decia en su texto. Cuando le comenté a mi asesor -el gran Jorge Marcos- que
me interesaba la idea de trabajar un tema que me obligara a excavar un poco la
Topologia Algebraica, ambos buscamos qué cosas serian buen material para una
tesis, y pronto cobré mucha fuerza encontrar algo que ante todo lograra trans-
mitir ese asombro que irremediablemente causa el que se pueda usar la teoria
de grupos y anillos para resolver problemas de Topologia. Fue asi que decidimos
construir la Homologia Singular con el objetivo expreso de probar el Teorema
de Borsuk-Ulam, una de sus clésicas aplicaciones segun [6].

Antes de seguir platicando sobre las razones de nuestro enfoque, enun-
ciemos de una vez por todas el Teorema para asi irnos familiarizando con
él. Si denotamos como S™ a la esfera n-dimensional, entonces, para cada
X = (Z1,..., Tpt1) € S™, el punto —x = (—x1,..., —Tn41), que también vive
en S™, es conocido como la antipoda de x, y a ambos se les llama puntos
antipodales. Asi pues...

Teorema 0.0.1 (Borsuk-Ulam). Si f : S™ — R™ es continua, entonces existe
un par de puntos antipodales x, —x € S™ tal que f(x) = f(—x).

A primera vista, y eso fue lo que a mi me paso, uno esperaria que este sorpren-
dente resultado se pudiera probar con razonamientos solamente “topoldgicos”.
Sin embargo, cualquier intento disidente de prueba resulté marcadamente estéril
por mi parte, un poco como cuando el narrador en El T70 Petros y la Conjetura
de Goldbach busca demostrar la conjetura sin saber mas que las definiciones de
“par” y “non”. Hecho a la idea de que iba a tener que aprender las bases de la
Homologia Singular para saber por qué el Teorema es cierto, una mayor sor-
presa estaba a la vuelta de la esquina, pues estudiar el proceso -tanto histérico
como mental- bajo el que se desenvolvieron las ideas de la Topologia Algebraica
que aqui recapitulamos no podia venir sin momentos de perplejidad. Por ejem-
plo, preguntas como «;Como se les ocurrieron todas estas cosas y a quiénes?s,
«sDe verdad son mecesarias para probar el Teorema?», «;Va a funcionar, ird a
funcionar?y eran cosa de todos los dias en el transcurso del trabajo.

XIIT



XIV PREFACIO

Alguna vez un maestro hablé en una conferencia sobre la increible belleza
de reconocer un puente entre ramas distintas de las Matematicas, y aunque
el adjetivo “bello” es discutible por eso de que en gustos se rompen géneros,
lo que si puedo decir con toda honestidad, en el caso de todo lo que haremos
para mostrar que la pequenia oracién en 0.0.1 es verdadera, es que ver que “si
funciona” es deslumbrante.

Resumiendo, hemos elegido una aplicaciéon particular en el Teorema de Borsuk-
Ulam para motivar la presentacion de la Homologia Singular porque, a nuestro
parecer, esto resalta tres valores: el de la parte topologica, el de la parte algebrai-
ca, y -el mayor de los tres- el de su conjuncién cooperativa. El esquema general
en los cuatro capitulos esta disenado para lectores que conozcan de antemano
algunas cuestiones basicas de Topologia (continuidad de funciones, homeomor-
fismos, axiomas de separacion, homotopia, etc.) y de Algebra (teoria de grupos),
pero de ningin modo pretende ser un documento de matematica avanzada, con
lo que me refiero a que es tan sélo un intento de propuesta, una invitaciéon a
asistir a una minima rodaja de la Topologia Algebraica desde una perspectiva en
la que depositamos la ilusion de que todo sea tan claro, comodo y fluido como
si hubiera salido de la pluma de Ceferino Piriz.



Capitulo 1

Preliminares Algebraicos

1.1. Algunas Propiedades de Grupos Abelianos

No es necesario recalcar en un proemio a esta secciéon la importancia que
tienen los grupos abelianos en el Algebra, pues personas méas versadas en el
tema lo han expresado distinguidamente de mil formas en los textos y libros
apropiados. Lo que si podemos hacer es platicar un poco sobre cémo los usaremos
-si bien hasta el capitulo 3- en nuestro trabajo. Buscamos asociar un grupo
abeliano a un espacio topolégico de tal manera que las bondades que vienen
con la conmutatividad transmitan su fuerza sobre los datos del espacio -y la
sencillez en el manejo de ellos- que nos puedan conceder.

Asi, mientras el punto central en estas primeras paginas se referira al me-
canismo de construcciéon de un grupo abeliano sobre un conjunto cualquiera, es
decir, la situacién donde los elementos del conjunto actian como base del grupo,
el hecho de recordar algunas verdades desde el Algebra ser4 mas que oportuno
para sustentar gran parte de lo que haremos adelante. Salvo cuando lo men-
cionemos explicitamente, todos los grupos en este primer capitulo se tomarén
abelianos, de tal manera que usaremos la notaciéon aditiva casi siempre, segin
la cual apuntaremos 0 para referirnos al neutro de cualquier grupo abeliano;
ahora bien, también se usa denotar como 0 al grupo (abeliano) trivial, inico
salvo isomorfismos, por lo que el lector tendra que hacer la distincion apropiada
segiin el contexto en el que se manejen los simbolos.

Como otras “anotaciones notacionales”, escribiremos A &= B para significar
que A y B son isomorfos, denotaremos (X) al subgrupo generado por algin
subconjunto X de un grupo dado, y usaremos el simbolo 14 para representar a
la identidad sobre un grupo A.

Definicion 1.1.1. Sea K un conjunto de indices y {(Ax, +r)trex una familia
de grupos abelianos. Recordemos que el producto cartesiano e Ay estd defi-
nido como el conjunto {f : K — |U,cx A | f(k) € Ax}. Llamamos producto
directo (o suma directa completa o suma directa fuerte) al grupo (Ugex Ak, ~+)
donde [f + g](k) := f(k) + g(k) para una pareja f,g de funciones en Uyex Ag.
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A su vez, llamaremos suma directa (externa) al subgrupo de (Iyecp Ag,+)
que consiste en los elementos f tales que f(k) # 0 tan sdlo para una cantidad
finita de k’s. Este subgrupo se denota como @, Apt

Es claro que si K es finito, entonces @, o Ax = Hrer Ag.
A menudo es mas sencillo trabajar con definiciones que resulten intuitiva-
mente seductoras, por lo que introducimos la siguiente:

Definicién 1.1.2. Sea {Ag}rex una familia de subgrupos de un grupo abeliano
G. Escribiremos G = @, ¢ Ar si y sélo si G = (Ugex Ax) y, para toda j € K,
AN (U Ay = {0}. Se usa llamarle a este grupo suma directa (interna).

Proposicion 1.1.3. Si {Ax}rex es una familia de subgrupos de un grupo abe-
liano G, entonces las siguientes son equivalentes:

. G =Dk Ar (interna).

2. Cada g € G tiene una unica expresion de la forma...

gzzak

keK

... donde ay, € Ay, las k’s son distintas, y ar # 0 tan sdlo para una
cantidad finita de k’s.

Demostracion. (1 = 2) Dado g € G, como G = (Ureg Ai) sabemos que g =
ai + ... + an, para algunos a; € Ugex Ax (1 < j < ny). Ahora bien, como G
es abeliano, podemos reacomodar esta expresion y asociarla de tal manera que
se transforme en una donde cada sumando viva en un Aj distinto, tal como
queremos. Luego, el hecho de que A; N (Ugpx;Ax) = {0} para toda j € K nos
otorga el que sea tnica.

(2 = 1) Como poseemos una representacion de cada g € G como suma de
elementos en los Ay, pasa que G = (Upex Ag). Por otro lado, dado j € K y
0 # a € Aj, la tinica representacién como suma para a es a + Zk# 0, lo que a
todas luces implica que a ¢ (Upx;Ak) y por lo tanto que A; N (Upx;Ag) es alo
més -y por eso exactamente- {0}. O

Anotamos que, como cualquier suma directa (externa) de la forma @, ., A
es isomorfa a la suma directa (interna) @, . x (Ax x I;2{0}), y a su vez cual-
quier suma directa (interna) nos arroja un isomorfismo entre ella y la suma
directa (externa) de sus sumandos, no habra mayor problema en abandonar los
apellidos “externa” e “interna” de ahora en adelante, sélo estableciendo cuando
usemos una acepciéon particular si de no hacerlo se pierde claridad. Por razones
asi, es bastante comin denotar a los elementos de una suma directa (externa)
como sumas formales de elementos en los Ay en vez de usar funciones; es de-
cir, representamos a un elemento en @, ., Ay (externa) como Y 7" | a,, con
n € N\{0} y ai, € A, para todo 1 <i <mn.

1Usaremos A @ B para representar el caso particular de la suma directa de dos grupos
abelianos. Por otra parte, hay que decir las definiciones también son validas para grupos no
abelianos.
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El paralelo que podriamos intuir entre las bases de espacios vectoriales y
la unién-de-los-sumandos-en-una-suma-directa se hara mas poderoso con los si-
guientes dos resultados, a los que recurriremos con frecuencia casi desquiciante
tanto para corroborar igualdades de homomorfismos y conmutatividad de dia-
gramas como en la definicion misma de homomorfismos para los grupos abelianos
con los que trabajaremos en el capitulo 3. De hecho, en el futuro nos referire-
mos a los elementos de la unién-de-los-sumandos-en-una-suma-directa como “los
elementos que generan” a la suma directa.

Proposicion 1.1.4. Sea {Ag}rex una coleccion de grupos abelianos y f,h :
Drcx Ax — H homomorfismos para algin otro grupo abeliano H. Entonces, si
fla, = hla, para toda k € K, se cumple que f = h.

Demostracion. Para g € @,y Ak, la proposicion anterior (1.1.3) nos arroja
que existe una expresion unica de la forma g = Zke K Ok, donde ap € Ay,
las k’s son distintas, y ar # 0 tan sb6lo para una cantidad finita de k’s. Asi

pues, f(9) = D pex flar) = D ek Plar) = h(g), con lo que conseguimos lo
deseado. O

Teorema 1.1.5 (Propiedad Universal). G = @, Ar si y sdlo si para todo
grupo abeliano H y para cada familia de homomorfismos {fi : Ax — H }rek,
existe un tinico homomorfismo ¢ : G — H? que hace que el siguiente diagrama
conmute:
i
Ayg G

fr

H

... donde iy, : A, — G es la inclusion para toda k € K.

Demostracion. Si G = @,k Ak, entonces la proposicion 1.1.3 nos garantiza
que cada g € G tiene una expresion de la forma ), .- ay tal que ay € A, las
k’s son distintas, y ar # 0 tan solo para una cantidad finita de k’s. Si definimos
¢ : G — H como ¢(g9) = > cx fr(ar), entonces el hecho de que la expresion
sea Unica nos garantiza que ¢ esta bien definida.

Por lo demés, ¢ cumple ser un homomorfismo (por construccion), claramente
hace que el diagrama conmute (también por construccion), y es tnico porque
cualquiera que haga lo mismo coincide con él por la proposiciéon 1.1.4.

Supongamos ahora que G es un grupo que satisface la propiedad requerida;
si en el diagrama establecemos a H como P, . A (externa) y tomamos las fy
como ji -las “inclusiones” sobre la suma-, entonces nuestra hipétesis nos arroja
que existe un homomorfismo ¢ : G — @, Ax tal que el siguiente diagrama

2A menudo denotamos al homomorfismo ¢ como @ x fx-
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conmuta:

Ay k G

Jk
¢
@keK A

A su vez, el “solo si” de la afirmaciéon nos garantiza la existencia de v :
@D.cx Ar — G tal que el siguiente diagrama conmuta:

Jk
Ay @keK Ay
i
G
G
Ahora bien, tenemos que 1¢ y ¥o¢ hacen que el siguiente diagrama conmute:
i
Ay, G
i
G

... por lo que la condicion de unicidad de la hipotesis nos dice que 1g = 1o ¢.
Un argumento similar nos dice que 1@%1( A, = ¢ oy por lo tanto que ¢ y
son isomorfismos e inversos uno del otro, concluyendo la prueba. O

Ejemplo 1.1.6. Sean {Ax}rex y {Bk}rex colecciones de grupos abelianos tales
que By, < Ag para toda k € K. Entonces -para el cociente de las sumas directas
de tales colecciones- se cumple que...

Drex Ak
LKB ~ P Ax/Bx.
Brex B keK
Esto se ve gracias al isomorfismo ¢ : @, ;- Ax/Br — % que extiende
€K

a la coleccion de homomorfismos...

A
{fk : Ak/Bk A G —

fk(a+Bk)=a+@Bk} )
keK

keK

Es claro que asi definido, ¢ es tal que...

0] (Z(aki +Bki)> = Zaki + @ By.

i=1 keK
Muy relacionado a lo que hemos estado viendo, pasamos a hablar sobre

un tipo de grupos abelianos detrés de cuya idea se esconde la estrategia para
construir un grupo abeliano que tenga a cualquier conjunto como “base”.
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Definicion 1.1.7. Decimos que un grupo abeliano F' es libre abeliano si y sélo
si es una suma directa de grupos ciclicos infinitos, es decir, si existe X C F tal
que todo x € X es de orden infinito y se cumple que F' = @, y (x). Al conjunto
X se le conoce como base de F.3

En este caso, la proposicion 1.1.4 y el teorema 1.1.5 (Propiedad Universal)
tienen una version valida si sustituimos la coleccion { Ay }rex por el conjunto X.
Los grupos libres abelianos tienen propiedades especiales que los ubican como
materia lucrativa de estudio. Aqui no ahondaremos en ellas, pero algunas se
pueden revisar en [13, capitulo 10, seccion 2|. En realidad, lo que realmente nos
concierne en este punto se expone en el siguiente resultado:

Teorema 1.1.8. Sea Y cualquier conjunto. Podemos asignarle a Y un grupo
libre abeliano que tenga como base a los elementos de Y .

Demostracion. Lo que vamos a hacer es identificar cada elemento de Y con el
elemento generador de un Z. Asi pues, para cada y € Y, primero definimos
(y) =={n-y|neZ},+)talque n-y+m-y:= (n+zm)-y para cualesquiera
n,m € Z. Con ello, (y) es un grupo abeliano ciclico infinito y podemos conjurar
al grupo libre abeliano F = @y@,(y). Siendo precisos, la base de este grupo
libre abeliano es el conjunto {1 -y | y € Y}, pero se usa referirse a él como
Y. O

El teorema anterior se puede generalizar un tanto y aplicarse con cualquier
grupo abeliano (G, +¢) en vez de Z. Es decir, si tomamos (y) := ({g-y | g €
G},+) tal que a-y+b-y := (a+¢b) -y para cualesquiera a,b € G, entonces nos
podemos fijar en la suma directa @, ¢y (y), la cual no cumple necesariamente
ser un grupo libre abeliano con todas las de la ley, pero sin duda es un grupo
abeliano donde podremos utilizar lo aprendido en las proposiciones 1.1.3 y 1.1.4,
asi como en el teorema 1.1.5.4

En lo que a este trabajo respecta, utilizaremos la maniobra de arriba para
construir un grupo abeliano “sobre” el conjunto ciertas funciones continuas que
entran sobre espacios topoldgicos.

1.2. Sucesiones Exactas

Existe una magnifica herramienta para el manejo de grupos y sus homo-
morfismos que viene de disponerlos como sucesiones de dominios y codominios
ligados por los homomorfismos entre ellos. Para nosotros sera importantisimo
el estudio de estas figuras, pues su aparicién y uso generalizado en la Topolo-
gia Algebraica -y en particular en la homologia singular- son responsables de

3De la definicién nos viene que podemos pensar a F' como isomorfo a una suma directa de
Z’s. No sobra anotar ademas que si tomaramos X = (), entonces convenimos que F = 0.

4En este caso particular, no estamos autorizados por las definiciones a decir que los ele-
mentos de Y son generadores o base para €D,y (y) (véase [13, capitulo 10, seccién 2]), pues
estas palabras tienen significados especificos al trabajo con grupos libres abelianos. Lo que
si haremos -y como ya hemos dicho- es referirnos a ellos como los “elementos que generan” a

@er<y>~
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gran cantidad de resultados, entre los que esta el blanco de nuestros disparos:
el Teorema de Borsuk-Ulam.

Definicién 1.2.1. Sean A, B,C grupos abelianos® ei: A = B, j: B = C
homomorfismos. Decimos que la sucesion...

415 BLc
. es exacta si y solo si ker j =im 1.

De la misma manera, podemos pensar en sucesiones exactas infinitas tales
como...

in in
e — A 2B A, A —

... donde la condicion de ezactitud se cumpla para cada par de homomorfismos
adyacentes.

Sin dar muchas vueltas sobre ello, veamos como este esquema de sucesion
ezacta puede englobar bastante informaciéon sobre los grupos y homomorfismos
que recopile, apoyando asi su nocién de conveniencia.

Proposicién 1.2.2. 1. 0 — A — B es ezacta si y solo si ker i = {0}, lo
que implica que © es un monomorfismo.

2. A -5 B 250 es exacta si y solo siim i = ker j = B, lo que implica que
i es un epimorfismo.

3. 00— A —5 B — 0 es exacta si y sélo si i es un isomorfismo.

40— A -5 B -1 C—0 es evacta si y solo si i es monomorfismo y j
es epimorfismo, de manera que el hecho de que im i = ker j nos implica
a parte que C = B/im i, donde im i = A.

Demostracion. Los primeros dos incisos caen por definicion. El tercero consiste
en juntar la fuerza de los primeros dos, mientras que el cuarto se tiene por
teoremas de isomorfismo. O

Como un ejemplo del trabajo con sucesiones exactas, apuntaremos un tipo
particular de éstas que sin duda es de “alta rentabilidad”, aunque nosotros lo
usaremos mas bien poco.

Definicién 1.2.3. Sea 0 — A —» B —25 C' — 0 una sucesion ezacta de
grupos abelianos. Decimos que la sucesion se escinde (splits en inglés) si y
solo si existe un endomorfismo ¢ : B — B tal que ¢ es idempotente (¢? = ¢) y
tal que ker j =im 1 = ker ¢ ¢ ker j = im i = im ¢. En este sentido, a ¢ se
le llama -a falta de una traduccion apropiada- un splitting de la sucesion en
cuestion.

5Nuevamente, ésta es una definicién que no requiere el hecho de que los grupos sean
abelianos.
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Notemos que si ¢ es un splitting de 0 — A B0 — 0, entonces
(1 — ¢) también lo es, pues por un lado se tiene que (1p — ¢) es idempotente
en tanto...

(15 = ¢l([1z = ¢l(0)) = [15 — ¢|(15(b) — ¢(b)) = [15 — ¢|(15(D)) — [15 — ¢|(4(b))
=b—(b) = ¢(b) + ¢*(b) = b— ¢(b) = [15 — ¢](b)

... para toda b € B.

Por el otro, es cierto que ker (1g — ¢) = im ¢ y que ker ¢ =im (1 — ¢);
la primera igualdad se obtiene por doble contencion en tanto ker (1 — ¢) =
{be B |b=o(b)} Cim é nos dauna, y [ — G(¢(1) = $(b) — 6*(t') =
d(b')—¢(b') = 0 nos da la otra; la segunda igualdad se tiene pues ¢([1p—¢](b)) =
(b — ¢(b)) = ¢(b) — ¢*(b) = 0 nos muestra la contenciéon derecha mientras que
el hecho de que ¢(b) = 0 implique que b = b — ¢(b) = [1p — ¢](b) revela la
izquierda.

A continuacién, trabajamos un par de proposiciones que nos permiten ca-
racterizar cudndo una sucesion exacta se escinde:

Proposicion 1.2.4. La sucesén exacta de grupos 0 — A B-L0o-—o0
se escinde si y solo si B= A® C.

Demostracion. (=) Supongamos que ¢ es un splitting para la sucesion en cues-
tién, entonces la nota tras la definiciéon 1.2.3 nos ayudard a probar que B =
ker ¢ ®im ¢ a continuacion:

Como ker ¢ = im (1p — ¢), el hecho de que para cada b € B, b = [l —
@](b)+ ¢(b) nos implica que la union de ker ¢ y im ¢ generan a B; por otro lado,
como im ¢ = ker (1 —¢) ={b € B | b= ¢(b)}, entonces b € im ¢ Nker ¢ =
ker (1g —¢)Nker ¢ siy sélosi b =0, con lo que, y gracias a la definicion 1.1.2,
tenemos precisamente que B = ker ¢ ® im ¢.

Ahora bien, suponemos que ker ¢ = im i (si no se diera esta igualdad,
entonces sustituimos ¢ por (1 — ¢)) y vemos que {0} = im ¢ Nker ¢ =
im ¢Nim i = im ¢Nker j,y por lo tanto que j : im ¢ — C es un monomorfismo.
Pero inlcuso maés, pues si consideramos que j : B — C' es un epimorfismo y que
B & ker ¢ ®im ¢ = ker j@im ¢, entonces j es de hecho un epimorfismo entre

J
im ¢y C. Con estos dos resultados, tenemos que im ¢ = C'y consecuentemente
que B ker p@im g =imi®im ¢ =im i dC = A@ C -donde el ultimo
isomorfismo se tiene a cuenta de que i es monomorfismo®. O

Proposicién 1.2.5. $i0 — A — B -1 C — 0 es una sucesion ezacta de
grupos abelianos, entonces las siquientes son equivalentes:

1. Eziste un homomorfismo inverso izquierdo s : B — A de i.

SEn la cadena de isomorfismos apuntada, estamos usando aparte algo facil de anticipar, y
es el hecho general de que si A= C y B= D, entonces A@ B~ C @& D via el homomorfismo
que extiende a los isomorfismos hipéteticos segun la Propiedad Universal de las sumas directas
(teorema 1.1.5).
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2.0 — A% B2y C—50 se escinde.
3. Euxiste un homomorfismo inverso derechot: C — B de j.

Demostracion. (1 < 2) Supongamos que existe s : B — A tal que soi =14. Si
definimos ¢ := i o s, entonces tenemos que ¢ es un endomorfismo de B tal que
¢?> = (ios)o(ios)=(io(soi))os=(iolg)os=1ios=¢,loquenos dice
que es idempotente. Por otro lado, vemos que como s es inverso izquierdo de 4,
im s = Ay por tanto im ¢ = im (i o $) = im i|im s = im i, de forma que ¢ es
un splitting.

Inversamente, si suponemos que la sucesiéon establecida se escinde con un
splitting ¢ y pensamos, sin pérdida de generalidad, que la igualdad que se cumple
es im i = ker ¢ (de no ser asi usamos a (1 — ¢)), entonces la prueba de la
proposicion anterior (1.2.4) nos dice que B = im i ®im ¢. Definimos s : B — A
de la siguiente forma: dada b € B, s(b) = a donde b = i(a) + ¢(b') para algin
b’ € B. Observamos que s esta bien definida pues la representacion en sumandos
es Unica (proposicion 1.1.3) y se cumple que es el inverso izquierdo de ¢ por
construccion.

(3 & 2) Supongamos que existe t : C — B tal que jot = 1¢, entonces
¢ :=toj es idempotente por un argumento similar al de la prueba de (1 = 2).
A parte, reconocemos que ker ¢ = ker j segun el siguiente razonamiento: es claro
que ker j C ker ¢, y probaremos la otra contenciéon por reducciéon al absurdo.
Supongamos que existe b € B tal que ¢(b) = [t o j](b) = 0 y tal que j(b) # 0;
como t es inverso derecho de j, por un lado se tiene que [j o t](j(b)) = j(b) # 0,
pero por el otro tenemos que [j o t](j (b)) = j([t o 5](b)) = j(0) = 0, con lo que
hemos alcanzado una contradiccion. Asi pues, ker ¢ C ker j y se cumple la
igualdad, de manera que ¢ es un splitting.

Para el caso inverso, suponemos sin pérdida de generalidad que ¢ es un
splitting para la sucesion en cuestion tal que im i = ker ¢ (de no ser asi usamos
a (15 —¢)). Es nuevamente la prueba de la proposicion 1.2.4 quien nos recuerda
que im ¢ resulta ser isomorfo a C' via precisamente j. En esta linea, definimos
t:C — im ¢ C B como t(c) = j7!(c) y se cumple el requerimiento por
construccion. O

Cabe comentar que a s y ¢t como en la proposicién anterior también se les
suele llamar splitting de la sucesion que se escinde, nombre que queda justificado
por la equivalencia probada.

1.3. Acciones de Grupo

En esta seccién, los grupos que utilicemos no se tomaran necesariamente
abelianos.

Definicion 1.3.1. Sea G un grupo y X un conjunto. Una accion de G sobre
X es una funcion ¢ : G x X — X tal que...

" ¢(gv ¢(h,$)) = ¢(gh,$)
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w O(l,2) =z

En este sentido, decimos que G actia sobre X via ¢ (o simplemente que G
actia sobre X ) y que X es un G-conjunto. Para algin g € G y x € X, se usa
denotar al elemento ¢(g,x) como gx, de forma que las condiciones anteriores
se apuntan de la siguiente forma:

- g(he) = (gh)z.
n lz =2

Si G actia sobre X, digamos via ¢, entonces para cada g € G, podemos
definir una funciéon f, : X — X tal que f,(z) = gzr. Afirmamos que f; es
una biyeccién, pues es inyectiva en tanto si f,(z) = f4(y) para z,y € X, se
tiene entonces que x = lz = g~ lgz = g7 (gz) = g7 (fy(2)) = g7 (f,(v)) =
g gy) = g9~ 'y = 1y = y; por otro lado, vemos que es suprayectiva al darnos
cuenta de que para cada x € X, fy(¢97'z) = g(¢g7'z) = g9~ 'z = 1z = z.
Por motivos asi, siempre que nos queramos referir a la permutacion que algin
elemento g € G defina en un G-conjunto X, la representaremos con el mismo
término g, es decir, g € G induce una biyeccién g : X — X. De todo esto
resulta natural pensar que la “inversa” de g (como funcién) es la inducida por
el elemento g~! y que el elemento 1 induce la biyeccién identidad.

Una manera alternativa que tenemos para describir las acciones de grupo es
mediante homomorfismos de un grupo dado G sobre el grupo de permutaciones
(bajo la composicion) Sx de un conjunto X. Es decir, si ¢ es una accion de G
sobre X tal como definida arriba, entonces podemos inducir un homomorfismo
® : G — Sx tal que ®(g) = g, con g la funcion inducida por el elemento g a
través de la accion ¢ segun lo anotado en el parrafo anterior; ® es ciertamente
un homomorfismo a razon de que ®(gh)(z) = gh(z) = g(hz) = g(h(z)) =
[g0 h](x) = [®(g) o B(R)](x).

Asimismo, si G es un grupo cualquiera y existe un homomorfismo ¥ :
G — Sx, entonces podemos pensar en la accion ¥ : G x X — X dada
por ¥(g,z) = ¥(g)(z), que cumple ser una acciéon de G sobre X en virtud
de que (g, ¥(h,z)) = ¥(g)(P(h,x)) = V(g)(¥(h)(x)) = [¥(g) o ¥(h)](z) =
W(gh)(z) = 1(gh, x) y de que ¥(1,) = U(1)(x) = 1x(z) = .

Definicion 1.3.2. Si X es un G-conjunto y x € X, entonces el conjunto
{gx | g € G} se conoce como la érbita de x bajo la accion de G y se le denota
como Gz.

Proposicion 1.3.3. El conjunto {Gz | = € X} es una particion para X .

Demostracion. Para z,y € X, supongamos que Gx N Gy # () y llamemos z
a un elemento en Gx N Gy -tal que z = g1x = g9y para algunos g1,g9> € G.
Entonces, si w € Gx con w = gox para algin gy € G, se tiene que w = gox =
90(97 " 929) = (9097 '92)y, con lo que w € Gy y Gz C Gy. De manera analoga,
podemos comprobar que Gy C Gz y con ello que Gx = Gy.

A su vez, la union de todas las orbitas es ciertamente X, pues para todo
r € X, lx € Gx, en vista de lo cual la proposicién es cierta. O
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Si bien nos encontramos en un capitulo de “preliminares algebraicos”, hay que
discutir -mafniosamente- el caso en que los “conjuntos cualesquiera” son espacios
topologicos.

Definicion 1.3.4. Sea G un grupo. Diremos que la pareja (G,7q) es un grupo
topologico si y sdlo si 7 es una topologia para G que hace continuas a las
siguientes funciones:

= G XG—= G con-(x,y) =y,
« LG = G con Hz) =27t

Definicién 1.3.5. Sea G un grupo topoldgico y X un espacio topoldgico. Una
accion de G sobre X es una funcion continua ¢ : G x X — X tal que...

= g(ha) = (gh)a.
n lz=1.

En este sentido, decimos que G actia sobre X via ¢ (o simplemente que G
actia sobre X ) y que X es un G-espacio.

Es claro que si X es un G-espacio, entonces las funciones inducidas por los
elementos de G, a las que hemos denotado como g : X — X (g € G), resultan
continuas y por lo tanto homeomorfismos.



Capitulo 2

Preliminares Topolbgicos

2.1. Conexidad, Convexidad y Compacidad

No es de extranar que arranquemos hablando sobre estas tres cualidades
de los espacios topologicos usuales, estando ellas tan ligadas a la “forma” con
que éstos se presentan en nuestra imaginacion. Son conceptos relativamente ele-
mentales que no abordaremos con la profundidad alcanzable porque significaria
desviarnos del proposito de esta tesis. Tras dedicarnos a las definiciones perti-
nentes, resumiremos los pocos resultados que le den a nuestros trazos posteriores
cimiento claro y serio.

Unas notas antes de empezar: si X y Y son homeomorfos, lo denotaremos
como X =~ Y. A su vez, si X es un espacio métrico, representaremos la bola
abierta de radio € alrededor de z € X como B.(z), mientras que usaremos el
simbolo 1x para identificar a la identidad topolégica de X en X. Para A C X,
el interior de A sera marcado int(A), su cerradura X, y su frontera Fr(A).

Definicion 2.1.1. Un espacio topoldgico X es disconexo si y sdlo si existen
dos abiertos A, B # () tales que ANB =0 y X = AU B. Senalamos que a la
pareja (A, B) se le dice, consecuentemente, disconexion de X. Por otro lado
y sin sorpresas, decimos que X es conexo si y solo si X no es disconexo. A su
vez, un subconjunto Z C X se dice conexo si y solo si es conexo como subespacio
de X, es decir, con la topologia heredada.

Ejemplo 2.1.2. El intervalo cerrado I = [0,1] es conexo.

Esto se ve si suponemos que existe una disconexion (A, B) de I tal que
(sin pérdida de generalidad) 1 € B. Lo tltimo nos implica que el supremo de A
sup(A) # 1, pues B es abierto y 1 tiene un abierto alrededor de él completamente
contenido en B. Asi pues, 0 < sup(A) < 1 y cualquier abierto alrededor de
sup(A) intersecta tanto a A como a B, de manera que sup(A) no puede vivir ni
en el abierto A ni en el abierto B y por lo tanto AU B # I.

Proposicion 2.1.3. Los siguientes enunciados son equivalentes:

11
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1. X es conexo.
2. Los 1nicos abiertos y cerrados en X son X y (.
3. No existe una funcion continua suprayectiva f : X — {0, 1}.

Demostracion. Las tres implicaciones serdn probadas por contrapositiva:

(1 = 2) Supongamos que existe un subconjunto no vacio A # X abierto y
cerrado en X; entonces (A, X\ A) es una disconexiéon de X.

(2 = 3) Supongamos que existe f : X — {0,1} continua y suprayectiva,
entonces f~1[0] # 0, f71[0] # X y se cumple que f~1[0] es abierto y cerrado en
X, pues 0 es abierto y cerrado en {0,1} y f es continua.

(3 = 1) Si existe una disconexion (A, B) de X, entonces definimos f : X —
{0,1} como f(z) =0sixz € Ay f(x) =1siz € B, la cual esta bien definida
(porque se “pega bien”), es continua (es un caso particular de la extension de
funciones continuas -véase [4, capitulo III, seccion 9]-) y suprayectiva. O

Proposicion 2.1.4. Si X es un espacio conexo y f : X — Y es una funcion
continua, entonces f[X] es conexo en'Y.

Demostracion. Supongamos que f[X] no es conexo. Por la proposicién anterior
(2.1.3), existe una funcién continua y suprayectiva g : f[X] — {0, 1}, pero eso
implicarfa que go f : X — {0,1} fuera continua y suprayectiva, con lo que X
no serfa conexo a raiz de la misma proposiciéon 2.1.3. O

Definicion 2.1.5. Sea X un espacio topolégico. Una coleccion de abiertos
{Ua}acs se dice cubierta abierta de X si y sélo si para toda x € X, existe
Ua, € {Ua}tacs tal que x € Uy, .

Proposicion 2.1.6. Si X es conexo y {Uy}acs €s una cubierta abierta de
X, entonces cualquier par de puntos x,w € X se puede conectar por una ca-
dena finita de elementos de {Uy}acy. Es decir, existe una subcoleccion finita
{Ua; }1<i<n € {Ua}acs tal que © € Uy, w € Uy, y Un, NUy,,, # 0 para toda
1<i<n-1.

i+1

Demostracion. Sea x € X y sea Z el conjunto de todos los puntos que se pueden
conectar con z por alguna cadena finita de elementos de {U, }ocs. Entonces Z es
la unién de los elementos de todas las cadenas finitas que cumplen que z € Uy,
-que son abiertos- y por lo tanto es un abierto en X.

Ahora bien, si z € Z, entonces existe U, € {U,}acs talque z € U, yU,NZ #
. Sea b € U, N Z, entonces existe una cadena finita {Uy, }1<i<n, C {Uatacs
talque x € Uy, y b € Uan,,; asi pues, Uanb NU. # 0 y la cadena {Us,, }1<i<n,+1
tal que Uanb+1 = U, es finita y conecta a = con z, de manera que z € Zy Z es
cerrado.

Con esto, tenemos que Z es un abierto y cerrado no vacio (z € Z) de un
conexo X, lo que implica que Z = X en virtud de la proposiciéon 2.1.3. O
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Definicion 2.1.7. Un espacio topoldgico X es conexo por trayectorias siy
sdlo si para todo par de puntos x,z € X existe una funcion continua f : [0,1] —
X tal que f(0) =2 y f(1) = z. A tal funcion la llamamos trayectoria (de = a

Proposicion 2.1.8. Si X es conexo por trayectorias, entonces X es conezo.

Demostracion. Procedamos por reduccion al absurdo. Supongamos que X es
conexo por trayectorias y que existe una disconexion (A, B) de X. Si f es la
trayectoria de a a b para un par de puntos tales que a € A y b € B, entonces
(f71[A], f~Y[B]) serfa una disconexién de [0, 1], lo que es una contradiccion al
recordar nuestro ejemplo 2.1.2. O

Es claro, por ejemplo, que si X es conexo por trayectorias y existe h: X — Y
continua y suprayectiva, entonces Y también es conexo por trayectorias, pues
para cada y1,y2 € Y (con z1,29 € X tales que h(z1) = y1 y h(x2) = y2), se
cumple que la trayectoria de x; a zo compuesta con h es una trayectoria de y;
a Yo.

Definicion 2.1.9. Un espacio topoldgico X se dice localmente conexo (lo-
calmente conexo por trayectorias) siy solo si para cada punto x € X y U
abierto tal que x € U, existe un abierto V' conexo (conexo por trayectorias) tal
quex €V CU.

Definicién 2.1.10. Dado un punto x € X, el subconjunto conexo (conexo por
trayectorias) mds grande -en el sentido de la contencion- de X alrededor de x
es llamado componente (componente conexa por trayectorias) de x en
X.

A la luz de la definicion anterior, observamos que las componentes (compo-
nentes conexas por trayectorias) de un espacio X counstituyen una particién de

X.

Proposiciéon 2.1.11. Si X es localmente conexo por trayectorias, entonces X
es conexo si Yy solo si X es conexo por trayectorias.

Demostracion. El regreso esta probado con generalidad en la proposicién 2.1.8.
La ida se da por la proposiciéon 2.1.6 de la siguiente manera: para un par de
puntos x,y € X, tomamos la cubierta de X formada por los abiertos localmente
conexos por trayectorias alrededor de cada punto en X; luego conectamos a x con
y mediante una cadena finita de elementos de la cubierta y reparametrizamos
las trayectorias entre & y puntos cuidadosamente escogidos en las intersecciones
de los elementos de la cadena hasta obtener una trayectoria de x a y. O

Dejemos un poco de lado la introduccion de la conexidad para concentrar
esfuerzos en apuntalar aquélla alrededor de la converidad.

Definicion 2.1.12. Un subconjunto C' de R™ se dice convexo si y sdlo si para
cada par de puntos x,y € C, el segmento de recta entre ellos queda completa-
mente contenido en C, es decir, {(1—t)z+ty |0<t <1} CC.
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Corolario 2.1.13. Todo C C R"™ convexo es conexo por trayectorias.

Demostracion. Dados z,y € C, la funcion f[0,1] — C dada por f(t) = (1 —
t)x + ty es continua y es tal que f(0) =z y f(1) =v. O

Antes de proseguir, apuntamos que para p+1 puntos vy, ..., v, € R", se cono-
ce como combinacion conveza de ellos a cualquier punto de la forma > 5_ \v;
talque 0 < \; <lparatoda0<i<py>? A\ =1

Observamos a su vez que si C' C R™ es convexo, entonces tiene a todas las
combinaciones convexas de sus puntos; es decir, para toda m € IN, las com-
binaciones convexas de {¢;}o<i<m € C se quedan en C. Esto se prueba por
induccion sobre m de la siguiente forma: el caso m = 0 es sencillo de apreciar;
luego, si suponemos que sucede para las combinaciones convexas de m puntos,
probamos que también ocurre para las de m + 1 puntos al ver que, si A\, # 1,
entonces...

m m—1 m—1
Z )\’ici = Z )\ici + Amcm = (1 - >\m) Z (]-_)\i)\)ci + A’mcm
i=0 i=0 i=0 m

... donde el hecho cierto de que Z::Ol (1_)‘7/\) = % = 1 nos garantiza con la

hipétesis de induccién que ZZ_OI (lf)\iin)ci € C y por lo tanto que el segmento
(1= An) Z;i?)l (17’\7)\)61 + AmCmn también. Si por otra parte suponemos que

Am = 1, entonces la combinacién es solamente c¢,,, ya tomado en C.

Definicién 2.1.14. Dados p + 1 puntos vy, ..., v, € R", llamamos casco con-
vexo de {vp,...,vp} al conjunto de todas las combinaciones convezas de esos
puntos. Por ponerlo en simbolos “comprensivos”, nos referimos al conjunto...

P P
(E:Z)\ﬂ}z, Z)\Z:]., 0<)\2<1}

=0 =0

Para cada x € Hyy, .. 0,1, llamamos coordenadas baricéntricas de x a
los coeficientes \; en la combinacion convexa que determina al punto.

Proposicion 2.1.15. Para un conjunto de p + 1 puntos {vo,...,v,} C R"™, su
casco convero es el subconjunto convexo de R™ mds pequenio (en el sentido de
la contencidn) que lo contiene.

Demostracion. Solamente nos falta revisar que Hyy, . o} es en efecto convexo,
pues sabiendo esto, la nota previa a la definicién 2.1.14 nos cerciorara de la
certeza de la afirmacion.

Asi pues, dados z,y € Hyy,... v} cOn T = D0 (N0 ¥y = Db [V,
sabemos que, para toda 0 <t < 1...

1-tz+ty=(1-1) (i )\i’Uz‘) +t (i Mi’%‘) = i((l — A +tp)vi

=0 =0
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..donde Y (1=t)Ai+tp) = (1—t) g X))+t (Vi) = (1—t)+t =1,
lo que significa que (1 — t)z + ty es de hecho una combinacion convexa de los
puntos en {vg,...,v,} y por lo tanto vive en H{v....,v,}, asegurandonos el hecho
de que éste es convexo. O

Definicion 2.1.16. Decimos que A C R"™ tiene forma de estrella si y sdlo
si existe un punto ag € A, al que llamaremos centro, tal que para todo a € A
el segmento (1 —t)ag +ta (0 <t < 1) queda completamente contenido en A.

Es suficientemente claro, entonces, que todo subconjunto convexo de R"
tiene forma de estrella, pues cualquier punto en él funciona como centro.

A continuacion, veremos ciertas nociones relacionadas a la idea de afinidad
en una acepcién que nos convendra mucho por su relaciéon con la dimensiéon de
los cascos convexos de puntos en R™.

Definicion 2.1.17. Liamamos a A C R™ un hiperplano si y sélo si es tras-
lacion de algin subespacio vectorial V de R™. En este sentido, diremos que la
dimension (lineal) de A es la de V.

Definicién 2.1.18. Dados p+ 1 puntos vy, ...,vp, € R", diremos que son afin-
mente independientes si y sdlo si el conjunto de vectores {v;—vg | 1 <i < p}
es linealmente independiente. Cabe mencionar que la definicion también es vd-
lida si anclamos los vectores en cualquier vj con 0 < j < p.

Si tomamos p+ 1 puntos vy, ..., v, afinmente independientes en R"™, entonces
su casco convexo Hy,g . 1 no puede vivir en ningin hiperplano con dimension
lineal menor que p.

Ahora bien, la definicion de casco convezo (2.1.14) nos arroja que éste si vive
en un hiperplano p-dimensional y que es vg+W con W = ({v; —vg | 1 <i < p})
(generado lineal) ya que, para todo x € Hyy, ... 0,) cOnz = P o Aivi, se cumple
quez = (1=  N)vo+ D Nivi =vo+ >y Ni(v; — vp).

Definicién 2.1.19. Sea C' C R™ convezo. f : C — R"™ se dice funcion afin si
y solo si f((1—t)z+ty) = (1 —t)f(z) +tf(y) para todo z,y € C y0 <t < 1.}

Observemos que toda funcién afin f : C' — R" es tal que si d es una combina-
cion convexa de elementos de C de la forma Z?go Aici (con A, # 1 sin pérdida
de generalidad), entonces f(d) = f (3" Xici) = Yivt Aif(¢;), 1o que sucede

gracias a que f (>0 Nie;) = f ((1 — Apy) St ﬁmd)q + /\mdcmd>7 con
lo que la observacion se tiene por induccion justo como cuando vimos que en un
convexo viven todas las combinaciones convexas de sus puntos.

En este momento, pasaremos a revisar de manera muy somera el concepto
primordial de compacidad.

Definicion 2.1.20. Sea {U,}acs una cubierta abierta de un espacio X. Una
cubierta abierta {Vg}ger se dice refinamiento de {U,}acs si y sdlo si para
todo B € K existe o € J tal que Vg C U,. En este sentido, también podemos
decir que {Vs}ger refina a {Uy}tac.

1Si ademas f es continua, entonces la llamaremos aplicacion afin.
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Resulta bastante natural convencerse de que para toda cubierta abierta de
algiin espacio topologico siempre existe una cubierta de basicos que la refina.

Definicion 2.1.21. Si X es un espacio topoldgico, decimos que X es compacto
si y sdlo si toda cubierta abierta {Uqy}acs de X admite una subcubierta finita.
Consecuentemente, decimos que A C X es compacto si y solo si es compacto
con la topologia heredada como subespacio.?

Proposicion 2.1.22. Si X es compacto y f : X = Y es continua, entonces
fIX] es compacto en Y .

Demostracion. Sea {Va}aes una cubierta abierta de f[X]. Es facil ver que
{f~Y[Va]}aes es una cubierta abierta de X que admite una subcubierta finita
en vista de que X es compacto. Sea {f~'[V,,]}1<i<n tal subcubierta. Entonces
afirmamos que {Vg, }1<i<n €s una subcubierta finita de f[X], pues para toda
y € f[X] con y = f(x) para alguna z € X, existe un 1 < j < n tal que
z € f7[V,,], lo que inmediatamente implica que f(z) =y € V,,. O

Hay un conocido teorema que afirma que un espacio métrico es compacto si
y s6lo si es completo y totalmente acotado. Por otro lado, un resultado similar
-y muy famoso- nos otorga condiciones necesarias y suficientes para que un
subconjunto de R™ sea compacto. A continuacion, enunciamos dicho resultado,
que dejaremos sin probar pero cuya prueba se puede encontrar en cualquier libro
de analisis o de calculo.

Teorema 2.1.23 (Heine-Borel). A C R™ es compacto si y sélo si es cerrado y
acotado. O

Estudiemos un par de ejemplos que nos serviran més adelante:

Ejemplo 2.1.24. HﬁeJ Xg es compacto si y solo si Xg es compacto para toda
Bed.

Maés conocida como el Teorema de Tychonoff, esta afirmacion se prueba -de
ida- usando la continuidad de las proyecciones junto con la proposicion 2.1.22,
y -de regreso- usando el Lema de la Subbase de Alexander o con propiedades
de filtros y ultrafiltros, como se puede ver en [4, capitulo XIJ.

Ejemplo 2.1.25. El intervalo I = [0,1] es un subconjunto compacto de R, lo
que se tiene gracias al Teorema de Heine-Borel (teorema 2.1.23).

2.2. Espacios Cociente y Adjunciones

Para un espacio topologico X, un conjunto Y y una funcién suprayectiva
g: X — Y, existe una astuta manera de darle a Y una topologia que haga a g

2Existen muchas equivalencias de que un espacio sea compacto, siendo de las mas comun-
mente mencionadas el hecho de que cualquier familia de cerrados de X con la propiedad de la
interseccion finita tenga interseccién distinta del vacio y el que cualquier red en X tenga un
punto de acumulacion en X. Véase [4, capitulo XI].
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continua, y toca dedicar un espacio de nuestro trabajo a la presentaciéon de esta
topologia y algunas de sus propiedades por lo mucho que las emplearemos.

Definicion 2.2.1. Sea X un espacio topoldgico, Y un conjunto y g : X —Y
una funcion suprayectiva. Definimos la siguiente topologia en Y :

T, ={VCY | g_l[V] es un abierto de X},

la cual es conocida como la topologia cociente de Y inducida por g. A su
vez, diremos que Y es un espacto cociente de X cuando tenga esta topologia
y que g : X — Y (ciertamente continua) es una funcion cociente o una
identificacion.

Debemos corroborar que la definicion anterior tiene sentido, es decir, hay
que observar que 74 es de hecho una topologia. Esto es claro porque g L0 =0,
g Y] = X y “sacar imagen inversa” se “comporta bien” con las uniones e
intersecciones, lo que es otra forma de decir que la imagen inversa de una unién
(interseccion) es la union (interseccion) de imagenes inversas.

Por otro lado, si F' es cerrado en Y con la topologia cociente, entonces g~ [F]
es cerrado en X gracias a que “sacar imagen inversa’ se comporta bien con “sacar
complemento”.

Asimismo, su definicién otorga que 7, es la topologia mas grande (en el
sentido de la contencion) que hace a g continua.

Por motivos de cortesia, advertimos de una vez que usaremos los términos
funcion cociente e identificacion indistintamente.

Proposicion 2.2.2. Para espacios topoldgicos (X, 7x) y (Y,7v), sig: X =Y
es continua, abierta (o cerrada) y suprayectiva, entonces g es una identificacion.
Es decir, Ty = 4.

Demostracion. Como g es continua, Ty C 74. Veamos la otra contencion: dado
V € 74 , sabemos que g [V] € 7x y que, como g es suprayectiva y abierta,
entonces V = g[g~![V]] € Ty, con lo que hemos terminado.

Si por otra parte suponemos que g es cerrada, la prueba corre similarmente
usando complementos de cerrados. O

Proposicion 2.2.3. Sig: (X,7x) — (Y,7y) es una funcion continua y su-
prayectiva, entonces es también una identificacion si y solo si para cada espacio
topoldgico (Z,7z) y cada funcion [ : (Y,17v) = (Z,7z2), la continuidad de fog
implica aquélla de f.

Demostracion. Para la suficiencia, suponemos que g es una identificacion (7y =
74) ¥ que f o g es continua; asi pues, para un abierto W € 7z, ¢! [f[W]]
[fog]*[W] € 7x, pero por definicion de 7,4, esto significa que f~1[W] € 7, = 7y
y que por lo tanto f es continua.

La necesidad nos pide probar que 7, = 7y, para lo cual veremos que (Y, 7v) =~
(Y, 74) usando nuestra hipotesis. Tomemos pues a (Y, 7,) como el (Z,77); en-
tonces, tenemos que ly og : (X,7x) = (Y, 7v) — (Y, 7,) es continua y por lo
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tanto que 1y es continua. Ahora bien, 13" o g : (X,7x) — (Y,7,) = (Y, 7y)
es continua porque coincide con g, por lo que la suficiencia nos dice que 1;1 es

I
continua y asf que (Y, 7y) = (Y,7g). =

Lema 2.2.4 (Transgresion). Sea g : X — Y wuna identificacion y h : X — Z una
funcion continua. Si h es constante en las fibras de g, la funcion hg=':Y = Z
tal que hg=1(y) es el vinico punto en h[g~[y]] estd bien definida, es continua y
hace que el siguiente diagrama conmute:

Z

Demostracion. hg~' esta bien definida pues por hipotesis h es constante en las

fibras de g y asf el conjunto h[g~![y]] es unitario.

Para ver que hace que el diagrama conmute y que es continua, nos fijamos en
que, como z esta en g~ ![g(x)] para toda = € X, entonces h(z) = hg~!(g(z)) =
[hg=1 o g](z) y asf hg~! a todas luces hace que el diagrama conmute y resulta
continua por la proposicién 2.2.3 (hg~! o g es continua). O

Hasta ahora, podria parecer un tanto extrano el apellido cociente de la topo-
logia que hemos estado estudiando, pero esperamos que esa extraneza se disipe
con lo que diremos en las siguientes proposiciones.

Proposicion 2.2.5. Si R es una relacion de equivalencia sobre un espacio
(X,7x) y construimos una topologia Tx /g sobre el cociente (algebraico) X/R
tal que...

mxr={U S X/R| | JU € 7x}

. entonces Tx/r = Tp, donde T, es la topologia cociente inducida por la proyec-
cion candnica p: X — X/R.

Demostracion. Siprocedemos intentando probar una doble contencién, entonces
ambas se cumplen porque dado un subconjunto O € 7x,g, p~*[0] = JO. O

Ejemplo 2.2.6. Si R es la relacion de equivalencia sobre S™ dada por x L2 si Y
sdlo si z=x 6 z = —x (la antipoda), entonces se define el espacio proyectivo
n-dimensional RP™ como el cociente S™/R con la topologia cociente inducida
por la proyeccion canonica.

Ejemplo 2.2.7. Dado un espacio X y A C X, es muy frecuente pensar en el

cociente X /T con T la relacion de equivalencia dada por x L2 si y solo si z =x
6 x,z € A, donde lo que se estd haciendo es “colapsar” a A a un solo punto.
Se usa denotar al espacio cociente que resulta de dotar a X/T con la topologia
cociente inducida por la proyeccion candnica como X/A.
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Proposicion 2.2.8. Sig: X — Y es una identificacion y R es la relacion de
equivalencia dada por x1 ~ x5 si y solo si g(x2) = g(x1), entonces (X/R,1,) ~
(Y, 74) (donde 1, es la topologia cociente inducida por la proyeccién candnica
p: X = X/R).

Demostracion. Como g es una identificacion, p es continua y p es constante en
las fibras de g (por definicion de R), el lema de la Trangresion (lema 2.2.4)
nos garantiza la existencia de una funcién continua pg~' tal que el siguiente

diagrama conmuta:

p _
l pg~!

X/R
Ahora bien, como p es una identificacion, g es continua y g es constante en
las fibras de p, el lema de la Trangresion (lema 2.2.4) nos garantiza la existencia
de una funcién continua gp~—' tal que el siguiente diagrama conmuta:

x 2 x/R
g

l gp~!

Y

A parte, se cumple que [gp~' opg™!] =1y y que [pg~t o gp~!] = 1x /g, por

lo que (X/R,1,) = (Y,74) y hemos terminado. O

Asi pues, gracias a la proposicion anterior, tenemos que todo espacio cociente
es homeomorfo a cierto cociente (algebraico) con la topologia cociente inducida
por la proyeccién canoénica, con lo que de alguna manera hemos “justificado” los
nombres de lo que hasta ahora hemos visto en esta seccién.

Para terminar, cambiemos s6lo un poco de rumbo para tratar un ejemplo
especifico de un espacio cociente que usaremos después.

Definicion 2.2.9. Sea {X,}ocs una coleccion de espacios topoldgicos. Defini-
mos su suma topoldgica como la union |J,c ; Xo x {a} con una topologia T
tal que U sea abierto si y sélo si U N X, x {a} es abierto para toda o € J.
Denotamos a este espacio como +q4cjXq-

Directo de esta definiciéon vemos que, en una suma topologica, B seré cerrado
si y solo si BNX, x {a} es cerrado para toda o € J. A parte, anotamos que los
espacios que forman la suma son abiertos y cerrados en la topologia 7 al ser
disjuntos dos a dos, razéon por la que también “conservan” su misma topologia
al restringir nuestra mirada sobre alguno de ellos.

Ejemplo 2.2.10. Sea {X, }acs una coleccion de espacios topoldgicos no vacios
Yy To € X4 para toda o € J. Entonces definimos la cuna de ellos como el

espacio cociente +aeJXa/ +acJ To. Denotamos a este espacio como \/aeJ Xa-
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Ejemplo 2.2.11. Sean X,Y dos espacios topoldgicos y X +Y su suma topo-
logica. Para A C X cerrado y f : A = Y continua, definimos una relacion de

equivalencia R sobre X +Y tal que para cualesquiera u,v € X +Y, u By si Y
sdlo si se cumple una de las siguientes:

= u=uv.
sucA,veY yflu)=w.
mveAueY y f(v) =u.

= u,v €Ay fu) = f(v).

Entonces, el espacio cociente (X +Y)/R se denomina adjuncion de X a
Y wia f, y se denota como X Uy Y. En esta linea, a f la llamamos aplicacion
de adjuncion.

Como su nombre lo indica, una adjuncidn de algin espacio a otro se refiere
a “pegarlos” juntos a través de un subconjunto cerrado del primero y una fun-
cion continua al segundo, identificando los puntos del subconjunto cerrado con
sus imagenes. Cuando hablemos un poco de los CW-complejos celulares, estas
definiciones se alzaran llenas de utilidad.

No esta de mas hacer referencia a la topologia que hemos denotado como
T4; ella es un caso particular de algo que se conoce como topologia débil para
una unién de espacios topologicos, un concepto que nuevamente aparecera con
los CW-complejos celulares.

2.3. Homotopia y Grupo Fundamental

La idea de la homotopia surge, como casi todo en Topologia, de la pregunta
eterna de cuando dos espacios se parecen. Con la creciente fuerza que cobra-
ba la palabra homeomorfismo a este respecto, y al ver que era relativamente
complicado darse cuenta si ciertos espacios eran o no homeomorfos, surgieron
a través del tiempo nuevos mecanismos y pericias para pulir las comparacio-
nes. Uno de ellos, efectivisimo, es precisamente la teoria de Homotopia. En esta
seccion hablaremos sobre ella casi laconicamente por lo extensa y compleja que
se ha vuelto con el pasar de los afios. Ademaés, revisaremos los principios de la
Topologia Algebraica.

Antes de empezar, hay que decir que a lo largo de lo que queda del capitulo,
siempre denotaremos al intervalo [0, 1] como I.

Definicion 2.3.1. Sean X,Y dos espacios topoldgicos y f,g : X — Y dos
funciones continuas. Decimos que f es homotdpica a g, denotado f = g, si y
sdlo si existe una funcion continua F : X x I — Y tal que F(z,0) = f(x) y
F(xz,1) = g(x) para toda x € X. A F se le conoce como una homotopia entre

fvg.
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Sin detenernos mucho en el asunto, mencionamos que = es una relacién
de equivalencia sobre C(X,Y) := {f : X — Y | f es continua}, pues es
reflexiva en tanto se puede definir una homotopia como F(z,t) = f(z) para
toda f € C(X,Y), simétrica al utilizar F'(z,t) := F(z,1 — t) para dar una
homotopia entre g y f a través de la homotopia F' entre f y g, y transitiva al
poder hacer una reparametrizacion de dos homotopias sin problema alguno. A
las clases de equivalencia asociadas a = las llamamos clases de homotopia vy,
dada una funciéon f € C'(X,Y), denotamos a su clase de homotopia como [f].

Proposicion 2.3.2. Sean f,g: X — Y son funciones continuas homotdpicas.
Para cualesquiera espacios topolégicos W y Z y cada funcion continua h 1Y —
Z y cada funcion continua k : W — X, se tiene que ho f = hog y que
fok=xgok.

Demostracion. Todo es cuestion de componer las funciones involucradas con las
homotopias involucradas en el orden correcto para obtener nuevas homotopias
entre las composiciones cuya relaciéon de homotopia se quiere probar. O

Definicion 2.3.3. Decimos que un espacio es contraible si y solo si 1x es
homotdpica a una funcion constante en X.

Ejemplo 2.3.4. Todo S C R”™ con forma de estrella es contraible, lo que implica
que todo subconjunto convexo de R™ es contraible.

Esto se prueba de la siguiente forma: si sy es un centro de S, entonces
construimos F' : S x I — S tal que F(r,t) = (1 — t)r + tso, la cual esta bien
definida por la condicién de forma de estrella y es a todas luces continua. A
parte, se cumple convenientemente que F(r,0) = r y F(r,1) = sq, lo que nos
indica que es una homotopia entre 1g y la funcién constante sobre sg.

Cercano a la idea de contractibilidad, es importante ver cuando dos espacios

se pueden “moldear” (“aplastar”, “contraer”, “torcer”, etc.) continuamente hasta
convertirse uno en el otro y viceversa, lo que presentamos a continuacion.

Definicion 2.3.5. Decimos que dos espacios topoldgicos X yY son homotopi-
camente equivalentes o que tienen el mismo tipo de homotopia, denotado
como X =Y, si y solo si existen funciones continuas f : X =Y yg:Y = X
tales que go f = 1x y fog=1ly. Tanto f como g son apodadas equivalencia
homotdpica, y se dice que una es inversa homotopica de la otra.

Nuevamente, apuramos el hecho de que = es una relacional de equivalencia
sobre la clase de los espacios topologicos al ser claramente reflexiva y simétri-
ca, mientras que su transitividad viene argumentada por una composicién de
funciones adecuada y la transitividad de la relacion de homotopia.

Proposicion 2.3.6. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. X es contraible.

2. X es homotdpicamente equivalente a un punto.
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3. Para todo espacio topoldgico W y f,g : W — X continuas, se tiene que
f=g.

Demostracion. (1 <= 2) Para la ida, sea 2o € X tal que 1x = zg (donde por
comodidad hemos denotado zy a la funcién constante sobre ese punto), y sea
i:{zo} — X lainclusion. Se tiene que ioxzg = xo = 1x y que 2907 = 1,3, por
lo que tenemos que X = {xz(}. Para el regreso, suponemos que X = P (donde
P es el espacio de un sélo punto) via equivalencias homotépicas h : P — X
y B : X — P. Entonces 1x = hoh' = h[P] (donde h[P] denota a la funcion
constante sobre el punto h[P] € X).

(1 < 3) Deida, sea W un espacio topologico, f, g : W — X funciones con-
tinuas, y sea xg la funciéon constante homotopica a la identidad en X . Entonces la
proposicién 2.3.2 nos garantiza que f = 1xof = xgof =xgog=1xog=g. De
regreso, convenimos W = X y tomamos la identidad-en-X y cualquier funcién
constante como f y g, respectivamente. U

Corolario 2.3.7. Todo espacio contraible X es conexo por trayectorias.

Demostracion. Sean x,y € X. Sabemos de la proposicion 2.3.6 que la funcion
constante  es homotodpica a la funcion constante y, digamos via F'. Definimos
f: I — X dada por f(t) = F(z0,t) para cualquier zp € X, de tal forma que
por definicion es continua y se cumple que f(0) =z y f(1) =y. O

Definicion 2.3.8. Si AC X y F: X x I =Y es una homotopia, decimos que
F es relativa a A, denotado rel A, si y sdlo si F(a,t) no depende de t para
toda a € A.

La definicién anterior nos dice que si f =« g rel A, entonces f y g coinciden
sobre A. A su vez, tal como mencionamos después de la definiciéon 2.3.1, y
con exactamente los mismos argumentos, hay que percatarnos de que 2. 4
es una relacion de equivalencia sobre C(X,Y) (A C X), en la que seguiremos
denotando como [f] a las clases de homotopia relativa a A.

Como se puede ver, la idea detras de la relaciéon de homotopia es una de
“contorsionismo”, y a menudo es conveniente revisar los casos en los que un
espacio se puede deformar sobre uno de sus subconjuntos, gracias a lo cual
vienen las siguientes definiciones.

Definicion 2.3.9. Decimos que A C X es un retracto de X si y solo si existe
una funcion continua v : X — A tal que r|a = 1a. A la funcion r se le llama
retraccion.

Definicion 2.3.10. Decimos que A C X es un retracto por deformacion
de X si y solo si A es un retracto de X via r y se cumple que r = 1x. Si
ademds la homotopia es rel A, entonces A se conoce como retracto fuerte
por deformacion de X.

Proposicion 2.3.11. Si A C X es un retracto por deformacion de X, entonces
XA
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Demostracion. Sea r la retraccion pertinente sobre A e i: A — X la inclusion.
Entonces r o ¢ = 14, mientras que i or = r « 1x, gracias a lo que tenemos lo
que queriamos probar. O

Pausemos nuestro paso sobre estos asuntos y mudemos un poco de pers-
pectiva. Con lo que sigue, estableceremos el primer contacto con la Topologia
Algebraica al platicar acerca del tan conocido grupo fundamental de un espacio
topologico. Para que su motivaciéon venga sin trabas, escribiremos antes algunas
definiciones y resultados més bien técnicos, donde las pruebas estaran resumidas
para no perder tiempo y espacio pero cuyo desglose puede encontrarse en [10,
capitulo 9]. A partir de ahora, trabajaremos con trayectorias.

Definiciéon 2.3.12. Si f,g : I — Y son trayectorias tales que f(1) = g(0),
entonces definimos la concatenacion de f y g como la funcion...

o f(2s) sise[0,1],
oo ={ o) 3

sis e

Como f y g coinciden sobre la interseccién de sus dominios, son continuas
y el dominio de h es la uniéon de (dos) cerrados, entonces tenemos que f y
g estan “bien pegadas’ v que f * g esta bien definida y es continua®. Con la
concatenacion, podemos inducir una operaciéon en cierto subconjunto de clases
de homotopia dada por [f][g] = [f * g]. Para ver que esta operacion esté bien

F G
definida, consideremos f = f’y g = ¢’ tales que f’x g" esta bien definida (o sea
que f'(1) = ¢’(0)), entonces...

B F(2s,t) sise[0,1],
H(s,t) := { G(2s—1,t) sis 6[[5,2]1]

... es una homotopia entre f*gy f’*g’. Nuestra operacion sélo tiene sentido para
trayectorias que se pueden “concatenar”, asi que serd importante introducir un
nuevo tipo de trayectorias de manera que nos sea posible construir un adecuado
grupo con esta operacion.

Definicion 2.3.13. Sea X un espacio topoldgico y xq € X. Decimos que una
trayectoria h : I — X es un lazo basado en xy si y sdlo si h(0) = h(1) = xo.
Denotemos como Ly, (I, X) al conjunto de todos los lazos basados en zq. Sea...

Hl(XaxO) = ([’xo(IaX)/ Zrel Fr(I)z')

... tal que [a][B] = [a*f] (a esta operacion también la llamamos concatenacion ).
Entonces 111 (X, xg) es conocido como el grupo fundamental de X con base
en xo, y se refiere al conjunto de las clases de homotopia (relativa a Fr(I))
de los lazos basados en xg con la operacion inducida en este cociente por la
concatenacion.

3Es un caso particular de la extensién de funciones continuas. Se puede ver en [4, capitulo
I1I, seccioén 9).
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Precisamos la revision de que II; (X, zy) es de hecho un grupo, lo que des-
cribiremos brevemente ahora:

Proposicion 2.3.14. II; (X, zg) es un grupo con la concatenacion.

Demostracion. La definicion de la concatenacion nos dice que II; (X, zg) es ce-
rrado bajo su operacion, pues para cualquier par de lazos basados en xg a quienes
llamemos @1 y a9, su concatenacion esta justificada y se tiene que a * g vuelve
a ser un lazo basado en xg.

Ahora bien, la identidad en II;(X,zo) sera la clase del lazo constante xg,
pues para cualquier lazo « basado en xg, la funcion...

a(s (%_t)) para 0 < s < 2t

1

H(s,t) =

IN

2—t
To para 5= < s

. es una homotopia rel Fr(I) entre o y « * 29. Muy similarmente, podemos
construir una homotopia rel Fr(I) entre a y xg * «, implicando asi lo que
queriamos.

La verificacién de la asociatividad se hace con argumento parecido, al ver

que...
a(s (%)) paraOﬁsﬁ%,

H(s,t) = 5(4(5—%)) para 2=t < g < 3=t

(i G-5))  pwa gt <s<a

. es de hecho una homotopia rel Fr(I) entre a * (8 %) y (a * 3) * v para
cualesquiera «, 3,y lazos basados en x.
Para el inverso, dado « un lazo basado en x(, definimos o~
a(1 — s)*. En este caso, la funcion...

L como a~t(s) =

1—t

a(2s) para 0 < s < 5°,

H(s,t)=14 a '(2t+2s—1) para it <s<1-1t,
To paral —t<s<1

... es una homtopia rel Fr(I) entre a*a~! y el lazo constante xy. Como aparte
se cumple que (a~1)~! = a, tenemos también que a~! * a = zg. Asf pues, para
[a] € TI1(X, x0), definimos [a]~! como [a~!] y obtenemos los inversos®. O

4Este mecanismo de definicién se puede aplicar a cualquier trayectoria. Es decir, dada
h : I — X una trayectoria, digamos de xz¢ a x1, podemos pensar sin complicaciones en la
trayectoria h~1(s) = h(1 — s) que va de x1 a 0.

5La definicién de los inversos es independiente del representante de la clase de homotopia

F
rel Fr(I) elegido, pues para « un lazo basado en zg se cumple que si a = 8 rel Fr(I), entonces
F':1x1I— X tal que F'(s,t) = F(1 — s,t) es una homotopia rel Fr(I) entre a1 y 371.
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El grupo fundamental con base en un punto dado de un espacio topologico
es una maravilla a la que podemos sacarle mucho jugo. En primer lugar, al ser
un invariante topologico -lo que veremos un poco mas adelante-, nos permitiréa
decidir cudndo dos espacios no son homeomorfos, siendo éste uno de sus princi-
pales propésitos cuando lo concibi6 el genio Poincaré. Es consabido que funciona
excelentemente para detectar cierto tipo de “agujeros”, tales como el de R\{0}
o el de S'. A discusiones amigables sobre esto y otras propiedades dedicaremos
la parte final de la seccién presente, que comienza aqui.

Proposicion 2.3.15. St X es conexo por trayectorias y xg, 1 € X, entonces
Hl(X,xo) ~ Hl(X,l‘l).

Demostracion. Sea h la trayectoria que va de xg a x1. Entonces h* : II1 (X, xg) —
1, (X, z1) dado por h*([a]) = [~ % (o * h)] (donde h~! tiene sentido por lo
dicho en la nota al pie 4) es un isomorfismo. O

Gracias a esta proposicion, podemos referirnos a los grupos fundamentales
de espacios conexos por trayectorias sin hacer alusion a algiin punto-base, con lo
que notaciones como IT; (X) cobran sentido. Un caso particularmente importante
de esta situacion se da cuando el grupo fundamental de un espacio conexo por
trayectorias es trivial, en vista de lo cual ponemos en la mesa a los espacios
simplemente conezos.

Definicion 2.3.16. Si X es un espacio conexo por trayectorias, decimos que
X es simplemente conexo si y sdlo si II;(X) =~ 1°.

Por poner un ejemplo, el espacio P de un sélo punto es simplemente conexo
con todas las de la ley; con miras a proveernos de otros ejemplos de espacios
simplemente conexos, veamos la estrategia para inducir homomorfismos entre
grupos fundamentales, asociados a funciones continuas.

Proposicion 2.3.17. Si f : (X,z0) — (Y,40)7 es una funcion continua, enton-
ces definimos fy : Iy (X, zo) — 1 (Y, yo) tal que f1([a]) = [f o a]. Afirmamos
que fy es un homomorfismo y que si f = g, entonces fr = g4. Mds aun, se
cumple que 11 =1_ y que (fog)s = f+ogs.

Demostracion. Antes que nada, f1 esta bien definido porque si a = o/, entonces
foa = foa araiz de la proposicion 2.3.2. Luego, como es claro que fo(axf) =
(f oa) x (f o B) para cualesquiera dos lazos basados en xy que representemos
con a y 3, tenemos que...

f+([el[B]) = fe(laxB]) = [f o (ax B)] = [(f o )][(f 0 B)] = fr([a]) f+([B])-

Para ver que dos funciones homotopicas inducen el mismo homomorfismo,
basta usar una vez mas la proposicion 2.3.2.

6Como no estamos lidiando con grupos exclusivamente abelianos, “volvemos” a una nota-
cién multiplicativa, segtiin la cual denotamos al grupo trivial como 1.

"Esta es una funcion continua entre pares topoldgicos, donde se cumple por definicién que
f(zo) = yo. Vease la definicién 2.3.22.
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Por otro lado, el “mas aun” es igual de facil de revisar y transmite el cardcter
funtorial de “sacar grupo fundamental”, algo que se vera con mayor precision en
el capitulo 3 y con respecto a la homologia singular. O

Proposicion 2.3.18. El grupo fundamental es un invariante homotdpico. Es
decir, si (X, xz0) = (Y, yo), entonces I11 (X, xo) = I1; (Y, yo).

Demostracion. Sean f : (X, xz9) = (Y,y0) v g : (Y,y0) — (X, 20) las equiva-
lencias homotopicas pertinentes. La proposicion anterior (2.3.17) nos garantiza
que gy o fy = (90 f)+ = (Lxwo))+ = L (xz0) Y que frogy = (fog)y =
(1(v,y0))+ = 111, (v,y0)> con lo que nos damos cuenta de que fi y g4 son isomor-
fismos e inversos uno del otro. O

Corolario 2.3.19. Si (X, zo) =~ (Y, o), entonces 11 (X, zo) = 11 (Y, yo). O
Asi pues, el grupo fundamental es un invariante topoléogico.

Corolario 2.3.20. Si X es contraible, entonces II1(X) = 1 y por lo tanto X
es simplemente conexo.

Demostracion. Se da al sumar el corolario 2.3.7, la proposiciéon 2.3.6 y el hecho
de que un punto es simplemente conexo. O

Ejemplo 2.3.21. Gracias al corolario anterior y al ejemplo 2.3.4, vemos que
cualquier subconjunto convexo no vacio de R™ es simplemente conezo.

No todo espacio simplemente conexo es contraible. Un ejemplo de esto lo
establece S™ (n > 2). El hecho de que S™ es simplemente conexo para toda
n > 2 se puede revisar en [2, capitulo III, seccion 2|; a su vez, justo al final
de la seccion 6 de nuestro propio capitulo 3 argumentamos por qué S™ es no
contraible para toda n € IN. De hecho, uno de los primeros problemas que se
trabaja al estudiar el grupo fundamental es el calculo de II;(SY), lo cual se
hace con un sé6lido manejo de la nocién de espacio cubriente -que veremos en
la siguiente seccién. Si bien no seréd tan de nuestra incumbencia, mencionamos
que II; (S') = Z, lo que muestra que en efecto existe un “hoyo” en este espacio,
es decir, que no todo lazo en él se puede “contraer” a un punto.

Como se ha visto, la elecciéon de un punto-base no es muy importante pa-
ra espacios conexos por trayectorias. Sin embargo, si los espacios no cumplen
esta condicion, tal eleccion influye directamente en la naturaleza del grupo fun-
damental. Es gracias a consideraciones como ésta y a notaciones como las de
la proposicién 2.3.17 que presentamos de manera més rigurosa un tema que
sera central en el capitulo de homologia singular, y que se refiere a los pares
topoldgicos.

Definicion 2.3.22. Si X es un espacio topoldgico y A C X, llamamos par
topoldgico a la pareja (X, A).

En principio, esta definicién no aporta nada interesante, pero si consideramos
otro par -digamos (Y, B)-, entonces diremos que f : X — Y es una funcién entre
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los pares correspondientes, denotada f : (X, A) — (Y, B), si y solo si f[A4] C B,
lo que ya le pone un poco de color al asunto. Para el caso en que A consista de
un s6lo punto, digamos g € X, el par (X, {z¢}) se escribira (X, z() y también
se conocerd como espacio basado (en xg).

Aunque podria no ser tan aparente, maniobrar con pares en vez de con es-
pacios surge impulsado de una bisqueda de sencillez y mayor generalidad en
cuanto al comportamiento de las funciones continuas y el instrumento que ellas
nos suponen para conocer la morfologia de los objetos de estudio. En particular,
todo espacio y funcidn continua entre espacios se pueden generalizar, respec-
tivamente, a pares y funciones continuas entre pares de la siguiente manera:
si f: X — Y es una funcién continua entre espacios topologicos, entonces
f(X,0) — (Y;0) se comporta del mismo modo que f.8

La siguiente definicion hace explicita la extension de algunas de las conven-
ciones ya vistas en este capitulo para espacios a la clase de los pares topologicos.
Podemos extender todo lo que sabemos puntualizando las distinciones apropia-
das; por ejemplo, hay que mantener presente que si dos espacios son homeo-
morfos, entonces no necesariamente son homeomorfos-como-pares al tomarles
un subespacio.

Definicion 2.3.23. » (Homotopia) Sean f,g: (X, A) — (Y, B) continuas.
Decimos que f = g si y sdlo si existe una funcion continua F 1 (X x I, Ax

I) = (Y, B) tal que F(z,0) = f(z) y F(z,1) = g(x).

= (Equivalencia homotdpica) Decimos que (X, A) = (Y,B) (homotdpica-
mente equivalentes) si y solo si existen funciones entre pares f : (X, A) —
(Y.B) yg:(Y,B) = (X, A) tales que go f = 1x.a) y fog=1yp)-

2.4. Espacios Cubrientes

En esta seccién trataremos el concepto de espacio cubriente de un espacio
topologico. Las observaciones aqui desenvueltas no sélo serédn trascendentales
para la prueba del Teorema de Borsuk-Ulam sino que establecen un mecanismo
para obtener diversos datos sobre el grupo fundamental de un espacio, nueva-
mente manifestando la sorprendente fuerza de los puentes entre el Algebra y
la Topologia. De hecho, uno de los principales resultados que estudiaremos nos
brinda una correspondencia entre ciertos espacios cubrientes para un espacio Y
y ciertos subgrupos de IT; (V).

Definiciéon 2.4.1. Para Y un espacio topoldgico, la pareja (X,7 : X — Y)
es llamada espacio cubriente de Y si y solo si w es continua y cada punto
y € Y tiene un abierto Uy alrededor de tal manera que m—'{U,] = UBeJ Vs es
una union (no vacia) disjunta y |y, : Vs — U, es un homeomorfismo para toda

8 Aqui repta una vez méas el concepto de funtor que revisaremos en el capitulo 3. No
entremos en muchos detalles, pero lo que queremos implicar es que las verdades que conocemos
para espacios topologicos tienen cabida cierta en el mundo de los pares. A su vez, emplear
pares se prueba utilisimo por arrojar novedades, simplificaciones y nuevas concepciones en las
teorias donde se hace.
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B € J. En este sentido, decimos que m es una aplicacién cubriente y que U,
estd parejamente cubierto por m.

En la definicién anterior, 7 es un homeomorfismo local®.

Si7m: X — Y es una aplicacién cubriente, la cardinalidad de la fibra de un
punto dado y € Y es llamada el nimero de hojas de . Por definicién de espacio
cubriente, no es dificil ver que tal cardinalidad es localmente constante sobre Y
y por lo tanto constante al ser Y conexo y al recordar la proposicién 2.1.6. A
su vez, dado y € Y, su fibra 7~ ![y] tiene la topologia discreta, pues si U, es el
abierto alrededor de y parejamente cubierto por m (con 7~ ![U,] = Uses Va):
entonces afirmamos que para todo z € 7 '[y] y Vs, en la preimagen de U,
tal que = € Vg, se tiene que Vg, N7~ 1[y] = {z}. Para revisarlo, supongamos
que existe z, € Vg, Nm~'y] con z, # z, entonces |y, (z.) = 7|y, (z) =y,
entrando en contradiccion con el hecho de que 7|y, es un homeomorfismo sobre
U,.

Veamos, pues, algunos ejemplos:

Ejemplo 2.4.2. 7: R — S tal que 7(t) = (cos 2nt, sen 27t) es una aplicacion
cubriente famosa a la que normalmente se refiere como de “hélice”. Su uso radica
en el cdlculo del grupo fundamental de S*. Es una aplicacion cubriente de tantas
hojas como enteros.

Ejemplo 2.4.3. Si vemos a S' como subconjunto de C, entonces w: S — S!
tal que w(z) = 2™ para algin n entero positivo fijo es una aplicacion cubriente
de n hojas.

Ejemplo 2.4.4. La proyeccion candnica © : S? — RP? es una aplicacion
cubriente de dos hojas. Es pertinente senalar que este ejemplo se generaliza o

toda dimension y que lo usaremos sobremanera en el capitulo relativo al Teorema
de Borsuk-Ulam.

Viene a continuacién el vital concepto de levantamiento de una funcién que
entra en un espacio “cubierto” Y:

Definicion 2.4.5. Sea 7 : X — Y wna aplicacion cubriente y f : Z —'Y una
funcion continua. Una funcion continua g : Z — X es llamada levantamiento
de f siy sdlo si f =mwog, es decir, si hace que el siguiente diagrama conmute:

X
glﬂ

f

Z — Y

9Si X,Y son espacios topologicos, decimos que f : X — Y es un homeomorfismo local si
y s6lo si para cada z € X, existe un abierto U alrededor de x tal que f[U] es abierto en Y’
y flu es un homeomorfismo. No todo homeomorfismo local, sin embargo, es una aplicacion
cubriente, como p : Rt — S tal que p(z) = (cos 2wz, sen 2wx) nos muestra.
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Dos funciones distintas no pueden tener el mismo levantamiento en tanto si
f:Z =Y es diferente de f' : Z — Y, entonces hay un punto z € Z tal que
f(z) # f'(2). Por otro lado, si g fuera un levantamiento de ambas funciones,
entonces se cumpliria contradictoriamente que f(z) = [r o g](z) = f'(2).

Nuestro objetivo a partir de aqui puede bien resumirse en que buscaremos re-
lacionar estos llamados levantamientos con las trayectorias, lazos y homotopias
en un espacio cubierto Y. Empezaremos esta tarea con la llamada Propiedad de
Levantamiento de Trayectorias. Sin embargo, para probar su veracidad necesi-
tamos previamente un par de lemas técnicos:

Lema 2.4.6 (Numero de Lebesgue). Sea (X,d) un espacio métrico compacto
Y {Ustacs una cubierta abierta de X. Entonces existe un 6 > 0 tal que si
diam(A) < 0 para algin A C X, entonces existe ag € J tal que A C U,,. A tal
6 le llamamos Nimero de Lebesgue de la cubierta en cuestion.

Demostracion. Dada z € X y a, € J tal que z € U,,, existe un ¢, > 0 tal
que By, (x) C U,,. Ahora bien, {B., (7)}zecx es a todas luces una cubierta
abierta de X, quien al ser compacto admite una subcubierta finita de la forma
{Be., (zi) }1<i<n. Tomemos ¢ = min{e;, | 1 <i < n} y veamos que cumple la
condiciéon requerida. Supongamos que A C X es tal que diam(A) < 6. Para
ap € A fijo, como {B, (zi)}1<i<n es cubierta de X, existe k € {1,...,n} tal que
d(ag,x) < €z,. A parte, para todo a € A se cumple que d(a,ap) < § < €,, lo
que por la desigualdad del triangulo implica que d(a, zx) < d(a, ap)+d(ao, zx) <
2¢€;,,. Asi pues, A C Bae, (1) C Ua,, v se tiene la afirmacion. O

Lema 2.4.7. Sea W un espacio topoldgico Hausdorff y {Us}acs una cubierta
abierta de W x I. Entonces para cada w € W existe una vecindad N de w y
un entero positivo n tal que N X [i/n, (i + 1)/n] C Uy, para algin «; € J, para
cada entero 0 < i < n.

Demostracion. {w} x I es compacto en W x I al ser producto de compactos
(recordemos el ejemplo 2.1.24). Sea {N; x V;}1<;<n una subcubierta finita de
{w} x I hecha de basicos del producto y que refina a aquella subcubierta finita
de {w} x I contenida en {U, }ocs (sabemos que existe al recordar la nota tras
las definiciones de cubierta y refinamiento); notamos que {V;}1<i<m €s una
cubierta abierta finita de I. El lema 2.4.6 (Namero de Lebesgue) y la propiedad
arquimediana garantizan la existencia de un entero n > 0 tal que [i/n, (i +1)/n]
se queda contenido en alguno de los V;, pues diam([i/n,(: +1)/n]) = 1/n y
siempre podemos encontrar un entero n > 0 tal que 1/n sea menor que el
namero de Lebesgue de la cubierta {V;}1<i<m. Es tal n la que buscamos, junto
con N =", N;. Notemos convenientemente que {i/n}o<;<n es una particion
finita de 1.

O

Lema 2.4.8 (Propiedad de Levantamiento de Trayectorias). Si 7 : X — Y
es aplicacion cubriente y f : I — Y es una trayectoria tal que m(xo) = f(0),
entonces existe un unico levantamiento de f, a saber, g : I — X tal que g(0) =
Q-
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Demostracion. Sea {U, }acs una cubierta abierta de Y tal que U, esta pareja-
mente cubierto por 7 para todo a € J. {f 7 [U,]}aes es claramente una cubierta
abierta de I. Usando el lema 2.4.6 (Numero de Lebesgue), podemos encontrar
una particion {pi,...,pn} de I tal que f[[p;, pi+1]] se queda contenido en algin
U,, para todo 1 <4 < n (practicamente como lo hicimos en el lema 2.4.7).

Ahora pasamos a definir g (lo haremos a tramos y recursivamente sobre los
indices de la particion): sea g(0) = . Suponemos, luego, que g esta definida
para 0 < s < p; y la definimos en [p;, p;+1] como sigue: en tanto f[[p;, pi+1]] C
U,, con U,, parejamente cubierto por 7, sabemos que 7 1[U,,] = Uses Vs v
por tanto que g(p;) € Vg, para algin By € J. Tomemos g(s) = 7r|(/ﬁl0 (f(s)) para
todo s € [p;, pit1]- Notemos que esta bien definida a cuenta de que Tlv,, €s un
homeomorfismo sobre U,, y por lo tanto tiene un inverso. A su vez, tal g es
continua sobre [p;, p;+1] por ser la composicion de dos funciones continuas -el
inverso del homeomorfismo y la trayectoria f.

Una vez que definimos ¢ en todo I, la continuidad de la g se sigue de la conti-
nuidad de g|f,, p,,,] para toda 1 <4 < ny del hecho de que I = (U, <;,, [Pi; Piy1]
es tratado como una union finita de cerrados (vease nota al pie 3).

De la definicién de g queda claro que wo g = f, pero falta que probemos su
unicidad. Supongamos que existe otro levantamiento g’ de f que inicia en zg.
Probaremos que de hecho g = ¢’ de manera inductiva. Tenemos que g(0) = ¢'(0).
Si se cumple que ¢(s) = ¢'(s) para todo 0 < s < p;, veamos que la igualdad
también se cumple en [0, p;+1]. Por hipotesis g(p;) = ¢’'(p;). Ahora bien, esto
quiere decir que ¢’ manda a p; al mismo Vs que g, denotémoslo nuevamente
Vs,- Como ¢’ es continua y [p;, pi+1] es conexo, tenemos que ¢'[[p;, pi+1]] es
conexo y por tanto debe quedarse contenido completamente en uno sélo de los
Vs (son abiertos ajenos). Por lo de arriba, éste resulta ser Vja,. Si sucediera
que g(s) # g'(s) para algin s € (pi, pit1], entonces la igualdad 7|y, (g(s)) =
f(s) =7lv,,(g'(s)) (g y ¢’ son levantamientos de f) entra en contradiccion con
el hecho de que 7T|Vﬁo es un homeomorfismo y por lo tanto inyectivo. Por lo tanto
g coincide con ¢’ en [p;, pi+1], asi en [0, p;11] y, como resultado de la induccion,
en I. U

Sin més, veamos qué sucede con las homotopias:

Proposicion 2.4.9 (Propiedad de Levantamiento de Homotopias). Sea m :
X — Y aplicacion cubriente, W un espacio topoldgico y sea F: W x I —'Y
una homotopia tal que g : W x {0} — X es un levantamiento de Flyw o}
Entonces existe un unico levantamiento de F, a saber, G : W x I — X tal que
Glwx{oy = g y el siguiente diagrama conmuta'®:

10Hay ciertas sutilezas en la notacion del diagrama con respecto del enunciado del lema,
pero se debe entender que g es una funcién con dominio W 6 su homeomorfo W x {0}.



2.4. ESPACIOS CUBRIENTES 31

Wx Iy

Mads aun, si F' es una homotopia rel A para algin A C W, entonces G
también lo es.

Demostracion. Construiremos a G utilizando el lema 2.4.8. Para cada w € W,
podemos levantar la trayectoria F'|(,)x; a una g, tal que g,(0) = g(w,0).
Definimos a G como la union de tales g,, (donde G(w,s) = g,(s) esta bien
definida a cuenta de que los dominios no se intersectan). Por construccion G
es tinica y cumple que G|y {03 (w,0) = gu(0) = g(w,0). Ademas, tenemos que
[roG](w, s) = m(gw(s)) = F(w,s), haciendo que el siguiente diagrama conmute:

X
G lﬂ
WXI—E~+Y

Falta ver, ahora, que G es continua: recordemos de los lemas 2.4.7 y 2.4.8
que para cada w € W, podemos encontrar un abierto IV alrededor de w y un
entero positivo n tales que F[N x [i/n, (i + 1)/n]] se queda contenido en algtn
abierto U,, de Y parejamente cubierto por 7, esto para cada entero 0 < i < n.
Usemos otra vez un argumento inductivo -como en la prueba anterior:

Para i fijo, supongamos que G es continua en N x {i/n}. G(w,i/n) vive
en uno solo de los V3 que forman al correspondiente 7~ 1[U,, ], llamémoslo Vj,.
Podemos encontrar un abierto N’ C N alrededor de w tal que G[N’ x {i/n}] C
Vs, ', Ahora bien, para cada w’ € N’, G[{w'} x [i/n, (i+1)/n]] = guw[[i/n, (i +
1)/n]], que es conexo por ser la imagen continua de un conexo. De esta forma,
para cada w’ € N', G[{w'} x [i/n, (i +1)/n]] puede yacer en a lo més uno de los
Vs, y como se cumple que G(w',i/n) € Vp,, entonces ese “uno” es precisamente
Vs, Asi pues, GIN’ x [i/n, (i + 1)/n]] queda completamente contenido en Vj,;
pero la construccion de G nos dice entonces que G coincide con 7T|;310 o I sobre
N’ xi/n,(i+1)/n] y que por tanto es continua en N’ x [i/n, (i+1)/n]. Con esto
hemos probado el paso inductivo. Considerando el hecho de que G| Nx{o} =9Y
por tanto es continua, tenemos la base de la induccién y en consecuencia que G
es continua en N’ x I para cada (w,s) € W x I. Por lo tanto, G es continua en
el total (en W x I).

HPor hipotesis de induccion, G|y x {i/n} €s continua, entonces G|;\,l>< (i/n} [V3,] es un abierto
en N x {i/n} tal que (w,i/n) vive en él y tal que existe un basico del producto de la forma
Ax{i/n} con (w,i/n) € Ax{i/n} C G|Rfl>< {i/n}[vﬂo]' Tomemos la interseccion (N x {i/n})N
(A x {i/n}) = (NN A) x {i/n}. Sea N' = N N A, entonces se cumple que G[N’ x {i/n}] C
G[A x{i/n}] C Vi,
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Por otro lado, es otra vez la construccion de G la que garantiza el hecho de
que si F' es una homotopia rel A para algin A C W, entonces G también lo es,
pues las g, quedan como constantes para cada w € A y G resulta relativa a A
al estar definida como la unién de las g,,. O

Corolario 2.4.10. Si 7 : X — Y es aplicacion cubriente con yo = mw(xo),
entonces para cada funcion continua F : I x I =Y tal que F(0,0) = yo, existe
un unico levantamiento G de F tal que G(0,0) = xg.

Demostracion. Levantamos F|r, (o} con el lema 2.4.8 a una trayectoria g que
inicie en z(. Luego aplicamos la proposicion 2.4.9 y se cumple lo que pedimos.
O

Corolario 2.4.11. Sea 7w : X — Y aplicacion cubriente. Si f y g son trayecto-
rias en'Y con f = g rel Fr(I) y f,g son sus respectivos levantamientos donde
f£(0) = g(0), entonces f =g rel Fr(I) y por lo tanto f(1) = g(1). O
Corolario 2.4.12. Sim : X — Y es aplicacion cubriente con yo = mw(xo),
entonces se cumplen...

1. El homomorfismo inducido 7y : 11 (X, x0) — 11 (Y, y0) es un monomor-
fismo.

2. Si f es un lazo de'Y basado en yg, entonces [f] € w4 [H1(X,x0)] si y sdlo
si f se levanta a un lazo de X basado en xg.

Demostracion. 1) Sea [g] € ker 7. Entonces [ o g] =1y mo g es homotdpica
al lazo constante basado en yg. Sea F' rel Fr(I) la homotopia (entre yo y 7o g)
que lo atestigua y G su levantamiento tal que G(0,0) = ¢ segun el corolario
2.4.10. Entonces G es una homotopia rel Fr(I) entre el lazo constante basado
en oy y g.

2) Para la ida, supongamos que [f] € w4 [II1(X,x0)], entonces f = (7o
h) rel Fr(I) para algan h lazo de X basado en x(. Por el corolario 2.4.11 tenemos
que si g es el levantamiento de f que inicia en xg, entonces g = h rel Fr(I) (h
es levantamiento de 7 o h que inicia en z) y por lo tanto g es un lazo de X
basado en x.

Para el regreso, supongamos que f = mo g con g un lazo de X basado en
xo. Entonces [f] = [r o g] = m+([g]) ¥ se tiene lo que queremos. O

Habremos de decidir cudndo podemos levantar cualquier funcién continua f
que entre en un espacio Y. Veremos qué restricciones requiere para esto el espacio
dominio y asi encontraremos una relacion especial con los grupos fundamentales
de los tres espacios que aparecen en el siguiente diagrama, el cual representa la
situacion un tanto méas general que nos ocupa ahora:

X
glﬂ
f

W-—>Y
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En principio, no existen muchas restricciones para X, Y y m, pero en lo

sucesivo concentraremos nuestra atencién casi siempre en espacios cubrientes
(X) conexos y localmente conexos por trayectorias (por lo tanto conexos por
trayectorias segin la proposicion 2.1.11), condiciones que al sumar con que 7
es continua, claramente suprayectiva y abierta!?, nos arrojan que los espacios
cubiertos (Y') que estaremos tratando seran a su vez conezos por trayectorias y
localmente conexos por trayectorias'3.
Teorema 2.4.13 (Levantamiento General). Sean X,Y espacios conexos por
trayectorias y localmente conexos por trayectorias, y sea m : X — Y una apli-
cacion cubriente con yg = w(xg). Si W es un espacio conexo por trayectorias
y localmente conexo por trayectorias y f : W — Y es una funcion continua tal
que f(wg) = yo, entonces existe una funcion continua g : (W, wo) — (X, o) tal
que f =mog siy sdlo si...

S+ (W, wo)] € i [I11 (X, zo)].
Mds aun, si existe, entonces g es unica.

Demostracion. Siel levantamiento g existe, entonces es claro que f [IIy (W, wo)] =
74 (g4 [T (W, wp)]] € 74 [T (X, zp)]. Probemos la condicion de unicidad. Supon-
gamos que g existe y también que hay otro levantamiento h de f tal que h # g;
tomemos un punto w € W. Sea « una trayectoria de wy a w, entonces g o a es
claramente un levantamiento de f o a que empieza en g, pero también lo es
h o a, lo que entra en contradiccion con la unicidad de los levantamientos de
trayectorias segin el lema 2.4.8. Con esto tenemos la suficiencia del teorema.
La necesidad, por otro lado, nos exige la construccion de dicha g. Nuevamente
tomemos un punto w € W y sea « la trayectoria de wy a w. Tenemos que f o «
es una trayectoria en Y que empieza en yg. Con el lema 2.4.8 levantemos esta
trayectoria a una trayectoria p en X que empiece en xg y definamos g(w) = p(1).
Observamos, pues, que [r o g](w) = 7(u(1)) = f(a(l)) = f(w). Pasemos a
corroborar ahora que g est4 bien definida: supongamos que o’ es otra trayectoria

128i O es abierto en X, entonces para cada punto y € [0}, sabemos que existe U, abierto
enY tal que y € Uy y 7~ 1[Uy] es una unién disjunta de abiertos homeomorfos a Uy bajo las
restricciones correspondientes de m. Como y € n[O] N Uy, existe z € =1 [x[0O] N U] tal que
m(z) =y y x € V, para algin miembro de la unién disjunta que constituye la preimagen de
Uy. Ahora bien, 7[O] N Uy es un abierto en 7[O], por lo que 7~ [7[0] N Uy] es un abierto
en O y por lo tanto en X. Asi pues, 7~ 1[7[O] N Uy] N V; es un abierto en X con z viviendo
en él. De esta forma, existe A abierto en X tal que z € A C m~![x[0] N Uy] N V. Como 7
restringida a V es un homeomorfismo sobre Uy, se cumple que w[A] es un abierto en Y tal
que y € w[A] C =[O].

13Probemos esta afirmacién como ejemplo del peso de las aplicaciones cubrientes y de la
forma en que trabajamos con ellas. Como 7 es continua y sobre, es facil ver que Y como imagen
bajo m de X conexo por trayectorias también es conexo por trayectorias. Ahora bien, dado
y €Y y W abierto en Y tal que y € W, existe 2 € 7~ [W] tal que 7(x) = y, Como 7w~ }[W] es
abierto en X, podemos dar un abierto conexo por trayectorias entre z y 7~ [W], llamémoslo
C,. Entonces m(Cy) es un abierto conexo por trayectorias que tiene a y y esta contenido en
W, otorgando que Y es localmente conexo por trayectorias. Mas aun, un argumento similar
nos dice que para cada y € Y podemos encontrar una vecindad Uy conexa por trayectorias y
parejamente cubierta por 7.
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de wo a w y sea n = (a/~1), entonces a *n es un lazo basado en wy de W de tal
manera que (foa)x(fon) es un lazo de Y basado en yg. Como [(foa)*(fon)] =
f([axn)) € im(f;) Cim(my) (hipotesis), (foa)*(fon) se levanta a un lazo de
X basado en z( segin el corolario 2.4.12 inciso 2. Como los levantamientos de
trayectorias son tnicos, entonces este ultimo levantamiento que mencionamos
es de hecho igual a la concatenaciéon del levantamiento i de la trayectoria f o«
con aquel levantamiento de f on que inicia en el punto final de pu, llamémoslo 7.
Se tiene, pues, que Y~ ! es el levantamiento de f o a’ que inicia en g, y termina
exactamente en el mismo punto que y, es decir (1) =y~ 1(1). Con esto, g esta
bien definida, pues es independiente de qué trayectoria entre w y wy elegimos
para definirla.

Veamos ahora que g es continua. Lo haremos punto por punto. Sea w € W
y sea un abierto O alrededor de g(w). Consideremos un abierto Uy, alrededor
de f(w) que sea parejamente cubierto por 7 de tal manera que 7T71[Uf(w)] =
U ses Vp ¥ de tal manera que Vg, con g(w) € Vs, se quede contenido en o
Como f es continua en w y W es localmente conexo por trayectorias, podemos
encontrar un abierto conexo por trayectorias A alrededor de w tal que f[A] C
Uf(w)- Con miras a probar que g[A] € O, tomamos un punto a € A y llamamos
B a la trayectoria contenida en A que inicia en w y termina en a. Si « es la
trayectoria de wp a w, entonces g(a) esta definido como el punto final de aquella
trayectoria que levanta a f o (a * 8) (levantamiento que inicia en gy y termina
en f(a), claramente). Ahora bien, como la trayectoria f o § se queda en Ug (),
su levantamiento que inicia en g(w) no es mas que 7r|(/ﬁl(J o(f o) como vimos en
el lema 2.4.8. Si p es la trayectoria que levanta a f o « e inicia en xg, entonces
tenemos que g (7T|‘_/610 o(fop)) es el levantamiento de fo(a*/) que inicia en xg,

y su punto final (que sabemos es g(a)) coincide con 7r|(,610 (f(B(1))), claramente

miembro de Vg, C O. Asi pues, g(a) se queda en O para toda a € A y tenemos
que g es continua en w y por lo tanto en W.'5 O

El siguiente corolario sera importante para la prueba del Teorema de Borsuk-
Ulam:

Corolario 2.4.14. Sea W un espacio localmente conexo por trayectorias y sim-
plemente conexo, y seaw: X — Y una aplicacion cubriente. Entonces para cada
F(W,w) — (Y,y0) ewiste un levantamiento g de f tal que g(wo) € 7 [yo]. Si
a parte especificamos a g(wy), entonces tal levantamiento g es inico. O

Es claro que estos resultados nos permiten revisar de formas algebraicas la
existencia de funciones continuas que conmuten entre espacios topologicos, lo

14Podemos hacer esto de la siguiente forma: si en un principio el llamado Vs, no se que-
da contenido en O, tomamos a [V, N O] como abierto alrededor de f(w), el cual resulta
parejamente cubierto a su vez a cuenta de que estd contenido en nuestro Uy, inicial. Pos-
teriormente, nos fijamos en la preimagen bajo 7 de w[V3, N O] y nombramos Véo al abierto
en ella que se queda con g(w) y que es precisamente Vg, N O. Asi pues, hemos encontrado un
abierto alrededor de f(w) que cumple lo que pedimos.

15La condicién de que W sea localmente conexo por trayectorias no se puede omitir, como
el ejemplo en [2, pag. 144] deja claro.
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cual se suma a la intencién de esta tesis de presentar algunos alcances de la tan
simamente 1til y elegante liga entre el Algebra y la Topologia. Revisemos qué
otras cosas similarmente sorprendentes nos permite obtener nuestro discurso
hasta aqui.

Definicion 2.4.15. Sean 7w : X - Y y«' : X' = Y aplicaciones cubrientes.
Decimos que son equivalentes si existe un homeomorfismo h : X — X' tal que
m = w' oh. Tal homeomorfismo h es llamado equivalencia entre aplicaciones
cubrientes o equivalencia entre espacios cubrientes.'®

Con esta definiciéon y nuestro teorema 2.4.13 podemos asomarnos a la si-
guiente proposicion:

Proposicion 2.4.16. Sean X, X' espacios conexos y localmente conexos por
trayectorias, y sean m : X — Y y 7' : X' — Y aplicaciones cubrientes tales
que T(xo) = 7' (xf) = yo. Entonces existe una equivalencia h : X — X' tal que
h(zo) = w( si y solo si los grupos mo 111 (X,xo)] y 7' [H1 (X', x()] son iguales.
A parte, si h existe, es tnica.

Demostracion. Probemos la suficiencia de la afirmaciéon. Supongamos que existe
h como requerida. Sabemos que es un levantamiento de 7 tal que h(zg) = xf, con
lo que es tnica segun el teorema 2.4.13. A su vez, como h es un homeomorfismo,
se cumple que h[I11 (X, x0)] = II; (X', xf). Ahora bien, por la otra condicion
para las equivalencias entre aplicaciones cubrientes -y por la forma en que se in-
ducen los homomorfismos-, tenemos que 7 [II; (X, z0)] = 7/, [y [II1 (X, 20)]] =
! [T (X', 2)] v con ello el resultado.

Veamos la necesidad. Por el teorema 2.4.13, existe un levantamiento h de

7 que entra en X' con h(zg) = xf (es decir, tal que el siguiente diagrama
conmuta):
X/
h o

Invirtiendo los lugares de X y X’ en el diagrama anterior, podemos de igual
forma obtener un levantamiento k de 7’ tal que k(z()) = zo. Si luego conside-
ramos que k o h es un levantamiento de 7 tal que [k o h](zp) = xo a cuenta de
que To(koh) = (mrok)oh =7"oh = m (como se muestra en el diagrama
de abajo), entonces tenemos que k o h es en realidad 1x, pues éste es el anico
levantamiento de 7 tal que 1y (x¢) = zo'".

16Como es de esperar, la relacion -implicita en esta definicién- sobre los espacios cubrientes
de un espacio dado es una de equivalencia.

1"De hecho, un poco mas adelante probaremos un hecho sobre los homeomorfismos de un
espacio cubriente sobre si mismo que “levantan” a 7 (y a los cuales llamamos transformaciones
cubrientes), y es que la identidad es el tinico de éstos que tiene puntos fijos.
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X

k%lﬂ'

De manera exactamente igual, podemos probar que h o k = 1x+ y conseguir
lo que querfamos, es decir, que k es una equivalencia donde k = h~!. O

Generalizaremos un tanto la proposiciéon anterior, para facilitarnos lo cual
necesitamos antes un lema.

Lema 2.4.17. Siw: X — Y es una aplicacion cubriente con xo,x1 € 7 [yo],
entonces...

1. Si v es una trayectoria en X de xg a x1 y « es el lazo de Y basado
en yo dado por mo 7y, entonces se tiene que [a] mi[lI1(X,21)] [a]7! =

w1 (X, @)] (esto es, m 111 (X, x0)] y 74 [ (X, 21)] son conjugados).

2. Cualquier subgrupo H de I11 (X, xg) conjugado de w4 [I11(X,x0)] es de he-
cho 7y [TI1 (X, x.)] para algin z,. € 7~ [yo].

Demostracion. 1) Probemos que [a] 74 [1(X,z1)] [o] 7! C 74 [[11(X, x0)]. Sea
[h] € T4 [II1(X, z1)], entonces [h] = [mon] para algin n € II; (X, z1). Sea k = (y*
n)*~~ L, entonces k € IT; (X, 29). Como v~ es trayectoria de x1 a zg, se cumple
que el lazo a1 es igual a (7 oy~1). En consecuencia, tenemos que 7 ([k]) =
[(m0y) x (won)* (roy~h)] = [roq][ronllwoy™] = [a][hl[a™"] = [a][h][e] .
Por lo tanto, [a][h][a]™! € 7 [I11 (X, z¢)] para toda [h] € 74 [ (X, 21)].

La otra contencién se observa utilizando un argumento analogo al de arriba,
segiin el cual [a™!] my [I1; (X, z0)] [~ C 7y [II1(X,21)].

2) Sea H conjugado de 7 [IT; (X, 2¢)]. Entonces m [I1; (X, z0)] = [a] H [a] !

para algin lazo a de Y basado en yp. Si tomamos x,. := (1), donde v es el
levantamiento de v que inicia en zq, entonces el inciso anterior nos implica que
7 T (X, 20)] = [a] 74 [ (X, 2.)] [a] "L, con lo que H = 74 [I(X,2.)]. O

Proposicion 2.4.18. Sean X, X' conexos y localmente conexos por trayecto-
rias, y sean m : X — Y y 7' : X' — Y aplicaciones cubrientes tales que
m(xo) = 7' (x}) = yo. Entonces las aplicaciones cubrientes m y ©' son equivalen-
tes si y sdlo si los grupos mq [ (X, z0)] y 7/, [II1 (X', 25)] son conjugados.

Demostracion. Supongamos que existe h : X — X’ equivalencia y defina-
mos 2!, := h(xg). La proposicion 2.4.16 nos garantiza que 7 [l (X, z0)] v
7!, [ (X', 2,)] son iguales y el lema 2.4.17 (inciso 1) afirma que 7/, [IT; (X', z/,)]
y ' [II (X', zj)] son conjugados, con lo cual tenemos la ida.

Para el regreso, si 74 [II1(X,z0)] y «/,[II1(X’,25)] son conjugados, enton-
ces el lema 2.4.17 (inciso 2) nos arroja que existe un punto z, € X tal que
7 [ (X7, 2)] = 7111 (X, 2.)]. A su vez, el regreso del teorema 2.4.16 nos
otorga la existencia de una equivalencia h entre X y X' tal que h(x,) = xj.

O
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Con este resultado, hemos encontrado una correspondencia entre las clases
de conjugacion de ciertos subrupos de II;(Y,yg) y las clases de equivalencia
cubriente entre los espacios cubrientes de Y.

Definicion 2.4.19. Sea 7 : X — Y una aplicacion cubriente. Un homeomor-
fismo D : X — X es llamado transformacion cubriente si y sélo se cumple
que mo D =T.

Es claro que si D es una transformacion cubriente, entonces D~! también
lo es. Por otro lado, la composicion de dos transformaciones cubrientes resulta
ser una de ellas y asi tenemos que es posible formar un grupo bajo la com-
posicion con las transformaciones cubrientes de un espacio cubriente dado. Si
7w : X — Y es una aplicacion cubriente, entonces denotamos G(X) al grupo de
transformaciones cubrientes de X. A partir de aqui veremos qué propiedades
utiles podemos deducir de este grupo, pero antes, habremos de mencionar un
resultado que nos permite distinguir entre levantamientos.

Lema 2.4.20. Sea 7 : X — Y wuna aplicacion cubriente, W un espacio conexo
y f: W =Y una funcion continua. Si g1 y g2 son levantamientos de f y son
tales que coinciden en un punto w € W, entonces g1 = go.

Demostracion. Nos fijaremos en el conjunto E = {w € W|g;(w) = ga(w)}.

Sea w € W tal que g;(w) = ga(w) = x, y sea Uy(,) un abierto parejamente
cubierto por 7 alrededor de f(w). Si Vg, es el abierto en la preimagen de Uy,
que tiene a = (como hemos hecho ya tantas veces) entonces es claro que A :=
91 *[Vi,] Mgy H[Vs,] es un abierto en W. A parte, para cada a € A se cumple que
g1(a), g2(a) € 7 f(a)]N V3, y por lo tanto que g;(a) = g2(a) (recordemos que
cada V3 intersecta a las fibras en sélo un punto). Asi pues, hemos encontrado
un abierto A que contiene a w y que se queda completamente contenido en F,
con lo que tenemos que E es abierto.

Por otra parte, si z € X\E, se cumple entonces que g1(z) # g2(z). Sea
Uf(z) como arriba y Vg, , Vp, los abiertos disjuntos en la preimagen de Uy (.) que
tienen a g1(2) y g2(2), respectivamente. Como g; y g2 son continuas, existe un
abierto V alrededor de z tal que ¢1[V] C Vg, v g2[V] C V3,, lo que implica que
V C X\FE y por lo tanto que X\ E es abierto. Como W es conexo, entonces el
abierto y cerrado E C W s6lo puede ser el vacio o el total. El vacio no es en
tanto w € F', de modo que E = W. O

Corolario 2.4.21. Si7: X — Y es una aplicacion cubriente con X conexo,
entonces la inica transformacion cubriente que tiene puntos fijos es la identidad.

Demostracion. Supongamos que existe D € G(X) tal que para algin = € X se
cumple que D(x) = x. Sabemos que D es en particular un levantamiento de 7
en tanto se da que mo D = m. A su vez, D coincide con el otro levantamiento de
7, a saber 1x, en el punto x, por lo que el lema 2.4.20 nos dice que D = 1x. [

Con lo siguiente, relacionaremos el grupo de transformaciones cubrientes de
un espacio cubriente X con el grupo fundamental del espacio “cubierto” Y.



38 CAPITULO 2. PRELIMINARES TOPOLOGICOS

Definicion 2.4.22. Si 7 : X — Y es una aplicacion cubriente, entonces X
es llamado espacio cubriente mormal'® si y solo si para cada y € Y y
ro, 1 € 7 ly| ewiste una transformacion cubriente D tal que D(xg) = 1.
Congruentemente, a 7 la llamamos aplicacion cubriente normal.

Lema 2.4.23. Sea m : X — Y wuna aplicacion cubriente con X conexo, a un
lazo de Y basado en yg y v, el levantamiento de o que inicia en x para cada
x € m Yyol. Entonces si D es una transformacion cubriente, se cumple que

D(7:(1)) = vp(a)(1)-

Demostracion. Dada x € m1[yo], fijémonos en la trayectoria D o ,. Es clara-
mente un levantamiento de « en tanto mo (Do~y,) = (mo D)oy, =mo~y, = «,
pero la diferencia es que empieza en D(z). Asi pues, la proposicion 2.4.20 nos
garantiza que Do~y es igual con vp(,) y por lo tanto que terminan en los mismos
puntos. U

Proposicion 2.4.24. Sea X conexo y localmente conexo por trayectorias y
m: X =Y una aplicacion cubriente con yo = w(xg). Sea H = 7 [II1(X, z0)] ¥y
sea N(H) el normalizador de H. Entonces se cumple que...

1. X es un espacio cubriente normal si y solo si H es un subgrupo normal
de I (Y, yo).

2. G(X) es isomorfo a N(H)/H.

En particular, G(X) es isomorfo a 111(Y,yo)/H si X es un espacio cubriente
normal.

Demostracion. 1) (=) Tomemos a xg € 7 [yo] y supongamos que para ca-
da z, € 7 Yypl, existe una transformaciéon cubriente D : X — X tal que
D(zg) = x4. Si tomamos un lazo a de Y basado en yo, entonces por el le-
ma 2.4.8 podemos levantar tal . a una trayectoria v que inicia en zoy y que
termina en alguno de los puntos z, € 7 ![yo] al ser levantamiento. De esta
forma, el lema 2.4.17 nos garantiza que para toda « € II;(Y,yp), se cumple
que hay z, € 7 yo] tal que [a™!] m [l (X, z0)] [ 17t = my[I1 (X, z.)].
Por otra parte, la proposicién 2.4.16 aunada al hecho de que D es en parti-
cular una equivalencia de espacios cubrientes para cada z, € 7 ![y], arroja
que 74 [I1 (X, 29)] = m4[I1;(X,z,)] para toda z, € 7 ![yo]. Juntando las dos

igualdades tenemos que 7 [I1;(X,z0)] = [a™!] 74 [I11(X,x0)] [@~!]~! para to-
do [a] € TI;1 (Y, yo). Por lo tanto, H = 7 [II; (X, x)] es un subgrupo normal de
IL (Y, yo).

(<) Supongamos que H es un subgrupo normal de IT; (Y, yo) y sean xg,x1 €
71 yo] con 7 la trayectoria de 2y a 21 y o = mo~y. Desde el lema 2.4.17 nos viene
que [a] 74 [T (X, 21)] [a] 7! = 74 [T (X, 20)], pero como N (H) = I1; (Y, 4), esto
nos implica que 7 [I1; (X, 71)] = [a] 7y [ (X, 21)] [o] 7! = 74 [I11 (X, 20)] y por

18 Algunos autores llaman a los espacios cubrientes que cumplen esta propiedad “espacios
cubrientes regulares”. Nosotros optamos por seguir a [6] en tanto el nombre se relaciona muy
comodamente con lo establecido en la proposiciéon 2.4.24.
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la proposicion 2.4.16 que existe una equivalencia h : X — X tal que h(zg) = z1.
Tal h es por definiciéon una transformacion cubriente y con eso tenemos que X
es un espacio cubriente normal.

2) Definimos ® : N(H) — G(X) como sigue: dada [a] € N(H) y v el
levantamiento de a que inicia en zp, tomamos ®([a]) = D,, donde D, es la
tinica transformacion cubriente tal que D, (79) = v(1)!?. La funcién estd bien
definida (no depende del representante) en tanto si 8 = « rel F'r(I), entonces
sus levantamientos que inician en xp, llamémoslos v' y 7 respectivamente, son
homotoépicos y terminan en el mismo punto por el corolario 2.4.11, y asi D,
coincide con Dg en xo (Dq(x0) = (1) = 7'(1) = Dg(zo)) y por lo tanto son
iguales segin el lema 2.4.20.

Veamos luego que @ es un homomorfismo:

Sean o, 8 € N(H) y v,7 sus respectivos levantamientos que inician en x.
Hemos definido a D, y Dg como las tnicas transformaciones cubrientes que
mandan xg a (1) y 7/(1) respectivamente. Por un lado, el lema 2.4.22 nos dice
que...

[@([a]) o @([B])](20) = [Da 0 Ds](x0) = Da(Ds(0)) = Da(¥' (1)) = Vb, (20) (1)

... donde v’Da( o) ©8 el levantamiento de 8 que inicia en D, (xg). De esta forma,
Dq 0 Dg es una transformacion cubriente que manda zg a v, (1)

Por el otro, ®([a][B]) = ®([a * §]) = Dasp. Si n es un levantamiento de j3
que inicia en (1), entonces es claro que v * 7 es el levantamiento de « * 5 que
inicia en xg. Dasg(z0) = (7 * 1)(1) por definicién, pero se cumple a su vez que
(yxn)(1) =n1) =7p._ (o) (1), Pues 7 coincide con vba(zo) por construccién y
por el lema 2.4.8. Asi, ...

[@ ([ [BD)(0) = Dass(x0) = Vp,, (29) (1)

. con lo que ®([a]) o ®([B]) coincide con P([c][5]) en xg, por lo que el
lema 2.4.20 nos garantiza que son iguales y consecuentemente que ® es un
homomorfismo.

Veamos que ® es de hecho un epimorfismo. Dada D € G(X) y -y la trayectoria
de zg a D(x¢), ™o~y es un lazo de Y basado en y tal que ®([1 07]) = Dyoq, la
transformacion cubriente que manda xy a y(1) = D(x). Asi pues, D coincide
con Doy en zg y el lema 2.4.20 nos hace ver que son iguales y por lo tanto que
® es un epimorfismo.

En virtud de que D, = 1x si y so6lo si Dy(xg) = zo (corolario 2.4.21),
y de que D,(zg) = xg si y sblo si y(1) = z¢ (donde como siempre v es el
levantamiento de « que inicia en xg) si y s6lo si v es un lazo de X basado
en zg si y solo si [a] = 74([7]), tenemos que ker ® = H y por lo tanto que

>
N(H)/H = G(X) (teoremas de isomorfismo). O

YD, como pedida existe gracias a que si [a] € N(H), entonces 74[II1(X,z0)] =
741 (X, v(1))] (como en la prueba del inciso 1 (regreso)) y asi existe una equivalencia entre
X y X que hace la gracia en sintonia con la proposiciéon 2.4.16; es tGnica por el lema 2.4.20.
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Corolario 2.4.25. Para m : X — Y una aplicacion cubriente con X simple-
mente conexo®®, se cumple que G(X) = I, (Y, yo)- O

Los siguientes resultados y definiciones nos dardn maquinaria para ver cuan-
do un espacio es cubriente normal en funcién de una accion del grupo de trans-
formaciones cubrientes sobre él.

Proposicion 2.4.26. Siw: X — Y es una aplicacion cubriente, entonces X
es un G(X)-espacio.

Demostracion. Esta es una prueba que podra parecer un tanto redundante, pero
nos servira precisamente en tanto veremos a G(X) como un grupo que acttia
sobre X y posteriormente encontraremos informacién acerca de la relaciéon entre
esta accion y la naturaleza del espacio cubriente, por asi decirlo. Definimos
¢ : G(X) x X = X tal que ¢(g,2) = g(z). Tal ¢ es continua y cumple las
hipotesis de ser una accion de grupo. Por tanto, tenemos que X es un G(X)-
espacio. ]

Definicion 2.4.27. Si G es un grupo y X es un G-espacio topoldgico, entonces
la accion de G sobre X se dice propiamente discontinua si y sdlo si para cada
x € X, existe una vecindad (o abierto) U, de x tal que para cada g1,g92 € G,
91[Uz] N g2[Us] # O implica que g1 = go.

Notemos que en la definicién anterior, la propiedad es equivalente a pedir
que para cada z € X exista una vecindad U, de x tal que U, N g[U,] # 0
implique que g = 1x. Esto se debe a que ¢1[U,] N ¢2[Us] # 0 es equivalente a
decir que U, N g7 [g[05]] # 0.

Proposicion 2.4.28. Si X es conexo ym: X — Y es una aplicacion cubriente,
entonces la accion de G(X) sobre X es propiamente discontinua.

Demostracion. Sea x € X y Uy, un abierto parejamente cubierto por 7 al-
rededor de m(x). Tomemos -como es costumbre- a Vg, como el abierto en la
preimagen de Uy (,) que tiene a x. Afirmamos que tal Vj, es el abierto que bus-
camos, pues si suponemos que g1[Va,] N g2[V3,] # 0 para algunos g1, g» € G(X),
entonces existe z € X tal que ¢g1(z1) = z = ga2(22) con x1,z2 € V3,. Como g1 y
g2 son transformaciones cubrientes, entonces se tiene que 7(z1) = [rog1](z1) =
[ o go](x2) = m(x2) y por lo tanto que x1 = xo (pues 7T|V30 es un homeomor-
fismo). Entonces g1 y g2 coinciden en x; = xa, por lo que al ser levantamientos
son iguales en congruencia con la proposiciéon 2.4.20. O

Definicion 2.4.29. Sea G un grupo y X un G-espacio topoldgico. Si R es la

relacion de equivalencia tal que dada x € X, x R si y sdlo si z = g(x) para

20Sj Y un espacio topoldgico, a los espacios cubrientes simplemente conexos se les llama
espacio cubriente universal de Y. Mientras la proposicién 2.4.16 nos afirma que cualesquiera
dos espacios cubrientes universales son equivalentes y por lo tanto siempre nos referimos en
singular a este espacio particular, tal particularidad consiste en que dicho espacio “cubre” a
cualquier otro espacio cubriente de Y, como se puede apreciar en [10, capitulo 13, seccion 80].
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algiin g € G*', entonces denotamos al espacio cociente X/R como X/G y lo
llamamos espacio de orbitas de la accion del grupo G sobre X .

No es poco prudente llamar a X/G espacio de drbitas, pues recordemos
que la drbita de un punto z € X, donde X es un G-espacio, seria el conjunto
Gz = {g(z) | g € G}, que claramente coincide con la clase de = bajo la relacion
de equivalencia R de la definiciéon anterior (véase definiciéon 1.3.5).

Proposicion 2.4.30. Sea 7 : X — Y wuna aplicacion cubriente normal, y sea
p: X = X/G(X) la proyeccion candnica (que es funcion cociente). Se cumple
entonces que X/G(X) =Y.

Demostracion. m : X — Y es constante en las fibras bajo p de puntos en
X/G(X), pues si z,z, € p~[G(X)2'] para algin G(X)z' € X/G(X), entonces
z R Z, y por tanto existe g € G(X) tal que x, = g(x). Ahora bien, como g es
transformacion cubriente, tenemos que w(x) = 7(g(z)) = w(x4).

Asi pues, el lema de la Trangresion (lema 2.2.4) otorga la existencia de
h:X/G(X)—Y continua y tal que el siguiente diagrama conmuta:

F
X/G(X)

Por otro lado, notemos que como m : X — Y es abierta, continua y su-
prayectiva, entonces es de hecho una funcién cociente (véase proposicion 2.2.2).
Observamos que p es constante en las fibras de 7: dados z, 7, € 7~ ![y] para
algtin y € Y, como 7 es cubriente normal, sabemos que existe g € G(X) tal que

R .
g(z) = x,. Luego x ~ x, y por lo tanto p manda a z y x, al mismo punto. Usa-
mos de nuevo el lema de la Transgresion y obtenemos una h* : Y — X/G(X)
continua y tal que el siguiente diagrama conmuta:

X/G(X)

En virtud de la forma en que el lema de la Trangresiéon nos arroja tanto a
h como a h*, no es dificil ver que se tiene que de hecho son inversos segin el
siguiente argumento: dada G(X)z € X/G(X), [h* o h|(G(X)z) = h*(y) donde y
es el tinico elemento en 7[p~![G(X)z]]; incidentalmente, esto tltimo significa que

21 R es una relacion de equivalencia por ser reflexiva en tanto 1 € G, transitiva porque
la “composicién” de dos elementos del grupo G queda también en el grupo, y simétrica por
la existencia de inversos. Recordamos que el conjunto de las érbitas bajo una accién dada
constituyen una particion del espacio (visto como conjunto).
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p~1G(X)x] C 7 [y] y por lo tanto que las imagenes bajo p de estos conjuntos
tienen el mismo tnico elemento, el cual forzosamente debe ser G(X)z. Ahora
bien, h*(y) esta definido precisamente como el tinico elemento en p[r~![y]], o
sea G(X)x, gracias a lo cual h*oh = 1x/¢. Un razonamiento francamente igual
muestra que hoh* = 1y y, en consecuencia, que Y y X/G(X) son homeomorfos
via h, terminando la prueba de la proposicion. O

Proposicion 2.4.31. Sea G un grupo y X un G-espacio topoldgico conexo. Si
la accion de G sobre X es propiamente discontinua, entonces...

1. La funcion cociente p : X — X/G tal que p(x) = Gz (es decir, la proyec-
cion candnica) es una aplicacion cubriente normal.

2. G resulta ser el grupo de transformaciones cubrientes del espacio X .

Demostracion. 1) Sea Gz € X/G. Como la accion es propiamente discontinua,
existe un abierto U, C X alrededor de = conexo por trayectorias y tal que para
cada g1, g2 € G, si la interseccion g1 [U,] N ¢2[U.] es no vacia, entonces g1 = gs.
Notemos, primero que nada, que p : X — X/G es abierta pues, para todo U
abierto en X, p~1[p[U]] = U{g[U] | g € G} y ésta es una unién de abiertos a
cuenta de los g son homeomorfismos. Asi pues, p[U,] es un abierto conexo por
trayectorias (ya que p es continua) alrededor de p(x) = Gz, cuya preimagen,
hemos visto, es una union de la forma | J{g[U] | ¢ € G}. Por haber tomado a
U, tal que sus imagenes bajo distintas g no se intersectan, tal uniéon es de hecho
una unioén disjunta donde a parte afirmamos que plyy,) es un homeomorfismo
sobre p[U,] para toda g € G:

En efecto, si g € G, plgu,] es claramente continua y abierta, con lo que
ver que es biyectiva prueba nuestra afirmacién. Para la suprayectividad, vemos
que dado Gy € p[U,], existe y' € U, tal que p(y) = Gy y g(y/) € g[Us].
Se tiene, pues, que y ~ ' < g(y') y por tanto que p(g(y’)) = p(y') = Gy.
Para la inyectividad, supongamos que p(g(z1)) = p(g(x2)) con z1,ze € Uy,
entonces 1 z g(z1) Z g(z2). Por tal motivo podemos establecer, sin pérdida
de generalidad, que g(x2) = ¢'(x1) para alguna g’ € G, pero esto quiere decir
que g[U;] N g'[U,] # 0, por lo tanto que g = ¢’ y luego que g(z2) = g(z1).

Recapitulando, existe un abierto p[U,] alrededor de Gz parejamente cubier-
to por p, arrojando el hecho de que p es una aplicacién cubriente. Veamos que
es cubriente normal. Los elementos de G son en realidad transformaciones cu-
brientes en tanto p o ¢ = p para toda g € G. Con esto en mente, si tomamos
To y 1 en p~l[Gz] para algin Gz € X/G, sabemos que 2R 1y por
tanto que existe g € G tal que x1 = g(xg), con lo cual se cumple que p es una
aplicaciéon cubriente normal.

2) Hemos visto al final de la prueba del inciso 1 que G es de hecho un
subgrupo de G(X) (el grupo de transformaciones cubrientes de X como espacio
cubriente de X/G). Ahora bien, si tomamos D € G(X), entonces la igualdad

p(D(x)) = p(x) nos dice que x R D(z) y por tanto que existe g € G tal que
D(z) = g(z). Como D y g son transformaciones cubrientes y por lo tanto son
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levantamientos de p, tenemos que su coincidencia en tal punto z dicta, con el
lema 2.4.20, que D = g. Asi pues, G(X) es a su vez subgrupo de G y se cumple
que G = G(X). O






Capitulo 3

Homologia Singular

3.1. Introduccién

Como se insinta desde el prefacio, el capitulo que nos ocupa ahora sera el
plato principal de la tesis. Aqui construiremos la homologia singular y derivare-
mos algunas verdades sobre ella que la ubican como un método increiblemente
potente para el estudio de los espacios topologicos. El protocolo de presenta-
cion fue cuidadosamente elegido para hacer de ella algo didactico y accesible a
cualquier persona que se tope con los conceptos por primera vez -como yo antes
de empezar la tesis-, y es un tanto distinto al de los libros en la bibliografia. A
veces es dificil decidir qué posicion tomar para que algin mensaje llegue correc-
tamente a su destinatario, y en este caso eso se traduce en decidir el orden y
la profundidad con que se aborden las ideas ya tan bien escritas en otra parte
por especialistas del tema. La palabra introduccion adquiere aqui y en el propio
titulo de la tesis un peso que pedimos -apologéticamente- se tome en cuenta,
pues lo que buscamos no es ni “el méximo detalle posible” ni “la més extensiva
compilacién de resultados”; es un camino que intuimos amable y suficiente para
principiantes.

Habiendo dicho esto, entramos en materia.

Cuando hablamos de Topologia, hablamos de la forma de los objetos ma-
tematicos, y se requiri6é el monstruoso ingenio y la monstruosa inteligencia de
Poincaré para perseguir la sospecha de que operar los puntos -o algunas otras
“cosas’- de un espacio topologico seria provechosisimo para conocer aspectos de
su forma. Asi, Poincaré conjuré por un lado el grupo fundamental, donde se
operan lazos, y por el otro lo que mas adelante se convertiria en la homolo-
gia singular. Su intencion era ligar espacios topoldgicos a ciertos grupos de tal
suerte que la operacion -una idea que no se tenia desde la Topologia- y todas
las maquinaciones algebraicas que se desprenden de ella aportaran respuestas y
nuevos descubrimientos; nada més certero.

Para el caso de la homologia singular, Poincaré se basé en su conocimiento
sobre triangulaciones de variedades familiares y comenzé a darle contenido a

45
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una teoria que operaria las “celdas” de las triangulaciones de manera favorable.
Maés adelante, sus ideas pilares fueron depuradas por Brouwer (inintencional-
mente), por los topologos de Princeton y por el titan Eilenberg, quien definié
la homologia singular con amplia generalidad. Se gest6 una herramienta que
superaba muchos de los problemas que aparecian al usar grupos fundamentales,
como lo son el manejo de puntos-base y la no-conmutatividad.

La idea de la homologia tiene mucho que ver, en principio, con la estruc-
tura en “celdas” de un espacio topologico y con la intenciéon de computar con
mayor facilidad grupos que hablaran sobre cosas parecidas a lo que el grupo
fundamental estudia. De esta nocién de “celda’” nacieron las ideas de simplejo
y complejo celular que permitieron la concepcion de grupos abelianos (con los
que obviamente es mas sencillo trabajar) para cada espacio topologico. En po-
cas palabras, un simplejo es la generalizaciéon multidimensional de un tridngulo,
mientras que un complejo celular es un espacio obtenido pegando muchos trian-
gulos o simplejos (o algo homeomorfo a ellos). Asi pues, si de alguna manera se
encontraban operaciones y funciones sobre estos simplejos que revelaran datos
paralelos a los que patrocinaban los “lazos” en el grupo fundamental, entonces
se obtendria una teoria ttil y practica, que fue justamente lo que paso.

Por otra parte, sabemos que hay espacios que no se pueden triangular o de los
que aun no se conocen triangulaciones, por lo que, para definirles una homologia,
fue necesario adquirir un mayor grado de abstraccion en los conceptos, lo que
desafortunadamente implicaba perder algo de intuicién geométrica.?

En su maravilloso libro [6], Allen Hatcher menciona que existen dos princi-
pales formas para introducir la homologia de un espacio: una es atacarla primero
por el lado axiomatico-algebraico y después por el topoldgico-geométrico, y la
otra es motivar geométricamente las nociones basicas dejando para luego la for-
malizacién algebraica. En este trabajo hemos optado por el primer camino, y
si bien es anti-cronolégico al progreso histérico, las razones para hacerlo se irdn
dando sobre la marcha.

A continuacién, resumimos brevemente lo que se hara a lo largo de las si-
guientes secciones:

= Diremos qué son los complejos de cadenas y su homologia (en términos
puramente algebraicos). Luego deduciremos algunas propiedades sobre las
sucestones exactas entre estos objetos.

= Formalizaremos la nocion de “puente” entre areas distintas de las Matemé-
ticas al definir qué es un funtor, apuntando hacia encontrar uno de estos
puentes (o funtores) entre la Topologia y el Algebra.

= Mencionaremos -bajo los preceptos de Eilenberg, Steenrod y Milnor- qué
es una Teoria de Homologia en tanto asociacién de un espacio topoléogico
con una sucesion de grupos abelianos que satisface 5 axiomas particulares.

= Nos valdremos de las nomenclaturas de la segunda seccion para definir-
le formalmente a un espacio topolégico su Homologia Singular. Aqui se

IPor esto es que se apellida singular la teoria, por las singularidades.
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establecera con rigor qué es un simplejo.

= Usando artilugios algebraicos de la segunda seccién y otras reflexiones,
probaremos que la Homologia Singular es una Teoria de Homologia.

= Mencionaremos algunos resultados y aplicaciones del inciso anterior en-
caminados a la prueba del Teorema de Borsuk-Ulam, labor dentro de la
cual se definird qué es un complejo celular y se retomara una discusion de
sabor mas geométrico en cuanto al nacimiento de la teorfa.

3.2. Un Poco de Algebra

Nos vamos a aproximar a los conceptos algebraicos que utilizaremos en todo
el capitulo y que funcionan como el artefacto principal para examinar los grupos
de homologia de un espacio topoldgico. Nuestro enfoque persigue el objetivo
de hacer lo més sencilla posible la presentacién que hacemos de la homologia
singular y por lo tanto dicta que caminemos despacio, aspirando a que el punto
de union con la Topologia resulte un paso sin mucha nocién de arbitrariedad.
Iremos adentrandonos en materia poco a poco y buscando, mas que “dilapidar”
teoremas y afirmaciones, pararnos bien en cada concepto que introduzcamos. En
senderos asi, apostaremos por un nivel de generalidad que ayude a la limpieza
textual; lo que nos ocupa es un esfuerzo nominal en todo el sentido de la palabra:
demos a nuestros utensilios sus nombres correctos para que posteriormente no
tengamos problema en identificarlos.

Definiciéon 3.2.1. Liamamos grupo graduado (abeliano) a una coleccion de
grupos abelianos indexada por los enteros de la forma Cy := {C;}icz. Andloga-
mente, dados dos grupos graduados C, y D,, llamamos homomorfismo gra-
duado (de grado q) entre ellos a una coleccion de homomorfismos hy := {h; }icz
tal que h; : C; = Dyt q; en este sentido, escribimos hy : Cy — D,.

Definicion 3.2.2. Sea C. = {C;}icz un grupo graduado y 0 := {0;}icz un
homomorfismo graduado (de grado -1). Llamamos complejo de cadenas a la
pareja (Cy,0) siy sdlo si 0; 0 0;41 : Cip1 — Ci_1 es trivial para todo i € Z.. A
los homomorfismos 0; se les conoce como operadores frontera y, dado i € Z,
los elementos de C; reciben el nombre de i-cadenas.

La representacion usual de un complejo de cadenas (Cy,0) es...

— C’H—l —+1> Cz — Oz’—l —1> CZ‘_Q —

... donde 0; 00; 11 = 0 para toda i € Z. Es claro que esta condiciéon de que la
composicion de cada par de homomorfismos en un complejo de cadenas se anule
implica que im 0;y1 es un subgrupo de ker 0; para todo i@ € Z. Ahora bien,
como los grupos C; son abelianos, entonces de hecho ese subgrupo es normal y
nuestra siguiente definicion tiene sentido:
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Definicion 3.2.3. Sea (C,,0) un complejo de cadenas e i € Z fijo. Definimos
el i-ésimo grupo de homologia de (C,,d) como el grupo abeliano H;(C,) :=

ifrfraiil. El grupo graduado...

H.(Ch) = {Hi(C.)} ez,

. se conoce como la homologia del complejo de cadenas en cuestion. A los
elementos en ker 0; se les llama i-ciclos, mientras que los que viven en im 0;11
reciben el nombre de i-fronteras.

Muy relacionado a la definicion anterior, puntualizamos con detalle los tér-
minos que utilizamos para referirnos a ciclos en las mismas clases laterales con
la siguiente.

Definicién 3.2.4. Sea (C., ) un complejo de cadenas ei € Z.. A los elementos
de H;(C.) se les llama genéricamente clases de homologia de tal manera que,
dado ¢ un i-ciclo, su clase de homologia se denota como [c]. En la misma linea,
dos i-ciclos ¢1 y co se dicen homdlogos (denotado c1 ~ c3) si y sdlo si estdn
en la misma clase de homologia, es decir, si existe una (i + 1)-cadena d tal que
c1 — ¢g = 0i41(d) (su diferencia es una i-frontera).

Dado un complejo de cadenas (Cy, 9), es usual denotar a ker 9; como Z;(C,),
mientras que im 0;11 se suele anotar B;(C.).

Definiciéon 3.2.5. Sean (A.,04,) y (B«,0p,) complejos de cadenas. Un ho-
momorfismo graduado f : A. — B. de grado 0 se denomina aplicacion de
cadenas si y solo si las f; conmutan con los operadores frontera, es decir, si
son tales que el siguiente diagrama conmuta:

At Aditl A; A A1
lfz#l lfi lfil
OB.; OB.;
Bi1 Cilas B; Bt B

En la medida en que trabajaremos mucho con diagramas de este estilo y
resulta pesado el recargo notacional, por comodidad y sencillez advertiremos
unas cuantas convenciones. Siempre que tratemos con homomorfismos gradua-
dos, aplicaciones de cadenas y operadores frontera, denotaremos a todos los
miembros de la colecciéon con un solo simbolo que casi siempre sera el nombre
que le demos a la familia (por ejemplo 0 en vez de 0;). Por tanto, quedara en
nuestra responsabilidad decir flagrantemente cuando nos estemos refiriendo a
una homomorfismo particular. Por otro lado, no haremos distincién entre los
homomorfismos frontera para complejos de cadenas diferentes si no lo amerita
la ocasion, de forma que de ahora en adelante nos referiremos a los complejos de
cadena solamente por sus grupos graduados correspondientes y quedaran impli-
citos los operadores frontera. Siguiendo estas disposiciones, el anterior diagrama
queda mucho mas “limpio”:



3.2. UN POCO DE ALGEBRA 49

C—— A A; A
. %Bz#l 9 Bi 0 Bifl

Proposicion 3.2.6. Si A, y B, son complejos de cadenas, entonces una apli-
cacion de cadenas f : A, — B, induce, para toda i € 7., homomorfismos
fe o Hi(Ay) — Hi(B.) definidos como f.([a]) = [f(a)]. Mds aun, se tiene
que (fog)s = fiogs yquel,=1_.

Demostracion. Notemos primero que f, estd bien definido para toda ¢ € Z
segtin el razonamiento siguiente: si [¢1] = [co] para dos i-ciclos ¢; y ¢2, entonces
existe una (¢ + 1)-cadena d tal que ¢; — co = 9(d). Como f es aplicacion de
cadenas, se cumple que f(c1) — f(c2) = f(c1 —c2) = f(9(d)) = 9(f(d)) y por lo
tanto que [f(c1)] = [f(c2)], con lo que tenemos que f.([c1]) = fi([c2])-

Ahora veamos que los f, son homomorfismos para toda i € Z: para ¢; y ¢
dos i-ciclos, fu([ex] + [ea]) = fu(er + 2]) = [f(e1 + 2)] = [f(er) + flea)] =
If(c)] + [f(e2)] = fe([er]) + f«([e2]). El “méas aun” se cumple utilizando un
procedimiento similar y fijaindonos en la definicion de los f,. O

Recordamos de la definicién 1.2.1 que una sucesion de grupos abelianos de

la forma... . .

A B-5C
.. se dice exacta si y solo si im i = ker j. Como dijimos antes, las sucesiones
exactas son armas técnicas poderosisimas, y el siguiente teorema se levantara
medular para nuestros propésitos en la prueba del Teorema de Borsuk-Ulam -y
en general en bastantes aplicaciones de la homologia singular.

Antes, debemos decir que las sucesiones exactas que hemos visto hasta aho-
ra han sido definidas para grupos, pero podemos dar un salto y pensarlas para
complejos de cadenas (o grupos graduados) con aplicaciones de cadenas (u ho-
momorfismos graduados) entre ellos. Es decir, una sucesion de la forma...

A, - B, s 0,

.. serd exacta si y solo si im i, = ker j, para todo p € Z. Con este tipo de
sucesiones es que trabajamos en el proximo teorema -que ya hemos encomiado
lo suficiente.

Teorema 3.2.7. Sea 0 — A, — B, AN C. — 0 wuna sucesion exacta
corta de complejos de cadenas y aplicaciones de cadenas. Entonces se puede
mducir una sucesion exacta larga en la homologia de dichos complejos con la
forma...

2 H(A) S HY(BY) 2 Hy(CL) 2 Hyy(AL) 2 (3.1)

... donde a Oy se le llamard homomorfismo conector.
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Demostracion. Para facilitarnos el proceder de la prueba, presentamos un dia-
grama un tanto mas fiel de la sucesion exacta corta de complejos de cadenas
que aquél que aparece en el enunciado del teorema. Consideremos, entonces, la
siguiente figura:

0 Ap+1 : Bp+1 J Cp-‘rl 0
0 0 0
7 J
0 AP BP CP 0
0 0 0
i J
0 Ap— 1 Bp— 1 Cp—l 0

Notamos antes que nada que el hecho de que tal sucesiéon sea exacta nos
implica que las ¢ son monomorfismos y que las j son epimorfismos.

Ahora bien, debemos definir a 0. : Hy(Cy) — H,_1(A.) para que se com-
porte como deseado. Dada ¢ € C), tal que d(c) = 0 (un p-ciclo), sabemos que,
en tanto j es sobre, existe b € B), tal que j(b) = c. Ademas, j(9(b)) = 9(j(b)) =
d(c) = 0, lo que nos dice que 9(b) € ker j = im i y por lo tanto que existe
a € Ap_1 tal que i(a) = 9(b). Mas aun, como i es un monomorfismo, dicha a es
tnica y es tal que d(a) = 0, pues la igualdad i(9(a)) = d(i(a)) = I(A(b)) = 0
implica que d(a) € ker i con i monomorfismo, por lo que en efecto d(a) = 0.
Esto ultimo garantiza que [a] € H,—1(A.) y consecuentemente que podemos
definir a 0, tal que, dada nuestra c inicial, d.([c]) = [a].

Veamos que 0, esta bien definida: en primer lugar, dada c € C,, como arriba,
si en vez de b tomamos a b’ # b tal que j(b') = ¢, entonces b—b' € ker j =im i
claramente. Asi pues, existe a” € A, tal que i(a”) = b—¥’, lo que a su vez quiere
decir que 9(b) — A(b") = A(i(a’)) = i(d(a’)). Por otro lado, sabemos que existen
ciclos a,a’ € Ap_; tales que 9(b) — (V') = i(a) —i(a’) = i(a —a’), lo que con lo
anterior arroja que i(a—a’) = i(9(a’)). Sumando esto tltimo al hecho de que i es
un monomorfismo, entonces tenemos que a—a’ = d(a’) y por lo tanto que a ~ o
y que [a] = [a']. Con esto hemos visto que la eleccion de 9, ([c]) no depende de
la preimagen bajo j de dicha c. Falta ahora ver que la funcién no depende del
representante de la clase de homologia en H,(C): tomemos ¢’ un p-ciclo con
¢’ ~ ¢, entonces sabemos que existe ¢’ € Cp11 tal que ¢ = ¢+0(c"). Seab € B,y
b" € Bpyi tales que j(b) = cy j(b") = ¢”, afirmamos que b’ := b+ 9(b”) cumple
que j(b') = ¢, pues (1) = j(b) + J(O(E")) = j(b) + DF(H")) = ¢ + (") = ¢’
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En virtud de que 9(b') = 9(b) + 9(0(b")) = 9(b), tenemos que si a,a’ son los
ciclos en A,_; tales que i(a) = 9(b) = 9(b') = i(a’), el hecho de que i es un
monomorfismo nos dice esta vez que a = a’ y por lo tanto que 9, ([c]) = 9«([¢]),
asegurando que la funcién no depende del representante de la clase de homologia
de c.

Procedemos a probar que 0, es un homomorfismo. Sean ¢y, ¢ dos p-ciclos en
Cp y sean Ox([c1]) = [a1] v O« ([c2]) = [az] via by y be, respectivamente (como
hemos hecho en todo el discurso anterior). Entonces, como j(b; + b)) = j(b1) +
J(be) = c1+coyilar +az) =i(ar)+i(az) = 0(by) +9(ba) = A(by +bs), tenemos
que O, ([er1] +[ea]) = O« ([e1+¢2]) = [a1+az] = [a1]+[az] = 0. ([e1]) +0x([c2])-

Nos queda probar que la sucesion larga en (3.1) es exacta. Para hacerlo,
debemos mostrar la veracidad de seis contenciones:

(im i, C ker j.) Como im i = ker j, tenemos que j o i es trivial, por lo
tanto que (j o). es trivial y, en sincronia con la proposicion 3.2.6, que j, o i
también lo es, probando esta contencion.

(tm j. C ker 0.) Sea b € B, un p-ciclo. Nos fijamos en que 0,(j.([b])) =
0.([7(b)]) y en el hecho de que d(b) = 0. Ahora bien, la definicién de d, nos
pide mandar [j(b)] a la clase de aquel ciclo a en 4,4 tal que i(a) = 9(b) = 0.
Como ¢ es un monomorfismo, a a no le queda mas que ser igual a 0, con lo que
vemos que Oy o j, es trivial y por lo tanto que se tiene la contencion deseada.

(im 0, C ker i,) Sea ¢ € C), un p-ciclo. i, (9. ([c])) = i+([a]), donde i(a) =
J(b) para algin b € By, tal que j(b) = c. Asi pues, tenemos que i, ([a]) = [i(a)] =
[0(b)], que es el neutro en H,_1(B.). Por lo tanto, i, o d, es trivial y hemos
probado la contencion.

(tm i« 2 ker j.) Supongamos que [b] € ker j.. Esto nos implica que j(b)
es una p-frontera y consecuentemente que existe ¢ € Cpyq tal que j(b) = 9(c).
Por otro lado, como j es epimorfismo, sabemos que existe b’ € By tal que
j(b") = ¢. Luego observamos que j(b—09(b')) = j(b)—j(0(V')) = d(c)—-9(§(V')) =
9(c) —9(c) = 0 y por tanto que b—9(V') € ker j =im i. A raiz de esto tenemos
que existe a € A, tal que i(a) = b — J(V'). Dicha a cumple que d(a) = 0 en
tanto i(0(a)) = A(i(a)) = I(b) — A(A(V')) = I(b) = 0 e i es un monomorfismo.
Como por este motivo pensar en [a] efectivamente tiene sentido, vemos que
ix([a]) = [i(a)] = [b— 0(')] = [b]. Asi pues, tenemos que [b] € im i.

(im j.« 2 ker O.) Sea [c] € ker O.. Entonces [a] = 0.([c]) = [0], con a ciclo
en A, 7 tal que i(a) = 9(b) para algan b € B, tal que j(b) = c. Esto implica
que a = 0(a’) para algin a’ € A,. Observamos que, gracias a que j o1 es trivial,
se cumple que j(b—i(a’)) = j(b) — j(i(a)) = j(b) = ¢. Pero b—i(a’) es de hecho
un p-ciclo de B, en tanto 9(b — i(a’)) = 9(b) — 9(i(a’)) = I(b) — i(0(a')) =
9(b) —i(a) = 9(b) — A(b) = 0, por lo cual queda bien fundamentado el hecho de
que j.([b —i(a")]) = [J(b—i(a’))] = [c] v la contenciéon requerida se muestra
cierta.

(tim 0, D ker i,) Sea [a] € ker i.. Entonces i.(Ja]) = [0] y por tanto
i(a) = O(b) para algin b € Bpy1. Ahora bien, j(b) vive en Cpiq y es tal que
0(j(b)) = j(0(b)) = j(i(a)) = 0 (lo que significa que es un (p + 1)-ciclo). Por
lo tanto, podemos aplicarle 0, a [j(b)] vy, por construccién del homomorfismo
conector, obtener [a] para nuestra conveniencia.
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Debido a todas estas contenciones, finalmente apreciamos que la sucesion en
(3.1) es una sucesion ezacta larga y hemos concluido la prueba del teorema.? [

Existe un concepto importante asociado a la inducciéon de sucesiones exactas
largas en la homologfa de complejos de cadenas a partir de aquéllas cortas al que
nos referimos como naturalidad. Mas adelante lo trataremos en su interpretacion
dentro del Algebra Homolégica, pero aqui nos limitamos a presentarlo como el
nombre que damos al hecho que establece la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2.8 (Naturalidad). Dadas dos sucesiones exactas cortas de com-
plejos de cadenas (y aplicaciones de cadenas)...

0— A, 5B, L0, —0

Y
OHA;%B;%C;HO
. con aplicaciones de cadena o : A, — A, B: B, = B, y~v:Cy — C entre
ellas, entonces la conmutatividad del diagrama (3.2) implica la de (3.3) en las
stquientes representaciones:

0 A, L B, J c. 0
0 A i B i ! 0. (3:2)
- Jx Ox

Sk Lk
s/ j, a

Hy(A}) ——— Hy(B) ————— H,(C}) —*>Hp—1(é;?))j

Demostracion. Procederemos “cuadro por cuadro”. Asi, nos fijamos primero en
el siguiente diagrama:

Hy(A,) —— > H,(B.)

Hy(A,) —— H,(B)).

2Al procedimiento que utilizamos en la prueba usualmente se le llama persecucion de
diagrama y representa una de las primeras instancias de lo que se conoce como Algebra Ho-
moldgica.
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Sea [a] € Hy(A)). [Bx od]([a]) = Bu([i(a)]) = [ [Boil(a) ] = [ 1o
al(a) | = i.(Ja(a)]) = [k o ax]([a]), donde la tercera igualdad se cumple por
la conmutatividad correspondiente en (3.2), con lo que mostramos aquélla del
primer cuadro.

Para el segundo, la prueba es muy similar, y vemos que en...

H,(B.) —L s H,(C.)

T

!/
B)— s H, )
.. se cumple que [7. Oj*]([[b]]) = %O =[lves®) [ =[["B8l0)] =
JL([BB)]) = [4% o B«]([b]) para todo [b] € H, (B ), con lo que hemos avanzado
en nuestra prueba y tan sélo nos queda Veriﬁcar el tercer cuadro, a saber...

O
Hy(CL) — > H,1(AL)

l * la*
! a* !/
() —2 s, (AL,

Para probar la conmutatividad de éste, recordamos que nuestra definicion
de 0, : Hy(Cy) — Hpo 1(A ) (y analogamente de 0, : H,(C}) — H,_1(A.)) es
tal que, dada [c] € Hp( O:([c]) = [a], donde ¢ = ](b) y i(a) = 0(b). Ahora
bien, observamos que la conmutatlwdad del tercer cuadro en (3.2) nos otorga
que v(c) = v(5(b)) = j/(B(b)), mientras que la del segundo cuadro en (3.2),
aunada al hecho de que 8 es una aplicacion de cadena, dicta que '(«a(a)) =
B(i(a)) = B(O(b)) = 0 (B(b)). Con estos dos preliminares y nuestra definicion
de 0., vemos que Ox([y(c)]) coincide exactamente con [« (a)]. Por este motivo,
tenemos que [a, o 0.]([c]) = a. ([a]) = [a(@)] = A (VO]) = [0, 0 7.]([c]) ¥
hemos terminado nuestra tarea. O

Para finalizar, definimos la suma directa de grupos graduados y complejos de
cadenas para luego revisar una propiedad de ella relacionada con la homologia,
lo que sera de utilidad en algunos resultados a venir.

Definiciéon 3.2.9. Sea {A. o}tacs una familia de grupos graduados. La suma
directa @, c ; Ax,a se refiere a la coleccion {P Aiotiez, donde A, es el
i-ésimo miembro del grupo graduado A, 4.

acJ

Proposicion 3.2.10. Sea {(A. o, 0n) tacs una familia de complejos de cadenas.
Si consideramos los homomorfismos @ ¢ ; Oa + Pocy Aia = Bocs Ati—1),a-
entonces la pareja (D, cj Av,as@acyOa) a su vez resulta ser un complejo de
cadenas.

Demostracion. Esto es facil de comprobar, pues se cumple que (P

@aEJ 8Ot =0.

acJ

0a)? =
O
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Proposicion 3.2.11. Sea {(A. o, Oa) tacs una familia de complejos de cadenas.
Para todo i € Z se cumple que...

H; (@ A*,a> & @Hz‘(A

acJ acJ

Demostracion. Seai € Z, mq € N\{0} y 227 dj € @D 4c; A(it1),0 wna (i+1)-
cadena. Entonces @, ; 0a (32 dj) € (®a€J Asa), Pero @, 0a (327 dj) =

Z;n:dl 0;(d;), la cual es una suma formal donde cada sumando vive en B;(A, ;).
Por lo tanto, la suma formal vive en @@ . ; B;(A+,o) y tenemos que B;(P . ; Ax.a)
Dacs BilAva):

Por otro lado, para cualquier colecmon finita d e (i + 1)-cadenas {d; €
A(i+1),5 }1<j<n, se cumple que ZJ 105(d;) = @ e (Z;;l dj)y por lo tanto
que vive en B;(p A, o). Luego entonces B (@ crAia) 2 @ Bi(As.a)

y tenemos que...

acJ acJ

aeJ

B; <€B A*7a> =P Bi(A

aclJ acJ
Ahora bien, para todo i-ciclo ZT:Z ej € Zi(D,cy Asx,a), tenemos que 0 =

Docs0a(Xj21e5) = 2205 9i(e)), lo que implica que 9j(e;) = 0 para to-
dal < j < me, de forma que e; € Z;(A, ;) para toda 1 < j < m, y asi

Zi(@aej A*,a) g @aeJ Zi(A*,a)-
De manera anéloga, dado anl ej € DacyZi(Axca), tenemos que 0 =

Yo 95(e) = Doy 0a(3o72) €5), lo que implica que 37 e; € Zi(D 4e s Asa)s
con lo que Z;(@P,c; Asa) 2 @ael] i(Ava) ye..

Zi <€B A*,a> =Pz

acJ acJ

Finalmente, y gracias al ejemplo 1.1.6, alcanzamos...

B (@aeJ Ava)  Daes BilAsa)
526}9_8 *a 6{)}{

acJ

Como fue mencionado en la introduccién de este capitulo, la meta maxima
es asociar grupos abelianos a un espacio topologico, donde nada mal caeria que
dichos grupos asociados fueran faciles de manejar y que cumplieran requisitos
relacionados con la naturaleza topolégica de los problemas a resolver.

Sucedera, pues, que para un espacio topologico X encontraremos un complejo
de cadenas astutamente definido que se conoce con el nombre de complejo de
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cadenas singulares y al que denotaremos A, (X). Con las definiciones que hasta
ahora hemos dado, esto nos permite ya de entrada remitirnos a la homologia
del complejo, la cual resultara ser la llamada homologia singular de X, nada
casualmente. Ahora bien, la definicion de tal complejo de cadenas persigue,
como deciamos, intereses muy particulares, y a los requisitos que exigen de
nuestra teoria esos intereses se refiere la proxima seccion.

3.3. Axiomas de Homologia

En su libro [3], Jean Dieudonné menciona que la maquinaria de construc-
cion de las teorias de homologia en Topologia es complicada y apaentemente tan
arbitraria que a uno podria parecerle casi extraordinario el hecho de que fun-
cionen. Tales nociones de la Topologia Algebraica sorprenden a un estudiante
cuando las lee en los libros de texto, motivandolo a pensar que sus inventores (o
descubridores) debieron ser casi profetas, anomalias intelectuales poseedoras de
un sentido inigualable de intuicién y creatividad. Mientras esto se prueba cierto
en muchos de los casos, la realidad también apunta que lo que ha llegado hasta
nosotros es un producto cuidadosamente depurado. Esto no sélo por afanes es-
téticos, sino por necesidad, pragmatismo, y también por la conciencia de que, en
cantidad de ocasiones suficiente como para justificar su utilidad, echarse unos
cuantos pasos atras abre la oportunidad de obtener un mejor panorama de lo
que esta en nuestra mesa de trabajo.

En la seccion anterior nombramos algunos de los objetos matematicos que
se usan en la teoria de homologia singular, haciendo el mejor esfuerzo por re-
conocerlos como lo que son, y que no es otra cosa que lo que se ha descubierto
(o inventado) que pueden ser, todo después de un proceso historico lleno de
“pasos hacia atras” y “pasos hacia adelante”. Con la misma ilusiéon con que nos
movimos en dicha seccién -y que, repetimos, es raiz de una presentacion tema-
tica casi en contraflujo del orden crondlogico en el desarrollo conceptual- nos
damos a la tarea de traer al frente la axiomatizacion de las teorfas de homologia
que hicieron Eilenberg y Steenrod. Ellos, dice Dieudonné, se centraron desde el
principio en las propiedades interesantes que ofrecian tales teorias en vez de en
los métodos que se usaron para llegar a ellas. Hacerlo a esta altura, a riesgo
de ser prematuros, tiene dos propositos claros: primero, no perder generalidad;
y segundo, reconocer la existencia de un escenario mayor donde la homologia
singular es s6lo un exponente tebrico con ventajas y limitaciones respecto de
otras teorias.

Para todo esto, habremos de definir los conceptos de categoria y funtor -
pilares en la Teoria de Categorias- de suerte que remontemos el amplio caudal
de ideas con un lenguaje adecuado, entregados a dar su justo nombre a las
entidades con las que nos vayamos topando.

Definicion 3.3.1. C se dice una categoria si y sdlo si consiste en...

1. Una clase ob(C), a cuyos elementos llamamos objetos de C.
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2. Una funcional que a cada par de objetos X yY de C asigna un conjunto
denotado MOR(X,Y), cuyos elementos se llamardn morfismos o fle-
chas (en C) de X en Y. Escribiremos f : X — Y para significar que
f € MOR(X,Y).

3. Una funcional que a cada par de morfismos f € MOR(X,Y), g € MOR(Y, Z)
asigna un morfismo denotado fog tal que fog € MOR(X, Z) y se cumplen
las siguientes propiedades:

a) Asociatividad: (f o g)oh = fo(goh) para cualesquiera morfismos
f,9 y h tales que la anterior expresion tenga sentido.

b) Para cada objeto X , existe un morfismo denotado 1x en MOR(X, X)
tal que, para cadaY € ob(C), 1 x o f = f para todo f € MOR(X,Y)
ygolx =g para todo g € MOR(Y, X).

Como nota, llamaremos categorias pequenas a aquéllas donde la clase ob(C)
es un conjunto, mientras que las que no cumplen esto se llamaran grandes.

Como observacion, decimos que si X es objeto de una categoria C, 1x co-
mo en la definicién resulta ser tnico, pues cualquier otro 1’y que satisfaga la
propiedad requerida también satisface que 1x = 1x o 1’y = 1%.

Ejemplo 3.3.2. La clase de los grupos como clase de objetos, junto con los ho-
momorfismos de grupos como morfismos, con la composicion de homomorfismos
habitual (y la identidad), definen una categoria grande.

Ejemplo 3.3.3. La clase de los grupos graduados como clase de objetos, junto
con los homomorfismos graduados entre grupos graduados como morfismos, con
la composicion de homomorfismos graduados natural (y la identidad), definen
una categoria grande.

Ejemplo 3.3.4. La clase de los espacios topoldgicos como clase de objetos,
junto con las funciones continuas como morfismos, con la composicion habitual
(y la identidad), definen una categoria grande. También asi lo hacen los pares
topoldgicos y las funciones continuas entre ellos.

A continuacion, introducimos lo que es un funtor entre categorias:

Definicion 3.3.5. Dadas dos categorias C y C', una aplicacion F : C — C' tal
que a cada objeto X de C le asigna un objeto F(X) de C' y a cada morfismo
f:X =Y (con X,Y € 0b(C)) le asigna un morfismo F(f): F(X) — F(Y) se
llama funtor covariante si y sdlo si se cumplen...

1. F(fog)=F(f)oF(g).
2. F(]lx) :]lF(X)~

Para que el adjetivo covariante no se antoje gratuito, anadimos que diremos
que un funtor es contravariante si en la definiciéon anterior la imagen de un
morfismo invierte imagenes de “dominios”, es decir, si dado un morfismo f :
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X — Y, entonces F(f) : F(Y) — F(X). De esta manera, la propiedad 1 se
vuelve F'(f o g) = F(g) o F(f).

Los funtores nos permiten encontrar paralelismos entre distintas éreas de las
Matematicas.

Definicion 3.3.6. Dadas dos categorias C y C', y dados F,G : C — C' dos fun-
tores covariantes, entonces una transformacion natural de funtores (para
F y G) es una aplicacion ® que a cada objeto X de C le asigna un morfismo en
C' ®(X): F(X)— G(X) tal que, para cada morfismo f: X — Y, el siguiente
diagrama es conmutativo:

oY)

FY) ————————— (V).
Ejemplo 3.3.7. Como ejemplos de funtores covariantes tenemos los siguientes:

= La asignacion de su grupo fundamental a un espacio basado (X, xq). Sea
Topy la categoria de los espacios basados con sus funciones continuas
(basadas) y G aquélla de los grupos con sus homomorfismos. Entonces
IT1; : Topg — G tal que II1((X,x0)) := I (X, z0) y II1(f) = f+ es un
funtor covariante.

= Sea Top la categoria de los espacios topoldgicos con sus funciones conti-
nuas y T la categoria de los pares topologicos con las funciones continuas
(entre pares). Pa: Top — T tal que, para cada objeto X, Pa(X) = (X, 0)
y para cada funcion continua f: X — Y, Pa(f) = f: (X,0) — (Y,0), es
un funtor covariante.

= Sean Top y T como en el ejemplo anterior. Sub : T — Top tal que, para
cada par (X,A) € T, Sub((X,A4)) = A y para cada funcion continua
f:(X,A) = (Y,B), Sub(f) = fla: A — B, es un funtor covariante.

Usaremos estas definiciones para esteblecer pardmetros sobre la relaciéon es-
pecial entre espacio topologico y su homologia singular.

Asi pues, comencemos con este tema, donde es importante que se mantengan
en mente los conceptos algebraicos desarrollados en la seccion previa, pues la
terminologia resulta esclarecedora. Como trabajaremos con pares, recordemos
ademés que cualquier espacio topologico X esta representado en la categoria
de los pares por (X, () de acuerdo con el funtor covariante Pa : Top — T del
ejemplo anterior.

Definicion 3.3.8. Sea T la categoria de los pares topoldgicos con sus funciones
continuas y Gag aquélla de los grupos abelianos con sus homomorfismos. Una
Teoria de Homologia consiste de una familia de funtores covariantes {H,
T — Gaslpez y una familia de morfismos {0x : Hp((X, A)) = Hp—1(A) }pez
tales que...
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1. Hy : T — Gag asigna a cada par topoldgico (X, A) € T un grupo H,((X, A))
y a cada funcion continua f : (X, A) — (Y, B) asigna un homomorfismo
[t Hp((X, A)) = Hp((Y, B)).

2. Para cada par (X, A) se cumple que 0y : Hp((X,A)) — Hp—1(A) es un
homomorfismo y, si consideramos el funtor covariante Sub : T — Top
como en el ejemplo 3.3.7, entonces . como tansformacion que, para un
p € Z dado, asigna el homomorfismo 0, a cada par (X, A), resulta una
transformacion natural de funtores entre H, y H,—10Sub®. Es decir, para
toda funcion continua f: (X, A) = (Y,B) y p € Z, el siguiente diagrama

conmuta:
0.((X, A
(A A 5

b b
-((Y; B))

0. ((Y,B
Hp((Y; B)) ————Hp-1(B).
3. Se cumplen los siguientes los siguientes tres axiomas:
a) (Azioma de Homotopia) Para todo p € Z,
f=2g:(X,A) = (Y, B) = fi =g« : Hp((X, 4)) = H,((Y, B)).

b) (Azioma de Ezactitud) Para las inclusionesi: A — X yj: X <
(X, A), la siguiente sucesion es exacta:

D L (A) 5 (X)L H (XL A)) 2 My (A) 2
¢) (Azioma de Escision) Dado el par (X,A) y U C X tal que U C
int(A), entonces la inclusion k : (X\U, A\U) — (X, A) induce un
isomorfismo...
b Hp(X\U, AVD)) = Hy (X, 4))
... para todo p € Z.

Definicion 3.3.9. s Una teoria de homologia que satisfaga el siguiente axio-
ma se dird ordinaria
(Azioma de Dimension) Para el espacio P = {x} de un solo punto, se
tiene que H,(P) = 0 para toda p # 0.
= Una teoria de homologia que satisfaga el siguiente axioma se dird aditiva:

(Azioma de Aditividad) Para la suma topoldgica X := +,X, y las inclu-
siones iq : Xo < X, el homomorfismo...

@(la)* : @Hp(xa) — Hp(X)

. es un isomorfismo para todo p € 7.

3En realidad, la transformacion natural es entre los funtores Hp y Hp—1 0 Pao Sub, pero
eso queda implicito gracias a la dltima anotaciéon antes de esta definicion.
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Es conveniente mencionar que, en una teorfa de homologia, la coleccién
{H,((X, A))}pez constituye un grupo graduado, mientras que {9 : H,((X, A)) —
Hp—1(A)}pez resulta ser un homomorfismo graduado (de grado -1).

Definicién 3.3.10. Sea P = {x} el espacio de un solo punto. Para una teoria
de homologia dada, al grupo Ho(P) se le llama grupo de coeficientes de la
teoria en cuestion.

Discutamos otra vez la presentacion de estos axiomas. A primera vista, po-
dria parecer muy veleidoso pedir que una teoria de homologia satisfaga tantas
demandas, y entonces habriamos fracasado en nuestro intento de reducir al ma-
ximo la impresién de capricho. Sin embargo, lo hemos hecho para reconocer la
direccién que llevamos y -por qué no decirlo- sacarnos la espina de una vez
por todas y llamar a las cualidades correctamente. Puede funcionar como otra
disculpa la explicacién de que hemos elegido el menor de dos males; un poco
de arbitrariedad ahora para atenuarla cuando definamos la homologia singular.
Enunciando las obligaciones ttiles de ella, tenemos ya una especie de destino
intermedio, un encauzamiento, y podemos caminar un tanto mas tranquilos. Por
otro lado, por fin hemos comenzado a hablar de espacios topologicos, lo que no
puede dejar de ser bueno.

Los axiomas son cuidadosas abstracciones de situaciones que los eruditos
fueron encontrando en la Topologia Algebraica, y el esfuerzo de fundamenta-
cion fue monumental para una organizaciéon metodica de pensamientos que de
otro modo se hubieran mantenido mucho tiempo desperdigados y sin nocién de
generalidad.

Es logico pensar que el viejo conocido homomorfismo de conexion, que defi-
nimos en la seccién previa, nos capacitara para definir al d, que pide la teoria,
para lo cual habremos de recordar su naturalidad. Pero no perdamos mas tiempo
en adelantos y justificaciones, definamos formalmente la homologia singular y
veamos que es una Teoria de Homologia Ordinaria y Aditiva.

3.4. Homologia Singular
Definicion 3.4.1. Sea {eg, e1, ...} la base habitual de R*°. Llamamos p-simplejo
estdndar o candnico al conjunto A, := {z € RPT |z =3"0_ Ne;, D8N\ =

1, 0< A\ <1}

Recordamos de la definicién 2.1.14 que las \; de arriba se llaman coordenadas
baricéntricas de x y que A, resulta ser el casco convero de los p + 1 puntos
(afinmente independientes) {eo, ..., €,}. Bajo estas nociones, tenemos que...

= Ag = {1} (un solo punto).
= A; = [0,1] (una trayectoria).

= Ay &~ un tridngulo.
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» Aj =~ un tetraedro.

Proposicion 3.4.2. El p-simplejo estindar A, es un subconjunto conexo, com-
pacto y contraible (por lo tanto simplemente conexo) de RPTL.

Demostracion. Las cualidades que el enunciado pide revisar son sumamente
utilizadas en nuestro estudio, y por eso las probamos. Como A, es convexo,
es conexo por trayectorias y por lo tanto conexo. También por ser convexo y
distinto del vacio observamos que tiene forma de estrella y por lo tanto que es
contraible -y simplemente conexo- (recordar los ejemplos 2.3.4 y 2.3.21).
Ahora bien, veamos que A, es cerrado. Si tomamos un sucesién convergente
de puntos en A,, dada (en coordenadas baricéntricas) por {(Xo,, ..., Ap, ) tnen,
tenemos que el limite (A, ..., \p) (en coordenadas “naturales”) también resulta
viviendo en A,, pues como la convergencia es coordenada a coordenada, se
cumple que 0 < \; < 1 para toda 0 < i < p, mientras que como la suma
de los limites A; es el limite de las sumas de los );,, tenemos también que
f:o A; = 1. Por lo tanto, el limite esta también en A, y las que antes llamamos
sus coordenadas “naturales” son también baricéntricas.
Veamos que A, es acotado. Es claro que la bola abierta (p + 1)-dimensional
de radio 2 engloba completamente a A, por lo cual éste es acotado. Asi pues,
A, es cerrado y acotado en RP*!, que por el teorema de Heine-Borel nos implica

que es compacto.4
O

Definicién 3.4.3. Dados p + 1 puntos v, ..., v, € RPTL, entonces la funcion
continua [vy, ..., vp) : Ay = RPTY tal que [vg, ..., vp] (X 0_g Niei) = D b_g Nv; se
dice p-simplejo singular afin.

Notemos que la imagen de [vg,...,vp] es el casco convezo de los puntos v;,
los cuales no se han asumido afinmente independientes, haciendo validos los
casos degenerados como por ejemplo aquél que surge de pensar a la imagen de
[eo, €1, €2, €2] como un tridngulo, no un tetraedro.’

Observamos, a su vez, que un p-simplejo singular afin es una aplicacion afin
que queda determinada por los puntos v;. Asi pues, dado uno como [vy, ..., Up),
siempre podemos pensar en los (p — n)-simplejos singulares afines que resul-
tan de quitar n puntos del conjunto {vi,...,v,} vy considerar las aplicaciones
afines correspondientes entre A,_,, y los conjuntos {v1, ..., v, \{vi, ..., v;,, }, &
las que denotaremos [v, ..., V5, ..., Vi, , ..., Up] (ponerle el sombrero al punto in-
dica que lo estamos descartando). Relacionado a esto, es claro que la imagen
de [vo, ..., Vi, ..., up| es un subconjunto del casco convexo de {v1,...,v,}. Ahora
bien, gracias a esta terminologia, procedemos con otra definicion.

4De hecho, el casco convexo de un conjunto compacto en R™ siempre es compacto, lo cual
se prueba con el teorema de Carathéodory.

5Algunos autores (véase [7]) llaman p-simplejos afines a los cascos convexos de p + 1
puntos. La palabra clave en nuestra definicion viene siendo, pues, singular, ya que nos refiere
no al conjunto sino a la funcién lineal (y por lo tanto continua) entre el p-simplejo estdndar
y ciertos puntos v; en el espacio RPT1.
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Definicion 3.4.4. El (p — 1)-simplejo singular afin [eq, ..., €, ...,ep] : Ap_1 —
A, se llama la i-ésima aplicacion de cara y se denota F} (p >0).

Observamos que, a la luz de lo anterior, F¥(e;) = ep sik < iy FP(ex) = egt1
sii <k.

La siguientes definiciones son primordiales, y empezaran a hacer realmente
familiar la ya descrita intenciéon de asociar a los espacios topologicos un complejo
de cadenas:

Definicién 3.4.5. Sea X un espacio topoldgico. Una funcidn continua o : A, —
X se conoce como p-stmplejo singular del espacio X .

Definicion 3.4.6. Si tomamos el grupo libre abeliano basado en los p-simplejos
singulares de un espacio topologico X, a los elementos ¢ de tal grupo se les
llama p-cadenas singulares y corresponden a sumas formales finitas de la
forma ¢ = 3" njo;, donde m. € Z*, 0, € C(Ap,X) y n; € Z para toda
1 <i<mS. Al mencionado grupo se le denota A,(X) y, como es de esperar,
se le llama grupo de p-cadenas singulares.”

Como recordatorio técnico, denotamos 0 al neutro de A,(X). La terminolo-
gia de “suma’” funge un doble papel que por ningin motivo debemos confundir:
los elementos de un grupo de cadenas se denotan .- n;0;, y la operacion
definida entre ellos también se apunta como una suma. Por poner un ejemplo
ilustrativo de esta situacién, si operamos las cadenas 301 y 502 dentro de al-
gin A, (X), la cadena resultante 301 + 509 tiene una representacion formal en
Z?Zl n;o; con ny = 3, ng = 5. Asi pues, cuando nos enfrentemos a una expre-
siébn como 22:1 ¢; para ¢; € A,y(X), debemos recordar que, a pesar de que si
nos habla de un elemento de A,(X), este elemento no esta escrito como suma
formal.®

Definicion 3.4.7. Dado un entero p > 0, o un p-simplejo singular y un entero
0 < i < p, entonces definimos la i-ésima cara de o, denotada @, como el
(p — 1)-simplejo singular dado por o) = o o F?.

Definicion 3.4.8. Dado un entero p > 0 y o un p-simplejo singular, entonces
definimos 0p(0) = >.5_(—=1)ic¥) y lo extendemos (usando la Propiedad Uni-
versal de las sumas directas en el teorema 1.1.5) para tener un homomorfismo
Op : Ap(X) = Ap_1(X).

Si definimos A, (X) = 0 para todo entero p < 0y 9, = 0 para todo entero p <
0, entonces podemos pensar en el grupo graduado A, (X) := {A,(X)}pez. Asu

SEsta notaciéon de sumas formales se elige en armonfa con la proposicién 1.1.3 y la nota
que le sigue.

7En este punto, también es pertinente apuntar que por conveniencia definiremos Ap(0)=0
para toda p € Z.

8Habra que tener mucho cuidado con esta sutileza, sobre todo cuando descompongamos a,
los grupos de cadenas singulares en sumas directas de otros grupos. No obstante, hay que decir
que hacer una distincién terminologica nada més ensuciaria las pruebas y de hecho dificultaria
la claridad de las presentaciones usuales de la homologia singular.
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vez, si denotamos 0 := {0p }pecz de modo que 9 : A, (X) — A,(X), entonces J es
un homomorfismo graduado (de grado —1). Para dejar de anticipar situaciones,
que ya lo hemos hecho bastante, enunciemos de una vez la proposiciéon a la que
nos conduce todo esto.

Proposicion 3.4.9. (A.(X),0) es un complejo de cadenas, al que de ahora en
adelante nos referiremos como complejo de cadenas singulares.

Demostracion. Antes que nada, debemos probar la siguiente afirmacion: “dado
p € ZY fijoy0<j<i<p, entonces Fp+ oFF = Ff:ll o FY 7. Para hacerlo,
tomemos 0 < k < p y veamos tres casos (0 § k < j <1< p) donde se da
[Fjp+1 o FFl(ex) = e, = [Ff_:rll o F](ex) ; (0 < j <k < i < p) donde se da

[FPT o FP)(ex) = enpr = [FX o F)(ex); y (0 < j < i < k < p), para el cual
[F;’+1 o FP)(er) = epyo = [Ff_:rll o I7](ex). Por lo tanto, hemos mostrado que la
afirmacion es cierta.

Ahora recibe turno probar que 92 es trivial, es decir, que para toda p € Z y
toda (p + 1)-cadena singular ¢, se tiene que [0 © 9p41](c) = 0. Este resultado es
claro para toda p < 0 por la nota que precede al enunciado de esta proposicion.
Asi pues, sea p € Z" y sea 0 € C(Apt1,X) (un (p + 1)-simplejo singular).
Entonces...

p+1 p+1
[0p 0 Op11](0) = Op Z(_l)‘ja(]) =0, Z(—l)J(JOF;)+1)
Jj=0 j=0
p+1 p+1 P
, 1 , ) 1o
=Y (1Yo 0 FIT) = > (1) Y (~1)'(c 0 FFTH)
j=0 7=0 i=0
p+1 D p+1 p
ZZ( ]Z Uon+1 on ZZ ’+onFJP+1oFZP
j=0 i=0 7=0 i=0
P
— Z ( 1)1,+JO. ° FP-H o F;D + Z z+]0_ o Fp+1 o Fp
0<i<j<p+1 0<j<i<p
P o P
= Y (=)Mo FMloFr+ > (-1)"MooFA o F?  (3.4)
0<i<j<p+1 0<j<i<p

..donde 0 < j <i+4+1 < p+1en el segundo sumando. Con esta anotacién,
alcanzamos la igualdad...

p p
Y (-)WooF o= Y (=1)"MooFR o FY
0<j<i<p 0<j<i+1<p+1
p
=— Z (fl)iJeroFijloFip
0<i<j<p+1

..y por lo tanto la suma de sumas en (3.4) se anula y se tiene que [9,00,41](0) =
O Como esto se cumple para todo (p + 1)-simplejo singular y asi para la base
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del grupo de (p + 1)-cadenas singulares, entonces obtenemos el resultado que
querfamos probar, es decir, que el homomorfismo graduado O es tal que 92 es
trivial, haciendo claro que (A,(X),d) es en efecto un complejo de cadenas. [

Ahora si, con lo visto sobre complejos de cadenas en la seccidén 3.2 podemos
referirnos a la homologia de (A.(X),d), de forma que la siguiente definicion
resulta casi redundante “bajo la lente” de todo lo que sabemos.

Definicion 3.4.10. De acuerdo a lo establecido en la seccion 3.2, las aplicacio-
nes 0p ganan el nombre de operadores fontera dentro del complejo de cadenas
singulares. El p-ésimo grupo de homologia del complejo de cadenas (A(X),d),
es decir Hy(A.(X)) = ker 0,,/im Opy1, es llamado p-ésimo grupo de homolo-
gta singular con coeficientes en Z del espacio X y se denota H,(X). Como es
de esperar, a los elementos de ker 0, se les dice p-ciclos, mientras que aquéllos
en im Jp41 reciben el nombre de p-fronteras. La clase lateral (mddulo im Opy1)
de un p-ciclo ¢ se conoce como clase de homologia singular de c y se denota
[el, donde cualquier ¢ € [c] se dice homdlogo a c. De la misma manera que
habiamos visto, ¢’ serd homdlogo a ¢ (c ~ ') si y sélo si ¢ — ' = I(d) para
alguna (p + 1)-cadena d.

Definiciéon 3.4.11. Sea X wun espacio topoldgico. Si H,(X) estd finitamente
generado, entonces su rango se conoce como el p-ésimo nimero de Betti de
X.

Comunmente se llama dimension al subindice de un grupo de cadenas sin-
gulares o de homologia singular, ya que coincide con la dimension lineal de los
simplejos candnicos correspondientes. Por otro lado, dado un espacio topolégico
X y su complejo de cadenas singulares A,(X), se usa denotar a ker 9, como
Zp(X) y a tm Opy1 como By(X). En este sentido, Hy(X) = Z,(X)/Bp(X).

Como puede verse, la imagen de una cara de algin simplejo estandar o afin
es un simplejo de menor dimensiéon que es pieza del original. Asi, para un 2-
simplejo estandar (un tridngulo), una cara tiene imagen en una de las aristas,
mientras que para un 3-simplejo estdandar (un tetraedro) una cara tiene ima-
gen en uno de los tridngulos que cominmente llamamos “caras”. En un primer
momento, la homologia de los espacios se pensé para aquéllos que se pudieran
obtener pegando simplejos estandar a través de sus caras, es decir, identificando
sus subsimplejos adecuadamente en lo que se conoce como complejos sim-
pliciales. En este caso, no se hablaba de un simplejo como una funcién a un
espacio sino precisamente como la imagen afin de uno estandar. ;Qué signifi-
can los signos y los coeficientes en un escenario asi? ;O qué significa que el
operador frontera se anule cada dos pasos? En primer lugar, el orden de los
vértices establece una orientaciéon para cada simplejo, algo que debia tomarse
en cuenta para que cuando se edificara un complejo simplicial como dijimos,
las caras identificadas tuvieran una orientaciéon coherente. En este sentido, los
signos y los coeficientes se referian a con qué orientaciéon y cuantas veces se reco-
rria una cara particular, respectivamente; distintas combinaciones de recorridos
y orientaciones dieron pie a la idea de una cadena y al grupo de todas ellas. A



64 CAPITULO 3. HOMOLOGIA SINGULAR

su vez, el que el operador frontera se anulara cada dos pasos garantizaba que
las fronteras de los simplejos -o cadenas- describian lazos multidimensionales -o
ciclos- homotépicamente equivalentes (no se ha tomado ningtin punto-base). Asi
pues, la homologia simplicial se concibié como el cociente algebraico anotado,
pero para los complejos simpliciales, de suerte que los ciclos que fueran fronteras
serian iguales. Posteriormente, al intentar llevar todo esto a espacios que no se
pudieran obtener como complejos simpliciales, los grandes se dieron cuenta de
que bastaba con tomar las funciones continuas entre los simplejos y el espacio
objeto.

Sin més, abrdmonos camino sobre algunos atributos de los grupos de homo-
logia singular.

Proposicion 3.4.12. Para un espacio topoldgico X, se cumple que H,(X) = 0
para todo entero p < 0.

Demostracion. De la definicién de los p-complejos de cadenas singulares y ope-
radores frontera para enteros p < 0, se tiene que Hy,(X) = ker 0p/im Opy1 =
0/0 & 0 para todo entero p < 0. O

Proposicion 3.4.13. Sean X,Y espacios topoldgicos y f : X — Y una fun-
cion continua. Para cualquier p-simplejo singular de X a quien llamemos o, la
composicion foo : A, = Y es a todas luces un p-simplejo singular de Y. Si
para cada entero p > 0 definimos fa,(0) = foo y lo extendemos a su homo-
morfismo correspondiente fa, @ Ap(X) — Ap(Y), y definimos fa, = 0 para
todo entero p < 0, entonces el homomorfismo graduado fa := {fa,}pez tal
que fa : A(X) = AL(Y) es una aplicacion de cadenas (el siguiente diagrama
representa la situacion).

Ayt () — s A () — L A (X) —> -

B B B

0 0

B () — A, () — LA, () — -

Demostracion. Para p <0, es muy facil visualizar que 9, 0 fa, =0 = fa, 0 0p.
Para p > 0, valgamonos de la comoda convencién de representar a los homo-
morfismos particulares con un solo simbolo y veamos que dado un p-simplejo
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singular o, se tiene que...

... con lo que tenemos la conmutatividad en los generadores, de modo que gracias
a la proposicion 1.1.4 también se da para todo el grupo A, (X) y hemos acabado.
O

Corolario 3.4.14. Sean X,Y espacios topoldgicos. Una funcion continua f :
X =Y induce homomorfismos f. : Hy(X) — Hp(Y') para toda p € Z, definidos
como f«([c]) = [fa(c)]. Mds aun, se tiene que (fog)s = feogs y que 1, =1 .

Demostracion. Considerando para el “méas aun” que (fog)a = faoga v que 1a
es la identidad entre complejos de cadenas singulares (ambas cosas muy sencillas
de verificar), el resultado se sigue en su totalidad de la proposicion 3.4.13 y la
proposicion 3.2.6. O

Corolario 3.4.15. Sean X,Y espacios topologicos. Un homeomorfismo f : X —
Y induce isomorfismos f. : Hy(X) — H,(Y) para toda p € Z. O

A través del ultimo corolario vemos que los grupos de homologia singular
son invariantes topolégicos. Por su parte, las definiciones 3.4.10 y el corolario
3.4.14 nos insindan el caracter funtorial de “sacar grupo de homologia singular”.

Proposicion 3.4.16. Sea X un espacio topoldgico y {Xa}ac €l conjunto de las
componentes conexas por trayectorias de X . Entonces Ap(X) = P, c; Ap(Xa)
y Hy(X) =P, c; Hpy(Xa) para todo p € 7.

Demostracion. El resultado no tiene mucho sentido para enteros p < 0, pues
se cumple por concepto de trivialidad de los grupos. Asi pues, dado un entero
p > 0, apreciamos que, como A, es un conjunto conexo por trayectorias (es
convexo), entonces para un p-simplejo singular o, im o = o[A,] C X, para
alguna a € J (o es continua). Por este motivo tenemos que si a # 3, entonces
Ap(Xa)NAL(Xg) = {0} solamente, ya que ningtin simplejo puede tener imagen
en dos componentes conexas por trayectorias distintas. Sea i, : X4 — X la
inclusion, probaremos que el siguiente es un isomorfismo:

Plia)a: P Ap(Xa) = Ap(X).

acJ acJ
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Dada una p-cadena ¢ € A,(X) tal que ¢ = Z;nzl

sumando vive en un A, (X,,) particular. Asi pues,

n;oj, se tiene que cada

Me Me
c=Y njo; =Plia)a | D njo; |,
=1 i=1

acJ

donde el dltimo argumento esta visto como suma formal en la suma directa
Dacs Ap(Xa). De esta forma, @, ;(ia)a es un epimorfismo.

Para ver que es monomorfismo, tomamos una suma formal en P, c ; A, (Xa)
de la forma Z;Zl e; 9y tal que @aEJ(ia)A(Zgzl e;j) = 0. Esto dltimo significa
que Z;Zl(i%)A(ej) = 22:1 e; = 0en A,(X). Sabemos de antes que para todas
1 <k,j<lI,j# kimplica que A,(Xy,)NA,(Xq, ) es alo mas la cadena 0. Por
otro lado, la cadena inversa de cada e; # 0 también vive en A,(X,,) y nada
maés. Debido a estas dos circunstancias, se tiene que para todas 1 < k,j <, si
j # kye; #0, entonces ey # —e; 1% y por lo tanto la tinica manera que se puede
tener 22:1 ej =0essie; =0 paratoda 1 < j </, con lo que la suma formal

Z;Zl e; es en realidad el neutro de @, . ; Ap(Xa). Queda, pues, certificado que
@.c;(ia)a es un monomorfismo y asi un isomorfismo.

Por otra parte, la definicion 3.2.10 y el isomorfismo anterior otorgan un
isomorfismo graduado (de grado 0) tal que...

AX) = P Ad(Xa).

acJ

Entonces, en virtud de la proposicién 3.2.11, tenemos que para toda p € Z,

Hy(X) = Hy(A.(X)) = H, (69 A*<Xa>> ~ @ Hy(A (X)) = D Hy(Xa).

acJ acJ acJ

O

Al fin hemos conseguido asociarle a un espacio topologico los grupos abe-
lianos que resulta de la homologia del complejo de cadenas singulares. Nuestro
siguiente objetivo es relacionar todo este bagaje con los pares topologicos, apun-
tando a corroborar que las definiciones en realidad crean una teoria de homologia
bajo los parametros de la secciéon 3.3, los de Eilenberg, Steenrod y Milnor. Es-
tamos aun un tanto lejos de precisar dicho “apego a las leyes” (lo haremos en la
siguiente seccién), pero poco a poco ird cobrando tanto forma como sentido la
manera de hacerlo; cada paso que vayamos dando, cada resultado que vayamos
obteniendo, serd bajo el prospecto de cohesionarlo a una teorfa apropiada.

9Esta suma formal es tal que e; € Ap (Xaj) para cada 1 < j <[y las j’s son distintas.

10Existe en esta expresiéon un pequefio abuso de notacién, y es que hasta ahora no tenemos
permiso para denotar la “multiplicaciéon por un coeficiente” de una cadena, a saber (—1)e;.
Sin embargo, s6lo lo hacemos para representar que estamos sumando la cadena inversa de
e;. En general, si consideramos que todo grupo abeliano es un Z-moédulo, esta expresién esta
justificada en el grupo abeliano Ay, (X j ).
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3.4.1. Homologia Singular con Coeficientes

Dedicamos un espacio a un tema que resulta por demés interesante y util,
cuya formulacion formal se puede revisar en [2, capitulo V, seccion 6], pero al
cual nos aproximamos desde ahora porque aportard un nuevo aspecto -y por lo
tanto una nueva “arma en nuestro arsenal’- de los conceptos desplegados en las
secciones anteriores. Cuando se introdujeron los grupos de cadenas singulares,
la estrategia fue formar un grupo libre abeliano sobre la base de los p-simplejos
singulares de un espacio topologico. Como adelantamos después de probar el
teorema 1.2.2, podriamos hacer una generalizacién de esta técnica y, dado un
grupo abeliano G, fijarnos en el grupo abeliano constituido por sumas formales
finitas de p-simplejos singulares con coeficientes en G. Es decir, erigir un grupo
abeliano de elementos ¢ tales que ¢ = > g;0;, donde m. € Z*, 0; € C(A,, X)
v g; € G para toda 1 < i < m.. No es muy descabellado pensar luego en el
complejo de cadenas singulares que resulta de dejar correr los indices p sobre
los enteros y de definir operadores frontera que de alguna forma correspondan
a los de la definicion 3.4.8 (y la nota que le sigue). Este complejo tiene una
homologia, y con miras a desenvolvernos en este ambiente es que adelantamos
lo siguiente.!!

Definicion 3.4.17. Sea X un espacio topoldgico, G un grupo abeliano y un
entero p > 0. Denotamos A,(X;G) al grupo abeliano de las sumas formales
finitas ¢ = 31", gioy, conme € ZF, 0, € C(Ap, X) y g; € G para toda 1 < i <
me. Tal grupo es llamado grupo de p-cadenas singulares con coeficientes en

G.
Definicion 3.4.18. Dado un entero p > 0, definimos...
Op : Ap(X;G) = Ap_1(X5G)

... tal que, si o es un p-simplejo singular y g € G, 9,(go) = YF_(=1)iga;
luego lo extendemos para hacerlo un homomorfismo (usando otra vez la Propie-
dad Universal de las sumas directas en el teroema 1.1.5).1

11Es prudente mencionar que casi siempre se trabaja con anillos conmutativos con uno
como grupos de coeficientes.

12Hay que avanzar con mucha cautela. Es relativamente facil trabajar con coeficientes en
Z, pues éste es un grupo ciclico generado por el 1 y tiene estructura de anillo con uno. Las
pruebas llevadas a cabo antes de esta subseccion a menudo se valieron de algunos de estos
benignos atributos de los enteros pero que perdemos al pasar a grupos abelianos arbitrarios.
Sin embargo, no hay tanto problema en afinar los procedimientos de tales resultados y asi
darnos cuenta de que los grupos de homologia con coeficientes cumplen todo lo desarrollado
previamente. En esta linea, para realizar un trabajo coherente, deberemos observar cuales son
los momentos donde existan diferencias entre los procedimientos desarrollados para Z y los
que involucran a otros grupos abelianos. En la definicién que precede a esta nota, recordemos
que si G es un grupo abeliano, entonces G es un Z-modulo, por lo que multiplicar por 1 6 —1
a los coeficientes esta bien definido. Asimismo, en el caso de coeficientes en Z, tenemos que los
generadores del grupo de cadenas singulares son los p-simplejos o, y un analisis a profundidad
nos hace ver que quienes generan a los grupos de cadenas singulares con coeficientes son
elementos de la forma go, con g € Gy 0 € C(Ap, X). Por lo tanto, definir aplicaciones de
cadenas y homomorfismos -o probar una propiedad de ellos- se reduce a trabajar sobre esta
“base”.
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Un célculo practicamente igual al hecho para los grupos de cadenas singulares
con coeficientes en Z nos arroja que, para todo entero p > 0, 9,41 0 0), es trivial
para los grupos con coeficientes en un grupo GG dado, con lo que apreciamos
que, si tomamos A,(X;G) = 0 para todo entero p < 0y d, = 0 para todo
entero p < 0, entonces A, (X;G) = {Ap(X;G)}pez v 0 = {0p}pez forman
un complejo de cadenas singulares. Gracias a este apunte, se vale pensar en la
siguiente definicién:

Definicién 3.4.19. El complejo de cadenas (A.(X; G),d) posee una homologia
a la que llamamos homologia singular con coeficientes en G del espacio X,
donde el p-ésimo grupo en ella se denota Hy(X;G).

No es dificil comprobar que todo lo que hemos dicho para los grupos de
homologia singular con coeficientes en Z también se cumple para aquéllos con
coeficientes en un grupo abeliano arbitrario, ya que los operadores frontera de-
finidos en 3.4.18 se comportan igual que los que teniamos establecidos anterior-
mente. De hecho, no es mas que una generalizaciéon que bien podria haber sido
marcada desde el principio. Relacionado a esto, hay que mantener presentes las
equivalencias A, (X) = A,(X;Z) y Hy(X) = H,(X; Z).

La proposicion 3.4.13 y el corolario 3.4.14 (que se refieren a la induccion
de aplicaciones de cadenas y homomorfismos graduados a partir de funciones
continuas) tienen paralelos claros en el caso con coeficientes, de cuya validez
debemos convencernos firmemente. Para esto, el argumento de “ajuste de las
pruebas” segun la generalizacion de los operadores frontera vuelve a darnos
suficiente herramienta.

Resulta logico de la definicion 3.4.17 que Ap(X;G) 2 3, co(a, x)(0), don-

de (o) = {go | g € G} = G'3. Bajo tales pardmetros, nuestro grupo de cadenas
singulares resulta isomorfo a una suma directa de G’s. Si bien no lo aborda-
remos aqui, se usa ver a A,(X;G) como otro objeto para poder relacionarlo
exitosamente con A,(X), es decir, expresarlo en ciertos términos que nos de-
jen analizarlo en funcion del que tiene sus coeficientes en Z. Asi, uno se refiere
a Ap(X; G) como el producto tensorial Ap(X) @z G con el operador frontera
0p = 0, ®z 1. El concepto de producto tensorial se pueden revisar en [2, capi-
tulo V, seccién 6]. Sin embargo, no hay problema en tratar a tal grupo s6lo por
las caracteristicas inherentes a la definicién establecida, y de hecho lo hacemos
para ejemplificar algo que en [6] s6lo se menciona, y es que las construcciones
béasicas para Z como grupo de coeficientes son practicamente iguales que si se
toma cualquier otro grupo abeliano.

De ahora en adelante haremos explicito el grupo de coeficientes que estemos
utilizando. En general, es muy cémodo pensar en Z como la elecciéon predilec-
ta, pero para no entrar en aprietos en otros andares de la exposicién, siempre
haremos menciéon de cuando lo estemos utilizando y cuando no.

13 A] estar trabajando con coeficientes en un grupo abeliano arbitrario, no es del todo valido
pensar que o € (o), como si se puede aceptar en el caso de Z, pues éste tiene uno (véase nota
al pie 12).
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3.4.2. Homologia Reducida

Hatcher apunta en [6] que es conveniente poseer una version “ligeramente
modificada” de la homologia singular en la que un punto tiene grupos de ho-
mologia triviales en todas las dimensiones. La definicién que hemos presentado
hasta ahora no cumple esta condicién en la dimensién cero, aunque si lo hace
para el resto de ellas, como se vera gracias a la siguiente proposicion.

Proposicion 3.4.20. Sea P = {x} el espacio de un solo punto y G el grupo
abeliano de coeficientes para los grupos de cadenas singulares asociados a P.
Entonces Hy(P;G) = G y H,(P; G) es trivial para todo entero p # 0.

Demostracion. Para p € Z*, C(A,, P) consiste en un solo elemento, a saber,
el p-simplejo singular constante of que manda todos los elementos de A, a x.
De aqui vemos que, por ejemplo, las 1-cadenas singulares son de la forma go!
-g € G- y nada més. Por otra parte, dada una l-cadena como ellas, a saber
6oL, 01+ A1(P;G) — Do(P;G) es tal que 8y (gool) = 3o (—1)ige(o) o L),
pero como las caras no pueden ser més que o0, entonces tenemos que 9;(g.ol)
se anula (sumamos la misma cadena con signos distintos) y por lo tanto que 9; :
A1(P;G) = Ag(P;G) es trivial. Como consecuencia, im 97 = {0}. Ahora bien,
sabemos de nuestras definiciones que Jy también es trivial, con lo que ker 9y =
Ao(P;G) = G. Con estos resultados, vemos que Hy(P;G) = ker Oy/im 01 =
AQ(P; G) ~G.

Dada p # 0, el resultado pedido se cumple por concepto de trivialidad de
los grupos de cadenas singulares para p < 0. Para el caso p > 0, por otra parte,
hemos de darnos cuenta de que...

isomorfismo si p es par,
5= { omortams sl
si p es impar.

Para convencernos, observamos que si p es par y g € G, entonces 9,(go?) es
una suma de caras iguales con el mismo coeficiente, donde hay un ntimero impar
(p+ 1) de sumandos y donde los signos correspondientes van alternando entre
1y —1. Asi pues, todos se cancelan excepto uno segiin el mismo argumento
que dimos para ver que 0; se anula. El sumando que no se cancela corresponde
al anico (p — 1)-simplejo singular constante a quien hemos denotado affl, con
coeficiente g. De esta forma, J, es un epimorfismo; también es monomorfismo
porque el tinico elemento que va dar a 0 es la cadena 0, con lo que se tiene la
primera afirmacion.

Para p impar, el nimero de sumandos en 9,(go¥) es par, por lo que todos
se cancelan y obtenemos la segunda afirmacion.

Con ellas, vemos que si p es par, entonces H,(P) = ker 9,/im Opr1 =
{0}/{0} = 0. Por otro lado, si p es impar, entonces H,(P) = ker 0,/im Opt1 =
AL(P;G)/AL(P;G) = 0. H

Vamos a definir, pues, un complejo de cadenas singulares un poco diferente
del que ya estudiamos para resolver el caso en la dimension 0.
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Definicion 3.4.21. Dado un espacio topoldgico X y un grupo abeliano G...

= Definimos C;(X;G) := Aj(X; G) para todo entero i >0, C_1(X;G) =G
y Ci(X; G) := 0 para todo entero i < —1.

» Sea € : Ag(X;G) — G tal que para una O-cadena ¢ = >, gioy, €(c) =
> gi. De hecho €, claramente un homomorfismo, es conocido como
homomorfismo de aumento. Definimos py : Co(X;G) — C_1(X;G)
como py = €; p; : Ci(X;G) — Ci—1(X;G) como p; = 0; sii >0y como
pi =0 s11<0.

Proposicion 3.4.22. Sea C.(X;G) = {Ci(X;G)}icz y p = {pi}icz de la
definicion 3.4.21. Entonces se cumple que (Cy(X;G),p) es un complejo de ca-
denas.

Demostracion. El tnico caso que nos ocupa se refiere a probar que pg o p1
es trivial, pues los demas quedan claros por remitirse al complejo de cadenas
singulares tradicional. Ahora bien, de nuestra definicién tenemos que, para un
1-simplejo singular o y g € G, [po 0 p1](go) = [e 0 D1](g0) = €(go® — goMV)) =
g — g =0 por lo que pg o p; se anula en los elementos que generan a A;(X;G)
y asi en el grupo total. O

Definicion 3.4.23. Dado un espacio topoldgico X y un grupo abeliano G, la
homologia del complejo de cadenas (Cy(X; G), p) como en la proposicion 3.4.22
recibe el nombre de homologia (singular) reducida del espacio X. El p-ésimo
grupo en ella se denota PNIP(X; G).1"

Recordemos un momento la proposicién 3.4.13 y el corolario 3.4.14; para
que tengan vigencia en el caso de la homologia reducida, debemos hacer una
pequena modificacion en la definicién del homomorfismo que induce una funcion
continua en nuestros complejos de cadenas. Siguiendo la terminologia que hemos
manejado, dada una funcion continua f : X = Y y (C(X; G), p), (C.(Y;G), p)
las homologias reducidas (con el mismo grupo de coeficientes G) de X y Y
respectivamente, entonces definimos f¢, : C;(X;G) — C;(Y; G) como fa, para
i # -1y fo_, como lg. Asi, fo = {fc,}icz cumplira ser una aplicacion de
cadenas segun la prueba de la proposicién 3.4.13 y el hecho de que f¢, respeta
los coeficientes en las cadenas, por lo que el corolario 3.4.14 vuelve a aplicar de
lo lindo.

Proposicion 3.4.24. Sea X un espacio topoldgico no vacio y G un grupo abe-
liano. Entonces...

1. FIP(X;G) = H,(X;G) para todo entero p # 0.15

14Es congruente pensar que, si los coeficientes usados estan en Z, entonces el p-ésimo grupo
de homologia reducida se denote Hy(X).

5 Importante pedir la condiciéon de que X # ), pues de lo contrario la homologia reducida
difiere de la “completa” también en la dimension -1, ya que H_1(0; G) = G.
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2. Si € es el homomorfismo de aumento y e, : Hyo(X; G) — G estd dada por
e«([c]) = e(e), entonces Hy(X; G) = ker e.. En consecuencia se tiene que

H()(X, G) i~ H()(X; G) ©® G.
3. Hy(P;G) = 0 para toda p € Z.

Demostracion. 1) Gracias a las definiciones de los operadores frontera para el
complejo de cadenas de la homologia reducida, es facil notar este punto. El
caso p = —1 es un tanto especial, pues en él los p-grupos de cadenas singulares
no coinciden en el complejo “normal” y el “reducido”. Sin embargo, se cumple
que H 1(X;G) = ker p_1/im e = G/G = 0 & H_1(X;G), todo gracias a
que p_1 esta definido como trivial y el homomorfismo de aumento € es a todas
luces suprayectivo (siempre podemos construir la 0-cadena singular go para un
elemento g dado en G).

2) Primero hay que revisar que €, esta bien definida, para lo cual tomamos
¢, ¢ dos 0-ciclos tales que ¢’ ~ ¢ -lo que significa que existe una 1-cadena d tal que
O1(d) = c—c. Asipues, . ([c]) —e«([¢']) = e(c) —e(c') = e(e—¢) = €(D1(d)) = 0,
donde la dltima igualdad se da por la prueba de la proposicién 3.4.22. Por
lo tanto, hemos mostrado que e.([c]) = e.([¢']) v con ello que €. esta bien
definida.'®

Veamos ahora el isomorfismo, donde por cuestiones practicas denotaremos
¢+ im 0; a la clase de homologia en Hy(X;G) para un 0-cadena de nombre ¢
tal que e(c) = 0. Recordemos, también, que Ho(X;G) = ker ¢/im 0.

Si definimos ® : ker ¢, — Ho(X;G) dada por ®([d]) = d + im 8y, entonces
afirmamos que ® est4 bien definida y es un isomorfismo. Percatémonos primero
de que esté bien definida: para toda [d] € ker e., €(d) = e.(d) = 0, por lo que
d € ker € y en consecuencia no es irresponsable pensar en d + im 0; luego, si
d' ~d, entonces d’ € d+im 01 y por lo tanto ®([d]) = @([d']).

Ahora probemos que es un isomorfismo: dada e + im 0 € ﬁO(X; G), por
definicion dp(e) = 0 y por lo tanto [e] tiene sentido, pero no sélo eso, pues
también se da que €, ([e]) = e(e) = 0 araiz de que e € ker e. Asi pues, vemos que
[e] € ker e, con lo cual ®([e]) es valido e igual a e+im J; (P es epimorfismo);
por otra parte, si ®([d]) = 0+ im I, eso quiere decir que d € im 9y y por lo
tanto que [d] = [0] (® es monomorfismo).

Por otro lado, como siempre podemos dar un homomorfismo ¢t : G —
Hy(X;G) tal que e, ot = lg, a saber t(g) = go para algin 0-simplejo sin-
gular o, tenemos que la siguiente sucesion (donde i es la inclusion) se escinde
con splitting t:

0 — ker e, — Ho(X;G) == G — 0.

De esta manera, la proposicion 1.2.4 nos garantiza que Hyo (X, G) = HO(X; G)®
G.

3) Es claro del inciso 1 y de la proposicion 3.4.20 que H,(P; G) = 0 para toda
p # 0. Para el caso p = 0, recordemos que los elementos en Ag(P;G) son de la
forma go! (g € G) y nada mas. Usando este hecho, vemos que ¢, : Ho(P;G) — G

16Es comtn que a €. también se le conozca como homomorfismo de aumento.
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es un monomorfismo, pues el que €,([gol]) = 0 para algin elemento [go?] €
Hy(P; G) implica que g = €(go?) = 0 y por lo tanto que [go?] = [0]. Asi pues,
nos valemos del inciso 2 y obtenemos que Hy(X;G) & ker e, = {[0]} & 0, con
lo cual hemos logrado nuestro cometido. O

3.4.3. Homologia Relativa

Ha llegado el momento de trabajar con pares topolégicos. En la seccion de los
axiomas de homologia se mencion6 que una teoria de homologia consistia, entre
otras cosas, en una familia de funtores que asignaban a cada par topologico un
grupo abeliano. Hasta el momento, los grupos de homologia singular que hemos
visto se refieren mas bien a espacios totales y no realmente a pares. Sin embargo,
en esta subseccion aprovecharemos todo lo que sabemos para dotar a un par,
por ejemplo (X, A), de un complejo de cadenas y por lo tanto de una homologia.
La razon de trasfondo para usar pares no es que los axiomas asi lo digan y ya;
como hemos dicho muchas veces antes, los axiomas vinieron hasta después, y
queremos establecer que el hecho de que trabajemos con estos pares encuentra
motivo verdadero en un esfuerzo de simplificacion. Es decir, los complejos de
cadenas asociados a pares nos permitiran hacer més sencillo el calculo y manejo
de los grupos de homologia de los espacios generales, como se vera desde su
definicion.

En este tema trabajaremos al principio utilizando coeficientes en Z, sola-
mente siendo hasta después que anotemos cémo se vera la cosa para coeficientes
en cualquier grupo abeliano.

Definicion 3.4.25. Dado un espacio topoldgico X, A C X y un entero p >
0, definimos el grupo de p-cadenas singulares de (X, A) como A,(X,A) =
A, (X)/Ap(A). Los elementos de este grupo'” serdn llamados p-cadenas sin-
gulares relativas y se denotardn ¢ + Ap(A) para alguna ¢ € Ap(X).

Definicion 3.4.26. Dado un entero p > 0, definimos...
Op: Ap(X,A) = Ap_1(X, A)
. como Op(c+ Ap(A)) = Op(c) + Ap_1(A4).

Observemos que los J, anteriores estan bien definidos, para lo cual es nece-
sario saber que 0,(c) € Ap_1(A) para toda ¢ € A,(A). Esto se tiene porque, si
un p-simplejo singular o vive en Ap,(A), entonces Op(c) vive en A,_1(A) al ser
una suma formal de caras de o, cada una de las cuales se queda en A,_;(A) por
definicion de cara. Ahora bien, si ¢ € Ap(A) es tal que ¢ = Y .- n;0;, entonces
0y(€) = 0, (0 micr) = S midy(,) donde 07 € A, (A) y 0y(0) € Ayor(A)
para toda 1 < ¢ < me, con lo que tenemos que J,(c) es un elemento de
Ap_1(A). Manteniendo esto en mente, es facil ver que las 9, estan bien de-
finidas, pues si tomamos una cadena d € A,(X) tal que d € c+A,(A), entonces

17Es claro que este grupo es abeliano. De hecho, es libre abeliano porque se puede ver
como isomorfo al subgrupo de A, (X) generado por los p-simplejos cuya imagen no se queda
completamente contenida en A.
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d = ¢+ g para alguna cadena g € Ap(A) y Op(d+ Ap(A)) = 0p(d) + Ap_1(4) =
Op(c) + 0p(g) + Ap_1(A), pero como 9,(g) € Ap_1(A), el altimo término de la
igualdad anterior se convierte en d,(c) + A,_1(A) = Ip(c+ Ap(A4)).

Corolario 3.4.27. Si tomamos A,(X, A) =0 para todo entero p <0 y 0y, =0
para todo entero p < 0, y luego nos fijamos en A, (X, A) := {A,(X, A)}pez y en
0 = {0p}pez €l homomorfismo graduado (de grado —1), entonces (A, (X, A), D)
es un complejo de cadenas.

Demostracion. Se sigue completamente de las definiciones y lo probado para
los grupos de cadenas singulares asociados a espacios (no pares). En realidad,
lo unico que hay que ver es que 9, 0 Opt1 @ Apy1(X,A) — Ap_1(X,A) es
trivial para toda p € Z, lo cual es muy sencillo al considerar la definicién de los
operadores frontera “relativos” y recordar la proposicion 3.4.9. O

Definicién 3.4.28. La homologia del complejo de cadenas (A.(X, A), D) recibe
el nombre de homologia singular relativa sobre el par (X, A), donde el p-ésimo
grupo en ella se denota H, (X, A). Concordantemente, los elementos en ker 0,
se llaman p-ciclos relativos y corresponden a cadenas ¢ € A,(X) tales que
9(c) € Ap_1(A). Por su parte, las fronteras relativas quedan determinadas por
elementos de la forma 9(d) 4+ 1, donde d € Ap11(X) y 1 € Ap(A) (es decir, un
elemento e + A,(A)] € Hp(X, A) es trivial si y sélo si e = 9(d) + 1, donde
deAppi(X) yle Ay(A)).

En este nuevo contexto, la proposicion 3.4.13 y el corolario 3.4.14, se trans-
forman en...

Proposicion 3.4.29. Sean (X, A), (Y, B) pares topologicos y f : (X, A) —
(Y, B) una funcién continua. Para cualquier p-simplejo singular de X a quien
llamemos o, la composicion foo : A, = Y es un p-simplejo singular de Y. Para
cada entero p > 0, definimos fa, (o) = foo y lo extendemos a su homomorfismo

correspondiente fa, 1 Ap(X) — Ap(Y); luego, sea fﬁAp AL(X,A) = ALY, B)
dado por fgp (c+ Ap(A)) = fa,(c) + Ap(B), y sea fgp = 0 para los enteros
p < 0. Entonces el homomorfismo graduado fg AL(X,A) = ALY, B) tal que
fﬁA = {fgp Ypez es una aplicacion de cadenas.

Demostracion. Primero hay que corroborar que, dado un entero p > 0, fﬁA esta
bien definida. Parecido a lo que hicimos para probar que nuestros operapdores
frontera estaban bien definidos, primero es necesario saber que fa, (1) € A,(B)
para toda | € A (A). Asi pues, sea | € Ay(A) tal que | = Y /" n;o; con
o; € C(Ap, A) para toda 1 < i < my. Tenemos que fa,(I) = fa,(>1" nioi) =
>t ni(f o 0y), donde es claro que foo; : A, — By por lo tanto que fa, (1)
es una suma formal de p-simplejos de B, otorgandonos lo que queriamos. Ahora
bien, dadas dos p-cadenas singulares ¢,d € A,(X) que vivan en la misma clase
lateral (moédulo A,(A)) en A,(X, A), esto nos significa, sin pérdida de generali-
dad, que d = ¢+ para alguna [ € A,(A). Por ello, fﬁA,, (d+Ap(A)) = fa,(d)+
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AP(B) = pr(C+l)+Ap(B) = pr(C)+pr(l) +AP(B) = pr(C) +Ap(B)v con

lo que vemos que fgp esta bien definida.

Toca turno a probar que fg es una aplicacion de cadenas. Representando a
todos los operadores frontera y homomorfismos particulares con un solo simbolo,
y en virtud a la proposicién 3.4.13, observamos que...

[fA 0 dl(c+ A, (A)) = fA(O(c+ Ap(A)) = FA(D(c) + Ap_i(A))
= fa(0(0)) + Ap_1(B) = A(fa(c)) + Ap_i1(B) = d(falc) + Ay(B))
=0(fh(c+A < ) = [0 0 fAl(c+ Ap(A))

.. para toda p-cadena singular ¢ € A,(X) y p un entero mayor que 0, gracias
a lo cual hemos cumplido nuestra intencion (si antes también revisamos que la
relacion es cierta para enteros p < 0, pero esto, como casi siempre, es facil de
comprobar). O

Corolario 3.4.30. Sean (X, A), (Y, B) pares topolo’gz'cos Una funcio’n continua
[ (X,A) — (Y,B) induce homomorfismos f. : Hy(X,A) — H,(Y,B) para
toda p € Z, definidos como f.([c+ Ap(A)]) = [[fA(c—i— A, (A))]. Mds aun, se
tiene que (fog)s = feogs yque 1, =1 .

Demostracion. Usando la proposicion 3.2.6 garantizamos la veracidad de la pri-
mera parte de este corolario. Para el “mas aun”, a parte hay que considerar el
hecho cierto de que (f og)ﬁA = fﬁAogﬁA y de que 1ﬁA es la identidad en los complejos
“relativos”, por lo que la proposiciéon 3.2.6 nuevamente facilita la afirmaciéon. O

En esta misma linea de pensamiento, nos conviene puntualizar que, dados
(X,A) y (Y, B) pares topolégicos, no todo homomorfismo k : A,(X) — A,(Y)
se puede generalizar a uno entre A, (X, A) y A, (Y, B), pues tal cosa es posible
siy solo si k[A,(A)] € Ap(B), por lo que siempre hay que verificar en qué casos
es aplicable la definicion. Cuando valga, es 16gico pensar que el homomorfismo
inducido estara definido como k*(c+ A, (A)) = k(c) + A,(B) para una p-cadena
singular c¢. Con esta estrategia -y estableciendo homomorfismos triviales entre
los grupos de p-cadenas singulares relativas para p < 0-, podemos inducir homo-
morfismos graduados y aplicaciones de cadenas entre complejos “relativos” de
cadenas singulares. Observamos a esta altura que las aplicaciones de cadenas en-
tre los complejos “normales” inducen aplicaciones de cadenas al pasar al cociente
con los complejos “relativos”, de lo cual podemos cerciorarnos completamente
con el procedimiento seguido en la prueba de la proposicion 3.4.29.

Para todo espacio topologico X y p € Z, A,(X,0) = Ay (X)/A,0) =
A,(X)/0 = A,(X), gracias a lo cual tenemos que Hy,(X) = H,(X,0) para
toda p € Z. Por lo tanto, expresiones como H,(X) 2 H,(X, A) tienen senti-
do. Asimismo, las funciones entre espacios f : X — Y pueden ser vistas como
funciones entre los pares (X, 0) y (Y, (), con lo que las aplicaciones de cadenas
fa “coinciden” con las definidas como fg y asi los homomorfismos inducidos en
la homologia se comportan igual si se ven como entre homologias de espacios o
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entre homologias de pares. Con esto queremos insinuar que todo nuestro cono-
cimiento sobre espacios queda sumergido correctamente en la teorfa extendida
a pares.'8

Ahora bien, para un grupo abeliano G, pensemos en los grupos A, (X, 4; G) =
A,(X;G)/AL(A; G). No es complicado darse cuenta de que podemos utilizar la
definicién 3.4.18 para afinar los operadores frontera de aquélla en 3.4.27 y bajo
tales circunstancias obtener un complejo de cadenas con una homologia, en la
cual denotaremos al p-ésimo grupo como H,(X, A;G). Gracias a la anotacion
de alguna forma paralela que hicimos en la subseccion de Homologia Singular
con Coeficientes, la proposicion 3.4.29 y el corolario 3.4.30 tienen cabida cierta
en esta generalizacion.

De intentar construir una homologia relativa asociada a las homologias redu-
cidas de un espacio topolégico, obtendriamos que coincide con la “completa’. Es
decir, si definimos el grupo graduado C (X, 4; G) := {C;(X;G)/Ci(A;G) }icz v
convenimos en un homomorfismo graduado (de grado -1) p construido a partir
de los inducidos en el cociente por las p; definidas en 3.4.21, podemos pensar
en el complejo de cadenas (C. (X, A;G), p) y en su homologia. En ella, se cum-
ple que C_1(X, 4;G) = C_1(X;G)/C_1(A;G) = G/G = 0 y por lo tanto los
complejos (C. (X, 4;G),p) v (A«(X, A; G),d) coinciden.”

Después de estas “notas no tan al margen”, finalmente estamos en Optimas
condiciones para comenzar la tarea de probar que la homologia singular es una
teoria de homologia segiin los estdndares que apilamos en la seccion 3.3.

3.5. Una Teoria Formal...

Es suficiente introduccion a esta secciéon todo lo que hemos mencionado sobre
nuestras intenciones pedagogicas de seguir un enfoque axiomético. No obstante,
conviene recalcar que la satisfaccion de los axiomas de Eilenberg, Steenrod y
Milnor es en realidad un compendio de teoremas sobre la homologia singular,
cuidadosamente escogido por estos titanes de la fundamentaciéon matematica
para cincelarlos como condiciones que otras teorias necesitarian para funcionar
“decentemente” -las comillas vienen del hecho cierto de que, con todo, otras
teorias que no cumplen todos los axiomas se han alzado fructiferas en el quehacer
matematico.

La tactica sera definir la teoria de homologia singular con el lenguaje de
categorias y luego revisar la veracidad de los axiomas, uno a uno. Seria descortés
no mencionar desde el principio que, en el caso de los axiomas de homotopia y
escision, las pruebas ameritan algo de labor técnica que en un primer momento
podria parecer como una desviaciéon del camino de la intuicién pero que en
realidad no lo es, pues es s6lo la expresion analitica -eso si, algo engorrosa- de

18De cierta manera, lo que estamos diciendo es que nuestra definicién de homologia singular
“respeta” el funtor Pa del ejemplo 3.3.7.

197.a condicién X, A # () que impusimos es necesaria para la coincidencia de los complejos
y las homologias, pues de trabajar con el vacio volveriamos al caso de espacios (no pares),
donde las homologias y complejos no son iguales.
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ella.

Para cada axioma, antes de efectuar las pruebas se anotara un recordatorio
de su version con la terminologia general de la seccion 3.3, esto con el objetivo
de tener en mente lo que habremos de comprobar. Adelante, pues.

La siguiente definicién debe resultar bastante natural.

Definicion 3.5.1. Sea T la categoria de los pares topoldgicos con sus funciones
continuas, Gap aquélla de los grupos abelianos con sus homomorfismos, y sea
G un grupo abeliano. Definimos Hy, : T — Gag tal que, para cada par (X, A) €
ob(T), Hy((X,A)) = Hy(X, A;G) (el p-ésimo grupo de homologia singular del
complejo A(X, A;GQ)) y, para cada funcion continua f : (X,A) — (Y, B),
H,(f) = f« : Hy(X, A;G) — Hy(Y,B;G) (homomorfismo inducido segin el
corolario 3.4.30).

Corolario 3.5.2. Las aplicaciones Hy, : T — Gap de la definicion anterior son
funtores covariantes a los que de ahora en adelante llamaremos funtores de
homologia singular.

Demostracion. Inmediato del corolario 3.4.30. O

Proposicion 3.5.3. Sea (X, A) un par topoldgico y G un grupo abeliano, y sean
is 1 Ap(A; Q) = AL(X; G) las inclusiones y js : Ap(X;G) = Ap(X, A;G) las
proyecciones candnicas. Entonces se tiene la siguiente sucesion exacta corta (de
complejos de cadenas y aplicaciones de cadenas):

0 — AL(A;G) 255 AL(X:G) 255 AL(X,A;G) — 0.

Demostracion. En primer lugar, debemos mostrar que es cierto que is y js son
aplicaciones de cadenas.

En el caso de i4, es francamente claro que 0 ois = i5 0 0.

Para js, miramos que, dado un entero p > 0 y una p-cadena c € A,(X;G),
15 01(c) = 5(D(c)) = A(c) + Ap_1(A) = B+ Ay(A) = 3(js(c)) = [00 5] (c)-
Como este resultado es facil de visualizar para enteros p < 0, tenemos que js
también es una aplicacién de cadenas.

Ahora bien, pasemos a confirmar la exactitud de la sucesion. La inclusion ig
es un monomorfismo casi por definicion, asi que se cumple que ker i5 = im 0. A
su vez, para todo p € Z, ¢ € im is = A,(A) siy solo si js(c) =0+ A,(A), por
lo que im i = ker js. Finalmente, sabemos que j; es un epimorfismo porque
es la proyecciéon candnica, gracias a lo cual nos damos cuenta que la sucesion es
exacta. U

Como observacion, si recordamos el procedimiento utilizado para inducir una
aplicacion de cadenas a partir de una funcién continua como en la proposicion
3.4.13, vemos que la aplicaciéon de cadenas is es de hecho la inducida por la
inclusion i : A — X (es decir, i5 = ia), mientras que la proposicion 3.4.29
deja cierto que js es aquélla inducida por la inclusion j : (X,0) — (X, A) (es
decir, j5 = jﬁA). Conviene mucho tener esto presente, porque con los siguientes
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resultados “mataremos dos pajaros de un tiro”: por una parte, encontraremos
una transformacion D con sus operadores J, tal como se pide para la teoria;
por la otra, habremos de probar que la homologia singular satisface el axioma
de exactitud.

Azxzioma de Ezxactitud

... Para las inclusiones i : A — X yj: X < (X, A), la siguiente sucesion es
exacta:

D (A) L M, (X)) I (X, A) D H, o (A) L

Gracias a la teoria puramente algebraica desarrollada en la seccién 3.2, esta
propiedad no nos implicard mucho esfuerzo en el caso de la homologia singular:

Corolario 3.5.4. Para las inclusionesi: A — X yj: X — (X, A), existe una
sucesion exacta de la siguiente forma:

D HL(AG) s Hy (X5 G) 2 Hy (X, A;,G) 25 Hy 1 (A:G) 2 . (3.5)

. *
Demostracion. Como 0 — A, (A4;G) 22 A(X;G) 23, AL(X,A;G) — O es
exacta segin la proposicion anterior (3.5.3), el teorema de induccion de sucesio-
nes exactas largas en la homologfa de los complejos (teorema 3.2.7) nos otorga
una sucesion como la deseada. O

Lo tnico que falta para probar que la homologia singular (con coeficientes
arbitrarios) en realidad satisface el axioma de exactitud es ver que los homomor-
fismos conectores de la sucesion (3.5) cumplen la condicién 2 de la definicion
que dimos para una teoria de homologia (definicion 3.3.8), lo cual pasa gracias
a la naturalidad (proposicion 3.2.8) en virtud de los siguientes razonamientos...

Proposicion 3.5.5. Si 0, es el homomorfismo conector de la sucesion en (3.5) y
G es un grupo abeliano, entonces para toda funcion continua f : (X, A) — (Y, B)
y para todo p € Z , el siguiente diagrama conmuta:

Hy(X, A G)— 2 s H L (4:G)

O
H,(Y,B;G)——— H,_1(B;G).
Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama:
. t
0 —> AL (AG) —2 S A(X:G) — A L A(X,AG)— 0

lf A j{f A lf A
i 1

0 — AL(B:G)—2 LAV — A ALY, B:G)— 0
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... ¥ probemos su conmutatividad:

(Primer cuadro) Dado un entero p > 0, o un p-simplejo singular de A C X y
g € G, [faoial(go) = g(foo) = [i'xofal(go), lo que garantiza la conmutatividad
en los elementos que generan y por lo tanto en los grupos totales;

(Segundo cuadro) Dado un entero p > 0, o un p-simplejo singular de X y
9 € G, [fAojAl(90+0) = FAgo+05(4)) = falg0)+2y(B) = jX(fa(99)+0) =
[jg o fal(go + 0), que de igual forma que para el “primer cuadro” otorga la
conmutatividad del segundo.

Los casos para enteros p < 0 son faciles de ver.

Ahora si, usamos la proposicion de naturalidad (3.2.8) y tenemos que el
siguiente diagrama conmuta...
Hy (A G)— s H (X6 — i (X, 40— ol (4:G)

P R

Hy(B; G) ———— H, (Y G) —— H, (Y, B; G) ———> H, 1(B; )
... donde el “tercer cuadro” es justo aquél del que queriamos exhibir la conmu-
tatividad. O

Corolario 3.5.6. Dado un grupo abeliano G, 0. : H.(X,A;G) — H.(4;G)
induce una transformacidn natural de funtores (entre H, y Hp—1 o Sub) que a
cada par (X, A) asigna el homomorfismo 0, : Hy(X, A;G) — H,_1(A; G) de la
proposicion anterior. Asi pues, si denotamos HSTN q las familias {Hp}pez v
{0 : Hy(X, A;G) — Hp—1(A; G) }pez, tenemos que HSIN satisface el azioma
de exactitud. O

Antes de avanzar, mencionamos un par de cosas.
Es natural pensar en la sucesion exacta inducida en la homologia de una
triada (X, A, B) tal que B C A C X, a saber...

5 Hy(A, B;G) - H,(X, B;G) 25 H,(X, A:G) 25 H,_ (A, B; G) =

... la cual surge de aplicar el teorema 3.2.7 a la siguiente sucesién exacta corta
de complejos “relativos” de cadenas singulares:

i 4
0— AL(A,B;G) =2 A (X, B;G) 22 A (X, A;G) — 0.

Tomemos en cuenta la homologia singular reducida. Cuando consideramos
que 0 - G - G — 0 — 0 es exacta y por lo tanto que la exactitud se
sostiene en la dimensién —1 de la sucesion de complejos que generan la homologia
reducida, usamos el teorema 3.2.7 (de induccion de sucesiones exactas largas
en la homologia de un complejo) y asi, recordando la coincidencia de la version
reducida con la “completa” en el caso de pares, probamos que existe una sucesiéon
exacta de la siguiente forma:
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B HL(AG) s Hy(X:G) 25 Hy(X, A;G) 25 Hy 1 (A:G) =5 . (3.6)
Axioma de Dimension

... Para el espacio P = {x} de un solo punto, se tiene que H,(P) = 0 pa-
ra toda p # 0.”

La proposicion 3.4.20 certifica firmemente que HSTV satisface el axioma de
dimension.

Azxzioma de Aditividad

"...Para la suma topoldgica X = +,Xq y las inclusiones i, : X0 — X, el

homomorfismo...
@(la)* : @Hp(xa) — Hp(X)

(0%

. es un isomorfismo para todo p € Z.. "

Con un enunciado redundante, la siguiente proposicién es la que hara todo
el trabajo:

Proposicion 3.5.7. Dado un grupo abeliano G, para la suma topolégica X :=
+aXa y las inclusiones iy : Xo — X, el homomorfismo...

@(Za)* : @HP(X(X;G) — Hy(X;G)

(0%
. es de hecho un isomorfismo para toda p € Z.

Demostracion. Primero que nada, hay que decir que, como los simplejos singula-
res tienen imagen conexa, entonces un proceder similar al que llevamos en la pro-
posicion 3.4.16 nos hace ver que, para todo p € Z, @, Ap(Xa; G) = A(X; G)
y que @, H,(Xq; G) = Hy(X; G). Ahora bien, veamos que @, (iq )« es testigo
de dicho isomorfismo. Para ello, clarifiquemos el hecho de que & (i)« toma
elementos formales 22:1 lca,] € D, Hp(Xa; G)?° y los manda a Zli:l[[cai]]21 =
[[Cocl]] + .+ [[Caz]]-

Esforcémonos por mostrar que es monomorfismo: seam € N\{0} y >1" | [ca,] €
@, Hy(Xo; G) -para un entero p > 0- tal que @, (i)« (> irqlca:]) = [O].
Esto quiere decir que 77", (ia,)s (T ]) = 3l (c)] = S0 [cal] =
lca,] + .- + [ca,,] = [0], pero como sabemos que @, Hy(Xa; G) = Hy(X;G),

20Es decir, estamos en presencia de una suma formal.

2lEsta suma, a pesar de escribirse igual que la de la nota anterior, debe verse como un
elemento de Hyp(X;G), es decir, no es una suma formal. De nuevo, estamos frente a una
sutileza técnica que distingue entre representaciones iguales, tal y como anotamos cuando
definimos el complejo de cadenas singulares.
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la proposicion 1.1.3 nos dice que [cq,] = [0] para toda 1 < i < m y por lo tanto
que en ker @, (i)« solo vive el neutro de @, Hp(X,), con lo que se aprecia
que @, (ia)« es un monomorfismo. Para los enteros p < 0, el resultado es facil
de comprobar.

Ahora mostremos que es un epimorfismo: dado p > 0y [c] € Hy(X; G) para
algin p-ciclo ¢ € A,(X; G), entonces, como @, H,(Xq;G) = Hy(X; G), sabe-
mos del teorema 1.1.3 que [c] = [cq, ]+ ... + [ca, ] (expresion tnica) con [cq,] €
Hy(Xo,;G)paral <i<n.> "  [ca;] como elemento formal de @@, Hy(Xo; G)
es tal que P, (ia )« (3021 [ca,]) = 200  lia (ca,)] = 2001 [ea.] = [car] + - +

[ca,] = [c]- En los casos p < 0, tal verificacion es inmediata, gracias a lo
cual vemos que @, (i)« €s epimorfismo y por tanto un isomorfismo para toda
pE . O

Asi pues, hemos verificado que HSZN satisface el axioma de aditividad?2.

Azxzioma de Homotopia
“Para todo p € 7,

fog:(X,A) > (Y,B) = f. = g. : Hy((X, A)) = H,((Y, B)).”

Antes de y para comprobar que H5ZN cumple el axioma de homotopia,
debemos introducir nuevos conceptos de algebra homolégica.

Definicion 3.5.8. Dados A, y B, complejos de cadenas y ¢, : A, — B, dos
aplicaciones de cadenas, decimos que ¢ y 1 son homotopicas de cadenas si
y solo si existe un homomorfismo graduado (de grado 1) F : A, — B, tal que
0o F+ Fod=¢—1. Denotamos esta relacion como ¢ ~ 1).

Proposicion 3.5.9. La relacion de homotopia de cadenas es una relacion
de equivalencia.

Demostracion. La reflexividad y la simetria son faciles de verificar gracias al
homomorfismo trivial y al “negativo” de un homomorfismo (—F para algin
homomorfismo F'). Para la transitividad, vemos que si ¢ ~ 9 y ¢ ~ 1), entonces
existen F'y G como pedidos tales que p—1 = doF+Fody¢y—n = 0oG+Go0.
Entonces tenemos que ¥ —n =90 (F+G) + (F + G) 0 0. O

Proposicion 3.5.10. Sean A, y B, complejos de cadenas y ¢, : A, — B, dos
aplicaciones de cadenas tales que ¢ ~ 1 via F. Entonces ¢, = . : Ho(AL) —
H,.(B.).

Demostracion. Seai € Z'y a € A; un i-ciclo. Tenemos que ¢.([a]) — ¥«([a])

[¢(a) = ¥(a)] = [[¢—¢)(a)] = [[00 F + Fod|(a)] = [[0 F|(a)] + [[F 2 0](a)] =

[0(F(a))] + [F(0)] = [0] + [0] = [0], gracias a lo cual ¢.([a]) = ¢«([a]). O
22Es comuin pensar en una versién de este axioma pero para un par (topologico) de sumas

topologicas que tengan sentido, donde los grupos de homologia de tal par se descompondran
en sumas directas de grupos de homologia de pares.
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Relacionado a esto, de una vez introducimos un concepto clave:

Definicion 3.5.11. Dados A, y B, complejos de cadenas, una aplicacion de
cadenas x : A, — B, se dice equivalencia homotopica de cadenas si existe
otra aplicacion de cadenas ¢ : B, — A, tal que xop ~1p, ypox ~1a,.

Notamos pertinentemente dos cosas: primero, que la relacién establecida
por una equivalencta homotopica de cadenas es una de equivalencia; y segundo,
que si tenemos una equivalencia homotopica de cadenas x : A, — Bi -y su
correspondiente -, entonces la proposiciéon 3.5.10 nos indica que x4 o . es la
identidad sobre H,(B.), mientras que p, o x. es aquélla sobre H,(A,), lo cual
inmediatamente entrega el hecho de que x. y @. son isomorfismos e inversos
uno del otro.

Volviendo a nuestro discurso original, el plan que usaremos para ver que
HSTN gatisface el axioma de homotopia sera, dadas dos funciones homotépicas
f v g, construir un homomorfismo graduado (de grado 1) que certifique el hecho
de que fa vy ga son homotoépicas de cadenas, de modo que la proposiciéon 3.5.10
nos entregue justo lo que deseamos. Para esto, nos valdremos de una bella
construccion:

Definiciéon 3.5.12. Liamamos p-prisma candnico a la (p+1)-cadena singular
(con coeficientes en Z) del espacio A, x I dada por...

Py = (~1)'[(¢0,0), -y (€3, 0), (€3, 1), o (e D)

=0

En este sentido, y por conveniencia notacional, escribiremos gF, para refe-
rirnos a la cadena > -_(—1)"g[(eo,0), ..., (€;,0), (e;,1), ..., (€p, 1)], la cual es una
(p + 1)-cadena singular que vive en Ap (A, x I; Q).

Definicion 3.5.13. Dado un espacio topoldgico X, un grupo abeliano G y un
entero p > 0, definimos el operador prisma P : Ap(X;G) = App1(X X I; G)
tal que, para un p-simplejo singular o € Ap(X) yg € G...

P(go) = aa(gPp)

.. donde ¢’ : Ay, x I — X x I es una funcion continua que manda (s,t) en
(0(s),t) yoln : App1(ApXT; G) = Apyq1 (X XI; Q) es su homomorfismo inducido
en los complejos de cadenas singulares correspondientes.?3

En este punto nos conviene mencionar que definiremos, como es usual, P :
AN(X;G) - Appi(X x I; G) como 0 para todo entero p < 0 para obtener un
homomorfismo graduado (de grado 1) P : A, (X;G). = A(X x I; G).

23La, definicién se ha hecho para los elementos que generan. Recordemos que debemos
extenderla linealmente para tener un homomorfismo.
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Lema 3.5.14. Sea {vg,...,vp} C R™ y [vo,...,vp] un p-simplejo singular afin;
sea G un grupo abeliano y g € G. Entonces se cumple que...

P

P(Q[”Ov mvvp]) = Z(,l)ig[(vo,()% oy (vi; 0)7 (Uiv 1)7 ] (U;Dv 1)]

=0

En particular, si Fjp = [eg, ..., €}, ...,€ep] €s la j-ésima aplicacion de cara,
entonces...

P(gF}) = Z(—l)ig[(eo, 0), ..., (ei,0), (€5, 1), ..., (ej: 1),...,(ep, 1)]
i=0

p—1
+Z [(€0,0), ..y (€5,0), ...y (€i31,0), (€ix1, 1), vy (€, 1)].

1=

Demostracion. Comencemos con un pequeno resultado preliminar. Sabemos de
3.5.13 que [vg, ..., vp)" : Ap x I — R™ x I esta definido como [vg, ..., vp] (s, t) =
([voy .-, vp](8),t). Dado un entero 0 < i < p fijo, si recordamos la definicién de
p-simplejo singular afin (definicion 3.4.3), tenemos que la funcion...

[V0, ..y vp) © [(€0,0), ...y (€1,0), (€4,1), e, (ep, 1)] : Apis = R™ x

.. es tal que, para una coleccion de coeficientes {\; | 0 < Ay <1, 0 <k <
p+1, ZPH =1}y Zk o Akek € Api1, se cumple lo siguiente:

p+1
[00, s Vp)" © [(€0,0), -vry (€4,0), (€3, 1), oory (€p, 1 (ZAM>

7 p+1
= [UQ,...7'UP]I (Z )\k(ek,O) + Z Ak(ek1,1)>
k=0

k=it+1
i p+1
= [UO,...,UP]/ (Z(/\kek,()) + Z (/\kek_l,)\k)>
k=0 k=i+1
p+1 p+1
[vo, -. (ZM@H— > Aker-1, Y >\k>
k=i+1 k=i+1
p+1 p+1
= <Uo, (Z/\kekJr > Aeer- 1>, > Ak)
k=it1 k—it1
p+1 p+1
= <Uo;-~~, (ZM%) [V, ..., v ( Z /\kek—1>; Z >\k>
k=i+1 k=i+1
p+1 p+1
<Z)\kvk+ > Mevko1, Y )\k> =
k=i+1 k=i+1
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i p+1
= Z)\k(’vk,o) + Z Ak(vg—1,1)
k=0 k—it+1

p+1
= [(’an O)’ ) (Uia 0)7 (Uiv 1); i) (Upa 1)] (Z Akek) :
k=0

Gracias a esto, hemos mostrado que...

[v0, ..., vp) 0 [(€0,0), ..., (€i,0), (€;,1), ...,(ep, 1)]
= [(v0,0), ..., (v3,0), (v3, 1), ..., (vp, 1)].

Ahora bien, bajo la definiciéon 3.5.3, P(g[vo, ..., vp]) = [vo, -..; Vp|A(9Fp), 0
que significa que...

I
s

S
I

(—=1)g[vo, ..., vp]" © [(€0,0), ..., (€:,0), (€4, 1), ...y (€p, 1)]
0

»)

AN

7

(—1)ig[(vo, 0), ..., (v43,0), (v, 1), ..., (vp, 1)]

NE

i=0
... otorgandonos lo que queriamos.
La afirmaciéon particular del lema -que de hecho es la que vamos a necesitar
posteriormente- se tiene en virtud de que nuestro pequeno resultado preliminar
nos arroja, para i > j con j fijo, la igualdad...

F" o ((eo,0),....(e5,0), (€3, 1), ..., (ep—1,1)]
= [(€0,0), ..., (€4,0), ..., (€111, 0), (€i11,1), ..., (€, 1)]
...y, para ¢ < j, la igualdad...
FJP' o [(e0,0), ..., (e;,0), (e;, 1), ....(ep—1,1)]

= [(eo,0), ..., (€4, 0), (&, 1), ..., (ej, 1), ..., (ep, 1)].

O

Lema 3.5.15. Para un entero p > 0, un entero 0 < j < p, o un p-simplejo
singular y g en un grupo abeliano G, se tiene que P(goW)) = [0y o P] (gFJP).

Demostracion. Notamos en primer lugar que o) = (oo Ff)’ =00 Fjpl, de lo

que es facil darse cuenta porque FJP ! deja intacta la segunda coordenada de los

puntos en A, x I. Luego, de la afirmaciéon particular del lema 3.5.14 se cumple
lo siguiente...

P(go'?)
— Pl FY))
= (o' o FI")a(9Pp)

= (=1)'g((0" 0 F}") o [(€0,0), .oy (€3, 0), (€3, 1), ooy (€p-1,1)]) =

|
—

s
I
o



84

P

(]

R

0

)

CAPITULO 3. HOMOLOGIA SINGULAR

- (71)2’9(0_/ o (F]P/ o [(603 O)’ i) (61'3 0)7 (eia 1)7 ) (ep—la 1)]))

(71)29(0—/ © [(6070)7 ceey (ej: 0)7 ceey (€i70)7 (ei7 1)7 ceey (ep7 1)])

+ Z(—Uig(a/ o [(€0,0), ..., (€;,0), ..., (€i41,0), (€i1, 1), ..y (€, 1)])

Jj—1

=0l (Z(l)ig[(eo, 0), ..., (e;,0), (e, 1), ..., (ej: 1),..., (ep, 1)})

1=0

p—1

+olp Z(—l)ig[(eo, 0), ..., (ejA7 0), ..., (ei+1,0), (ix1,1), ..., (ep, 1)]

i=j

= oo Pl(gFy

J

Lema 3.5.16.

).

[(60,0), ceny (61;1, 0), (61'71, 1), ...,(ep, 1)] o Fjp+1 =

... para toda i =7, 1 < i <p.

[(€0,0), ..., (€5,0), (€3, 1), ..., (€p, 1)] 0 FP*

Demostracion. Es una cuestion de cautela darse cuenta de la veracidad de este
lema, pues lo tnico que hay que hacer es revisar el comportamiento de las
aplicaciones de cara, las cuéles, hay que recordar, son en este caso p-simplejos
que mandan A, en A,; afinmente, de manera que, para un (p + 1)-simplejo
singular afin [vg, ..., vp41], se cumple...

[V0, ..o Ups1] 0 P = [vg, ., 0, o vppa ] 24 (3.7)

Por tal motivo, hemos de ver que, para toda i =7, 1 <17 < p...

[(€0,0), ..., (€5-1,0), (€11, 1), ..., (€p, 1)] 0 FPT

o
) (62‘_1
(

1
v, (€3,0), ei,l),...,(ep,l)]oF]P'*' .

oy (€i21,0), (€i-1,1), ..y (€, 1)]

0), (€5, 1), .., (ep, 1)]
0), (e:,0), (e5,1), .., (ep, 1)]

€i—1,

O

24Notemos que, a diferencia de lo que hicimos en la afirmacion particular del lema, 3.5.14,
hemos “quitado” exactamente el j-ésimo término del simplejo singular afin.
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Teorema 3.5.17. Dado G un grupo abeliano y dos funciones f = g : X —
Y con E la homotopia entre ellas (de f a g), si definimos el homomorfismo
graduado (de grado 1) Ep : A (X;G) = A(Y;G) como Ep = Ea o P (donde
Ex es el homomorfismo inducido que va de Ay (X X I; G) a A(Y;G)), entonces
doEp+Epod=gn— fa.

Demostracion. Primero verifiquemos la definicion que establece el enunciado
del teorema. Hemos convenido que el operador prisma P es un homomorfismo
graduado (de grado 1) entre A, (X;G) y A.(X x I;G), mientras que Fa :
A (X X I;G) = AL(Y; G) es el homomorfismo graduado (de grado 0) inducido
por la homotopia segin la proposicion 3.4.13, de acuerdo a lo cual Ep resulta
en efecto un homomorfismo graduado (de grado 1) entre A, (X;G) y A(Y;G).

Ahora bien, procederemos por partes: para un entero p > 0y ho € A, (X;G)
con ¢ un p-simplejo singular, los lemas 3.5.14 y 3.5.15 nos ayudaran a visualizar
que...

[Ep 0 d)(ho) = [EaoP] [ > (~1)/ha?
j=0

M@

= Ea [ Y (-1 P(ho')
§=0
= Ba | Y (-1V[ok o PI(HED)
§=0
= Ba | (17 (=1h(o" 0 [(e0: 0), - (611 0), (€1: 1) s (€. 1). o (e 1))

1<

+ Ea Z(—l)j(—l)i_lh(alo[(60,0),...,(ejA,O),...,(ei,O),(ei,l),...,(ep,l)})

>4

Expliquemos un poco esta igualdad. En realidad, es el iltimo paso el que
requiere de un poco de aclaraciéon, pues quizé parezca arbitrario conjurar tal
divisiéon de sumandos, sobre todo cuando atn no existe un motivo explicito
para hacerlo. Bien, pues para convencernos de su certeza, debemos observar
del lema 3.5.14 como trabaja el operador prisma sobre las aplicaciones de cara,
concentrando nuestra atencion en los indices que se estén manejando. Asi pues,
sabemos que para una j-ésima aplicacion de cara fija, los sumandos para i <
j que aparecen en la cadena que resulta de aplicar el operador prisma son
exactamente los que se apuntan, sin mayor problema. Ahora bien, los sumandos
con ¢ > j han adquirido una nueva forma, en la que nuestra representacion deja
implicito el caso i = j (se ha sustituido por su equivalente segin lo dicho para
¢ > j en la afirmaciéon particular del lema 3.5.14); luego, hemos de visualizar
claramente el hecho de que, en esta situacion, el coeficiente (—1)* multiplica a
los sumandos donde el “cambio” entre coordenada 0 y coordenada 1 se hace a la
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altura de (e;4+1,0), (€i+1, 1), de lo que hemos apuntado (—1)*~! multiplicando a
los sumandos donde tal “cambio” esta escrito a nivel (e;,0), (e;, 1).
Por otro lado...

[00 Ep|(ho) = [0 0 (Ea 0 o)|(hFp)
= [Ea 0 0)] (Z [(e0,0), ..,(ei,O),(ei,l),...,(ep,l)}>>
=0

> (=)D (1) ([(e0,0), ..., (€:,0), (€5, 1), ..., (€p, 1)] 0 FFHY)

i=0 j=0

= (“1)(=1)h(E 0 0’ 0[(€0,0), .., (€;,0), ., (€:,0), (€3, 1), .oy (€, 1)])
+ D (D=1 h(E 0 0’ 0 [(€0,0), ., (€:,0), (€i,1), ..., (€, 1), . (€. 1))

Antes de proseguir debemos notar el siguiente hecho: salvo por h(Eodcd o

[(6070) (6071)7 : (6p7 1)]) y h(EOJ ° [(607 0) (6171)’ : (epvo) (6177 )]) los tér-
minos con ¢ = j de la primer suma se cancelan con los términos ¢ = j de la segun-
da en virtud del lema 3.5.16 (en la segunda, (e;,0) es realmente el (j + 1)-ésimo
término del simplejo singular afin [(eg, 0), ..., (€;,0), (e;, 1), ..., (¢4, 1), ..., (ep, 1)]).
Por lo tanto -y es ahora que se hace conveniente haber partido nuestras sumas
en las dos presentaciones- tenemos...

=h(Eod o [(eo: 0), (€0,1), ..., (ep, 1)]) — h(E o o’ o [(e0,0), (€1,1), ..., (€, 0), (epA, 1)])
—|—Z 7( 1) (Eoo’ o[(60,0),...,(ejA,O),...,(ei,O),(ei,l),...,(ep,l)])

1<i

+ Z —1)Th(E o 0’ o [(eo,0), ..., (€:,0), (es, 1), ..., (ej: 1), ..., (ep, 1)])

J>1

= h(E oo’o [(60: 0)7 (6071)7 ey (ep’ 1)]) - h(E oc'o [(60, 0)7 (61,1)7 ceey (€p,0), (ep: 1)])

+Ba | D (=1Y(=1)"h(0” o [(e0,0), ... (€,0), ..., (€5, 0), (€3, 1), ... (ep, 1)])

+ Ea Z(—1)J’(—1)i—1h(a’o[(eo,o),...,(ei,O),(ei,l),...,(ej,l),...,(ep,1)])

=k *%.
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Ahora bien, los altimos dos sumandos coinciden a todas luces con —[Ep o
J](ho) gracias a nuestra primera igualdad en la prueba.

Por otra parte, para una coleccion de coeficientes {A\; |0 < A <1, 0< k <
p+1, Zfiol A = 1}, se tiene...

[E oo’ o[(en,0), (€0,1), ..., (€, 1)]] (Z Akek> =[Foo] <Z Ak (€, 1))
k=0 k=0

.. mientras que, similarmente, se cumple...

Eood'o [(6070)7 (6171)7 ) (epv O)a (ep: 1)] = fA(U)

.. gracias a lo cual, si juntamos todas nuestras ecuaciones, alcanzamos...
00 Bp)(ho) =+ = 4k = ga(ho) — fa(ho) — [Ep o ](ho).

Por lo tanto, 0 o Ep + Ep 0 @ = ga — fa en los elementos que generan a
A,(X;G) y consecuentemente en el grupo total. Las sutilezas del caso p = 0
se resumen diciendo que el sumando [Ep o J](ho) se anula y que [0 o Ep|(ho)
coincide exactamente con ga(ho) — fa(ho) debido a que los tnicos elementos
que quedan en la descomposicion en sumandos de [0 o Ep](ho) son h(E oo’ o
[(eOA, 0), (eo,1)]) y —h(E o ¢’ o [(eo,0), (eoA, 1)]). En cuanto a los enteros p < 0, el
teorema es facil de corroborar. O

Corolario 3.5.18. Dado G un grupo abeliano de coeficientes para la homologia
singular de los espacios X y Y, y dadas dos funciones f = g: X =Y con E
la homotopia entre ellas (de f a g), entonces fa =~ ga y por lo tanto f. = gy :
H.(X;G)— H.(Y; Q).

Demostracion. Todo consiste en juntar la fuerza del teorema 3.5.17 y la propo-
sicion 3.5.10. O
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Adn queda por ver que esta propiedad se puede extender a la homologia
relativa y asi ser formales sobre el hecho de que HSZV cumple el axioma. Ahora
bien, para hacerlo, debemos recordar nuestra definicién de homotopia en el caso
de pares topologicos (definicion 2.3.23) y utilizar el teorema 3.5.17 pertinente-
mente.

Lema 3.5.19. Sean (X, A) un par topoldgico y G un grupo abeliano, entonces
el operador prisma P : A (X;G) — AX X I;G) se puede extender a un
homomorfismo graduado (de grado 1) P* : Au(X, A;G) — A(X x I, Ax I;G).

Demostracion. Para un entero p > 0y go € A,(A4;G) (con o un p-simplejo
singular), P(go) = oa(gP,) donde oa(gP,) es ciertamente una cadena en
Apt1(A x I; G). Por esta razon, vemos que P[A,(A;G)] C Apt1(4A x I;G),
de forma que podemos definir P : A, (X, 4;G) — Ap11(X x I, A x I;G) como
Phe+ Ap(4;G)) = Ple) + Api1(A x I;G). Si establecemos la convencién fa-
miliar de que P* = 0 para todo entero p < 0, entonces hemos alcanzado nuestro
cometido. O

Corolario 3.5.20. Dado G un grupo abeliano y dos funciones f = g : (X, A) —
(Y, B) con E la homotopia entre ellas (de f a g), si definimos el homomorfismo
graduado (de grado 1) Epy : Au(X;G) = AL(Y;G) como Epy = EﬁAoPti (donde
EﬁA es el homomorfismo inducido que va de A (X x I, A;G) a A(Y,B;G))
entonces 0 o Ept + Ept 00 = gtiA — fg‘.

Demostracion. Préacticamente lo tinico que estamos haciendo es pasar al cocien-
te nuestras relaciones, por lo que un cuidadoso seguimiento de la prueba del
teorema 3.5.17, aunado a la herramienta proporcionada por el lema anterior,
nos haréa convencernos de la certeza de este corolario. O

Corolario 3.5.21. Dado G un grupo abeliano de coeficientes para la homologia
singular de los pares (X, A) y (Y, B), y dadas dos funciones f = g : (X, A) —
(Y,B) con E la homotopia entre ellas (de f a g), entonces f& ~ gﬁA y por
lo tanto f. = g, : H.(X,A;G) — H.(Y,B;G), con lo que HS™N satisface el
axtoma de homotopia. ]

Axzioma de Escision

... Dado el par (X,A) y U C X tal que U C int(A), entonces la inclusion
kE: (X\U,A\U) — (X, A) induce un isomorfismo...

ke s Hp(X\U, A\U)) =5 H,((X, A))

... para todo p € 7.."

Cuando Poincaré impulso la creacion de los grupos de homologia a través de
triangulaciones, prob6 que la homologia respecto de una triangulacién particu-
lar era la misma que la de una subdivision de la triangulacién. Bajo un impulso
parecido, podemos intuir (al vislumbrar en nuestra mente a los elementos de
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un grupo de homologia dado como simplejos singulares afines en triangulos, te-
traedros, etc.) que los grupos no tendrian por qué alterarse si “triangulamos”
a los constituyentes cuantas veces queramos hasta alcanzar un esquema que de
alguna manera nos acomode més; por ejemplo, para simplificar un céalculo. Es
asi como presentamos que la homologia singular se atiene al axioma de escision,
segiin el cual podemos extirpar de un espacio un subconjunto de caracteristicas
particulares sin cambiar por ello su homologia. Aunque es relativamente senci-
llo comprender su enunciado, el proceder para probarla es algo enredado. Sin
embargo, puede ser una buena manera de sobrellevar tanta abstraccion el dar-
nos cuenta de que la idea general consiste en dividir y dividir nuestras cadenas
singulares hasta que nos quedemos con representantes de clases de homologia
suficientemente pequenos -y en consecuencia circunscritos a subconjuntos “con-
venientes”.

Definicion 3.5.22. Sea G un grupo abeliano de coeficientes para la homologia
singular de R™ y p > 0 un entero. Denotaremos A,(R";G) al subconjunto de
A,(R™; G) que consiste de las p-cadenas singulares formadas exclusivamente
por p-simplejos singulares afines, a las cuales llamaremos concordantemente p-
cadenas singulares afines.

Claramente A, (R™; G) es un subgrupo de A,(R"; G) para todo entero p > 0.
No es de extranar, a la luz de la definicion anterior, que el conjunto de p-simplejos
singulares afines, “multiplicados” por los coeficientes del grupo abeliano elegido
G, funciona como “base” de A,(R™; G) para todo entero p > 0.

Definicion 3.5.23. Sea G un grupo abeliano de coeficientes para la homologia
singular de R™, {vg,...,v,} C R™ con [vy,...,vp] un p-simplejo singular afin
y z € R™. Denotaremos zo al (p + 1)-simplejo singular afin [z, vy, ..., vp]. Ast
pues, dada ¢ =" gio; (g; € G) una p-cadena singular afin, denotaremos zc
0 Y gi(z00) B

Proposicion 3.5.24. Sea z € R" y ¢ € A,(R™;G) una cadena singular afin.
Se cumple entonces que O(zc) = ¢ — 20(c).?°

Demostracion. Probaremos la propiedad para un p-simplejo singular afin go €
A,(R™; G), por lo que el resultado se obtendra por linealidad. Dado {vy, ..., vp} C
R™y 0 = [vo, ..., vp), entonces -valiéndonos del razonamiento detras de la ecua-
cion en (3.7)- obtenemos...

0(2(g0)) = 0(9(z0)) = 0(g[z, vo, ..., Up))
= g[2,vo, ..., vp| — Z(fl)ig[z,vo, ey Uiy ey Up| =

=0

25Fs decir, “aumentar por z” se comporta como un homomorfismo de Ap(R™;G) en
Apt1(R™;G).

26Una interpretacién geométrica de este resultado se refiere a decir que la frontera del
simplejo afin “aumentado” consiste en el simplejo original y los “aumentos” correspondientes
de la frontera de tal simplejo original. Una visualizacion sencilla de esta relacién consiste en
“aumentar” un triangulo a un tetraedro y sacar frontera.
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P
=go— zZ(—l)lg[vo, ey Uiy ooy Up| = go — 20(go).

O

Definicién 3.5.25. Sea [vo, ..., vp] un p-simplejo singular afin de R™. Llamamos
baricentro de [vo, ..., v,] al punto...

b= i ¥
z‘:op—'_lz

Definicion 3.5.26. Para enteros p > 0 y un grupo abeliano G, definimos el
operador subdivision (afin) S, : A,(R™;G) — A,(R™;G) de la manera
siguiente (por recursion):

» Parap=0yce A,(R"; G) una p-cadena singular afin, Sa(c) = c.

» Parap>0ygoe A,(R™";G) (con o un p-simplejo singular afin), defini-
mos Sa(go) = bS4(0(go)) (donde b es el baricentro de o) y lo extendemos
a un homomorfismo sobre A,(R"™; Q).

Observamos que S 4 esta bien definido en el sentido de que, debido al razo-
namiento detras de la ecuacion en (3.7) -y que ya hemos mencionado-, se tiene
que la frontera de un simplejo singular afin es a su vez un simplejo singular afin.

Lema 3.5.27. Sea f : R" — R™ una aplicacion afin, ¢ € A,(R™;G) (para
algin entero p > 0) tal que ¢ = Y1 gio; (9; € G), y sea también z € R™.
Entonces fa(zc) = f(2)fa(c).

Demostracion.

fa(ze) = fa (igi(zm)> = igi(f ©204)
i=1 =1

= Zm(f(z)f o) = f(2) Zm(f o) = f(2)falc).

O

Lema 3.5.28. 5i f : R™ — R™ es una aplicacion afin, entonces fa oS4 =
S_A 9] fA'

Demostracion. Procederemos por inducciéon: para p = 0y go € A,(R™;G)
(con o un p-simplejo singular afin), la afirmacion es facil de visualizar. Ahora
bien, si suponemos que la igualdad se cumple para todo go € A,_1(R™;G)

27Por ejemplo, el baricentro de un segmento es su punto medio y el baricentro de un
tridngulo es -sin sorpresa- el punto donde se cortan sus medianas.
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y en consecuencia en todo el subgrupo, entonces se tiene lo siguiente, para
go € A,(R™; G):

[Sao fallgo) = f(0)Sa(d(falgo))) = f(b)fa(Sa(d(go)))
= fa(bSa(0(g0))) = [fa o Sal(go)

... donde la primera igualdad se da por el lema 3.5.27, la segunda por hipotesis
de induccién y porque fa es una aplicacion de cadenas, y la tercera nuevamente
por el lema 3.5.27. Con esto hemos probado la conmutatividad en los elementos
que generan a A,(R™; G) y por lo tanto en todo el subgrupo. O

A continuacion, ampliamos nuestra definicién a cadenas singulares arbitra-
rias.

Definicion 3.5.29. Dado X un espacio topoldgico y un grupo abeliano G, para
enteros p > 0 definimos el operador subdivision S : Ap(X;G) — AH(X;G)
como...

S(g0) = loa o Sal(gleo, - ep])

..parac € C(A,, X) yg € G. Naturalmente, lo extendemos a su homomorfismo
correspondiente para tener la definicion completa.

Corolario 3.5.30. S coincide con S4 sobre A,(R™;G).

Demostracion. Sea go € A,(R";G) con o un p-simplejo singular afin. Enton-
ces...

S(go) = [oa o Sal(gleo, -, ep]) = [Sa o aal(gleo, -, ep]) = Salgo)

... gracias a lo cual los operadores coinciden sobre los elementos que generan a
A,(R"™; G) y por lo tanto en todo el subgrupo. O

Lema 3.5.31. Si f: X — Y es una funcion continua, entonces faoS = So fa
en los grupos de p-cadenas singulares con coeficientes en un grupo abeliano G

(p>0)

Demostracion. Para go € Ap(X;G) con o un p-simplejo singular, se tiene...
[fa 0 5)(g0) = faloa(S(gleo, - €p]))) = (f 0 7)a(S(gleo, .-, €p]))
=S(g(f o0)) = S(falgo)) =[S e fal(go)

... o que prueba la conmutatividad en los elementos que generan a A, (X;G) y
por tanto en el grupo total. O

Proposicion 3.5.32. Si definimos S : Ap(X;G) = Ap(X; G) como S =0 para
toda p < 0, entonces S como homomorfismo graduado (de grado 0) que va de
AL (X;G) a él mismo es una aplicacion de cadenas.
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Demostracion. Es relativamente muy sencillo apreciar que S conmuta con los
operadores frontera para p < 0, asi que probaremos por induccién sobre p que
S AL(X;G) = Ay(X; G) también lo hace para todo entero p > 0:

Supongamos que S 0,1 = Jp_1 0 5% y sea go € A,(X;G) (con o un
p-simplejo singular). Se cumple que...

[3 ° 5](go)

Op(oa(S(gleo, - €])))
—UA( b (S(gleo, - €0]))
= 0a(0p(bS(9y g[eo,m, »)))))

—UA( (Op(9gleo, - €p])) — bOp—1(S(Op(gleo, -, €]))))
S(0p(oalgleo, s ep]))) — oa(bp-1(S(0p(gleo, ---r €p]))))
S(Op(oa(gleo, s ep]))) — oa(bS(0p—1(0p(gleo; ---, €p]))))

= S(ap(grf))

=[S0 d](go)

.. donde la primera igualdad se da por definicién y por el corolario 3.5.30, la
segunda porque oa es aplicacion de cadenas, la tercera por definicion de Sy =
S, la cuarta por la proposiciéon 3.5.24, la quinta porque oa es homomorfismo,
aplicaciéon de cadenas y a parte conmuta con S por el lema 3.5.31, la sexta
porque S es aplicacion de cadenas, y la séptima porque el segundo sumando se
cancela por contener una composiciéon de operadores frontera. De esta forma,
hemos probado la conmutatividad en los elementos que generan a A,(X;G) y
asi en el grupo total. O

Teorema 3.5.33. El operador subdivision es homotdpico de cadenas a la iden-
tidad (es decir, S ~ 1x, (x:q))-

Demostracion. Definiremos un homomorfismo graduado (de grado 1)...
F:A(X;G) = AdX;G)

.. tal que S(c¢) — ¢ = [0 0 Fl(c) + [F 0 J](c) para toda ¢ € A,(X;G) y p € Z.
A parte, F' deberda cumplir que fa o F' = F o fa para toda funciéon continua
f: X — Y. Haremos esta tarea por recursion:

Sea F), = 0 para toda p < 0. Es claro que las dos cualidades que pedimos arri-
ba se satisfacen para las p-cadenas singulares. Luego, suponemos que tenemos
definido Fj,_; tal que se cumplen ambas igualdades y procedemos a construir
Ey:

Como A, es contraible (proposicién 3.4.2), sus grupos de homologia coinci-
den con los de un punto (corolario 3.6.2), de modo que H,(A,; G) = 0 para toda
p > 0, lo que nos dice que -para toda p > 0- los p-ciclos son a su vez p-fronteras.

28Fn realidad, nos estamos refiriendo a lo que podriamos denotar Sp_200p_1 =0p_10Sp_1.
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Ahora bien, para un g € G y p > 0, se cumple que...

a(S(gleo, -, ep]) — gleo, ..., 5] — Fp—1(d(gleo, -, €p))))

= 9(S(g] 1)) = d(gleo, - ep]) — O(Fp—1(9(gleo, ---, €p])))
=9(S(g] 1)) — 9(gleo; - &p])

— (S(0(gleo; - €p])) — O(gleo, ..., €p]) — Fp—2(0(9(gleo, .-, €p]))))

€0,---,€p —
€05+, €p —
=0

... donde la segunda igualdad se da por hipotesis recursiva (aplicada al tercer
sumando) y la dltima porque S es una aplicacion de cadenas, gracias a lo cual
conmuta con 0 haciendo que el primer término de la suma se cancele (las otras
cancelaciones son féciles de apreciar).

Con todo, atin no hemos mencionado por qué es importante esta igualdad,
y lo que sucede es que gracias a ella vemos que S(g[eo, ..., ep]) — gleo, .., €p] —
F,_1(9(g[eo, --., €p])) es un p-ciclo en A, (A,; G), y en consecuencia una p-frontera.
Asi pues, existe una (p + 1)-cadena singular ¢ tal que 9(c) = S(gleo, ..., €p]) —
gleo, ..., ep] — Fp_1(0(gleo, ..., €p])), de modo que definimos Fj(gleo, ..., ep]) = ¢
y, para o un p-simplejo singular y g € G, definimos...

Fy(go) = oa(Fy(gleo, - ep]))

... ¥ lo extendemos al homomorfismo correspondiente F, entre A,(X;G) y
Ap+1(X; @). Ahora pasemos a comprobar que tal homomorfismo cumple las
dos cualidades pedidas.

“La primera™ sea go € A,(X;G) (con o un p-simplejo singular), entonces...

O(Fy(g90))

= 0(oa(Fp(yleo, - ep])))

= oa(9(Fp(gleo, - ep])))
(

= oa(S(gleo, ..., ep]) — gleo, - ep] — Fp—1(d(gleo, -y €p))))
= S(go) — go — Fp_1(9(g0))

... donde la tercera igualdad se da por como escogimos Fj(g[eo,...,ep]), v la
cuarta gracias a la hipotesis recursiva (que se refiere a que Fj,_; conmuta con
las aplicaciones de cadena inducidas por funciones continuas -en este caso o).

“La segunda™ sea f: X — Y una funcioén continua y go € A,(X;G) (con o
un p-simplejo singular), entonces...

[fa o Fpl(go) = fa(oa(Fp(gleo, - ep])))
= (foo)a(Fp(gleo, - ep])) = Fp(g(f 0 0)) = Fp(falgo)) = [F} o fal(go).

De esta manera, las igualdades se cumplen sobre los elementos que generan
a Ap(X;G) y por lo tanto en el grupo total. Gracias a todo esto, tenemos
definido correctamente a F), y podemos pensar en el homomorfismo graduado
F que extiende a los F), segtn el teorema 1.1.5 (Propiedad Universal), el cual
seré testigo de la homotopia de cadenas entre S y la identidad a raiz de nuestra
“la primera” igualdad. O
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La interpretacion geométrica de este teorema podria resumirse diciendo que
si subdividimos una cadena, entonces obtenemos la misma cadena, pero “cons-
truida” con piezas més pequenas.

De una vez veamos qué sucede cuando nos movemos al uso de pares topolo-
gicos, pues recordemos que el enunciado del axioma de escisién cae en termino-
logia de pares. Es suficientemente claro que, si A C X, entonces S[A,(4;G)] C
A,(A; G) para todo entero p > 0 (por definicién de S), por lo cual podemos
inducir un homomorfismo graduado (de grado 0) para el complejo de cadenas
del par (X, A), a saber S* : A, (X, A;G) — A,(X, A; G). Esto se hace segiin lo
anotado justo después del corolario 3.4.30 y tomando S* = 0 para todo p < 0.
Tal homomorfismo presenta las mismas propiedades que S, pues sblo estamos
pasando al cociente. Similarmente, el homomorfismo graduado (de grado 1) F,
que construimos en el teorema anterior, mediante el cual garantizamos la homo-
topia de cadenas entre S y la identidad, también se comporta bien con respecto
a subgrupos (es decir, F[A,(4;G)] € Apt1(A4;G)), con lo que podemos indu-
cir un homomorfismo graduado (de grado 1) F* : A, (X, 4;G) — A.(X, 4;G)
de modo analogo a lo que mencionamos arriba. A su vez, y como se mantie-
nen las relaciones establecidas en el teorema anterior al pasar al cociente, dicho
homomorfismo graduado sera testigo de una homotopia de cadenas entre S* y
1A, (x,4:6)-

Por esta nota, obviamente apuntalada por el tan mencionado teorema ante-
rior, y utilizando la proposicién 3.5.10, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.5.34. Si (X, A) es un par topoldgico y G es un grupo abeliano,
entonces St =1, : H.X,A;G) —» H.(X, A4;G). O

En lo sucesivo, veremos cémo podemos subdividir una cadena hasta que sus
simplejos constituyentes sean arbitrariamente pequenos.

Lema 3.5.35. Si o = [vg,...,vp] es un p-simplejo singular afin de R™ con b,
su baricentro, entonces...

p
+1

[|lu—bel| < diam(im o)

... para toda u € im o.

Demostracion. Sean u,w € im o. Sabemos que u = > & \jv; y w = Z?:o Hiv;
para colecciones de coeficientes {\; | 0 < \; <1, 0 < i < p, Zf:o No=1}y
{p; 10<p; <1, 0< 5 <p, Z?:o p; = 1}. Para estos puntos, vemos que...

p
lu—wll = 1> Ao —w) [ <Y Aifloi — w]| < méx{|[o; — w]}o<i<y
3 =0

... pero también se cumple que, para cada entero 0 < i < p fijo, ...

pillvi — vzl < méx{||vi — vl }o<j<p

-

<
I
o

p
|vi —wl| = Zﬂj(vi —vj)|| <
=0
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... por lo que tenemos que, para dos puntos cualesquiera u,w € im o, ...
[lu — wl| < méx{[lv; — wl|}o<icp < max{|vi — vl }o<ij<p
... Y en consecuencia que...
diam(im o) = max{||v; — v;| }o<i j<p- (3.8)
Por otro lado, para cada entero 0 < ¢ < p fijo, también podemos establecer...

P
i = wll = || > (v —v)|| <D mgllvi = vl < (1= pa) méx{[|v; — v Yo<i j<p
i=0 i#i

= (1 — pg)diam(im o).

En particular, si tomamos w = b, = ?:0 T-}-IUJ" entonces tendremos que...

1
lvi —=bs|| < |1 — —— | diam(im o) = P diam(im o)

p+1 p+1
... para todo 0 < ¢ < p. Finalmente -al sumar todas nuestras desigualdades-,

obtenemos...
. p . .
- bU < i ba i < ——d .
lu = bo|| < max{]v IYo<i<p P iam(im o)
O]
Lema 3.5.36. Sea o0 € A,(R") := A,(R™; Z) un p-simplejo singular afin (para

un entero p > 0). Para cada p-simplejo singular afin T que aparece en la cadena
S(o), se cumple que...

diam(im 1) < diam(im o).

Demostracion. Haremos la prueba por inducciéon sobre p. Para p = 0, se tiene
que los didmetros de las imégenes de los p-simplejos singulares afines o y 7
son nulos (las imagenes son puntos) y por lo tanto la condiciéon se cumple sin
mayor problema. Supongamos que también se cumple para p — 1; para ver que
se satisface para p, nos ocupa estudiar cuidadosamente el comportamiento del
operador subdivision y de la operacién “aumentar por un punto”’. Asi pues,
sabremos que...
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... por lo que podemos apreciar que, si 7 aparece en la cadena S(o), entonces
7 es de la forma b,7" 6 —b,7’ para algin (p — 1)-simplejo singular afin 7" que
aparece en S(o(*+)) para algin 0 < i, < p.

Por otro lado, como im ¢® C im o para todo 0 < i < p, se tiene que
diam(im o®) < diam(im o) para todo 0 < i < p. Asi, por hipotesis de induc-
ciéon, observamos que...

‘ ~1
diam(im o)) < Ldiam(im o) <

diam(im 1') < b
p p

P 1diam(z’m o).

(3.9)

Ahora bien, sean vy, ..., v, los puntos que determinan al p-simplejo singular
afin 7, es decir, los “vértices” de la imagen de 7 (7 = [vp, ..., Up]). Para cuales-
quiera dos “vértices” v; y v; con 0 < i,7 < p, es cierto que, si v; y v; son a su
vez “vértices” de la imagen de 7', entonces, gracias a lo establecido en (3.9), ...

lv; — vj]| < diam(im 7") < P 1diam(im o).

Si suponemos, por otra parte, que v; = b, (sin pérdida de generalidad),
entonces el lema 3.5.35 nos garantiza la veracidad de la mismita expresion de
arriba. Con esto, usamos un anélogo de la ecuacion en (3.8) y obtenemos que...

diam(im 1) = max{||v; — vj| }o<i,j<p < %diam(im o).
- p

O

La siguiente proposicién es precisamente la que buscabamos cuando dijimos
que estudiariamos la manera de subdividir -y volver a subdividir- un simplejo
arbitrario hasta que las cadenas de sus subdivisiones estén hechas de simplejos
con un “tamano” que nos convenga.

Proposicion 3.5.37. Sea o un p-simplejo singular del espacio X (p > 0) y
sea {Uq}acy una cubierta abierta de X. Entonces eziste un entero positivo n
tal que la imagen de cada simplejo de los que conforman la cadena S™(o) estd
contenido en algin elemento de {Uq}acy-

Demostracion. Todo consiste en fijarnos en el lema del Numero de Lebesgue
(lema 2.4.6) y en el lema anterior. Como sabemos, {0~ [U,]}acs es una cubier-
ta abierta de A,, que es compacto (proposiciéon 3.4.2). Asi pues, por el lema
del Numero de Lebesgue la cubierta en cuestion admite un § > 0 tal que si
diam(A) < § paraun A C A, entonces A queda completamente contenido en
algtn elemento de {071 [U,]}aes. Ahora bien, en virtud del lema 3.5.36, sabemos
que si subdividimos un p-simplejo singular afin y luego subdividimos la subdi-
visién y asi sucesivamente, nos vamos quedando con p-cadenas singulares afines
formadas por simplejos singulares afines cuyas imégenes tienen diametros cada
vez menores. En particular, esto nos dice que existe un entero positivo n tal que
los didmetros de las imagenes de los simplejos constituyentes de S™([eg, ..., €p])
son menores que § y por lo tanto éstas quedan contenidas en algin elemento
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de {07 [Us]}aes. Luego, como S™(0) = oa(S™([eo, .., €p])), vemos que los sim-
plejos constituyentes de S™(o) son de la forma o o k con k apareciendo en la
cadena S™([eg, ..., €p]). De esta forma, im (o o k) se queda contenida en algin
elemento de {U, }acs para todo k p-simplejo singular que aparece en la cadena
S™([eo, -y €p))- O

Ahora si, después de todo este discurso, estamos listos para probar que nues-
tra conocida HSIVN en efecto satisface el axioma de escision.

Teorema 3.5.38. Dado un grupo abeliano G, el par (X, A) y U C X tal que
U C int(A), entonces la inclusion k : (X\U, A\U) — (X, A) induce un isomor-
fismo graduado (de grado 0)...

KL H (X\U,A\U;G) = H,(X,A:G).
Es decir, HSTN satisface el azioma de escision.

Demostracion. El resultado es sencillo de observar entre H,(X\U, A\U;G) y
H,(X, A; G) para enteros p < 0 porque estamos en presencia de grupos triviales
y de una definicién de homomorfismos inducidos que los hace triviales.

Entonces, para enteros p > 0, veamos que el homomorfismo k% inducido por
la funcion continua k en la homologia relativa es un isomorfismo:

(Epimorfismo) Sea [c+ Ap(A; G)] € Hp(X, A; G). Consideremos la cubierta
abierta de X formada por X\U y int(A). Por la proposicién 3.5.37, existe un
entero positivo n tal que las imagenes de los p-simplejos singulares T -con g, 7
apareciendo en la p-cadena singular S™(c¢)- quedan contenidas en alguno de los
dos abiertos de la cubierta considerada. Esto significa que cuando descompo-
nemos a S™(c) + A, (A; G) en p-simplejos singulares relativos (con coeficientes
en G), aquéllos cuya imagen queda contenida en int(A) “desaparecen” de la ex-
presion en la medida que son “absorbidos” por la clase neutral en A, (X, 4; G),
es decir, por A,(A;G). Con esto en mente, recordamos a su vez del corola-
rio 3.5.34 que [S™(c) + Ap(A; )] = Si([e + Ap(A;GQ)]) = e + Ap(4;G)],
lo que en esta luz nos implica que para nuestra clase elegida [c + A,(A4; G)],
siempre podemos encontrar un representante de ella en la que sblo aparecen
p-simplejos singulares (relativos) de X\U, a saber la clase [S"(c) + A, (A; G)].
Luego, k4 ([S"(¢) + Ap(A\U; G)]) = [S(¢) + Ap(A; )] = e+ Ay (A: G)] y se
cumple que ki es epimorfismo.

(Monomorfismo) Supongamos que kf ([c + A,(A\U;G)]) = 0. Esto significa
que [c+ Ap(A4; G)] es trivial en H,(X, A; G), por lo que tomando en cuenta lo
dicho en la definicién 3.4.28, sabemos que...

c=0(d) +e (3.10)

... donde d € Ap1(X;G) y e € Ap(A4;G). Por el mismo argumento de arriba
-en el que usamos el corolario 3.5.34- podemos aplicar el operador subdivisiéon
tantas veces como queramos a la ecuacion en (3.10) sin que cambie la clase (de
homologia) para [c + A,(A;G)], de forma que obtengamos un representante
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de esta clase, al que llamaremos ¢’ + A, (A;G), donde ¢’ = J(b1) + 9(b2) + €’
con by € A1 (X\U;G),ba € Api1(int(A); G) y € € Ay(A;G)*. Mas aun, se
cumple entonces que...

' —9(by) = 9(b2) + ¢

... donde el miembro izquierdo claramente vive en A,(X\U; G) y el derecho vive
en A,(4;G), lo que quiere decir que ambos viven en A,(A\U;G), haciendo
asi que ¢ viva en A,(A\U;G) y por lo tanto que [c + A,(A\U;G)] = [¢ +
AL (A\U; G)] = [A,(A\U;G)] = 0. Asi, se cumple que ker k! = {0} y que &

es un monomorfismo. O

Finalmente, hemos conseguido probar que, dado un grupo abeliano G, HSTN

es en efecto una teoria de homologia ordinaria y aditiva, a la que de ahora en
adelante llamaremos con lujo de propiedad Teoria de Homologia Singular
(con coeficientes en G).

Como un par de observaciones, decimos que ahora queda duramente instau-
rado que bajo la definicién 3.3.10 y la proposicion 3.4.20, G en efecto resulta
ser el grupo de coeficientes axiomatico para la teoria en cuestion. De hecho, la
teoria de homologia singular depende del grupo abeliano elegido como grupo de
coeficientes.

3.6. Algunos Calculos y la Homologia de las Es-
feras

Una vez patentado el que la homologia singular satisface las condiciones im-
puestas por los axiomas, tenemos suficientes herramientas para hacer calculos
explicitos de los grupos de homologia singular de ciertos espacios. Para ello,
derivaremos algunas caracteristicas que se desprenden de lo ya trabajado y ata-
caremos el problema de encontrar los grupos de homologia de las esferas, lo cuél
no soélo es esencial para completar la prueba del Teorema de Borsuk-Ulam, sino
que también constituye signo de que las esferas son topolégicamente diferentes,
ya que veremos que sus homologias no coinciden para dimensiones distintas.

Proposicion 3.6.1. Dado G un grupo abeliano, si (X, A) = (Y, B) (son homo-
topicamente equivalentes), entonces H.(X, A; G) = H.(Y, B; G).

Demostracion. Sean f : (X, A) — (Y,B) y h: (Y,B) — (X, A) las funciones
continuas que atestiguan la equivalencia homotopica entre los pares. Entonces
hof = 1xay foh = 1w,p). En virtud del corolario 3.4.30 y del axioma
de homotopia (corolario 3.5.21), tenemos que hy o f, = 1. : Hy(X, 4;G) —
H,(X,A;G) y que fooh, =1, : Hy(Y,B;G) — Hy(Y, B;G) para toda p € Z.

29Ge procede sin pérdida de generalidad, pues aplicando el operador subdivisién suficien-
tes veces obtenemos una descomposicién en cadenas formadas por simplejos que cumplen la
afirmaciéon que precede a esta nota al pie segin la proposicién 3.5.37 y el hecho de que la
subdivisién S es una aplicacion de cadenas (lo cual se usa para darnos cuenta de que 9(b1) y
O(b2) estan justificados en la igualdad) y también que respeta subgrupos (lo cual se usa para
justificar la condicién sobre €’).
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Por lo tanto, f, : Hy(X, A;G) — Hy(Y, B;G) es un isomorfismo con inverso h.
para toda p € Z. O

Corolario 3.6.2. Sea G un grupo abeliano, si X es contraible, entonces...
H.(X;G) = 0.
O

En el corolario anterior optamos por usar la terminologia de homologia re-
ducida (que como argumentamos cumple el axioma de homotopia) para que el
espacio de un sélo punto mantenga una homologia trivial en todas las dimen-
siones.

Por ejemplo, una aplicaciéon nada initil de este resultado -y usando la exac-
titud para la homologia singular reducida- es que, para todo espacio topologico
no vacio X, grupo abeliano G y un punto zg € X, H.(X,20;G) = H.(X;G).
Esto se ve por la sucesién exacta larga en la homologia reducida para el par
(X, x0):

0 =
i

4 B ~ N 0
s Hy (0; G) = Hy(X3G) 5 Hy(X, 203 G) 5 Hy o (103 G) =5 .

Asimismo, una vez que se sabe esto, la sucesion en (3.6) se puede obtener
como corolario de la sucesion exacta larga para la triada {zo} C A C X.

Proposicion 3.6.3. Si G es un grupo abeliano y X # () es conexo por trayec-
torias, entonces Ho(X;G) = G.

Demostracion. A lo largo de la prueba de esta proposiciéon, denotaremos a los
0-simplejos singulares como puntos en X. Es decir, llamaremos x al 0-simplejo
singular o,, : Ag — X tal que 0,(1) = x (donde 1 es el tinico punto en Ag C R).
Veremos que el homomorfismo de aumento e, : Hy(X;G) — G que definimos
en la proposicion 3.4.24 es de hecho un isomorfismo.

Es un epimorfismo claramente, pues para todo g € G, e.([gz]) = e(gz) = g
para algin O-simplejo singular z.

Para ver que es un monomorfismo, escogemos primero un punto xy € X.
Luego, para cualquier x € X, denotamos h, a la trayectoria que va de zy a
x. Tal trayectoria es a todas luces un 1-simplejo singular donde se cumple que
d(ghz) = gz — gz para algin g € G.

Ahora bien, si tomamos a [¢] € Ho(X;G) tal que e.([c]) = 0 (con ¢ =
> giz; una O-cadena singular), entonces > .- g; = €.([c]) = 0. Con esto,
vemos que ¢ — (30" giha,) = ¢ — 330 (giha,) = 22005 giwi — 3072 (giws —
gizo) = > gizo = (0% gi)xo = 0. Asf pues, ¢ = (X" gihs,) v por
lo tanto ¢ es una O-frontera y [c¢] = 0, gracias a lo cual tenemos que €, es
monomorfismo. O

Corolario 3.6.4. Sea G un grupo abeliano y X un espacio topoldgico. Entonces
Hy(X; G) es isomorfo a una suma directa de grupos isomorfos a G, uno por cada
componente conexa por trayectorias de X .
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Demostracion. Se da por la proposicion anterior y la proposicion 3.4.16. O

Corolario 3.6.5. Si G es un grupo abeliano y X es conexo por trayectorias,
entonces Ho(X;G) = 0.

Demostracion. La proposicion 3.4.24 inciso 2 nos muestra que Ho(X;G) =
ker €., pero en este caso el nucleo es trivial porque €, es un isomorfismo. O

A continuacién, nos damos a la tarea de calcular los grupos de homologia
singular (con coeficientes en un grupo abeliano dado) para las esferas, tema en
el que seguramente se podra notar la conveniencia capital de haber enumerado
y probado nuestros axiomas de teoria.

Teorema 3.6.6. Sea G un grupo abeliano. Si denotamos como D™ a la bola
cerrada n-dimensional centrada en el origen, como D al hemisferio superior
cerrado de S™ y como D™ al hemisferio inferior cerrado de S™, entonces para
n>0ei€Z se cumplen...

. (Sn) y
aene={ G Lo
« (D) .
HADZS”“;G)“@{ Cé iZ;Zf
" (Rn)

n on.n ) G sii=mn,

Hi(5%, D3 6) = { 0 sii#n.
Demostracion. Antes de comenzar la prueba en si, adelantamos un resultado
que serd de importancia en ella, y que se refiere a afirmar que tanto D} como
D™ son homotopicamente equivalentes a D™ y por lo tanto contraibles. Esto
se tiene al observar que la proyeccién sobre el hiperplano ecuatorial nos otorga
un homeomorfismo entre D} y D", mientras que si proyectamos desde el polo
norte, obtenemos un homeomorfismo entre D™ y D™. Ahora bien, como D" es
un subconjunto convexo no vacio de R", éste es contraible segtin el ejemplo 2.3.4
y con ello se sostiene nuestra afirmacién inicial.

Probaremos ahora que los enunciados (Sy), (D,) v (Ry) son vélidos, y lo
haremos por induccién sobre n.

Comencemos con (Rg): como S° = {—1,1} y D} = {1} (abierto y cerrado),
tenemos que el axioma de escisién nos permite “extirpar” a DO+ y en consecuencia
(al considerar ademas la proposicion 3.4.20) alcanzar la igualdad...

G sii=0,

( QO 0. ~ ( Q0 0 . ~ . . ~
H’L(S 7D+7G)—H1(S \D—i—a@aG)—Hl(P?G)—{ 0. Sl’L;éO

30Hemos cometido un ligero abuso de notacién, pues hemos marcado a S™~! como sub-
conjunto de D™ cuando en realidad nos estamos refiriendo al ecuador de la esfera, pero como

éste es ciertamente homeomorfo a S™~1, no hay mayor problema en hacerlo.
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Ahora pasamos a comprobar que (R,) <= (S,): gracias al corolario 3.6.2
y al hecho cierto de que D?} es contraible, tenemos que ﬁ[i(Di; G) = 0 para
toda ¢ € Z. Por otro lado, la exactitud para la homologfa singular reducida nos
arroja la siguiente sucesion exacta (larga):

0 0
... —H;(DY;G)— Hy(S™;G) — H;(S",D};G) —H;_1(D};G)— ...

... lo que con toda seguridad significa que Efi(S”; G) = H;(S", DY ; G) para toda
i € Z y por lo tanto que (R,) <= (Sp).

Veamos ahora que (D,,) <= (R,): es suficientemente sencillo intuir que
si U es un abierto bésico suficientemente pequenio de S™ contenido en D alre-
dedor del polo norte, entonces D™ es un retracto (fuerte) por deformacion de
S™\U (podemos deformar continuamente a la esfera-sin-el-pequetio-casquete-
polar-norte hasta obtener el hemisferio cerrado inferior®'). Por otro lado, si nos

31E] caso n = 2 es ilustrativo para darnos cuenta de la certeza de esta deformacién: la
retraccion en coordenadas cilindricas es R : SQ\U — D? tal que...

_f (1,6,0) si(r,0,2) € DI\U,
R(r,0,2) = { (r,0,z) si (r,0,2) € D2

... la cual estd bien definida porque coincide en la interseccion de ambos dominios, que es
el ecuador, y por lo tanto estd “bien pegada’, y es continua porque es continua sobre los
(dos) cerrados Di\U y D2 . Ahora bien, la homotopia entre R y lg2\y estd dada por I :

S2\U x I — S?\U tal que...

_ (%)r,@, (1—-1t)z) si(r0,2) € D2\U,
F(r,0,z,t) = { ( (r,0, z)) si (r,0,z2) €+D2_

... la cual estd bien definida porque coincide en la interseccion de ambos dominios, que es
ecuador X I,y es continua porque es continua sobre los (dos) cerrados Di\U xITyD? xI

(cuya unioén es ciertamente 5'2\U x I). Es una homotopia entre R y 1S2\U al cumplirse...

F(Tz 0, z, 0) = ISQ\U(Ti 0, Z)

_f (1,6,0) si(r,0,2) € D2\U,
F(T797Z71)_ { (7-707;/;) si (T,Q,Z)EDE-

Como a parte se cumple que F(r, 8, z,t) = (r,0, z) paratodot € I y (r,6,2) € D2, entonces
tenemos a su vez que la deformacion es fuerte.

En el caso general, el procedimiento intuitivo geométrico que usamos es el mismo. Hacemos
una retracciéon R de S™\U sobre D™ de la siguiente forma: para puntos x = (2o, ..., Tn+1)
en Di\U , nos fijamos en el hiperplano n-dimensional que resulta de mantener constante la
coordenada x,1 y dejar las otras correr; luego, proyectamos radial y continuamente a x desde
el punto (0,0...,0, z,,+1) hasta la “copia” de S”~! que “rodea” a tal (0,0...,0,z,+1) (y que no
es més que el conjunto {y € R**1 | 42 + ...+ y2 = 1,yn41 = Tny1}), Para obtener un x’
que vive a todas luces en el hipercilindro de radio 1; después, “aplastamos” a x’ cambiando su
coordenada n+ 1 (que es xn+1) por 0 y a tal punto lo establecemos como R(x); en el caso de
los puntos en D™, a ellos los dejamos igual (la identidad).

Posteriormente, construimos una homotopia F' entre R y 1gn\y tal como arriba: aplicamos
las sutiles modificaciones (continuas) coordenada a coordenada para que F'|gn\px {0} coincida
con 1gn\yy y Flgn\ux{1} coincida con R. En efecto, lo que estamos haciendo en este paso
es “matar dos deformaciones de un tiro”: la que manda el hemisferio-superior-cerrado-sin-el-
pequeno-casquete-polar-norte a la “parte de arriba” de un hipercilindro, y la que “aplasta”
continuamente la “parte de arriba” del hipercilindro sobre el ecuador de la esfera.
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fijamos en la restriccion sobre D} \U de esta deformacion (fuerte), veremos que
es una deformacion (también fuerte) de D sobre el ecuador, homeomorfo a
Sn=1 (véase nota al pie 31). Incidentalmente, esto tltimo nos significa que los
pares (S"\U,D\U) y (D™,S™ ') son homotopicamente equivalentes (como
pares) gracias a la proposicion 2.3.11. Como paso final, utilizamos el axioma de
escision (que nos permite “extirpar” a U de S™ y de D} sin afectar su homologia
relativa) y la proposicion 3.6.1 para alcanzar la cadena de isomorfismos...

H,(S™, D;G) = Hy(S™\U, D"\U; G) = H,(D", 5", G)

... con la cual apreciamos que (D)) <= (Ry).

Para terminar, convenzamonos de que (D)) <= (Sp—1). El hecho de que
D™ es contraible y el axioma de exactitud nos proveen de la siguiente sucesiéon
exacta (larga) en la homologfa reducida para el par (D™, S"1):

0 0
—H;(D™;G)— Hy(D",S" ", G) — H;_1(S"';,G) —H;_1(D";G)—

... lo que por exactitud implica que H;(D",S" ! G) = I?i,l(S”’l; G) y por lo
tanto que (D)) <= (S,—1). Asi pues, las relaciones que hemos establecido
entre nuestros tres enunciados y la validez ya mostrada de (Rp) nos arrojan...

(Do) = (Ro) = (Sp) = (D1) = (R1) = (S1) = ...

... y por tanto que el teorema se cumple. O

Corolario 3.6.7. Si G un grupo abeliano, entonces Ho(S%; G) = G &G vy, para
1€Z yn>0..
n.n )] G sii=nodi=0,
Hy(S ’G)z{ 0 sii#n, i#0.
Demostracion. La primera afirmacion se da porque S = {—1,1} y su 0-ésimo
grupo de homologia singular es la suma directa de los 0-ésimos grupos de ho-
mologfa singular para sus componentes conexas por trayectorias (dos puntos).
La segunda se tiene al considerar el teorema anterior (3.6.6) y el que los
grupos de homologia singular reducida y “completa” coinciden en toda dimensién
distinta de cero (proposicion 3.4.24 inciso 1). El caso para la dimension 0 se tiene
al considerar que S™ es conexo por trayectorias paran > 0y usar lo que sabemos
de la proposicion 3.6.3. O

Con estos ultimos dos resultados, podemos ver que S™ no es homotopica-
mente equivalente a S™ para n # m. A su vez, nos damos cuenta de que S™ no
es contraible para ninguna n € IN, un hecho que no es tan sencillo de probar de
otra forma -sin implicar que ésta si lo fue.
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3.7. Complejos Celulares

En el capitulo 0 de [6], Hatcher introduce de forma elegante y bella el con-
cepto de complejo celular, alrededor del cual se edificé todo lo que hemos visto
hasta aqui y se desarrollaron mecanismos excelentes para calcular los grupos de
homologia de espacios particulares. Nosotros apenas rascaremos la superficie de
la homologia celular, pero es importante que digamos que se trata de un trazado
fino de ideas con base geométrica que revoluciona la visién y construccion de
espacios conocidos -y a conocer- mediante identificaciones y cocientes topologi-
cos. La primera impresion de las definiciones es dura de digerir, pero funciona
intentar en todo momento traer lo que se estd expresando con generalidad a
los casos donde la imaginacion de figuras geométricas permita cierta compe-
netraciéon. Precisamente una preferencia por la naturalidad de las definiciones
via ejemplos concretos salta a la vista en el texto de Hatcher, de manera que
abogamos, incitamos y -méas que eso, celebramos- su tratamiento del tema.

Antes de empezar, convenimos como al final de la seccién anterior que D"
denotaréd a la bola cerrada n-dimensional centrada en el origen, mientras que
utilizaremos el simbolo S™~! para denotar tanto a la esfera (n — 1)-dimensional
como a su homeomorfo Fr(D™) (de aqui en adelante esta notacion sera recu-
rrente).

Definicion 3.7.1. Definimos un CW-complejo celular recursivamente:

» Sea X (el 0-esqueleto) un conjunto discreto de puntos a los que llama-
remos las 0-celdas (o células) de X .

= Supongamos que X"~ ' estd definido. Sea {pgo : S"T' — X" aes
una coleccion de funciones continuas. Consideremos las sumas topoldgicas
+acsSTY y +acsD? (donde la primera es un subconjunto cerrado de la
sequnda) y la funcion ¢ : +acsSTt — X1 que extiende a la coleccion
{00 tacs®?; entonces definimos. ..

X" = +qesD}Ug X7

... y lo llamamos n-esqueleto. A los interiores de D} se les conoce como
las n-celdas.

= Definimos entonces X := U, X™ con la topologia débil (donde U es abierto
(o cerrado) en X si y sdlo si UNX" es abierto (o cerrado) para cada n),
y llamamos a X un CW-complejo celular.

Apuntemos un par de cosas; las funciones ¢y, reciben también el nombre
de aplicaciones de adjuncion para cada a € J. Por otro lado, si el proceso
recursivo en la definicion anterior es finito decimos que el CW-complejo celular
tiene dimension finita e igual al natural n donde se detuvo la recursion.

32Sabemos que ¢ existe en tanto Sm~1 es abierto en +QGJSZ*1 para toda o € J, por
definicién de suma topoldgica (definicién 2.2.9). Es un caso particular de la extension de
funciones continuas que se puede ver en [4, capitulo III, seccién 9.
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Las letras CW se refieren a las voces closure finite y weak topology. Intuitiva-
mente, un C'W-complejo celular es un objeto creado pegando por sus “fronteras”
bloques més pequenos, y la idea de verlos como en los ejercicios escolares de re-
cortar tridngulos para erigir un tetraedro a partir de ellos -embarrando con
pegamento las esquinas- es mucho mas ilustrativa de lo que uno podria esperar
para estos niveles tan abstractos, complicados de imaginar.

Ejemplo 3.7.2. Es conocido que D™/S"~1 ~ S™ (véase |2, capitulo I, seccién
13] ). Gracias a ello, podemos ver que la esfera S™ tiene una estructura de CW -
complejo celular con sdlo dos celdas, es decir, el 0-esqueleto X siendo un solo
punto P y el n-esqueleto X™ -que serd S™ pegando D™ a P via ¢ : S"~1 — P
constante.

Otra forma -que describe mucho mejor el proceso constructivo de la recursion-
consiste en edificar a S™ de la siguiente forma: empecemos con dos 0-celdas de
tal forma que X° ~ S°; luego, adjuntemos dos 1-celdas via dos homeomorfismos
do1, o2 : SY — X0 de tal forma que X' =~ S'; ahora, adjuntemos dos 2-celdas
(que serdn los hemisferios norte y sur respectivamente) via los dos homeomor-
fismos “correspondientes” entre S y X' de tal forma que X% ~ S?, etc. Asi
pues, vamos levantando nuestra n-esfera con exactamente dos i-celdas para cada
0<17<n.

Como puede verse, un complejo CW-celular es una generalizaciéon cuidadosa
de la nocién de triangulacion de un espacio. La justificacion real de las defini-
ciones dadas para los simplejos singulares, los grupos de cadenas, los operadores
frontera, etc. vistas en la seccién 3.4 es precisamente el intento de mantener
una estructura celular geométrica para cualquier espacio. Instamos en este mo-
mento al lector a revisar en [6, capitulo 2| la motivacion que usa Hatcher para
presentar la homologia singular, una motivaciéon hermosamente geométrica y
que tiene mucho que ver con llevar a tierra los conceptos descritos en esta sec-
cion. Es con estas ideas de base estrictamente geométrica que se fue depurando
la teoria y sus definiciones hasta llegar a todo lo que hemos estudiado en este ya
tan desgastado capitulo; los topodlogos algebraicos fueron ganéndole terreno a
las singularidades rodedndolas mediante definiciones cada vez menos intuitivas
pero cuyo movil principal siempre fue obrar con un grupo abeliano de cosas
parecidas a los “lazos” multidimensionales, o “celdas”, o “células”.

Por otro lado, la llamada homologia celular consiste en una teoria de homolo-
gia que sirve para computar los grupos de homologia de espacios con estructura
C'W-celular a través de algo que se conoce como grado de ciertas funciones que
se desprenden de las aplicaciones de adjunciéon ¢g,.

El grado de una funcion continua f : S™ — S™ no es mas que aquel entero
deg(f) tal que fi([a]) = deg(f)[a] para [a] € H(S™ Z) = Z.

Nosotros no ahondaremos en estas cavilaciones, Lo que si haremos es revisar
someramente un par de resultados sobre los que de alguna forma se basa el inicio
de esos métodos mencionados antes.

Lema 3.7.3. Sea G un grupo abeliano y (X, A) un par topoldgico donde A
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es cerrado y es un retracto fuerte por deformacion de algun abierto en X33.
La proyeccion candnica q : (X, A) — (X/A, A/A) induce un isomorfismo ¢, :
H.(X,A4;G) — H.(X/A, AJA;G) = H,(X/A)3*.

Demostracion. Sea V el abierto en X que se retrae-fuertemente-por-deformacion
sobre A, sean il,i2i3,i* homomorfismos inducidos por las inclusiones y ¢%, ¢¢
homomorfismos inducidos por las proyecciones canénicas sobre A, entonces se

tiene el siguiente diagrama conmutativo:

1

Hy(X, A;G) — & H,(X,V;G) _ Hy(X\A, V\A4; G)
4 ¢ a5
i3
Hy(X/A, AJA;G) — Hy(X/A, V/A;G) i H,((X/A)\(A/A), (V/A\(A/A); G).
’ (3.11)

Ahora bien, como la deformacion (fuerte) de V' sobre A es a su vez una
deformacion (fuerte) de (V, A) sobre (A4, A), tenemos por el axioma de homotopia
y la proposicion 2.3.11 que H.(V, A;G) = H.(A, A;G) = 0. Incidentalmente,
esto significa que la sucesion exacta larga en la homologia de la triada (X, V, A)
certifica que il es un isomorfismo.

Del mismo modo, se tiene que como la deformacion (fuerte) de (V, A) sobre
(A, A) induce una deformacion (fuerte) de V/A sobre A/A3°  un razonamiento
igual que el de arriba nos garantiza que i2 es un isomorfismo.

Por otro lado, el axioma de escisién nos viene a otorgar que i2 y it son
isomorfismos. Ademas, el homomorfismo ¢¢ es un isomorfismo al tomar en cuenta
que ¢¢ es un homeomorfismo. Luego, como ¢° completa un cuadrado conmutativo
con tres isomorfismos, éste es un isomorfismo también. Finalmente, el mismo
argumento nos sirve para afirmar que ¢, : H,(X, A;G) — H,(X/A, A/A;G) es
un isomorfismo, concluyendo la prueba. O

Corolario 3.7.4. Para la cuna \/ . ; X, se cumple...

P H.(Xa:G) = H, | \/ Xa:G

acJ aeJ

33Suele llamarse a este tipo de pares buen par.

34F] isomorfismo entre H.(X/A, A/A;G) y H.(X/A;G) se tiene gracias a lo dicho como
ejemplo después del corolario 3.6.2, donde igualamos la homologia relativa “completa” del par
de un espacio y un punto en él con la reducida del mismo espacio (H« (X, z0; G) & H«(X; G)).

35Sea r : V — A la retraccién homotopica (rel A) a la identidad de V -digamos via F-,
entonces el Lema de la Transgresion (lema 2.2.4) nos arroja la existencia de una retraccién
r’ : V/A — A/A; luego, si denotamos a los elementos de X/A como T para algin x € X y

marcamos H : V/A x I — V/A como H(Z,t) = F(z,t), tenemos que H es una homotopia
(rel A/A) entre v’y 1y a- Es justo para la existencia de esta homotopia que juegan parte
importante las suposiciones de que A sea cerrado y que sea un retracto fuerte por deformacion
de V.
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. cuando los puntos-base x, € X,, de la cuna se toman tal que (X,,xq) es un
buen par para toda o € J.

Demostracion. Tomando en cuenta que \/aeJ Xo = +aciXa/ tacs o (por
definicion), aplicamos la proposicion anterior (3.7.3), el axioma de aditividad
(version pares) y la equivalencia entre la homologia reducida de un espacio y la
relativa del par del espacio con un punto-base (H, (X, zo; G) = ﬁ*(X; G)) para
obtener que...

ﬁ* <\/ Xa;G> = E[* (+a€JXa/ +aEJ xa;G) ~ H*(+a€JXaa+a€Jxa;G)
acJ

~ P Ho(Xa,70:G) = P Ho(Xa; G).

acJ acJ
U

Teorema 3.7.5. Si G es un grupo abeliano y X es un CW-complejo celular,
entonces se cumplen...

1. Hp(X™, X" 5 G) =0 para toda k # n.

2. Hy(X™ G) = 0 para toda k > n. En particular, si X tiene dimension
finita, entonces Hi(X;G) = 0 para k mayor que la dimension de X.

Demostracion. 1) Se puede probar que (X™, X"~1) es un buen par. Luego, per-
catandonos de que X" /X"~ es una cuna de n-esferas®®, una por cada n-celda
de X, usamos el lema 3.7.3, el corolario 3.7.4 y la férmula de homologia para
las n-esferas3” en el teorema 3.6.6 para obtener que...

Hy(X", X" G) = Hy(X" /X" G) = Hy <\/ Su; G) ~ P Hi(S2:G)

acJ acJ

... es una suma de 0’s si k # n.
2) La sucesion exacta larga para la homologfa del par (X™, X"~ 1) se ve asi:

W H (X X5 G) — Hy(X"HG) — Hy(X™ G) — Hy(X™, X5 G)..

... por lo que si k # n,n — 1, tenemos que los grupos en los extremos son
triviales y por lo tanto que Hy (X" G) = Hip(X™; G) si k # n,n — 1. De esta
manera, si k > n, se cumple que Hp(X";G) & Hi(X" 1 G) = Hpy (X" 2%,G) =

36El cociente anotado X™/X ™! se refiere tanto a la suma topologica de n-bolas cerradas
con sus fronteras identificadas al mismo punto como a la suma topolégica de n-esferas con
puntos-base identificados, que es precisamente su cunia, todo al recordar que D™ /S 1 ~ S™.
3TNotese que oportunamente estamos dejando fuera el caso n = 0.



Capitulo 4

El Teorema de Borsuk-Ulam

En un café de la ciudad de Lwow, Polonia, Stanislaw Ulam conjeturo6 frente
a Karol Borsuk lo que este tltimo luego probaria con rigor en el Teorema de
Borsuk-Ulam.

Stan Ulam era uno de los matematicos del Kawiarnia Szkocka (“Café Esco-
¢és”), un grupo invencible de amigos que se alejaba de las aulas y los pizarrones
de la Universidad de Lwéw para hacer matematicas escribiendo con lapiz sobre
las mesas y entre tragos de brandy y café. Stefan Banach y Stanislaw Mazur con-
gregaban reuniones diarias en dicha cafeteria que sin duda podrian describirse
como “fiestas matematicas”; acostumbraban premiar las soluciones a conjeturas
gestadas en el seno del grupo con -por ejemplo- botellas de licor, lechones u
otras recompensas que hicieran del quehacer algo delectable en todo el sentido
de la palabra. De hecho, s6lo hasta que la esposa de Banach insistié fue que co-
leccionaron gran parte de sus propuestas en lo que més tarde se conoceria como
el Libro Escocés. Elite de indisciplinados rebeldes rayando casi en lo beatnik, im-
pulsaban una creatividad ruidosa y juguetona con misica y alcohol méas como
acicates que como distracciones y que se asentaria como extraordinariamente
fecunda para el pensamiento matematico; muchas conjeturas de Ulam se han
probado ciertas, mientras que la productividad de Banach es indiscutible.

Del otro lado, Karol Borsuk era uno de los llamados “top6logos de Varsovia”,
escuela un tanto més conservadora y de alguna forma rival a la de Lwow pero
cuyos intereses se motivaban mutuamente. Por razones asi, Borsuk -quien de
hecho fue maestro de nuestro viejo conocido Eilenberg- frecuentaba el Café
Escocés para ver qué tenfan que decir sus compatriotas atipicos sobre el tema
que a €l le interesaba, la Topologia Algebraica. En lo que la leyenda recoge como
una conversacion casual pero reveladora, Ulam le dijo a Borsuk alguna versiéon
de lo que hoy conocemos como el Teorema de Borsuk-Ulam, y el joven Borsuk
-cautivado- se vali6 de toda la técnica que poseia para probarlo. En este capitulo
final, nosotros haremos lo mismo.

El enunciado del Teorema fue escrito desde el prefacio, y no dice otra cosa
mas que toda funcién continua entre la n-esfera y el plano n-dimensional manda
al menos un par de puntos antipodales a la misma imagen. En dimension cero,
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es muy facil apreciar que esto es cierto. Los casos para las dimensiones 1 y 2
solo requieren saber algo de homotopia y se pueden consultar en [10, capitulo 9,
seccion 57]. Sin embargo, para el caso general se requiere de todo el despliegue
de los capitulos pasados, y aunque Borsuk probd (en 1933) un resultado un
tanto distinto del que se presenta aqui, mas o menos conlleva las mismas ideas
bésicas y construcciones.

4.1. Nociones Convenientes

Antes de comenzar la prueba del Teorema de Borsuk-Ulam en su version
general, nos serd muy util compilar algunas cosas a lo largo de esta pequena
seccion, de tal manera que la justificacién de cada paso sea clara y amigable.
Asi pues, estas “nociones convenientes” lo seran solo en la medida de que logren
exponer los “artefactos” que vamos a utilizar de antemano, tal vez buscando que
no nos ensuciemos mucho las manos sobre la marcha de la prueba y que las
verificaciones se vuelvan mas cémodas.

Vamos por partes. En primer lugar, debemos tener en mente que si R es
la relaciéon de equivalencia sobre S™ que identifica puntos antipodales, enton-
ces se defini6 el espacio proyectivo real n-dimensional RP™ como S™/R con la
topologfa cociente (véase ejemplo 2.2.6). La siguiente proposicion ubica a S™
como espacio cubriente de RP™ bajo la proyeccion candnica (funcion cociente)
m: S" — RP™ tal que n(z) = w(—x) y como tal, adquiriran relevancia los
teoremas relativos a espacios cubrientes, levantamientos y al grupo de transfor-
maciones cubrientes que estudiamos en el capitulo 2, secciéon 2.4.

Proposicion 4.1.1. La proyeccion candnica w : S™ — RP™ es una aplicacion
cubriente de dos hojas (es decir, S™ es una cubierta doble de RP™).

Demostracion. m cumple el ser continua y suprayectiva al ser una identificacion
o funcién cociente. Para y € RP", hay dos casos:

= Supongamos que el punto = € S™ tal que w(x) = y = 7(—x) no esta en
el ecuador de S™ y supongamos sin pérdida de generalidad que x esta en
el hemisferio superior abierto de S™, al cual denotamos V4 (V_ denotara
al hemisferio inferior abierto). Sea U, = w[V}]. Afirmamos que U, es
el abierto alrededor de y deseado. Es un conjunto claramente conexo y
abierto, por lo que veamos ahora que se cumplen... 1) 7= }[U,] = V, UV_
(la cual es una union disjunta) y... 2) 7|y, y 7|y_ son homeomorfismos
sobre Uy:

1) si tomamos z € V_, es claro que —z € V. y por lo tanto se cumple que
m(z) = n(—2) € Uy y asi que z € 7 *[U,]. Como a parte es muy cierto que
V. C n=tr[V,]], tenemos la contenciéon derecha. Al revés, si suponemos
que 7 U,] € V4 UV_, entonces existiria z en el ecuador de S™ tal que
m(z) € Uy = n[V4], pero eso significaria que z oy para alguna z € Vi, lo
que es una contradiccion a cuenta de que z sblo se relaciona con él mismo
y con su antipoda, y ambos estéan en el ecuador.
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2) 7|y, y 7m|v_ son suprayectivas por construccién y son inyectivas en
la medida en que dos puntos en el mismo hemisferio abierto nunca estéan
relacionados. El hecho de que 7 sea una identificacion (y por tanto abierta)
otorga que son homeomorfismos.

= Siz € S™ tal que m(z) = y = w(—x) estéa en el ecuador de S™, la vecindad
que proponemos de manera analoga es la imagen directa bajo la proyeccién
del hemisferio izquierdo o derecho abiertos.

Por otro lado, y para terminar, 7 es de dos hojas ya que las fibras de cada
punto en RP™ consisten en puntos antipodales.

O

La proposicion 4.1.1 se puede deducir similarmente del hecho de que la fun-
cién antipodal g : S™ — S™ y la identidad 1g» generan una acciéon de Zsy sobre
S™ con espacio de orbitas RP™ de tal manera que la proposicion 2.4.31 garan-
tiza el hecho de que la proyeccién canénica es una aplicacion cubriente normal
si probamos que dicha accién es propiamente discontinua, lo cual sucede preci-
samente porque los hemisferios abiertos no intersectan a sus imégenes bajo g.
Sin embargo, el alcance de la proposicion 2.4.31 trae una consecuencia, casi a
pedir de boca, que mas nos vale llevar adelante y es que el grupo de transfor-
maciones cubrientes para (S™, 7w : S™ — RP") es isomorfo a Zs. Esto ultimo
sucede siempre que tenemos una aplicacién cubriente de dos hojas, por lo que
habremos de presentar la afirmacién formalmente y con mayor generalidad en
el siguiente resultado:

Proposicion 4.1.2. Sea 7w : X — Y una aplicacion cubriente de dos hojas. El
grupo de transformaciones cubrientes de X, al cual hemos denotado G(X), es
isomorfo a Zis.

Demostracion. Sean x € X y m~[r(x)] = {x, z.}. Definimos g : X — X como
g(z) = z.'. Hay que probar que g es una transformacioén cubriente. En primer
lugar, es claro que 7(g(z)) = n(z.) = 7(z) para todo z € X. Luego, al ser 7
una aplicacién cubriente, tenemos que para cada x € X, existe un abierto Ur(a)
alrededor de 7 (z) parejamente cubierto por 7. Asi pues, ﬂ_l[Uﬂ@)] =VUuV,
(dos en la union debido a que 7w es de dos hojas). Sin pérdida de generalidad
supongamos que x € V' y x, € Vj; es facil ver de su definicién que g coincide
con 7r|(/*1 omen V. Asi pues, cada = € X tiene un abierto alrededor V donde g es
continua, con lo que g es continua en todo X . Por otro lado, g> = 1x debido a que
para todo @ € X, 7(¢2(x)) = [ o g)(9(x)) = [ o g)(.) = n(x.) = (x) implica
que g*(z) = g(z.) € {z, 2.}, y como g (que hemos visto es un levantamiento de 7
pues es continua y hace que el “diagrama” conmute) no tiene puntos fijos a cuenta
de que no es la identidad (corolario 2.4.21), se tiene que ¢*(z) = g(z.) = z. En
tanto g es biyectiva y se tiene la anterior igualdad, tenemos que g es su propia
inversa, de tal forma que el hecho de que g es continua implica la continuidad

1Es més que prudente sehalar que en el caso particular de S™ como cubierta doble de
RP™, g resulta ser la funcién antipodal.
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de su “inversa” y asi tenemos que es un homeomorfismo de X y por lo tanto una
transformacién cubriente.?

Ahora bien, si h € G(X), h es en particular un levantamiento de 7. Veamos
que de hecho, h = g 6 h = 1x. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
h # 1x. Entonces existe z € X tal que h(z) # x, pero como 7 o h = w debido
a que h es una transformacion cubriente, a h(x) no le queda mas que ser igual
a x4, de tal manera que h coincide con g en x, por lo que el lema 2.4.20 arroja
h = g. Asi pues, G(X) = ({g,1x},0). Notemos luego que ® : Zy — G(X) tal
que ®(0) = 1x y ®(1) = g es un isomorfismo. O

Corolario 4.1.3. Para S™ espacio cubriente de RP", se tiene que G(S™) =
Zs. O

Muy relacionado a lo anterior, la siguiente proposicién relaciona a los p-
simplejos singulares de la doble cubierta X de un espacio Y con aquéllos de
Y.

Proposicion 4.1.4. Seaw: X — Y una aplicacion cubriente de dos hojas y g €
G(X) &= Zs tal que g # 1x como en la prueba de la proposicion 4.1.2. Entonces
cualquier p-simplejo singular 7 : A, =Y tiene exactamente dos levantamientos
de la forma o, ygoo,.

Demostracion. Probemos primero que existen. Como A, es un subconjunto
convexo no vacio de R", es contraible y por lo tanto simplemente conexo,
de tal forma que II;(A,) & 1 y el teorema del Levantamiento General (teo-
rema 2.4.13) nos arroja que existe un levantamiento para cada funciéon con-
tinua que vaya de A, a Y. Ahora bien, sea 7 : A, — Y un p-simplejo sin-
gular de Y y o, el levantamiento que sabemos existe por el argumento ante-
rior. Veamos que g o 0, es a su vez un levantamiento de 7 diferente de o .
[rolgoo;]](s) = [rog)(o,(s)) =m(0.(s)) = 7(s), donde la segunda igualdad se
da porque g es una transformaciéon cubriente de X y la tltima a cuenta de que
o- es levantamiento de 7. A parte, g o 0 # o, pues g no tiene puntos fijos (no
es la identidad).

Pasemos a revisar la unicidad de estos dos levantamientos de 7 y para ha-
cerlo, supongamos que existe un tercero, llamémoslo h. Supongamos también,
sin pérdida de generalidad, que h(s) # o,(s). Como h es levantamiento de
7, [r o h](s) = 7(s), y esto significa que h(s) € 7 1[r(s)], pero 7~ 1[r(s)] =
{o:(5),[goo:](s)} (m es de dos hojas) y como h(s) # o,(s), entonces a h(s) no
le queda mas que ser igual a [g o 0-](s). De esta forma, h coincide con g oo, en
s y el usado lema 2.4.20 nos dice que h = goo,. O

Estos tltimos resultados permitiran la derivacion de una sucesiéon exacta cor-
ta que utilizaremos para inducir una larga en los grupos de homologia respecti-
vos a S™ y RP"™, usando el importantisimo teorema de induccién de sucesiones
largas en la homologfa de complejos de cadenas (teorema 3.2.7).

2El teorema del Levantamiento General (teorema 2.4.13) garantiza que existe un levan-
tamiento de 7 : X — Y que manda xzg a xo,. Tal levantamiento resulta ser precisamente
la transformacién cubriente g, pues para todo punto x € X, tenemos que, como g no es la
identidad, g(z) # x pero g(x) € 7~ 1[r(z)] y por lo tanto g(z) = z.
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Ya en esta linea, advertimos que usaremos homologia singular con coeficien-
tes en Zs. Recordemos, pues, que el grupo de cadenas singulares en este caso
-A,(X;Zs) para el espacio X- corresponde tan sélo a las sumas formales finitas
de distintos p-simplejos sobre X (cada uno con coeficiente 1) ya que cada sim-
plejo es su propio inverso y podemos descartar los términos “multiplicados” por
0. Otra forma de decirlo es que nuestra visualizacion de A,(X;Z2) es isomorfa
al grupo ab.eliano quc(AP,X)<U> dopde (oy ={0,1-0}. '

Ahora bien, también serd necesario tener en mente el célculo directo de los
grupos de homologia singular para las esferas (que hicimos en el capitulo 3,
seccion 3.6), a saber:

G sii#0&n=i,
0 sii#0&n#i,
GG sii=0&n=r1,
G sii=0&n#i.

H;(S™;G)? = (4.1)

Pero no sélo esto, pues también traeremos a colaciéon la introducciéon a los
CW -complejos celulares para el calculo de cierto grupo de homologia singular
de RP", lo que hacemos en los siguiente lemas y su corolario:

Lema 4.1.5. Sea Z un espacio topoldgico Hausdorff, Y C Z cerrado y f :
(D™, 8" 1) = (Z,Y) una funcion continua tal que f|pm\gn—1 es un homeomor-
fismo sobre Z\Y . Entonces D" Ufjgn s Y R Z.

Demostracion. Definiremos una funcién continua con inversa continua entre
D" Uy, Yy Z Seap:D"+Y — D" Uy, , Y la proyeccion canoénica
y h:D"+Y — Z dada por...

W) = {f(x) sixz e D",

)2 sizeY.

Entonces h es continua porque es continua sobre dominios abiertos que no
se intersectan y es constante en las fibras de p segtn el siguiente razonamiento:
para todo par de puntos w # v en una clase no trivial T € D" Ufgn Y, si
w,v € S"7 ! entonces h(w) = f(w) = f(v) = h(v);siw € S" tywv €Y,
entonces h(w) = f(w) = v = h(v);siv € S" !y w € Y, entonces h(v) =
f(v) = w = h(w). Por lo tanto, el lema de la Trangresiéon (lema 2.2.4) nos
arroja la existencia de una funcién continua hp=1 : D" Uflgny ¥ — Z tal que
el siguiente diagrama conmuta:

h

Dr+Y —m 7

hp~1
p

D" Ul gna Y

3En los primeros dos casos, el grupo coincide con H;(S™; G)
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Por otra parte, sabemos que f es una funcion cerrada, ya que sale de un
compacto y entra en un espacio de Hausdorff (véase [4, capitulo XI, seccion
2]). Para cualquier cerrado C C D" 4+ Y, h[C] = hA[(CND™")U(CNY)] =
RICND™MUACNY] = fICND"U(CNY), el cual es un cerrado en Z, ya
que f[C N D™ es cerrado en Z por f ser cerrada y CNY es cerrado en Z al
ser subconjunto cerrado de un cerrado. De esta manera h es cerrada, condicién
que al sumar con que es continua y claramente suprayectiva otorga que es de
hecho una identificacion (proposicion 2.2.2). Como se cumple que p es constante
en las fibras de h, usamos nuevamente el lema de la Trangresiéon para obtener
una funcion continua ph=! : Z — D" U flgn_1 Y tal que el siguiente diagrama
conmuta:

h

Dr"+Y —m— 7

e

D" Uflsn—l Y

Se cumple que hp~' v ph~! son inversos uno del otro, por lo que tenemos

que Z ~ D" Ufana Y. O
Lema 4.1.6. RP" es un CW -complejo celular de dimension n.

Demostracion. Nos convendra trabajar a los puntos de RP™ como clases de
equivalencia T de puntos x en S™ bajo la relacion que identifica puntos antipo-
dales. Sea f: (D", S" 1) — (RP",RP""1)* dada por...

f(xla"'yxn) = L1y
i=1

Entonces f es una funcién continua tal que h : RP*\RP"~! — D™\ Sn~1
dada por...

- T1Tp+1 TnTn+1
R((21,y ooy Tpy1)) = = nt n+"1 nt
i=1 (TiTn41)? Zi:] (TiTp41)?

...es una funcion inversa continua de f|pn\gn-1. Por lo tanto, f satisface las
hipotesis del lema anterior y obtenemos que...

RP" ~ D" Ug_,_, RP"L.

En consecuencia, RP" se puede obtener de RP"~! adjuntando una n-celda
con la funcion f|gn—1 como aplicacion de adjunciéon. Asi pues, encontramos por

4Si R es la relacion de equivalencia que identifica puntos antipodales, nos referimos a la
pareja (S™/R, ecuador/R).
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induccion sobre n que RP™ tiene una estructura de CW-complejo celular con
una i-celda por cada dimension 0 < i < n, de forma que RP™ es un es un
CW-complejo celular de dimensiéon n. O

Corolario 4.1.7. H;(RP";G) = 0 para toda i > n.

Demostracion. Se sigue del teorema 3.7.5 inciso 2 y del lema anterior. O

4.2. La Prueba del Teorema de Borsuk-Ulam

Antes de proseguir, mencionamos que la prueba se hace siguiendo a [2, capi-
tulo IV, seccion 20]. Comencemos con -y otra vez- unos lemas méas bien técnicos:

Lema 4.2.1. Si X, Y son espacios conexos por trayectoriasy f : X — Y es una

S
funcion continua, entonces G = Ho(X;G) = Ho(Y;G). Esto es, f. es testigo
del isomorfismo entre Ho(X;G) y Ho(Y; G).

Demostracion. En la proposicion 3.6.3 probamos que Hy(X; G) es isomorfo a G
para todo espacio conexo por trayectorias X via el homomorfismo de aumento
et Hy(X;G) — G tal que e, ([Yin giwi]) = e(Xiny gii) = > vy 9i € G.

Por otra parte, si denotamos €/, al homomorfismo de aumento correspondien-
te a la homologia del espacio Y, se cumple que para toda cadena ¢ = Z?:O g:T; €

Ao(X; G)

0 £1(0eD) = e, o £] (HZ 9H>
=€, (HfA (igm)”) =¢ <2gifoxi> = _chi = ¢(c) = e ([]).

Gracias a lo anterior, tenemos que el siguiente diagrama conmuta:

Ho(X:6)—* s my(v;0)

G.

Y como aqui €, y €, son isomorfismos, se cumple que f, también lo es
(fe =€t oe). O

Lema 4.2.2. Sean m : X — Y una aplicacion cubriente de dos hojas y g €
G(X) &= Zy como en la proposicion 4.1.4. Si definimos t : A (Y;Z3) —
A (X;Z2) tal que, dado un enterop > 0 y 17 € C(A,,Y), t(r) =0, +goo,
y la extendemos para hacerla homomorfismo, entonces t es una aplicacion de
cadenas (con t =0 para todo entero p <0).
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Demostracion. Para enteros p < 0 la corroboracién pertinente es muy sencilla.
Para enteros p > 0, t esta bien definida segun la prueba de la proposicion
4.1.4. Ahora bien, debemos probar que t o 0 = 0 o t. Notemos que para cada
T € C(A,,Y), existen exactamente dos levantamientos o, y g o o, los cuales
son p-simplejos singulares de X. Ahora bien, las caras 7(!) de 7 son a su vez
(p — 1)-simplejos singulares de Y y como tal, cada una tiene dos levantamientos
también. 7)) = 70 F?, por lo que o, 0 F¥ y (goa,) o FF son levantamientos de
7 en tanto 7o (0, 0 FF) = (ro0,) o FF = 70 FF = 7V y sucede lo mismo
para g o 0. Ambos casos, sustituyendo g o o, por o, se pueden apreciar en el
siguiente diagrama:

Por lo tanto, podemos decir que los levantamientos de 7(9) son exactamente
o0.0F' y (goo,)oF?F, ylaredundancia vale en la medida de que conocemos que
son precisamente las i-ésimas caras de 0, y go o, respectivamente. En vista de
esto, se cumple la siguiente igualdad:

tor) =t (Z(—l)ir(i)> = Z( () Z ‘o, 0 FP +(goa,)o FF]

=0 i=0 =0
(=)ot + (g0 o) =D (-1l + 3 (-1)'(g0 o)
i=0 i=0

= 9o, +0(goo;) = 0(t(r)).

|
_Mﬁ

@
I
=)

Entonces, como ¢ conmuta con el operador frontera en los elementos que
generan a los grupos de cadenas singulares, tenemos que conmuta en los grupos
totales y asi que t es una aplicacion de cadenas. O

Lema 4.2.3. Para las hipdtesis del lema 4.2.2 y la t definida ahi, se tiene
la siguiente sucesion exacta corta (de complejos de cadenas y aplicaciones de
cadenas):

0 — AL(Y:Zo) 5 A(X;Z) T2 AL(Y:Z3) — 0

Demostracion. No es complicado ver que t es un monomorfismo, pues si ¢ es
una cadena en A,(Y;Z,) diferente de 0, entonces ¢ es una suma formal fi-
nita de p-simplejos singulares de Y distintos (recordemos que los coeficientes
estan en Z,) donde cada uno tiene dos levantamientos por la proposicion 4.1.4
y, debido a que dos simplejos distintos nunca tienen el mismo levantamiento
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(vedse el comentario tras la definicion 2.4.5), tenemos que t(c) es distinto de
0. Asi, t es un monomorfismo. Ahora bien, ma es suprayectiva a cuenta de
que existe un levantamiento para cualquier p-simplejo singular de Y (para todo
7€ C(A,,Y),ma(0;) =moo, =T).

Queda por demostrar el paso intermedio, es decir, que ker ma = im t, lo que
haremos por doble contenciéon:

Si ¢ € ker mwa, entonces ma(c) = 0. De no ser igual a 0, ¢ tendria forma
S o 0i, donde n € IN\{0}, o; es p-simplejo singular de Y para toda 0 <
i <nyo; # o0, para toda 1 < 4,5 < n. Entonces, ma(c) = 0 significa que
Z?:o” o0; = 0. Como los coeficientes estan en Zs, la tltima igualdad nos
implica que para todo o; que aparece en ¢, también debe aparecer en ¢ un o; tal
que Too; = moo; (de modo que se cancelen al hacer la suma). Incidentalmente,
esto quiere decir que tal o; es un levantamiento de 7 o 0;, pero sabemos que
los tinicos levantamientos de 7 o g; son o; y g o oy, por lo que al tener o; # o,
se cumple entonces que o; = g o 0;. Asi pues, cada vez que o aparece en c,
g o o también aparece en c¢. Como esto sucede para toda 0 # ¢ € ker ma,
podemos pensar que ker ma esta generado por {0 +goo},co(a,,x)- Pero para
todo 0 € C(A,, X), t(roo) =0c+goo con moo € Ay(Y;Zs), por lo que
ker ma C im t.

Por otra parte, ma ot = 0 en los “elementos que generan” debido a que, para
7 un p-simplejo singular de Y (con coeficientes en Zs), vemos que ma (¢(7)) =
7TA(07—+900'7—) =mqoo,+mo(goo,) = 77007.+(7rog)00'.,_ =moo,+moo, =0 (la
cuarta igualdad se da porque g es una transformacion cubriente). Por lo tanto,
ma ot se anula en todo el grupo y obtenemos que ker wa 2 im t. O

Notemos que con el lema anterior y el teorema 3.2.7 podemos inducir la
siguiente sucesion exacta larga:

s Hy (Y Z) 25 Hy (X Z) =2 Hy(Y:Z0) 25 Hy(YViZ2) — (4.2)

La aplicacion de cadenas t y su correspondiente ¢, en la homologia son
llamadas homomorfismos de transferencia®, y una sucesiéon exacta larga como
la anterior se conoce como sucesion de transferencia.

Corolario 4.2.4. Para los espacios S™ y RP™, tenemos la siguiente sucesion
exacta larga:

s Hy(RP™ Z) 2 H,(S"; Zo) = H,(RP"; Zy) 2 H,_,(RP"; Zy) —>

Demostracion. Recordando que S™ es doble cubierta de RP™ por la proposicion
4.1.1, los lemas anteriores arrojan el resultado. O

5Los homomorfismos de transferencia son construcciones muy utiles para obtener infor-
macion sobre la homologia y cohomologia de espacios cubrientes con un namero finito de
hojas. La generalizacion se da de la siguiente manera: si 7 : X — Y es una aplicacién cubrien-
te con n hojas, entonces ¢t : A (Y;G) — A«(X; G) tal que t(7) es la suma de los n distintos
levantamientos de 7 es una aplicacién de cadenas (la prueba es una generalizaciéon natural del
lema 4.2.2) y por lo tanto induce un homomorfismo ¢ en la homologia.
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Ahora bien, el siguiente lema (que utiliza nociones puntualizadas arriba) nos
proporcionara una particularidad del caso que nos ocupa méas adelante.

Lema 4.2.5. Si H,(X;Zs) = Zy en la sucesion (4.2), se tiene que t, om, = 0.

Demostracion. Para ¢ € C(A,,X), tomallo) = t(moo) = o+ goo =
(1a,(x;22) + 9a](0). Asi, toma = (1a,(x:25) T 9a) + Bp(X;Z2) = Ap(X;7Z2),
pues al coincidir en los elementos que generan a los grupos de cadenas sin-
gulares, se extienden al mismo homomorfismo y en consecuencia son iguales.
A raiz de lo anterior y de las propiedades de inducciéon de homomorfismos en
los grupos de homologia a partir de aplicaciones de cadena, observamos que
teome = (toma)e = (1a,(x122) T 98)x = Li + 95 = 1, (x;2,) + gs-

Si a parte tenemos que Hy(X;Zs) = Z5, entonces g, es un automorfismo de
Zs (g es un homeomorfismo de X en si mismo al ser transformacion cubriente,
por lo que el corolario 3.4.15 afirma lo anterior), pero entonces g, no es otro que
la identidad a cuenta de que éste es el iinico automorfismo de Zs. Por lo tanto,
para todo [c] € H,(X;Zs)...

[t om]([e]) = Mo, (x;22) + 9:)([€]) = L, (x320) + L, (x32)] ([e])
=[]+ =[c+=[0]=0

... y se tiene lo deseado. O

Finalmente, antes de atacar el teorema principal de esta seccién, requerimos
la definiciéon de una estirpe especial de funciones que relacionan los espacios
cubrientes con su grupo de transformaciones cubrientes, lo mismo que de un
lema que nos remite al caso de S™ y RP™.

Definicion 4.2.6. Sea G un grupo y X1 y Xo dos G-espacios. Una funcion
continua ¢ : X1 — X3 es una aplicacion equivariante si y solo si ¢ “conmuta”
con la accion del grupo G sobre X1 y Xa, es decir, si ¢p(gx) = go(x) para toda
x € X1.6

Nos interesaran las aplicaciones equivariantes respecto de la accion del grupo
de transformaciones cubrientes G := G(X;) & G(X3) sobre espacios cubrientes
(X1,m : X1 = Y1)y (Xo,m 1 X9 — Y3) (recordemos que un espacio cubriente
X es siempre un G(X)-espacio).

En el caso de S™ y RP™, la accion de Zsy sobre S™ es tal que los elementos
de Zs inducen, como hemos visto antes, los homeomorfismos (transformaciones
cubrientes) de la identidad y la funcién antipodal, a la que hemos denotado
anteriormente como g. De las proposiciones 4.1.1 y 4.1.2 sabemos que S"/Zs ~

6 Recordemos que cada elemento g € G induce un homeomorfismo de X en él mismo al que
denotamos g : X — X -maés por sencillez ilustrativa que por comodidad (véase comentario tras
la definicion 1.3.1). Si tomamos esto en cuenta, la terminologia para esta definicién pide que
¢ o g=go ¢ para toda g € G. Relacionado a esto, seria un tanto impertinente no apuntar una
sutileza en el enunciado de esta definicién, y es que g no necesariamente representa al mismo
homeomorfismo particular para X; y X2 (son espacios en principio diferentes), pero lo que si
podemos afirmar es que g como homeomorfismo de X es aquél que se comporta exactamente
igual, respecto del grupo de transformaciones cubrientes, que g como homeomorfismo de Xs.
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RP™ y que S™/Zs =~ RP™. El hecho de que ¢ sea equivariante se traduce en
decir que ¢(—z) = —¢(x) para toda z € S™.

Lema 4.2.7. Sea ¢ : S™ — S™ una aplicacion equivariante. Entonces existe
una funcion continua ¥ : RP™ — RP™ tal que el siguiente diagrama conmuta:

¢

g ——> 5"

n ’l/) m

RP*"——>RP™.
Demostracion. La funcion ¢ induce una funcion continua ¢ : S™/Zq — S™ [Zs
dada por ¥(T) = ¢(z). Esta esta bien definida (no depende del representante)
en vista de que si T = 7, entonces y = ¢ 6 y = —x. No hay por qué verificar el

caso y = x. Para el otro, se tiene la igualdad...

De su definicién, es claro que 9 hace conmutar al diagrama.” O

Estamos listos para probar el teorema que arrojard como evento particular
el famoso Teorema de Borsuk-Ulam. La prueba emplea casi todo lo que hemos
agrupado a lo largo de la seccion actual y la previa, por lo que serd ventajoso
remitir cada paso a su respectiva justificacion.

Teorema 4.2.8. Sea g : S™ — S™ la funcidn antipodal. Si existe una aplicacion
equivariante ¢ : S™ — S™, entonces n < m.

Demostracion. Supongamos que n > m. Tal como en la prueba del lema 4.2.7,
denotaremos ¢’ a la funcién antipodal en S™.

Aunque tal vez no sea clara la razén en este momento, nos convendra separar
el caso particular n = 1 (y por consiguiente m = 0) y quitarlo del camino de
una vez para evitar perdernos en sutilezas mas adelante. Sea ¢ : S' — S°
continua, como St es conexo, ¢[S'] C {—1,1} es conexo y entonces se tiene
que @[S1] = —1 6 ¢[S'] = 1 (¢ es constante). Supongamos, sin pérdida de

"En general, si X,Y son G-espacios y ¢ : X — Y es una aplicacién equivariante, entonces
¢ induce una funcién continua ¢ : X/G — Y/G dada por ¥(Gz) = G¢(z), la cual esta bien
definida al revisar que para todo g € G, Y(Ggz) = Gp(gz) = Ggp(z) = Go(x) = P(Grx).
Aparte, es claro que si p1 : X — X/G, p2 : Y — Y/G son las proyecciones canonicas, entonces
el siguiente diagrama conmuta (véase definicion 2.4.29):

¢

X —> Y

x/6—Y s v/c.
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generalidad, que ¢(x) = 1 para todo z € S'. Entonces ¢(—x) = 1 para toda
x € S. Sin embargo —¢(x) = —1 para toda # € S1. De esta forma, ¢ no es
equivariante y tenemos el resultado deseado por contrapositiva.

Veamos ahora el caso n > m > 1. Procederemos por reduccién al absurdo,
por lo que suponemos ademas que existe ¢ : S™ — S™ equivariante. Como ve-
nimos senalando desde hace mucho, nos fijaremos en los grupos de homologia
singular con coeficientes en Z, para la esfera y el espacio proyectivo. En este
sentido, para S™ se tiene la siguiente sucesion de transferencia, donde recor-
damos que t, es el homomorfismo inducido por la aplicacién de cadenas t que
manda los simplejos singulares de RP™ a la suma de sus levantamientos (véase
lema 4.2.3 y corolario 4.2.4):

s Hyport (RP™; Zo) 25 H,y (RP™; Zo) 25 Hyp(S™; Zo) =5

T Hop(RP™; Zo) 25 Hyy {(RP™; Zg) 25 Hyp 1 (S™;Z0) 5 ...
o I HY(RP™: Z) 25 Ho(RP™; Zo) -5 Ho(S™;Zs) =

T Ho(RP™; Zs) 25 0. (4.3)

A continuacion, trabajaremos con esta sucesion buscando puntualizar al ma-
ximo los detalles e intentando mantener toda la precision y formalidad posibles
al referirnos a los homomorfismos particulares, ya que nuestro objetivo es hacer
explicito quién es quién en ella y las consecuencias necesarias para la prueba
que se desataran de lograrlo.

Gracias al lema 4.1.6 y a la féormula de los grupos de homologia para las
esferas en (4.1), tenemos que H,,11(RP™;Zs) & Hp,1(S™; Zs2) = 0y de hecho
se cumple que Hy(RP™;Zs) &= Hy(S™;Zs) = 0 para toda k > m. Ahora bien,
la formula en (4.1) a su vez arroja el hecho importante de que H,, (S™;Zs) = Zs
y de que H;(S™;Zs) = 0 para toda 0 < ¢ < m de tal forma que (4.3) se puede
ver como:

0 -2 Hy(RP™ Zo) =5 Zy ™ Hy(RP™; Zo) 25 Hyp 1 (RP™; Zo) =

L5 0 T Hyy y(RP™ Z) 25 Hyy o(RP™; Z5) 55 0 ™5 .
o T HY(RP™ Zs) 2 Ho(RP™; Zy) 5 Ho(S™: Zs) =

Ty Ho(RP™; Zs) 22 0. (4.4)

Como (4.4) es exacta, el primer homomorfismo marcado ¢, es monomorfismo.
Afirmamos que de hecho es un isomorfismo y para revisarlo, debemos recordar
del lema 4.2.5 que el hecho de que H,,(5™;Zs) = Zs implica que t, o m, :
H,, (5™, Z3) — Hp(S™;Zs2) es trivial. Como ademaés ¢, es monomorfismo, lo
anterior evidencia que m, : H,,,(S™;Zo) — H,,(RP™;Z5) debe ser trivial, ya
que de lo contrario habria [¢] € H,,(S™;Zs) tal que m,([c]) # 0 = t.(m([c])) #
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0. De esta forma, el primer homomorfismo marcado 7, en (4.4) es trivial y, por
exactitud nuevamente, tenemos que t, : Hp, (RP™;Z2) — H,,(S™;Z3) es un
isomorfismo y por lo tanto que H,,,(RP™;Zs) = Zs.

Pasemos ahora a probar una afirmacién importante: “Para toda 1 < i < m,
Os : Hi(RP™;Zs) — H;—1(RP™;Zs) es un isomorfismo”. Lo haremos en tres
partes y la exactitud de la sucesion sera un argumento muy frecuente en todas
(a riesgo de redundancia, apuntaremos su uso cada vez):

(¢t = m) El que 7, : Hp(S™;Z2) — Hp,(RP™;Zs) es trivial nos dice que
O0s : Hy(RP™;Zs) — Hpy—1(RP™;Zs) es un monomorfismo por exactitud.
Sumando esto a que H,,_1(S™;Z2) = 0 (ya marcado en (4.4)), una vez mas por
exactitud concluimos que es también un isomorfismo.

(1 < i < m) Si seguimos avanzando sobre (4.4), vemos que como H;(S™;Z2)
es 0 para toda 1 < i < m, se da la situacion...

— 0 ™5 Hy(RP™; Zs) 2 Hi_(RP™; Zy) ~5 0 —»

... por lo que la exactitud sostiene la implicacion.

(1 = 1) Para el dltimo caso (que incluye a los 0-ésimos grupos de homo-
logia singular), el anéalisis se hara “en reversa”. Sabemos que Ho(RP™;Zs) &
Zy = Hy(S™;Z5)%, pues S™ y RP™ son conexos por trayectorias y la propo-
sicion 3.6.3 nos lo dice. Ahora bien, m, : Ho(S™;Zs) — Ho(RP™;Zs) es un
testigo de ese isomorfismo, lo cual se puede ver tanto por el lema 4.2.1 como
por la exactitud de la sucesion, ya que . : Ho(S™;Zs) — Ho(RP™;Z3) re-
sulta un endomorfismo suprayectivo de Zsy y por lo tanto no puede ser més
que la identidad. Con este resultado (y por exactitud) también obtenemos que
te : Ho(RP™;Zsy) — Ho(S™;Zs) es trivial y por consiguiente el siguiente esce-
nario para 0, : Hi(RP™;Zsy) — Ho(RP™; Zs):

Z 7
0 i)Hl(]RPm;ZQ) i}HO(RPZ’m;ZQ)L)HO(Sn%;ZQ)—}

De esta manera, 0, : H (RP™;Z2) — Hy(RP™;Zs) resulta a su vez un
isomorfismo y se cumple la afirmacién general.
Con ella y el hecho derivado anteriormente de que H,,(RP™;Zs) = Zs,

Os
tenemos que H;(RP™;Zs) = 75 para toda 1 < i < m. Bajo esta nocion,
nuestra visualizacion de (4.4) ha adquirido un nuevo formato®:

e~ Zy ~
0 25 H, (RP™; Z0) =5 Ty 25 H,p (RP™; Zy) = Hyp 1 (RP™; Zy) -2

Zs ~ 23 ~
L0 T L 0 TS H (RP™ Zo) 5 Ho(RP™; 7o)~ 7y
=~ Zy d
= Ho(RP™; Z9)-25 0. (4.5)

8Este isomorfismo no se da para m = 0, pues Ho(S?;Zs) = Zso @ Z2 segin la férmula en
(4.1). Queda entonces justificada la separaciéon de tal caso al inicio de la prueba.

9La sucesién de transferencia que hemos analizado es de hecho un camino para calcular
los grupos de homologia singular del espacio proyectivo.
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Por sencillez hemos sustituido H;(S™;Zz) por sus correspondientes grupos
isomorfos (Zo para i € {1,m} y 0 en el resto), mientras que el primer 0 se
refiere, como habiamos ratificado arriba, a H,,+1 (RP™; Zs).

Por otro lado, sea v : RP™ — RP™ la funcién continua inducida por ¢
segun el lema 4.2.7, entonces el hecho de que ¥ es una aplicacion de cadenas y
la naturalidad de O, hacen que el siguiente diagrama conmute para toda i € Z:

Ox

2 8 2

Maés aun, a la luz de los resultados plasmados en (4.5) y gracias al lema 4.2.1,
tenemos que el diagrama anterior se ve asi para el caso i = 1:

Qe

Hl(RPn; ZQ) _— Ho(IRPn, ZQ)

2 B

Hy(RP™;Zy) —— Ho(RP™; Z>).

e

Como es conmutativo, el homomorfismo de la izquierda v, : Hy (RP™; Zs) —
H,(RP™;7Zs5) es a su vez un isomorfismo. Si nos fijamos luego en el diagra-
ma para ¢ = 2, tendremos la misma situacién y habremos probado que v, :
Hy(RP™;Zs) — H2(RP™;Z5) es un isomorfismo por ser el cuarto homomor-
fismo en un cuadrado conmutativo con tres isomorfismos. De manera simi-
lar, continuar este proceso inductivo nos arroja con toda claridad que v, :
H;(RP™; Z3) — H;(RP™;Zs) sera un isomorfismo en tanto ambos 0, lo sean.
Como el inferior (9 : H;(RP™;Zs) — H;—1(RP™;Z3)) es isomorfismo mien-
tras 1 < ¢ < 'm < n, entonces v, es testigo del isomorfismo entre H;(RP™; Zs)
y Hi(RP™;Zs) si1<i<m.

Ahora bien, para tal ¢, inducida, probemos que también se tiene el siguiente
diagrama conmutativo:

[ "
Hm(RPn; ZZ) —_— Hm(S 5 ZZ)

2 Jo

Hyp (RP™; Zy) — 2 H,0 (S™: Zo). (4.6)



4.2. LA PRUEBA DEL TEOREMA DE BORSUK-ULAM 121

Para hacerlo, probemos la conmutatividad de...

A (RP™; Z) — 5 A,(S7: Zs)

fﬁA l¢A
Ay (RP™; 7o) — 5 AL (S™: 7).

Sea 7 un m-simplejo singular de RP". Tenemos que...

[pa ot](T) = pa(or + goor) =do0o, +¢o(goo,)=¢oo, +(pog)oo,
:¢OJT+(9/O¢)OUT:¢OUT+9/O(¢OUT)' (47)

Notemos que gracias al lema 4.2.7, ¢ oo, y ¢’ o (¢ 0 0,) son dos (y por
tanto los tnicos) levantamientos del m-simplejo de RP™ 4 o 7, pues se da que
Yor=1o(moo,)=(om)oa, = (mo0)oa, =m0 (¢o0,)y lomismo
si sustituimos o, por g o o.. Esta situaciéon que se puede ilustrar a través de la
siguiente figura, donde se usa g o o, pero sale igual si se toma o :

¢

§7 ——— ™

A
Ap—T s mpn Lo P,

De esta forma, tenemos que ¢po o, + g o (poo;) =t(vpor) = [t o a](7),
que al conectar con (4.7) prueba la conmutatividad del diagrama con complejos
de cadenas singulares en los elementos que lo generan, por tanto en los grupos
totales y finalmente aquélla del diagrama en (4.6).

En resumen, hemos obtenido que 9, : H;(RP";Z3) — H;(RP™;Z2) es un
isomorfismo para toda 1 <i < m, que t, : Hy,(RP™;Z3) — Hp(S™;Z2) es un
isomorfismo y que H,,(S™;Zs3) = 0 a cuenta de que n > m. Gracias a todo esto

-y para finalizar-, observamos que el diagrama conmutativo en (4.6) se vuelve
una contradiccién, ya que se ve asi:

H, (RP™: Zg) —2 > H,,(S™: Z) & 0

B Jo

Hp(RP™; Zg) —— Hp(S™; Zo) (4.8)

~~
*

12

... de modo que se tendria Zs &= im (t. o 1,) = im (¢ o t,) = 0, lo cual
es imposible. Con tal contradiccién hemos confirmado que no puede ocurrir la
disposicién n > m > 1 (el segundo caso de nuestra suposicion inicial) y por lo
tanto hemos probado el teorema. O

Una vez hecho esto, dediquémonos a nuestro objetivo -en muchos sentidos-
inicial:



122 CAPITULO 4. EL TEOREMA DE BORSUK-ULAM

Teorema 4.2.9 (Borsuk-Ulam). Para toda funcion continua f : S™ — R"
existe x € S™ tal que f(x) = f(—x).

Demostracion. Una vez més lo hacemos por reduccion al absurdo. Suponemos
que hay f: S™ — R" tal que f(x) # f(—=x) para toda x € S™. Sea ¢ : S™ —
Sn~1 dada por...

f(z) = f(==)

o) = @) = Fa)l

Tenemos que...
f(=z) — f(z) f(z) = f(=x)
o(—2) = =\ T ) = —¢@).
1f(=z) = f(@)] 1f(=z) = f(2)]|
Con la anterior igualdad hemos mostrado que ¢ : S™ — S~ ! es equivariante,
en total contradiccion con el teorema 4.2.8. O

Como dijimos al principio del capitulo, el senor Borsuk probé un resultado
diferente al teorema 4.2.8, pero que también implica el Teorema de Borsuk-
Ulam. Para rendirle su justo tributo, anotémoslo:

Teorema 4.2.10. Toda funcion continua equivariante f : S™ — S™ tiene grado
impar. O

La manera en que el teorema de Borsuk-Ulam se desenreda de esta afirmacion
se resume en decir que de existir una f y una ¢ como definidas en el teorema
4.2.9, entonces ¢ resulta impar pero de grado 0. Para conocer los pormenores
de esta prueba, se necesita complementar lo que se ha dicho sobre el grado de
una funciéon continua de la n-esfera en ella misma (véase [6, capitulo 2, seccion
2.B]).

4.3. Dos Consecuencias Interesantes

Existe una bellisima aplicaciéon al mundo fisico que revela la naturaleza es-
téticamente simétrica -y asombrosa- de nuestro Teorema.

Corolario 4.3.1. En todo momento existe en la superficie terrestre un punto
a la misma temperatura y presion barométrica que su antipoda geogrdfica.'® [

Menos obvia, la siguiente:

Teorema 4.3.2 (Lusternik-Schnirelmann). Si cubrimos a S™ conn+1 cerrados
Ay, ..., Apy1, entonces al menos uno de los A; tiene un par de puntos antipodales.

10Este enunciado se refiere al caso n = 2 del Teorema, pero si lo pensamos para n = 1,
podremos convencernos de que siempre existen dos puntos antipodales en el ecuador terrestre
a la misma temperatura exacta.
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Demostracion. Supongamos que A; es disjunto de —A; :={—z € S™ | z € A4;}
para toda 1 < i < n, entonces por el lema de Urysohn (véase [4, capitulo
VII, seccion 4]) existen funciones continuas f; : S™ — I tales que fi[4;] =
0y fi[-A;] = 1. Si definimos f = (f1,..., fn) : S™ — R, el Teorema de
Borsuk-Ulam nos garantiza que debe existir zg en S™ tal que f(xzg) = f(—xo),
pero eso significa que zg ¢ A; para toda 1 < i < n, y lo mismito para —x.
Entonces, como {4, }1<;<n+1 cubre a S™, forzosamente debe darse que zg, —z¢ €
An+l- O
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