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Récamier
Angelini

4. Datos del Sinodal 2
Dr.
Eduardo
Nahmad
Achar

5. Datos del Sinodal 3
Dr.
Carlos Francisco
Pineda
Zorrilla

6. Datos del Sinodal 4
Dr.
Ramón
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Don Juan: Esa silla está comprada, hidalgo.
Don Luis: Lo mismo digo, hidalgo; para un amigo,
tengo yo esotra pagada.
Don Juan: Que ésta es mı́a haré notorio.
Don Luis: Y yo también que ésta es mı́a.
Don Juan: Luego sois don Luis Mej́ıa.
Don Luis: ¿Seréis, pues, don Juan Tenorio?
Don Juan: Puede ser.
Don Luis: Vos lo dećıs.
Don Juan: ¿No os fiáis?
Don Luis: No.
Don Juan: Yo tampoco.
Don Luis: Pues no hagamos más el coco.
Don Juan: Yo soy don Juan.
Don Luis: Yo don Luis.
(. . . )
Don Juan: ¿Estamos listos?
Don Luis: Estamos.
Don Juan: Como quien somos cumplimos.
Don Luis: Veamos, pues, lo que hicimos.
Don Juan: Bebamos antes.
Don Luis: Bebamos.
Don Juan: La apuesta fue. . .

(Fragmento de la Escena XII, Acto primero de Don Juan Tenorio por José Zo-
rrilla).
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Introducción

La óptica cuántica se encarga del estudio del campo electromagnético1 desde el
enfoque de la mecánica cuántica, aśı como también de las interacciones que existen
entre el campo y la materia.

Reseña histórica

A lo largo del desarrollo de la f́ısica, siempre existió la disputa entre si la luz es
un fenómeno ondulatorio o se compone de corpúsculos. En el siglo XVII, personajes
como Robert Hooke, o Christiaan Huygens sostuvieron la idea de la luz como una
onda (éste último inclusive postulando un principio fundamental para la óptica clási-
ca ondulatoria) mientras que Isaac Newton, quien estudió la refracción, reflexión y
dispersión de la luz, concluyó que su naturaleza debeŕıa ser corpuscular con trayec-
torias rectiĺıneas.

Más adelante vendŕıa uno de los triunfos de la f́ısica clásica: la teoŕıa electro-
magnética. Ésta se describe matemáticamente por las ecuaciones de Maxwell descu-
biertas en la segunda mitad del siglo XIX. Las ecuaciones dan cuenta de la relación
entre la electricidad y el magnetismo aśı como algunos elementos de la teoŕıa de la
radiación.

Sin embargo, todav́ıa exist́ıan 2 grandes problemas sin solución a finales del si-
glo XIX: la radiación de cuerpo negro y el efecto fotoeléctrico. Max Planck en 1899
propuso que la radiación térmica era emitida y absorbida en pequeños paquetes de
enerǵıa (a los que llamó cuantos) explicando aśı el espectro de radiación de un cuerpo
negro ideal. En 1905, Albert Einstein utilizó estas ideas para dar una explicación al
efecto fotoeléctrico, revelando una interacción cuantizada entre la luz y la materia[9].

1Bajo ciertas condiciones energéticas particulares, i.e., fuera del intervalo en donde se llevan a
cabo procesos nucleares y producción de part́ıculas, aśı como procesos de ionización.
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Introducción

Ambos f́ısicos fueron después galardonados con el Nobel de f́ısica por sus descubri-
mientos.

La introducción de estas nuevas ideas marcó el inicio de la mecánica cuántica. A
partir de entonces Niels Bohr aplicó las ideas de cuantización a la dinámica atómi-
ca, resultando en la predicción de las ĺıneas de emisión de diferentes sistemas. El
desarrollo teórico de la mecánica cuántica empezó con la generalización del carácter
dual de onda y part́ıcula a la materia por parte de Louis De Broglie en 1924; sus
ideas se desarrollaron ampliamente gracias a Werner Heisenberg, Erwin Schrödinger
y Paul Dirac, quienes idearon las herramientas con las que actualmente entendemos la
mecánica cuántica: evolución temporal de estados, transformaciones unitarias, teoŕıa
de perturbaciones, diferentes representaciones, etc. [8].

La óptica cuántica comenzó a cobrar fuerza a partir de experimentos como el de
R. Hanbury Brown y R. Q. Twiss en la década de 1950, en donde se estudiaron co-
rrelaciones entre las fotocorrientes de 2 detectores. Este experimento reportó lo que
luego se llamaŕıa “photon bunching” (una disminución temporal entre cuentas en un
fotodetector). A pesar de que ésto aún puede ser descrito por la teoŕıa clásica, la
descripción cuántica extiende las predicciones. Una de ellas es lo que se conoce como
“photon anti-bunching”, lo que corresponde a un aumento en la separación temporal
entre cuentas en un fotodetector. Mientras que en un láser ideal la distribución de las
cuentas en un fotodetector es Poissoniana, cuando se tiene “photon anti-bunching”
la estad́ıstica es sub-Poissoniana [12].

En 1975, H. Carmichael y D. Walls propusieron un sistema f́ısico accesible que
exhibiŕıa una estad́ıstica sub-Poissoniana. Más tarde la predicción se confirmaŕıa
gracias al experimento de H. Kimble, M. Dagenais y L. Mandel. Éste fue el primer
efecto estrictamente no-clásico observado en la óptica, y seŕıa el detonante de la ópti-
ca cuántica como disciplina [12].

Existe un v́ınculo estrecho actualmente entre la óptica cuántica y demás disci-
plinas como la información cuántica [8]. Por un lado la manipulación de estados
cuánticos enredados es crucial para la realización f́ısica de la teoŕıa propuesta por
la información cuántica. Por otro lado sistemas que estudia la óptica cuántica como
la Electrodinámica Cuántica de Cavidades con átomos podŕıan resultar ser sistemas
altamente manipulables [17]. Experimentos como el de H. Kimble en 1998, o el de
E. Knill, R. Laflamme y G. Milburn en 2001, mostraron que es posible implemen-
tar protocolos, e inclusive compuertas (cuánticas) para manipular información [8]

xii



(clásicamente la unidad de información es el bit; cuánticamente se le llama qubit).

La libreŕıa OpenKet

Como dice el t́ıtulo de esta Tesis, el software libre OpenKet es utilizado para
estudiar computacionalmente diferentes problemas de la óptica cuántica.

OpenKet es una libreŕıa de Python con la cual es posible la manipulación de
objetos de la mecánica cuántica utilizando notación de Dirac. Es posible obtenerla
de http://code.google.com/p/openket/.

El proyecto empezó con Pablo Barberis, y su estudiante de licenciatura Vicente
Rodŕıguez en 2009. Se creó el core que incluye las definiciones básicas, y las reglas
de operación de los diferentes objetos. También se empezó a trabajar en el com-
pendio de funciones de alto nivel, haciendo una versión para el sistema de álgebra
computacional Sage. A principios de 2011 como parte de un servicio social, contri-
búı al desarrollo de más funciones, entre ellas las necesarias para resolver la evolución
temporal dictada por la ecuación de Von Neumann, dado un Hamiltoniano H,

ρ̇ =
1

i~
[
H, ρ

]
, (1)

donde ρ es el operador de densidad del sistema.
Lo que nos interesa es determinar la evolución temporal de los elementos de

matriz de ρ, esto es, encontrar la forma de 〈i|ρ(t)|j〉. En general, (1) va a producir
un sistema de ecuaciones diferenciales lineales acopladas,

〈i|ρ̇|j〉 = 〈i| 1
i~
[
H, ρ

]
|j〉

=
∑
k,l

Akl〈k|ρ|l〉 .
(2)

Lo que uno busca, es convertir los objetos 〈i|ρ(t)|j〉 a variables complejas que en-
tienda un algoritmo para resolver ecuaciones diferenciales lineales acopladas. Es en
este sentido que para este tipo de problemas OpenKet funciona como un traductor de
expresiones. Facilita al usuario el planteamiento del problema puesto que se utiliza
notación de Dirac, y se encarga de traducir las expresiones para que sean resueltas
por algún programa de ecuaciones diferenciales. Una vez resuelto el sistema de ecua-
ciones, debe ser posible extraer la información de la observable que se desee. Esto es,

xiii



Introducción

debe ser posible extraer información espećıfica del conjunto numérico de datos que
nos regrese el solucionador de ecuaciones diferenciales de una manera eficiente.

La estructura de la libreŕıa se centra en la definición de clases y objetos con
métodos y reglas de operación espećıficas. El core.py es donde se encuentran to-
das las instrucciones de cómo operar los objetos. Se hace uso de la libreŕıa Sympy
(http://sympy.org/en/index.html) para manejar variables e implementar funciones
simples. En openket.py se encuentran las definiciones de las funciones principales,
que incluyen Adj() para obtener el hermitiano conjugado, Trace() y TraceOut()

para realizar trazas o trazas parciales, Commutator() para obtener el conmutador
entre 2 operadores, y QeqN() que traduce el sistema (2) a uno que entienda un solu-
cionador de ecuaciones diferenciales, entre otras. Dentro de la libreŕıa cada función
está comentada; también existe un manual que detalla cómo resolver ejemplos es-
pećıficos, disponible también en http://code.google.com/p/openket/.

En el presente trabajo, se explica detalladamente el funcionamiento de OpenKet
para los primeros ejemplos2, proporcionando un guión completo para los últimos
ejemplos. Las ĺıneas de código pueden trabajarse desde iPython (Python interacti-
vo). Esta interfaz utiliza al máximo el carácter de lenguaje interpretado propio de
Python. Es decir que no es necesario compilar conjuntos de subrutinas para obtener
un programa; el usuario puede introducir ĺınea por ĺınea y definir sus variables y
funciones dentro de un espacio de trabajo. Desde iPython la manera más fácil de
importar la libreŕıa es

1 >>> run -i openket

Esto corre la libreŕıa dentro del espacio interactivo de trabajo. Hemos notado
que en ocasiones pueden chocar algunas definiciones de OpenKet con definiciones de
Sympy o Scipy (paqueteŕıa que contiene algoritmos numéricos para cómputo cient́ıfi-
co, entre ellos el conjunto de solucionadores de ecuaciones diferenciales odeint). Es
por esto que se recomienda al importar libreŕıas ajenas, se importe espećıficamente
las funciones que se van a usar, o que se importe como un objeto y manejar las
funciones como métodos del objeto.

Hay que mencionar que la idea de programar paquetes de software para trabajar
problemas de mecánica cuántica no es nueva. Existen por lo menos otras 3 libreŕıas

2Habrá dos tipos de código, uno que simula el entorno interactivo de Python (lo que empieza
con >>>) y otro que compone los módulos que se usan para los ejemplos. Estos últimos están
numerados y se pueden buscar en el Índice de Códigos.
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que lo hacen: Quantum [1], Quantum Optics Toolbox [22] y QuTip[20, 4]. La primera
es una extensión (Add-on) del popular Mathematica y maneja también notación de
Dirac, permitiendo hacer algunos cálculos anaĺıticos. Quantum Optics Toolbox es
quizá la más conocida; corre sobre Matlab y utiliza matrices para operar con los ob-
jetos de la mecánica cuántica. QuTip es de reciente creación, está escrita en Python
pero también utiliza matrices y vectores para operadores y estados. En un sentido
estricto, sólo QuTip es software libre, ya que tanto Quantum como Quantum Op-
tics Toolbox funcionan sobre plataformas con licencia que impide modificar el código
fuente (además del costo que tienen).

Más allá de las diferencias obvias, OpenKet es especial entre las libreŕıas que
apuntan a resolver sistemas cuánticos puesto que es el único que maneja como objetos
(en el sentido de la programación orientada a objetos) las herramientas básicas que se
usan en la mecánica cuántica (operadores, estados, etc.). Incluye también la opción
de pasar a la representación matricial de un operador, pero es posible mantener la
notación con śımbolos.

Estructura de la Tesis

En el caṕıtulo 1, se trata el Hamiltoniano de un átomo cargado en presencia de
un campo electromagnético clásico en la norma de Coulomb. También se explica la
aproximación dipolar, su justificación y se aplica a resolver problemas de átomos de
2 y 3 niveles.

El caṕıtulo 2 trata la cuantización del campo electromagnético. Se ocupa tam-
bién de definir los diferentes estados del campo electromagnético como los estados de
Fock, los estados coherentes, entre otros. Se estudia la distribución de fotones para
un estado coherente, y algunas de sus propiedades.

El caṕıtulo 3 se centra en los problemas desarrollados en el caṕıtulo 1, pero utili-
zando campos cuantizados en lugar de clásicos. Concluye con una discusión de efectos
cuánticos que no aparecen al utilizar el formalismo del caṕıtulo 1, como por ejemplo
los “collapse/revivals” al resolver el átomo de 2 niveles con un estado coherente como
condición inicial.

En el caṕıtulo 4, se introduce el concepto de disipación en un sistema cuántico.
Tratamos la disipación de un modo dentro de una cavidad y el decaimiento del esta-
do excitado de un átomo de 2 niveles. Ambos casos se modelan como la interacción
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Introducción

entre el sistema y un baño compuesto de una colección de osciladores armónicos en
equilibrio térmico. Se concluye con las ecuaciones maestras que en la aproximación
Markoviana y la aproximación de Born, modelan un sistema con disipación.

En el caṕıtulo 5 se tratan diferentes casos que explotan la funcionalidad de Open-
Ket, incorporando la disipación a ejemplos de caṕıtulos anteriores. Los ejemplos in-
cluyen la creación de estados coherentes y disipación en átomos de 2 y 3 niveles bajo
condiciones iniciales espećıficas. El último ejemplo en particular, trata un átomo de
3 niveles con estructura Λ interactuando con 2 modos (de un láser ideal) en una
cavidad con pérdidas. Asimismo se incorpora emisión espontánea al átomo.

En el caso semi-clásico se observa que el estado estacionario del átomo es el estado
oscuro, provocando que después de un tiempo se vuelva transparente. Sin embargo
para el caso en que el átomo interactúa con 2 modos cuantizados, esto no es aśı. El
estado estacionario no es el estado oscuro, y la probabilidad de encontrar al átomo
en el estado excitado no se anula. El efecto es provocado por la interacción de los
dipolos con los 2 modos cuantizados. La interacción provoca que el estado atómico
no sea separable del estado del campo dentro de la cavidad

El objetivo principal de la Tesis es mostrar la funcionalidad de OpenKet en
problemas no triviales, exhibiendo fenómenos f́ısicos que se han observado. No es el
objetivo de la tesis explicar exhaustivamente conceptos de la óptica cuántica desde
una perspectiva puramente teórica. Sin embargo śı existen discusiones f́ısicas respecto
a los resultados obtenidos, y algunos resultados se deducen detalladamente.
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Caṕıtulo 1

Interacción Átomo - Campo clásico

1.1. Teoŕıa semi-clásica

Una part́ıcula con carga e y masa m, interactúa con un campo electromagnético
externo a través del Hamiltoniano [8] (en unidades del SI)

Ĥ =
1

2m

[
~̂P + e ~A(~r, t)

]2

− eΦ(~r, t) + Ues(r) , (1.1)

donde ~̂P es el operador de momento con ~̂P = (P̂x, P̂y, P̂z), ~A(~r, t) es el potencial
vectorial del campo externo, Φ(~r, t) es el potencial escalar del campo externo, y
Ues(r) es un potencial electrostático.

Los potenciales están relacionados con los campos ~E y ~B como

~E(~r, t) = −∇Φ(~r, t)− ∂ ~A(~r, t)

∂t
, (1.2)

~B(~r, t) = ∇× ~A(~r, t) . (1.3)

Los potenciales tienen libertad de norma, es decir que no quedan completamente
determinados de resolver las ecuaciones anteriores, y es posible hacer la siguiente
transformación sin afectar las ecuaciones

Φ′(~r, t) = Φ(~r, t)− ∂χ(~r, t)

∂t
, (1.4)

~A′(~r, t) = ~A(~r, t) +∇χ(~r, t) , (1.5)

1
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Caṕıtulo 1. Interacción Átomo - Campo clásico

donde χ(~r, t) representa una función arbitraria, que en un momento definiremos.
Veamos cómo se transforma el Hamiltoniano (1.1), al utilizar los potenciales con

la libertad de norma Φ′(~r, t) y ~A′(~r, t). Para esto nos fijamos en la ecuación de

Schrödinger dependiente del tiempo, Ĥ(~r, t)Ψ(~r, t) = i~∂Ψ(~r,t)
∂t

y definimos un ope-

rador unitario R̂ tal que, Ψ′(~r, t) = R̂Ψ(~r, t). Definamos Ĥ ′ tal que se cumpla la
ecuación de Schrödinger,

Ĥ ′Ψ′(~r, t) = i~
∂Ψ′(~r, t)

∂t
. (1.6)

Como R̂ es un operador unitario, se cumple que R̂R̂† = 1, aśı que podemos escribir
la ecuación de Schrödinger como

ĤR̂†Ψ′ =

(
i~
∂R̂†

∂t
+ R̂†Ĥ ′

)
Ψ′ , (1.7)

multiplicando por R̂ por la izquierda

(
R̂ĤR̂†

)
Ψ′ =

(
i~R̂

∂R̂†

∂t
+ Ĥ ′

)
Ψ′ , (1.8)

entonces tenemos que,

Ĥ ′ = R̂ĤR̂† − i~R̂∂R̂
†

∂t
= R̂ĤR̂† + i~

∂R̂

∂t
R̂† . (1.9)

Ahora definimos nuestro operador unitario como R̂ = exp
(
−ieχ(~r,t)

~

)
. Sustituimos en

(1.9) para obtener una expresión para Ĥ ′; recordando que ~̂P = −i~∇ tenemos,

Ĥ ′ =
1

2m

[
~̂P + e ~A′(~r, t)

]2

− eΦ′(~r, t) + Ues(r) . (1.10)

A continuación escogemos la norma de Coulomb, esto es Φ = 0 y ∇ · ~A(~r, t) = 0. La
ecuación (1.10) resulta en

Ĥ ′ =
1

2m

[
~̂P + e

(
~A(~r, t) +∇χ(~r, t)

)]2

+ e
∂χ(~r, t)

∂t
+ Ues(r) . (1.11)

2



Ahora nos concentraremos en el caso en el que no hay fuentes (equivalente a
trabajar con átomos neutros). Utilizando (1.2), (1.3) y las ecuaciones de Maxwell, el
potencial vectorial debe cumplir con la ecuación de onda

∇2 ~A− 1

c2

∂2A

∂t2
= 0 . (1.12)

Aśı que tendrá una solución general de la forma,

~A(~r, t) = ~A0e
−i(~k·~r−ωt) + ~A∗0e

i(~k·~r−ωt) . (1.13)

Ahora bien, si |~k| = 2π
λ

es la magnitud del vector de propagación de una onda de
longitud λ, para |~r| de dimensiones atómicas (∼ 10−10m) y λ’s t́ıpicas de luz visible

(400-700 nm) tenemos que |~k| · |~r| � 1, aśı que podemos aproximar al potencial
vectorial como uniforme en la vecindad del átomo, i.e.,

~A(~r, t) ≈ ~A(~r0, t) ≡ ~A(t) . (1.14)

Esto se llama la aproximación dipolar [18].
Para simplificar el Hamiltoniano, (1.11) nos sugiere definir χ(~r, t) como

χ(~r, t) = − ~A(t) · ~r . (1.15)

Con esta definición (1.10) se convierte en

Ĥ ′ =
~̂P 2

2m
+ Ues(r) + e~r · ~E(t) ≡ Ĥ0 + V̂ . (1.16)

En la siguiente sección nos referiremos a Ĥ ′ de la ecuación anterior como simplemente
Ĥ.

1.2. Átomos de 2 niveles

Restrinjamos nuestro estudio de átomos a aquellos que podemos expresar su
vector de estado como una superposición de niveles discretos. Éstos niveles forman
la base del espacio de Hilbert que usamos para describirlos matemáticamente. En
general un estado lo podemos escribir como

3



Caṕıtulo 1. Interacción Átomo - Campo clásico

|ψ〉 =
∑
i

ci|i〉 , (1.17)

donde los ci son cantidades complejas que cumplen
∑

i |ci|2 = 1.
Sin embargo existen condiciones bajo las cuales un átomo puede ser descrito

utilizando una base mucho más pequeña. El primer caso que estudiaremos es el del
átomo de 2 niveles [18].

Figura 1.1: Representación esquemática del átomo de 2 niveles.

Supongamos que nuestro átomo se encuentra al tiempo t0 en una superposición
de 2 estados que llamaremos base y excitado y denotaremos como |0〉 y |1〉 respecti-
vamente. Entonces tenemos

|ψ(t0)〉 = c0|0〉+ c1|1〉 . (1.18)

Además tenemos un Hamiltoniano que produce una evolución temporal tal que

|ψ(t)〉 = e−
i
~ Ĥt|ψ(t0)〉 = c0(t)|0〉+ c1(t)|1〉+

N∑
i=2

ci(t)|i〉 . (1.19)

en donde |ci|2 � 1; ∀ 2 < i < N .
Siendo esto aśı, podemos trabajar con la base definida como B = {|0〉, |1〉}.

Entonces podemos escribir la identidad como,

1̂ = |0〉〈0|+ |1〉〈1| . (1.20)

Recordemos ahora el Hamiltoniano de un sistema átomo-campo. Éste se compone de

4



2 partes: el Hamiltoniano del átomo libre Ĥ0, y la parte de interacción V̂ , es decir
Ĥ = Ĥ0 + V̂ . Los niveles atómicos son estados propios de Ĥ0 aśı que tenemos las
siguientes ecuaciones:

Ĥ0|0〉 = E0|0〉 = ~ω0|0〉 ,
Ĥ0|1〉 = E1|1〉 = ~ω1|1〉 .

(1.21)

Podemos escribir Ĥ0 como

Ĥ0 = 1̂Ĥ01̂ = (|0〉〈0|+ |1〉〈1|) Ĥ0 (|0〉〈0|+ |1〉〈1|) = ~ω0|0〉〈0|+ ~ω1|1〉〈1| . (1.22)

La parte de interacción del Hamiltoniano tiene la forma

V̂ = e~r · ~E(t) . (1.23)

Siguiendo un procedimiento análogo al anterior,

V̂ =e (|0〉〈0|+ |1〉〈1|)~r (|0〉〈0|+ |1〉〈1|) · ~E(t)

⇒ V̂ =|0〉〈0|
(
e〈0|~r|0〉 · ~E(t)

)
+ |0〉〈1|

(
e〈0|~r|1〉 · ~E(t)

)
+

+|1〉〈0|
(
e〈1|~r|0〉 · ~E(t)

)
+ |1〉〈1|

(
e〈1|~r|1〉 · ~E(t)

)
.

(1.24)

Vamos a trabajar con átomos sin momento dipolar permanente, es decir, que los
términos 〈0|~r|0〉 = 〈1|~r|1〉 = 0. Con esto, (1.24) se convierte en

V̂ = |0〉〈1|
(
e〈0|~r|1〉 · ~E(t)

)
+ |1〉〈0|

(
e〈1|~r|0〉 · ~E(t)

)
. (1.25)

Podemos simplificar aún más la expresión anterior. Expresamos a ~E(t) = | ~E(t)|~ε ≡
E(t)~ε, donde ~ε es el vector unitario de polarización, |~ε| = 1. Además, puesto que
〈0|~r|1〉 = 〈1|~r|0〉∗ y definiendo g = e〈0|~r|1〉 · ~ε, tenemos juntando (1.22) y (1.25),

Ĥ = ~ω0|0〉〈0|+ ~ω1|1〉〈1|+ gE(t)|0〉〈1|+ g∗E(t)|1〉〈0| . (1.26)
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Caṕıtulo 1. Interacción Átomo - Campo clásico

En la aproximación dipolar, podemos escribir el campo eléctrico como una onda
estacionaria [18],

E(t) = A cos(νt) = A
eiνt + e−iνt

2
. (1.27)

A continuación, nos pasamos al esquema de interacción [21]. Para esto, se introduce

una rotación Û = e−
i
~ Ĥ0t a los vectores. Si denotamos como |ΨI〉 los vectores en el

esquema de interacción, entonces,

|ΨI〉 = Û †|Ψ〉 , (1.28)

lo que produce que su evolución temporal esté determinada por un nuevo Hamilto-
niano ĤI .

Para obtenerlo partimos de la ecuación de Schrödinger,

i~
d

dt
|ΨI(t)〉 = i~

dÛ †

dt
|Ψ(t)〉+ Û †i~

d|Ψ(t)〉
dt

= −Û †Ĥ0|Ψ(t)〉+ Û †(Ĥ0 + V̂ )|Ψ(t)〉
= Û †V̂ |Ψ(t)〉
= Û †V̂ Û Û †|Ψ(t)〉
= Û †V̂ Û |ΨI(t)〉 .

(1.29)

Aśı que tenemos que el Hamiltoniano nuevo es,

ĤI = Û †V̂ Û . (1.30)

Veamos ahora qué forma tiene Û . Utilizando que (Ĥ0)n = (~ω0)n|0〉〈0|+(~ω1)n|1〉〈1|
y expandiendo la exponencial en una serie de potencias,

Û = e−iω0t|0〉〈0|+ e−iω1t|1〉〈1| . (1.31)

Podemos obtener (1.30), insertando (1.31) en (1.25),
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Ĥ ′ = ei(ω0−ω1)tgA cos(νt)|0〉〈1|+ e−i(ω0−ω1)tg∗A cos(νt)|1〉〈0|

⇒ Ĥ ′ =

(
gA

2
|0〉〈1|

)[
ei(ν−∆ω)t + e−i(ν+∆ω)t

]
+

(
g∗A

2
|1〉〈0|

)[
ei(ν+∆ω)t + e−i(ν−∆ω)t

]
,

(1.32)

con ∆ω = ω1 − ω0.
Cuando las frecuencias ν, ∆ω son cercanas entre śı y de órdenes de frecuencias

ópticas (∼ 1015s−1) los términos que vaŕıan como e±i(ν+∆ω)t lo hacen muy rápido (en
una escala de tiempo 1/ν su promedio es cero), aśı que los podemos despreciar; ésta
es la aproximación de onda rotante o RWA por sus siglas en inglés [18]. Más aún,
tomando la condición de resonancia, ν = ∆ω tenemos

Ĥ ′ =
gA

2
|0〉〈1|+ g∗A

2
|1〉〈0| . (1.33)

Definimos la frecuencia de Rabi como Ω = gA
2~ . Con esto, (1.33) nos queda

Ĥ ′ = ~
(

Ω|0〉〈1|+ Ω∗|1〉〈0|
)
. (1.34)

Vamos a trabajar éste problema utilizando OpenKet.
Apuntamos a resolver numéricamente el problema, utilizando el operador de den-

sidad. La ecuación de evolución temporal para el operador de densidad (ecuación de
Von Neumann) es

dρ

dt
= − i

~
[Ĥ, ρ] . (1.35)

Una manera de determinar la evolución temporal de ρ es conocer cómo es que evo-
lucionan sus elementos de matriz, esto es, 〈i|ρ(t)|j〉.

Si nuestra base tiene n elementos, en general (1.35) nos va a producir un sistema
de n(n+ 1)1 ecuaciones diferenciales acopladas,

d〈i|ρ|j〉
dt

=
∑
k,l

ckl〈k|ρ|l〉 . (1.36)

1Como la matriz es compleja habrá 2n2 ecuaciones, que se reducen a n2 cuando imponemos
hermiticidad. Permitiendo a los elementos de la diagonal ser complejos debemos sumar n ecuaciones
obteniendo n2 + n = n(n+ 1).
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Caṕıtulo 1. Interacción Átomo - Campo clásico

Es decir, para resolver el problema necesitamos idear una manera de escribir (1.35)
para encontrar el sistema (1.36) y utilizar cualquier solucionador de ecuaciones dife-
renciales ordinarias (EDO) para conocer la evolución de cada elemento de matriz.

Esto representa un problema computacional no trivial. Se necesita crear una co-
rrespondencia entre los objetos 〈i|ρ|j〉 y las variables simbólicas con las que vaya a
trabajar el solucionador de EDO’s. La cuestión es crear una función que discrimi-
ne entre números (complejos), variables simbólicas, y los objetos 〈i|ρ|j〉 teniendo en
cuenta que estos últimos seguramente tendrán coeficientes ya sean números o varia-
bles a su vez. Esta función debe buscar en una expresión, y cambiar solamente los
objetos 〈i|ρ|j〉 por variables dejando intacto todo lo demás. El proceso anterior lo
llevan a cabo 2 funciones QeqN y Qch.

Podŕıamos decir que Qch es de menor jerarqúıa que QeqN ya que sólo se encarga
de sustituir objetos 〈i|ρ|j〉 con variables, mientras que la tarea de QeqN es más com-
plicada. Expliquemos primero Qch; tiene 2 argumentos Qch(expr, dict). El primero es
la expresión a la que se quiere aplicar las sustituciones. Mientras que el segundo es
el registro de correspondencias entre los objetos 〈i|ρ|j〉 con las variables simbólicas.
El propósito resulta claro al ver la Figura (1.2).

Figura 1.2: Esquema ejemplificando el tipo de objetos en el lado de OpenKet que ve
el usuario, y el que ve la computadora.

En este sentido el diccionario de correspondencias es una función que relaciona
cada elemento del lado del usuario con algún elemento del lado de la computadora
y Qch es la acción de esta función. En Python, este diccionario es un objeto básico
del lenguaje y es básicamente una colección de pares de datos: una “palabra” y su
“definición”. Ahora sólo tenemos que lidiar con la creación de este diccionario usando
algún tipo de etiquetas para las variables simbólicas (ver Figura (1.2)) que no resulte
muy confuso. Es aqúı donde entra QeqN.
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La función QeqN es la manera en que OpenKet trata los problemas que involu-
cran una evolución temporal, de la forma de (1.35)2. Esta función tiene la ventaja
de que el usuario escribe el problema en forma de ecuación y obtiene un conjunto de
EDO’s junto con el diccionario de correspondencias. Al tratar problemas con bases
grandes o muchos parámetros, uno sólo necesita recuperar el archivo creado por QeqN
y resolverlo con cualquier paqueteŕıa de EDO’s; computacionalmente el problema se
reduce a tener una buena paqueteŕıa de EDO’s.

La sintaxis de QeqN es QeqN(ρ, ρ̇, base, archivo, diccionario). La primer entrada es
el nombre asignado al operador de densidad, la segunda es la expresión de la derivada
temporal del mismo (lado derecho de (1.35)), la tercer entrada es la base dada como
una lista de kets, la cuarta es el nombre del archivo de texto donde se va a escribir
el conjunto de EDO’s aśı como el diccionario, y la quinta entrada es el nombre del
diccionario que vaya a crear QeqN.

El diccionario que crea QeqN es uno en el que las palabras son todos los objetos
〈i|ρ|j〉 (donde i, j corren sobre todos los elementos de la base con la que se esté tra-
bajando) y sus definiciones son los nombres de las variables simbólicas asignadas.3 Es
éste el diccionario que alimentará a Qch (que estará actuando todo el tiempo dentro
de QeqN).

La manera en como QeqN actúa es la siguiente. Multiplica por 〈i| por la izquierda
y por |j〉 por la derecha el lado derecho de (1.35), para obtener expresiones de la for-
ma de (1.36). Esto lo hace para todos los elementos {|i〉} de la base. Después utiliza
Qch para intercambiar por las variables simbólicas y escribe toda la información a un
archivo. Al final del archivo escribe el diccionario de correspondencias que usó, para
que después el usuario pueda hacer manipulaciones con ayuda de las demás funciones.

Hagamos paso a paso las definiciones de los distintos objetos (ver el Apéndice para
una descripción de las funciones básicas de OpenKet). Primero, definimos nuestra
base. Creamos una lista que tenga como elementos al |0〉 y al |1〉,

1 >>> base = [Ket(i) for i in range (2)]; base

2 [|1>, |0>]

2En realidad es posible añadir términos al lado derecho de (1.35) como se verá en ejemplos de
caṕıtulos posteriores. Por ejemplo al tratar con ecuaciones maestras.

3Siendo ρ un estado f́ısico, los elementos de la diagonal, i.e., 〈i|ρ|i〉 son cantidades reales; sin
embargo 〈i|ρ|j〉, i 6= j en general son cantidades complejas. Para manejar siempre cantidades reales,
definimos las variables como 〈i|ρ|j〉+〈j|ρ|i〉2 y 〈i|ρ|j〉−〈j|ρ|i〉2i para cada i 6= j.
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Nótese cómo al final de la definición en la ĺınea 1 se escribe “ ; ” y después se
repite el nombre del objeto. Esto es sólo para que Python regrese (más formalmente
imprima) la forma del objeto.

De la ecuación (1.34), fijando Ω = 1, podemos definir Ĥ/~ como sigue,

1 >>> H = Ket (0)* Bra(1)

2 >>> H = H + Adj(H); H

3 |1><0| + |0><1|

En la ĺınea 2 hacemos uso de la función Adj(expresión), la cual regresa el conju-
gado hermitiano de la expresión.

Definimos el operador de densidad dentro de la clase Operator,

1 >>> R = Operator(’R’); R

2 R

Después como ya definimos nuestro Hamiltoniano, podemos pasar a definir ρ̇, 4

1 >>> Rdot = -I*Commutator(H, R); Rdot

2 IR|0><1| + IR|1><0| - I|0><1|R - I|1><0|R

Vemos que se respeta el orden de los operadores. Por último utilizamos la función
QeqN para escribir el archivo que contiene las ecuaciones diferenciales y las corres-
pondencias usadas. Como se explicó anteriormente, lo que hace QeqN es obtener los
elementos de matriz 〈i|Rdot|j〉 con i, j = 0, 1, para luego cambiar los objetos 〈i|R|j〉
por las variables simbólicas.

1 >>> QeqN(R, Rdot , base , ’func’, ’dic’)

El archivo, que hemos llamado func, se crea en el directorio donde se está tra-
bajando y escribe las relaciones (1.36). También dentro del archivo se escribe el
diccionario que hemos llamado dic. Ahora corremos el archivo func, y verificamos
el diccionario dic.

1 >>> run -i func

2 >>> dic

3 {’ <0|R|0>’: y0 + I*y1 ,

4 ’ <0|R|1>’: y2 + I*y3 ,

5 ’ <1|R|0>’: y2 - I*y3 ,

6 ’ <1|R|1>’: y4 + I*y5}

4La constante ~ de la ecuación (1.35) la absorbimos en el Hamiltoniano, ya que se definió como
Ĥ/~. Este truco será algo recurrente a lo largo de todos los ejemplos desarrollados, y es algo
computacionalmente esencial dado el carácter dramático del valor numérico de ~ en los sistemas SI
o CGS por ejemplo.
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En la ĺınea 2, mostramos la forma del diccionario una vez cargado el archivo func.
Este diccionario como veremos adelante, es de mucha ayuda al extraer la información
para estudiar observables (o dicho de otra manera, facilitar el paso de la información
entre el usuario y la caja negra de la computadora).

Actualmente, QeqN está hecho para que el formato en el que escribe las EDO’s
sea compatible con la sección de EDO’s del paquete de Python (también libre) Scipy
[5]. Hay que importar el solucionador de este tipo de sistemas: odeint,

1 >>> from scipy.integrate import odeint

Después hay que especificar los parámetros de odeint(f, y(t = 0), t). Recordemos
que en el fondo estamos resolviendo un sistema,

~̇y = A~y , (1.37)

donde A es una matriz de coeficientes (complejos en general). El primer argumento
de odeint es en este caso A, que podemos representar como la función vectorial f.

Como son ecuaciones diferenciales de primer orden, hay que especificar una condi-
ción inicial. Hemos dicho que se crea una correspondencia entre elementos de matriz
y variables simbólicas. Necesitamos que, dada la expresión de la matriz de densidad
a un tiempo t = 0, se extraiga el valor de las variables simbólicas y se codifique en
una lista ordenada. Veamos nuevamente la expresión (1.37). La dimensión del vector
~y es n(n + 1) si nuestra base tiene n elementos. En concreto para nuestro ejemplo
n = 2 aśı que la dimensión del vector ~y es 6. El diccionario creado por QeqN en este
caso usó 6 variables simbólicas que llamó y0, y1, ..., y5 (como podemos ver del
diccionario dic). Éstos son los elementos del vector ~y (están ordenados en el vector
de acuerdo a su número), y son los valores iniciales de éstos los que hay que propor-
cionar como condición inicial.

Hacer la condición inicial “a mano” (usando el diccionario) seŕıa demasiado lento,
por lo que se creó la función InitialCondition. Éste es del tipo de funciones que
ayudan al flujo de información de la Figura (1.2).

Los argumentos de InitialCondition son 4: InitialCondition (R, obs, base,
dic). El primero es el nombre del operador de densidad. El segundo es la condición
inicial, la expresión de ρ al tiempo t = 0. Debe tener la forma de una suma de pro-
ductos exteriores. El tercer argumento es la base dada como una lista, y el cuarto es
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el diccionario que regresa la función QeqN.

Para nuestro ejemplo, supongamos que el átomo está en el estado base al tiempo
t = 0. Esto quiere decir que la matriz de densidad es ρ(t = 0) = |0〉〈0|. Entonces la
lista que codifica esta condición inicial se crea con

1 >>> ini = InitialCondition(R, Ket (0)* Bra(0), base , dic)

En este caso ini = [1, 0, 0, 0, 0, 0] y no resulta complicado hacerla “a
mano” ya que es un estado puro. Sin embargo tener estados mezcla, junto con bases
más grandes, complicará demasiado el proceso e InitialCondition se vuelve muy
útil.

Ahora sólo falta especificar el paso en el tiempo, y el intervalo en el que se van
a resolver las EDOs. Esto se puede hacer con la función de NumPy5, linspace [3].
Se especifican 3 números: los primeros dos definen el intervalo de la solución, y el
tercero define el número de puntos contenidos en dicho intervalo. Por ejemplo,

1 >>> t = linspace(0, 10, 1000)

En este caso se crea una partición entre 0 y 10 con 1000 puntos.
Ya que la función f se define al correr func, podemos correr odeint como sigue,

1 >>> sol = odeint(f, ini , t)

El objeto sol es la solución del sistema de EDO’s, teniendo la evolución temporal
de todas las variables. Tiene la siguiente forma:

sol = [

t=0︷ ︸︸ ︷
[y0, y1, . . . ],

t=0,01︷ ︸︸ ︷
[y0, y1, . . . ], . . . ,

t=10︷ ︸︸ ︷
[y0, y1, . . . ] ] .

Para, por ejemplo graficar cómo evoluciona el estado excitado del átomo, necesitamos
fijarnos en la evolución de 〈1|ρ|1〉. Esto corresponde a alguna variable simbólica, que
a su vez ocupa cierta posición dentro del objeto sol; para no complicar el proceso,
se creó SubsSol. La función SubsSol(obs, sol) tiene 2 argumentos; el primero es
la observable de la cual se quiere extraer la evolución temporal, y el segundo es la
evolución temporal de todas las variables.

La ventaja de esta función es que lo que se meta en obs puede ser cualquier
expresión. Inclusive puede tener funciones básicas dentro (trigonométricas, exponen-
cial, etc.), cosa que enriquece mucho las cantidades que pueden ser estudiadas con

5Paquete de software libre que contiene libreŕıas especializadas en métodos numéricos.
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OpenKet.

El primer argumento de SubsSol, la observable, debe estar transformada a las
variables simbólicas6. Regresemos al ejemplo para entender mejor cómo funciona
SubsSol. Recordemos que la probabilidad de encontrar al átomo en el estado excitado
al tiempo t es tr(ρ(t)|1〉〈1|). Aprovechemos que OpenKet tiene la función Trace para
obtener la información del estado excitado.

1 >>> ee = Trace(R*Ket (1)* Bra(1), base); ee

2 <1|R|1>

Por supuesto que siempre pudimos haber obtenido ee del elemento de matriz
〈1|ρ|1〉, pero en la mayoŕıa de los casos cuando la observable no sea la probabilidad de
encontrar un solo estado cuántico, utilizar la forma de la traza será más conveniente.
Ahora queremos cambiarlo por sus variables simbólicas correspondientes; vuelve a
ser útil Qch.

1 >>> eeSIM = Qch(ee, dic); eeSIM

2 y4 + I*y5

La expresión de la ĺınea 2 tiene la forma requerida por SubsSol (SIM de simbóli-
co), aśı que podemos obtener la información de la evolución temporal de 〈1|ρ|1〉 de
la siguiente manera (NUM de numérico)7.

1 >>> eeNUM = SubsSol(eeSIM , sol)

Podemos verificar el comportamiento graficando contra el tiempo (usando el pa-
quete libre Matplotlib [2]).

1 >>> plot(t, eeNUM)

Obtenemos la Figura (1.3). Se observan las oscilaciones de las probabilidades de
encontrar al átomo en alguno de sus 2 niveles. Este problema puede ser resuelto
anaĺıticamente [18] (se obtiene que la probabilidad oscila armónicamente).

Digamos que ahora queremos utilizar un Hamiltoniano sin la RWA, es decir, tra-
bajar con el Hamiltoniano (1.26). El código que resuelve numéricamente el problema
es el siguiente:

6La razón de esto es simple: las posibilidades de operación con variables simbólicas son much́ısi-
mas más que con objetos del tipo 〈i|ρ|j〉.

7Es posible realizar el proceso en una ĺınea ya que las funciones se pueden anidar:
SubsSol(Qch(Trace(R*Ket(1)*Bra(1), base), dic), sol). Esto no lo haremos aqúı para ser
más claros.

13
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Figura 1.3: Probabilidad de encontrar al átomo en el estado excitado 〈1|ρ|1〉 contra
el tiempo.

Código 1.1: Átomo de 2 niveles sin RWA

1 import sympy as sp

2 from scipy.integrate import odeint

3 R = Operator(’R’)

4 base = [Ket(i) for i in range (2)]

5 w0 , w1, Om, wc = (1. ,20. ,1. ,19.)

6 t = sp.var(’t’, real=True)

7 H = w0*Ket (0)* Bra(0) + w1*Ket (1)* Bra (1)

8 H = H + Om*sp.cos(wc*t)*Ket (0)* Bra(1) + \

9 Om*sp.cos(wc*t)*Ket (1)* Bra(0)

10 Rdot = -I*Commutator(H, R)

11 QeqN(R, Rdot , base , ’func’, ’dic’)

12 run -i func

13 ini = InitialCondition(R, Ket (0)* Bra(0), base , dic)

14 t = linspace (0 ,10 ,1000)

15 sol = odeint(f, ini , t)

16 ee = Trace(R*Ket (1)* Bra(1), base)

17 eeSIM = Qch(ee , dic)

18 eeNUM = SubsSol(eeSIM , sol)
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19 plot(t, eeNUM)

En la ĺınea 1 importamos la libreŕıa Sympy [6] que nos permite el manejo de
variables simbólicas. De la ĺınea 2 a la 4 se definen los objetos como en el ejemplo
anterior. Parámetros a usar se definen en la ĺınea 5 (se escriben los números seguidos
de un punto para que sean entendidos como flotantes). En la ĺınea 6, creamos una
variable de Sympy para poder trabajar con dependencia expĺıcita del tiempo. Las
ĺıneas 7 a 12 sirven para determinar el conjunto de EDO’s del problema.

Es importante hacer notar que al final de la ĺınea 8 se escribe una diagonal in-
vertida “ \”. Se debe entender pues que la siguiente ĺınea (9) es la continuación de
la 8 y Python las interpreta como una misma ĺınea.

La ĺınea 13 define la condición inicial que en este ejemplo fijamos como el estado
base del átomo ρt=0 = |0〉〈0|. En la ĺınea 14 definimos la partición en el tiempo; es
crucial bautizarla con el mismo nombre que la variable usada para denotar el tiempo
expĺıcitamente8.

Las ĺıneas 15 a 19 nos sirven para verificar la evolución temporal del estado
excitado del átomo ó el elemento de matriz 〈1|ρ|1〉.

Como se aprecia de observar los 2 casos9 (ver Figura (1.4)), la RWA empieza a ser
una buena aproximación cuanto mayor es ∆ω. Aśı, con una ∆ω del orden de luz óptica
el sistema del átomo de 2 niveles puede modelarse con un error mı́nimo utilizando la
RWA (Figura 1.3). Al utilizar la RWA estamos eliminando las oscilaciones rápidas
que aparecen claramente en la Figura (1.4b).

1.3. Átomo de 3 niveles

Otro ejemplo es el del átomo de 3 niveles, particularmente en configuración Λ
[18] (ver Figura 1.5).

En este tipo de configuración, las transiciones dipolares se restringen a |0〉 ↔ |1〉
y |2〉 ↔ |1〉. El caso de interés es la interacción del átomo con un campo de 2 modos,
digamos νA y νB.

8QeqN usa la variable de Sympy para escribir las EDO’s, mientras que odeint usa la variable de
Numpy para resolver las EDO’s. Es importante el orden de las definiciones puesto que no se puede
escribir cos(t) si t no es variable de Sympy y t necesita ser un array de Numpy para que funcione
odeint.

9Ambos ejemplos pueden ser obtenidos utilizando el Código (1.1) simplemente modificando los
parámetros en la ĺınea 5.
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(a) ω0 = 1Ω, ω1 = 2Ω, ∆ω = ν = 1Ω
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(b) ω0 = 1Ω, ω1 = 20Ω, ∆ω = ν = 19Ω

Figura 1.4: Evolución temporal de 〈1|ρ|1〉 sin la aproximación de onda rotante para
diferentes valores de frecuencias.

El campo (en la aproximación dipolar) puede escribirse como [18]

E(t) = A
(

cos(νAt) + cos(νBt)
)
. (1.38)

Haciendo un análisis análogo al hecho para llegar a la ecuación (1.26) podemos
escribir el Hamiltoniano del sistema utilizando las 2 frecuencias de Rabi10

Ĥ = Ĥ0 +~ cos(νAt)
[
Ω0→1|0〉〈1|+Ω1→0|1〉〈0|

]
+~ cos(νBt)

[
Ω2→1|2〉〈1|+Ω1→2|1〉〈2|

]
,

(1.39)

teniendo Ĥ0 = ~ω0|0〉〈0|+ ~ω1|1〉〈1|+ ~ω2|2〉〈2|, y Ωn→m = Ω∗m→n.
Ahora bien, si nos pasamos al esquema de interacción y utilizamos la RWA (el

procedimiento es el mismo que en el caso de 2 niveles) obtenemos un Hamiltoniano
sin evolución temporal expĺıcita,

Ĥ ′/~ = Ω0→1|0〉〈1|+ Ω2→1|2〉〈1|+ h.c. . (1.40)

El ejemplo que estudiaremos utiliza este Hamiltoniano y los siguientes 2 estados
ortogonales como distintas condiciones iniciales:

10Son 2 puesto que hay 2 acoplamientos g0→1 = 〈0|~r|1〉 · ~ε, y g2→1 = 〈2|~r|1〉 · ~ε.
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Figura 1.5: Átomo de 3 niveles en configuración Λ.

|ψ+〉 =
Ω0→1|0〉+ Ω2→1|2〉√

Ω2
0→1 + Ω2

2→1

,

|ψ−〉 =
Ω2→1|0〉 − Ω0→1|2〉√

Ω2
0→1 + Ω2

2→1

.

(1.41)

Código 1.2: Átomo de 3 niveles en configuración Λ semi-clásico

1 from scipy.integrate import odeint

2 R = Operator(’R’)

3 base = [Ket(i) for i in range (3)]

4 Z01 , Z21 = (1., 2.)

5 H = Z01*Ket (0)* Bra(1) + Z21*Ket (2)* Bra (1)

6 H = H + Adj(H)

7 Rdot = -I*Commutator(H,R)

8 QeqN(R, Rdot , base , ’func’, ’dic’)

9 run -i func

10 t = linspace (0 ,10 ,1000)

11 psimas = (Z01*Ket (0) + Z21*Ket (2)) / \

12 (sqrt((Z01 )**2 + (Z21 )**2))

13 psimenos = (Z21*Ket(0) - Z01*Ket (2)) / \

14 (sqrt((Z01 )**2 + (Z21 )**2))

15 inimas = InitialCondition(R, psimas*Adj(psimas),\
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Caṕıtulo 1. Interacción Átomo - Campo clásico

16 base , dic)

17 inimenos = InitialCondition(R, psimenos*Adj(psimenos),\

18 base , dic)

19 solmas = odeint(f, inimas , t)

20 solmenos = odeint(f, inimenos , t)

21 ee = Trace(R*Ket (1)* Bra(1), base)

22 eeSIM = Qch(ee , dic)

23 eeNUMmas = SubsSol(eesim , solmas)

24 eeNUMmenos = SubsSol(eesim , solmenos)

25 plot(t, eeNUMmas , ’--’,)

26 plot(t, eeNUMmenos)

27 ylim ([ -0.1 ,1.4])

Observemos que las ĺıneas 1 a 10 son los mismos pasos que se siguen en los
ejemplos previos. De las ĺıneas 11 a la 14 se definen los estados (1.41). Nuevamente
las ĺıneas 15 a 24 siguen el orden de ejemplos anteriores, haciendo los 2 casos, cada
uno con la condición inicial distinta. La ĺınea 21 especifica la observable que buscamos
estudiar, la probabilidad de encontrar al átomo en el estado |1〉, el estado excitado.

En la ĺınea 25 se agrega un argumento a plot que produce una ĺınea discontinua.
La ĺınea 27 modifica los ĺımites del eje vertical.

Si vemos ahora el diccionario es más grande (como la base tiene 3 elementos ahora
hay 3× 4 = 12 variables simbólicas).

1 >>> dic

2 {’ <0|R|0>’: y0 + I*y1 ,

3 ’ <0|R|1>’: y2 + I*y3 ,

4 ’ <0|R|2>’: y4 + I*y5 ,

5 ’ <1|R|0>’: y2 - I*y3 ,

6 ’ <1|R|1>’: y6 + I*y7 ,

7 ’ <1|R|2>’: y8 + I*y9 ,

8 ’ <2|R|0>’: y4 - I*y5 ,

9 ’ <2|R|1>’: y8 - I*y9 ,

10 ’ <2|R|2>’: y10 + I*y11}

En particular nótese como conjugados hermitianos de objetos 〈i|ρ|j〉 son com-
plejos conjugados en sus variables simbólicas. Del Código (1.2) obtenemos la Figura
(1.6).

El caso de la condición inicial |ψ−〉 se denomina el estado oscuro. Es interesante
ver que tener esta condición inicial produce que el átomo se mantenga en sus estados
base |0〉 y |2〉.

18



0 2 4 6 8 10

Ωt

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

tr
(ρ
|1
〉〈 1|

)

ρ(t=0) =|ψ+
〉〈
ψ+|

ρ(t=0) =|ψ−
〉〈
ψ−|

Figura 1.6: Evolución temporal de 〈1|ρ|1〉 para dos condiciones iniciales distintas

F́ısicamente lo que sucede es que la probabilidad de encontrar al átomo en el
estado excitado |1〉 depende de 2 términos de igual amplitud y signos contrarios. Un
término es proporcional a la amplitud de probabilidad del estado base |0〉, mientras
que el otro tiene una fase opuesta y proporcional a la amplitud de probabilidad del
estado base |2〉. Los términos oscilan a la misma frecuencia provocando que la am-
plitud de probabilidad del estado excitado sea 0 [16].

Este fenómeno se ha estudiado en el laboratorio y se le llama Transparencia Indu-
cida Electromagnéticamente o EIT por sus siglas en inglés. El concepto f́ısico central
que produce EIT se denomina atrapamiento coherente de poblaciones (coherent po-
pulation trapping) y fue descubierto en 1976 por el grupo de G. Alzetta [16].
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Caṕıtulo 2

Campo cuantizado

2.1. Cuantización del campo electromagnético

En el inicio del caṕıtulo anterior, vimos que el potencial vectorial cumple la
ecuación de onda (1.12). Se suele escribir al potencial vectorial como

~A(~r, t) = ~A(+)(~r, t) + ~A(−)(~r, t) , (2.1)

donde las amplitudes que oscilan como e−iωt están contenidas en ~A(+)(~r, t), mientras

que las que oscilan como eiωt están en ~A(−)(~r, t). Podemos desarrollar el potencial
vectorial en funciones ortonormales [12]; por ejemplo,

~A(+)(~r, t) =
∑
k

ck~uk(~r)e
−iωkt . (2.2)

Como ~A(~r, t) cumple la ecuación de onda, entonces las funciones ~uk(~r) deben cumplir
con

∇2~uk(~r) +
ω2
k

c2
~uk(~r) = 0 . (2.3)

Aśı que la solución con condiciones de frontera periódicas la podemos escribir como

~uk(~r) =
1

L3/2
~ζ(λ)e(i~k·~r) , (2.4)

donde ~ζ(λ) es el vector unitario de polarización, con polarización λ. Como queremos
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Caṕıtulo 2. Campo cuantizado

que el campo se anule en la frontera del volumen, necesitamos que las componentes
del vector de onda sean, kj = 2πnj/L con nj = 0,±1,±2, . . . para j = x, y, z.

El ı́ndice k lo utilizaremos para etiquetar tanto a las dos polarizaciones (λ = 1, 2)

como a las 3 componentes del vector de onda ~k 1.
La constante 1

L3/2 se escoge para tener∫
V

~u∗k(~r) · ~uk′(~r)d~r = δkk′ . (2.5)

También se sigue de (2.4) que

∫
V

~uk(~r) · ~uk′(~r)d~r = 0 ,∫
V

~u∗k(~r) · ~u∗k′(~r)d~r = 0 .

(2.6)

Siendo que estamos en la norma de Coulomb (∇ · ~A = 0) debemos tener

∇ · ~uk(~r) = 0 , (2.7)

y entonces el vector de polarización y el vector de onda deben cumplir

~k · ~ζ(λ) = 0 . (2.8)

De (2.4) y la expansión (2.2) podemos escribir el potencial ~A(~r) como

~A(~r) =
∑
k

[
ck~uke

−iωkt + c†k~u
∗
ke
iωkt
]
. (2.9)

Utilizando (1.2) y (1.3) podemos obtener expresiones para los campos ~E y ~B,

~E(~r, t) =
∑
k

iωk

(
ck~uke

−iωkt − c†k~u
∗
ke
iωkt
)
, (2.10)

~B(~r, t) =
∑
k

i
(
ck~vke

−iωkt − c†k~v
∗
ke
iωkt
)
, (2.11)

donde se ha puesto por simplicidad ~vk = ~k × ~uk. La cuantización se lleva a cabo

1Entonces,
∑
k →

∑
λ=1,2

∑
nx,ny,nz

.
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identificando las amplitudes con operadores: ĉk y ĉ†k. Sin embargo, nos gustaŕıa adi-

mensionalizar estas amplitudes, por lo que las escribimos como ĉk = pâk y ĉ†k = pâ†k
con p una constante. Siendo que los fotones son bosones, las relaciones de conmuta-
ción (para los operadores adimensionales) apropiadas son las siguientes:

[âk, âk′ ] =
[
â†k, â

†
k′

]
= 0 ,[

âk, â
†
k′

]
= δkk′ .

(2.12)

El Hamiltoniano para el campo electromagnético en el vaćıo está dado por [10]

H =

∫
V

(
ε0E

2 +
1

µ0

B2

)
d~r . (2.13)

Sustituyendo las expresiones de los campos (2.10) y (2.11) en lo anterior se tiene

H =
1

2

∑
kk′

{
ε0 (−ωkωk′)

[
ĉkĉk′e

−i(ωk+ωk′ )t

∫
V

~uk · ~uk′d~r − ĉkĉ†k′e
−i(ωk−ωk′ )t

∫
V

~uk · ~u∗k′d~r−

−ĉ†kĉk′e
i(ωk−ωk′ )t

∫
V

~u∗k · ~uk′d~r + ĉ†kĉ
†
k′e

i(ωk+ωk′ )t

∫
V

~u∗k · ~u∗k′d~r
]
−

− 1

µ0

[
ĉkĉk′e

−i(ωk+ωk′ )t

∫
V

~vk · ~vk′d~r − ĉkĉ†k′e
−i(ωk−ωk′ )t

∫
V

~vk · ~v∗k′d~r−

−ĉ†kĉk′e
i(ωk−ωk′ )t

∫
V

~v∗k · ~vk′d~r + ĉ†kĉ
†
k′e

i(ωk+ωk′ )t

∫
V

~v∗k · ~v∗k′d~r
]}

.

(2.14)

Utilizando la relación vectorial

(
~a×~b

)
·
(
~c× ~d

)
=
(
~a · ~c

)(
~b · ~d

)
−
(
~a · ~d

)(
~b · ~c

)
,

aśı como también (2.6) y (2.8), tenemos los siguientes resultados:
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Caṕıtulo 2. Campo cuantizado

∫
V

~vk · ~v∗k′d~r = (~k · ~k′)
∫
V

~uk · ~u∗k′d~r = k2δkk′ ,∫
V

~vk · ~vk′d~r = 0 ,∫
V

~v∗k · ~v∗k′d~r = 0 .

(2.15)

Utilizando lo anterior, podemos simplificar significativamente (2.14) 2,

H =
∑
k

ω2
kε0

[
ĉkĉ
†
k + ĉ†kĉk

]
.

Escribiendo los operadores como ĉk(ĉ
†
k) = pâk(pâ

†
k) con p una constante, y utilizando

(2.12) llegamos a

H =
∑
k

2ω2
kε0p

2

[
1

2
+ â†kâk

]
. (2.16)

Recordando que la enerǵıa de un modo con frecuencia ωk es ~ωk, conviene escribir
el Hamiltoniano como

H =
∑
k

~ωk
[

1

2
+ â†kâk

]
, (2.17)

de donde obtenemos que

p =

√
~

2ωkε0
. (2.18)

Finalmente, las expresiones de los campos ~E y ~B cuantizados son las siguientes [11]:

Ê =
∑
k

i

√
~ωk
2ε0V

~ζ(λ)
(
âke

i(~k·~r−ωkt) − â†ke
−i(~k·~r−ωkt)

)
, (2.19)

B̂ =
∑
k

i

√
~

2ε0ωkV

(
~k × ~ζ(λ)

)(
âke

i(~k·~r−ωkt) − â†ke
−i(~k·~r−ωkt)

)
. (2.20)

2Es claro que ε0ω2
k = k2

µ0
.
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2.2. Estados de Fock

Los valores propios de (2.17) son ~ωk(nk + 1
2
) con nk entero (nk = 0, 1, 2, . . . ).

Los estados propios son |nk〉 y se denominan estados de Fock [12]. Ellos son estados
propios del llamado operador de número N̂k = â†kâk. Esto es,

â†kâk|nk〉 = nk|nk〉 . (2.21)

Los operadores âk y â†k actúan sobre los estados de Fock de la siguiente manera [14]:

âk|nk〉 =
√
nk|nk − 1〉 ,

â†k|nk〉 =
√
nk + 1|nk + 1〉 .

(2.22)

Aplicar âk en |0〉 lo aniquila, âk|0〉 = 0.
Los estados de Fock forman una base ortonormal,

〈nk|n′k〉 = δnn′ , (2.23)

y completa,

∞∑
nk=0

|nk〉〈nk| = 1 . (2.24)

Podemos trabajar con elementos de esta base utilizando OpenKet. Definimos primero
los objetos âk y â†k.

1 >>> a = AnnihilationOperator (); aa = CreationOperator ()

Los argumentos opcionales son 2: la etiqueta del operador y un valor máximo,
que al aplicarle por ejemplo â†k por la izquierda, resulte en 0. Estos objetos pueden
operar sobre kets y bras que tengan etiquetas de vector iguales a números.

1 >>> a*Ket (3); aa*Ket(8)

2 3**(1/2)|2 >

3 3|9>

4 >>> Bra (5)*a; Bra (7)*aa

5 6**(1/2) <6|

6 7**(1/2) <6|
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Podemos multiplicar los objetos a y aa de cualquier manera; por ejemplo, recrear
el operador de número:

1 >>> aa*a*Ket (18)

2 18|18>

En ocasiones es conveniente trabajar con variables simbólicas:

1 >>> n = var(’n’)

2 >>> a*Ket(n); aa*Ket(n); aa*a*Ket(n)

3 n**(1/2)| -1 + n>

4 (1 + n)**(1/2)|1 + n>

5 n|n>

Por último, hagamos uso de los 2 argumentos opcionales. Supongamos que esta-
mos trabajando en un problema donde hay 2 modos. En este caso una posible base
es la siguiente {|n〉modo1|m〉modo2}. Esto lo podemos escribir como sigue:

1 >>> n = var("n"); m = var("m")

2 >>> x = Ket(n, "modo1")*Ket(m, "modo2"); x

3 |n_modo1 >|m_modo2 >

Luego, definamos los operadores de creación y aniquilación que operen sobre los
espacios respectivos, y definamos un valor máximo3:

1 >>> a1=AnnihilationOperator("modo1", n+2)

2 >>> aa1 = CreationOperator("modo1", n+2)

3 >>> a1*x

4 n**(1/2)| -1 + n_modo1 >|m_modo2 >

Dejando intacto al espacio modo2. Aplicando ahora aa1,

1 >>> aa1*x

2 (1 + n)**(1/2)|1 + n_modo1 >|m_modo2 >

3 >>> aa1*_

4 (1 + n)**(1/2)*(2 + n)**(1/2)|2 + n_modo1 >|m_modo2 >

5 >>> aa1*_

6 0

Nótese que en la ĺınea 3, estamos usando el comando “ ” que quiere decir el
resultado inmediato anterior. El último cero resulta de haber llegado al valor máximo,
n+2 que decidimos al definir aa1.

3El valor máximo es útil para poder trabajar con bases finitas, y que sea posible representar el
sistema computacionalmente.
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2.3. Estados Coherentes

Existe otra base en el cual el número de fotones no está definido. Más aún, el
producto de las incertidumbres en la amplitud y la fase en los elementos de la base
es el mı́nimo permitido por el principio de Heisenberg para todo tiempo. Es por esto
que producen los estados cuánticos más cercanos a una descripción clásica del campo
[12].

Los estados se denotan por |α〉 donde α es un número complejo arbitrario. Ellos
son más fácilmente generados a partir del vaćıo (|0〉) aplicándole el operador unitario
de desplazamiento,

D̂(α) = e(αâ
†−α∗â) . (2.25)

Es decir, |α〉 = D̂(α)|0〉.
Los estados coherentes no son ortonormales, y son sobrecompletos [19]. Ellos

pueden ser expandidos en la base de Fock como

|α〉 = e
−|α|2

2

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉 . (2.26)

Es fácil ver de (2.26) que los estados coherentes son estados propios del operador de
aniquilación,

â|α〉 = e
−|α|2

2

∞∑
n=0

αn√
n!
â|n〉

= e
−|α|2

2

∞∑
n=1

αn√
n!

√
n|n− 1〉

= αe
−|α|2

2

∞∑
n=1

αn−1√
(n− 1)!

|n− 1〉 = α|α〉 .

Es claro que los valores propios α no tienen porque ser reales, puesto que â no es
hermitiano.

Veamos cómo escribir un estado coherente utilizando OpenKet. Una manera de
hacerlo es utilizar un bucle, donde vayamos añadiendo elementos a la suma (2.26)
hasta cierto valor. Por ejemplo,
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Caṕıtulo 2. Campo cuantizado

Código 2.1: Creación de un estado coherente

1 psialfa , n, alfa = (0, 20, 3.)

2 l=[]

3 for j in range(n):

4 psialfa = psialfa + \

5 ( (alfa )**j / \

6 sqrt(float(math.factorial(j))) )*Ket(j)

7 psialfa = e**(-(abs(alfa ))**2/2.)* psialfa

Los parámetros se definen en la ĺınea 1 (psialfa será la suma a la que vayamos
añadiendo números). El bucle de la ĺınea 3 a la 6 añade los términos de acuerdo con
(2.26), y la ĺınea 7 normaliza al estado creado.

Una propiedad de los estados coherentes es que la función de distribución de
fotones es una distribución de Poisson, cosa que podemos ver multiplicando (2.26)
por 〈n| por la izquierda, y obteniendo la norma.

P (n) = |〈n|α〉|2 =
|α|2ne−α2

n!
. (2.27)

Podemos verificar P (n) para nuestra alfa como sigue.

Código 2.2: Distribución de un estado coherente

1 l = []

2 for i in range(n):

3 temp = (abs(Bra(i)* psialfa ))**2

4 l.append(float(temp))

5 plot(l)

Estamos haciendo el producto interior |〈n|α〉|2 en la ĺınea 3, para luego juntar en
una lista en la ĺınea 4.
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Figura 2.1: Distribución del número de fotones para un estado coherente con
α = 3 ; n = 20.
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Caṕıtulo 3

Interacción Átomo - Campo
cuantizado

Nos interesa ahora modelar la interacción entre un campo ~E cuantizado y un
átomo. Tal interacción la podemos describir mediante el Hamiltoniano siguiente [18]:

H = Ha +Hc + e~r · ~E , (3.1)

donde Ha y Hc describen las enerǵıas del átomo y del campo respectivamente. Re-
cordemos que ~r es la posición del electrón, y el campo es uniforme en todo el átomo
(aproximación dipolar).

Supondremos por el momento que el átomo tiene un numero finito de niveles
discretos. Esto nos permite escribir cualquier estado atómico utilizando una base,
por ejemplo: B = {|i〉 : i = 0, 1, . . . , n} En este caso, es conveniente definir los
operadores de transiciones atómicas σ̂ij como σ̂ij = |i〉〈j|, tal que |i〉, |j〉 ∈ B.

Si pensamos que también el campo está compuesto de muchos modos, tenemos,
generalizando la ecuación (1.22), y de (2.17),

Ha =
n∑
i=0

Ei|i〉〈i| =
n∑
i=0

Eiσ̂ii ,

Hc =
∑
k

~ωk
[

1

2
+ â†kâk

]
.

(3.2)

Es posible desarrollar e~r para escribirlo en términos de las σij
1.

1Puesto que la base B es completa, es decir,
∑n
i=0 |i〉〈i| = 1.
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e~r =
n∑
i=0

n∑
j=0

e|i〉〈i|~r|j〉〈j| =
n∑
i=0

n∑
j=0

e〈i|~r|j〉σ̂ij . (3.3)

En el caṕıtulo anterior, encontramos una expresión para el campo ~E cuantizado,
(2.19). Fijando el origen del sistema de coordenadas en el átomo mismo, podemos
escribir (2.19) como [18]

~E(t) =
∑
k

Ek ~ζ(λ)
(
âk(t) + â†k(t)

)
, (3.4)

donde Ek =
√
−~ωk/2ε0V . Estamos poniendo la dependencia impĺıcita en el tiempo

de los operadores âk, â
†
k, a pesar de que (2.19) nos dice que âk(t) = âke

i(~k·~r−ωkt) y

â†k(t) = −â†ke−i(
~k·~r−ωkt). Entonces el Hamiltoniano (3.1) resulta en

H =
n∑
i=0

Eiσ̂ii +
∑
k

~ωk
[

1

2
+ â†kâk

]
+ ~

n∑
i=0

n∑
j=0

∑
k

gijk σ̂ij

(
âk + â†k

)
, (3.5)

donde hemos puesto ~gijk = e〈i|~r|j〉 · ~ζ(λ)Ek.
Vamos también a omitir la enerǵıa del campo libre en el vaćıo, con lo que ten-

dremos la expresión final:

H =
n∑
i=0

Eiσ̂ii +
∑
k

~ωkâ†kâk + ~
n∑
i=0

n∑
j=0

∑
k

gijk σ̂ij

(
âk + â†k

)
. (3.6)

3.1. Átomos de 2 niveles

Supongamos que tenemos átomos como en la Figura 1.1. Más aún, vamos a su-
poner por simplicidad que los elementos de matriz 〈i|~r|j〉 con i, j ∈ {0, 1} son todos
reales 2. Entonces escribimos g01

k = g10
k = gk por comodidad. Aśı que la ecuación

(3.6) para un átomo de 2 niveles se escribe

2Como en el Caṕıtulo 1, trabajaremos con átomos cuyo momento dipolar permanente sea 0, es
decir 〈i|~r|j〉 = 0 para i = j.
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H =
∑
k

~ωkâ†kâk + (E0σ̂00 + E1σ̂11) + ~
∑
k

gk (σ̂01 + σ̂10)
(
âk + â†k

)
. (3.7)

El segundo término puede ser reescrito

E0σ̂00 + E1σ̂11 =
1

2
(E0σ̂00 − E0σ̂11 − E1σ̂00 + E1σ̂11)

+
1

2
(E0σ̂00 + E0σ̂11 + E1σ̂00 + E1σ̂11)

=
1

2
(E1 − E0)(σ̂11 − σ̂00)

+
1

2
(E1 + E0)(σ̂11 + σ̂00) .

(3.8)

Recordando la Figura 1.1 podemos escribir la diferencia de enerǵıas como
E1 − E0 = ~∆ω. Además identificamos σ̂11 − σ̂00 = −σ̂z donde σ̂z es una de las
matrices de Pauli. Es conveniente nombrar asimismo σ̂10 ≡ σ̂+ y también σ̂01 ≡ σ̂−.

Con estas nuevas definiciones, (3.7) queda,

H =
∑
k

~ωkâ†kâk −
1

2
~∆ωσ̂z + ~

∑
k

gk (σ̂+ + σ̂−)
(
âk + â†k

)
. (3.9)

Omitimos el término3 1
2
(E0 + E1) debido a que es un término de enerǵıa constante.

Siguiendo el plan del caṕıtulo 1, vamos a pasar al esquema de interacción. Res-
trinjamos el problema a campos de un solo modo: ν. Vamos a separar nuestro ha-
miltoniano (3.9) como H = H0 +H1 siendo

H0 =~νâ†â− 1

2
~∆ωσ̂z ,

H1 =~g (σ̂+ + σ̂−)
(
â+ â†

)
=~g

(
σ̂+â+ σ̂+â

† + σ̂−â+ σ̂−â
†) .

(3.10)

El Hamiltoniano en el esquema de interacción corresponde a

H′ = eiH0t/~H1e
−iH0t/~ . (3.11)

3(σ̂00 + σ̂11) = 1 puesto que en este caso B = {|0〉, |1〉}.
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Caṕıtulo 3. Interacción Átomo - Campo cuantizado

Para realizar el cálculo anterior, primero debemos notar que [â†â, 1
2
σ̂z] = 0 puesto

que â†â y 1
2
σ̂z operan sobre espacios de Hilbert distintos. Luego es posible la siguiente

igualdad:

eiH0t/~ = ei(~νâ
†â− 1

2
~∆ωσ̂z)t/~ = eiνtâ

†âe−i∆ωt
1
2
σ̂z . (3.12)

Nos va a ser útil también la relación

eαÂB̂e−αÂ = B̂ + α[Â, B̂] +
α2

2!
[Â, [Â, B̂]] + . . . , (3.13)

siendo Â y B̂ dos operadores, y α un escalar [19]. Calculemos primero eiνtâ
†ââe−iνtâ

†â:

eiνtâ
†ââe−iνtâ

†â = â+ iνt[â†â, â] +
(iνt)2

2!
[â†â, [â†â, â]] + . . .

= â+ iνt(−â) +
(iνt)2

2!
(â) + . . .

= â

(
1 + (−iνt) +

(−iνt)2

2!
+ . . .

)
= âe−iνt .

(3.14)

Análogamente obtenemos

eiνtâ
†ââ†e−iνtâ

†â = â†eiνt , (3.15)

ei∆ωt
1
2
σzσ+e

−i∆ωt 1
2
σz = σ+e

i∆ωt , (3.16)

ei∆ωt
1
2
σzσ−e

−i∆ωt 1
2
σz = σ−e

−i∆ωt . (3.17)

Utilizando todas estas relaciones, encontramos la expresión de (3.11):

H′ = ~g
(
σ̂+âe

i(∆ω−ν)t + σ̂+â
†ei(∆ω+ν)t + σ̂−âe

−i(∆ω+ν)t + σ̂−â
†e−i(∆ω−ν)t

)
. (3.18)

Lo que sigue es hacer la RWA, con la cual nos quedamos con los términos que van
como e±i(∆ω−ν)t puesto que suponemos que las frecuencias ν y ∆ω son suficientemente
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grandes, y cercanas entre śı como para que los términos e±i(∆ω+ν)t se promedien a
cero. Entonces, el Hamiltoniano simplificado, en el esquema de interacción, es

H′ = ~g
(
σ̂+âe

i(∆ω−ν)t + σ̂−â
†e−i(∆ω−ν)t

)
. (3.19)

El caso que estudiaremos con OpenKet es cuando la frecuencia del campo esté en
resonancia con la frecuencia de la transición atómica, es decir, ∆ω = ν,

H′ = ~g
(
σ̂+â+ σ̂−â

†) . (3.20)

Para este ejemplo, vamos a definir la base del átomo como Ba = {|i〉 : i = 0, 1} y la
base del campo como Bc = {|j〉 : j = 0, 1, . . . , n} donde cortaremos la base de Fock
en una cierta n fija. La base de nuestro problema va a ser B = Ba ⊗ Bc.

A continuación el script de Python, que genera las ecuaciones diferenciales a
partir de (3.20).

Código 3.1: Átomo de 2 niveles caso cuántico

1 from scipy.integrate import odeint

2 n = 10

3 base = [Ket(i, "atomo")*Ket(j, "campo") \

4 for i in range (2) for j in range(n)]

5 splus=Ket(1, "atomo")*Bra(0,"atomo")

6 sminus = Adj(splus)

7 a=AnnihilationOperator("campo", n-1)

8 aa=CreationOperator("campo", n-1)

9 g=1.

10 H = g*( splus*a + sminus*aa)

11 R = Operator("R")

12 Rdot = -I*Commutator(H, R)

13 QeqN(R, Rdot , base , ’func’, ’dic’)

14 run -i func

15 t=linspace (0 ,10 ,1000)

16 ini = InitialCondition(R, Ket(1,"atomo")*Ket(0, "campo")* \

17 Bra(1, "atomo")*Bra(0, "campo"), base , dic)

18 sol = odeint(f, ini , t)

19 ee = Trace(R*Ket(1,"atomo")*Bra(1, "atomo"), base)

20 eeSIM = Qch(ee , dic)

21 eeNUM = SubsSol(eeSIM , sol)
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22 plot(t, eeNUM)

Nuevamente la estructura es análoga a la usada en ejemplos anteriores. Escogemos
n = 10 en la ĺınea 2 como el valor donde cortamos nuestra base de Fock.

La condición inicial que usamos fue poner el átomo en el estado excitado |1,’atomo’>
y cero fotones en el sistema |0,’campo’>. Esto corresponde a una matriz de densi-
dad ρt=0 = |1〉a|0〉c〈0|c〈1|a; a se refiere al átomo mientras que c al campo. Las ĺıneas
16 y 17 definen ésta condición inicial

Las ĺıneas 19 a 22, nos sirven para ver la evolución temporal del estado excitado
del átomo. Para estudiar ésto, es necesario graficar la evolución en el tiempo de
tr(ρ|1〉〈1|a ⊗ 1c)

4.
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gt

0.0
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0.4

0.6

0.8

1.0

tr
(ρ
|1
a
t〉〈 1 a

t|)

Figura 3.1: Probabilidad de encontrar al átomo en el estado excitado respecto al
tiempo, estando inicialmente en el estado excitado.

De la Figura (3.1) vemos que se presentan las mismas oscilaciones que en el caso
clásico. Sin embargo, contrario al caso clásico el átomo inicialmente en el estado ex-
citado decae aún cuando el campo inicialmente es cero. Esta emisión “no provocada”
es un fenómeno cuántico.

4Al escribir la condición inicial hemos ignorado la parte del campo. Esto es porque OpenKet
trabaja impĺıcitamente la parte de la identidad en el campo (en otras palabras, no hacer ninguna
operación equivale a multiplicar por la unidad).
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Apliquemos ahora como condición inicial un estado coherente. Escojamos α = 2
para el estado coherente5.

Código 3.2: Átomo 2 niveles con condición inicial un estado coherente

1 from scipy.integrate import odeint

2 n, g = (10, 1.)

3 base = [Ket(i, "atomo")*Ket(j, "campo") \

4 for i in range (2) for j in range(n)]

5 splus=Ket(1, "atomo")*Bra(0,"atomo")

6 sminus = Adj(splus)

7 a=AnnihilationOperator("campo", n-1)

8 aa=CreationOperator("campo", n-1)

9 H = g*( splus*a + sminus*aa)

10 R=Operator("R")

11 Rdot = -I*Commutator(H, R)

12 QeqN(R, Rdot , base , ’func’, ’dic’)

13 run -i func

14 t=linspace (0 ,20 ,1000)

15 #edo coherente

16 psialfa =0

17 alfa = 2.

18 for j in range(n):

19 psialfa = psialfa + \

20 ( (alfa )**j / sqrt(float(math.factorial(j))) )\

21 *Ket(j,"campo")

22 psialfa = e**(-(abs(alfa ))**2/2.)* psialfa*Ket(1,"atomo")

23 #termina edo coherente

24 Rpsialfa = psialfa*Adj(psialfa)

25 ini = InitialCondition(R, Rpsialfa , base , dic)

26 sol = odeint(f, ini , t)

27 W = Trace(R*( -1.*Ket(0,"atomo")*Bra(0, "atomo") \

28 + Ket(1,"atomo")*Bra(1, "atomo")), base)

29 WSIM = Qch(W, dic)

30 WNUM = SubsSol(WSIM , sol)

31 plot(t, WNUM)

5A pesar de que para ser completamente general debeŕıamos escoger un α complejo, solamente
vamos a trabajar estrictamente con |α|2. Por razones de velocidad en el cómputo, es conveniente
escoger α real.
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Las ĺıneas 18 a 23 se usan para crear el estado coherente (exactamente igual
que el Código (2.1)). Podemos ver como en la ĺınea 24 se obtiene el operador de
densidad del estado coherente creado anteriormente, para que en la ĺınea 25 se cree
la lista de la condición inicial. Crear esta lista sin InitialCondition es altamente no
trivial, puesto que el estado inicial tiene muchos términos (que se traducen a muchas
variables simbólicas con valores iniciales distintos de cero)6.

Es interesante ver cómo se comporta la observable
W (t) = tr

(
ρ(|1〉a〈1|a − |0〉a〈0|a) ⊗ 1c)

)
(inversión de poblaciones)7 con respecto al

tiempo. La información se extrae por medio de las ĺıneas 27 a 30, primero realizando
la traza y luego haciendo los cambios de variables simbólicas a valores numéricos
para finalmente graficar la evolución de la inversión de poblaciones.
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(|1
a
t〉〈 1 a

t|−
|0
a
t〉〈 0 a

t|)
)

Figura 3.2: Aparición de Colapsos/Resurgimientos (Collapse/Revivals) en le evolu-
ción temporal de la inversión de poblaciones.

Los “collapse/revivals” de la Figura (3.2) son un efecto puramente cuántico. Se
deben a la interferencia producida por las diferentes fases involucradas en la expresión
de W (t) [18]. Cada término oscila a una frecuencia diferente, hecho que provocará que

6De hecho este ejemplo fue el principal motivante de crear la función InitialCondition.
7Nótese lo problemático que puede ser obtener ésta observable “a mano”. Es necesario pasar por

todos los elementos de la base (en nuestro caso tiene 20 elementos), teniendo además 2 términos. Si
estuviéramos trabajando con matrices, los objetos seŕıan muy grandes y habŕıa que tomar ventaja
del hecho que hay muchos ceros, cosa que OpenKet aprovecha impĺıcitamente.
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la suma esté modulada por una envolvente. En ocasiones habrá resonancia, produ-
ciendo variaciones grandes en la inversión de poblaciones, sin embargo, la evolución
temporal en la fases provocará que eventualmente los términos se aniquilen al tener
fases opuestas y frenar la inversión de poblaciones.
A pesar de tener un estado cuántico parecido a una situación clásica (ya que entre
otras cosas, un estado coherente alcanza la igualdad en el principio de incertidumbre
de Heisenberg) éste tiene efectos que no se observen clásicamente.
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Caṕıtulo 4

Disipación

Nuestro objetivo es modelar un sistema cuántico abierto. Para lograr esto, lleva-
mos a cabo una serie de aproximaciones para obtener una ecuación maestra, en la
cual propiedades del exterior del sistema aparecen sólo como parámetros1.

4.1. Ecuación Maestra

El Hamiltoniano de un sistema pequeño que interactúa débilmente con un sistema
grande lo podemos escribir como [7]

H = HS +HR +HSR , (4.1)

donde HS es el Hamiltoniano del sistema S, HR es el Hamiltoniano del reservorio R
y HSR el Hamiltoniano de interacción entre el sistema S y el reservorio R.

Si el operador de densidad en el sistema S ⊕R es χ(t) en el sistema S es

ρ(t) = trR
[
χ(t)

]
. (4.2)

Ahora bien, la evolución temporal de χ(t) está dictada por la ecuación de von Neu-
mann

χ̇ =
1

i~
[
H, χ

]
. (4.3)

1En este caṕıtulo omitiremos el uso de “ ˆ ” para operadores, con el afán de simplificar la
notación.
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En el esquema de interacción, χ(t) se transforma como

χ̃(t) = e( i~ )(HS+HR)tχ(t)e−( i~ )(HS+HR)t . (4.4)

La evolución temporal de χ̃(t) está dada por

˙̃χ =
1

i~
[
H̃SR, χ̃

]
, (4.5)

donde el Hamiltoniano también se transforma como

H̃SR(t) = e( i~ )(HS+HR)tHSRe
−( i~ )(HS+HR)t . (4.6)

Integrando (4.5) obtenemos

χ̃(t) = χ(0) +
1

i~

∫ t

0

dt′
[
H̃SR(t′), χ̃(t′)

]
. (4.7)

La expresión anterior la podemos insertar en el conmutador (4.5) para obtener

˙̃χ =
1

i~
[
H̃SR(t), χ(0)

]
− 1

~2

∫ t

0

dt′
[
H̃SR(t′),

[
H̃SR(t′), χ̃(t′)

]]
. (4.8)

Vamos a suponer ahora que al tiempo t = 0, no existe ninguna correlación entre S y
R, es decir, podemos factorizar χ(0),

χ(0) = ρ(0)R0 , (4.9)

donde estamos poniendo R0 como el operador de densidad del reservorio al tiempo
t = 0. De (4.2), vemos que

trR
[
χ̃
]

= ρ̃ . (4.10)

Si trazamos sobre el reservorio en (4.8) obtenemos

˙̃ρ = − 1

~2

∫ t

0

dt′ trR
{ [
H̃SR(t),

[
H̃SR(t′), χ̃(t′)

]] }
. (4.11)
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Hemos asumido que trR
[
H̃SRR0

]
= 0 por simplicidad. Esto corresponde a que el

valor medio de H̃SR es cero en el estado R0.

Dijimos que al tiempo t = 0 el operador de densidad se factoriza en su parte
correspondiente a S y su parte correspondiente a R. A tiempos posteriores pueden
aparecer correlaciones entre los sistemas S y R; sin embargo, vamos a suponer que el
acoplamiento entre estos sistemas es débil, puesto que estamos pensando que R es un
sistema mucho más grande que S. Esto nos da pie para nuestra primera aproximación:
la aproximación de Born [7],

χ̃(t) ≈ ρ̃(t)R0 . (4.12)

Con esto podemos reescribir (4.11) como

˙̃ρ = − 1

~2

∫ t

0

dt′ trR
{ [
H̃SR(t),

[
H̃SR(t′), ρ̃(t′)R0

]] }
. (4.13)

Entre las complicaciones que tiene la ecuación de arriba es que no es Markoviana.
Esto quiere decir que la evolución de ρ̃(t) depende de su historia previa, pues es
necesario integrar ρ̃(t′). La segunda aproximación corresponde a la aproximación
Markoviana [7], reemplazando ρ̃(t′) con ρ̃(t).

˙̃ρ = − 1

~2

∫ t

0

dt′ trR
{ [
H̃SR(t),

[
H̃SR(t′), ρ̃(t)R0

]] }
. (4.14)

Cabe mencionar un poco más de la anterior aproximación. Es verdad que S puede
depender de su pasado puesto que estados previos de S pueden quedar codificados
dentro de R a través de HSR. Los cambios a R pueden a su vez pasar a modificar S,
haciendo que el proceso sea no Markoviano. Sin embargo si se piensa en R como un
sistema mucho más grande que S y que además está en equilibrio térmico, los cam-
bios que pueda infringir S en R son menores y serán difundidos lo suficientemente
rápido para que no afecten a S en un futuro.

Especifiquemos un poco más el modelo escribiendo el Hamiltoniano de interacción
como

HSR = ~
∑
i

siΓi , (4.15)
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donde si son operadores del espacio de Hilbert del sistema S, y Γi son operadores del
sistema R. En el esquema de interacción,

H̃SR = ~
∑
i

s̃i(t)Γ̃i(t) , (4.16)

con dependencia temporal expĺıcita. Sustituyendo en (4.13) (donde sólo estamos
haciendo la aproximación de Born) tenemos

˙̃ρ = −
∑
i,j

∫ t

0

dt′ trR

{ [
s̃i(t)Γ̃i(t),

[
s̃j(t

′)Γ̃j(t
′), ρ̃(t′)R0

] ] }
. (4.17)

Hagamos paso a paso la expansión de la traza dentro de la integral.

trR

{ [
s̃i(t)Γ̃i(t),

[
s̃j(t

′)Γ̃j(t
′), ρ̃(t′)R0

] ] }
=

= trR

{
s̃i(t)Γ̃i(t)s̃j(t

′)Γ̃j(t
′)ρ̃(t′)R0

}
− trR

{
s̃i(t)Γ̃i(t)ρ̃(t′)R0s̃j(t

′)Γ̃j(t
′)
}

−trR

{
s̃j(t

′)Γ̃j(t
′)ρ̃(t′)R0s̃i(t)Γ̃i(t)

}
+ trR

{
ρ̃(t′)R0s̃j(t

′)Γ̃j(t
′)s̃i(t)Γ̃i(t)

}
= s̃i(t)s̃j(t

′)ρ̃(t′) trR

{
Γ̃i(t)Γ̃j(t

′)R0

}
− s̃i(t)ρ̃(t′)s̃j(t

′) trR

{
Γ̃i(t)R0Γ̃j(t

′)
}

−s̃j(t′)ρ̃(t′)s̃i(t) trR

{
Γ̃j(t

′)R0Γ̃i(t)
}

+ ρ̃s̃j(t
′)s̃i(t) trR

{
R0Γ̃j(t

′)Γ̃i(t)
}
.

Recordando la propiedad de la traza: siendo Â,B̂,Ĉ operadores,
tr
(
ÂB̂Ĉ

)
= tr

(
B̂ĈÂ

)
= tr

(
ĈÂB̂

)
.

Aśı como también, escribiendo 〈 Γ̃i(t)Γ̃j(t′) 〉R = tr
{
R0Γ̃i(t)Γ̃j(t

′)
}

y

〈 Γ̃j(t′)Γ̃i(t) 〉R = tr
{
R0Γ̃j(t

′)Γ̃i(t)
}

tenemos que

trR

{ [
s̃i(t)Γ̃i(t),

[
s̃j(t

′)Γ̃j(t
′), ρ̃(t′)R0

] ] }
=

= 〈 Γ̃i(t)Γ̃j(t′) 〉R
(
s̃i(t)s̃j(t

′)ρ̃(t′)− s̃j(t′)ρ̃(t′)s̃i(t)
)

+〈 Γ̃j(t′)Γ̃i(t) 〉R
(
ρ̃(t′)s̃j(t

′)s̃i(t)− s̃i(t)ρ̃(t′)s̃j(t
′)
)
.

(4.18)

Entonces insertando (4.18) en (4.17) tenemos
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˙̃ρ = −
∑
i,j

∫ t

0

dt′
{
〈 Γ̃i(t)Γ̃j(t′) 〉R

(
s̃i(t)s̃j(t

′)ρ̃(t′)− s̃j(t′)ρ̃(t′)s̃i(t)
)

+〈 Γ̃j(t′)Γ̃i(t) 〉R
(
ρ̃(t′)s̃j(t

′)s̃i(t)− s̃i(t)ρ̃(t′)s̃j(t
′)
)}

.

(4.19)

Podemos justificar la aproximación Markoviana si las funciones de correlación de los
operadores pertenecientes al sistema R decaen en una escala de tiempo más rápida
que la que mide las variaciones de ρ̃(t). Esto es, si existen 2 escalas temporales, una
lenta que gobierna la dinámica del sistema S, y otra rápida que es sensible a los
cambios de R.

4.2. Cavidad con un modo interactuando con luz

térmica

Consideramos ahora un modo dentro de una cavidad (sistema S) que está acopla-
do al exterior a través de un espejo no perfecto. El exterior es un reservorio (sistema
R) de modos de trenes de ondas que satisfacen condiciones periódicas en 2 puntos,
que llamaremos z = −L′/2 y z = L′/2. Los Hamiltonianos son [7]

HS = ~ωCa†a ,

HR =
∑
j

~ωjr†jrj ,

HSR =
∑
j

~
(
κ∗jar

†
j + κja

†rj
)

= ~
(
aΓ† + a†Γ

)
.

(4.20)

El sistema S es un oscilador armónico de frecuencia ωC con sus operadores de creación
y aniquilación a† y a respectivamente. El sistema R es una colección de osciladores
armónicos con frecuencias ωj y operadores de creación y aniquilación r†j , rj respecti-
vamente. El oscilador a se acopla con el rj a través de la constante κj. El reservorio
está en equilibrio térmico, aśı que el operador de densidad del reservorio tiene la
forma

R0 =
∏
j

e−~ωjr†jrj/kBT
(

1− e~ωj/kBT
)
. (4.21)
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Vamos a aplicar (4.19), para lo cual identificamos:

s1 = a ,

s2 = a† ,

Γ1 = Γ† =
∑
j

κ∗jr
†
j ,

Γ2 = Γ =
∑
j

κjrj .

(4.22)

Para transformar los operadores al esquema de interacción, recordemos (3.14),
(3.15),

s̃1(t) = eiωCa
†atae−iωCa

†at = ae−iωCt,

s̃2(t) = eiωCa
†ata†e−iωCa

†at = a†eiωCt,

Γ̃1(t) = Γ̃†(t) = ei
P
n ωnr

†
nrnt

∑
j

κ∗jr
†
je
i

P
m ωmr

†
mrmt =

=
∑
j

κ∗jr
†
je
iωjt ,

Γ̃2(t) = Γ̃(t) = ei
P
n ωnr

†
nrnt

∑
j

κjrje
i

P
m ωmr

†
mrmt =

=
∑
j

κjrje
iωjt .

(4.23)

Ahora podemos sustituir en (4.19). El integrando va a tener 16 términos, aśı que
para simplificar las cosas escribiremos la mitad de los términos, dando a entender
que la otra mitad esta compuesta por los hermitianos conjugados (h.c) de cada uno
de los términos puestos.

˙̃ρ = −
∫ t

0

dt′
{ [

aaρ̃(t′)− aρ̃(t′)a
]
e−iωC(t+t′)〈 Γ̃†(t)Γ̃†(t′) 〉R + h.c.

+
[
a†a†ρ̃(t′)− a†ρ̃(t′)a†

]
eiωC(t+t′)〈 Γ̃(t)Γ̃(t′) 〉R + h.c.

+
[
aa†ρ̃(t′)− a†ρ̃(t′)a

]
e−iωC(t−t′)〈 Γ̃†(t)Γ̃(t′) 〉R + h.c.

+
[
a†aρ̃(t′)− aρ̃(t′)a†

]
eiωC(t−t′)〈 Γ̃(t)Γ̃†(t′) 〉R + h.c.

}
.

(4.24)
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Veamos ahora cuánto valen las funciones de correlación de los operadores de R,

〈 Γ̃†(t)Γ̃†(t′) 〉R =
∑
j,k

κ∗jκ
∗
ke
iωjteiωkt

′
trR

{
R0r

†
jr
†
k

}
= 0 ,

〈 Γ̃(t)Γ̃(t′) 〉R =
∑
j,k

κjκke
−iωjte−iωkt

′
trR

{
R0rjrk

}
= 0 ,

〈 Γ̃†(t)Γ̃(t′) 〉R =
∑
j,k

κ∗jκke
iωjte−iωkt

′
trR

{
R0r

†
jrk

}
=

=
∑
j

|κj|2eiωj(t−t
′)n̄(ωj, T ) ,

〈 Γ̃(t)Γ̃†(t′) 〉R =
∑
j,k

κjκ
∗
ke
−iωjteiωkt

′
trR

{
R0rjr

†
k

}
=

=
∑
j

|κj|2e−iωj(t−t
′)
[
n̄(ωj, T ) + 1

]
,

(4.25)

donde n̄(ωj, T ) es el número de ocupación promedio para el oscilador de frecuencia
ωj en equilibrio térmico a temperatura T:

n̄(ωj, T ) = trR

{
R0r

†
jrj

}
=

e−~ωj/kBT

1− e−~ωj/kBT
. (4.26)

Utilizando estos resultados, simplificamos (4.24):

˙̃ρ = −
∫ t

0

dt′
{ [

aa†ρ̃(t′)− a†ρ̃(t′)a
]
e−iωC(t−t′)〈 Γ̃†(t)Γ̃(t′) 〉R + h.c.

+
[
a†aρ̃(t′)− aρ̃(t′)a†

]
eiωC(t−t′)〈 Γ̃(t)Γ̃†(t′) 〉R + h.c.

}
.

(4.27)

Las funciones de correlación que no son cero, son una suma sobre los osciladores
de R. Es posible cambiar esta suma por una integral, introduciendo una densidad
de estados g(ω) tal que g(ω)dω expresa el número de osciladores que existen con
frecuencia entre ω y ω + dω2.

Es conveniente también hacer el cambio de variable, τ = t− t′. Las funciones de
correlación se convierten en

2Para el caso de nuestro ejemplo en particular tenemos que g(ω) = L′/2πc.
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〈 Γ̃†(t)Γ̃(t− τ) 〉R =

∫ ∞
0

dω eiωτg(ω)|κ(ω)|2n̄(ω, T ) ,

〈 Γ̃(t)Γ̃†(t− τ) 〉R =

∫ ∞
0

dω e−iωτg(ω)|κ(ω)|2
[
n̄(ω, T ) + 1

]
.

(4.28)

Utilizando la aproximación Markoviana es posible escribir (4.27) como,

˙̃ρ = α(aρ̃a† − a†aρ̃) + β(aρ̃a† + a†ρ̃a− a†aρ̃− ρ̃aa†) + h.c. , (4.29)

donde los coeficientes α y β son, utilizando (4.28),

α =

∫ t

0

dτ

∫ ∞
0

dω e−i(ω−ωC)τg(ω)|κ(ω)|2 ,

β =

∫ t

0

dτ

∫ ∞
0

dω e−i(ω−ωC)τg(ω)|κ(ω)|2n̄(ω, T ) .

(4.30)

Vamos a extender la integración sobre τ hasta ∞ justificándolo con la aproximación
Markoviana, ya que t mide la escala de tiempo donde ρ̃ cambia mientras que la in-
tegración sobre τ está dominada por la escala de tiempo propia de las funciones de
correlación.

Utilizamos ahora el resultado

ĺım
t→∞

∫ t

0

dτ e−i(ω−ωC)τ = πδ(ω − ωC) + i
P

ωC − ω
, (4.31)

donde P es el valor principal de Cauchy [15]. Aśı, de (4.30) encontramos los valores
de α y β,

α = πg(ωC)|κ(ωC)|2 + i∆ ,

β = πg(ωC)|κ(ωC)|2n̄(ωC , T ) + i∆′ .
(4.32)

Hemos puesto,
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∆ = P

∫ ∞
0

dω
g(ω)|κ(ω)|2

ωC − ω
,

∆′ = P

∫ ∞
0

dω
g(ω)|κ(ω)|2

ωC − ω
n̄(ω, T ) ,

(4.33)

dejando la posible dependencia en la frecuencia que pudieran llegar a tener tanto g
como κ. Definiendo por sencillez γ ≡ 2πg(ωC)|κ(ωC)|2, n̄ ≡ n̄(ωC , T ) tenemos

˙̃ρ = −i∆
[
a†a, ρ̃

]
+
γ

2
(2aρ̃a†− a†aρ̃− ρ̃a†a) + γn̄(aρ̃a†+ a†ρ̃a− a†aρ̃− ρ̃aa†) . (4.34)

Para regresar al esquema de Schrödinger, hacemos

ρ̇ =
1

i~
[
HS, ρ

]
+ e−(i/~)HSt ˙̃ρ e(i/~)HSt . (4.35)

Utilizando (4.20) y (4.23) obtenemos la ecuación maestra

ρ̇ = −iω′C
[
a†a, ρ

]
+
γ

2
(2aρa†−a†aρ−ρa†a) +γn̄(aρa†+a†ρa−a†aρ−ρaa†) , (4.36)

donde ω′C ≡ ωC + ∆.

4.3. Átomo de 2 niveles en equilibrio térmico

En esta sección, consideraremos un átomo en presencia de un campo en equilibrio
térmico a temperatura T. El campo se comportará como una colección de osciladores
armónicos. Vamos a suponer que los modos interactuantes con el átomo pueden venir
de cualquier dirección en el espacio. El sistema estará definido por los Hamiltonianos
[7],

HS =
1

2
~ωAσz ,

HR =
∑
k,λ

~ωkr†k,λrk,λ ,

HSR =
∑
k,λ

~
(
κ∗k,λr

†
k,λσ− + κk,λrk,λσ+

)
,

(4.37)
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donde la suma es sobre los osciladores del reservorio con vectores de onda k y polari-
zación λ. Estamos asimismo tomando κk,λ ≡ g12

k que se definió al escribir la ecuación
(3.20).

Vamos ahora a utilizar el mismo procedimiento que en la sección anterior, ha-
ciendo la siguiente identificación:

s1 = σ− ,

s2 = σ+ ,

Γ1 = Γ† =
∑
k,λ

κ∗k,λr
†
k,λ ,

Γ2 = Γ =
∑
k,λ

κk,λrk,λ .

(4.38)

La obtención de los operadores en el esquema de interacción es análoga al caso de la
sección anterior, aśı como también la deducción de la forma de ˙̃ρ. El resultado es el
siguiente:

˙̃ρ =− i1
2

(2∆′ + ∆)
[
σz, ρ̃

]
+
γ

2
(n̄+ 1)(2σ−ρ̃σ+ − σ+σ−ρ̃− ρ̃σ+σ−)

+
γ

2
n̄(2σ+ρ̃σ− − σ−σ+ρ̃− ρ̃σ−σ+) ,

(4.39)

donde tenemos los siguientes parámetros:

n̄ ≡ n̄(ωA, T ) ,

γ ≡ 2π
∑
λ

∫
d3k g(k)|κ(k)|2δ(kc− ωA) ,

∆ ≡
∑
λ

P

∫
d3k

g(k)|κ(k)|2

ωA − kc
,

∆′ ≡
∑
λ

P

∫
d3k

g(k)|κ(k)|2

ωA − kc
n̄(ωA, T ) .

(4.40)

50



Regresando al esquema de Schrödinger, la ecuación maestra para un átomo de 2
niveles cuya emisión es amortiguada es la siguiente:

ρ̇ =− i1
2
ω′A
[
σz, ρ

]
+
γ

2
(n̄+ 1)(2σ−ρσ+ − σ+σ−ρ− ρσ+σ−)

+
γ

2
n̄(2σ+ρσ− − σ−σ+ρ− ρσ−σ+) .

(4.41)
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Caṕıtulo 5

Simulaciones numéricas

Mostraremos a continuación, cómo resolver numéricamente problemas f́ısicos uti-
lizando OpenKet, y el formalismo desarrollado en caṕıtulos anteriores.

5.1. Un modo en una cavidad

Vayamos primero al formalismo del caṕıtulo anterior. Estudiemos pues, un modo
dentro de una cavidad con pérdidas. Para modelar este sistema partiremos de (4.36).
Es importante hacer notar primero que es posible, en cierto régimen, despreciar n̄. De
(4.26), supongamos que estamos a temperatura ambiente (∼ 300K); además pense-
mos que estamos trabajando a frecuencias ópticas (ωC ∼ 1014s−1). Con esto, tenemos

ξ ≡ ~ωC
kBT

∼ 25 .

Se sigue que, aproximadamente,

n̄ ∼ 10−11 .

Está justificado entonces despreciar n̄. En general, podemos despreciar n̄ siempre y
cuando tengamos ξ > 1, es decir, ~ωC > kBT (que corresponderá a n̄ . 10−1). Es
posible por ejemplo despreciar n̄ si se trabaja con microondas (∼ 1010s−1), conser-
vando una temperatura inferior a los mK.

Habiendo hecho esta primera aproximación, tomemos como condición inicial un
estado coherente. Vamos a construir nuestra base de Fock hasta el valor N = 19; es
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decir, nuestro estado coherente será

|α〉 = e
−|α|2

2

19∑
n=0

αn√
n!
|n〉 . (5.1)

Escogemos asimismo α = 3. Vamos a estudiar la evolución de la distribución de foto-
nes que en el caso de (4.36) śı depende del tiempo, puesto que la cavidad experimenta
pérdidas. Para resolver el problema nos vamos a pasar al esquema de interacción. La
ecuación con la que trabajaremos es la siguiente1:

ρ̇ =
γ

2
(2âρâ† − â†âρ− ρâ†â) . (5.2)

Nuestro objetivo será graficar la distribución de probabilidad a varios tiempos, para
observar su evolución. El código que resuelve numéricamente la evolución temporal
es el siguiente:

Código 5.1: Cavidad con pérdidas. Condición inicial un estado coherente.

1 from scipy.integrate import odeint

2 n=20

3 base = [Ket(j,"campo") for j in range(n)]

4 a=AnnihilationOperator("campo",n-1)

5 aa=CreationOperator("campo",n-1)

6 gama =0.5

7 R=Operator("R")

8 Rdot = (gama /2)*(2*a*R*aa - aa*a*R - R*aa*a)

9 QeqN(R, Rdot , base , ’func’, ’dic’)

10 run -i func

11 t=linspace (0 ,20 ,500)

12 #edo coherente

13 psialfa = 0

14 alfa = 3.

15 for j in range(n):

16 psialfa = psialfa + \

17 ( (alfa )**j / sqrt(float(math.factorial(j))) )\

18 *Ket(j,"campo")

19 psialfa = e**(-(abs(alfa ))**2/2.)* psialfa

1 Omitiremos la tilde en los operadores que estén en el esquema de interacción por simplicidad.
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20 #termina edo coherente

21 Rpsialfa = psialfa*Adj(psialfa)

22 ini = InitialCondition(R, Rpsialfa , base , dic)

23 sol = odeint(f, ini , t)

Esto nos da la matriz ρ(t) para la partición del tiempo que definimos. Para graficar
P (n), necesitamos el siguiente código:

1 tp = 0

2 # tiempo al cuál queremos observar P(n)

3 l=[]

4 for i in range(n):

5 temp = Trace(R*Ket(i,’campo’)*\

6 Bra(i, ’campo ’), base)

7 tempSIM = Qch(temp , dic)

8 tempNUM = SubsSol(tempSIM , \

9 array([sol[tp]]))

10 l.append(tempNUM)

Nótese que en las ĺıneas 5 y 6 estamos obteniendo la probabilidad de hallar i
fotones al tiempo tp. Si esto lo hacemos para cada i en la base de Fock, estamos
realmente obteniendo la distribución de fotones al tiempo tp.

Recordemos que el tiempo es respecto a la partición que hicimos con linspace2.
Basta entonces graficar la lista l para distintos tiempos tp en la partición.

1 >>> plot(l)

Nos podemos dar cuenta que la cavidad experimenta pérdidas al observar la Fi-
gura 5.1. Conforme el tiempo avanza, el número promedio de fotones disminuye, por
la disipación, haciendo que la distribución de Poisson se desplace hacia la izquier-
da. Esto nos dice que es más probable encontrar cada vez menos fotones en la cavidad.

Sin embargo, la forma del estado coherente se mantiene, ya que a pesar de que
el promedio disminuye, la probabilidad de obtener esa cantidad también aumenta (y
se reduce el ancho de la distribución), respondiendo al hecho de que P (n) es una
probabilidad, aśı que debemos tener

∑
i P (ni) = 1.

2 Recordemos que en este ejemplo hicimos t = linspace(0, 20, 500), esto crea una partición
de 500 elementos entre 0 y 20. El tiempo que definimos en el código anterior debe entonces ser un
número entero entre 0 y 499. Aśı, por ejemplo tp = 100 será t = 4 y aśı sucesivamente.
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Figura 5.1: Distribución de fotones para 3 tiempos distintos.

5.2. Creación de un estado coherente

En esta sección estudiaremos la evolución de un sistema que comprende un modo
en una cavidad que además está siendo excitada por un láser ideal. Esto va a pro-
ducir la formación de un estado coherente dentro de la cavidad. En el esquema de
interacción podemos simular el bombeo de un láser a través del Hamiltoniano [13]
por

H = ~
(
νâ† − νâ

)
, (5.3)

donde ν es la frecuencia (real) del láser. Notemos que para un tiempo t, se tiene que

e
−i
~ Ht = e(−iνtâ†+iνtâ) ≡ D̂(−iνt) . (5.4)

Además es importante hacer notar lo siguiente. Aplicar el operador de desplazamiento
a un estado coherente resulta en otro estado coherente. Podemos mostrar esto de la
siguiente manera. Sean α = |α|eiθα y β = |β|eiθβ , dos complejos arbitrarios. Sabemos
que D̂(α)|0〉 es un estado coherente. Calculemos D̂(β)D̂(α)|0〉.
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D̂(β)D̂(α)|0〉 = e(βâ†−β∗â)e(αâ†−α∗â)|0〉

= e(α+β)â†−(α∗+β∗)âe−
1
2

[
αâ†−α∗â , βâ†−β∗â

]
= D̂(α + β)e

1
2

(α∗β−αβ∗)|0〉
= ei|β||α|sin(θβ−θα)D̂(α + β)|0〉
∼ D̂(α + β)|0〉 ≡ |α + β〉 ,

(5.5)

equivalente a la definición de estado coherente, hasta una fase que depende de los
complejos α y β. Entonces, puesto que el parámetro del desplazamiento depende del
tiempo (5.4), conforme éste pase iremos creando un estado coherente (cada vez más
desplazado).

Pasemos a resolver la ecuación de von Neumann con el vaćıo como condición
inicial (ρ(t = 0) = |0〉〈0|) y utilizando el Hamiltoniano (5.3),

ρ̇ =
1

i~
[
H, ρ

]
. (5.6)

Tomaremos ν = 1 por simplicidad en los cálculos. El código, es el siguiente:

Código 5.2: Creación estado coherente en cavidad con pérdidas

1 from scipy.integrate import *

2 R = Operator(’R’)

3 n = 20

4 gama , nu = (0.5, 1.)

5 a = AnnihilationOperator(’default ’,n-1)

6 aa = CreationOperator(’default ’,n-1)

7 base = [Ket(i) for i in range(n)]

8 H = nu*(a + aa)

9 Rdot = -I*Commutator(H,R) + \

10 (gama /2.)*(2*a*R*aa - aa*a*R - R*aa*a)

11 QeqN(R, Rdot , base , ’func’, ’dic’)

12 run -i func

13 t = linspace (0 ,10 ,1000)

14 initial = InitialCondition(R, Ket (0)* Bra(0), base , dic)

15 sol = odeint(f, initial , t)

57



Caṕıtulo 5. Simulaciones numéricas

Para observar la creación del estado coherente podemos verificar la distribución
de fotones con el mismo código que se usó en el ejemplo anterior especificando, por
ejemplo, 3 distintos tiempos (tp).
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Figura 5.2: Distribución de fotones para 3 tiempos distintos.

Conforme evoluciona el sistema, la distribución de fotones pasa a ser una Poisso-
niana, caracteŕıstica de un estado coherente.

5.3. Evolución temporal de estados atómicos

En esta sección, tomaremos en consideración el decaimiento espontáneo introdu-
cido en el caṕıtulo anterior a átomos que son excitados por campos externos. Otra
vez, vamos a suponer que estamos en el régimen ξ > 1, para que podamos aproximar
n̄ ≈ 0. Utilizaremos la forma de (4.41) para el caso de un átomo de 2 niveles,

ρ̇ =
1

i~
[
H, ρ

]
+
γ

2
(2σ̂−ρσ̂+ − σ̂+σ̂−ρ− ρσ̂+σ̂−) . (5.7)

5.3.1. Decaimiento del estado excitado de un átomo libre

En el primer ejemplo, veremos un átomo libre con emisión espontánea. Estudia-
remos la probabilidad de encontrar al átomo en el estado excitado siendo que éste
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se encuentre en el estado excitado al tiempo t = 0. Recordemos que si no existie-
ra el término de disipación, el átomo permaneceŕıa en el estado excitado a lo largo
del tiempo. Sin embargo, ahora el estado estacionario es el estado base. Podemos
calcular anaĺıticamente la evolución temporal de la siguiente manera. Partimos de
(5.7); al pasarnos al esquema de interacción eliminamos el primer término. Pasamos
a calcular la probabilidad de encontrar al átomo en el estado excitado.

〈1|ρ̇|1〉 = 〈1|γ
2

(2σ̂−ρσ̂+ − σ̂+σ̂−ρ− ρσ̂+σ̂−)|1〉

= −γ〈1|ρ|1〉
⇒ 〈1|ρ(t)|1〉 = 〈1|ρ|1〉e−γt .

(5.8)

Esperamos entonces ver un decaimiento del estado excitado al estado base del átomo.
El código es el siguiente:

Código 5.3: Átomo 2 niveles libre con emisión espontánea

1 from scipy.integrate import odeint

2 base = [Ket(j, "atomo") for j in range (2)]

3 gama = 1.

4 splus = Ket(1, "atomo")*Bra(0, "atomo")

5 sminus = Ket(0, "atomo")*Bra(1, "atomo")

6 R = Operator("R")

7 Rdot = (gama /2)*(2* sminus*R*splus - \

8 splus*sminus*R - R*splus*sminus)

9 QeqN(R, Rdot , base , ’func’, ’dic’)

10 run -i func

11 t = linspace (0 ,5 ,1000)

12 ini = InitialCondition(R, Ket(1, "atomo")*\

13 Bra(1, "atomo"), base , dic)

14 sol = odeint(f, ini , t)

15 ee = Trace(R*Ket(1,"atomo")*\

16 Bra(1, "atomo"), base)

17 eb = Trace(R*Ket(0,"atomo")*\

18 Bra(0, "atomo"), base)

19 dp = Trace(R*Ket(0,"atomo")*\

20 Bra(1, "atomo"), base)

21 eeSIM = Qch(ee , dic)

22 ebSIM = Qch(eb , dic)
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Caṕıtulo 5. Simulaciones numéricas

23 dpSIM = Qch(dp , dic)

24 eeNUM = SubsSol(eeSIM , sol)

25 ebNUM = SubsSol(ebSIM , sol)

26 dpNUM = SubsSol(dpSIM , sol)

27 plot(t, eeNUM)

28 plot(t, ebNUM , "--")

29 plot(t, dpNUM , ":")

Con el átomo en el estado excitado como condición inicial (ĺıneas 12 y 13) estu-
diaremos la evolución del estado excitado ee, el estado base eb y el dipolo dp (ĺıneas
15 a 29).

0 1 2 3 4 5
t

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

P
ro
ba
bi
li
d
a
d

tr(ρ|1
〉〈

1|)

tr(ρ|0
〉〈

0|)

tr(ρ|0
〉〈

1|)

Figura 5.3: Átomo libre de 2 niveles con pérdidas.

La forma de la curva se ajusta a lo obtenido anaĺıticamente en (5.8).

Aqúı es interesante mencionar un poco acerca de la evolución temporal del dipolo,
que resulta ser cero. Recordemos del caṕıtulo 1 que el campo eléctrico resulta ser
proporcional al dipolo, aśı que salvo por constantes, la ĺınea punteada de la Figura
(5.3) es proporcional al campo eléctrico. Lo curioso es que el átomo está emitiendo
fotones (por el proceso de emisión espontánea) pero el campo eléctrico es cero para
todo tiempo. Esto exhibe una situación donde existe emisión de fotones, manteniendo
el valor del campo nulo.
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5.3.2. Un átomo interactuando con un modo

Siguiendo la ecuación (5.7), ahora estudiaremos la evolución temporal de un áto-
mo interactuando con un modo en la aproximación dipolar, con emisión espontánea.
En el esquema de interacción podemos representar la interacción entre el átomo y el
modo a través del Hamiltoniano (1.34). Al igual que en el ejemplo anterior podemos
estudiar cómo se comporta en el tiempo la probabilidad de encontrar al átomo en el
estado excitado.

El código para este problema es el siguiente:

Código 5.4: Átomo 2 niveles con emisión espontánea

1 from scipy.integrate import odeint

2 base = [Ket(j, ’atomo’) for j in range (2)]

3 gama , omega = (1.0, 5.0)

4 splus = Ket(1, ’atomo ’)*Bra(0, ’atomo ’)

5 sminus = Ket(0, ’atomo’)*Bra(1, ’atomo’)

6 H = omega*(splus + sminus)

7 R = Operator(’R’)

8 Rdot = -I*Commutator(H, R) + \

9 (gama /2)*(2* sminus*R*splus - splus*sminus*R \

10 - R*splus*sminus)

11 QeqN(R, Rdot , base , ’func’, ’dic’)

12 run -i func

13 t = linspace (0 ,5 ,1000)

14 ini = InitialCondition(R, Ket(1, ’atomo’)*\

15 Bra(1, ’atomo ’), base , dic)

16 sol = odeint(f, ini , t)

17 ee = Trace(R*Ket(1, ’atomo’)*\

18 Bra(1, ’atomo ’), base)

19 eeSIM = Qch(ee , dic)

20 eeNUM = SubsSol(eeSIM , sol)

21 plot(t, eeNUM)

Este caso lo podemos contrastar con la Figura (1.3) ya que teniendo el mismo
Hamiltoniano, las oscilaciones que se presentan se ven amortiguadas. Esto sucede por
la emisión espontánea del átomo. En este caso, como existe un campo interactuando
con el átomo, la probabilidad de encontrar al átomo en el estado excitado no decae
como en el ejemplo anterior, pero śı es suficiente para evitar las oscilaciones de Rabi
de la Figura (1.3).
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Figura 5.4: Evolución temporal de distintas probabilidades.

5.3.3. Átomo de 3 niveles interactuando con 2 modos

Veamos ahora el caso de un átomo de 3 niveles interactuando con 2 campos
clásicos tomando en cuenta disipación. En este caso, necesitamos aplicar un caso
más general de la ecuación (5.7). Vamos a suponer que el átomo tiene una estructura
Λ, y nos guiaremos por la Figura 1.5. Tendremos entonces 2 estados base del átomo
|0〉, |2〉 y un estado excitado |1〉. Para simplificar la notación etiquetaremos con el
sub́ındice 01 la transición |0〉 ↔ |1〉 y con el sub́ındice 21 la transición |2〉 ↔ |1〉.
Asimismo los operadores atómicos llevarán la siguiente nomenclatura (más natural):

σ̂10 = |1〉〈0| ; σ̂01 = |0〉〈1| ;
σ̂12 = |1〉〈2| ; σ̂21 = |2〉〈1| .

(5.9)

Cada transición se verá amortiguada por un baño que en principio podemos
suponer independiente del otro. Para simular la interacción entre el átomo y los 2
modos, usaremos el Hamiltoniano (1.40). Con la notación nueva el Hamiltoniano es

H/~ = Ω01

(
|0〉〈1|+ |1〉〈0|

)
+ Ω21

(
|2〉〈1|+ |1〉〈2|

)
. (5.10)

La ecuación para ρ̇ es:
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ρ̇ =
1

i~
[
H, ρ

]
+
γ01

2
(2σ̂01ρσ̂10 − σ̂10σ̂01ρ− ρσ̂10σ̂01)

+
γ21

2
(2σ̂21ρσ̂12 − σ̂12σ̂21ρ− ρσ̂12σ̂21) .

(5.11)

Este problema puede ser resuelto con el siguiente código.

Código 5.5: Átomo 3 niveles Λ con emisión espontánea

1 from scipy.integrate import odeint

2 R = Operator(’R’)

3 base = [Ket(0), Ket(1), Ket (2)]

4 Z01 , Z21 , gama01 , gama21 = (1., 5., 1., 0.1)

5 s10= Ket (1)* Bra(0)

6 s01 = Adj(s10)

7 s12 = Ket (1)* Bra (2)

8 s21 = Adj(s12)

9 H = Z01*s01 + Z21*s21

10 H = H + Adj(H)

11 Rdot = -I*Commutator(H,R)

12 Rdot = Rdot + (gama01 /2)*(2* s01*R*s10 - \

13 s10*s01*R - R*s10*s01)

14 Rdot = Rdot + (gama21 /2)*(2* s21*R*s12 - \

15 s12*s21*R - R*s12*s21)

16 QeqN(R, Rdot , base , ’func’, ’dic’)

17 run -i func

18 t=linspace (0 ,10 ,1000)

19 psimas = (Z01*Ket (0) + Z21*Ket (2)) / \

20 (sqrt((Z21 )**2 + (Z01 )**2))

21 psimenos = (Z21*Ket(0) - Z01*Ket (2)) / \

22 (sqrt((Z21 )**2 + (Z01 )**2))

23 ini = InitialCondition(R, psimas*Adj(psimas), \

24 base , dic)

25 sol = odeint(f, ini , t)

26 obs = Trace(R*psimenos*Adj(psimenos), base)

27 obsSIM = Qch(obs , dic)

28 obsNUM = SubsSol(obsSIM , sol)

29 plot(t, obsNUM)

63
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La condición inicial, como podemos ver de las ĺıneas 23 y 24 es el átomo en el
estado |ψ+〉.

Estamos graficando la probabilidad de encontrar al átomo en el estado |ψ−〉
(recordar (1.41)). Puesto que el estado estacionario para este sistema es el estado
oscuro [16], conforme pasa el tiempo es más probable encontrar al átomo en este
estado (ver Figura (5.5)).
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Figura 5.5: Probabilidad de encontrar al átomo en el estado oscuro.

Podemos plantear el problema del átomo de 3 niveles interactuando con 2 modos
cuánticos de la cavidad con el esquema desarrollado en el Caṕıtulo 3; espećıficamente
utilizar la ecuación (3.20) para describir el acoplamiento entre el átomo y el campo
(en el esquema de interacción, y con la aproximación de onda rotante). En este caso
tendremos 2 acoplamientos. Los modos los podemos una vez más concebir como un
bombeo de un láser (ahora 2 frecuencias) y describir con (5.3). El Hamiltoniano en
el esquema de interacción es

H = ~
[ (
iν01â

†
01 − iν∗01â01

)
+
(
iν21â

†
21 − iν∗21â21

)
+g01

(
σ̂10â01 + σ̂01â

†
01

)
+ g21

(
σ̂12â21 + σ̂21â

†
21

) ]
.

(5.12)

Estamos definiendo las constantes de acoplamientos como
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~g01 = e〈0|~r|1〉 · ~ζ(λ)E01 ,

~g21 = e〈2|~r|1〉 · ~ζ(λ)E21 ,
(5.13)

otra vez con el supuesto de que los elementos de matŕız 〈0|~r|1〉 y 〈2|~r|1〉 son reales.

Ya construido nuestro Hamiltoniano, introducimos disipación en el sistema. Va-
mos a tener 2 tipos de disipación: emisión espontánea del átomo (descrita por los 2
últimos términos de (5.11)) y un decaimiento de los modos cuánticos en la cavidad
(5.2).

Para ser más claros al escribir la ecuación de evolución temporal de ρ, definamos
la siguiente función. Sea Ô un operador hermitiano,

L(Ô; ρ) = 2ÔρÔ† − Ô†Ôρ− ρÔ†Ô . (5.14)

Entonces podemos escribir la ecuación para ρ̇ con el Hamiltoniano (5.12) como

ρ̇ =
1

i~
[
H, ρ

]
+
γ01

2
L(â01; ρ) +

γ21

2
L(â21; ρ) +

κ01

2
L(σ̂01; ρ) +

κ21

2
L(σ̂21; ρ) . (5.15)

El código que nos genera las ecuaciones de movimiento es el siguiente.

Código 5.6: Átomo 3 niveles Λ con emisión espontánea en cavidad con pérdidas

1 from scipy.integrate import odeint

2 R = Operator(’R’)

3 n = 6

4 base = [Ket(i,’atomo ’)*Ket(j, ’m01’)*Ket(k, ’m21’)\

5 for i in range (3) for j in range(n) for k in range(n)]

6 a01 = AnnihilationOperator(’m01’, n-1)

7 aa01 = CreationOperator(’m01’, n-1)

8 a21 = AnnihilationOperator(’m21’, n-1)

9 aa21 = CreationOperator(’m21’, n-1)

10 s10 = Ket(1,’atomo’)*Bra(0,’atomo’); s01 = Adj(s10)

11 s12 = Ket(1,’atomo’)*Bra(2,’atomo’); s21 = Adj(s12)

12 nu01 , nu21 , g01 , g21 = (1., 1., 1., 1.)
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Caṕıtulo 5. Simulaciones numéricas

13 gamma01 , gamma21 , kappa01 , kappa21 = (1., 1., 1., 1.)

14 Z01 , Z21 = (1., 1.)

15 H = nu01*(a01 + aa01) + g01*(s10*a01 + s01*aa01)

16 H = H + nu21*(a21 + aa21) + g21*(s12*a21 + s21*aa21)

17 Rdot = - I*Commutator(H, R)

18 Rdot = Rdot + (gamma01 /2.)*(2* a01*R*aa01 - \

19 aa01*a01*R - R*aa01*a01)

20 Rdot = Rdot + (gamma21 /2.)*(2* a21*R*aa21 - \

21 aa21*a21*R - R*aa21*a21)

22 def L(x,R):

23 return 2*x*R*Adj(x) - Adj(x)*x*R - R*Adj(x)*x

24 Rdot = Rdot + (kappa01 /2.)*L(s01 ,R)

25 Rdot = Rdot + (kappa21 /2.)*L(s21 ,R)

26 QeqN(R, Rdot , base , ’func’, ’dic’)

27 run -i func

28 t=linspace (0 ,10 ,100)

29 psimas = (Z01*Ket(0, ’atomo ’) + Z21*Ket(2, ’atomo’)) / \

30 (sqrt((Z21 )**2 + (Z01 )**2))

31 psimenos = (Z21*Ket(0, ’atomo’) - Z01*Ket(2, ’atomo’)) / \

32 (sqrt((Z21 )**2 + (Z01 )**2))

33 ini = InitialCondition(R, psimas*Ket(0,’m01’)*Ket(0,’m21’)\

34 *Adj(psimas )*Bra(0,’m01’)*Bra(0,’m21’),base , dic)

35 sol = odeint(f, ini , t)

Con esto obtenemos las EDO’s del problema. Estamos escogiendo como condición
inicial (ĺıneas 33 y 34) que el átomo esté inicialmente en el estado |ψ+〉 sin fotones
en los 2 modos, con el afán de imitar la condición inicial del ejemplo anterior. A
continuación podemos juntar la información de la evolución temporal de distintas
probabilidades en una gráfica: en concreto la probabilidad de hallar al átomo en
cada nivel, aśı como la probabilidad de hallar al átomo tanto en el estado |ψ+〉 como
en el estado |ψ−〉3. Es posible graficar las probabilidades anteriores con el siguiente
código.

Código 5.7: Distintas probabilidades para el átomo de 3 niveles

1 # estado base 0

2 e00 = Trace(R*Ket(0,’atomo’)*Bra(0,’atomo ’), base)

3 e00SIM = Qch(e00 , dic)

3Resultaŕıa natural que para ésta probabilidad obtuviéramos algo análogo a la Figura (5.5)
puesto que tanto el Hamiltoniano como la condición inicial usadas son equivalentes al caso anterior.
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4 e00NUM = SubsSol(e00SIM , sol)

5 plot(t, e00NUM)

6 # estado base 2

7 e22 = Trace(R*Ket(2,’atomo’)*Bra(2,’atomo ’), base)

8 e22SIM = Qch(e22 , dic)

9 e22NUM = SubsSol(e22SIM , sol)

10 plot(t, e22NUM , ’--’)

11 # estado excitado 1

12 e11 = Trace(R*Ket(1,’atomo’)*Bra(1,’atomo ’), base)

13 ee11SIM = Qch(e11 , dic)

14 ee11NUM = SubsSol(ee11SIM , sol)

15 plot(t, ee11NUM , ’:’)

16 # estado psimas

17 epmas = Trace(R*psimas*Adj(psimas), base)

18 epmasSIM = Qch(epmas , dic)

19 epmasNUM = SubsSol(epmasSIM , sol)

20 plot(t, epmasNUM , ’-.’)

21 # estado psimenos

22 epmenos = Trace(R*psimenos*Adj(psimenos), base)

23 epmenosSIM = Qch(epmenos , dic)

24 epmenosNUM = SubsSol(epmenosSIM , sol)

25 plot(t, epmenosNUM , ’v’)

Como se observa la gráfica (en particular la ĺınea de triángulos) contrasta mucho
con la Figura (5.5) ya que el estado oscuro no resulta ser el estado estacionario (aún
más: ¡la probabilidad de encontrar el átomo en el estado excitado es diferente de cero
para todo tiempo!). A continuación daremos algunos argumentos de por qué esto
pasa.

Recordemos que para un operador Â, su valor medio 〈Â〉 esta dado por tr(ρÂ). Va-

mos a ver qué sucede con la evolución temporal de diferentes operadores (〈 ˙̂
A〉 = tr(ρ̇Â))

utilizando primero (5.11) y luego (5.15); es decir, primero el caso semi-clásico y luego
el caso cuántico. Veamos qué pasa con la evolución temporal de los valores medios
de los dipolos σ01 y σ21. Tomando en cuenta la propiedad ćıclica de la traza, aśı co-
mo también propiedades de conmutación de los operadores de aniquilación/creación
llegamos a las siguientes ecuaciones para el caso semi-clásico:
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Figura 5.6: Diferentes Probabilidades para el caso cuántico del átomo de 3 niveles.

〈 ˙σ01〉 = −iΩ01 (〈σ̂00〉 − 〈σ̂11〉)− iΩ21〈σ̂02〉 −
1

2
(κ01 + κ21) 〈σ̂01〉 ,

〈 ˙σ21〉 = −iΩ21 (〈σ̂22〉 − 〈σ̂11〉)− iΩ01〈σ̂20〉 −
1

2
(κ01 + κ21) 〈σ̂21〉 .

(5.16)

Para el caso cuántico llegamos a las ecuaciones

〈 ˙σ01〉 = −ig01 (〈σ̂00â01〉 − 〈σ̂11â01〉)− ig21〈σ̂02â21〉 −
1

2
(κ01 + κ21) 〈σ̂01〉 ,

〈 ˙σ21〉 = −ig21 (〈σ̂22â21〉 − 〈σ̂11â21〉)− ig01〈σ̂20â01〉 −
1

2
(κ01 + κ21) 〈σ̂21〉 .

(5.17)

Inmediatamente observamos que el último término es idéntico en ambos casos, y
la forma de los otros términos es similar. Sin embargo para que fueran ecuaciones
idénticas, seŕıa necesario que, por ejemplo,

〈σ̂22â21〉 = 〈σ̂22〉〈â21〉 = Ω〈σ̂22〉 . (5.18)
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La segunda igualdad es fácil de justificar puesto que nuestro sistema alcanza
el estado estacionario, como lo muestra la Figura (5.6). En principio, alcanzado el
estado estacionario, los valores medios dejan de tener variaciones. Podemos ver esto
en una gráfica, donde tenemos el valor medio de los 2 modos; en espećıfico su módulo
al cuadrado.
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Figura 5.7: Módulo del valor de expectación de a para los dos modos diferentes.

Vemos que efectivamente se acercan a un valor estable que hemos llamado Ω.4

Para la segunda igualdad de (5.18), necesitamos recordar la separabilidad en mecáni-
ca cuántica. Sea H nuestro espacio de Hilbert, y supongamos que éste es el producto
de 3 espacios de Hilbert H1, H2, H3, entonces H = H1 ⊗H2 ⊗H3. Pensemos en que
una base de H es {|i〉} donde a su vez, podemos escribir |i〉 = |j〉1|k〉2|l〉3. Sea tam-
bién un operador Ô que actúa en H, que también puede ser escrito como producto
de operadores de los distintos espacios Ô = Ô1 ⊗ Ô2 ⊗ Ô3. Si ρ es un operador de
densidad en H, entonces sucede lo siguiente:

4 Claro que esto no es un valor de expectación de ninguna observable, puesto que a no es un
operador hermitiano. Sin embargo recordemos que el valor del campo es proporcional a a − a†,
aśı que Re(Ω) es proporcional al campo eléctrico mientras que |Ω|2 es proporcional a la enerǵıa del
campo.
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〈Ô〉 = tr(ρÔ) =tr
(
ρ1 ⊗ ρ2 ⊗ ρ3(Ô1 ⊗ Ô2 ⊗ Ô3)

)
=
∑
i

〈i|ρ1 ⊗ ρ2 ⊗ ρ3(Ô1 ⊗ Ô2 ⊗ Ô3)|i〉

=
∑
i

〈i|ρ1 ⊗ ρ2 ⊗ ρ3(Ô1|j〉1 ⊗ Ô2|k〉2 ⊗ Ô3|l〉3)

=
∑
i

〈j|1ρ1 ⊗ 〈k|2ρ2 ⊗ 〈l|3ρ3(Ô1|j〉1 ⊗ Ô2|k〉2 ⊗ Ô3|l〉3)

=
(∑

j

〈j|1ρ1Ô1|j〉1
)(∑

k

〈k|2ρ2Ô2|k〉2
)(∑

l

〈l|3ρ3Ô3|l〉3
)

=tr2,3(ρ1Ô1)tr3,1(ρ2Ô2)tr1,2(ρ3Ô3) = 〈Ô1〉〈Ô2〉〈Ô3〉 .

(5.19)

La clave aqúı es que ρ es separable, es decir, que puede escribirse como produc-
to de operadores de densidad de cada espacio de Hilbert. En nuestro caso tenemos
que nuestro espacio de Hilbert lo componen el espacio del átomo de 3 niveles, y
los espacios de los 2 modos. Si ρ en este caso fuera separable, entonces (5.18) seŕıa
válido, y las ecuaciones del caso semi-clásico (5.16) seŕıan idénticas salvo constantes
de proporcionalidad al caso (5.17) y entonces tendŕıamos al estado oscuro como el
estado estacionario. Sin embargo, esto no es aśı, y debemos descartar (5.18). Pero si
descartamos (5.18) aceptamos que ρ no puede escribirse como el producto de opera-
dores de densidad de los diferentes espacios, y esto quiere decir que ρ no es separable.

Para ver gráficamente el error de (5.18), podemos graficar el módulo de la dife-
rencia del lado derecho con el lado izquierdo, para obtener la Figura (5.8).

A pesar de que pareciera que para tiempos pequeños, (5.18) es buena aproxi-
mación, no es posible garantizar esto, puesto que la segunda igualdad no es necesa-
riamente cierta. Recordemos que para que el valor de expectación del operador de
aniquilación sea una constante, debemos haber alcanzado (o estar cerca de) el valor
estacionario. Es en tiempos posteriores donde está la prueba de que (5.18) falla.

F́ısicamente, esto nos habla que se crea un enredamiento entre el átomo y los
2 modos. La razón de esto es la interacción de los dipolos atómicos con campos
cuánticos. Estos campos (los modos de la cavidad) rompen con la ecuación (5.18) y
producen el efecto cuántico que cambia el estado estacionario.
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Figura 5.8: Tamaño del error de (5.18).
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Caṕıtulo 5. Simulaciones numéricas

72



Conclusiones

Se ha verificado la funcionalidad de OpenKet con los ejemplos desarrollados en es-
ta tesis. Muchas veces los ejemplos sirvieron para ampliar o mejorar el código fuente,
en ocasiones teniendo que reescribir grandes partes de él, a causa de algún problema
particular. Sin embargo, la amplia gama de ejemplos estudiados sirvieron para dar
robustez a la libreŕıa. Por supuesto la libreŕıa siempre puede crecer, y nuevos ejem-
plos son requeridos para conocer los ĺımites de OpenKet y aśı seguir ampliando el
proyecto.

Acerca de los ejemplos aqúı desarrollados, hemos partido de ejemplos con solu-
ción anaĺıtica (el caso del primer ejemplo desarrollado a detalle, el átomo de 2 niveles
con un campo clásico) junto con ejemplos teóricamente sencillos pero muy ilustra-
tivos, como el caso del átomo de 2 niveles sin la aproximación de onda rotante (RWA).

El ejemplo más complicado y más interesante es el último, en el que se trata el
átomo de 3 niveles interactuando con 2 modos con disipación. Este ejemplo no existe
en la literatura (hasta donde hemos buscado). Es un ejemplo claro de los diferentes
efectos que pueden ser observados cuando el mismo sistema (Hamiltonianos equi-
valentes) se trata clásica o cuánticamente. Particularmente, que la probabilidad de
encontrar el átomo en el estado excitado no desaparece en el caso cuántico, puesto
que se crea enredamiento entre el átomo y los 2 modos.

Como se dijo en la Introducción, el objetivo de OpenKet es facilitar el plantea-
miento del problema a desarrollar, acercando el proceso al modo en como “uno lo
escribiŕıa en papel”. Muchas veces pasa que se desarrolla código ad hoc que es inser-
vible al cambiar o ampliar el problema inicial. Las libreŕıas como OpenKet apuntan
hacia crear procedimientos estándar o por lo menos más generales, para que al cam-
biar el problema el código se adapte fácilmente. Ésta es otra de las razones por las
que se escogió Python como lenguaje principal ya que es muy sencillo de mantener
actualizado el código. Es posible observar que los códigos usados siguen la misma
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estructura, y sólo es necesario cambiar las definiciones básicas como Hamiltonianos,
bases, y parámetros aislados para pasar entre un ejemplo y otro.

Escoger Python como el lenguaje en el que está escrito OpenKet no significa que
se pierde el poder numérico de lenguajes como C o Fortran, al contrario, OpenKet es
complementario por ejemplo a una paqueteŕıa de EDO’s en alguno de estos lenguajes
(inclusive libreŕıas que usa OpenKet como NumPy, usan algoritmos de C y Fortran).
La dirección actual (al momento de terminarse de escribir esta tesis) es ampliar QeqN
para que sea posible usar mayor variedad de paquetes numéricos como GSL5 que
utiliza C y C++.

5http://www.gnu.org/software/gsl/
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Apéndice

Funciones básicas de OpenKet

Aqúı se describen las funciones básicas de OpenKet, que se encargan de crear los
objetos elementales con los que trabajamos a lo largo de la tesis: kets, bras, operado-
res y la manera en cómo operan, aśı como también funciones de traza y traza parcial.

Para definir un ket, utilizamos la función Ket,

1 >>> v = Ket (0); v

2 |0>

La función Ket tiene 2 argumentos: el primero es la etiqueta de vector ; matemáti-
camente es el eigenvalor. El segundo argumento es útil al estar manejando múltiples
espacios de Hilbert, y se refiere a la etiqueta de operador. El ket es entonces eigen-
vector del operador cuyo nombre es “etiqueta de operador” con eigenvalor “etiqueta
de vector”. Por ejemplo,

1 >>> w = Ket(1, "Op1")

2 >>> x = Ket(1, "Op2")

3 >>> w, x

4 (|1_Op1 >, |1_Op2 >)

La función Bra es análoga a la función Ket. Los objetos creados con estas dos
funciones se comportan bajo operaciones de la misma manera que kets y bras.

1 >>> u = Ket (0); v = Bra(0)

2 >>> v*u

3 1

4 >>> u*v

5 |0><0|

En la ĺınea 3 el resultado es 1, puesto que estamos multiplicando un bra por un
ket simulando un producto interior, de elementos que inicialmente OpenKet supone
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normalizados (si tuvieran eigenvalores distintos el resultado seŕıa 0, puesto que tam-
bién OpenKet supone que son ortogonales). En la ĺınea 5 es evidente que se respeta
el orden de multiplicación para simular un producto exterior, y es posible crear pro-
yectores o algún operador con estructura de productos exteriores. Simular productos
tensoriales es posible al utilizar diferentes etiquetas de operador.

1 >>> f = Ket(0, "Op1"); g = Ket(0, "Op2"); h = Ket(0, "Op3")

2 >>> i = Bra(1, "Op1"); j = Bra(1, "Op2"); k = Bra(1, "Op3")

3 >>> f*g*h

4 |0_Op1 >|0_Op2 >|0_Op3 >

5 >>> i*j*k

6 <1_Op3|<1_Op2|<1_Op1|

La función Adj regresa el hermitiano conjugado del argumento que se proporcione.

1 >>> a = 4*I; b = Ket (2); c = Bra (0); d = Ket (1)* Bra(3)

2 >>> Adj(a)

3 -4*I

4 >>> Adj(b)

5 <2|

6 >>> Adj(c)

7 |0>

8 >>> Adj(d)

9 |3><1|

Como podemos ver, Adj funciona para una serie de objetos, incluidos números
complejos ( I=

√
−1), kets, bras, y productos exteriores.

Para referirse a operadores en OpenKet, existe la función Operator. La función
tiene un argumento, y se refiere a la etiqueta que le da OpenKet al objeto. Si no existe
confusión, se recomienda nombrar al objeto de la misma manera que su etiqueta.

1 >>> A = Operator("A"); A

2 A

Si la etiqueta que le damos al operador, es idéntica a la etiqueta de operador de
un ket por ejemplo, podemos simular la ecuación de eigenvalores,

1 >>> Op = Operator("Op"); x = var("x"); v = Ket(x, "Op")

2 >>> Op*v

3 x|x_Op >

Nótese que podemos trabajar con variables simbólicas utilizando Sympy para re-
presentar eigenvalores.
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Es posible con las funciones anteriores implementar las matrices de Pauli:

σ0 = |0〉〈0|+ |1〉〈1| ,

σx = |0〉〈1|+ |1〉〈0| ,

σy = −i|0〉〈1|+ i|1〉〈0| ,

σz = |0〉〈0| − |1〉〈1| ,

de la siguiente manera:

1 >>> sigma0 = Ket (0)* Bra (0) + Ket (1)* Bra (1); sigma0

2 |0><0| + |1><1|

3 >>> sigmaX = Ket (0)* Bra (1) + Ket (1)* Bra (0); sigmaX

4 |0><1| + |1><0|

5 >>> sigmaY = -I*Ket (0)* Bra(1) + I*Ket (1)* Bra (0); sigmaY

6 - I|0><1| + I|1><0|

7 >>> sigmaZ = Ket (0)* Bra (0) - Ket (1)* Bra (1); sigmaZ

8 |0><0| - |1><1|

Creemos un estado general y operemos sobre él con las compuertas anteriores,

1 >>> a = var("a"); b = var("b")

2 >>> estado = a*Ket(0) + b*Ket (1); estado

3 a|0> + b|1>

4 >>> sigmaX*estado

5 b|0> + a|1>

6 >>> sigmaY*estado

7 - I*b|0> + I*a|1>

8 >>> sigmaZ*estado

9 a|0> - b|1>

Es posible calcular cantidades más complicadas como [σx, σy] = 2iσz (introdu-
ciendo de paso la función Commutator).

1 >>> Commutator(sigmaX , sigmaY)

2 2*I|0><0| - 2*I|1><1|

La traza y la traza parcial se pueden calcular mediante las funciones Trace y
TraceOut. Supongamos que tenemos un sistema de qubits bipartita, y llamemos a
las partes A y B. Además supongamos que tenemos un vector de estado de la manera
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1 >>> P = Ket(0, "A")*Ket(1, "B") - \

2 Ket(1, "A")*Ket(0, "B"); P

3 |0_A >|1_B> - |1_A >|0_B>

Obtenemos su operador de densidad como

1 >>> R = P*Adj(P)

Ahora tracemos a cada uno de los espacios, con TraceOut. Existen 2 argumentos,
el primero es la expresión total, y el segundo es la etiqueta del espacio sobre el cual
trazaremos.

1 >>> RB = TraceOut(R, "A"); RB

2 |0_B ><0_B| + |1_B ><1_B|

3 >>> RA = TraceOut(R, "B"); RA

4 |0_A ><0_A| + |1_A ><1_A|

La traza total se obtiene con Trace. Tiene 2 argumentos, el primero es la expresión
total, y el segundo (opcional) es una lista con todos los elementos de la base con la
cual se quiera trazar. Si sólo se da el primer argumento, OpenKet encuentra primero
todos los elementos presentes en la expresión para trazar con ellos (esto es útil cuando
la base es grande pero los términos sólo contienen un número reducido de elementos,
aśı se ahorra tiempo trazando sólo con los elementos presentes).

1 >>> Trace(R)

2 2

Una aplicación a esto es verificar si nuestro sistema es puro o mezcla, calculando la
traza del cuadrado del operador de densidad. Supongamos que tenemos dos sistemas:
R1 = |ψ〉〈ψ|, con |ψ〉 = (|0〉− |1〉)/

√
(2) y R2 = 0,25|0〉〈0|+ 0,75|1〉〈1| (introducimos

de paso la función Normalize que simplemente divide entre la norma del vector).

1 >>> estado = Normalize(Ket(0) - Ket (1))

2 >>> R1 = estado*Adj(estado)

3 >>> R2 = 0.25* Ket (0)* Bra(0) + 0.75* Ket (1)* Bra (1)

Ahora calculamos la traza del cuadrado de los operadores de densidad.

1 >>> Trace(R1*R1)

2 1

3 >>> Trace(R2*R2)

4 0.625

Concluimos que R2 no es un estado puro.
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Por último existe la función Qmatrix que nos regresa la representación matricial
de un operador dada una base. Tiene 2 argumentos, el primero es la expresión del
operador, y el segundo es la base dada como una lista. Utilizando las matrices de
Pauli antes definidas, y la base computacional tenemos lo siguiente:

1 >>> Qmatrix(sigmaX , [Ket(0), Ket (1)])

2 [0, 1]

3 [1, 0]

Esto cambia al utilizar otra base, por ejemplo utilizando la base {|+〉, |−〉} donde
|+〉 = (|0〉+ |1〉)/

√
(2) y |−〉 = (|0〉 − |1〉)/

√
(2).

1 >>> mas = Normalize(Ket (0) + Ket (1))

2 >>> menos = Normalize(Ket(0) - Ket (1))

3 >>> Qmatrix(sigmaX , [mas , menos])

4 [1.0, 0]

5 [ 0, -1.0]

Notamos que σx hace la función de σz en la base {|+〉, |−〉}.
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