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DonN JuaN: Esa silla esta comprada, hidalgo.
Don Luis: Lo mismo digo, hidalgo; para un amigo,
tengo yo esotra pagada.

DonN JuaN: Que ésta es mia haré notorio.
Don Luis: Y yo también que ésta es mia.
DonN JuAaN: Luego sois don Luis Mejia.
Don Luis: ;Seréis, pues, don Juan Tenorio?
DonN JuAN: Puede ser.

Don Luis: Vos lo decis.

Don JuaN: ;No os fidis?

Don Luis: No.

DonN JuaN: Yo tampoco.

Don Lurts: Pues no hagamos mas el coco.
Don JuaN: Yo soy don Juan.

Don Luis: Yo don Luis.

DonN Juan: jEstamos listos?

Don Luis: Estamos.

Don Juan: Como quien somos cumplimos.
Don Luis: Veamos, pues, lo que hicimos.
DonN JuAN: Bebamos antes.

Don Luis: Bebamos.

DonN JuaN: La apuesta fue. ..

(Fragmento de la Escena XII, Acto primero de Don Juan Tenorio por José Zo-
rrilla).
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Introduccion

La éptica cudntica se encarga del estudio del campo electromagnéticd!] desde el
enfoque de la mecanica cuantica, asi como también de las interacciones que existen
entre el campo y la materia.

Resena histérica

A lo largo del desarrollo de la fisica, siempre existié la disputa entre si la luz es
un fenémeno ondulatorio o se compone de corptsculos. En el siglo XVII, personajes
como Robert Hooke, o Christiaan Huygens sostuvieron la idea de la luz como una
onda (éste tltimo inclusive postulando un principio fundamental para la éptica clési-
ca ondulatoria) mientras que Isaac Newton, quien estudié la refraccion, reflexion y
dispersién de la luz, concluyé que su naturaleza deberia ser corpuscular con trayec-
torias rectilineas.

Mas adelante vendria uno de los triunfos de la fisica clasica: la teoria electro-
magnética. Esta se describe mateméaticamente por las ecuaciones de Maxwell descu-
biertas en la segunda mitad del siglo XIX. Las ecuaciones dan cuenta de la relacién
entre la electricidad y el magnetismo asi como algunos elementos de la teoria de la
radiacion.

Sin embargo, todavia existian 2 grandes problemas sin solucién a finales del si-
glo XIX: la radiacién de cuerpo negro y el efecto fotoeléctrico. Max Planck en 1899
propuso que la radiacion térmica era emitida y absorbida en pequenos paquetes de
energfa (a los que llamé cuantos) explicando asi el espectro de radiacién de un cuerpo
negro ideal. En 1905, Albert Einstein utilizé estas ideas para dar una explicaciéon al
efecto fotoeléctrico, revelando una interaccién cuantizada entre la luz y la materia[9].

'Bajo ciertas condiciones energéticas particulares, i.e., fuera del intervalo en donde se llevan a
cabo procesos nucleares y produccién de particulas, asi como procesos de ionizacién.
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Introduccién

Ambos fisicos fueron después galardonados con el Nobel de fisica por sus descubri-
mientos.

La introduccion de estas nuevas ideas marco el inicio de la mecéanica cuantica. A
partir de entonces Niels Bohr aplico las ideas de cuantizacion a la dinamica atomi-
ca, resultando en la prediccion de las lineas de emision de diferentes sistemas. El
desarrollo tedrico de la mecanica cuantica empezé con la generalizacion del caracter
dual de onda y particula a la materia por parte de Louis De Broglie en 1924; sus
ideas se desarrollaron ampliamente gracias a Werner Heisenberg, Erwin Schrodinger
y Paul Dirac, quienes idearon las herramientas con las que actualmente entendemos la
mecanica cuantica: evolucién temporal de estados, transformaciones unitarias, teoria
de perturbaciones, diferentes representaciones, etc. [§].

La optica cuantica comenzo a cobrar fuerza a partir de experimentos como el de
R. Hanbury Brown y R. Q. Twiss en la década de 1950, en donde se estudiaron co-
rrelaciones entre las fotocorrientes de 2 detectores. Este experimento reportd lo que
luego se llamaria “photon bunching” (una disminucién temporal entre cuentas en un
fotodetector). A pesar de que ésto ain puede ser descrito por la teorfa cldsica, la
descripcion cuantica extiende las predicciones. Una de ellas es lo que se conoce como
“photon anti-bunching”, lo que corresponde a un aumento en la separacién temporal
entre cuentas en un fotodetector. Mientras que en un laser ideal la distribucién de las
cuentas en un fotodetector es Poissoniana, cuando se tiene “photon anti-bunching”
la estadistica es sub-Poissoniana [12].

En 1975, H. Carmichael y D. Walls propusieron un sistema fisico accesible que
exhibiria una estadistica sub-Poissoniana. Més tarde la prediccion se confirmaria
gracias al experimento de H. Kimble, M. Dagenais y L. Mandel. Este fue el primer
efecto estrictamente no-clésico observado en la éptica, y seria el detonante de la 6pti-
ca cudntica como disciplina [12].

Existe un vinculo estrecho actualmente entre la éptica cuantica y demas disci-
plinas como la informacién cuédntica [§]. Por un lado la manipulacién de estados
cuanticos enredados es crucial para la realizacion fisica de la teoria propuesta por
la informacion cuantica. Por otro lado sistemas que estudia la éptica cudntica como
la Electrodindmica Cuantica de Cavidades con atomos podrian resultar ser sistemas
altamente manipulables [I7]. Experimentos como el de H. Kimble en 1998, o el de
E. Knill, R. Laflamme y G. Milburn en 2001, mostraron que es posible implemen-
tar protocolos, e inclusive compuertas (cudnticas) para manipular informacién [§]
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(cldsicamente la unidad de informacion es el bit; cudnticamente se le llama qubit).

La libreria OpenKet

Como dice el titulo de esta Tesis, el software libre OpenKet es utilizado para
estudiar computacionalmente diferentes problemas de la éptica cuantica.

OpenKet es una libreria de Python con la cual es posible la manipulacién de
objetos de la mecanica cuantica utilizando notacion de Dirac. Es posible obtenerla
de http://code.google.com/p/openket/ .

El proyecto empez6 con Pablo Barberis, y su estudiante de licenciatura Vicente
Rodriguez en 2009. Se creé el core que incluye las definiciones basicas, y las reglas
de operacién de los diferentes objetos. También se empezd a trabajar en el com-
pendio de funciones de alto nivel, haciendo una versién para el sistema de dlgebra
computacional Sage. A principios de 2011 como parte de un servicio social, contri-
bui al desarrollo de mas funciones, entre ellas las necesarias para resolver la evolucion
temporal dictada por la ecuacion de Von Neumann, dado un Hamiltoniano H,

1
donde p es el operador de densidad del sistema.
Lo que nos interesa es determinar la evolucién temporal de los elementos de
matriz de p, esto es, encontrar la forma de (i|p(t)|j). En general, va a producir

un sistema de ecuaciones diferenciales lineales acopladas,

(1413 = bl [H. o]

= 5" Aol 2

Lo que uno busca, es convertir los objetos (i|p(t)|j) a variables complejas que en-
tienda un algoritmo para resolver ecuaciones diferenciales lineales acopladas. Es en
este sentido que para este tipo de problemas OpenKet funciona como un traductor de
expresiones. Facilita al usuario el planteamiento del problema puesto que se utiliza
notacion de Dirac, y se encarga de traducir las expresiones para que sean resueltas
por algin programa de ecuaciones diferenciales. Una vez resuelto el sistema de ecua-
ciones, debe ser posible extraer la informacién de la observable que se desee. Esto es,
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Introduccién

debe ser posible extraer informacion especifica del conjunto numérico de datos que
nos regrese el solucionador de ecuaciones diferenciales de una manera eficiente.

La estructura de la libreria se centra en la definicién de clases y objetos con
métodos y reglas de operacion especificas. El core.py es donde se encuentran to-
das las instrucciones de como operar los objetos. Se hace uso de la libreria Sympy
(http://sympy.org/en/index.html) para manejar variables e implementar funciones
simples. En openket.py se encuentran las definiciones de las funciones principales,
que incluyen Adj() para obtener el hermitiano conjugado, Trace() y TraceQOut ()
para realizar trazas o trazas parciales, Commutator () para obtener el conmutador
entre 2 operadores, y QegqN() que traduce el sistema a uno que entienda un solu-
cionador de ecuaciones diferenciales, entre otras. Dentro de la libreria cada funcién
estd comentada; también existe un manual que detalla como resolver ejemplos es-
pecificos, disponible también en http://code.google.com/p/openket/.

En el presente trabajo, se explica detalladamente el funcionamiento de OpenKet
para los primeros ejemplodf], proporcionando un guién completo para los ultimos
ejemplos. Las lineas de cédigo pueden trabajarse desde iPython (Python interacti-
vo). Esta interfaz utiliza al maximo el caracter de lenguaje interpretado propio de
Python. Es decir que no es necesario compilar conjuntos de subrutinas para obtener
un programa; el usuario puede introducir linea por linea y definir sus variables y
funciones dentro de un espacio de trabajo. Desde iPython la manera més facil de
importar la libreria es

>>> run -1 openket

Esto corre la libreria dentro del espacio interactivo de trabajo. Hemos notado
que en ocasiones pueden chocar algunas definiciones de OpenKet con definiciones de
Sympy o Scipy (paqueteria que contiene algoritmos numéricos para cémputo cientifi-
co, entre ellos el conjunto de solucionadores de ecuaciones diferenciales odeint). Es
por esto que se recomienda al importar librerias ajenas, se importe especificamente
las funciones que se van a usar, o que se importe como un objeto y manejar las
funciones como métodos del objeto.

Hay que mencionar que la idea de programar paquetes de software para trabajar
problemas de mecénica cuantica no es nueva. Existen por lo menos otras 3 librerias

2Habra dos tipos de cédigo, uno que simula el entorno interactivo de Python (lo que empieza
con >>>) y otro que compone los médulos que se usan para los ejemplos. Estos dltimos estdn
numerados y se pueden buscar en el Indice de Cédigos.
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que lo hacen: Quantum [I], Quantum Optics Toolbox [22] y QuTip[20, 4]. La primera
es una extension (Add-on) del popular Mathematica y maneja también notacién de
Dirac, permitiendo hacer algunos cédlculos analiticos. Quantum Optics Toolbox es
quiza la mas conocida; corre sobre Matlab y utiliza matrices para operar con los ob-
jetos de la mecédnica cuantica. QuTip es de reciente creacion, estd escrita en Python
pero también utiliza matrices y vectores para operadores y estados. En un sentido
estricto, sélo QuTip es software libre, ya que tanto Quantum como Quantum Op-
tics Toolbox funcionan sobre plataformas con licencia que impide modificar el cédigo
fuente (ademads del costo que tienen).

Mas alla de las diferencias obvias, OpenKet es especial entre las librerias que
apuntan a resolver sistemas cuanticos puesto que es el inico que maneja como objetos
(en el sentido de la programacion orientada a objetos) las herramientas basicas que se
usan en la mecanica cudntica (operadores, estados, etc.). Incluye también la opcién
de pasar a la representacién matricial de un operador, pero es posible mantener la
notacion con simbolos.

Estructura de la Tesis

En el capitulo 1, se trata el Hamiltoniano de un atomo cargado en presencia de
un campo electromagnético clasico en la norma de Coulomb. También se explica la
aproximacién dipolar, su justificacién y se aplica a resolver problemas de atomos de
2 y 3 niveles.

El capitulo 2 trata la cuantizacion del campo electromagnético. Se ocupa tam-
bién de definir los diferentes estados del campo electromagnético como los estados de
Fock, los estados coherentes, entre otros. Se estudia la distribucién de fotones para
un estado coherente, y algunas de sus propiedades.

El capitulo 3 se centra en los problemas desarrollados en el capitulo 1, pero utili-
zando campos cuantizados en lugar de clasicos. Concluye con una discusion de efectos
cuanticos que no aparecen al utilizar el formalismo del capitulo 1, como por ejemplo
los “collapse/revivals” al resolver el &tomo de 2 niveles con un estado coherente como
condicién inicial.

En el capitulo 4, se introduce el concepto de disipacién en un sistema cuantico.
Tratamos la disipacion de un modo dentro de una cavidad y el decaimiento del esta-

do excitado de un atomo de 2 niveles. Ambos casos se modelan como la interaccion
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Introduccién

entre el sistema y un bano compuesto de una colecciéon de osciladores armoénicos en
equilibrio térmico. Se concluye con las ecuaciones maestras que en la aproximacion
Markoviana y la aproximacién de Born, modelan un sistema con disipacién.

En el capitulo 5 se tratan diferentes casos que explotan la funcionalidad de Open-
Ket, incorporando la disipacion a ejemplos de capitulos anteriores. Los ejemplos in-
cluyen la creacion de estados coherentes y disipacion en atomos de 2 y 3 niveles bajo
condiciones iniciales especificas. El ultimo ejemplo en particular, trata un atomo de
3 niveles con estructura A interactuando con 2 modos (de un ldser ideal) en una
cavidad con pérdidas. Asimismo se incorpora emisién espontanea al atomo.

En el caso semi-clésico se observa que el estado estacionario del atomo es el estado
oscuro, provocando que después de un tiempo se vuelva transparente. Sin embargo
para el caso en que el atomo interactia con 2 modos cuantizados, esto no es asi. El
estado estacionario no es el estado oscuro, y la probabilidad de encontrar al atomo
en el estado excitado no se anula. El efecto es provocado por la interaccién de los
dipolos con los 2 modos cuantizados. La interaccién provoca que el estado atomico
no sea separable del estado del campo dentro de la cavidad

El objetivo principal de la Tesis es mostrar la funcionalidad de OpenKet en
problemas no triviales, exhibiendo fenémenos fisicos que se han observado. No es el
objetivo de la tesis explicar exhaustivamente conceptos de la optica cuantica desde
una perspectiva puramente teérica. Sin embargo si existen discusiones fisicas respecto
a los resultados obtenidos, y algunos resultados se deducen detalladamente.

XVI



Capitulo 1

Interaccion Atomo - Campo clasico

1.1. Teoria semi-clasica

Una particula con carga e y masa m, interactiia con un campo electromagnético
externo a través del Hamiltoniano [§] (en unidades del SI)

N 1 2, > 2
m
donde P es el operador de momento con P = (P,, py, P,), fT(F, t) es el potencial
vectorial del campo externo, ®(7,t) es el potencial escalar del campo externo, y
Ues(r) es un potencial electrostatico.
Los potenciales estan relacionados con los campos £y B como

DA(F, 1)
ot

E(Ft) = —=V®(F,t) — (1.2)

— —

B(Ft) =V x A(F,t). (1.3)

Los potenciales tienen libertad de norma, es decir que no quedan completamente
determinados de resolver las ecuaciones anteriores, y es posible hacer la siguiente
transformacién sin afectar las ecuaciones

(7, 1) = D(F, 1) — an:, b (1.4)
A7 t) = A7 t) + V(7 1) (1.5)
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Capitulo 1. Interaccién Atomo - Campo clasico

donde x(7,t) representa una funcién arbitraria, que en un momento definiremos.
Veamos c6mo se transforma el Hamiltoniano (|1.1)), al utilizar los potenciales con
la libertad de norma ®'(7,t) y A'(r,t). Para esto nos fijamos en la ecuacion de
Schrodinger depAendiente del tiempo, {I (7 ) (7, t) = ih%;t) y definimos un ope-
rador unitario R tal que, ¥'(7,t) = R¥(7,t). Definamos H' tal que se cumpla la
ecuacion de Schrodinger,
~ ov'(r,t

Como R es un operador unitario, se cumple que RR' = 1, asi que podemos escribir
la ecuacién de Schrodinger como

HR'W = (z’haa—]? + RTISI’) v (1.7)
multiplicando por R por la izquierda
(J%H}?T) v = (ih}?aa—}? + ﬁ/) v (1.8)
entonces tenemos que,
i = Rk - iR R 2 g, (19)

. . . ~ —iev(Ft .
Ahora definimos nuestro operador unitario como R = exp <%) Sustituimos en

(1.9) para obtener una expresién para H'; recordando que P = —ihV tenemos,
N 1 2, - 2
= [P v e A7, t)} — @ (F, 1) + Ul (1) . (1.10)
m

A continuacion escogemos la norma de Coulomb, esto es @ =0y V - /T(F, t)=0. La
ecuacion ((1.10]) resulta en

ox(7,1)
ot

H = L [13+e<ﬁ(?,t)+vx(ﬁt))]2+e + Ues(7) . (1.11)

- 2m



Ahora nos concentraremos en el caso en el que no hay fuentes (equivalente a
trabajar con dtomos neutros). Utilizando (1.2]), (1.3]) y las ecuaciones de Maxwell, el
potencial vectorial debe cumplir con la ecuacién de onda

- 10%°A
2A—?W:o. (1.12)

Asi que tendra una solucion general de la forma,
A t) = Agemi(Fret) 4 grei(Rret) (1.13)

Ahora bien, si \E\ = 27“ es la magnitud del vector de propagacion de una onda de
longitud A, para |r] de dimensiones atémicas (~ 107'%m) y X’s tipicas de luz visible

(400-700 nm) tenemos que |k| - |7] < 1, asi que podemos aproximar al potencial
vectorial como uniforme en la vecindad del atomo, i.e.,

A7 t) = APy, t) = A(t). (1.14)

Esto se llama la aprozimacion dipolar [18].
Para simplificar el Hamiltoniano, (|1.11]) nos sugiere definir (7, ¢) como

X(7t) = —A(t) - 7. (1.15)
Con esta definicién ([1.10)) se convierte en

.op 3} .
H' = 5=+ Us(r) +er" E(t) = Hy+ V. (1.16)

En la siguiente seccién nos referiremos a H' de la ecuacién anterior como simplemente

H.

1.2. Atomos de 2 niveles

Restrinjamos nuestro estudio de atomos a aquellos que podemos expresar su
vector de estado como una superposicion de niveles discretos. Estos niveles forman
la base del espacio de Hilbert que usamos para describirlos matematicamente. En
general un estado lo podemos escribir como



Capitulo 1. Interaccién Atomo - Campo clasico

) = cili), (1.17)

%

donde los ¢; son cantidades complejas que cumplen Y, [¢;]? = 1.

Sin embargo existen condiciones bajo las cuales un atomo puede ser descrito
utilizando una base mucho mas pequena. El primer caso que estudiaremos es el del
atomo de 2 niveles [18§].

hLUl 4 ’1)

hwg ' 0)

Figura 1.1: Representacion esquemaética del atomo de 2 niveles.

Supongamos que nuestro atomo se encuentra al tiempo ty en una superposicién
de 2 estados que llamaremos base y ezcitado y denotaremos como |0) y |1) respecti-
vamente. Entonces tenemos

[(to)) = ¢0]0) + c1|1) . (1.18)

Ademas tenemos un Hamiltoniano que produce una evoluciéon temporal tal que

(1)) = e F [y (t)) = co(t)[0) + er(®)|1) + > ex(t)]). (1.19)

1=2

en donde |¢;]? < 1; V2<i< N.
Siendo esto asi, podemos trabajar con la base definida como B = {|0),]1)}.
Entonces podemos escribir la identidad como,

1=10)(0] + [1)(1]. (1.20)
Recordemos ahora el Hamiltoniano de un sistema atomo-campo. Este se compone de

4



2 partes: el Hamiltoniano del atomo libre Ho, y la parte de interaccion V es decir
H = Hy + V. Los niveles atémicos son estados propios de Hy ast que tenemos las
siguientes ecuaciones:

Hy|0) = Eo[0) = hwo|0) ,

. (1.21)
Hyll) = B |1) = hwn|1).

Podemos escribir Hy como

A

iy = 11,1 = (0)(0] + 1) (1]) Ho (10)(0] + 1) (1]) = hecpl0) (0] + huon | 1){1]. (1.22)

La parte de interaccién del Hamiltoniano tiene la forma

~

V =er E(t). (1.23)

Siguiendo un procedimiento analogo al anterior,

—e (J0)(0] + [1) (1)) (00| + [1)¢11) - Bt
0)0] (e(01#10) - £(1)) +[0)(1] (eCOl) - £0) + (124
H1)01 ({1170 - £)) + [1)(1] () - E(1)) -

A

=V

)
)
Vamos a trabajar con atomos sin momento dipolar permanente, es decir, que los
términos (0]7]0) = (1|7]1) = 0. Con esto, (|1.24]) se convierte en

— 10)(1] (e(0l1) - £(1)) + [1)(0] (e(1]70) - £(1)) - (1.25)

Podemos simplificar atin mas la expresién anterior. Expresamos a E(t) = ]E (t)|€=
E(t)€, donde € es el vector unitario de polarizacién, |€] = 1. Ademds, puesto que

(0]711) = (1]710)* y definiendo g = e(0|7|1) - €, tenemos juntando (|1.22)) y (1.25)),
H = hewol0){0] + heon [1) (1] + g E(®)[0) (1] + g" E(t)[1)(0] (1.26)

5
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En la aproximacion dipolar, podemos escribir el campo eléctrico como una onda
estacionaria [1§],

ewt + e—wt

E(t) = Acos(vt) = AT . (1.27)

A continuacién, nos pasamos al esquema de interaccién [21]. Para esto, se introduce

sz 2 _if .
una rotacién U = e~ wHo! a los vectores. Si denotamos como |¥;) los vectores en el

esquema de interaccion, entonces,

W) = UTw), (1.28)

lo que produce que su evolucién temporal esté determinada por un nuevo Hamilto-
niano Hj.
Para obtenerlo partimos de la ecuacion de Schrodinger,

_d L dUt e d]T())
= —U Ho | (t)) + U (Hy + V)|¥(2))
) (1.29)

H =UVU. (1.30)

Veamos ahora qué forma tiene U. Utilizando que (Ho)™ = (Fiwo)™|0)(0] + (hw; )"[1) (1]
y expandiendo la exponencial en una serie de potencias,

U = 70t |0)(0] + e~ *1)(1] . (1.31)

Podemos obtener (|1.30)), insertando (1.31)) en (|1.25)),
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H' = e@otg A cos(wt) |0) (1] 4 e @0t g* A cos(vt)|1)(0]

: A : : gA . .
—~ H = (%‘OHH) [ez(quw)t _i_efZ(VJrAw)t] + ( |1>< ’> [ez(quAw)t _i_efz(quw)t] ’
(1.32)

con Aw = w; — wy.

Cuando las frecuencias v, Aw son cercanas entre si y de 6rdenes de frecuencias
6pticas (~ 10's71) los términos que varfan como e***+2«) ]o hacen muy rapido (en
una escala de tiempo 1/v su promedio es cero), asi que los podemos despreciar; ésta
es la aprozimacion de onda rotante o RWA por sus siglas en inglés [I§]. Més ain,
tomando la condicién de resonancia, ¥ = Aw tenemos

g A

i = 221011 + 210, (1.33)

Definimos la frecuencia de Rabi como ) = 9A . Con esto, nos queda

A = h<Q|O>(1| +Q*|1><0|) . (1.34)

Vamos a trabajar éste problema utilizando OpenKet.

Apuntamos a resolver numéricamente el problema, utilizando el operador de den-
sidad. La ecuacién de evolucién temporal para el operador de densidad (ecuacién de
Von Neumann) es

F_ ——'[H,p]. (1.35)

Una manera de determinar la evolucién temporal de p es conocer como es que evo-
lucionan sus elementos de matriz, esto es, (i|p(t)|7).

Si nuestra base tiene n elementos, en general ((1.35]) nos va a producir un sistema
de n(n + 1)E| ecuaciones diferenciales acopladas,

|p|9 chl klp|l) . (1.36)

'Como la matriz es compleja habra 2n? ecuaciones, que se reducen a n? cuando imponemos

hermiticidad. Permitiendo a los elementos de la diagonal ser complejos debemos sumar n ecuaciones
obteniendo n? +n = n(n + 1).
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Es decir, para resolver el problema necesitamos idear una manera de escribir (|1.35])
para encontrar el sistema (|1.36)) y utilizar cualquier solucionador de ecuaciones dife-
renciales ordinarias (EDO) para conocer la evolucién de cada elemento de matriz.

Esto representa un problema computacional no trivial. Se necesita crear una co-
rrespondencia entre los objetos (i|p|j) y las variables simbdlicas con las que vaya a
trabajar el solucionador de EDQO’s. La cuestién es crear una funciéon que discrimi-
ne entre nimeros (complejos), variables simbdlicas, y los objetos (i|p|j) teniendo en
cuenta que estos ultimos seguramente tendran coeficientes ya sean ntimeros o varia-
bles a su vez. Esta funcion debe buscar en una expresion, y cambiar solamente los
objetos (i|p|j) por variables dejando intacto todo lo demés. El proceso anterior lo
llevan a cabo 2 funciones QegN y Qch.

Podriamos decir que Qch es de menor jerarquia que QegN ya que sélo se encarga
de sustituir objetos (i|p|j) con variables, mientras que la tarea de QegN es méas com-
plicada. Expliquemos primero Qch; tiene 2 argumentos Qch(expr, dict). El primero es
la expresion a la que se quiere aplicar las sustituciones. Mientras que el segundo es
el registro de correspondencias entre los objetos (i|p|j) con las variables simbdlicas.
El propdsito resulta claro al ver la Figura .

. Variables
Notacién diccionario Simbélicas
de Dirac >

o Qch yn + I*ym
(ilpl7)
Computadora

(caja negra)

Usuario

Figura 1.2: Esquema ejemplificando el tipo de objetos en el lado de OpenKet que ve
el usuario, y el que ve la computadora.

En este sentido el diccionario de correspondencias es una funcién que relaciona
cada elemento del lado del usuario con algiin elemento del lado de la computadora
y Qch es la accién de esta funcion. En Python, este diccionario es un objeto béasico
del lenguaje y es béasicamente una colecciéon de pares de datos: una “palabra” y su
“definicién”. Ahora sélo tenemos que lidiar con la creacion de este diccionario usando
algin tipo de etiquetas para las variables simbdlicas (ver Figura ) que no resulte
muy confuso. Es aqui donde entra QeqgN.



La funcién QegN es la manera en que OpenKet trata los problemas que involu-
cran una evolucion temporal, de la forma de E| Esta funcién tiene la ventaja
de que el usuario escribe el problema en forma de ecuacién y obtiene un conjunto de
EDO’s junto con el diccionario de correspondencias. Al tratar problemas con bases
grandes o muchos parametros, uno s6lo necesita recuperar el archivo creado por QegN
y resolverlo con cualquier paqueteria de EDQO’s; computacionalmente el problema se
reduce a tener una buena paqueteria de EDO’s.

La sintaxis de QeqN es QeqN(p, p, base, archivo, diccionario). La primer entrada es
el nombre asignado al operador de densidad, la segunda es la expresién de la derivada
temporal del mismo (lado derecho de (1.35)), la tercer entrada es la base dada como
una lista de kets, la cuarta es el nombre del archivo de texto donde se va a escribir
el conjunto de EDO’s asi como el diccionario, y la quinta entrada es el nombre del
diccionario que vaya a crear QeqN.

El diccionario que crea QegN es uno en el que las palabras son todos los objetos
(t|plj) (donde i, corren sobre todos los elementos de la base con la que se esté tra-
bajando) y sus definiciones son los nombres de las variables simbdlicas asignadasﬂ Es
éste el diccionario que alimentara a Qch (que estard actuando todo el tiempo dentro
de QegN).

La manera en como QegN actia es la siguiente. Multiplica por (i| por la izquierda
y por |7) por la derecha el lado derecho de , para obtener expresiones de la for-
ma de (1.36). Esto lo hace para todos los elementos {|i)} de la base. Después utiliza
Qch para intercambiar por las variables simbdlicas y escribe toda la informacion a un
archivo. Al final del archivo escribe el diccionario de correspondencias que usé, para
que después el usuario pueda hacer manipulaciones con ayuda de las demas funciones.

Hagamos paso a paso las definiciones de los distintos objetos (ver el Apéndice para
una descripcién de las funciones bésicas de OpenKet). Primero, definimos nuestra
base. Creamos una lista que tenga como elementos al |0) y al |1),

>>> base = [Ket(i) for i in range(2)]; base
(11>, 10>]

2En realidad es posible afiadir términos al lado derecho de como se verd en ejemplos de
capitulos posteriores. Por ejemplo al tratar con ecuaciones maestras.
3Siendo p un estado fisico, los elementos de la diagonal, i.e., (i|p|i) son cantidades reales; sin
embargo (i|p|j),7 # j en general son cantidades complejas. Para manejar siempre cantidades reales,
(Glpli)+{leld) ., (ileli)—{(ileli)

definimos las variables como 5 y = para cada i # j.
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Notese como al final de la definicién en la linea 1 se escribe “ ;7 y después se

repite el nombre del objeto. Esto es s6lo para que Python regrese (més formalmente
imprima) la forma del objeto. )
De la ecuacién (1.34), fijando 2 = 1, podemos definir H /h como sigue,

>>> H = Ket (0)*Bra (1)
>>> H = H + Adj(H); H
|1><0] + [0><1]|

En la linea 2 hacemos uso de la funcién Adj(expresion), la cual regresa el conju-
gado hermitiano de la expresion.
Definimos el operador de densidad dentro de la clase Operator,

>>> R = Operator(’R’); R

R

Después como ya definimos nuestro Hamiltoniano, podemos pasar a definir p, [1
>>> Rdot = -I*Commutator (H, R); Rdot
IRI0><1] + IRI1><0| - I|0><1|R - I|1><O0|R

Vemos que se respeta el orden de los operadores. Por tltimo utilizamos la funcién
QeqgN para escribir el archivo que contiene las ecuaciones diferenciales y las corres-
pondencias usadas. Como se explicé anteriormente, lo que hace QegN es obtener los
elementos de matriz (i|[Rdot|j) con i,j = 0, 1, para luego cambiar los objetos (i|R|j)
por las variables simbdlicas.

>>> QeqN(R, Rdot, base, ’func’, ’dic’)

El archivo, que hemos llamado func, se crea en el directorio donde se esta tra-
bajando y escribe las relaciones . También dentro del archivo se escribe el
diccionario que hemos llamado dic. Ahora corremos el archivo func, y verificamos
el diccionario dic.

>>> run -i func

>>> dic

{’<0IR|0>’: yO + Ixyl,
’<O|R[I1>7: y2 + Ix*xy3,
’<1|RI0>’: y2 - Ixy3,
’<1|RI1>°: y4 + Ix*xyb}

4La constante A de la ecuacién la absorbimos en el Hamiltoniano, ya que se definié como
H /h. Este truco serd algo recurrente a lo largo de todos los ejemplos desarrollados, y es algo
computacionalmente esencial dado el caracter dramatico del valor numérico de & en los sistemas SI
o CGS por ejemplo.
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En la linea 2, mostramos la forma del diccionario una vez cargado el archivo func.
Este diccionario como veremos adelante, es de mucha ayuda al extraer la informacién
para estudiar observables (o dicho de otra manera, facilitar el paso de la informacién
entre el usuario y la caja negra de la computadora).

Actualmente, QegN esta hecho para que el formato en el que escribe las EDO’s
sea compatible con la secciéon de EDO’s del paquete de Python (también libre) Scipy
[5]. Hay que importar el solucionador de este tipo de sistemas: odeint,

>>> from scipy.integrate import odeint

Después hay que especificar los pardmetros de odeint(f, y(t = 0), t). Recordemos
que en el fondo estamos resolviendo un sistema,

Y =Aj, (1.37)

donde A es una matriz de coeficientes (complejos en general). El primer argumento
de odeint es en este caso A, que podemos representar como la funciéon vectorial f.

Como son ecuaciones diferenciales de primer orden, hay que especificar una condi-
cion inicial. Hemos dicho que se crea una correspondencia entre elementos de matriz
y variables simbdlicas. Necesitamos que, dada la expresion de la matriz de densidad
a un tiempo ¢t = 0, se extraiga el valor de las variables simbdlicas y se codifique en
una lista ordenada. Veamos nuevamente la expresion . La dimensién del vector
¥ es n(n + 1) si nuestra base tiene n elementos. En concreto para nuestro ejemplo
n = 2 asi que la dimension del vector i es 6. El diccionario creado por QegN en este
caso uso6 6 variables simbdlicas que llamé y0O, y1, ..., y5 (como podemos ver del
diccionario dic). Estos son los elementos del vector ¢ (estan ordenados en el vector
de acuerdo a su ntimero), y son los valores iniciales de éstos los que hay que propor-
cionar como condicién inicial.

Hacer la condicién inicial “a mano” (usando el diccionario) serfa demasiado lento,
por lo que se cred la funcion InitialCondition. Este es del tipo de funciones que
ayudan al flujo de informacién de la Figura (|1.2]).

Los argumentos de InitialCondition son 4: InitialCondition (R, obs, base,
dic). El primero es el nombre del operador de densidad. El segundo es la condicién
inicial, la expresiéon de p al tiempo ¢ = 0. Debe tener la forma de una suma de pro-
ductos exteriores. El tercer argumento es la base dada como una lista, y el cuarto es

11



Capitulo 1. Interaccién Atomo - Campo clasico

el diccionario que regresa la funcién QeqN.

Para nuestro ejemplo, supongamos que el atomo esta en el estado base al tiempo
t = 0. Esto quiere decir que la matriz de densidad es p(t = 0) = |0)(0|. Entonces la
lista que codifica esta condicién inicial se crea con

>>> ini = InitialCondition(R, Ket (0)*Bra(0), base, dic)

En este caso ini = [1, 0, 0, 0, 0, 0] y no resulta complicado hacerla “a
mano” ya que es un estado puro. Sin embargo tener estados mezcla, junto con bases
mas grandes, complicard demasiado el proceso e InitialCondition se vuelve muy
util.

Ahora sélo falta especificar el paso en el tiempo, y el intervalo en el que se van
a resolver las EDOs. Esto se puede hacer con la funcién de NumPyf| linspace [3].
Se especifican 3 ntimeros: los primeros dos definen el intervalo de la solucién, y el
tercero define el nimero de puntos contenidos en dicho intervalo. Por ejemplo,

>>> t = linspace (0, 10, 1000)

En este caso se crea una particién entre 0 y 10 con 1000 puntos.
Ya que la funcién f se define al correr func, podemos correr odeint como sigue,

>>> sol = odeint(f, ini, t)

El objeto sol es la solucion del sistema de EDO’s, teniendo la evolucién temporal
de todas las variables. Tiene la siguiente forma:

AN AN

A

< Y Ve ™ ™

sol=1[ [y0,y1,...], [yO,y1,...],...,[y0,y1,...] ].

Para, por ejemplo graficar cémo evoluciona el estado excitado del 4&tomo, necesitamos
fijarnos en la evolucién de (1]p|1). Esto corresponde a alguna variable simbdlica, que
a su vez ocupa cierta posicion dentro del objeto sol; para no complicar el proceso,
se cred SubsSol. La funcién SubsSol(obs, sol) tiene 2 argumentos; el primero es
la observable de la cual se quiere extraer la evolucion temporal, y el segundo es la
evolucion temporal de todas las variables.

La ventaja de esta funcion es que lo que se meta en obs puede ser cualquier
expresion. Inclusive puede tener funciones bésicas dentro (trigonométricas, exponen-
cial, etc.), cosa que enriquece mucho las cantidades que pueden ser estudiadas con

5Paquete de software libre que contiene librerias especializadas en métodos numéricos.
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OpenKet.

El primer argumento de SubsSol, la observable, debe estar transformada a las
variables simbdlicas’] Regresemos al ejemplo para entender mejor cémo funciona
SubsSol. Recordemos que la probabilidad de encontrar al atomo en el estado excitado
al tiempo ¢ es tr(p(t)|1)(1|). Aprovechemos que OpenKet tiene la funcién Trace para
obtener la informacién del estado excitado.

>>> ee = Trace(R*Ket (1)*Bra(l), base); ee
<1|RI|1>

Por supuesto que siempre pudimos haber obtenido ee del elemento de matriz
(1|p|1), pero en la mayoria de los casos cuando la observable no sea la probabilidad de
encontrar un solo estado cuantico, utilizar la forma de la traza serd mas conveniente.
Ahora queremos cambiarlo por sus variables simbdlicas correspondientes; vuelve a
ser util Qch.

>>> eeSIM = Qch(ee, dic); eeSIM
y4 + Ixyb

La expresién de la linea 2 tiene la forma requerida por SubsSol (SIM de simbdli-
o), asi que podemos obtener la informacién de la evolucién temporal de (1]p|1) de
la siguiente manera (NUM de numérico)|

>>> eeNUM = SubsSol (eeSIM, sol)

Podemos verificar el comportamiento graficando contra el tiempo (usando el pa-
quete libre Matplotlib [2]).

>>> plot(t, eeNUM)

Obtenemos la Figura . Se observan las oscilaciones de las probabilidades de
encontrar al atomo en alguno de sus 2 niveles. Este problema puede ser resuelto
analiticamente [18] (se obtiene que la probabilidad oscila arménicamente).

Digamos que ahora queremos utilizar un Hamiltoniano sin la RWA | es decir, tra-
bajar con el Hamiltoniano (1.26). El cédigo que resuelve numéricamente el problema
es el siguiente:

6La razén de esto es simple: las posibilidades de operacién con variables simbélicas son muchisi-
mas mas que con objetos del tipo (i|p|j).

"Es posible realizar el proceso en una linea ya que las funciones se pueden anidar:
SubsSol (Qch(Trace (R*Ket (1) *Bra(1), base), dic), sol). Esto no lo haremos aqui para ser
mas claros.
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tr(p|1) (1))

2 4 6 8 10

Ot

Figura 1.3: Probabilidad de encontrar al atomo en el estado excitado (1|p|1) contra

el tiempo.

Cédigo 1.1: Atomo de 2 niveles sin RWA
import sympy as sp
from scipy.integrate import odeint
R = Operator(’R’)

base = [Ket(i) for i in range(2)]

wO, wi, Om, wec = (1.,20.,1.,19.)

t = sp.var(’t’, real=True)

H = wO*Ket (0)*Bra(0) + wilxKet (1)*Bra(1l)

H =H + Om*sp.cos(wc*t)*Ket (0)*Bra(1l) + \
Om*sp.cos (wcxt)*Ket (1)*Bra(0)

Rdot = -I*Commutator (H, R)

QeqN (R, Rdot, base, ’func’, ’dic’)

run -i func

ini = InitialCondition(R, Ket(0)*Bra(0), base,
t = linspace(0,10,1000)

sol = odeint(f, ini, t)

ee = Trace(R*xKet (1)*Bra(l), base)

eeSIM = Qch(ee, dic)

eeNUM SubsSol (eeSIM, sol)

14

dic)



19

plot (t, eeNUM)

En la linea 1 importamos la libreria Sympy [6] que nos permite el manejo de
variables simbdlicas. De la linea 2 a la 4 se definen los objetos como en el ejemplo
anterior. Pardmetros a usar se definen en la linea 5 (se escriben los niimeros seguidos
de un punto para que sean entendidos como flotantes). En la linea 6, creamos una
variable de Sympy para poder trabajar con dependencia explicita del tiempo. Las
lineas 7 a 12 sirven para determinar el conjunto de EDQO’s del problema.

Es importante hacer notar que al final de la linea 8 se escribe una diagonal in-
vertida “ \”. Se debe entender pues que la siguiente linea (9) es la continuacién de
la 8 y Python las interpreta como una misma linea.

La linea 13 define la condicion inicial que en este ejemplo fijamos como el estado
base del dtomo p;—g = |0)(0|. En la linea 14 definimos la particién en el tiempo; es
crucial bautizarla con el mismo nombre que la variable usada para denotar el tiempo
explicitamentd?]

Las lineas 15 a 19 nos sirven para verificar la evolucién temporal del estado
excitado del dtomo 6 el elemento de matriz (1|p|1).

Como se aprecia de observar los 2 casoﬂ (ver Figura ), la RWA empieza a ser
una buena aproximacion cuanto mayor es Aw. Asi, con una Aw del orden de luz éptica
el sistema del atomo de 2 niveles puede modelarse con un error minimo utilizando la
RWA (Figura [1.3). Al utilizar la RWA estamos eliminando las oscilaciones répidas
que aparecen claramente en la Figura (L.4p).

1.3. Atomo de 3 niveles

Otro ejemplo es el del atomo de 3 niveles, particularmente en configuracién A
[18] (ver Figura [L.F)).

En este tipo de configuracidn, las transiciones dipolares se restringen a |0) < |1)
y |2) < |1). El caso de interés es la interaccién del &tomo con un campo de 2 modos,
digamos v4 y vp.

8QeqgN usa la variable de Sympy para escribir las EDO’s, mientras que odeint usa la variable de
Numpy para resolver las EDO’s. Es importante el orden de las definiciones puesto que no se puede
escribir cos(t) si t no es variable de Sympy y t necesita ser un array de Numpy para que funcione
odeint.

9 Ambos ejemplos pueden ser obtenidos utilizando el Cédigo simplemente modificando los
parametros en la linea 5.
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1.0 T T T T 1.0

0.8/ 0.8
;E/O‘G’ ?/o.s
= =
SN )
E/ 0.4 \E 0.4

0.2 0.2+

0.0 2 7 6 005 2

917
(a) wp =19, w1 =29, Aw =v =1Q (b) wo =19, w1 =209, Aw =v = 19

Figura 1.4: Evolucién temporal de (1|p|1) sin la aproximacién de onda rotante para
diferentes valores de frecuencias.

El campo (en la aproximacién dipolar) puede escribirse como [I§]
E(t) = A(cos(VAt) + COS(VBt)> . (1.38)

Haciendo un analisis analogo al hecho para llegar a la ecuacion (|1.26) podemos
escribir el Hamiltoniano del sistema utilizando las 2 frecuencias de Rabi™]

]?:f%+hmdu@)QWAWMH+QLMHXW}+hmﬂmﬂﬂ9}ﬂpﬂﬂ+9kﬂﬂﬂﬂy
(1.39)
teniendo Hy = Fiw|0) (0] 4 hwr | 1) (1] + hws|2) (2], ¥ Qe = O

m—n-*
Ahora bien, si nos pasamos al esquema de interaccién y utilizamos la RWA (el
procedimiento es el mismo que en el caso de 2 niveles) obtenemos un Hamiltoniano

sin evolucion temporal explicita,

H' /B = Qo1 ]0) (1] + Qot[2) (1] + hec. . (1.40)

El ejemplo que estudiaremos utiliza este Hamiltoniano y los siguientes 2 estados
ortogonales como distintas condiciones iniciales:

10Son 2 puesto que hay 2 acoplamientos go_.1 = (0|F]1) - €, y ga—1 = (2|7]1) - €.
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Figura 1.5: Atomo de 3 niveles en configuracion A.

~ Q-a]0) +Q2412)

W‘H - Q%_ﬂ T Q%_}l )
v (1.41)
v = Qo1|0) — Qo]2)

\% Q%—)l + Q%—)l

Codigo 1.2: Atomo de 3 niveles en configuracion A semi-clasico

from scipy.integrate import odeint

R = Operator (’R’)

base = [Ket(i) for i in range(3)]

Z01, z21 = (1., 2.)

H = Z01xKet (0)*Bra (1) + Z21x*Ket (2)*Bra(1l)
H = H + Adj(H)

Rdot = -I*Commutator (H,R)

QeqgN (R, Rdot, base, ’func’, ’dic’)

run -i func

t = linspace(0,10,1000)

psimas = (Z01*Ket (0) + Z21*Ket(2)) / \
(sqrt ((Z01)*x2 + (Z21)*x2))

psimenos = (Z21*Ket (0) - ZO1x*Ket(2)) / \
(sqrt ((Z01)*x*2 + (Z21)*x2))

inimas = InitialCondition(R, psimas*Adj(psimas),\
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base, dic)

inimenos = InitialCondition(R, psimenos*Adj(psimenos),\
base, dic)

solmas = odeint(f, inimas, t)

solmenos = odeint(f, inimenos, t)

ee = Trace(R*xKet (1)*Bra(l), base)
eeSIM = Qch(ee, dic)

eeNUMmas = SubsSol(eesim, solmas)
eeNUMmenos = SubsSol(eesim, solmenos)
plot(t, eeNUMmas, ’--’,)

plot (t, eeNUMmenos)
ylim([-0.1,1.4])

Observemos que las lineas 1 a 10 son los mismos pasos que se siguen en los
ejemplos previos. De las lineas 11 a la 14 se definen los estados . Nuevamente
las lineas 15 a 24 siguen el orden de ejemplos anteriores, haciendo los 2 casos, cada
uno con la condicién inicial distinta. La linea 21 especifica la observable que buscamos
estudiar, la probabilidad de encontrar al &tomo en el estado |1), el estado excitado.

En la linea 25 se agrega un argumento a plot que produce una linea discontinua.
La linea 27 modifica los limites del eje vertical.

Si vemos ahora el diccionario es mas grande (como la base tiene 3 elementos ahora
hay 3 x 4 = 12 variables simbdlicas).

>>> dic

{’<0IR[0>’: yO + Ixyil,
’<O|RI1>7: y2 + Ix*xy3,
’<O0|RI2>7: y4 + Ix*xyb,

’<1|RI0>’: y2 - Ixy3,
"<1|RI1>7: y6 Ixy7,
’<1|R[2>’: y8 I*xy9,
'<2|R10>’: y4 - Ixy5,
’<2|RI1>7: y8 - Ix*y9,
’<2|R[2>7: y10 + Ixyi11l}

+
+

En particular nétese como conjugados hermitianos de objetos (i|p|j) son com-
plejos conjugados en sus variables simbdlicas. Del Codigo obtenemos la Figura
[6).

El caso de la condicién inicial [1)—) se denomina el estado oscuro. Es interesante
ver que tener esta condicién inicial produce que el 4&tomo se mantenga en sus estados

base [0) y [2).
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Figura 1.6: Evolucién temporal de (1|p|1) para dos condiciones iniciales distintas

Fisicamente lo que sucede es que la probabilidad de encontrar al d&tomo en el
estado excitado |1) depende de 2 términos de igual amplitud y signos contrarios. Un
término es proporcional a la amplitud de probabilidad del estado base |0), mientras
que el otro tiene una fase opuesta y proporcional a la amplitud de probabilidad del
estado base |2). Los términos oscilan a la misma frecuencia provocando que la am-
plitud de probabilidad del estado excitado sea 0 [16].

Este fenomeno se ha estudiado en el laboratorio y se le llama Transparencia Indu-
cida Electromagnéticamente o EIT por sus siglas en inglés. El concepto fisico central
que produce EIT se denomina atrapamiento coherente de poblaciones (coherent po-
pulation trapping) y fue descubierto en 1976 por el grupo de G. Alzetta [16].
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Capitulo 2

Campo cuantizado

2.1. Cuantizacién del campo electromagnético

En el inicio del capitulo anterior, vimos que el potencial vectorial cumple la
ecuacién de onda ([1.12)). Se suele escribir al potencial vectorial como

A7 t) = A7 t) + AR 1), (2.1)

donde las amplitudes que oscilan como e~** estdn contenidas en AH) (7, t), mientras
que las que oscilan como €™ estan en A7) (7, t). Podemos desarrollar el potencial
vectorial en funciones ortonormales [12]; por ejemplo,

AT ) = epiy (e ™. (2.2)

k

Como A(7, t) cumple la ecuacién de onda, entonces las funciones () deben cumplir
con

2
V2, (F) + %a,m ~0. (2.3)

Asi que la solucién con condiciones de frontera periddicas la podemos escribir como

/o 1 5 ikP
Uy (1) = m(’me( k| (2.4)

donde ¢ es el vector unitario de polarizacién, con polarizacién A. Como queremos
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Capitulo 2. Campo cuantizado

que el campo se anule en la frontera del volumen, necesitamos que las componentes
del vector de onda sean, k; = 2mn;/L con n; = 0,%+1,£2,... para j = z,y, 2.

El indice k lo utilizaremos para etiquetar tanto a las dos polarizaciones (A = 1, 2)
como a las 3 componentes del vector de onda k .

La constante # se escoge para tener

[RGB 2.5)

También se sigue de (2.4) que

/ (7 - T (F)dF = 0,
s

(2.6)
/ Uy (1) - (r)dr = 0.
v
Siendo que estamos en la norma de Coulomb (V - A= 0) debemos tener
V- (r) =0, (2.7)
y entonces el vector de polarizacion y el vector de onda deben cumplir
k-(W=0. (2.8)
De (24) y la expansién (2.2) podemos escribir el potencial A(7) como
A(F) = Z [ckﬁke’i”kt + cLﬁ}Zemkt} : (2.9)
k
Utilizando (1.2) y ([1.3) podemos obtener expresiones para los campos E v B,
E(7 1) = Zz’wk (ckﬁke_w’“t — czﬁ}‘;ei‘”’“t) , (2.10)
k
B(7,t) = Zz (ckﬁke’i“”“t - czﬁzei“’kt) : (2.11)

k
donde se ha puesto por simplicidad v, = k X . La cuantizacién se lleva a cabo

'Entonces, Y, — ZA:I,Z anny,nz.
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identificando las amplitudes con operadores: ¢; y 62 Sin embargo, nos gustaria adi-

. . . o1 . A A ,c|- o AT
mensionalizar estas amplitudes, por lo que las escribimos como ¢ = pay y ¢, = pay
con p una constante. Siendo que los fotones son bosones, las relaciones de conmuta-
cién (para los operadores adimensionales) apropiadas son las siguientes:

(2.12)

El Hamiltoniano para el campo electromagnético en el vacio estd dado por [10]

1
H = / <60E2 + —B2> dr . (2.13)
1% Ho

Sustituyendo las expresiones de los campos (2.10)) y (2.11)) en lo anterior se tiene

1 A ) — — — A 3 — —: —
H == E €0 (—wrpwy) Cplpe ntet [ g di — ckcLe—Z(w’“_“’k’)t Uy, - Uprdr —
1% 1%

AT A i(wp—wp)t I I AT AT i(wptw )t % 7o
—CCrre (@r—ww) Uy, - U dr + C.Cpi€ @it [, di | —
1% v

]- A A ) — — — A A ) — —
— | epepe ettt [ g G di — ckcLe_Z(“’“_“’k’)t Uy, - U di —
Ho 1% 14

_ézéklez(wk—wk/)t/ Q_)’Z - U dF + éLéL/QZ(Wkerk,)t/ 1—)”]: . 1_)”]:/df’:| } )
\% |4

(2.14)
Utilizando la relacién vectorial
(@9 () = () -0~ (09 (9.

asi como también (2.6)) y (2.8]), tenemos los siguientes resultados:
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Capitulo 2. Campo cuantizado

Uk~17;,df_(E-IQ)/ﬁkﬂz,dF_k%kk,,
14
Ty, - UpdF =0, (2.15)

J
J
J

Utilizando lo anterior, podemos simplificar significativamente ([2.14]) E|,
H=3 wle [ék@; + ézék} .
k

Escribiendo los operadores como é (&) = pay(pal.) con p una constante, y utilizando

(2.12) llegamos a
1
H=> 2wicp’ {2 + akak} . (2.16)
k

Recordando que la energia de un modo con frecuencia wy es hwy, conviene escribir
el Hamiltoniano como

1
H=> huy {5 +d2ak] : (2.17)
k
de donde obtenemos que
h
= ) 2.1
p e (2.18)

Finalmente, las expresiones de los campos E y B cuantizados son las siguientes [11]:

et F7ert) _ g =il wm) 2.19
Z 2€0V ( ’ ( )

Z v 260ka k X C()\) ake rowrt) _ Le_i(E'F_wkt)> . (2.20)

2Es claro que eowk

Mo "
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2.2. Estados de Fock

Los valores propios de (2.17) son hAwg(ng + %) con ny entero (ny = 0,1,2,...).

Los estados propios son |ng) y se denominan estados de Fock [12]. Ellos son estados
\ T

propios del llamado operador de nimero Nj, = a;a5. Esto es,

Los operadores ay, y &L actian sobre los estados de Fock de la siguiente manera [14]:

&k|nk) = \/nk\nk — 1> s

A (2.22)
a2|nk> =\/ng + 1|nk -+ 1) .
Aplicar ay en |0) lo aniquila, ax|0) = 0.
Los estados de Fock forman una base ortonormal,
(ng|n) = dnmr (2.23)
y completa,
> ) (ni = 1. (2.24)
nE=0

Podemos trabajar con elementos de esta base utilizando OpenKet. Definimos primero
los objetos ay v d;.

>>> a = AnnihilationOperator(); aa = CreationOperator ()

Los argumentos opcionales son 2: la etiqueta del operador y un valor maximo,
que al aplicarle por ejemplo d,t por la izquierda, resulte en 0. Estos objetos pueden
operar sobre kets y bras que tengan etiquetas de vector iguales a niimeros.

>>> axKet (3); aa*Ket (8)
3xx(1/2) 2>

319>

>>> Bra(5)*a; Bra(7)*aa
6xx(1/2)<6|

T*xx(1/2) <6
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Capitulo 2. Campo cuantizado

Podemos multiplicar los objetos a y aa de cualquier manera; por ejemplo, recrear
el operador de nimero:

>>> aax*axKet (18)
18118>

En ocasiones es conveniente trabajar con variables simbolicas:

>>> n = var(’n’)

>>> axKet(n); aaxKet(n); aax*xaxKet(n)
nxx(1/2) -1 + n>

(1 + n)*x*x(1/2)[|1 + n>

nln>

Por dltimo, hagamos uso de los 2 argumentos opcionales. Supongamos que esta-
mos trabajando en un problema donde hay 2 modos. En este caso una posible base
es la siguiente {|n)modo1 | )modo2 }- Esto 1o podemos escribir como sigue:

>>> n var("n"); m = var("m")
>>> x Ket (n, "modol")*Ket(m, "modo2"); x
|n_modol>|m_modo2>

Luego, definamos los operadores de creaciéon y aniquilacién que operen sobre los
espacios respectivos, y definamos un valor méximcﬂ:

>>> al=AnnihilationOperator ("modol", n+2)
>>> aal = CreationOperator ("modol", n+2)
>>> al*x

nx*x(1/2) -1 + n_modol>|m_modo2>
Dejando intacto al espacio modo2. Aplicando ahora aal,

>>> aalx*x

(1 + n)**x(1/2)|11 + n_modol>|m_modo2>

>>> aalx*_

(1 + n)**x(1/2)*(2 + n)**(1/2)|2 + n_modol>|m_modo2>
>>> aal*_

0

«

Notese que en la linea 3, estamos usando el comando “ _ 7 que quiere decir el
resultado inmediato anterior. El iltimo cero resulta de haber llegado al valor maximo,
n+2 que decidimos al definir aal.

3El valor méximo es 1til para poder trabajar con bases finitas, y que sea posible representar el
sistema computacionalmente.
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2.3. Estados Coherentes

Existe otra base en el cual el nimero de fotones no esta definido. Mas aun, el
producto de las incertidumbres en la amplitud y la fase en los elementos de la base
es el minimo permitido por el principio de Heisenberg para todo tiempo. Es por esto
que producen los estados cuanticos mas cercanos a una descripcion clasica del campo
[12].

Los estados se denotan por |a) donde « es un nimero complejo arbitrario. Ellos
son mds facilmente generados a partir del vacio (|0)) aplicindole el operador unitario
de desplazamiento,

D(a) = elea'—e"a) (2.25)

Es decir, |a) = D()|0).
Los estados coherentes no son ortonormales, y son sobrecompletos [19]. Ellos
pueden ser expandidos en la base de Fock como

(2.26)

Es fécil ver de (2.26)) que los estados coherentes son estados propios del operador de
aniquilacion,

Es claro que los valores propios a no tienen porque ser reales, puesto que @ no es
hermitiano.

Veamos como escribir un estado coherente utilizando OpenKet. Una manera de
hacerlo es utilizar un bucle, donde vayamos anadiendo elementos a la suma
hasta cierto valor. Por ejemplo,
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Capitulo 2. Campo cuantizado

Cédigo 2.1: Creacion de un estado coherente

psialfa, n, alfa = (0, 20, 3.)
1=1[]
for j in range(n):

psialfa = psialfa + \

( Calfa)*xj / \

sqrt (float (math.factorial (j))) )*Ket(j)
psialfa = ex*x(-(abs(alfa))**x2/2.)*psialfa

Los parametros se definen en la linea 1 (psialfa serd la suma a la que vayamos
anadiendo nimeros). El bucle de la linea 3 a la 6 anade los términos de acuerdo con
, y la linea 7 normaliza al estado creado.

Una propiedad de los estados coherentes es que la funciéon de distribucion de
fotones es una distribucién de Poisson, cosa que podemos ver multiplicando
por (n| por la izquierda, y obteniendo la norma.

|Oé | 21167042

P(n) = |(n|a)|* (2.27)

n!

Podemos verificar P(n) para nuestra alfa como sigue.

Cédigo 2.2: Distribucién de un estado coherente
1 =[]
for i in range(n):
temp = (abs(Bra(i)x*psialfa))**2
1.append(float(temp))
plot (1)

Estamos haciendo el producto interior |(n|a)|? en la linea 3, para luego juntar en
una lista en la linea 4.
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0.10f
— 0.08f
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0.00 : : :

Figura 2.1: Distribucion del niimero de fotones para un estado coherente con
a=3;n=20.

29



30

Capitulo 2. Campo cuantizado



Capitulo 3

Interacciéon Atomo - Campo
cuantizado

Nos interesa ahora modelar la interaccién entre un campo E cuantizado y un
atomo. Tal interaccién la podemos describir mediante el Hamiltoniano siguiente [18]:

H="H,+H,+er E, (3.1)

donde H, y H. describen las energias del atomo y del campo respectivamente. Re-
cordemos que 7 es la posicién del electrén, y el campo es uniforme en todo el dtomo
(aproximacion dipolar).

Supondremos por el momento que el atomo tiene un numero finito de niveles
discretos. Esto nos permite escribir cualquier estado atomico utilizando una base,
por ejemplo: B = {]i) : i = 0,1,...,n} En este caso, es conveniente definir los
operadores de transiciones atémicas 6;; como 6;; = |#)(j], tal que |3), |j) € B.

Si pensamos que también el campo esta compuesto de muchos modos, tenemos,

generalizando la ecuacién (1.22)), y de (2.17)),
Ha - ZE1|Z><Z| - ZEﬁ“,
=0 i=0
Ly
HC = zk:hwk |:§ + CLLCL]{| .

Es posible desarrollar er” para escribirlo en términos de las UiJEI'

'Puesto que la base B es completa, es decir, > [i)(i| = 1.
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3
3
3
3

er = elo) (ilr17) (Gl = e(i|r7) 5 - (3-3)

i=0 j=0 i=0 j=0

En el capitulo anterior, encontramos una expresion para el campo E cuantizado,
(2.19). Fijando el origen del sistema de coordenadas en el 4tomo mismo, podemos

escribir como [I§]
Zf:kg () +al) | (3.4)

donde &, = \/—hwy/2¢)V . Estamos poniendo la dependencia implicita en el tiempo

i E-Ffwkt)

de los operadores dy, af, a pesar de que (2.19) nos dice que dy(t) = age’l y
al (t) = —ale " * ™) Entonces el Hamiltoniano (3.1)) resulta en

H = ZEUM—l—Zhwk[ —i—akak}—FﬁZZZQkaw (ak+ak>, (3.5)

=0 7=0 &k

donde hemos puesto fig)’ = e(i|7]5) - (N &
Vamos también a omitir la energia del campo libre en el vacio, con lo que ten-
dremos la expresion final:

H = ZEU22 —I—Zﬁwkakak +hZZng i (ak —i—ak) : (3.6)

=0 j=0 &k

3.1. Atomos de 2 niveles

Supongamos que tenemos dtomos como en la Figura [I.1 Més atn, vamos a su-
poner por simplicidad que los elementos de matriz (i|7]j) con 4,5 € {0, 1} son todos
reales P| Entonces escribimos ¢! = g/° = g, por comodidad. Asf que la ecuacién
(3.6) para un dtomo de 2 niveles se escribe

2Como en el Capitulo 1, trabajaremos con 4tomos cuyo momento dipolar permanente sea 0, es
decir (i|7]j) = 0 para i = j.

32



H =" hwpalar + (Eodu + Eron) + B g (o1 + 10) (@ +al) . (37)
k k

El segundo término puede ser reescrito

Ey600 + E1611 = =(Ey600 — Eoo11 — Ev600 + E1611)

+ =(Eob00 + Ego11 + E1600 + E1611)

=

- EO)(&ll - 5—00)

N = o — N = o —
~~
w
co
N—

+ (El + Eg)(O’H + 0'00) .

Recordando la Figura[l.1| podemos escribir la diferencia de energias como
FE, — Ey = hAw. Ademas identificamos 611 — 699 = —0, donde 7, es una de las
matrices de Pauli. Es conveniente nombrar asimismo 619 = ¢, y también 691 = 5_.

Con estas nuevas definiciones, (3.7)) queda,
1 . . . .
M= henilin — hdwd. +h_ g (51 +5-) (ak + a,t) . (3.9)
k k

Omitimos el términ %(EO + E1) debido a que es un término de energia constante.
Siguiendo el plan del capitulo 1, vamos a pasar al esquema de interacciéon. Res-
trinjamos el problema a campos de un solo modo: v. Vamos a separar nuestro ha-

miltoniano (3.9) como H = Hy + H; siendo

1
Ho =hva'a — §hAw6z ,

H, =hg (5. +6_) (a+a) (3.10)
=hg (6 a+ 60" +6_a+a5_a") .
El Hamiltoniano en el esquema de interaccién corresponde a
H/ — eiHot/hHlefiHOt/h ) (311>

3(600 + 611) = 1 puesto que en este caso B = {|0), [1)}.
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Para realizar el calculo anterior, primero debemos notar que [afa, %&Z] = 0 puesto

quealay %@ operan sobre espacios de Hilbert distintos. Luego es posible la siguiente
igualdad:

eiMot/h _ ei(hudef%hAw&z)t/h _ eizxtd*defiAwt%&Z _ (3.12>
Nos va a ser util también la relacion
PN ~ N ~ A a2 ~ A A
e Be A = B + afA, B] + a[A, [A,B]] +..., (3.13)

. PR : wtata ~ —ivtata
siendo A y B dos operadores, y « un escalar [19]. Calculemos primero e ge~"v*"a;

o vt )?
eirtilage=inta'a _ o 4 iafata o] + (22.) afa, [a'a, a)) +
o . (ivt)?
— t(—
a+ivt(—a) + 5 (a) + (3.14)
—ivt)?
:&(1+(—iut)+( Z;,) +)
— &e—iljt .
Analogamente obtenemos
evtatagto—ivtata _ gtpivt (3.15)
eiAwt%ozo_JrefiAwt%Uz = o, ettt (3.16)
pidwtdos o midwtio. _ o —ibwt (3.17)

Utilizando todas estas relaciones, encontramos la expresién de (3.11)):
H = hg (6_+&ei(Aw—u)t + 6+&T6i(Aw+V)t + &_de_i(AoH_V)t + &_&Te—i(Aw—u)t) ) (318)

Lo que sigue es hacer la RWA, con la cual nos quedamos con los términos que van

como e (A=)t huesto que suponemos que las frecuencias v v Aw son suficientemente
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grandes, y cercanas entre si como para que los términos e* A« ge promedien a

cero. Entonces, el Hamiltoniano simplificado, en el esquema de interaccién, es

H' = hg (6ae" @™ 4 6_ale " (Bet) | (3.19)

El caso que estudiaremos con OpenKet es cuando la frecuencia del campo esté en
resonancia con la frecuencia de la transicion atémica, es decir, Aw = v,

H' =hg (6+a+6_al) . (3.20)

Para este ejemplo, vamos a definir la base del 4tomo como B, = {|i) : i = 0,1} y la
base del campo como B. = {|j) : 7 = 0,1,...,n} donde cortaremos la base de Fock
en una cierta n fija. La base de nuestro problema va a ser B = B, ® B..

A continuacién el script de Python, que genera las ecuaciones diferenciales a

partir de (3.20)).

Codigo 3.1: Atomo de 2 niveles caso cudntico

from scipy.integrate import odeint

n = 10

base = [Ket (i, "atomo")*Ket(j, "campo") \
for i in range(2) for j in range(n)]
splus=Ket (1, "atomo")*Bra(O,"atomo")
sminus = Adj(splus)
a=AnnihilationOperator ("campo", n-1)
aa=CreationOperator ("campo", n-1)

g=1.

H = gx(splus*a + sminus*aa)

R = Operator ("R")

Rdot = -I*Commutator (H, R)

QegN (R, Rdot, base, ’func’, ’dic’)

run -i func

t=linspace (0,10,1000)

ini = InitialCondition(R, Ket(l,"atomo")*Ket (0O, "campo")x \

Bra(1l, "atomo")*Bra(0, "campo"), base, dic)
sol = odeint(f, ini, t)
ee = Trace(R*xKet(1,"atomo")*Bra(l, "atomo"), base)

eeSIM = Qch(ee, dic)
eeNUM SubsSol (eeSIM, sol)
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plot (t, eeNUM)

Nuevamente la estructura es andloga a la usada en ejemplos anteriores. Escogemos
n = 10 en la linea 2 como el valor donde cortamos nuestra base de Fock.

La condicién inicial que usamos fue poner el atomo en el estado excitado |1, >atomo’>
y cero fotones en el sistema |0, ’campo’>. Esto corresponde a una matriz de densi-
dad pi—o = [1)4]0)c(0]|(1]4; @ se refiere al 4tomo mientras que ¢ al campo. Las lineas
16 y 17 definen ésta condicién inicial

Las lineas 19 a 22, nos sirven para ver la evolucién temporal del estado excitado
del dtomo. Para estudiar ésto, es necesario graficar la evolucion en el tiempo de

tr(p|1)(1]e ® L]

1.0

0.8r

0.6

tr(p|1at><1at|)

Figura 3.1: Probabilidad de encontrar al dtomo en el estado excitado respecto al
tiempo, estando inicialmente en el estado excitado.

De la Figura vemos que se presentan las mismas oscilaciones que en el caso
clasico. Sin embargo, contrario al caso clasico el dtomo inicialmente en el estado ex-
citado decae atin cuando el campo inicialmente es cero. Esta emision “no provocada”
es un fenémeno cuantico.

4Al escribir la condicién inicial hemos ignorado la parte del campo. Esto es porque OpenKet
trabaja implicitamente la parte de la identidad en el campo (en otras palabras, no hacer ninguna
operacién equivale a multiplicar por la unidad).
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Apliquemos ahora como condicién inicial un estado coherente. Escojamos o = 2
para el estado coherentd’}

Codigo 3.2: Atomo 2 niveles con condicion inicial un estado coherente

from scipy.integrate import odeint
n, g (10, 1.)
base [Ket (i, "atomo")*Ket(j, "campo") \
for i in range(2) for j in range(n)]
splus=Ket (1, "atomo")*Bra(0,"atomo")
sminus = Adj(splus)
a=AnnihilationOperator ("campo", n-1)
aa=CreationOperator ("campo", n-1)
H = gx(splus*a + sminus*aa)
R=0perator ("R")
Rdot = -I*Commutator (H, R)
QeqN (R, Rdot, base, ’func’, ’dic’)
run -i func
t=linspace (0,20,1000)
#edo coherente
psialfa=0
alfa = 2.
for j in range(n):
psialfa = psialfa + \
( (alfa)*xj / sqrt(float(math.factorial(j))) )\
*Ket (j,"campo™")
psialfa = ex*x(-(abs(alfa))**x2/2.)*psialfa*Ket(1l,"atomo")
#termina edo coherente
Rpsialfa = psialfaxAdj(psialfa)
InitialCondition (R, Rpsialfa, base, dic)
sol odeint (f, ini, t)
W Trace(R*( -1.xKet(0,"atomo")*Bra (0, "atomo") \
+ Ket(1,"atomo")*Bra(l, "atomo")), base)
WSIM = Qch(W, dic)
WNUM SubsSol (WSIM, sol)
plot (t, WNUM)

ini

5A pesar de que para ser completamente general deberiamos escoger un a complejo, solamente
vamos a trabajar estrictamente con |a|?. Por razones de velocidad en el cémputo, es conveniente
escoger « real.
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Las lineas 18 a 23 se usan para crear el estado coherente (exactamente igual
que el Cddigo (2.1))). Podemos ver como en la linea 24 se obtiene el operador de
densidad del estado coherente creado anteriormente, para que en la linea 25 se cree
la lista de la condicién inicial. Crear esta lista sin InitialCondition es altamente no
trivial, puesto que el estado inicial tiene muchos términos (que se traducen a muchas
variables simbélicas con valores iniciales distintos de cero)ﬂ

Es interesante ver cémo se comporta la observable
W(t) = tr(p(|1)a(1]a —0)a(0]s) ® 1)) (inversién de poblaciones) con respecto al
tiempo. La informacién se extrae por medio de las lineas 27 a 30, primero realizando
la traza y luego haciendo los cambios de variables simbdlicas a valores numéricos
para finalmente graficar la evolucion de la inversién de poblaciones.

tr(p(] 1at> <1at| _|Oat> <0at|))

) 5 10 15 20
gt

Figura 3.2: Aparicién de Colapsos/Resurgimientos (Collapse/Revivals) en le evolu-
cion temporal de la inversiéon de poblaciones.

Los “collapse/revivals” de la Figura (3.2)) son un efecto puramente cudntico. Se
deben a la interferencia producida por las diferentes fases involucradas en la expresiéon
de W(t) [18]. Cada término oscila a una frecuencia diferente, hecho que provocara que

5De hecho este ejemplo fue el principal motivante de crear la funcién InitialCondition.

"Nétese lo problematico que puede ser obtener ésta observable “a mano”. Es necesario pasar por
todos los elementos de la base (en nuestro caso tiene 20 elementos), teniendo ademds 2 términos. Si
estuviéramos trabajando con matrices, los objetos serian muy grandes y habria que tomar ventaja
del hecho que hay muchos ceros, cosa que OpenKet aprovecha implicitamente.
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la suma esté modulada por una envolvente. En ocasiones habra resonancia, produ-
ciendo variaciones grandes en la inversion de poblaciones, sin embargo, la evolucién
temporal en la fases provocard que eventualmente los términos se aniquilen al tener
fases opuestas y frenar la inversion de poblaciones.

A pesar de tener un estado cudntico parecido a una situacién clésica (ya que entre
otras cosas, un estado coherente alcanza la igualdad en el principio de incertidumbre
de Heisenberg) éste tiene efectos que no se observen clasicamente.
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Capitulo 4
Disipacién

Nuestro objetivo es modelar un sistema cuantico abierto. Para lograr esto, lleva-
mos a cabo una serie de aproximaciones para obtener una ecuacién maestra, en la
cual propiedades del exterior del sistema aparecen sélo como parémetrosﬂ

4.1. Ecuacion Maestra

El Hamiltoniano de un sistema pequeno que interactiia débilmente con un sistema
grande lo podemos escribir como [7]

H=Hs+Hr+ Hsr, (4.1)

donde Hg es el Hamiltoniano del sistema S, Hg es el Hamiltoniano del reservorio R
y Hsgr el Hamiltoniano de interaccién entre el sistema S y el reservorio R.
Si el operador de densidad en el sistema S @& R es x(t) en el sistema S es

p(t) = trr[x(1)] (4.2)

Ahora bien, la evolucién temporal de x(t) estd dictada por la ecuacién de von Neu-
mann

1

x:%[H,X}. (4.3)

“wo o~ o,

'En este capitulo omitiremos el uso de para operadores, con el afdn de simplificar la

notacion.
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En el esquema de interaccién, x(t) se transforma como

X(t) = e(%)(H5+HR)tX<t)e*(%)(H5+HR)t' (4.4)

La evolucién temporal de x(t) estd dada por
X = i[7'131% Y] (4.5)
th AR

donde el Hamiltoniano también se transforma como

ﬂSR(t) — 6(%)(Hs+HR)tHSR€—(%)(Hs+HR)t_ (4.6)

0 =x+ 5 | "t [Fsn®), ¥(2)] . (47)

La expresién anterior la podemos insertar en el conmutador (4.5) para obtener

1 N

= [Asn0x0)] = 35 [ @ [Fron). [Frsnlt).30)]] . @3)

Vamos a suponer ahora que al tiempo ¢ = 0, no existe ninguna correlacién entre S y
R, es decir, podemos factorizar x(0),

X(0) = p(0) R, (4.9)

donde estamos poniendo Ry como el operador de densidad del reservorio al tiempo
t =0. De (4.2)), vemos que

trr[X] = 5. (4.10)

Si trazamos sobre el reservorio en (4.8) obtenemos

b= —% 0 dt' trr{ [Hsr(t), [Hsr(t'),x()]] } . (4.11)
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Hemos asumido que trg [ﬂSRRO} = 0 por simplicidad. Esto corresponde a que el
valor medio de Hgg es cero en el estado Ry.

Dijimos que al tiempo ¢ = 0 el operador de densidad se factoriza en su parte
correspondiente a S y su parte correspondiente a R. A tiempos posteriores pueden
aparecer correlaciones entre los sistemas S y R; sin embargo, vamos a suponer que el
acoplamiento entre estos sistemas es débil, puesto que estamos pensando que R es un
sistema mucho mas grande que S. Esto nos da pie para nuestra primera aproximacion:
la aproximacién de Born [7],

(1) ~ A1) Ro. (4.12)

Con esto podemos reescribir (4.11)) como

1
R? Jo

t
p dt' trp{ [ Hsr(t), [Hsr(t), p(t)Ro]] } . (4.13)
Entre las complicaciones que tiene la ecuacion de arriba es que no es Markoviana.
Esto quiere decir que la evolucién de p(t) depende de su historia previa, pues es
necesario integrar p(t'). La segunda aproximacién corresponde a la aproximacién
Markoviana [7], reemplazando p(t') con p(t).

dt' trpf{ [Hsr(t), [Hsr(t), p(t)Ro]] } - (4.14)

P 2 J,
Cabe mencionar un poco mas de la anterior aproximacion. Es verdad que S puede
depender de su pasado puesto que estados previos de S pueden quedar codificados
dentro de R a través de Hgg. Los cambios a R pueden a su vez pasar a modificar S,
haciendo que el proceso sea no Markoviano. Sin embargo si se piensa en R como un
sistema mucho més grande que S y que ademds esté en equilibrio térmico, los cam-
bios que pueda infringir S en R son menores y seran difundidos lo suficientemente
rapido para que no afecten a S en un futuro.

Especifiquemos un poco mas el modelo escribiendo el Hamiltoniano de interaccién
como

HSR: FLZSiFZ’, (415)
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donde s; son operadores del espacio de Hilbert del sistema S, y I'; son operadores del
sistema R. En el esquema de interaccion,

Her = hz EHOIVOR (4.16)

con dependencia temporal explicita. Sustituyendo en (4.13) (donde sélo estamos
haciendo la aproximacién de Born) tenemos

=-% /0 dt’trR{ [5:(0T(1), [5E)5(), 5t Ro] ] } (4.17)

Hagamos paso a paso la expansion de la traza dentro de la integral.

( )
—5,()a()5: () trR{fj (t’)ROFi(t)} + 55, (1)E:(1) trR{Rij(t’)fi(t)} .
Recordando la propiedad de la traza: siendo fl,é ,C’ operadores,
tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB).
Asf como también, escribiendo (T;(#)I';(t') ) g = tr{Rof‘i(t)f‘j )}y
(T;(T3(t) g = tr{Rofj(t’)fi(t)} tenemos que

= (D) (5:05; ()5 = 55()5()5:(1)) (4.18)

Entonces insertando (4.18) en (4.17)) tenemos
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Podemos justificar la aproximacién Markoviana si las funciones de correlacion de los
operadores pertenecientes al sistema R decaen en una escala de tiempo mas rapida
que la que mide las variaciones de p(t). Esto es, si existen 2 escalas temporales, una
lenta que gobierna la dinamica del sistema S, y otra rapida que es sensible a los
cambios de R.

4.2. Cavidad con un modo interactuando con luz
térmica

Consideramos ahora un modo dentro de una cavidad (sistema S) que esté acopla-
do al exterior a través de un espejo no perfecto. El exterior es un reservorio (sistema
R) de modos de trenes de ondas que satisfacen condiciones periddicas en 2 puntos,
que llamaremos z = —L'/2 y z = L' /2. Los Hamiltonianos son [7]

Hg = hwea'a,

Hp = hw-rTrt,
f Zj: 7 (4.20)
Hsp = Z h(/{jar} + kja'r;) = h(al'T +a'T) .

J

El sistema S es un oscilador armonico de frecuencia we con sus operadores de creacion
y aniquilacién a' y a respectivamente. El sistema R es una coleccién de osciladores
armonicos con frecuencias w; y operadores de creacion y aniquilacién TJT., r; respecti-
vamente. El oscilador a se acopla con el r; a través de la constante x;. El reservorio
esta en equilibrio térmico, asi que el operador de densidad del reservorio tiene la

forma

Ry = He_ﬁ“’jr;rj/kBT (1 — eh‘”j/kBT> : (4.21)
J
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Vamos a aplicar (4.19)), para lo cual identificamos:

S1 =a,

SQZCLJr

Z’% FE (4.22)
2 = F = ijrj.
J

Para transformar los operadores al esquema de interaccién, recordemos ([3.14)),
(3-15)),

81(t> — elwca atae wealat _ ae w;ct7

Sg(t) — plwca at T twea'at _ T zwct

fl(t) — 1t (t) — el 2n wnrnrntzﬁ* fei o Wt rmt _

= wiriewt (4.23)

J
fQ( ) = N( ) = elz WnThTnt Z KT e i Ot rmt _
J

Wit
KjTje

|
M.M

Ahora podemos sustituir en . El integrando va a tener 16 términos, asi que
para simplificar las cosas escribiremos la mitad de los términos, dando a entender
que la otra mitad esta compuesta por los hermitianos conjugados (h.c) de cada uno
de los términos puestos.
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+ [aa'p(t') — ap(t')a] e TN OLE) )5 + hoc.
(

)
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Veamos ahora cuanto valen las funciones de correlaciéon de los operadores de R,

( Tt (t)f‘T(t/) Vp = Z K;fﬁzeiwjteiwkt/trR{ROT;T;L} _o,
3,k

(COFE) = 3 myme st trf Rryn ) =0,

ik
(THOD(t) Vg = Z "i;”kewteiwwtrlg{Ror;rk} _

ok (4.25)
_ 12 Z'w]'(tft/) — )
—Z]mﬂ e n(w;, T),

J

(DTN Vg = Z mjﬁZe’i“’jtei”kt/trR{Rgfr’jrl} =

7.k
=" Iy Pe 0 [a(w,, T) + 1]
J

donde n(w;,T") es el nimero de ocupacién promedio para el oscilador de frecuencia
w; en equilibrio térmico a temperatura T:

; e—hwj/kBT
ﬁ(wj,T) = tl"R{ROTjTj} = m . (426)

Utilizando estos resultados, simplificamos (4.24)):

p=- /0 at' { aa'p(t') — a'p(t)a] e OD() ) + e

(4.27)
+ [d'ap(t') — ap(t')al] <N T )T H) Vg + hec. } .

Las funciones de correlacién que no son cero, son una suma sobre los osciladores
de R. Es posible cambiar esta suma por una integral, introduciendo una densidad
de estados g(w) tal que g(w)dw expresa el nimero de osciladores que existen con
frecuencia entre w y w + d

Es conveniente también hacer el cambio de variable, 7 = ¢t — t/. Las funciones de
correlacién se convierten en

2Para el caso de nuestro ejemplo en particular tenemos que g(w) = L' /27c.

A7



Capitulo 4. Disipacion

(Tt —7))r :/Doo dw ™7 g(w)|r(w)[*A(w, T),

. (4.28)

(POF = m)n= [ do e g)lt)[olw. ) +1].

0

Utilizando la aproximacién Markoviana es posible escribir (4.27)) como,

p = alapa’ —a'ap) + Bapa’ + a'pa — a'ap — paa’) + h.c. (4.29)
donde los coeficientes v y (3 son, utilizando (4.28)),
o= / dT/ dw e g () |k(W)]?,

(4.30)

§= / dr / o €700 (1) () P, T)

Vamos a extender la integracion sobre 7 hasta oo justificindolo con la aproximacion
Markoviana, ya que ¢t mide la escala de tiempo donde p cambia mientras que la in-
tegracién sobre 7 esta dominada por la escala de tiempo propia de las funciones de
correlacion.

Utilizamos ahora el resultado

¢
. P

lim [ dre @) = n(w — we) + 1 ,

t—o0 0 Wo —w

(4.31)

donde P es el valor principal de Cauchy [15]. Asi, de (4.30]) encontramos los valores
de ay f3,

a=mg(we) /{(wc)|2 + A,

|
B = mg(we)w(we) PR(we, T) + & (4:32)

Hemos puesto,
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s [ a2

Wo — w

A':P/mdwwﬁ(w,’ﬁ),

Wo —w

(4.33)

dejando la posible dependencia en la frecuencia que pudieran llegar a tener tanto g
como k. Definiendo por sencillez v = 2mg(wc)|k(we)|?, 7 = n(we, T) tenemos

p=—iA [aTa, pl + %(2aﬁaT —a'ap — pa'a) +yn(apa’ + a'pa — a'ap — paa’) . (4.34)

Para regresar al esquema de Schrodinger, hacemos

. 1 —(i LG
p=7 [Hs, p] + e~ W/MHst 5 li/mHst (4.35)

Utilizando (4.20]) y (4.23) obtenemos la ecuacién maestra
p = —iwg [aTa, p] + %(QapotT —a'ap — pa'a) +yn(apa’ +a'pa—atap — paa’) , (4.36)

donde wp = we + A.

4.3. Atomo de 2 niveles en equilibrio térmico

En esta seccion, consideraremos un atomo en presencia de un campo en equilibrio
térmico a temperatura T. El campo se comportard como una coleccion de osciladores
armonicos. Vamos a suponer que los modos interactuantes con el atomo pueden venir
de cualquier direccion en el espacio. El sistema estara definido por los Hamiltonianos

[,

1
Hs = §th0'27
HR = Z hwkTL)\T’k’)\, (4 37)
k,\ )
Hsr = Z h(l{;,)\Tl];)\O'_ + Iik)\?“k,)\O'_;,_) ,
KA

49



Capitulo 4. Disipacion

donde la suma es sobre los osciladores del reservorio con vectores de onda k y polari-
zaciéon \. Estamos asimismo tomando ry y = g3 que se definié al escribir la ecuacién
(13.20).

Vamos ahora a utilizar el mismo procedimiento que en la secciéon anterior, ha-
ciendo la siguiente identificacion:

S§1=0_,

32:U+7

=D FaTkrs (4.38)
kA
[y=1= Z Rk ATk -
kA

La obtencién de los operadores en el esquema de interaccion es andloga al caso de la
seccién anterior, asi como también la deduccién de la forma de p. El resultado es el
siguiente:

F=—iz(2A + A) [Um/ﬂ + %(7‘1 +1)(20_poy —or0—p—poio_)

(4.39)

+ —n(204po_ —o_o+p— po_o,),

Ml‘Q[\DIr—k

donde tenemos los siguientes pardmetros:

—QWZ/d?’kg )|k(k) 25 (ke — wa),
s=xr [ OO (4.40)

A = Zp/d% Mﬁ(wA,T).

wq — ke

50



Regresando al esquema de Schrodinger, la ecuacién maestra para un atomo de 2
niveles cuya emision es amortiguada es la siguiente:

: 1 Y,
p=—izwilosp] + 5 (A+1) Q20 poy —0y0—p—poio)
k (4.41)
+ 57’1(20+p0_ —o_o+p—po_o).

o1
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Capitulo 5

Simulaciones numeéricas

Mostraremos a continuacién, como resolver numéricamente problemas fisicos uti-
lizando OpenKet, y el formalismo desarrollado en capitulos anteriores.

5.1. Un modo en una cavidad

Vayamos primero al formalismo del capitulo anterior. Estudiemos pues, un modo
dentro de una cavidad con pérdidas. Para modelar este sistema partiremos de (4.36|).
Es importante hacer notar primero que es posible, en cierto régimen, despreciar n. De
, supongamos que estamos a temperatura ambiente (~ 300K ); ademés pense-
mos que estamos trabajando a frecuencias 6pticas (wg ~ 10's71). Con esto, tenemos

hwe

= — ~25.
¢ kgT g

Se sigue que, aproximadamente,

n~ 10711,

Estéa justificado entonces despreciar n. En general, podemos despreciar n siempre y
cuando tengamos ¢ > 1, es decir, hwe > kT (que corresponderd a i < 1071). Es
posible por ejemplo despreciar 7 si se trabaja con microondas (~ 10'%s71), conser-
vando una temperatura inferior a los mK.

Habiendo hecho esta primera aproximacion, tomemos como condicion inicial un
estado coherente. Vamos a construir nuestra base de Fock hasta el valor N = 19; es
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decir, nuestro estado coherente sera

la) = e%@2 Z \jm|n> . (5.1)

n=0

Escogemos asimismo a = 3. Vamos a estudiar la evolucién de la distribucién de foto-
nes que en el caso de si depende del tiempo, puesto que la cavidad experimenta
pérdidas. Para resolver el problema nos vamos a pasar al esquema de interaccién. La
ecuacion con la que trabajaremos es la siguiente[]:

p= %(Qapaf —atap — pata). (5.2)

Nuestro objetivo sera graficar la distribucién de probabilidad a varios tiempos, para
observar su evolucion. El codigo que resuelve numéricamente la evolucién temporal
es el siguiente:

Cédigo 5.1: Cavidad con pérdidas. Condicion inicial un estado coherente.

from scipy.integrate import odeint

n=20

base = [Ket(j,"campo") for j in range(n)]
a=AnnihilationOperator ("campo",n-1)
aa=CreationOperator ("campo",n-1)

gama=0.5

R=0perator ("R")

Rdot = (gama/2)*(2*a*R*aa - aa*a*R - Rxaaxa)
QegN (R, Rdot, base, ’func’, ’dic’)

run -i func

t=linspace (0,20,500)

#edo coherente

psialfa = 0

alfa = 3.

for j in range(n):
psialfa = psialfa + \
( (alfa)**xj / sqrt(float(math.factorial(j))) )\
*Ket (j,"campo")

psialfa = ex*x(-(abs(alfa))**2/2.)*psialfa

L Omitiremos la tilde en los operadores que estén en el esquema de interaccién por simplicidad.
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21

22

23

#termina edo coherente

Rpsialfa = psialfaxAdj(psialfa)
InitialCondition(R, Rpsialfa, base, dic)
odeint (f, ini, t)

ini
sol

Esto nos da la matriz p(t) para la particién del tiempo que definimos. Para graficar
P(n), necesitamos el siguiente cédigo:

tp = O
# tiempo al cudl queremos observar P(n)
1=[]

for i in range(n):
temp = Trace (R*Ket (i, ’campo’)x*\
Bra(i, ’campo’), base)
tempSIM = Qch(temp, dic)
tempNUM = SubsSol (tempSIM, \
array ([sol[tpl]1))
1.append(tempNUM)

Notese que en las lineas 5 y 6 estamos obteniendo la probabilidad de hallar ¢
fotones al tiempo tp. Si esto lo hacemos para cada ¢ en la base de Fock, estamos
realmente obteniendo la distribucién de fotones al tiempo tp.

Recordemos que el tiempo es respecto a la particién que hicimos con linspac{].
Basta entonces graficar la lista 1 para distintos tiempos tp en la particién.

>>> plot (1)

Nos podemos dar cuenta que la cavidad experimenta pérdidas al observar la Fi-
gura[5.1] Conforme el tiempo avanza, el nimero promedio de fotones disminuye, por
la disipacion, haciendo que la distribucion de Poisson se desplace hacia la izquier-
da. Esto nos dice que es mas probable encontrar cada vez menos fotones en la cavidad.

Sin embargo, la forma del estado coherente se mantiene, ya que a pesar de que
el promedio disminuye, la probabilidad de obtener esa cantidad también aumenta (y
se reduce el ancho de la distribucién), respondiendo al hecho de que P(n) es una
probabilidad, asi que debemos tener ). P(n;) = 1.

2 Recordemos que en este ejemplo hicimos t = linspace(0, 20, 500), esto crea una particién
de 500 elementos entre 0 y 20. El tiempo que definimos en el cédigo anterior debe entonces ser un
nimero entero entre 0 y 499. Asi, por ejemplo tp = 100 serd t = 4 y asi sucesivamente.
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Figura 5.1: Distribucién de fotones para 3 tiempos distintos.

5.2. Creacion de un estado coherente

En esta seccion estudiaremos la evolucién de un sistema que comprende un modo
en una cavidad que ademds estd siendo excitada por un laser ideal. Esto va a pro-
ducir la formacién de un estado coherente dentro de la cavidad. En el esquema de
interaccién podemos simular el bombeo de un ldser a través del Hamiltoniano [13]
por

H = h(va' —va), (5.3)

donde v es la frecuencia (real) del laser. Notemos que para un tiempo ¢, se tiene que

e Ht _ (—ivtattivta) — f)(—iwﬁ) . (5.4)

Ademas es importante hacer notar lo siguiente. Aplicar el operador de desplazamiento
a un estado coherente resulta en otro estado coherente. Podemos mostrar esto de la
siguiente manera. Sean a = |a|e?> y 3 = |3, dos complejos arbitrarios. Sabemos
que D(a)|0) es un estado coherente. Calculemos D(3)D(a)|0).
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A

D(B)D(a)[0) = =7 leti=e" D))

_ platBal—(a*+8a,—} [aat-a*a, pal —pra]

= D(a + fB)ez@P=2)|) (5.5)
— ¢ilfllelsin(0s=0a) [y 4 3)|0)

~ D(a+ £)[0) = |a + ),

equivalente a la definicién de estado coherente, hasta una fase que depende de los
complejos o y (3. Entonces, puesto que el parametro del desplazamiento depende del
tiempo , conforme éste pase iremos creando un estado coherente (cada vez mas
desplazado).

Pasemos a resolver la ecuacién de von Neumann con el vacio como condicién

inicial (p(t = 0) = |0)(0]) y utilizando el Hamiltoniano ([5.3)),

p:%@ﬂ. (5.6)

Tomaremos v = 1 por simplicidad en los calculos. El cédigo, es el siguiente:

Codigo 5.2: Creacion estado coherente en cavidad con pérdidas

from scipy.integrate import x*

R = Operator (’R’)

n = 20

gama, nu = (0.5, 1.)

a = AnnihilationOperator(’default’,n-1)
aa = CreationOperator(’default’,n-1)
base = [Ket(i) for i in range(n)]

H = nux(a + aa)

Rdot = -I*Commutator (H,R) + \
(gama/2.)*(2*xa*xR*aa - aa*a*R - R*aax*a)
QegN (R, Rdot, base, ’func’, ’dic’)

run -i func

t = linspace(0,10,1000)

initial = InitialCondition(R, Ket (0)*Bra(0), base, dic)
sol = odeint(f, initial, t)
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Para observar la creacion del estado coherente podemos verificar la distribucion
de fotones con el mismo codigo que se uso en el ejemplo anterior especificando, por
ejemplo, 3 distintos tiempos (tp).

0.5

— At=10
-- o 4t=4.0
=70 ]

10 15 20

Figura 5.2: Distribucion de fotones para 3 tiempos distintos.

Conforme evoluciona el sistema, la distribucién de fotones pasa a ser una Poisso-
niana, caracteristica de un estado coherente.

5.3. Evolucién temporal de estados atémicos

En esta seccién, tomaremos en consideracion el decaimiento espontaneo introdu-
cido en el capitulo anterior a atomos que son excitados por campos externos. Otra
vez, vamos a suponer que estamos en el régimen £ > 1, para que podamos aproximar
n ~ 0. Utilizaremos la forma de (4.41]) para el caso de un atomo de 2 niveles,

1

. Yiar A ~A A A A
P=1 [H, p] + 5(20,p0+ —0,0_p—poio_). (5.7)

5.3.1. Decaimiento del estado excitado de un atomo libre

En el primer ejemplo, veremos un atomo libre con emision espontanea. Estudia-
remos la probabilidad de encontrar al atomo en el estado excitado siendo que éste
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se encuentre en el estado excitado al tiempo t = 0. Recordemos que si no existie-
ra el término de disipacion, el atomo permaneceria en el estado excitado a lo largo
del tiempo. Sin embargo, ahora el estado estacionario es el estado base. Podemos
calcular analiticamente la evolucién temporal de la siguiente manera. Partimos de
(5-7); al pasarnos al esquema de interaccién eliminamos el primer término. Pasamos
a calcular la probabilidad de encontrar al atomo en el estado excitado.

. Yo A A A A A
= \H5\e0-po0y —040_p— POL0—
(A1) = (15 (26-p6+ — 646-p = p546-)|1)
= —{1lpl1) (58)
= (1p(t)[1) = (1[plL)e".
Esperamos entonces ver un decaimiento del estado excitado al estado base del atomo.
El cédigo es el siguiente:

Cédigo 5.3: Atomo 2 niveles libre con emisién espontanea

from scipy.integrate import odeint

base = [Ket(j, "atomo") for j in range (2)]
gama = 1.

splus = Ket(l, "atomo")*Bra(0, "atomo")
sminus = Ket (0, "atomo")*Bra(l, "atomo")

R = Operator ("R")

Rdot = (gama/2)*(2*sminus*R*splus - \
splus*sminus*R - R*splus*sminus)

QeqN (R, Rdot, base, ’func’, ’dic’)
run -i func

t = linspace(0,5,1000)

ini = InitialCondition(R, Ket(1l, "atomo™")*\
Bra(l1, "atomo"), base, dic)

sol = odeint(f, ini, t)

ee = Trace(R*xKet (1,"atomo")*x\

Bra(l, "atomo"), base)

eb = Trace(R*Ket (0,"atomo") *\

Bra(0, "atomo"), base)

dp = Trace(R*Ket (0,"atomo")x*\

Bra(l, "atomo"), base)

eeSIM = Qch(ee, dic)

ebSIM Qch(eb, dic)
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dpSIM =
eeNUM =
ebNUM =
dpNUM =

plot (t,
plot (t,
plot (t,

Capitulo 5. Simulaciones numéricas

Qch (dp, dic)
SubsSol (eeSIM, sol)
SubsSol (ebSIM, sol)
SubsSol (dpSIM, sol)
eeNUM)

ebNUM, "--")

dpNUM, ":")

Con el atomo en el estado excitado como condicién inicial (lineas 12 y 13) estu-
diaremos la evolucion del estado excitado ee, el estado base eb y el dipolo dp (lineas

15 a 29).

o
[e)]
T

o
~
:

Probabilidad

o
[N)

o
o
7

Figura 5.3: Atomo libre de 2 niveles con pérdidas.

La forma de la curva se ajusta a lo obtenido analiticamente en (|5.8)).

Aqui es interesante mencionar un poco acerca de la evolucion temporal del dipolo,
que resulta ser cero. Recordemos del capitulo 1 que el campo eléctrico resulta ser
proporcional al dipolo, asi que salvo por constantes, la linea punteada de la Figura
(5.3]) es proporcional al campo eléctrico. Lo curioso es que el dtomo esta emitiendo
fotones (por el proceso de emisién espontdnea) pero el campo eléctrico es cero para
todo tiempo. Esto exhibe una situacién donde existe emision de fotones, manteniendo
el valor del campo nulo.
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5.3.2. Un atomo interactuando con un modo

Siguiendo la ecuacién (5.7)), ahora estudiaremos la evolucién temporal de un ato-
mo interactuando con un modo en la aproximacion dipolar, con emisiéon espontanea.
En el esquema de interaccion podemos representar la interaccion entre el atomo y el
modo a través del Hamiltoniano . Al igual que en el ejemplo anterior podemos
estudiar como se comporta en el tiempo la probabilidad de encontrar al atomo en el
estado excitado.

El codigo para este problema es el siguiente:

Codigo 5.4: Atomo 2 niveles con emisién espontanea

from scipy.integrate import odeint

base = [Ket(j, ’atomo’) for j in range (2)]
gama, omega = (1.0, 5.0)

splus = Ket (1, ’atomo’)*Bra(0, ’atomo’)

sminus = Ket (0, ’atomo’)*Bra(l, ’atomo’)

H = omega*(splus + sminus)

R = Operator(’R’)

Rdot = -I*Commutator (H, R) + \
(gama/2)*(2*sminus*R*splus - splus*sminus*R \
- R*xsplus*sminus)

QeqN (R, Rdot, base, ’func’, ’dic’)

run -1 func

t = linspace(0,5,1000)

ini = InitialCondition(R, Ket(1l, ’atomo’)*\
Bra(l, ’atomo’), base, dic)

sol = odeint(f, ini, t)

ee = Trace(R*xKet (1, ’atomo’)x*\

Bra(l, ’atomo’), base)

eeSIM Qch(ee, dic)

eeNUM SubsSol (eeSIM, sol)

plot (t, eeNUM)

Este caso lo podemos contrastar con la Figura (1.3 ya que teniendo el mismo
Hamiltoniano, las oscilaciones que se presentan se ven amortiguadas. Esto sucede por
la emision espontanea del atomo. En este caso, como existe un campo interactuando
con el atomo, la probabilidad de encontrar al atomo en el estado excitado no decae
como en el ejemplo anterior, pero si es suficiente para evitar las oscilaciones de Rabi
de la Figura (1.3]).
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tr(pl1)(1])

0.0

Figura 5.4: Evolucion temporal de distintas probabilidades.

5.3.3. Atomo de 3 niveles interactuando con 2 modos

Veamos ahora el caso de un atomo de 3 niveles interactuando con 2 campos
clasicos tomando en cuenta disipacion. En este caso, necesitamos aplicar un caso
mas general de la ecuacion . Vamos a suponer que el &tomo tiene una estructura
A, y nos guiaremos por la Figura [1.5] Tendremos entonces 2 estados base del dtomo
|0), |2) y un estado excitado |1). Para simplificar la notacién etiquetaremos con el
subindice 01 la transicién |0) < |1) y con el subindice 21 la transicién |2) < |1).
Asimismo los operadores atémicos llevaran la siguiente nomenclatura (més natural):

(5.9)

Cada transicién se vera amortiguada por un bafio que en principio podemos
suponer independiente del otro. Para simular la interacciéon entre el atomo y los 2
modos, usaremos el Hamiltoniano ([1.40]). Con la notacién nueva el Hamiltoniano es

H/h = Qo1 (|0){1] + [1){0]) + Qa1 (|2)(1] + [1)(2]) - (5.10)

La ecuacién para p es:
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p= ;ﬁ[f{,P]-+’zgl(20010010 — 0100019 — pG10001)

Y21 /A A A A A A
+ 7(20210012 — G12091p — pO12021) -

(5.11)

Este problema puede ser resuelto con el siguiente codigo.

Cédigo 5.5: Atomo 3 niveles A con emisién espontanea

from scipy.integrate import odeint

R = Operator(’R’)

base = [Ket (0), Ket (1), Ket(2)]

Z01, 721, gamaOl, gama21 = (1., 5., 1., 0.1)
s10= Ket (1)*Bra(0)

s01 = Adj(s10)
s12 = Ket (1)*Bra(2)
s21 = Adj(le)

H = Z01%xs01 + Z21x%xs21

H = H + Adj (H)

Rdot = -I*Commutator (H,R)

Rdot = Rdot + (gama01/2)*(2*s01*R*xs10 - \
s10*s01*R - R*s10%xs01)

Rdot = Rdot + (gama21/2)*(2*xs21*R*s12 - \
s12*%s21*R - Rx*sl12xs21)

QeqN (R, Rdot, base, ’func’, ’dic’)

run -i func

t=linspace (0,10,1000)

psimas = (Z01xKet (0) + Z21x*Ket(2)) / \
(sqrt ((Z21)**2 + (ZO01)**2))

psimenos = (Z21*Ket (0) - ZO01xKet(2)) / \
(sqrt ((Z21)**2 + (Z01)=*%x2))

ini = InitialCondition(R, psimas*Adj(psimas), \
base, dic)

sol odeint (f, ini, t)

obs = Trace(R*psimenos*Adj(psimenos), base)
obsSIM Qch (obs, dic)

obsNUM SubsSol (obsSIM, sol)

plot(t, obsNUM)
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La condicién inicial, como podemos ver de las lineas 23 y 24 es el atomo en el
estado |[¢+).

Estamos graficando la probabilidad de encontrar al dtomo en el estado |¢)—)
(recordar (|1.41])). Puesto que el estado estacionario para este sistema es el estado
oscuro [16], conforme pasa el tiempo es mas probable encontrar al dtomo en este

estado (ver Figura (5.5))).

1.0

0.00

Figura 5.5: Probabilidad de encontrar al &tomo en el estado oscuro.

Podemos plantear el problema del a&tomo de 3 niveles interactuando con 2 modos
cuanticos de la cavidad con el esquema desarrollado en el Capitulo 3; especificamente
utilizar la ecuacién para describir el acoplamiento entre el &tomo y el campo
(en el esquema de interaccién, y con la aproximacién de onda rotante). En este caso
tendremos 2 acoplamientos. Los modos los podemos una vez mas concebir como un
bombeo de un ldser (ahora 2 frecuencias) y describir con (5.3). El Hamiltoniano en
el esquema de interaccién es

H = h|: (’iVOI&gl — iV81&01) + (iVQld;l - iV;1d21) ( )
5.12
+9o1 (510&01 + 501%1) + g21 (57125%21 + 5215151) } .

Estamos definiendo las constantes de acoplamientos como
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hgor = e(OI711) - (W éor (5.13)
hgor = e(2[7(1) - (W én

otra vez con el supuesto de que los elementos de matriz (0|7]1) y (2|7]1) son reales.

Ya construido nuestro Hamiltoniano, introducimos disipacion en el sistema. Va-
mos a tener 2 tipos de disipacién: emisién espontanea del dtomo (descrita por los 2
ultimos términos de (5.11))) y un decaimiento de los modos cudnticos en la cavidad
62).

Para ser méas claros al escribir la ecuacién de evolucién temporal de p, definamos
la siguiente funcién. Sea O un operador hermitiano,

L(0;p) =20p0" — O'0p — pOTO. (5.14)
Entonces podemos escribir la ecuacién para p con el Hamiltoniano (5.12)) como

1

S L o1 21
P="n

. . Kol n,. Kol ...
[H,p] + 75(%1; p) + %E(am; p) + %5(001; p) + 75(021; p). (5.15)

El cédigo que nos genera las ecuaciones de movimiento es el siguiente.

Cédigo 5.6: Atomo 3 niveles A con emisién espontanea en cavidad con pérdidas

from scipy.integrate import odeint

R Operator (’R’)

n =26

base = [Ket(i,’atomo’)*Ket(j, ’mO1’)*Ket(k, ’m21’)\
for i in range(3) for j in range(n) for k in range(n)]
a0l = AnnihilationOperator (’mO1’, n-1)

aa0l = CreationOperator (’m01’, n-1)

a2l = AnnihilationOperator(’m21’, n-1)

aa21 = CreationOperator(’m21’, n-1)

s10 = Ket(1,’atomo’)*Bra(0,’atomo’); s01 = Adj(s10)
s12 = Ket(1,’atomo’)*Bra(2,’atomo’); s21 = Adj(s12)

nu0l, nu2l, gO1, g21 = (1., 1., 1., 1.)
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gammaOl, gamma2l, kappaOl, kappa21 = (1., 1., 1., 1.)
Z01, Z21 = (1., 1.)
H = nu01%(a01 + aa0l) + gO1*(s10*a01 + sOlxaall)
H =H + nu21%*(a21 + aa21) + g21x*(sl12*xa2l1 + s21%xaa2l)
Rdot = - Ix*xCommutator (H, R)
Rdot = Rdot + (gammaO1/2.)*(2xa01*R*aal0l1 - \
aa0l*a01*R - R*aaO1%*al1)
Rdot = Rdot + (gamma21/2.)*(2%*a21*R*xaa21 - \
aa21*a21*R - R*aa21*a21l)
def L(x,R):
return 2*x*RxAdj(x) - Adj(x)*x*R - RxAdj(x)*x
Rdot = Rdot + (kappa01/2.)*L(s01,R)
Rdot = Rdot + (kappa21/2.)*L(s21,R)
QegN (R, Rdot, base, ’func’, ’dic’)
run -i func
t=linspace (0,10,100)
psimas = (Z01xKet (0, ’atomo’) + Z21x*Ket(2, ’atomo’)) / \
(sqrt ((Z21)**x2 + (Z01)*%x2))
psimenos = (Z21*Ket (0, ’atomo’) - ZO01*Ket(2, ’atomo’)) / \
(sqrt ((Z21)**2 + (Z01)*%*2))
ini = InitialCondition(R, psimas*Ket (0, ’m01’)*Ket (0, ’m21’)\
*Adj (psimas)*Bra (0, ’m01’)*Bra(0,’m21’) ,base, dic)
sol = odeint(f, ini, t)

Con esto obtenemos las EDO’s del problema. Estamos escogiendo como condicién
inicial (lineas 33 y 34) que el dtomo esté inicialmente en el estado [)+) sin fotones
en los 2 modos, con el afan de imitar la condicién inicial del ejemplo anterior. A
continuacion podemos juntar la informacion de la evolucién temporal de distintas
probabilidades en una grafica: en concreto la probabilidad de hallar al atomo en
cada nivel, asi como la probabilidad de hallar al &tomo tanto en el estado |1)4) como
en el estado |¢—>E]. Es posible graficar las probabilidades anteriores con el siguiente
codigo.

Cédigo 5.7: Distintas probabilidades para el atomo de 3 niveles

# estado base 0
e00 = Trace(R*Ket (0,’atomo’)*Bra(0,’atomo’), base)
e00SIM = Qch(e00, dic)

3Resultaria natural que para ésta probabilidad obtuviéramos algo anslogo a la Figura (5.5))
puesto que tanto el Hamiltoniano como la condicion inicial usadas son equivalentes al caso anterior.
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e0O0ONUM = SubsSol(e00SIM, sol)

plot(t, e0OONUM)

# estado base 2

e22 = Trace(R*Ket (2,’atomo’)*Bra(2,’atomo’), base)
e22S1IM Qch(e22, dic)

e22NUM SubsSol (e22SIM, sol)

plot(t, e22NUM, ’--’)

# estado exzcitado 1

ell = Trace(R*Ket (1,’atomo’)*Bra(l,’atomo’), base)
eel11SIM = Qch(ell, dic)

eell1NUM = SubsSol(eellSIM, sol)

plot(t, eellNUM, ’:7)
# estado psimas
epmas = Trace(R*psimasx*xAdj(psimas), base)

epmasSIM = Qch(epmas, dic)
epmasNUM = SubsSol(epmasSIM, sol)

plot (t, epmasNUM, ’-.7)

# estado psimenos

epmenos = Trace (R*psimenos*Adj(psimenos), base)
epmenosSIM = Qch(epmenos, dic)

epmenosNUM = SubsSol (epmenosSIM, sol)

plot(t, epmenosNUM, ’v’)

Como se observa la grafica (en particular la linea de tridngulos) contrasta mucho
con la Figura ya que el estado oscuro no resulta ser el estado estacionario (atin
mas: jla probabilidad de encontrar el &tomo en el estado excitado es diferente de cero
para todo tiempo!). A continuacién daremos algunos argumentos de por qué esto
pasa.

Recordemos que para un operador A, su valor medio (fl) esta dado por tr( pA) Va-

mos a ver qué sucede con la evolucién temporal de diferentes operadores ((A) = tr(pA))
utilizando primero y luego ; es decir, primero el caso semi-clasico y luego
el caso cuantico. Veamos qué pasa con la evolucion temporal de los valores medios
de los dipolos ¢, ¥ 091. Tomando en cuenta la propiedad ciclica de la traza, asi co-
mo también propiedades de conmutacién de los operadores de aniquilacién/creacién
llegamos a las siguientes ecuaciones para el caso semi-clasico:
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1.0 T
—  tr(p|0)(0])
== tr(pl2)(2))
tr(p[1)(1))
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Figura 5.6: Diferentes Probabilidades para el caso cuantico del atomo de 3 niveles.

<061> = —idn (<&00> - (511>) - i921<&02> -

<Uél> = —ifdy (<<322> - (511>) - i901<620> -

Para el caso cuantico llegamos a las ecuaciones

(ko1 + Ka1) (Go1)

(Kot + Ka1) (G21) -

N =N

<001> = —t90: ((UOOGm) - <011G01>) - Z5}21(0026621> - 5 (501 + /121) <001> )

(@1) = —ig21 ((622d21> - <511d21>) - i901(520&01>

1

5 (Ko1 + Ko1) (021) -

(5.16)

(5.17)

Inmediatamente observamos que el ultimo término es idéntico en ambos casos, y
la forma de los otros términos es similar. Sin embargo para que fueran ecuaciones

idénticas, seria necesario que, por ejemplo,

<a-22d21> = <5-22><d21> = Q<a—22> .
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La segunda igualdad es facil de justificar puesto que nuestro sistema alcanza
el estado estacionario, como lo muestra la Figura . En principio, alcanzado el
estado estacionario, los valores medios dejan de tener variaciones. Podemos ver esto
en una grafica, donde tenemos el valor medio de los 2 modos; en especifico su médulo
al cuadrado.

1.6

1.4 ’ S o

2
=
=}

o©
©

[tr(pay,)]
i

0.6 /

0.4r )

0.2}

0.0 L L L L

Figura 5.7: Médulo del valor de expectacion de a para los dos modos diferentes.

Vemos que efectivamente se acercan a un valor estable que hemos llamado QE|
Para la segunda igualdad de , necesitamos recordar la separabilidad en mecani-
ca cuantica. Sea H nuestro espacio de Hilbert, y supongamos que éste es el producto
de 3 espacios de Hilbert Hy, Hs, H3, entonces H = H; ® Hy ® Hs. Pensemos en que
una base de H es {|i)} donde a su vez, podemos escribir |i) = |j)1]k)2|l)3. Sea tam-
bién un operador O que actua en H, que también puede ser escrito como producto
de operadores de los distintos espacios O = 01 %y 02 X Og. Si p es un operador de
densidad en H, entonces sucede lo siguiente:

4 Claro que esto no es un valor de expectacién de ninguna observable, puesto que a no es un
operador hermitiano. Sin embargo recordemos que el valor del campo es proporcional a a — af,
ast que Re(f2) es proporcional al campo eléctrico mientras que [2|? es proporcional a la energia del
campo.
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(0) = tr(p0) =tr(p1 ® p2 @ ps(01 ® 0, ® O))
= (ilor ® p2 ® p3(O1 ® 02 @ O3)]i)

= (ilpr ® p2 ® p3(O1]§)1 @ Oalk)2 @ Os|l)s)

. . . (5.19)
= (ilip1 ® (kl2p2 @ (U]3ps(01]i)1 ® Oslk)2 @ Os|l)s)

:<Z<j|1p1@1|j>1> <Z(k|20202|k‘>2> <Z<l|3p3@3|l)3>

J

=try 3(p101)trs 1 (p202)tr1,2(p303) = (01)(02)(Os) .

La clave aqui es que p es separable, es decir, que puede escribirse como produc-
to de operadores de densidad de cada espacio de Hilbert. En nuestro caso tenemos
que nuestro espacio de Hilbert lo componen el espacio del atomo de 3 niveles, y
los espacios de los 2 modos. Si p en este caso fuera separable, entonces seria
valido, y las ecuaciones del caso semi-clasico serian idénticas salvo constantes
de proporcionalidad al caso y entonces tendriamos al estado oscuro como el
estado estacionario. Sin embargo, esto no es asi, y debemos descartar . Pero si
descartamos aceptamos que p no puede escribirse como el producto de opera-
dores de densidad de los diferentes espacios, y esto quiere decir que p no es separable.

Para ver graficamente el error de , podemos graficar el médulo de la dife-
rencia del lado derecho con el lado izquierdo, para obtener la Figura .

A pesar de que pareciera que para tiempos pequenos, es buena aproxi-
macién, no es posible garantizar esto, puesto que la segunda igualdad no es necesa-
riamente cierta. Recordemos que para que el valor de expectacion del operador de
aniquilacién sea una constante, debemos haber alcanzado (o estar cerca de) el valor
estacionario. Es en tiempos posteriores donde estd la prueba de que falla.

Fisicamente, esto nos habla que se crea un enredamiento entre el atomo y los
2 modos. La razén de esto es la interaccién de los dipolos atémicos con campos
cudnticos. Estos campos (los modos de la cavidad) rompen con la ecuacién y
producen el efecto cuantico que cambia el estado estacionario.
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Figura 5.8: Tamano del error de (|5.18]).
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Conclusiones

Se ha verificado la funcionalidad de OpenKet con los ejemplos desarrollados en es-
ta tesis. Muchas veces los ejemplos sirvieron para ampliar o mejorar el cédigo fuente,
en ocasiones teniendo que reescribir grandes partes de él, a causa de algiin problema
particular. Sin embargo, la amplia gama de ejemplos estudiados sirvieron para dar
robustez a la libreria. Por supuesto la libreria siempre puede crecer, y nuevos ejem-
plos son requeridos para conocer los limites de OpenKet y asi seguir ampliando el
proyecto.

Acerca de los ejemplos aqui desarrollados, hemos partido de ejemplos con solu-
cién analitica (el caso del primer ejemplo desarrollado a detalle, el &tomo de 2 niveles
con un campo cldsico) junto con ejemplos teéricamente sencillos pero muy ilustra-
tivos, como el caso del &tomo de 2 niveles sin la aproximacién de onda rotante (RWA).

El ejemplo mas complicado y méas interesante es el ultimo, en el que se trata el
atomo de 3 niveles interactuando con 2 modos con disipacion. Este ejemplo no existe
en la literatura (hasta donde hemos buscado). Es un ejemplo claro de los diferentes
efectos que pueden ser observados cuando el mismo sistema (Hamiltonianos equi-
valentes) se trata cldsica o cudnticamente. Particularmente, que la probabilidad de
encontrar el atomo en el estado excitado no desaparece en el caso cudntico, puesto
que se crea enredamiento entre el &tomo y los 2 modos.

Como se dijo en la Introduccion, el objetivo de OpenKet es facilitar el plantea-
miento del problema a desarrollar, acercando el proceso al modo en como “uno lo
escribiria en papel”. Muchas veces pasa que se desarrolla cédigo ad hoc que es inser-
vible al cambiar o ampliar el problema inicial. Las librerias como OpenKet apuntan
hacia crear procedimientos estandar o por lo menos mas generales, para que al cam-
biar el problema el cédigo se adapte facilmente. Esta es otra de las razones por las
que se escogio Python como lenguaje principal ya que es muy sencillo de mantener
actualizado el cédigo. Es posible observar que los cédigos usados siguen la misma
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estructura, y sélo es necesario cambiar las definiciones bésicas como Hamiltonianos,
bases, y parametros aislados para pasar entre un ejemplo y otro.

Escoger Python como el lenguaje en el que esta escrito OpenKet no significa que
se pierde el poder numérico de lenguajes como C o Fortran, al contrario, OpenKet es
complementario por ejemplo a una paqueteria de EDO’s en alguno de estos lenguajes
(inclusive librerfas que usa OpenKet como NumPy, usan algoritmos de C y Fortran).
La direccion actual (al momento de terminarse de escribir esta tesis) es ampliar QegN

para que sea posible usar mayor variedad de paquetes numéricos como GSIE que
utiliza C'y C+T.

Shttp://www.gnu.org/software/gsl/
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Funciones basicas de OpenKet

Aqui se describen las funciones basicas de OpenKet, que se encargan de crear los
objetos elementales con los que trabajamos a lo largo de la tesis: kets, bras, operado-
res y la manera en como operan, asi como también funciones de traza y traza parcial.

Para definir un ket, utilizamos la funciéon Ket,

>>> v = Ket (0); v
0>

La funcion Ket tiene 2 argumentos: el primero es la etiqueta de vector; matemati-
camente es el eigenvalor. El segundo argumento es 1til al estar manejando multiples
espacios de Hilbert, y se refiere a la etiqueta de operador. El ket es entonces eigen-
vector del operador cuyo nombre es “etiqueta de operador” con eigenvalor “etiqueta
de vector”. Por ejemplo,

>>> w = Ket (1, "Opl")
>>> x = Ket (1, "0p2")
>>> W, X

(l1_0p1>, [1_0p2>)

La funcién Bra es andloga a la funcion Ket. Los objetos creados con estas dos
funciones se comportan bajo operaciones de la misma manera que kets y bras.
>>> u = Ket(0); v = Bra(0)
>>> vxu
1
>>> uxv
|0><0]|

En la linea 3 el resultado es 1, puesto que estamos multiplicando un bra por un
ket simulando un producto interior, de elementos que inicialmente OpenKet supone
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normalizados (si tuvieran eigenvalores distintos el resultado seria 0, puesto que tam-
bién OpenKet supone que son ortogonales). En la linea 5 es evidente que se respeta
el orden de multiplicacién para simular un producto exterior, y es posible crear pro-
yectores o algiin operador con estructura de productos exteriores. Simular productos
tensoriales es posible al utilizar diferentes etiquetas de operador.

>>> f = Ket(0, "Opl"); g = Ket(0, "Op2"); h = Ket(0, "0Op3")
>>> i = Bra(l1, "Opl"); j = Bra(il, "0p2"); k Bra(1, "Op3")
>>> fxgxh

|0_0Op1>]0_0p2>]|0_0p3>

>>> ixjx*k

<1_0p3|<1_0p2I<1_0p1ll

La funcién Adj regresa el hermitiano conjugado del argumento que se proporcione.

>>> a = 4%xI; b = Ket(2); ¢ = Bra(0); d = Ket(1)*Bra(3)
>>> Adj(a)

-4x7

>>> Adj(b)

<2

>>> Adj(c)

| 0>

>>> Adj(d)

|3><1]

Como podemos ver, Adj funciona para una serie de objetos, incluidos nimeros
complejos ( I=+/—1), kets, bras, y productos exteriores.

Para referirse a operadores en OpenKet, existe la funciéon Operator. La funcién
tiene un argumento, y se refiere a la etiqueta que le da OpenKet al objeto. Si no existe
confusién, se recomienda nombrar al objeto de la misma manera que su etiqueta.

>>> A = Operator ("A"); A
A

Si la etiqueta que le damos al operador, es idéntica a la etiqueta de operador de
un ket por ejemplo, podemos simular la ecuacion de eigenvalores,

>>> 0p = Operator("0Op"); x = var("x"); v = Ket(x, "Op")
>>> 0p*v
x|x_0p>

Notese que podemos trabajar con variables simbolicas utilizando Sympy para re-
presentar eigenvalores.
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Es posible con las funciones anteriores implementar las matrices de Pauli:

= [0)(0] + 1) (1],
= [0) (1] + [1){0T,
= —Z!0><1I+i!1><0|,
= [0){0] = [1){1],

de la siguiente manera:

>>> sigmaO = Ket (0)*Bra(0) + Ket(1l)*Bra(l); sigmaO
|0><0] + [1><1]

>>> sigmaX = Ket (0)*Bra(l) + Ket(1)*Bra(0); sigmaX
lo><1] + [1><0]

>>> sigmaY = -I*Ket (0)*Bra(l) + Ix*Ket(1)*Bra(0); sigmay
- Il0><1| + I|1><0]|

>>> sigmaZ = Ket (0)*Bra(0) - Ket(1l)xBra(l); sigmaZ
|0><0| - [1><1]

Creemos un estado general y operemos sobre él con las compuertas anteriores,

>>> a = var("a"); b = var("b")

>>> estado = a*xKet(0) + bxKet(1l); estado
al0> + bl1>

>>> sigmaX*estado

bl0> + al1>

>>> sigmaY*estado

- I*b|0> + Ixalil>

>>> sigmaZx*xestado

alo> - bl1>

Es posible calcular cantidades més complicadas como [0,,0,] = 2i0, (introdu-
ciendo de paso la funcién Commutator).

>>> Commutator (sigmaX, sigmaY)
2%I10><0| - 2*I[1><1]

La traza y la traza parcial se pueden calcular mediante las funciones Trace y
TraceOut. Supongamos que tenemos un sistema de qubits bipartita, y llamemos a
las partes A y B. Ademas supongamos que tenemos un vector de estado de la manera
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>>> P = Ket (0, "A")xKet (1, "B") - \
Ket (1, "A")*Ket (0O, "B"); P
|O_A>|1_B> - |1_A>|0_B>

Obtenemos su operador de densidad como
>>> R = P*Adj (P)

Ahora tracemos a cada uno de los espacios, con TraceOut. Existen 2 argumentos,
el primero es la expresion total, y el segundo es la etiqueta del espacio sobre el cual
trazaremos.

>>> RB = TraceOut(R, "A"); RB
|0_B><0_B| + |1_B><1_B|
>>> RA = TraceOut (R, "B"); RA
|O_A><O0_A| + [1_A><1_A]|

La traza total se obtiene con Trace. Tiene 2 argumentos, el primero es la expresion
total, y el segundo (opcional) es una lista con todos los elementos de la base con la
cual se quiera trazar. Si s6lo se da el primer argumento, OpenKet encuentra primero
todos los elementos presentes en la expresion para trazar con ellos (esto es util cuando
la base es grande pero los términos sélo contienen un nimero reducido de elementos,
asi se ahorra tiempo trazando sélo con los elementos presentes).

>>> Trace (R)
2

Una aplicacién a esto es verificar si nuestro sistema es puro o mezcla, calculando la
traza del cuadrado del operador de densidad. Supongamos que tenemos dos sistemas:
RL = [¢)(¢)], con [¢) = (|0) —|1))/~+/(2) y R2 = 0,25[0)(0| +0,75[1)(1| (introducimos
de paso la funcién Normalize que simplemente divide entre la norma del vector).

>>> estado = Normalize (Ket (0) - Ket (1))
>>> R1 = estadox*Adj(estado)
>>> R2 = 0.25%Ket (0)*Bra(0) + 0.75%xKet (1)*Bra(l)

Ahora calculamos la traza del cuadrado de los operadores de densidad.

>>> Trace(R1*R1)
1

>>> Trace (R2*R2)
0.625

Concluimos que R2 no es un estado puro.
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Por ultimo existe la funcion Qmatrix que nos regresa la representacion matricial
de un operador dada una base. Tiene 2 argumentos, el primero es la expresion del
operador, y el segundo es la base dada como una lista. Utilizando las matrices de
Pauli antes definidas, y la base computacional tenemos lo siguiente:

>>> Qmatrix (sigmaX, [Ket(0), Ket(1)]1)
(0, 1]
(1, o]

Esto cambia al utilizar otra base, por ejemplo utilizando la base {|+),|—)} donde
[+) = (10) + 1)/v/(2) ¥ |=) = (10) = [1))//(2).
>>> mas = Normalize(Ket (0) + Ket (1))
>>> menos = Normalize(Ket (0) - Ket (1))
>>> Qmatrix(sigmaX, [mas, menos])
[1.0, 0]
[ 0, -1.0]

Notamos que o, hace la funcién de o, en la base {|+),|—)}.
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