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RESUMEN

En esta tesis extendemos la versión más simple, pero al mismo tiempo la más robusta, de la
teoría Bosón-Fermión de la superconductividad, para incluir estructuras periódicas, la cual apli-
camos a los superconductores estratificados, en particular a los cupratos.

Previamente desarrollamos la física de gases ideales de fermiones y bosones en estructuras
periódicas, las cuales se modelan usando potenciales de Kronig-Penney en el límite en que las
barreras de potencial se vuelven deltas de Dirac, para restringir el movimiento de las partículas
en una (planos) o dos (tubos) direcciones y permitiéndoles moverse libremente en las direcciones
restantes. Aunque damos las expresiones para calcular todas las propiedades termodinámicas de
bosones y fermiones en estructuras multicapas planas, nos concentramos en el calor específico co-
mo función de la separación entre los planos y de su impenetrabilidad (intensidad de las deltas),
para una densidad de partículas dada. El calor específico es importante porque: a) nos permite
identificar las transiciones de fase del sistema cuántico y b) es la propiedad termodinámica que
regularmente miden los experimentales, convirtiéndose en datos de referencia para nuestros cál-
culos. Para el gas de bosones entre las multicapas se obtienen resultados novedosos tales como
la coexistencia de la condensación Bose-Einstein del sistema infinito (pico en el calor específico)
con la señal (máximo en el calor específico) de la condensación Bose-Einstein entre dos planos.
Además se manifiesta un “crossover" dimensional donde el sistema cambia su comportamiento
tridimensional a uno bidimensional, cuando aumentamos la impenetrabilidad de los planos.

Con la teoría Bosón-Fermión extendida describimos las propiedades termodinámicas del super-
conductor generadas por la dinámica de los electrones (y huecos) que se encuentran en un cascarón
esférico de ancho 2h̄ωD alrededor de la energía de Fermi. Como consecuencia de las interacciones
repulsiva coulombiana entre los electrones más la atractiva mediada por la red de iones, se forma
una mezcla binaria bosón-fermión de: los pares de Cooper (bosones-compuestos) apareados vía
la interacción neta atractiva entre electrones, más los electrones que se mantienen desapareados
(fermiones).

Nos propusimos reproducir, en base a esta teoría y eligiendo los parámetros adecuados, el calor
específico del cuprato superconductor YBa2Cu3O6.92 para lo cual calculamos por separado, y luego
sumamos, los calores específicos de: el gas de pares de Cooper que vienen de los electrones que se
aparearon, mismos que después forman el condensado de Bose-Einstein; el gas de fermiones com-
puesto por los electrones desapareados; y los fonones provenientes de la red cristalina. La suma
de los primeros dos constituyentes (electrones apareados más los desapareados), que corresponde
al calor específico electrónico Ce, muestran tanto el comportamiento lineal de Ce como el término
cuadrático T 2, ambos para T < Tc, que se observan experimentalmente para los cupratos. También
reproducimos el salto en el calor específico electrónico en el punto de la transición Tc. Adicional-
mente encontramos que la contribución del calor específico electrónico es de aproximadamente el
30% del calor específico total. Reportamos los valores para las constantes: γe = 5.1mJ/mol K2 de la
componente lineal; y α = 3.7 mJ/mol K3 de la cuadrática, los cuales son del orden de lo reportado
por los experimentos más recientes.
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Capítulo 1

Introducción

Desde que J. G. Bednorz y K. A. Müller [1] descubrieron los superconductores cerámicos de

alta temperatura crítica Tc (HTSC) en 1986, se han hecho un sin fin de esfuerzos para tratar de

explicar la relación de este fenómeno con sus propiedades microscópicas. La teoría de la super-

conductividad desarrollada por J. Bardeen, L. N. Cooper y J. R. Schrieffer (BCS) en 1957 [2],

basada en la creación de pares de Cooper (PC) formados por dos electrones que interaccionan

atractivamente a través de la red, fue capaz de describir exitosamente a los superconductores con-

vencionales de baja Tc a traves de las llamadas relaciones universales, que describiremos en el

Capítulo 2. Desde entonces se reconoce que los pares de Cooper son los responsables de la super-

conductividad, al requerir de una cantidad mínima de energía para excitarse. Sin embargo, la teoría

BCS también ha mostrado su incapacidad de describir la superconductividad de alta temperatura

crítica, ya que estos superconductores no cumplen ni con las relaciones universales, ni con el valor

esperado de Tc/TF de 0.005 a 0.01. En la búsqueda de un modelo teórico que explique el fenómeno

de superconductividad en los HTSC se ha propiciado la aparición, ya sea de nuevas teorías [3–7],

o la actualización de aquellas que no se terminaron de desarrollar en los años cincuenta [8–11]

debido al éxito contundente de la teoría BCS para explicar la superconductividad convencional.

A partir del descubrimiento del primer superconductor por Kamerlingh Onnes en 1911 [12],

1
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que fue el mercurio con una Tc = 4.2 K, se obtuvieron varios superconductores monoatómicos

simplemente enfriando los distintos elementos. Pero las temperaturas necesarias para prender la

superconductividad resultaron ser extremadamente bajas, del orden de unos cuantos Kelvin (K),

siendo el valor máximo obtenido por esta vía la del Niobio con 9.3 K [13]. Posteriormente se

crearon los superconductores binarios, los ternarios y las aleaciones, haciendo combinaciones de

todos los demás elementos no radioactivos y los átomos de los superconductores ya conocidos

hasta que se llegó a lo que parecía ser el tope de 23.2K con el compuesto Nb3Ge [14, 15]. És-

tos representan los superconductores de Tipo I, que a groso modo tienen entre sus características

principales: la desaparición de la resistencia eléctrica por debajo de Tc; la expulsión del interior

del material de cualquier campo magnético externo (diamagnetismo perfecto), y cuando el campo

magnético penetra la muestra la superconductividad se destruye; tienen estructuras completamente

simétricas a lo largo de los tres ejes cristalográficos con celdas unitarias de los tipos cúbica centrada

en el cuerpo (BCC), cúbica centrada en la cara (FCC) o hexagonal compacta (HCP); la interac-

ción entre los electrones que forman los pares de Cooper es débil, y por lo tanto su longitud de

coherencia es muy grande, del orden de 103 Å; el doble del gap de energía ∆0 de un supercon-

ductor a T = 0 es aproximadamente 3.52 veces kBTc [16], que es una de las predicciones de BCS;

el calor específico a muy bajas temperaturas tiene un comportamiento exponencial como función

de la temperatura, otra predicción exitosa de BCS; y por último, se observa una discontinuidad en

Tc también para el calor específico C. No todos los superconductores convencionales son del Tipo

I, hay excepciones como por ejemplo el Nb. Entre los superconductores que si están en esta cate-

goría se encuentran los conocidos como del tipo A15, de los cuales forman parte los compuestos

Nb3Sn con una Tc = 18 K y NbTi con una Tc alrededor de 9 K, que soportan campos magnéticos

muy fuertes, y son los únicos que se producen a gran escala [17]. Principalmente se utilizan en la

construcción de los imanes que se necesitan en las Resonancias Magnéticas Nucleares (NMR), en

el Gran Colisionador de Hadrones (VLHC) de CERN y en el Reactor Experimental Termonuclear
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Internacional (ITER) de fusión en construcción.

El primer superconductor de alta temperatura crítica en descubrirse fue el La2CuO4 por Bed-

norz y Müller con una Tc = 35 K [1]. Unos cuantos meses después se descubrió el YBa2Cu3O7

por Wu et al. con una Tc = 92 K [18], temperatura mayor que la temperatura de licuefacción del

Nitrógeno - lo cual facilita enormemente el manejo de estos materiales - que marca el inicio de

los superonductores de altas temperaturas. Ambos compuestos fueron construidos a base de com-

binaciones de materiales de las cuales no se tenía la más mínima sospecha de que serían super-

conductores. Siguiendo por ese camino se obtuvieron una gran variedad de compuestos conocidos

como cupratos, con diferentes temperaturas críticas, siendo la más alta la de un compuesto a base

de mercurio, HgBa2Ca2Cu3O8 [19], con Tc = 133 K a presión atmosférica y Tc = 164 K bajo una

presión de 30 GPa [20]. Paralelamente se han descubierto otros superconductores con diferentes

características como: los orgánico-metálicos, o sales de Bechgaard [21], con una Tc relativamente

baja, de 3.5 K, y una estructura que se puede considerar casi unidimensional; superconductores

moleculares basados en fullerenos-C60, tales como el Cs3C60 con Tc = 38 K [22]; el diboruro de

magnesio MgB2 con Tc = 39 K [23], que tiene una estructura celular de capas de magnesio en-

sandwichadas entre capas hexagonales de boro, donde la función de onda de los pares de Cooper

obedece a una simetría del tipo de onda-s; los de fermión pesado, llamados así porque la masa

efectiva m∗ de los portadores de carga es del orden de 100 veces la masa del electrón me; un

pequeño grupo de superconductores compuestos con grafito intercalado, como el C6Yb y C6Ca,

con temperaturas críticas de 6.5 K y 11.5 K respectivamente, por lo que han recibido muy poca

atención, que tienen una estructura casi-bidimensional como ocurre con el grafeno [24,25]; y más

recientemente los superconductores a base de fierro [26]. Estos últimos están dentro de la categoría

de los superconductores Tipo II, que comprenden a los superconductores no convencionales, para

los cuales las predicciones hechas por la teoría BCS no se cumplen. En la Fig. 1.1 presentamos

un esquema de la evolución de la Tc a través de los años. Los superconductores Tipo II tienen
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Figura 1.1: Evolución de la temperatura crítica en base al descubrimiento de nuevos superconduc-
tores. Figura tomada de [27].

las siguientes características principales: presentan una zona mixta comprendida entre los campos

magéticos críticos Hc1 y Hc2, en la que no se excluye por completo el campo magnético externo, a

diferencia de los del Tipo I, sino que lo dejan pasar en forma de red triangular, conocida como red

de Abrikosov; la magnitud del gap de energía ∆0 es mayor a 3.52kBTc; tienen estructuras cristali-

nas muy complejas y anisotrópicas; la longitud de coherencia es muy pequeña, del orden de 10

Å; y el tipo de parámetro de orden de superconducción aparentemente es del tipo onda-d o más

complicada.

Algunos de los superconductores de alta temperatura que ya mencionamos presentan una es-



5

tructura donde los átomos de la celda unitaria se acomodan en capas, misma que se repite per-

iódicamente, y que favorece la conducción de la superconductividad a lo largo de uno de sus planos

cristalográficos. Coloquialmente se les conoce como superconductores estratificados y se dividen

en tres familias: fermión pesado, cupratos y a base de fierro, aunque no todos los superconductores

con este tipo de estructuras están incluidos en estas tres familias.

La primera familia son los superconductores conocidos como de fermiones pesados, o Heavy

Fermion, un tipo “exótico” de superconductores que se descubrieron desde 1979, antes que los

cupratos, pero que en esa época no se les dio tanta importancia por tener temperaturas críticas

bajas. El primer compuesto de este tipo fue el CeCu2Si2 con Tc = 0.5 K [28]. Los distintos análisis

de su calor específico electrónico Ce muestran una componente de tipo lineal en la temperatura,

γeT , que es por lo menos un orden de magnitud mayor que la correspondienta a los cupratos.

Más aún, la magnitud del salto en el calor específico en el punto de la transición también es muy

grande, por lo que al tomar el cociente (Ce − γeTc)/γeTc se recupera, al parecer por casualidad,

un valor cercano al 1.43 predicho por BCS [13]. En la curva del calor específico de uno de estos

compuestos, el UPt3 [29], se puede observar un comportamiento muy inusual, un “doble pico”

en Tc que hasta el momento no se ha podido explicar. En la Fig. 1.2 mostramos la estructura del

compuesto CeCu2Si2.

La segunda familia está compuesta por los cupratos, de los cuales hay una gran variedad y que

hasta hace un par de años eran los que recibían mayor atención. Tienen estructuras preferentemente

tetragonal u ortorrómbica y planos de óxido de cobre en los que se forman los pares de Cooper

responsables de la superconductividad [13]. Es de notarse que están compuestos a partir de “per-

ovskitas” (cerámicas) que tienen la capacidad de modificar su estructura al llegar a la temperatura

crítica y por debajo de ella, siendo esta característica la responsable de que para un mismo com-

puesto el tener una distinta concentración de oxígeno provoque la diferencia entre producir o no

la superconductividad. Para una mejor descripción de las propiedades y clasificaciones cristalo-
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Figura 1.2: Estructura del superconductor de fermión pesado CeCu2Si2.

gráficas de estos y otros superconductores se pueden ver textos como el de Poole [13]. Dentro de

esta familia se encuentran, como ya dijimos, los superconductores a base de lantano, de mercurio

y otras combinaciones incluyendo las distintas tierras raras como Y o Sr. Pero el compuesto que ha

recibido la mayor atención por teóricos y experimentales es el YBa2Cu3O7−x, donde x represen-

ta la contaminación (dopaje) del oxígeno con agujeros (Nótese que también se puede contaminar

con electrones). Su temperatura crítica para x = 0.08 es de Tc = 92.2 K, el cual mostramos en la

Fig. 1.3. Con este superconductor ponemos a prueba nuestro modelo por contar con el mayor (y

presumiblemente más confiable) acervo de datos. En el Capítulo 4 hablaremos con más detalle de

las propiedades de los cupratos.

La tercera familia de superconductores estratificados está formada por los constituidos a base

de fierro-arsénico, descubiertos recientemente, que son los que actualmente tienen la mayor aten-

ción y nos tienen en la llamada “era de hierro”. El primero de esta clase se descubrió apenas en

enero de 2008 en el compuesto LaOFeAs (pníctidos) con una Tc = 26 K a presión atmosférica [30],
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Figura 1.3: Estructura del superconductor cuprato YBaCuO.

y con Tc = 43 K bajo presión de 4 GPa [31]. En unos cuantos años se han desarrollado muchos

compuestos de este tipo, incluyendo algunos a base de calcógenos (oxígeno, azufre, selenio, etc.)

y ponen en tela de juicio la idea de que la superconductividad y el magnetismo son antagónicos,

ya que el fierro no sólo no es superconductor, sino que es un material ferromagnético, al contrario

de lo que ocurre con los cupratos creados a partir de compuestos magnéticamente aislantes. Más

aún, aunque en poco tiempo se han escrito cientos de artículos sobre estos materiales, todavía hay

controversia sobre: el tipo de apareamiento que los gobierna, ya que puede no ser del tipo fonónico

sino más bien magnético; sobre el tipo de parámetro de orden; sobre la influencia del exacto con-

tenido químico de la fórmula; y especialmente, sobre la posibilidad de que la superconductividad

y el magnetismo coexistan [32, 33]. En lo que sí hay consenso es en que la superconductividad

ocurre en los planos bidimensionales que forma el Fe con otros elementos, tal y como ocurre en

los planos de óxido de cobre de los cupratos, peculariedad que incorporamos a nuestro modelo. En

la Fig. 1.4 se observa la estructura en capas del superconductor NdxCa1−xFeAsF con Tc = 57.4 K,
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hasta el momento el de mayor temperatura crítica de los de este tipo.

Figura 1.4: Estructura del superconductor NdxCa1−xFeAsF.

Ya hemos comentado que no sólo la temperatura crítica caracteriza a los superconductores,

sino que el calor específico también da información fundamental sobre ellos. Para los metales el

calor específico se divide en el calor específico de la red y el de los electrones de la forma C(T ) =

Cl(T )+Ce(T ). A su vez el calor específico electrónico es de la forma Ce(T ) ∝ γeT , mientras que

el de la red normalmente se puede modelar con teorías como la de Debye, que en el límite de bajas

temperaturas es Cl(T ) ∝ T 3, y cuando T es muy grande, el calor específico de la red tiende a un

valor 3sR, donde s es el número de átomos por celda unitaria y R es la constante universal de los

gases. En el caso de los superconductores convencionales, el calor específico electrónico por arriba

de la temperatura crítica se comporta como el calor específico del material en su estado normal Cen
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(no superconductor), tiene un salto agudo en T = Tc, un exceso de calor específico en el estado

superconductor por abajo y cerca de Tc, una baja del calor específico electrónico superconductor

Ces con respecto a Cen para temperaturas muy bajas, y un comportamiento con forma exponencial

también para temperaturas muy bajas, lo cual ha sido descrito exitosamente para la mayoría de los

superconductores convencionales por la teoría de BCS. Además, la altura del salto en el punto de la

transición en el calor específico electrónico tiene un valor determinado que también es explicable

dentro del marco de la teoría de BCS. La componente lineal del calor específico electrónico es

fácilmente identificable en estos compuestos a partir de la componente normal Cen, y el valor de

la constante γe se obtiene de la intersección de la extrapolación de la curva Cen/T al origen. Por

su parte, el calor específico de la red Cl(T ) no sufre alteraciones al pasar del estado normal al

superconductor en estos materiales.

Para los superconductores de HTSC la historia es muy diferente y BCS no describe su compor-

tamiento. Para la mayoría de los cupratos, y en particular para el YBa2Cu3O7−x, se pueden resaltar

varias características fundamentales en su calor específico. En primera, la componente lineal del

calor específico electrónico Ce/T por debajo de Tc es muy difícil de determinar debido a que se

necesitan campos magnéticos muy fuertes para cancelar las demás componentes. Durante años se

han manejado cifras muy diversas, pero los últimos reportes [34] dan valores de γe entre 2− 3

mJ/mole K2. En segundo lugar tenemos un término cuadrático en T por debajo de Tc, también

atribuible al calor específico electrónico Ce(T ) ∝ αT 2, que aunque inicialmente se había dicho

que no existía [35], después se confirmó su existencia por varios autores [34, 36, 37]. Este término

cambia a un comportamiento Ce(T ) ∝ T B1/2 cuando se aplica un campo magnético externo. Los

valores reportados para α son de décimas de mJ/mole K3, aunque al igual que para γe, dependen

fuertemente de las condiciones del experimento y del método teórico que cada experimental utiliza

para determinarlo. En tercer lugar, el “salto” en la temperatura de transición, dependiente del calor

específico electrónico, representa una confirmación experimental de que ocurre la superconduc-
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tividad e indica que tenemos una transición de fase de segundo orden. La altura del salto ∆Ce/Tc

también se ha reportado en la literatura con una gran variedad de valores, y se ha mostrado que

para una misma muestra este salto disminuye al aumentar el campo magnético externo [38]. Y

finalmente, el “giro hacia arriba” a temperaturas muy bajas (conocido como upturn o fishtail) que

se observa para Ce/T . En el Capítulo 4 hablaremos con más detalle de estas características.

Contrario a lo que normalmente se cree, el calor específico de la red Cl del cuprato YBa2Cu3O7−x

no está completamente descrito por ninguna teoría. Se han hecho una gran cantidad de propuestas

diferentes, como: hacer ajustes a los modelos de Debye y de Einstein [39, 40], proponer distin-

tas series de potencias [41–44], o adecuar modelos que han sido relativamente exitosos en otros

compuestos [45–47], por citar algunos ejemplos. Todos los autores que recurren a estos métodos

basados en ajustes (fits) substraen el calor específico que obtuvieron como si fuera el de la red, y a

la curva resultante la consideran como el calor específico electrónico. En el Capítulo 5 obtenemos

el calor específico de la red con dos métodos diferentes: el modelo de Debye y el resultado de los

experimentos de dispersión inelástica de neutrones. Construimos el calor específico total sumando

las distintas componentes que obtuvimos y mostramos que las estimaciones anteriores sobre la

contribución de Ce al total son muy bajas.

Recientemente se ha desarrollado la teoría estadística Bosón-Fermión de la superconductividad

[3, 6, 7, 48] en el que se modelan los pares de Cooper como bosones-compuestos con momentos

totales del centro de masa iguales o diferentes de cero, y que coexisten con un fluido de fermiones

formado por los electrones no-apareados. Dicho gas binario se encuentra en equilibrio térmico y

químico, y los pares de Cooper experimentan una condensación de Bose-Einstein cuando se llega

a la temperatura crítica desde arriba.

Por otro lado, en el 2010 calculamos las propiedades termodinámicas de un gas ideal de

bosones no-interactuantes inmerso en un arreglo periódico de potenciales del tipo Kronig-Penney

(KP) [49,50], el cual actúa sobre las partículas como agente confinador [51], simulando una estruc-
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tura multicapas. Las barreras de KP son tomadas, en el límite, como deltas de Dirac a lo largo de

la dirección-z, mientras en las otras dos direcciones, x,y, permitimos que las partículas se muevan

libremente. No estamos considerando la influencia de campos magnéticos externos. Una vez que

se obtiene el gran potencial para el sistema podemos derivar las propiedades termodinámicas del

sistema tales como la temperatura crítica, la fracción condensada, el potencial químico, la energía

interna, la entropía y el calor específico a volumen constante.

En este trabajo usamos la estructura multicapas para modelar a los cupratos asumiendo que

los pares de Cooper se mueven libremente entre los planos manifiestan una relación de dispersión

lineal, en lugar de la cuadrática [7] y en campo cero. A partir del gran potencial para un gas de

bosones entre capas, obtenemos las propiedades termodinámicas correspondientes.

Para comparar nuestros resultados del calor específico con los reportados experimentalmente

para YBa2Cu3O7−x consideramos tres contribuciones: la de un gas de pares de Cooper (bosones)

formado por una fracción f de los electrones con la posibilidad de aparearse, que se encuentran en

el cascarón de ancho 2h̄ωD, con ωD la frecuencia de Debye, alrededor de la energía de Fermi EF ,

a partir de los cuales se va a formar el condensado de Bose-Einstein; la de un gas de fermiones

constituido por los (1− f/2) electrones que no se aparearon; y la del gas de fonones (bosones)

de la red. Está implícita la idea de que tenemos un gas de fermiones desapareados coexistiendo

con el gas de pares preformados que empiezan a formarse a alguna temperatura T∗ mayor a la

temperatura de transición. Esta temperatura ha sido señalada en la literatura en diversas ocasiones,

e incluso fue propuesta como T∗ = 2Tc por Eagles desde 1969 [52,53].

Nuestro modelo depende de tres parámetros: la separación entre los planos; la impenetrabilidad

de los planos que es introducida a través de la intensidad de las deltas que definen los planos, y

que genera la anisotropía observada en los cupratos; y la densidad de portadores de carga. Cuando

fijamos los parámetros utilizando los valores experimentales reportados para los cupratos, podemos

reproducir más que cualitativamente: la temperatura crítica del superconductor; la altura del salto
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de CV en el punto de la transición; la magnitud del calor específico total en el intervalo que va desde

bajas temperaturas hasta T arriba de Tc, en particular nuestro cálculo de CV total es muy cercano

al experimental exactamente en Tc; y obtenemos los valores de las constantes del calor específico

electrónico γe y α del orden de los valores reportados. Las pequeñas diferencias que se observan

entre el calor específico experimental y el que nosotros obtenemos pueden deberse a que nuestro

modelo utiliza partículas sin interacciones (bosones y/o fermiones) entre ellos, y que no estamos

incluyendo la presencia de campos magnéticos externos ni internos. En particular, el giro hacia

arriba observado para T < 5 K es atribuido [54] a contribuciones magnéticas asociadas a centros

paramagnéticos, y a contribuciones hiperfinas asociadas a momentos nucleares, por lo que no son

predecibles por nuestro modelo.

La tesis se desarrolla de la siguiente forma: en el Capítulo 2 resumimos brevemente la teoría

Bosón-Fermión de la superconductividad, haciendo énfasis en las ventajas que ofrece sobre la

Teoría BCS para superconductores de alta Tc. En el Capítulo 3 calculamos el gran potencial y las

propiedades termodinámicas de un gas ideal de bosones inmerso en una estructura de multicapas, y

donde los bosones pueden tener una relación de disperión cuadrática o una lineal en su movimiento

paralelo a los planos. Paralelamente en el mismo Capítulo 3 derivamos las propiedades termod-

inámicas para un gas ideal de fermiones dentro de la misma estructura periódica. En el Capítulo

4 hacemos un resumen de las principales característica de los cupratos y sus propiedades. En el

Capítulo 5 aplicamos las expresiones de nuestro modelo al cuprato YBa2Cu3O7−x, obteniendo la

temperatura crítica y las tres componentes principales del calor específico para formar el total.

Calculamos las constantes del calor específico electrónico γe y α. Y finalmente en el Capítulo 6

damos nuestras conclusiones.



Capítulo 2

Teoría Bosón-Fermión de la

superconductividad

Aunque la teoría BCS tuvo mucho éxito al describir algunas propiedades básicas de los su-

perconductores convencionales o de baja temperatura crítica, en términos generales no explica las

características de los superconductores de alta temperatura crítica. En este capítulo haremos una

breve revisión del problema del apareamiento de Cooper, la teoría BCS, y posteriormente dare-

mos las bases de la teoría Bosón-Fermión de la superconductividad, dentro de la cual realizamos

nuestros cálculos.

2.1. Apareamiento de Cooper

En 1956 Cooper demostró que si se tienen dos electrones con momentos y espines opuestos

situados sobre el mar de Fermi lleno, y éstos interactúan atractivamente por medio de la red cristali-

na, se forma un estado ligado asociado al par de Cooper [55]. Los electrones involucrados dejan

de ser “libres”, la esfera del mar de Fermi se contrae y el estado ligado tiene menor energía que

la de los constituyentes no apareados. Dicha diferencia de energía propicia la formación de lo que

13
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conocemos, en el contexto de una teoría de muchos cuerpos, como la brecha de energía prohibida

para los electrones libres. La interacción atractiva entre los electrones se realiza a través del inter-

cambio de un fonón de la red cuya energía puede llegar a ser h̄ωD, con ωD la frecuencia de Debye.

Por lo tanto, los electrones que participan en la superconductividad son los que se encuentran en

los estados situados en el cascarón esférico de ancho 2h̄ωD centrado en la energía de Fermi como

se muestra en la Fig. 2.1. Los electrones con energías por debajo de dicha franja ocupan los estados

de acuerdo al principio de exclusión de Pauli, y no sufren ninguna alteración cuando el material

pasa al estado superconductor.

������

������

��

��

Figura 2.1: Espacio de momentos para dos fermiones formando un par de Cooper.

Al aparearse, los fermiones forman bosones compuestos con momento angular entero, es-

pín total cero y siguen la estadística de Bose-Einstein [6], aunque sus operadores de creación y

aniquilación no cumplan con las reglas de conmutación de los bosones convencionales. Los exper-

imentos más representativos que muestran el comportamiento de los bosones compuestos son los

de gases ultrafríos de elementos alcalinos que se han logrado condensar en el laboratorio (véanse

por ejemplo las referencias en [56]).
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Se propone la función de onda de dos electrones con coordenadas r1 y r2, y momentos k1 y k2

como [?]

ψ(r1,r2) = φ (r)exp[iK ·R]χ(σ1,σ2), (2.1)

donde R ≡ r1 + r2 es la coordenada del centro de masa, r ≡ r1 - r2 es la coordenada relativa, σ1

y σ2 son los espines de los dos electrones, φ (r) es la función de onda relativa, χ es la función de

onda de los espines, K ≡ k1 + k2 es el momento del centro de masa y k ≡ k1 - k2 el momento

relativo. Nótese que la función de onda (2.1) fue construida de manera tal que sea separable en las

variables que la componen, facilitando así su manejo.

La ecuación de Schrödinger general para el par de electrones es

[

h̄2

2m
(∇2

1 +∇2
2)+V(r1,r2)

]

ψ(r1,r2) =

(

εp +2
h̄2k2

F

2m

)

ψ(r1,r2), (2.2)

donde εp es la energía del par relativa al nivel de Fermi.

Hacemos una expansión en series de Fourier (ondas planas) de φ (r)

φ (r) = ∑
k

Ck exp[ik · r], (2.3)

donde Ck son coeficientes en términos de la variable en el espacio de momentos k, y son cero para

todos los niveles por debajo del nivel de Fermi. Se introduce (2.3) en (2.2), para obtener

∑
k

[−h̄2

2m
2k2 +V(r1,r2)

]

Ck exp[ik · (r1− r2)] =

(

εp +2
h̄2k2

F

2m

)

Ck exp[ik · (r1− r2)], (2.4)

donde se ha supuesto que V(r1,r2) no es función de los espines σ1,σ2. Suponiendo invariancia

traslacional, i. e. V(r1,r2) = V(r), multiplicando ambos lados de la ecuación por exp[−ik · r] e

integrando sobre d3r se llega

h̄2

m
∑
k

∫

exp[i(k′−k) · r]Ckk2d3r +
∫

∑
k

V(r)exp[i(k′−k) · r]Ckd3r

=

(

εp +
h̄2k2

F

m

)

∫

∑
k

exp[i(k′−k) · r]Ckd3r. (2.5)
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Usando que
∫

exp[i(k−k′) · r]d3r es = L3 si k = k′ o cero en otro caso, tenemos

h̄2k2

m
Ck +∑

k
CkVkk′ = (εp +2εF)C′

k. (2.6)

El término Vk,k′ es la interacción no-local atractiva entre los dos electrones definida como

Vk,k′ =
1
L3

∫

V(r)exp[i(k′−k) · r]d3r. (2.7)

En este desarrollo se considera que todos los estados por debajo del nivel de Fermi están ocupados

y por lo tanto Ck = 0 para k < kF . La interacción se puede tomar de la forma más sencilla:

Vk,k′ =











−V si EF < εk,εk′ < EF + h̄ωD

0 otro caso
(2.8)

con V una constante, εk = h̄2k2/2m y EF = h̄2k2
F/2m la energía de Fermi. Para obtener (2.8) se

ha usado el potencial de contacto (o potencial delta) V(r,r′) = −Vδ (r− r′) y se han tomado

únicamente los estados con energías por arriba del mar de Fermi, como se observa en la Fig. 2.1.

Notemos que cuando K = 0, que es el caso considerado por Cooper, se tiene que los electrones

tienen momentos iguales y opuestos, por lo que el área de traslape es máxima, pero más adelante

veremos los casos en que K 6= 0 y en que se consideren también los estados con EF + h̄ωD. Se

introduce (2.8) en (2.6), se integra sobre el espacio d3k, y con un poco de álgebra se obtiene
(−h̄2k2

m
+ εp +2εF

)

Ck = − V

L3 ∑
k′

Ck′, (2.9)

donde se ha eliminado la dependencia en r. Sumando sobre k ambos lados de la Ec. (2.9), y como

∑k Ck es una constante, nos queda que

1 =
V

L3 ∑
k

1
h̄2k2

m
− εp−2εF

. (2.10)

Definimos la energía ξ = (h̄2k2/2m)−εF , introducimos la densidad de estados por espín g(ξ ),

e intercambiando la sumatoria por integrales

1 = V

∫ EF+h̄ωD

EF

g(ξ )dξ

2ξ − εp
, (2.11)
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tomando en cuenta que la integral va a ser diferente de cero solamente en los casos especificados

por (2.8). Al hacer la integral en (2.11) se obtienen que

1 =
1
2

Vg(EF) ln
(

εp −2h̄ωD

εp

)

, (2.12)

donde g(EF ) es la densidad de estados electrónicos en el nivel de Fermi (en algunos textos identifi-

cada como N(0)), la cual tiende a una constante en EF . Si se toma que εp � h̄ωD, conocido como

acoplamiento débil, se llega finalmente al resultado del par de Cooper

εp = −2h̄ωD exp[−2/λ ], (2.13)

con λ = Vg(EF ) conocido como la constante de acoplamiento adimensional y el signo menos in-

dica que tenemos un estado ligado. A su vez, el estado ligado sugiere la existencia de un gap en el

espectro de energía, lo que se comprobó en los experimentos de tunelaje en superconductores re-

alizados por Giaever [57]. Además, las curvas experimentales del calor específico electrónico para

los superconductores convencionales muestran una forma exponencial a muy bajas temperaturas,

consistente con la existencia de un gap para las energías disponibles para el electrón [58].

Recordemos que en la deducción de la Ec. (2.13) se hicieron las siguientes consideraciones: se

partió de la ecuación de Schrödinger para dos electrones; se supuso que la interacción entre ellos

es constante; se tomó el momento del centro de masa igual a cero; se propuso que los estados por

debajo del nivel de Fermi están todos ocupados, y que gracias a ello se obtiene un estado ligado

aunque V sea pequeña; y se tomó el acoplamiento débil.

2.2. Teoría Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS)

El mecanismo desarrollado por Cooper, si bien es efectivo, tiene el problema de que considera

la función de onda de únicamente un par de electrones, olvidándose de que dentro del espacio

que ocupa el par se encuentran del orden de 1011 electrones más que están involucrados en la
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dinámica. Teniendo esto en mente, Bardeen, Cooper y Schieffer [2], recurren a los métodos de

muchos cuerpos y formulan la teoría de la superconductividad con base en una función de onda

para N pares de electrones que presumiblemente debe ser de la forma:

ΨN = ψ(1,2)ψ(3,4)...ψ(N −1,N), (2.14)

donde cada una de las funciones de onda tiene la forma descrita en la Ec. (2.1). En este esquema

se debe garantizar que dicha función sea antisimétrica y se restringen los estados considerados al

apareamiento de un electrón con espín hacia arriba (↑) con uno de espín hacia abajo (↓).

En la búsqueda de un lenguaje más sencillo para manejar las ecuaciones como (2.14), la teoría

BCS se desarrolla en el espacio de momentos, por lo que es necesario recurrir al lenguaje de

la segunda cuantización con operadores de creación y aniquilación de fermiones ĉ†
ki,σi

y ĉki,σi
,

donde ki es el momento del i-ésimo electrón con proyección de espín σ( = ↑ o ↓). En base a estos

operadores se construye la función de onda BCS de la forma [16]

ΨN = ∑
k1

· · · ∑
kN/2

C1 · · ·CN/2ĉ
†
k1,↑ ĉ

†
−k1,↓ · · · ĉ

†
kN/2,↑ĉ

†
−kN/2,↓Φ0, (2.15)

con Φ0 el estado vacío donde no hay partículas presentes. Bardeen, Cooper y Schrieffer introducen

una notación más fácil de manejarse, que es

ΨBCS = ∏
k

(uk + vkĉ
†
k,↑ĉ

†
−k,↓)Φ0, (2.16)

donde uk, vk son coeficientes que pueden ser complejos, pero deben cumplir con que | uk |2 + | vk |2

= 1, que viene de la condición de normalización de < ΨBCS | ΨBCS >. | vk |2 se toma como la prob-

abilidad de que el par esté ocupando el estado (k ↑,−k ↓) y | uk |2= 1− | vk |2 es la probabilidad

de que no esté ocupando ese estado. Nótese que ΨBCS ya no está restringida a N/2 pares como lo

estaba (2.15). Es decir, para (2.16) el número de electrones no está fijo, por lo que la teoría BCS

introduce un número promedio N̄ de partículas que está dado por N̄ = < ΨBCS | N̂ | ΨBCS >, donde

N̂ es el operador de número definido como ∑k,σ ĉ
†
k,σ ĉk,σ . La restricción sobre el promedio del
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número de partículas, es decir, N̄ = < ΨBCS | ∑k,σ ĉ
†
k,σ ĉk,σ | ΨBCS > se introduce en el Hamiltoni-

ano a través del multiplicador de Lagrange µ , el cual se conoce como el potencial químico. Pero

con todas estas consideraciones, el Hamiltoniano resultante es

Ĥ ′ = Ĥ −µN̂ = ∑
k,σ

ξkĉ
†
k,σ ĉk,σ + ∑

k,k′,K,σσ ′
Vkk′,K,σσ ′ ĉ

†
k+K,σ ĉ

†
k′−K,σ ′ ĉk′,σ ′ ĉk,σ , (2.17)

el cual sigue siendo muy complejo, y es necesario hacer más simplificaciones.

Con la finalidad de que se analice correctamente el sistema con muchos cuerpos, BCS retoma

la teoría de líquidos de Fermi-Landau, donde los operadores de creación crean cuasi-partículas en

lugar de electrones (a veces llamados bogolones), con una masa efectiva m∗ donde se suele incluir

la mayor parte de la contribución de la interacción electrón-electrón, la cual se idealiza como

una “nube” alrededor del electrón que contiene el movimiento de los demás electrones tratando de

alejarse del primero, ya sea por repulsión coulombiana o por el principio de exclusión de Pauli [59].

Con esta interpretación se puede considerar al resto del potencial electrón- electrón como una

interacción débil. Además de la interacción electrón-electrón, es necesario incluir la contribución

de la interacción electrón-fonón, que se debe a la polarización de los iones de la red por el paso del

electrón. Como resultado de considerar ambas componentes, se tiene una interacción atractiva a

energías de excitación bajas.

Agregando las restricciones que mencionamos arriba (la de tomar únicamente pares con mo-

mentos y espines opuestos), construimos el Hamiltoniano reducido ĤR, que incluye únicamente la

parte de la interacción atractiva como

ĤR = ∑
k,σ

ξkĉ
†
k,σ ĉk,σ + ∑

k,k′
Vkk′ĉ

†
k′,↑ĉ

†
−k′,↓ĉ−k,↓ĉk,↑, (2.18)

donde la variable auxiliar ξ que introdujimos en la sección anterior es ahora ξk ≡ h̄2k2/2m∗−µ .

Este Hamiltoniano es el contribuye a la superconductividad.

La energía del estado base está dada por el valor de expectación de (2.18):

E0 = E −µN̄ =< ΨBCS | ĤR | ΨBCS >, (2.19)
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la cual se debe minimizar con respecto a la condición | uk |2 + | vk |2 = 1. Esto nos lleva a tomar

| uk |= cosθk y | vk |= senθk, con θk un parámetro. Entonces, en (2.19)

< ΨBCS | ĤR | ΨBCS >= 2∑
k

ξk sen2 θk +
1
4 ∑

k,k′
Vkk′ sen2θk sen2θk′. (2.20)

Minimizando la ecuación anterior con respecto a θk, y después de un poco de álgebra, se llega a

que

ξk tan2θk = −1
2 ∑

k
Vkk′ sen2θk, (2.21)

de donde se define la brecha de energía (gap) como

∆k = −1
2 ∑

k
Vkk′ sen2θk. (2.22)

Substituyendo en (2.21) se puede ver que tan2θk = ∆k/ξk, o su equivalente sen2θk = 2ukvk =

∆k/εk, y que cos2θk = u2
k − v2

k = ξk/εk, donde se introdujo la variable εk = (ξ 2
k + ∆2

k)1/2. A

sen2θk y cos2θk se les conoce como los factores de coherencia. Se puede demostrar [59] que εk

es la energía requerida para agregar un electrón al sistema en el estado k.

Substituyendo en (2.22) tenemos la relación

∆k = −∑
k′

Vkk′
∆k′

2(ξ 2
k′ +∆2

k′)1/2
, (2.23)

la cual es conocida como la ecuación del gap.

La ecuación (2.23) tiene una solución trivial ∆k = 0, que implica que vk = 1 y uk = 0 para

ξk < 0, y vk = 0 y uk = 1 para ξk > 0. Lo anterior nos lleva a una función de onda del estado base

(2.16)

Ψ0
BCS = ∏

k<kF

ĉ†
k,↑ĉ†

−k,↓Φ0, (2.24)

que corresponde a un mar de Fermi lleno (también conocido como el vacío de Fermi).

La otra solución de (2.23) se obtiene al tomar el mismo tipo de potencial del modelo de Cooper



2.2 Teoría Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS) 21

(2.8), pero incluyendo el cascarón por debajo del nivel de Fermi con ancho h̄ωD

Vk,k′ =











−V si EF − h̄ωD < εk1,εk2 < EF + h̄ωD

0 otro caso
(2.25)

Entonces la brecha ∆k es una constante ∆ cuando ξk < h̄ωD y es igual a cero si ξk > h̄ωD. Se

procede en la misma forma que se hizo con el par de Cooper para llegar a la Ec. (2.11), pero ahora

la integral se hace de EF − h̄ωD a EF + h̄ωD, o sea

1 = g(EF )V
∫ EF+h̄ωD

EF−h̄ωD

dξ

2(ξ 2
k′ +∆2)1/2

= g(EF )V senh−1 h̄ωD

∆
, (2.26)

despejando
∆

h̄ωD
=

[

senh
(

1
g(EF )V

)]−1

. (2.27)

Como ∆ � h̄ωD la última ecuación se puede aproximar por

∆ ∼= 2h̄ωD exp[−1/λ ], (2.28)

que corresponde a la Ec. (2.13) del par de Cooper, pero con un signo menos (dada la definición de

εp) y con el argumento de la exponencial igual a −1/λ en lugar de a −2/λ .

Del mismo modo que se hizo para el caso del par de Cooper, la ecuación de la brecha de energía

para el par de BCS se obtuvo tomando el momento del centro de masa K igual a cero y el límite de

acoplamiento débil λ � 1, pero se consideró que los electrones que forman el par pueden estar en

el cascarón esférico que va de EF − h̄ωD a EF + h̄ωD, y esta diferencia se aprecia en la exponencial

de la Ec. (2.28).

Retomamos la energía del par εp relativa al nivel de Fermi definida en la Ec. (2.2) y la ree-

scribimos como εp = Ep −2EF ( = −(2EF −Ep) < 0), con Ep la energía total del par. Existen dos

casos límites conocidos como acoplamiento débil y acoplamiento fuerte. Para el primero, que es
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el que está dentro de la teoría de BCS [2], se tomó la constante de acoplamiento adimensional λ

� 1, entonces la energía total del par es

Ep = 2EF −2h̄ωD exp[−1/λ ]. (2.29)

Mientras que para acoplamiento fuerte, λ � 1, se tiene que

Ep = 2EF −λ h̄ωD. (2.30)

Se puede ver que en ambos casos la energía del par es menor a la suma de las energías de los dos

electrones libres, por eso se dice que su apareamiento en los superconductores representa un estado

de menor energía .

Por otro lado, vamos a redefinir la Ec. del gap (2.28) que se obtuvo para K = 0, T = 0 y

acoplamiento débil, como

∆0 = 2h̄ωD exp[−1/λ ], (2.31)

en el entendimiento de que hasta aquí todo lo que se ha hecho ha sido a T = 0.

A partir del Hamiltoniano reducido del sistema en apareamiento, se puede obtener las propiedades

termodinámicas, incluyendo los estados excitados, con la ayuda de la función de distribución de

Fermi-Dirac de las cuasipartículas

fk =
1

exp[β(εk −µ)]+1
, (2.32)

donde β = 1/kBT y εk es la energía de la cuasipartícula que definimos arriba. El valor de ex-

pectación del Hamiltoniano reducido es

< ĤR >= 2∑
k

ξk[v
2
k +(u2

k− v2
k)]+ ∑

k,k′
Vkk′ukvkuk′vk′(1−2 fk)(1−2 fk′). (2.33)

La energía libre de Helmholtz es

F =< Ĥ ′
R >−T S, (2.34)
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donde la entropía para los fermiones está dada por

S =−2kB ∑
k

[ fk ln fk +(1− fk) ln(1− fk)]. (2.35)

En la ecuación anterior el 2 viene de considerar las posibilidades para el espín.

Minimizando (2.34) con respecto a los parámetros θk, y siguiendo los mismos pasos que se

hicieron para obtener la Ec. (2.23) se obtiene la ecuación de la brecha correspondiente

∆k = −∑
k

Vkk′ ukvk tanh

(

(ξ 2
k +∆2

k)
1/2

2kBT

)

, (2.36)

donde la dependencia en la temperatura aparece de manera explícita.

Tomando de nuevo el potencial de (2.25) se obtiene el equivalente a (2.26)

1 = g(EF )V
∫ EF+h̄ωD

EF−h̄ωD

dξ
1−2 f ((ξ 2 +∆2(T ))1/2)

2[ξ 2 +∆2(T )]1/2
, (2.37)

de donde ∆(T ) se debe extraer numéricamente [16]. La función ∆(T ) comienza en ∆0, se mantiene

casi constante por un intervalo amplio de temperaturas y después decrece rápidamente, hasta hac-

erse cero en T = Tc, la temperatura de la transición, como mostramos en la Fig. 2.2.

Figura 2.2: Forma del la brecha de energía ∆(T ) en función de la temperatura.

Para obtener Tc se toma ∆(Tc) = 0 en (2.37), y con un poco de álgebra

1 = g(EF )V

∫ h̄ωD

0

dξ

ξ
tanh

ξ

2kBTc
. (2.38)
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Cuando ξ es grande tanh(ξ/2kBTc) → 1, y se puede hacer la integral anterior para tener

1 = g(EF)V ln
1.14h̄ωD

kBTc
, (2.39)

que reescribimos como

kBTc = 1.14h̄ωD exp[−1/λ ], (2.40)

y usando la Ec. (2.31) obtenemos
2∆0

kBTc
= 3.53, (2.41)

que es la primera de las relaciones universales de la teoría BCS.

Cuando se compara este resultado con los resultados experimentales de los superconductores

convencionales se encuentra una notable coincidencia, y ese es el primer logro de la teoría BCS.

Al hacer un análisis de la función ∆(T ) se encuentra que

∆(T )

∆0
≈ 1.74

(

1− T

Tc

)
1
2

, (2.42)

como se muestra en la Fig. 2.2. A ∆(T ) también se le conoce como parámetro de orden, mientras

que a 1/2 como el exponente crítico.

Ahora derivamos el calor específico electrónico a volumen constante a partir de la ecuación

obtenida para la entropía. Primero, para T > Tc, donde ∆(T ) = 0, y el material es no superconduc-

tor, el calor específico de los electrones en la fase normal, Cen, está dado por

Cen =
2π2

3
g(EF )k2

BT ' γeT, (2.43)

donde γe la constante de Sommerfeld, que es del orden de mJ/mole K2 para los superconductores

convencionales. Para el calor específico electrónico de la fase superconductora se parte de la en-
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tropía, Ec. (2.35),

Ces = T
dS

dT

= −2kBT ∑
k

[ln fk − ln(1− fk)]
∂ fk

∂ T

= 2kBT ∑
k

εk

kBT

d

dT

(

1
exp[εk/kBT ]+1

)

,

(2.44)

donde εk = εk(T ). Haciendo un poco de álgebra, se llega a

Ces =
2

kBT 2 g(EF)
∫ ∞

0
dξ f (ε)[1− f (ε)]

(

ε2 −T ∆
d∆

dT

)

. (2.45)

.

A muy bajas temperaturas, fk � 1 y ∆d∆/dT ' 0, entonces el calor específico es de la forma

Ces =
2g(EF )∆2

0 exp[−∆0/kBT ]

kBT 2

∫ ∞

0
dξ exp[−(ξ 2/2kBT ∆0)]

= 2g(EF )∆0(2π)1/2kB(∆0/kBT )3/2 exp[−(∆0/kBT )]. (2.46)

Finalmente
Ces

γeTc
= 1.34

[

∆0

kBT

]3/2

exp

[

− ∆0

kBT

]

, (2.47)

que es el comportamiento exponencial que se observa en el calor específico de los superconduc-

tores convencionales a bajas temperaturas.

Usando las ecuaciones de los calores específicos electrónicos Ecs. (2.43) y (2.47) se puede

ver que en el punto de la transición existe una discontinuidad, cuya magnitud está dada por ∆C ≡

Ces−Cen

∆C

γeTc
= 1.43, (2.48)

conocida como el salto en el calor específico, y que representa la segunda de las relaciones uni-

versales de la teoría BCS. Al ser el calor específico una propiedad termodinámica discontinua en
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el punto de la transición, se puede determinar que, en ausencia de campos magnéticos externos, la

superconductividad es una transición de fase de segundo orden.

Como dijimos anteriormente, la teoría de BCS describe con éxito el comportamiento de la

mayoría de los superconductores convencionales con acoplamiento presumiblemente débil. Pero

cuando alguno de estos elementos presenta valores muy lejanos a los predichos por las Ecs. (2.41)

y (2.48), como es el caso por ejemplo del Pb con 2∆0/kBTc = 4.4 y ∆C/γTc = 2.71, se dice que

esto se debe a que es un material con acoplamiento fuerte. Lo mismo suele decirse de otros su-

perconductores que no cumplen con dichas relaciones, incluidos los cupratos, pero en el presente

trabajo mostramos que existen otras características que también contribuyen en la descripción de

las propiedades termodinámicas de los superconductores de alta Tc.

2.3. Teoría Bosón-Fermión

Varios han sido los intentos por extender la teoría de BCS, como por ejemplo el trabajo de

Eliasberg [60], que utiliza una interacción electrón-fonón fuerte y el formalismo de las teorías

de campo no relativistas. O el modelo de Hubbard [61] que consiste en construir un hamiltoniano

basado en el modelo de amarre fuerte, e incluir la posibilidad de que las partículas salten de un sitio

a otro de la red, y tomar un término con un potencial de interacción en el mismo sitio (on-site). Las

extensiones de este modelo que consideran interacciones entre las partículas en diferentes sitios

de la red se conocen como modelo de Hubbard extendido. Este modelo también puede considerar

interacciones fuertes entre los pares.

Desde hace algunos años el grupo de Teoría de Muchos Cuerpos de la UNAM [4, 6, 7, 62, 63]

ha venido desarrollando la teoría Bosón-Fermión de la superconductividad, que para describir las

propiedades electrónicas del superconductor se parte del gas de electrones que pueden interactuar

entre ellos a través de la red de iones más el potencial coulombiano entre ellos mismos, dando
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como resultado una interacción atractiva que propicia la formación de pares de Cooper, de la mis-

ma forma que se hizo en la teoría de BCS. Haciendo la suposición de que los pares de Cooper

son bosones-compuestos [3, 48], el gas de electrones interactuantes se comporta como una mez-

cla de dos gases que coexisten: el de bosones (pares de Cooper) y el de fermiones (electrones

desapareados). Los bosones compuestos tienen la particularidad de que, al disminuir la temperatu-

ra, pueden presentar una condensación de Bose-Einstein (BEC) [7]. Tomamos aquellos electrones

cuyas energías se encuentren en el cascarón esférico alrededor de la energía de Fermi y de ancho

2h̄ωD cuando T es ligeramente diferente de cero, ya que si tuviéramos T = 0 todos los fermiones

estarían apareados y en el estado condensado.

La teoría Bosón-Fermión considera que las dos partículas que forman el par están inmersas en

un medio de N−2 fermiones dentro del cascarón esférico de Fermi con radio kF , con un momento

del centro de masa h̄K 6= 0. Una de las particularidades de esta teoría es que considera que se puede

tener una BEC de los bosones compuestos aún cuando su número no sea fijo, siempre y cuando el

número total de fermiones si lo sea [6]. Retomamos la función de onda (2.1), pero ahora el término

correspondiente a exp[iK ·R] tiene una contribución significativa. Procedemos de la misma forma

que se hizo en el caso del apareamiento de Cooper para llegar a la Ec. (2.5) pero incluyendo los

términos con K [62]:

∑
k

{(

h̄2

m∗ k2 +
h̄2

4m∗K2
)

eik·r +

∫

dr′VK(r,r′)eik·r′ −EKeik·r
}

CkeiK·R = 0, (2.49)

donde VK(r,r′) es en general la interacción no local entre los pares. Definimos la variable ε` ≡

h̄2`2/2m∗, multiplicamos (2.49) por exp[−ik′ · r], se integra sobre d3r y se cancelan los términos

con exp[iK ·R], entonces tenemos

(2εk′ +
1
2

εK)Ck′ +∑
k

V K
kk′Ck = EKCk′, (2.50)

donde

V K
k,k′ ≡ 1

L3

∫

d3r

∫

d3r′ exp[−ik′ · r]VK(r,r′)exp[ik · r′] (2.51)
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es la transformada de Fourier de VK(r,r′) [6]. Retomamos la interacción del modelo de Cooper

(2.8), pero con un momento de centro de masa diferente de cero:

V K
k,k′ =











−V θ (2
√

k2
F + k2

D −K) si kF < |k± 1
2K|, |k′± 1

2K| <
√

k2
F + k2

D

0 otro caso
(2.52)

donde kD es el momento relativo a la frecuencia de Debye de los fonones, definido por h̄ωD ≡

h̄2k2
D/2m∗, y θ es la función escalón que asegura que la interacción ocurre sólo si 0 ≤ K ≤

2
√

k2
F + k2

D. La restricción anterior está indicando que los dos electrones tienen una atracción −V

cuando la punta del vector de momento relativo cae en algún lugar de la intersección de los dos

cascarones esféricos de ancho h̄ωD, la cual se muestra sombreada en la Fig. 2.3. Nótese que la

zona de traslape es mucho menor que la correspondiente al caso en que K = 0 de la Fig. 2.1.
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Figura 2.3: Espacio de momentos para dos fermiones formando un par de Cooper con K 6= 0 (zona
sombreada).

Usando (2.52) en (2.53)

(2εk −EK +
h̄2K2

4m∗ )Ck = Vθ (2
√

k2
F + k2

D −K)∑
k′

C′
k = −AK, (2.53)

y resolviendo para obtener Ck, se tienen que

Ck =
−AK

2εk −EK + h̄2K2/4m∗ . (2.54)
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Multiplicando ambos lados por Vθ (2
√

k2
F + k2

D −K) y sumando sobre k para eliminar los coefi-

cientes AK , tenemos

1 = V θ (2
√

k2
F + k2

D −K)∑
k

′ (
2εk −EK + h̄2K2/4m∗)−1

, (2.55)

donde EK es la energía total del par

EK = 2EF −∆K. (2.56)

Al tomar K = 0 en (2.55) tenemos

1 = V∑
k

′
[2εk −2EF +∆0]

−1 = V

∫ EF+h̄ωD

EF

g(ε)dε

2ε −2EF +∆0
, (2.57)

de donde se recupera

∆0 =
2h̄ωD

exp[2/Vg(EF )]−1
−−−−−−→
Vg(EF)→0

2h̄ωD exp[−2/Vg(EF )], (2.58)

en el límite de acoplamiento débil.

En un sistema bidimensional se puede resolver la Ec. (2.55) para cualquier K pequeña (K <<

kF ) [6] tomando la densidad de estados en la superficie 2D de Fermi como L2m/2πh̄2, entonces la

energía de amarre del par es

∆K −−−→
K→0

∆0 −
2
π

[

1+
∆0

2h̄ωD
(1+

√
1+ν)

]

h̄vF2DK +O(K2),

donde ν = ΘD/TF , y vF2D es la velocidad de Fermi dada por EF = 1
2mv2

F2D. En el límite de

acoplamiento débil tenemos la relación de dispersión para un par de fermiones en 2D

∆K −−−−−−→
Vg(EF)→0

∆0 −
2
π

h̄vF2DK +O(K2), (2.59)

con ∆0 definida en (2.41). En (2.59) el término lineal es dominante sobre los de orden superior. Si

tomamos la Ec. (2.59) y la introducimos en la energía total del par de electrones de Cooper (2.56),

llegamos a que

EK = e0 +
2
π

h̄vF2DK +O(K2) (2.60)
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con e0 ≡ 2EF −∆0, siendo esta última ecuación la que usaremos más adelante como la relación de

dispersión de los pares de Cooper en 2D.

La versión en 3D de (2.60), descrita por Schrieffer en [64], es EK = e0 + 1
2 h̄v3DFK + O(K2),

con v3DF la velocidad de Fermi en 3 dimensiones.

Sin perder generalidad podemos expresar la relación de dispersión para cualquier bosón en

cualquier dimensión como εK = CsK
s, donde s es el orden de la relación de dispersión. Tradi-

cionalmente se considera a los cupratos como sistemas en 2D, y el hecho de que no exista CBE

en dimensiones d iguales o menores a 2 para bosones con relación de dispersión cuadrática s = 2

ha sido uno de los argumentos en contra de tomar la transición de fase superconductora como una

BEC. Sin embargo, se ha demostrado [65] que cuando el orden de la relación de dispersión s es

menor que d sí se puede tener una temperatura crítica Tc distinta de cero. De aquí que los pares de

Cooper con relación de dispersión lineal s = 1 puedan condensarse en los cupratos.

Figura 2.4: Temperatura crítica de los superconductores en función de la dimensión. Figura tomada
de [65].

La expresión general para Tc de un gas ideal de bosones libres para cualquier d > 0, a partir de

la cual el número de bosones nB con K = 0 se vuelve una parte considerable del total, está dada
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por [5]

Tc =
Cs

kB

[

sΓ(2/s)(2π)d nB

2πd/2Γ(d/s)gd/s(1)

]s/d

. (2.61)

con Γ(σ) la función gama y gσ (t) las funciones de Bose. Casos especiales de (2.61) son:

Tc =
2πh̄2

mBkB

[

nB

2πd/2gd/2(1)

]2/d

(2.62)

para una relación de dispersión cuadrática, y

Tc =
a(d)h̄2vF

kB

[

π
d+1

2 nB

Γ(d+1
2 )gd(1)

]1/d

(2.63)

cuando la relación de dispersión es lineal. Al tomar d = 3 en (2.62) se recupera la relación Tc '

3.31h̄2n
2/3
B /mBkB para un gas ideal de bosones. En la Fig. 2.4 mostramos como varía la temperatura

crítica, en unidades de la temperatura de Fermi, en función de la dimensión del sistema, y para s =

1,2, para un gas de N fermiones de masa m que se han apareado para formar bosones de masa 2m.

Aunque en el desarrollo de la teoría Bosón-Fermión que presentamos utilizamos el potencial

descrito por el apareamiento de Cooper, se puede hacer la extensión para el potencial utilizado en

BCS. Tampoco hemos incluido la versión con pares de huecos . Nótese también que en esta tesis no

utilizamos ninguna de las relaciones anteriores para Tc, ya que parte de nuestro trabajo es obtener

una expresión para Tc a partir de nuestro modelo, solamente hacemos énfasis en el hecho de que se

puede tener una CBE al considerar un gas ideal de bosones libres en 2D con s = 1. Por otro lado,

en nuestros cálculos del Capítulo 5, la constante e0 la obtenemos de los reportes experimentales de

∆0 y EF .



Capítulo 3

Gases cuánticos en estructuras periódicas

Como en este trabajo estamos interesados en las propiedades termodinámicas de los cupratos,

y en particular en su calor específico, el cual proponemos que viene principalmente de la con-

tribución de tres gases cuánticos: un gas de bosones, constituido por pares de electrones apareados

en pares de Cooper; uno de fermiones, que son los electrones también apareables pero que no lo

hicieron; y el de los fonones de la red cristalina, en este capítulo desarrollamos la teoría para gases

cuánticos (bosones y fermiones) en estructuras periódicas multicapas parecida a la de los cupratos.

Primero tomamos un gas ideal de bosones dentro de una estructura multicapas simulada con

un potencial de Kronig-Penney en una dirección, y permitimos a los bosones moverse libre-

mente en las otras dos. Se obtiene el gran potencial a partir del cual es posible derivar, entre

otras propiedades, la temperatura de condensación Bose-Einstein, la energía interna, la entropía

y el calor específico del gas. Desarrollamos las expresiones para dos casos: cuando la relación

de dispersión para las direcciones libres tiene un comportamiento cuadrático y cuando el término

dominante en la relación de dispersión es el lineal, tal como lo describimos en el Capítulo 2. Poste-

riormente obtenemos el gran potencial para un gas ideal de fermiones en las mismas condiciones y

derivamos sus propiedades termodinámicas. En el Capítulo 5 aplicaremos los resultados obtenidos

a los cupratos utilizando los parámetros observados experimentalmente.

32
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3.1. Bosones compuestos en un sistema multicapas

En esta sección describimos un gas de N bosones no interactuantes de masa m que está inmerso

en un sistema de capas de ancho B modeladas por un potencial de Kronig-Penney (KP) [51] en la

dirección-z, mientras que los bosones son libres en las otras dos direcciones x y y. La ecuación de

Schrödinger correspondiente es separable en las direcciones x, y y z, por lo que la energía de cada

partícula como función del momento k =(kx,ky,kz) está dada por

εk = εkx
+ εky

+ εkz
, (3.1)

con εkx
+ εky

la energía debida al movimiento de las partículas paralelo a los planos, y εkz
la cor-

respondiente al movimiento perpendicular a los planos. La energía εkz
se obtiene implícitamente

de la ecuación de Schrdinger con un potencial de KP en el límite de deltas conocido como peine

de Dirac, de la forma ∑∞
n=−∞ Λδ (z− na), donde Λ es la intensidad del potencial delta y a es la

separación entre ellas. En la Fig. 3.1 mostramos gráficamente el potencial de KP y su límite de

deltas que se obtiene cuando la altura de la barrera V0 va a infinito y b tiende a cero, de tal manera

que el producto Λ = V0b se mantiene finito.

La relación energía-momento de de las partículas en el peine de Dirac es

(P/αKPa)sin(αKPa)+ cos(αKPa) = cos(kza), (3.2)

donde se ha definido P ≡ mΛa/h̄2 y α2
KP ≡ 2mεkz

/h̄2 (donde αKP tiene dimensiones de número

de onda), siguiendo la notación de Kronig-Penney. La longitud de onda térmica de un gas de

bosones en 3D es λ0 ≡ h/
√

2πmkBT0, con T0 = 2πh̄2n
2/3
B /mkBζ (3/2)2/3 la temperatura crítica de

condensación de Bose-Einstein del gas ideal libre en el límite termodinámico y nB ≡ N/L3 la den-

sidad de número de bosones. Nótese que el parámetro P depende explícitamente de la intensidad

Λ y de la separación a entre las deltas. Para separar estas dependencias definimos el parámetro

de “impenetrabilidad” adimensional P0 ≡ Pλ0/a = mΛλ0/h̄2. También nótese que recuperamos la
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Figura 3.1: Bosones inmersos en un arreglo de multicapas periódicas generadas con potenciales
tipo Kronig-Penney en la dirección z.

energía de partícula libre εkz
→ h̄2k2

z /2m en la dirección-z en el caso en que P0 → 0, mientras que

cuando P0 → ∞ el término sin(αKPa) → 0, y el sistema representa paralelepípedos semi-infinitos

no acoplados. Para el caso de energías menores que el borde de la primera banda, es decir εkz
<

h̄2π2/2ma2, se obtiene la aproximación

εkz
∼= ε0 +

h̄2

Ma2 (1− coskza), (3.3)

donde ε0 ≡ h̄2α0
2/2m es la solución de la Ec. (3.2) cuando kz → 0, y [50]

M = m

[

senα0a

α0a
+

P

(α0a)2

(

senα0a

α0a
− cosα0a

)]

(3.4)

es la masa efectiva. La relación de dispersión (3.3) es la que comúnmente se utiliza en la literatura

para desarrollar modelos de superconductores casi-bidimensionales (como por ejemplo en [66]),

pero es muy limitado ya que incluye sólo la primera banda de energía y ε0 = 0. Aquí usamos la

solución exacta para la Ec. (3.2). En la Fig. 3.2 mostramos un ejemplo de la forma de las bandas

de energía para un potencial de KP en la forma de peine de Dirac.
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Figura 3.2: Tres primeras bandas de energía para el peine de Dirac en la dirección z, con P0 = 10 y
separación entre las deltas a/λ0 = 1.0

3.1.1. Bosones con relación de dispersión cuadrática paralela a los planos.

En el primer caso, las partículas (los pares) tienen una relación de dispersión cuadrática en el

plano x− y, es decir, se comportan como partículas libres

εkx
+ εky

=
h̄2k2

x

2m
+

h̄2k2
y

2m
, (3.5)

con kx,y = 2πnx,y/L y nx,y = 0,±1,±2, ..., suponiendo condiciones periódicas en una caja de lado

L. Reportamos este caso en las Refs. [49] y [50].

Gran potencial y propiedades termodinámicas

El gran potencial Ω(T,L3,µ) para un gas de bosones [67] contenido en un volumen V ≡ L3

está dado por

Ω(T,L3,µ) = U −TS−µN = Ω0 + kBT ∑
k 6=0

ln
{

1− exp[−β(εk −µ)]

}

, (3.6)



3.1 Bosones compuestos en un sistema multicapas 36

donde U es la energía interna, T la temperatura absoluta, S la entropía, µ el potencial químico, β ≡

1/kBT y Ω0 ≡ kBT ln{1−exp[−β(ε0−µ)]} es la contribución del estado base k = 0. Expandiendo

el logaritmo en una serie de potencias ln(1+ x) = −∑∞
l=1(−x)l/l válida para |x|< 1, tenemos

Ω(T,L3,µ) = kBT ln
(

1− exp[−β(ε0 −µ)]
)

− kBT ∑
k 6=0

∞

∑
l=1

{

−exp[−β(εk −µ)]
}l

l
. (3.7)

Usando (3.5) en (3.7)

Ω(T,L3,µ) = kBT ln
(

1− exp[−β(ε0 −µ)]
)

−kBT
∞

∑
l=1

exp[β µ l]

l
∑
k 6=0

exp
{

−β l
[

(h̄2/2m)(k2
x + k2

y)+ εkz

]}

. (3.8)

En el límite continuo donde h̄2/mL2 � kBT , esto es que la separación entre los niveles de energía es

despreciable comparada con la energía térmica, la suma sobre los momentos k se puede aproximar

por integrales de la forma ∑k −→ (L/2π)3 ∫ d3k. Entonces

Ω(T,L3,µ) = kBT ln
(

1− exp[−β(ε0 −µ)]
)

− kBT

(

L

2π

)3 ∞

∑
l=1

exp[β µ l]

l

∫ ∞

−∞
dkx exp

{

−β l(h̄2/2m)k2
x

}

×
∫ ∞

−∞
dky exp

{

−β l(h̄2/2m)k2
y

}

∫ ∞

−∞
dkz exp

{

−β lεkz

}

. (3.9)

Las integrales sobre kx, ky se pueden realizar fácilmente, dando

Ω(T,L3,µ) = kBT ln
(

1− exp[−β(ε0 −µ)]
)

− kBT

(

L

2π

)3 ∞

∑
l=1

exp[β µ l]

l

(

2πm

β h̄2l

)1/2(2πm

β h̄2l

)1/2

×
∫ ∞

−∞
dkz exp

{

−β lεkz

}

= kBT ln
(

1− exp[−β(ε0 −µ)]
)

− 1
β 2

L3m

(2π)2
h̄2

∫ ∞

−∞
dkz

∞

∑
l=1

exp
{

β l(µ − εkz
)
}

l2
. (3.10)

La suma infinita da lugar a las funciones de Bose gσ (t) [67] (llamadas polylogarítmicas PolyLog[σ , z]

en [68])

gσ (t) ≡
∞

∑
l=1

(t)l

lσ
, (3.11)

entonces
∞

∑
l=1

exp[β(µ − εkz
)l]

l2
= g2

{

exp[−β(εkz
−µ)]

}

. (3.12)
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Combinando (3.10) y (3.12) obtenemos el gran potencial para pares con relación de dispersión

cuadrática:

Ω
(

T,L3,µ
)

= kBT ln
(

1−exp[−β(ε0−µ)]
)

− 1
β 2

L3m

(2π)2
h̄2

∫ ∞

−∞
dkzg2

{

exp[−β(εkz
−µ)]

}

. (3.13)

A partir del gran potencial, Ec. (3.13), se pueden obtener las propiedades termodinámicas del

gas usando dΩ = −SdT − pdV −Ndµ

N = −
(

∂ Ω

∂ µ

)

T,L3
, S =−

(

∂ Ω

∂ T

)

L3,µ

, p =−
(

∂ Ω

∂V

)

T,µ

= −Ω

L3 . (3.14)

Adicionalmente podemos derivar la energía interna

U(T,L3) =−kBT 2
[

∂

∂ T

(

Ω

kBT

)]

L3,z

, (3.15)

donde z ≡ exp[β µ ] es la fugacidad, y el calor específico a volumen constante

CV =

[

∂

∂ T
U(T,L3)

]

N,L3
. (3.16)

Fracción del condensado

El número total de bosones N del sistema se obtiene a partir de la primera ecuación de (3.14) y

el gran potencial (3.13):

N = kBT β
exp
{

−β(ε0 −µ)
}

1− exp
{

−β(ε0 −µ)
} − L3m

(2π)2
h̄2

1
β

∫ ∞

−∞
dkz ln

{

1− exp[−β(εkz
−µ)]

}

=
1

exp
{

β(ε0 −µ)
}

−1
− L3

(2π)2 β̃ γa2

∫ ∞

0
dkz ln

{

1− exp[−β(εkz
−µ)]

}

, (3.17)

donde introdujimos los parámetros adimensionales γ ≡ h̄2/2ma2kBT0 = 1/4π(a/λ0)
2, β̃ ≡ βkBT0.

El primer término en (3.17), N0(T ) = 1/(exp[β(ε0 − µ)]− 1), es el número de partículas en el

estado condensado, el segundo término corresponde al número de bosones en el estado excitado
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Ne(T ). Si dividimos (3.17) entre el número total de bosones N obtenemos la fracción del conden-

sado N0/N, que por debajo de la temperatura crítica Tc es el factor dominante

N0

N
= 1+

L3

N(2π)2

1
γa3

1

β̃

∫ ∞

0
adkz ln

{

1− exp[−β(εkz
−µ0)]

}

, (3.18)

donde µ = µ0 = ε0 es la energía del estado base del sistema (no necesariamente igual a cero, dada

la presencia del potencial tipo KP). En la Fig. 3.3 mostramos la fracción del condensado para varios

valores de P0, comenzando por el caso sin barreras P0 = 0, con una γ = 0.1.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

γ = 0.1

����
�����
������
�������

����

����

Figura 3.3: Fracción del condensado para γ = 0.1 y distintos valores de P0 para pares con relación
de dispersión cuadrática paralela a los planos. γ ≡ h̄2/2ma2kBT0 = 1/4π(a/λ0)

2.
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Temperatura crítica

Para obtener la temperatura crítica Tc tomamos la Ec. (3.17) y hacemos T = Tc, entonces µ =

µ0, N0(Tc) ' 0 y N ' Ne. Así obtenemos

N = − L3

(2π)3

2π

γa3

1

β̃c

∫ ∞

0
adkz ln

{

1− exp[−βc(εkz
−µ0)]

}

. (3.19)

Vamos a utilizar el hecho de que la integral infinita de cualquier función F(εkz
) sobre dkz la pode-

mos tomar como dos veces la suma de las integrales sobre las bandas permitidas sobre la mitad

de la primera zona de Brillouin (de 0 a π),
∞
∫

−∞
dkzF(εkz

) = 2∑∞
j=1
∫ π/a

0 dkzF(εkz j). La sumatoria

infinita se puede truncar después de un cierto número de bandas J, para el cual se observa que el

valor de la integral converge. De esta manera podemos reexpresar (3.19) como

N = − L3

(2π)3

2π

γa3

1

β̃c

J

∑
j=1

∫ jπ

( j−1)π
adkz ln

{

1− exp[−βc(εkz j −µ0)]
}

, (3.20)

que al dividirla entre N, y usando la relación 2L3m/N (2π)2
h̄2 = 2γ1/2a/

√
πζ (3/2)kBT0, nos lleva

a

−1 =
2(γ/π)1/2

ζ (3/2)

1

β̃c

J

∑
j=1

∫ jπ

( j−1)π
ln{1− exp[−β̃cγ(ε̄ξ j − µ̄0)]}dξ (3.21)

con el cambio de variable ξ ≡ akz, donde ε̄ξ j es la energía en la j−ésima banda y µ̄0 el potencial

químico abajo de Tc ambos en unidades de (h̄2/2ma2). Renombrando ξ ≡ η +( j−1)π, dξ = dη ,

entonces cuando ξ = ( j−1)π tenemos η = 0, y cuando ξ = jπ η = π, y en (3.21)

−1 =
2(γ/π)1/2

ζ (3/2)

1

β̃c

J

∑
j=1

∫ π

0
dη ln

{

1− exp[−β̃cγ(ε̄η j − µ̄0)]
}

. (3.22)

Recordando que β̃c ≡ βckBT0 = T0/Tc = T̃
(−1)

c , entonces la última ecuación nos da

− ζ (3/2)

2(γ/π)1/2
= T̃c

J

∑
j=1

∫ π

0
dη ln

{

1− exp[−γ(ε̄η j − µ̄0)/T̃c]
}

, (3.23)

que es la relación implícita para Tc/T0 de la cual se extraen los valores de Tc como función de

P0 utilizando métodos numéricos. A lo largo de esta tesis vamos a seguir utilizando la misma
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metodología para evaluar las integrales infinitas como la suma de las integrales sobre las bandas

de energía, aunque no lo indiquemos explícitamente. En la Fig. 3.4 mostramos Tc vs P0 para varios

valores del parámetro γ.
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Figura 3.4: Temperatura crítica como función de P0 para varios valores de γ para pares con relación
de dispersión cuadrática paralela a los planos.

Observamos en la Fig. 3.4 que la temperatura crítica es una función que decrece monotónica-

mente con respecto a P0 y que algunas de las curvas se cruzan entre ellas, mostrando que Tc no

decrece de la misma manera en función del parámetro γ. Más aún, para una P0 dada, Tc en función

de la separación a llega a un mínimo y luego vuelve a crecer, como se mostró en [49].
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Potencial químico
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Figura 3.5: Potencial químico en unidades de h̄2/2ma2 como función de T/T0 para varios valores
de P0 para pares con relación de dispersión cuadrática para el movimiento paralelo a los planos.

El potencial químico es la cantidad de energía que el sistema bosónico pierde cuando se agre-

ga una partícula manteniendo la entropía constante. Lo podemos encontrar partiendo de (3.17)

tomando en cuenta que para T < Tc, µ = µ0, y para T > Tc

1 = − L3

(2π)3N

2π

γa3

1

β̃

∫ ∞

0
adkz ln

{

1− exp[−β(εkz
−µ)]

}

, (3.24)

o en su forma adimensional

1 = −2(γ/π)1/2

ζ (3/2)
T̃

∫ ∞

0
adkz ln

{

1− exp[−γ(ε̄kz
− µ̄)/T̃ ]

}

, (3.25)
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de donde extraemos µ numéricamente. En la Fig. 3.5 mostramos el potencial químico en unidades

de h̄2/2ma2 para una γ = 0.1 y distintos valores de P0. Se ha observado [50] que entre más grande

sea γ (a/λ0 pequeño), mayor es la temperatura Tmin a la que se comienzan a observar los efec-

tos del confinamiento. Ahí mismo se muestra que la estructura de capas se hace evidente en las

propiedades termodinámicas a bajas temperaturas cuando γ ≤ 0.1, y son aún más notorias cuando

P0 es mayor.

Para obtener algunas de las propiedades termodinámicas, en particular el calor específico, es

necesario obtener la derivada del potencial químico con respecto a la temperatura, dµ/dT. Sabe-

mos que cuando T < Tc, µ = µ0 y por lo tanto dµ0/dT = 0. Pero para T > Tc, N0/N ' 0 y si

derivamos (3.25) obtenemos

− dβ̃

dT
=

2(γ/π)1/2

ζ (3/2)

∫ ∞

0
adkz

exp
{

−γ(ε̄kz
− µ̄)/T̃

}

1− exp
{

−γ(ε̄kz
− µ̄)/T̃

}

{

(ε̃kz
− µ̃)

dβ̃

dT
− β̃

dµ̃

dT

}

. (3.26)

Rearreglando,

T
dµ̃

dT
= −1+

{

2(γ/π)1/2/ζ (3/2)
}
∫∞

0 adkz(ε̃kz
− µ̃)/

{

exp[γ(ε̄kz
− µ̄)/T̃ ]−1

}

{

2(γ/π)1/2/ζ (3/2)
}
∫∞

0 adkz/
{

exp[γ(ε̄kz
− µ̄)/T̃ ]−1

} (3.27)

en el caso de pares con relación de dispersión cuadrática paralela a los planos.

Energía interna

La energía interna se obtiene derivando (3.13) con respecto a T

(

d(Ω/kBT )

dT

)

L3,z

=
ε0 exp

{

−β(ε0 −µ)
}

1− exp
{

−β(ε0 −µ)
}

dβ

dT

− L3m

(2π)2
h̄2

1
β

∫ ∞

−∞
dkzεkz

ln
{

1− exp[−β(εkz
−µ)]

}dβ

dT

+
L3m

(2π)2
h̄2

1
β 2

∫ ∞

0
dkzg2

{

exp[−β(εkz
−µ)]

}dβ

dT
,
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y usando que β ′ = dβ/dT = −β/T

(

d(Ω/kBT )

dT

)

L3,z

= −β

T

ε0

exp
{

β(ε0 −µ)
}

−1

+
L3m

(2π)2
h̄2

2
T

∫ ∞

0
dkzεkz

ln
{

1− exp[−β(εkz
−µ)]

}

− L3m

(2π)2
h̄2

2
βT

∫ ∞

0
dkzg2

{

exp[−β(εkz
−µ)]

}

.

Entonces, en la Ec. (3.15)

U(T,V) =
ε0

exp
{

β(ε0 −µ)
}

−1

− L3m

(2π)2
h̄2

2
β

∫ ∞

0
dkzεkz

ln
{

1− exp[−β(εkz
−µ)]

}

+
L3m

(2π)2
h̄2

2
β 2

∫ ∞

0
dkzg2

{

exp[−β(εkz
−µ)]

}

. (3.28)

Dividiendo entre NkBT y restando de ambos lados de la Ec. (3.28) el término correspondiente al

primer estado multiplicado por el número total de partículas, tenemos

(U − ε0N)

NkBT
= − 1

N

2L3m

(2π)2
h̄2

∫ ∞

0
dkz(εkz

− ε0) ln
{

1− exp[−β(εkz
−µ)]

}

+
1

NkBT

2L3m

(2π)2 h̄2

1
β

∫ ∞

0
dkzg2

{

exp[−β(εkz
−µ)]

}

. (3.29)

Adimensionalizando

(U − ε0N)

NkBT
= −2(γ/π)1/2

ζ (3/2)

1
kBT0

∫ ∞

0
adkzγ(ε̄kz

− ε̄0) ln
{

1− exp[−γ(ε̄kz
− µ̄)/T̃ ]

}

+
2(γ/π)1/2

ζ (3/2)
T̃

∫ ∞

0
adkzg2

{

exp[−γ(ε̄kz
− µ̄)/T̃ ]

}

,

y reescribimos la integral infinita en términos de la sumatoria sobre las bandas de energía permiti-

das, para finalmente llegar a

(U − ε0N)

NkBT
= −2(γ/π)1/2

ζ (3/2)

1
kBT0

J

∑
j=1

∫ π

0
adkzγ(ε̄kz

− ε̄0) ln
{

1− exp[−γ(ε̄kz
− µ̄)/T̃ ]

}

+
2(γ/π)1/2

ζ (3/2)
T̃

J

∑
j=1

∫ π

0
adkzg2

{

exp[−γ(ε̄kz
− µ̄)/T̃ ]

}

,
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la cual graficamos en la Fig. 3.6 para γ = 0.1, que equivale a a/λ0 = 0.89, y varios valores de

P0. En [50] mostramos que la energía interna tiene un comportamiento muy singular al tomar una

γ mayor a la utilizada en la Fig. (3.6). Por ejemplo, para γ = 10, la curva de energía interna vs.

T pasa suavemente del valor clásico U = u0pV , con u0 = 3/2 para un gas cuántico ideal, a uno

bidimensional con u0 = 1 dentro de cierto intervalo de temperaturas, y luego regresa al u0 = 3/2

tridimensional, lo que llamamos cruce dimensional.
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Figura 3.6: Energía interna como función de T/T0 para γ = 0.1 (a/λ0 = 0.89), y varios valores de
P0, para pares con relación de dispersión cuadrática para su movimiento paralelo a los planos.
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Calor específico

Para obtener el calor específico tomamos la energía interna (3.28) y dividimos entre N, entonces

U(T,V)

N
=

N0ε0

N

− L3m

N (2π)2
h̄2

2
β

∫ ∞

0
dkzεkz

ln
{

1− exp[−β(εkz
−µ)]

}

+
L3m

N (2π)2
h̄2

2
β 2

∫ ∞

0
dkzg2

{

exp[−β(εkz
−µ)]

}

, (3.30)

donde N0ε0 = ε0/(exp[β(ε0 − µ)]− 1). Para obtener la derivada del primer término de (3.30),

usamos (3.18)

d

dT

(

N0ε0

N

)

=
d

dT

[(

1− Ne

N

)

ε0

]

= ε0
d

dT

{

1+
L3m

N (2π)2
h̄2

2
β

∫ ∞

0
adkz ln

{

1− exp[−β(εkz
−µ)

}

}

= −ε0
L3m

N (2π)2
h̄2

{

1
β 2

∫ ∞

0
adkz ln

{

1− exp[−β(εkz
−µ)]

}dβ

dT

}

−ε0
L3m

N (2π)2
h̄2

{

1
β

∫ ∞

0
adkz

{

−(εkz
−µ)dβ

dT
+β dµ

dT

}

exp
{

β(εkz
−µ)

}

−1

}

, (3.31)

donde hemos utilizado las propiedades de las funciones de Bose, t(dg2(t)/dt) = g1(t) =

− ln(1− t).

Derivando la energía interna Ec.(3.30) y reagrupando términos se tiene

d

dT

(

U

N

)

=
d

dT

(

N0ε0

N

)

− 2L3m

N (2π)2
h̄2

1
βT

∫ ∞

0
dkz ln

{

1− exp[−β(εkz
−µ)]

}{

2εkz
−µ +T

dµ

dT

}

+
2L3m

N (2π)2
h̄2

1
T

∫ ∞

0
dkz

εkz

{

(εkz
−µ)+T

dµ
dT

}

exp
{

β(εkz
−µ)

}

−1

+
2L3m

N (2π)2
h̄2

2
βT

∫ ∞

0
dkzg2

{

exp[−β(εkz
−µ)]

}

. (3.32)

Para obtener el calor específico introducimos (3.31) y (3.32) en la Ec.(3.16), y con un poco de
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álgebra

CV

NkB
=

2L3m

N (2π)2
h̄2

2T̃

∫ ∞

0
adkzg2

{

exp[−γ(ε̄kz
− µ̄)/T̃ ]

}

− 2L3m

N (2π)2
h̄2

∫ ∞

0
adkz ln

{

1− exp[−γ(ε̄kz
− µ̄)/T̃ ]

}

γ
{

2ε̄kz
− µ̄ − µ̄0 +T

dµ̄

dT

}

+
2L3m

N (2π)2
h̄2

1
T̃

∫ ∞

0
adkz

γ(ε̄kz
− µ̄0)γ

{

(ε̄kz
− µ̄)+T

d µ̄
dT

}

exp
{

γ(ε̄kz
− µ̄)/T̃

}

−1
(3.33)
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Figura 3.7: Calor específico en unidades de NkB como función de T/T0 para γ = 0.1, a/λ0 = 0.89,
y varios valores de P0, para pares con relación de dispersión cuadrática para su movimiento paralelo
a los planos.

Una vez más transformando las integrales en sumas sobre las bandas permitidas, y de forma
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adimensional

CV

NkB
=

2(γ/π)1/2

ζ (3/2)
2T̃

J

∑
j=1

∫ π

0
adkzg2

{

exp[−γ(ε̄kz
− µ̄)/T̃

}

−2(γ/π)1/2

ζ (3/2)

J

∑
j=1

∫ π

0
adkz ln

{

1− exp[−γ(ε̄kz
− µ̄)/T̃ ]

}

γ
{

2ε̄kz
− µ̄ − µ̄0 +T

dµ̄

dT

}

+
2(γ/π)1/2

ζ (3/2)

1
T̃

J

∑
j=1

∫ π

0
adkz

γ(ε̄kz
− µ̄0)γ

{

(ε̄kz
− µ̄)+T

d µ̄
dT

}

exp
{

γ(ε̄kz
− µ̄)/T̃

}

−1
(3.34)
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Figura 3.8: Calor específico sobre T en unidades de NkB como función de T/T0 para γ = 0.1,
a/λ0 = 0.89, y varios valores de P0, para pares con relación de dispersión cuadrática para su
movimiento paralelo a los planos.
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Para el caso especial en que T < Tc el potencial químico µ = µ0 es una constante, dµ̃/dT = 0

y el calor específico CV es

CV

NkB
=

2(γ/π)1/2

ζ (3/2)
2T̃

J

∑
j=1

∫ π

0
adkzg2

{

exp[−γ(ε̄kz
− µ̄0)/T̃ ]

}

−2(γ/π)1/2

ζ (3/2)

J

∑
j=1

∫ π

0
adkz ln

{

1− exp[−γ(ε̄kz
− µ̄0)/T̃ ]

}

γ
{

2ε̄kz
−2µ̄0

}

+
2(γ/π)1/2

ζ (3/2)

1
T̃

J

∑
j=1

∫ π

0
adkz

γ2
{

ε̄kz
− µ̄0

}2

exp
{

γ(ε̄kz
− µ̄0)/T̃

}

−1
.

En las Figs. 3.7 y 3.8 graficamos CV/NkB y CV/NkBT respectivamente. Al igual que se observó

en la energía interna, en el caso del calor específico entre mayores sean los valores de γ, son más

evidentes los efectos del confinamiento, como se observa en la Fig. 7 de [50]. En esa publicación

se hace énfasis la transición de 3D - 2D - 3D que ocurre en el sistema, la cual es más notoria

para ciertos valores de γ (a/λ0), de la intensidad de las barreras P0, y en ciertos intervalos de

temperatura, pero siempre por arriba de la temperatura de condensación de BE. Esto último nos

lleva a la conclusión de que la presencia de las multicapas también tienen influencia sobre las

propiedades termodinámicas del gas cuántico más allá de la región del condensado.

Entropía

La entropía se obtiene al hacer la derivada con respecto a T del gran potencial (3.13), Ec.

(3.14), de donde

S

NkB

=
1
N

ln
{

N0 +1
}

+
β

N

(ε0−µ)

exp
{

β(ε0 −µ)
}

−1

−2(γ/π)1/2

ζ (3/2)

J

∑
j=1

∫ ∞

0
adkzγ(ε̄kz

− µ̄) ln
{

1− exp[−γ(ε̄kz
− µ̄)/T̃ ]

}

+
2(γ/π)1/2

ζ (3/2)
2T̃

J

∑
j=1

∫ ∞

0
adkzg2

{

exp[−γ(ε̄kz
− µ̄)/T̃ ]

}

. (3.35)

Los primeros dos términos del lado derecho de (3.35) son cero en el límite termodinámico, N →∞,

V → ∞ pero manteniendo N/V = cte. En la Fig. 3.9 mostramos el comportamiento típico creciente
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Figura 3.9: Entropía en unidades de NkB como función de T/T0 para γ = 0.1 (a/λ0 = 0.89), y
varios valores de P0, para pares con relación de dispersión cuadrática.

de la entropía como función de la temperatura para una γ = 0.1, a/λ0 = 0.89, y distintos valores

de P0.

3.1.2. Bosones con relación de dispersión lineal en su movimiento paralelo a

los planos

En el segundo caso que analizamos en este capítulo, tomamos a los bosones, cuyo momento

de centro de masa está dado por K = (Kx,Ky,Kz), con una relación de dispersión lineal para la

energía en la dirección paralela al plano x− y dada por la Ec. (2.60), mientras que en la dirección

perpendicular al plano, la energía εKz
se obtiene de resolver la Ec. de K-P (3.2). Entonces, la energía

de las partículas Ec. (3.1) en función de K es

εKx,Ky
+ εKz

= e0 +C1(K
2
x +K2

y )1/2 + εKz
, (3.36)
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donde e0 lo definimos en la Sec. 2.3 como 2EF −∆0, y C1 = (2/π)h̄vF2D es el coeficiente del

término lineal dependiente de la velocidad bidimensional de Fermi vF2D. La relación (3.36) es,

como señalamos en la Sec. 2.3, la que describe a las parejas de electrones en el mar de Fermi.

En el Apéndice A analizamos el caso límite en que tenemos la relación de dispersión lineal en

el plano x− y más la cuadrática en z, es decir P0 = 0.

Gran potencial

Obtenemos el gran potencial para los bosones con una relación de dispersión lineal en su

movimiento paralelo a los planos y K-P en la dirección perpendicular, dada por la Ec. (3.36) como

Ω(T,L3,µ) = U −T S−µN = kBT ln
{

1− exp[−β(ε0 + e0−µ)]
}

+kBT ∑
K6=0

ln
{

1− exp[−β(e0 +C1(K
2
x +K2

y )1/2 + εKz
−µ)]

}

, (3.37)

donde separamos el término correspondiente al estado base con K = 0 de la sumatoria del lado

derecho de la ecuación. Siguiendo la misma notación utilizada en la sección anterior, llamamos Ω0

= kBT ln{1− exp[−β(ε0 + e0−µ)]} a dicho término. Substituyendo (3.36) en (3.37) obtenemos

Ω(T,L3,µ) = Ω0 + kBT ∑
K6=0

ln
{

1− exp[−β(e0 +C1(K
2
x +K2

y )1/2 + εKz
−µ)]

}

. (3.38)

Haciendo el desarrollo en series del logaritmo, y con un poco de álgebra, tenemos que

Ω(T,L3,µ) = Ω0 − kBT ∑
l

∑
K6=0

exp
{

β(µ − e0)l
}

l
exp
{

−β(C1(K
2
x +K2

y )1/2 + εKz
)l
}

. (3.39)

Tomando el límite continuo y aproximando las sumatorias por integrales

Ω(T,L3,µ) = Ω0 − kBT

(

L

2π

)3 ∞

∑
l=1

exp
{

β(µ − e0)l
}

l

×
∫ ∞

−∞
dKx

∫ ∞

−∞
dKy exp

{

−β lC1(K
2
x +K2

y )1/2}
∫ ∞

−∞
dKz exp

{

−β lεKz

}

.(3.40)
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Las integrales sobre dKx,dKy se hacen con el cambio de variable ρ = K2
x +K2

y , de tal manera que

∫ ∞

−∞
dKx

∫ ∞

−∞
dKy exp

{

−β lC1(K
2
x +K2

y )1/2} =
∫ 2π

0
dθ

∫ ∞

0
ρdρ exp[−β lC1ρ]

=
2π

(β lC1)
2 Γ(2),

ya que
∫ ∞

0 xν−1 exp[−µx]dx = 1/µν Γ(ν) [69]. Entonces

Ω(T,L3,µ) = kBT ln
{

1− exp[−β(ε0 + e0−µ)]
}

− kBT

(

L

2π

)3 2π

(βC1)
2 Γ(2)

∞

∑
l=1

exp
{

β(µ − e0)l
}

l3

×
∫ ∞

−∞
dKz exp

{

−βεKz
l
}

= kBT ln
{

1− exp[−β(ε0 + e0−µ)]
}

− kBT

β 2

L3

(2π)2

Γ(2)

C2
1

×
∫ ∞

−∞
dKz

∞

∑
l=1

{

exp[−β(εKz
+ e0−µ)]

}

l

l3
. (3.41)

Usando las funciones de Bose (3.11) en (3.41) tenemos el gran potencial para los bosones con

una relación de dispersión lineal para su movimiento paralelo a los planos y restringido por un

potencial K-P para su movimiento perpendicular a los planos:

Ω
(

T,L3,µ
)

= kBT ln
{

1−exp[−β(ε0+e0−µ)
}

− 1
β 3

L3

(2π)2

Γ(2)

C2
1

∫ ∞

−∞
dKz g3

{

exp[−β(εKz
+e0−µ)]

}

.

(3.42)

Fracción del condensado

Obtenemos la ecuación de número usando (3.42) en (3.14)

N =
1

exp
{

β(ε0 + e0−µ)
}

−1
+

L3

(2π)2

Γ(2)

C2
1

1
β 2

∫ ∞

−∞
dKz g2

{

exp[−β(εKz
+ e0−µ)]

}

, (3.43)

donde el primer término del lado derecho es el número de partículas en el condensado N0(T ) y el

segundo es el número en el estado excitado Ne(T ).

Dividiendo (3.43) por N y despejando, obtenemos la fracción del condensado

N0

N
= 1− L3

(2π)2

Γ(2)

C2
1

1
β 2

∫ ∞

−∞
dKz g2

{

exp[−β(εKz
+ e0−µ)]

}

. (3.44)



3.1 Bosones compuestos en un sistema multicapas 52

Para poder calcular las constantes de la ecuación anterior y de las siguientes ecuaciones,

tomamos la energía de Fermi de un gas de fermiones en 2D en términos de la velocidad de Fermi

bidimensional vF2D como EF2D = 1
2mev

2
F2D, y que está relacionada con la energía de Fermi para

el gas de fermiones en 3D por medio de EF3D = [(3π2)2/3/2π]EF2D = kBTF . Las densidades de

número están relacionadas a través de n2D = n
2/3
3D . Tomando en cuenta que la masa del bosón es 2

veces la masa del fermión, m = 2me, la constante C2
1 = (4/π2)h̄2v2

F2D se puede escribir como C2
1 =

(4/π2)(h̄2/2ma2)2mv2
F2Da2 =(8/π2)(h̄2/2ma2)2mev

2
F2Da2 =(32/π2)(h̄2/2ma2)a22π/(3π2)2/3EF3D =

(64/π(3π2)2/3)γa2EF3DkBT0. Substituyendo en (3.44), tenemos

N0

N
= 1− Γ(2)

(2π)2

25/23π3(3π2)2/3

32

(

γT0

TF

)1/2 1
(kBTFβ)2

∫ ∞

−∞
adKz g2

{

exp[−(kBTFβ)(
γT0

TF

)(ε̄Kz
+ ē0− µ̄)]

}

,

(3.45)

donde las cantidades con barra están en términos de la unidad de energía (h̄2/2ma2), como las

definimos en la sección anterior. De la definición de e0 = 2EF −∆0, podemos suponer que ∆0 �EF ,

y entonces e0
∼= 2EF = 2kBTF , cantidad que utilizamos con frecuencia en esta sección.

Temperatura crítica

La temperatura crítica para bosones con relación de dispersión lineal para su movimiento pa-

ralelo a los planos y K-P en el movimiento perpendicular a los mismos, se obtiene haciendo T =

Tc en (3.43), y tomando el potencial químico µ0 = µ0z + e0 = ε0 + e0 tenemos

1 =
Γ(2)

(2π)2

25/23π3(3π2)2/3

32

(

γT0

TF

)1/2 1
(kBTFβc)2

∫ ∞

−∞
adKz g2

{

exp[−(kBTFβc)(γT0/TF)(ε̄Kz
− µ̄0z)]

}

.

(3.46)

Utilizando la relación T0/TF = 0.218 para un gas ideal de bosones en 3D [65], cuando el gas

se encuentra en 3D y las partículas tienen una relación de dispersión cuadrática (d = 3, s = 2), y

calculando el equivalente numérico Γ(2)25/23π3(3π2)2/3/(32 (2π)2) = 3.9864, llegamos a

1 = 3.9864 (0.218γ)1/2 1
(kBTFβc)2

∫ ∞

−∞
adKzg2

{

exp[−kBTFβcγ(0.218)(ε̄Kz
− µ̄0z)]

}

, (3.47)
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Figura 3.10: Temperatura crítica como función de P0 para varios valores de γ para pares con
relación de dispersión lineal para el movimiento paralelo a los planos.

de donde, al igual que en el caso anterior, se pueden obtener los valores de la temperatura crítica

por medio de métodos numéricos, lo que graficamos en la Fig. 3.10.

En la Fig. 3.10 observamos que cuando P0 → 0, y/o a/λ0 → 0 reobtenemos el valor Tc/TF =

0.537 que reportamos en el Apéndice A para el caso de bosones con relación de dispersión lineal en

el plano x− y mas cuadrática en la dirección z. Nótese que en este caso referimos las temperaturas

calculadas a la temperatura de Fermi TF , en lugar de referirlas a la temperatura de condensación

del gas ideal de bosones T0, como hicimos en la Fig. 3.4. Esto se hace porque, dada la presencia de

la velocidad de Fermi en el coeficiente C1, resulta natural adimensionalizar las usando la energía

de Fermi. Sin embargo, estamos concientes de que al comparar las Figuras 3.10 y 3.4 se debe hacer
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el cambio de unidades correcto. Lo mismo aplica para las demás propiedades termodinámicas.

Potencial químico
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Figura 3.11: Potencial químico en unidades de h̄2/2ma2 como función de T/T0 para varios valores
de P0 para pares con relación de dispersión lineal para el movimiento paralelo a los planos.

A partir de la Ec. (3.43), y recordando que cuando T < Tc µ0 = µ0z + e0, mientras que para

T > Tc tenemos que

1 = 3.9864

(

γT0

TF

)1/2 1
(kBTFβ)2

∫ ∞

−∞
adKzg2

{

exp[−(kBTFβ)γ(T0/TF)(ε̄kz
+ ē0− µ̄)]

}

, (3.48)

es la relación implícita de la cual se obtiene el potencial químico µ . En la Fig. 3.11 mostramos el

comportamiento de µ para γ = 0.1 y e0 = 2kBTF , de donde se observa que el potencial químico
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es igual a e0 cuando el gas de bosones es libre (es decir P0 = 0) y se mantiene constante hasta Tc,

después de la cual decrece monótonamente y se vuelve negativo. Al hacerse presente la estructura

de multicapas, es decir P0 > 0, el potencial químico comienza en un valor positivo constante mayor

a e0 hasta Tc, y posteriormente disminuye de la misma forma que ocurre cuando P0 = 0. Nótese

que cuando e0 = 0 y P0 = 0, µ es cero hasta T = Tc, y luego se hace negativo.

Para obtener la derivada del potencial químico partimos de (3.48) y obtenemos

T
dµ̄

dT
=

2kBTFβ − (3.9864)
(

γT0
TF

)3/2
∫ ∞
−∞adKz ln

{

1− exp[−kBTFβγ(T0/TF)(ε̄Kz
− µ̄ + ē0)]

}{

ε̄Kz
− µ̄ + ē0

}

(3.9864)
(

γT0
TF

)3/2
∫ ∞
−∞adKz ln

{

1− exp[−kBTFβγ(T0/TF)(ε̄Kz
− µ̄ + ē0)]

}

.

(3.49)

Energía interna

Para calcular la energía interna tomamos la derivada de la Ec. (3.42) con respecto a la temper-

atura a volumen y fugacidad constantes

∂

∂ T

(

Ω

kBT

)

=
(ε0 + e0)exp

{

−β(ε0 + e0−µ)
}

1− exp
{

−β(ε0 + e0−µ)
}

dβ

dT

+
L3

(2π)2

Γ(2)

C2
1

1
β 2

∫ ∞

−∞
dKz(εKz

+ e0)g2
{

exp[−β(εKz
+ e0−µ)]

}dβ

dT

+2
L3

(2π)2

Γ(2)

C2
1

1
β 3

∫ ∞

−∞
dKz g3

{

exp[−β(εkz
+ e0−µ)]

}dβ

dT
.

Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso anterior, llegamos a

U(T,V) =
(ε0 + e0)

exp
{

β(ε0 + e0−µ)
}

−1

+
L3

(2π)2

Γ(2)

C2
1

1
β 2

∫ ∞

−∞
dKz(e0 + εKz

) g2
{

exp[−β(εKz
+ e0−µ)]

}

+2
L3

(2π)2

Γ(2)

C2
1

2
β 3

∫ ∞

−∞
dKz g3

{

exp[−β(εKz
+ e0−µ)]

}

. (3.50)

El primer término del lado derecho corresponde a (ε0 +e0)N0 de la Ec. de número (3.43), mientras
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Figura 3.12: Energía interna como función de T/TF para e0 = 2EF y varios valores de P0, usando
una relación de dispersión lineal para su movimiento paralelo a los planos.

que el segundo es (e0 +εKz
)Ne. Si sumamos y restamos al lado derecho de (3.50) la cantidad ε0Ne,

podemos agrupar los términos correspondientes a (ε0 +e0)N0 +(ε0 +e0)Ne = (ε0 +e0)N, entonces

U = (ε0 + e0)N

+
L3

(2π)2

Γ(2)

C2
1

1
β 2

∫ ∞

−∞
dKz(εKz

− ε0)g2
{

exp[−β(εKz
+ e0−µ)]

}

+2
L3

(2π)2

1Γ(2)

C2
1

2
β 3

∫ ∞

−∞
dKz g3

{

exp[−β(εKz
+ e0−µ)]

}

. (3.51)
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Restando el total de partículas en el estado base y dividiendo entre NkBT

(U − (ε0 + e0)N)

NkBT
=

L3

N

2Γ(2)

(2π)2
C2

1

1
β

∫ ∞

−∞
dKz(εKz

− ε0)g2
{

exp[−β(εKz
+ e0−µ)]

}

+2
L3

N

Γ(2)

(2π)2
C2

1

1
β 2

∫ ∞

−∞
dKz g3

{

exp[−β(εKz
+ e0−µ)]

}

. (3.52)

Adimensionalizando

(U − (ε0 + e0)N)

NkBT
=

25/2(3π2)5/3Γ(2)

64 (2π)

(

γT0

TF

)3/2 1
kBTFβ

×
∫ ∞

−∞
adKz(ε̄Kz

− ε̄0)g2
{

exp[−kBTFβγT0/TF(ε̄Kz
+ ē0− µ̄)]

}

+2
25/2(3π2)5/3Γ(2)

64 (2π)

(

γT0

TF

)1/2 1
(kBTFβ)2

×
∫ ∞

−∞
adKzg3{exp[−kBTFβγT0/TF(ε̄Kz

+ ē0− µ̄)]}. (3.53)

En la Fig. (3.12) graficamos la Ec. (3.53) para γ = 0.1, distintos valores de P0 y e0 = 2kBTF .

Observamos que las curvas de la energía interna son prácticamente iguales para distintos valores

de e0 -por lo que que presentamos sólo un caso- y que para temperaturas T > TF tienden al valor

2.5, en concordancia con lo reportado en [70].

Calor específico

El calor específico lo obtenemos derivando la energía interna, Ec. (3.50), y reagrupando térmi-

nos, tal que

CV = 2
L3

(2π)2

Γ(2)

C2
1

1
β 2T

∫ ∞

−∞
dKz(εKz

− ε0)g2
{

exp[−β(εKz
+ e0−µ)]

}

+6
L3

(2π)2

2Γ(2)

C2
1

1
β 3T

∫ ∞

−∞
dKzg3

{

exp[−β(εKz
+ e0−µ)]

}

− L3

(2π)2

2Γ(2)

C2
1

1
βT

∫ ∞

−∞
dKz(εKz

− ε0) ln
{

1− exp[−β(εKz
+ e0−µ)]

}{

εKz
+ e0−µ +T

dµ

dT

}

+2
L3

(2π)2

2Γ(2)

C2
1

1
βT

∫ ∞

−∞
dKzg2

{

exp[−β(εKz
+ e0−µ)]

}{

εKz
+ e0−µ +T

dµ

dT

}

. (3.54)
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Después de un poco de álgebra, y adimensionalizando

CV

NkB
= 2(3.9864)

(

γT0

TF

)3/2 1
(kBTFβ)

∫ ∞

−∞
adKz g2

{

exp[−kBTFβγ(T0/TF)(ε̄Kz
− ē0− µ̄)]

}

×
{

2ε̄Kz
− ε̄0 + ē0− µ̄ +T

dµ̄

dT

}

−(3.9864)

(

γT0

TF

)5/2∫ ∞

−∞
adKz(ε̄Kz

− ε̄0) ln
{

1− exp[−kBTFβγ(T0/TF)(ε̄Kz
+ ē0− µ̄)]

}

×
{

ε̄Kz
+ ē0− µ̄ +T

dµ̄

dT

}

+6(3.9864)

(

γT0

TF

)1/2 1

(kBTFβ)2

∫ ∞

−∞
adKz g3

{

exp[−kBTFβγ(T0/TF)(ε̄Kz
+ ē0− µ̄)]

}

.

(3.55)

Si T < Tc, µ0 = µ0z + e0 y T dµ/dT = 0, entonces la ecuación anterior se convierte en

CV

NkB
= 2(3.9864)

(

γT0

TF

)3/2 1
(kBTFβ)

∫ ∞

−∞
adKz g2

{

exp[−kBTFβγ(T0/TF)(ε̄Kz
− µ̄0z)]

}{

2ε̄Kz
−2µ̄0z

}

−(3.9864)

(

γT0

TF

)5/2∫ ∞

−∞
adKz(ε̄Kz

− µ̄0z)
2 ln
{

1− exp[−kBTFβγ(T0/TF)(ε̄Kz
− µ̄0z)]

}

+6(3.9864)

(

γT0

TF

)1/2 1
(kBTFβ)2

∫ ∞

−∞
adKz g3

{

exp[−kBTFβγ(T0/TF)(ε̄Kz
− µ̄0z)]

}

.

En la Fig. 3.13 graficamos CV/NkB contra T/TF para γ = 0.1, varios valores de P0, y e0 = 2EF .

Nótese que la gráfica tienden al valor (d +δ )/2 = 5/2, en concordancia con lo publicado en [71].

Entropía

A partir del gran potencial Ec.(3.42) para pares con relación de dispersión lineal, se llega a

S

NkB
= − 1

N
ln
{

1− exp[β(ε0 + e0−µ)]
}

+
β

N

(ε0 + e0−µ)

exp
{

β(ε0 + e0−µ)
}

−1

+
L3

N

2Γ(2)

(2π)2
C2

1

1
β

∫ ∞

0
dKz(εKz

+ e0−µ)g2
{

exp[−β(εKz
+ e0−µ)]

}

+3
L3

N

2Γ(2)

(2π)2
C2

1

1
β 2

∫ ∞

0
dKz g3

{

exp[−β(εKz
+ e0−µ)]

}

, (3.56)
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Figura 3.13: Calor específico a volumen constante como función de T/TF , e0 = 2EF y varios
valores de P0, para pares con una relación de dispersión lineal para su movimiento paralelo a los
planos.

donde los primeros dos términos son despreciables en el límite termodinámico. En la Fig. 3.14

mostramos la entropía como función de la temperatura para γ = 0.1, e0 = 0 y distintos valores de

P0.

3.2. Fermiones en un sistema multicapas

La segunda componente fundamental de nuestro sistema está formada por el conjunto de elec-

trones que no se aparearon, y que constituyen un gas de fermiones sin interacción entre ellos con

momento k = (kx,ky,kz). Los fermiones están atrapados en un sistema de planos en la dirección z,



3.2 Fermiones en un sistema multicapas 60

��
��

��
�

�

�

�

�

�

�

����

������ �������
�������

��������

��������

	�

�

�

���

Figura 3.14: Entropía como función de T/TF para la relación de dispersión lineal para su
movimiento paralelo a los planos.

mientras en las otras dos direcciones x, y se mueven libremente con una relación de dispersión del

tipo

εkx
+ εky

=
h̄2k2

x

2me
+

h̄2k2
y

2me
, (3.57)

donde kx,y = 2πnx,y/L para una caja de longitud L muy grande, nx,y = ±1,±2, ... y me es la masa

de los fermiones. De la misma forma que se hizo para el caso del gas de bosones en la sección

anterior, la relación de dispersión εkz
para los fermiones es la que se obtienen a partir de la ecuación

de Kronig-Penney (3.2).
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Gran potencial y propiedades termodinámicas

En el caso de un gas de fermiones el gran potencial Ω(T,V,µ) es [67]

Ω(T,L3,µ) = −kBT ∑
k=0

ln
{

1+ exp[−β(εk −µ)]
}

. (3.58)

Usando la expansión ln(1+ x) = −∑∞
l=1(−x)l/l para |x|< 1

Ω(T,L3,µ) = kBT ∑
k=0

∞

∑
l=1

{

−exp[−β(εk −µ)]
}l

l
(3.59)

Ω(T,L3,µ) = kBT
∞

∑
l=1

(−exp[β µ ])l

l
∑
k=0

exp
{

−β l
[

(h̄2/2me)(k
2
x + k2

y)+ εkz

]}

. (3.60)

En el límite termodinámico h̄2/meL2 � kBT reemplazamos las sumatos sobre kx,ky y kz por inte-

grales de la siguiente forma ∑k→ (2sp+1)(L/2π)3 ∫ d3k, donde sp es el espín en unidades de h̄.

Entonces

Ω(T,L3,µ) = 2kBT

(

L

2π

)3 ∞

∑
l=1

(−exp[β µ ])l

l

∫ ∞

−∞
dkx exp[−β l(h̄2/2me)k

2
x ]

×
∫ ∞

−∞
dky exp[−β l(h̄2/2me)k

2
y ]
∫ ∞

−∞
dkz exp[−β lεkz

]. (3.61)

Haciendo las integrales sobre kx y ky

Ω(T,L3,µ) = 2kBT

(

L

2π

)3(2πme

β h̄2l

) ∞

∑
l=1

(−exp[β µ ])l

l

∫ ∞

−∞
dkz exp[−β lεkz

]

= 2kBT
L3

(2π)2

me

h̄2l

1
β

∞

∑
l=1

(−exp[β µ ])l

l

∫ ∞

−∞
dkz exp[−β lεkz

]

= 2
L3

(2π)2

me

h̄2

1
β 2

∫ ∞

−∞
dkz

∞

∑
l=1

(−exp[β(µ − εkz
)])l

l2
. (3.62)

Usando las funciones de Fermi-Dirac fσ(t) (que en la Ref. [68] corresponden a la función

−PolyLog[σ ,−t])

fσ (t) ≡
∞

∑
l=1

(−1)l−1 t l

lσ
=

∞

∑
l=1

(−1)
(−t)l

lσ
= −

∞

∑
l=1

(−t)l

lσ
(3.63)
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Entonces

Ω
(

T,L3,µ
)

= −2
L3

(2π)2

me

h̄2

1
β 2

∫ ∞

−∞
dkz f2

{

exp[−β(εkz
−µ)]

}

. (3.64)

Potencial químico

Para obtener el potencial químico de un gas de fermiones en un sistema multicapas, es necesario

desarrollar la ecuación de número correspondiente. El número de partículas N f er se obtiene de usar

la Ec. (3.64) en la Ec. (3.14)

N f er = −
(

∂ Ω

∂ µ

)

T,L3

= 2
L3

(2π)2

me

h̄2

1
β 2

∫ ∞

−∞
dkz ln

{

1+ exp[−β(εkz
−µ)]

}

, (3.65)

donde usamos las propiedades de las funciones de Fermi-Dirac [67]

t
∂

∂ t
fσ (t)=

∂

∂ (ln t)
fσ(t) = fσ−1(t), (3.66)

y f1(t) = ln(1+ t).

La densidad de número para un gas de fermiones en un sistema de multiplanos en la dirección

z, es

n f er =
N f er

L3 =
2

(2π)2

me

h̄2

1
β

∫ ∞

−∞
dkz ln

{

1+ exp[−β(εkz
−µ)]

}

. (3.67)

La energía de Fermi para el gas ideal de fermiones es EF =(3π2)2/3(h̄2/2mF)ρ
2/3
f = kBTF [67],

de donde ρ f = (kBTF)3/2/3π2a2(h̄2/2mea2)3/2 es la densidad de fermiones para el gas ideal. Pero

estamos considerando que me = m/2 y ρ f = 2ρB, con m la masa y ρB la densidad de bosones,

entonces EF = (3π2)2/3(h̄2/2m)2(2ρB)2/3, que en la Ec. (3.67) nos da

1 =
3
4

γ
1/2
F

1
kBTFβ

∫ ∞

−∞
dkz ln

{

1+ exp[−β(εkz
−µ)]

}

, (3.68)

donde hemos definido γF ≡ h̄2/(2mea2kBTF). Este parámetro adimensional γF está relacionado con

el parámetro γ utilizado en la sección anterior (en términos de la masa del bosón y la temperatura
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T0) por medio de γF = 0.436γ. Para expresar la Ec. (3.68) en términos de los parámetros que

usamos en la sección anterior, la reescribimos como

1 =
3
4

(0.436γ)1/2 1

β̂

∫ ∞

−∞
dkz ln

{

1+ exp[−β̂(ε̂kz
− µ̂)]

}

, (3.69)

donde definimos β̂ ≡ kBTFβ = kBTF/kBT , y ε̂kz
= εkz

/kBTF y µ̂ = µ/kBTF son la energía y el

potencial químico en unidades de la energía de Fermi.

En la Fig 3.15 mostramos comportamiento del potencial químico, en unidades de la energía de

Fermi, para el gas ideal de fermiones en un sistema de planos separados por una distancia a/λ0 =

0.89, γ = 0.1 y distintos valores de P0 (λ0 la longitud de onda térmica del gas de bosones con masa

2me y temperatura T0). Nótese que cuando las barreras desaparecen, es decir P0 = 0, se obtiene el

potencial químico para un gas ideal de fermiones en tres dimensiones con µ(T = 0) = EF , y cuya

curva cruza el eje x en T/TF = 0.989, como se reportó en [72].
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Figura 3.15: Potencial químico en unidades de EF para un gas ideal de fermiones dentro de la
estructura de capas con separación a/λ0 = 0.89 (γ = 0.1).

También en el caso del gas de fermiones es útil calcular la derivada del potencial químico,
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dµ/dT , la cual se va a usar en el calor específico. De la Ec. (3.67)

∂ β

∂ T
=

2

(2π)2

L3

N f er

me

h̄2

∂

∂ T

{

∫ ∞

−∞
dkz ln{1+ exp[−β(εkz

−µ)]}
}

. (3.70)

Haciendo las derivadas del lado derecho de la ecuación anterior:

∂ β

∂ T
=

2

(2π)2

L3

N f er

me

h̄2

∫ ∞

−∞
dkz

exp[−β(εkz
−µ)]{−(εkz

−µ)dβ
dT

+β dµ
dT

}
1+ exp[−β(εkz

−µ)]
. (3.71)

Después de un poco de álgebra,

T
dµ

dT
= −

1+ 2
(2π)2

L3

N f er

me

h̄2

∫ ∞
−∞ dkz

(εkz−µ)

exp{β (εkz−µ)}+1

2
(2π)2

L3

N f er

me

h̄2

∫ ∞
−∞ dkz/

{

exp[β(εkz
−µ)]+1

}
. (3.72)

Adimensionalizando

T
dµ̂

dT
= −

1+ 3
4 (0.436γ)1/2∫ ∞

−∞ adkz
(ε̂kz−µ̂)

exp[β̂ (ε̂kz−µ̂)]+1

3
4 (0.436γ)1/2∫ ∞

−∞ adkz/
{

exp[β̂(ε̂kz
− µ̂)]+1

}

. (3.73)

Energía interna

La energía interna para el gas de fermiones se obtiene a partir de las Ecs. (3.15) y (3.64), para

lo que necesitamos

Ω

kBT
= −2

L3

(2π)2

me

h̄2

1
β

∫ ∞

−∞
dkzf2

{

exp[−β(εkz
−µ)]

}

. (3.74)

Y su derivada
(

∂ (Ω/kBT )

∂ T

)

V, eβ µ

= 2
L3

(2π)2

me

h̄2

1
β 2

∫ ∞

−∞
dkzf2

{

exp[−β(εkz
−µ)]

}dβ

dT

+2
L3

(2π)2

m

h̄2

1
β

∫ ∞

−∞
dkzεkz

ln
{

1+ exp[−β(εkz
−µ)]

}dβ

dT
,

y usando dβ/dT = −β/T

(

∂ (Ω/kBT )

∂ T

)

V, eβ µ
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Figura 3.16: Energía interna en unidades de EF para un gas ideal de fermiones dentro de la estruc-
tura de capas con separación a/λ0 = 0.89 (γ = 0.1).

En la Ec. (3.15)
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. (3.75)

Finalmente, dividiendo entre NkBTF = NEF e introduciendo nuestras constantes, tenemos

U

NEF

=
3
4

(0.436γ)1/2 1

β̂

∫ ∞

−∞
dkzf2

{

exp[−β̂(ε̂kz
− µ̂)]

}

+
3
4

(0.436γ)1/2
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−∞
dkzε̂kz

ln
{

1+ exp[−β̂(ε̂kz
− µ̂)]

}

, (3.76)
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que graficamos en la Fig. 3.16. Recordemos que la energía de Fermi que estamos utilizando para

adimensionalizar es la de un gas ideal de fermiones.

Calor específico

El calor específico se obtiene de las Ecs. (3.76) y (3.16)

CV = −4
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y dividiendo entre NkB
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Figura 3.17: Calor específico entre NkB para un gas ideal de fermiones dentro de la estructura de
capas con separación a/λ0 = 0.89 (γ = 0.1).

En la Fig. 3.17 mostramos el calor específico para un gas ideal de fermiones dentro de una

estructura de capas. Se puede observar que cuando las barreras desaparecen, P0 = 0, se recupera el

caso de un gas ideal de fermiones, cuyo calor específico tiende al valor clásico de 1.5.

De las Figs. 3.13 y 3.17 es evidente que mientras el gas de bosones en la estructura multicapas

presenta una CBE, el gas de fermiones dentro de la misma estructura sólo modifica un poco su

comportamiento con respecto al del gas ideal de fermiones.



Capítulo 4

Algunas propiedades de los cupratos

Los cupratos son superconductores de alta temperatura crítica con la característica de que la

superconductividad se da planarmente, es decir, paralelamente a sus planos de CuO2 [13]. Ac-

tualmente se cuenta con una gran variedad de ellos y son los que hasta ahora han presentado las

mayores Tc’s, por lo que existe una basta literatura sobre las características y propiedades de estos

materiales [13,54,73,74], sin embargo, aún no existe una teoría capaz de describirlos exitosamente.

En la actualidad, las investigaciones se centran en la búsqueda de una explicación del fenómeno

microscópico generador de la superconductividad de alta Tc.

En este capítulo retomaremos algunas de las propiedades de los cupratos que ya hemos men-

cionado, pero no pretendemos dar una descripción detallada de todas ellas; mas bien nos limitare-

mos a hacer una revisión tanto de las que nos proporcionen los parámetros pertinentes para la

aplicación de nuestro modelo, como de aquellas propiedades con las que podemos cotejar los re-

sultados obtenidos. Las que veremos, son: propiedades cristalográficas, anisotropías, propiedades

térmicas - donde incluimos la influencia que sobre ellas ejerce el campo magnético externo-, y las

superconductoras. Existen otras propiedades, como las mecánicas, las ópticas y las químicas, que

no son relevantes para comparar nuestros cálculos, y por lo tanto no las vamos a incluir.

68
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4.1. El cuprato YBaCuO

El cuprato YBa2Cu3O7−x, también conocido como YBCO-123, es una cerámica que fue descu-

bierta en 1986 por Wu et al. [18] con una temperatura crítica de Tc = 92K a presión atmosférica. Es

el primer superconductor que se pudo obtener a una temperatura por encima del punto de ebullición

del nitrógeno líquido (77 K) y que presenta cierta estabilidad magnética, lo que contribuye a que

sea el superconductor más estudiado. Entre sus particularidades está la facultad de cambiar su es-

tructura cristalina de tetragonal (no superconductor) a ortorrómbica (superconductor) aumentando

la concentración de oxígeno (dopando) en las cadenas de óxido de cobre, y que a su vez se traduce

en un cambio en el número de agujeros (portadores de carga) [54]. Por otro lado, el número de por-

tadores de carga se puede variar contaminando la muestra con otros materiales, como por ejemplo

plata u oro. Pero quizá el estudio más completo sobre la influencia del dopaje sobre el calor especí-

fico electrónico del YBa2Cu3O7−x es el realizado por Loram et al [75, 103] que agregan distintas

concentraciones de Ca a la muestra. El dopaje se subdivide en dos clases: es del tipo p si se tiene

la presencia de agujeros sin sus correspondientes electrones, o es del tipo n si lo que predomina

son los electrones sin los correspondientes agujeros. En la Fig. 4.1 mostramos el diagrama de fases

de los cupratos como función del dopaje. La estructura es tetragonal cuando x ≥ 0.5 y ortorróm-

bica cuando x < 0.5. También se ha mostrado que con el dopaje otras propiedades cristalográficas

cambian ligeramente, como son los parámetros de la red a1, b1 y c1 (véase por ejemplo [13]). No

confundir la constante cristalográfica a1 con la a de nuestro modelo.

Se observa que mientras que el compuesto YBa2Cu3O6 es no superconductor, los compuestos

YBa2Cu3O8, YBa2Cu4O8 e YBa2Cu7O15 sí lo son, y se han podido diseñar experimentos para

obtener propiedades como el calor específico electrónico y la densidad de estados fonónica uti-

lizando estos compuestos como referencia.

En este capítulo también revisamos las anisotropías que estos materiales presentan, tanto en

la resistividad como en las masas efectivas de los portadores de carga a lo largo de las distintas
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direcciones cristalográficas. Por último mencionaremos las propiedades térmicas y las magnéticas

de estos cupratos.

Figura 4.1: Diagrama de fase para YBa2Cu3O7 en función del dopaje. El lado izquierdo corre-
sponde al dopaje con electrones y el derecho al dopaje con hoyos. Diagrama tomado de [77].

4.2. Propiedades cristalográficas

Mientras los superconductores convencionales son monoatómicos o compuestos con estruc-

turas cristalográficamente simples, ya sea cúbica (BCC, FCC) o hexagonal compacta (HCP), los

nuevos superconductores presentan estructuras más variadas.

Mencionamos en la introducción que existen hasta ahora tres familias de superconductores es-

tratificados, y que los cupratos forman parte de la segunda familia. También se les conoce como

óxidos de cobre, debido a la composición de los primeros cupratos que se descubrieron. Están for-

mados por cerámicas del tipo perovskitas cuyas estructuras se mantienen unidas vía los electrones
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que forman enlaces iónicos o covalentes, mientras que los electrones de conducción se encuen-

tran libres en los planos formados por el óxido de cobre CuO2, donde se aparean para formar los

pares de Cooper. Posteriormente, al encontrarse otros superconductores que contienen únicamente

O, y no CuO, su nombre cambió a superconductores óxidos. Éstos forman estructuras cúbicas,

tetragonales u ortorrómbicas, ya sea alineadas o escalonadas, y su celda tiene uniformidad en el

plano a1,b1, mientras que en la dirección c1 tienen variaciones en la composición de las capas,

que pueden ser la inclusión de un ion trivalente, como el La3+ o el Y3+, o una reducción en el

contenido de oxígeno, o ambas posibilidades. Desde 1991 ha habido en la literatura clasificaciones

de estas distintas capas como las superconductoras (capas de CuO2), las aislantes (p.e. Y o Ca)

y las donantes de agujeros (tipo CuO o BiO) [78]. Los cupratos cuentan además con un plano de

reflexión sobre el eje z, colocado en el centro de la celda unitaria. En la Tabla 4.1 presentamos las

dimensiones de la celda para algunos superconductores óxidos, incluyendo algunos superconduc-

tores convencionales, el tipo de simetría y su densidad.

El cuprato YBa2Cu3O7−x, conocido como 123, tiene dos posibles configuraciones: tetragonal

y ortorrómbica, siendo ésta última la que presenta superconductividad con Tc = 92K (según [13]).

La diferencia entre sus constantes cristalográficas a1 y b1, así como entre sus dos configuraciones,

está directamente relacionada con el dopaje de oxígeno tipo agujeros en los planos de CuO. Para

el YBa2Cu3O7−x todos sus átomos de Cu están “alineados” uno sobre otro a lo largo de la misma

línea vertical. Se le considera como un compuesto de tres perovskitas apiladas, BaCuO3, YCuO2

y BaCuO2, cuyo tamaño de celda se caracteriza por que c1 ≈ 3a1. En la Fig. 4.2 mostramos el

esquema de capas para el cuprato YBa2Cu3O7 ortorrómbico.

Se observa que con los distintos dopajes del oxígeno el tamaño de la celda varía ligeramente, al

igual que ocurre con la Tc, pero más adelante mostraremos que la influencia de dichas variaciones

no es significativa sobre las propiedades termodinámicas resultantes.
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Material a1 b1 c1 sime- densidad

Å Å Å tría g cm−3

Cu 3.61

Al 4.05 C

YBa2Cu3O6 3.9 11.94 T

YBa2Cu3O6.56 3.834 3.881 11.735 O 6.28

YBa2Cu3O6.8 3.821 3.888 11.693 O

YBa2Cu3O7 3.818 3.885 11.68 O 6.39

Bi2Sr2CaCu2O8 5.41 5.41 30.91 T 6.52

Tl2Ba2CuO6 3.87 3.87 23.24 T 8.06

HgBa2Ca2Cu3O8 3.86 17.7 T

Tabla 4.1: Propiedades cristalográficas de algunos superconductores.
C = cúbica, O = ortorrómbica, T = tetragonal

4.3. Anisotropías

Cuando se habla de anisotropías, normalmente se piensa en la producida por la diferencia tan

marcada de resistividad en las dos direcciones preferenciales del cuprato, pero también existe la

anisotropía en las masas efectivas de los portadores de carga entre la de la dirección c1 y la que se

mide a lo largo del plano a1b1.

Resistividad

La resistividad es la suma de las contribuciones que vienen de la arquitectura de la red de iones

y de los defectos del material, tales como impurezas y dislocaciones. Los cupratos pueden tener una

gran variedad de combinaciones de arquitecturas y defectos. Para metales comunes la resistividad
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Figura 4.2: Esquema de capas para YBa2Cu3O7 ortorrómbico. Las capas son perpendiculares al
eje c1. Tomado de la Ref [13].

depende linealmente de la temperatura cuando se encuentra a temperaturas altas, mientras que a

temperaturas muy por debajo de la temperatura de Debye obedece la ley de Bloch que va como

T 5 [13]. Los superconductores convencionales están en la región de la ley de Bloch, mientras que

los de alta Tc se encuentran en la región lineal. Experimentalmente se observa que en los cupratos

existe una anisotropía entre la resistividad a lo largo de la dirección c1 perpendicular a los planos

de CuO2, ρz, y la resistividad en los planos a1,b1, ρxy. ρz es dos órdenes de magnitud mayor que

ρxy en el caso de YBa2Cu3O7−x, y hasta cinco órdenes de magnitud mayor para Bi2Sr2CuO6+x.

La resistividad paralela a los planos está dada por

ρx,y =
Ax,y

T
+Bx,yT, (4.1)
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Material T ρxy ρz ρz/ρxy

K Ω×10−6cm Ω×10−3cm

Cu 77 0.2

Cu 273 1.56

Al 77 0.3

Al 273 2.45

YBa2Cu3O7−x 100 200 18 90

YBa2Cu3O7−x 300 450 13 28.9

Bi2Sr2CuO6+x 25 90 14,000 1.56×105

Bi2Sr2CuO6+x 290 275 6,000 2.2×104

Tabla 4.2: Resistividad a lo largo de dos direcciones para algunos superconductores. Nótese el
cambio del exponente de las unidades para ρxy y para ρz.

para cualquiera de las dos direcciones en el plano x,y, donde las Ax,y,Bx,y son constantes que

dependen del material. En la Tabla 4.2 mostramos algunas resistividades medidas a diferentes tem-

peraturas, ya sea ligeramente arriba de Tc o cerca de la temperatura ambiente. Como referencia

ponemos un par de superconductores convencionales con resisitividad isotrópica. Nótese la difer-

encia de tres órdenes de magnitud entre las unidades de ρxy y ρz.

La resistencia R se define en términos de la resistividad ρ como

R =
ρd

A
, (4.2)

donde d es la distancia entre los dos puntos de medición y A la sección transversal del material.

Masas de los portadores de carga

La anisotropía en las masas efectivas medidas a lo largo del eje z y sobre los planos de CuO2
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es mucho menos marcada, pero también representa uno de los parámetros definitorios del sistema.

Aplicando campos magnéticos de distintas intensidades a los cupratos a lo largo de las direc-

ciones cristalográficas, Junod et al. [38, 46] han podido mostrar que la anisotropía en las masas es

(mc1/ma1b1)
1/2 = 5.3±0.5 para el YBa2Cu3O7, y de (mc1/ma1b1)

1/2 = 7±0.5 para YBa2Cu3O6.92,

lo que indica que la anisotropía aumenta conforme la concentración de oxígeno baja. Esta canti-

dad está relacionada con la masa efectiva obtenida en la Ec. (3.4). En la Fig. 4.3 mostramos la

anisotropía de las masas en función de la concentración de oxígeno.

Figura 4.3: Anisotropía en las masas γc (diamantes) y temperatura crítica del bulto (cuadrados)
para YBa2Cu3O7−x como función de la concentración de oxígeno. Figura tomada de [46].

Existen otros tipos de anisotropías basadas en: la distorsión a partir de la tetragonalidad o la or-

torrombilidad que tienen los átomos en el plano a1,b1, la cual es muy pocas veces utilizada; las que

tienen que ver con la longitud de penetración y las relacionadas con las propiedades magnéticas.
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4.4. Propiedades térmicas

Las características térmicas en los superconductores, tales como la temperatura crítica y el calor

específico, son especialmente importantes ya que gracias a ellas se puede identificar el punto de la

transición en que el material bajo estudio pasa a la fase superconductora. Algunas de ellas incluso

son definitorias al escoger los materiales que se han de usar en las aplicaciones tecnológicas.

4.4.1. Temperatura crítica y gap de energía

La temperatura crítica de transición para los cupratos también ha sido escrupulosamente estu-

diada teóricamente y medida experimentalmente.

Como comentamos en la Secc. 2.2, la teoría de BCS encuentra la relación entre el gap de

energía ∆(T ) y la temperatura crítica a traves de las relaciones universales, Ecs. (2.41) y (2.48),

2∆0 = 3.52kBTc y ∆C = 1.43γeTc. Recordemos que dichas relaciones fueron obtenidas tomando el

límite de acoplamiento débil entre los electrones que forman el par de Cooper y son válidas para

la mayoría de los superconductores convencionales.

Pero, como ya dijimos, estas relaciones universales no aplican para los superconductores de alta

temperatura, lo que es un indicador de que alguna de las suposiciones que se hicieron para calcular-

las no son válidas en este caso. Por ejemplo, para el YBa2Cu3O7−x la relación es 2∆0/kBTc = 4.0,

para Bi2Sr2Ca2Cu3O10 es 5.7, y para HgBa2Ca2Cu3O8 es 4.3, con valores de ∆0 del orden de

1meV, ya que ∆0 ≈ 10−4EF y EF es de unos cuantos eV.

Entre las propiedades térmicas del cuprato YBa2Cu3O7−x que varían se encuentran: la tem-

peratura crítica en función del dopaje 7− x que forma una especie de parábola invertida, como se

muestra en la Fig. 4.3, dando origen a lo que se conoce como dopaje óptimo en 7− x ≈ 6.9 con

una Tc máxima de 93 K [46]; o la temperatura de Debye que varía con la temperatura y con el

dopaje [79], como se muestra en la Fig. 4.4. Nótese que el significado de la variable x en la Fig.
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4.3 es diferente al que hemos venido manejando, y equivale a nuestra 7− x.

Figura 4.4: Temperatura de Debye para YBCO (a) oxidado y (c) ligeramente reducido; (b) con un
término γeT permitido. No se observa pico en Tc. Figura tomada de [79].

Para un gas de electrones en 3D, se tiene que la relación para las energías de Fermi EF es

[67,80]

EF =
h̄2

2
(3π2)2/3n

2/3
s

m∗ , (4.3)

donde m∗ es la masa efectiva y ns es la densidad de portadores de superconductividad. Recordemos

que 1/m∗ = 1/h̄2(d2Ek/dk2) con Ek la energía de las partículas como función de la magnitud de

su vector de onda k. Más aún, se muestra [80] que esa misma energía de Fermi es proporcional al

coeficiente de relajación σ (relajación de los espines de los muones que se detienen en los campos

internos del cuprato creados por un campo magnético externo) y a la constante de Sommerfeld

como σ3/4γ
−1/4
e ; y que γe ∝ n

1/3
s m∗. En la Fig. 4.5 se muestra la relación que existe entre las

temperaturas críticas y las energías de Fermi, para los distintos grupos de superconductores [80].

Se estima [81] que la temperatura de Fermi de los cupratos como el YBa2Cu3O7−x, en la región
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Figura 4.5: Temperatura crítica y densidad de número de portadores de superconductividad en
función de la temperatura de Fermi. Figura tomada de [82].

óptima (donde Tc es mayor), se encuentra emtre los 2000 y 4000 K. En dicha figura también

podemos observar que la línea punteada, correspondiente a T = TB, es la que cumple con la relación

TB = 0.218TF de [65] que usamos frecuentemente en nuestros cálculos, donde TB (T0 en nuestra

notación) es la temperatura de condensación de un gas ideal de bosones con masa 2m∗ y densidad

ns/2. Los autores de la Ref. [82] identifican Tc/TF ∼ 0.05 como el límite superior para que se tenga

un superconductor.
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4.4.2. Calor específico

Existen en la literatura muchos reportes experimentales y análisis teóricos sobre el calor es-

pecífico de los cupratos, lo que se debe en parte a que proporciona información sobre el material,

y en parte porque el calor específico es una cantidad relativamente fácil de medir experimental-

mente, a diferencia de, por ejemplo, la energía interna. En la Introducción hablamos brevemente

de las distintas contribuciones al calor específico del cuprato, que son: el debido a la red cristalina

o fonónico Cl, el electrónico Ce, el magnético Cmag, que se asocia a centros paramagnéticos y el

hiperfino Chip, proveniente de los momentos nucleares [54]:

C = Cl +Ce +Cmag +Chip. (4.4)

A su vez el calor específico electrónico se divide en: calor específico del estado normal Cen, el del

estado superconductor Ces y a veces se habla de la existencia de un estado mixto [54]. Las com-

ponentes del calor específico electrónico dependen de la intensidad del campo magnético externo.

Unas de las mejores revisiones que se pueden encontrar al respecto están en [54] y [73].

En esta sección enumeramos las principales características experimentales observadas para el

calor específico fonónico y el electrónico. En el Capítulo 5 daremos nuestra interpretación de estas

componentes y su relación, ya sea con el calor específico fonónico, o las componentes normal o

superconductora del calor específico electrónico.

Calor específico electrónico

No ha sido una tarea fácil la de identificar las distintas componentes del calor específico elec-

trónico de los superconductores de alta temperatura crítica, ya que existen muchas dificultades al

manipularlos, tales como impurezas, el conservar experimentalmente el mismo dopaje a lo largo

del intervalo completo de temperatura, fluctuaciones térmicas y fluctuaciones superconductoras

(que provienen de los centros paramagnéticos introducidos por otras substancias) existentes aún
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sin presencia de campo magnético externo [54, 83]. Pero en general al calor específico electrónico

de los cupratos se le atribuyen las siguientes características:

Componente lineal

Actualmente, aunque ya no existe duda [34, 54] sobre la existencia de la componente lineal en

los HTSC para temperaturas por debajo de la temperatura de transición (distinguirlo experimen-

talmente de entre las otras componentes de C más fuertes a muy bajas temperaturas resultó muy

difícil), su significado teórico todavía no está claro, ya que la mayoría de los modelos para este

tipo de superconductores no lo predicen. En algunas ocasiones se hace referencia al término γe

como un término residual en campo cero γ(B = 0), que viene exclusivamente de los electrones

normales que no participaron en la superconductividad (vease, por ejemplo, [73] p.85, y las ref-

erencias ahí citadas). En el Cap. 5 mostramos cómo este término lineal, junto con el cuadrático

surgen directamente a partir del modelo que usamos.

La importancia de determinar γe está en que se relaciona directamente con la densidad de esta-

dos (EDOS) alrededor del mar de Fermi. Además, se cree que γe puede proporcionar información

acerca de la interacción electrón-fonón [54]. Por otro lado, Anderson et al. [84], en la formulación

de la teoría Resonanting-Valence-Bond (RVB) predice un término con este tipo de comportamiento

(lineal). En dicho modelo Anderson cataloga la superconductividad como una condensación Bose

Einstein de agujeros cuando se tiene un dopaje pequeño.

Se sabe que para sistemas metálicos, incluidos los superconductores en su estado normal, el

calor específico electrónico a bajas temperaturas es de la forma [85] Ce = γeT . De ahí que tradi-

cionalmente se obtenga el valor de γe como la ordenada al origen de la gráfica de C/T vs T. Se debe

tener cuidado con la notación, ya que algunos autores definen al calor específico electrónico como

γ(T ) = C/T , mientras otros utilizan el término γn para denotar la densidad de estados electrónicos

del estado normal, lo que puede prestarse a confusiones.
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En el caso de los superconductores de alta Tc cuando se quiere obtener γe, es necesario primero

suprimir el giro hacia arriba a muy bajas temperaturas (upturn), debido al desdoblamiento hiperfi-

no y a las interacciones internas, lo cual experimentalmente resulta muy complicado, ya que se

requieren campos externos muy grandes para lograrlo [54]. Como alternativa, hay autores que

incluyen un término ≈ T−2 [54] (contribución de Schottky), el cual substraen directamente de

la curva experimental, dando como resultado un comportamiento semejante a una recta. Como

dijimos anteriormente, estos factores influyen fuertemente en el valor de γe que cada grupo exper-

imental reporta, por lo que los resultados son muy variados [13] -existen más de 50 datos-, y van

desde décimas de mJ/mole K2 (pero nunca es igual a cero) hasta decenas de mJ/mole K2.

Entre los reportes de esta componente lineal para YBa2Cu3O7−x está el de Wright et al. [36]

de 1999, que al estudiar la influencia del campo magnético en el calor específico electrónico, Fig.

4.6, obtienen el término lineal, cuando el campo externo es cero, del orden de 0.2 mJ/mole K2.

Con el tiempo se han ido mejorando las muestras experimentales, y se observa que los valores de

γe, tienden a 2−3 mJ/mole K2, reportado por Junod et al. en 2001 [34]. Más adelante retomaremos

estos resultados cuando apliquemos nuestro modelo para calcular el calor específico para cupratos

en el Cap. 5.

Componente cuadrática

Es bien sabido que para los superconductores convencionales, no se observa término cuadráti-

co, mientras que para los cupratos, aún cuando por años existió una controversia sobre la existencia

del término de la forma Ce ∝ αT 2 en el calor específico, finalmente se ha detectado experimen-

talmente [34]. Más aún, se observa que Ce cambia su comportamiento suavemente a B1/2T 2 en

presencia de un campo magnético [54].

Revisando la historia sobre el hallazgo de αT 2 en el calor específico de los cupratos, se en-

cuentra que el grupo en Berkeley de Fisher et al., en 1996 reportaba “...Absence of evidence for a
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Figura 4.6: Calor específico electrónico a bajas temperaturas para varios campos magnéticos.
Figura tomada de [36].

T 2 term for H = 0” [35,86], y en 1999 indican “...Evidence for a d-wave pairing” [36], dando un

valor α = 0.064mJ/molK3, aunque reconocen que hay una gran incertidumbre en el cálculo de esa

cantidad, ya que su método está basado en un ajuste de parámetros.

Otros experimentos también lo han observado, como por ejemplo el grupo de Stanford, Moler

et al., en un primer reporte indican que α = 0.2− 0.3 mJ/molK3 [87] y luego, en 1997, obtienen

α = 0.1 mJ/molK3 [37], aunque sus cálculos comienzan fijando γe y continúan haciendo ajustes

con varios parámetros. En 2001 el grupo de Ginebra, Junod et al. [34], aseguró obtener una muestra

con una concentración muy baja de impurezas magnéticas y reporta α = 0.21mJ/molK3, primero

midiendo el calor específico anisotrópico Cani(T,B) = C(T,B‖c)−C(T,B⊥c) [88], y posterior-

mente tomando la diferencia Cdi f (B,T ) = C(B,T )−C(0,T ) [34], para distintos campos magnéti-

cos externos B. En su trabajo tratan de no recurrir a ajustes y cancelan las contribuciones del calor

específico de la red, de los nucleos y las paramagnéticas con la ayuda de los campos magnéticos.
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Figura 4.7: Diferencia del calor específico contra el campo externo B1/2. En el inset se muestra el
calor específico sin substraer la contribución de Schottky. Figura tomada de [34].

En la Fig. 4.7 se muestra una gráfica de Cdi f /T contra B1/2 a la cual se le ha substraído la con-

tribución de Schottky, de donde directamente se extraen los valores de α y de Ac (el coeficiente de

B1/2 cuando B 6= 0). En el recuadro se muestra la misma curva sin substraerle la contribución de

Schottky, la cual explicaremos más adelante.

Salto en el calor específico

El salto en el calor específico en el punto de la transición es quizá la característica más intri-

gante en los superconductores, y en particular en los HTSC, y como ya dijimos, no está apropi-

adamente descrito por la teoría de BCS. Normalmente se atribuye esta discontinuidad al calor

específico electrónico, y representa una transición de segundo orden cuyo tamaño ∆C ≈ 5J/molK,

según diversos autores [41,43,79,89].

Una figura muy ilustrativa de este efecto es la presentada por Fisher [90] et al. en 1992 (Fig.

4.8), donde se grafica ∆C(Tc)/Tc = (Cs −Cn)/Tc sin campo magnético externo. Se han publicado
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Figura 4.8: Detalle del salto de C/T .
Figura tomada de [90].

Figura 4.9: Detalle del salto de C/T .
Figura tomada de [34].

otras figuras semejantes usando muestras con menos impurezas, como la presentada por Junod et

al. [34] en 2001, Fig. 4.9, en la cual se observa un salto más definido. Paralelamente, se han hecho

diversos ajustes sobre la forma del calor específico cerca de Tc, ya sea usando una gausiana en un

intervalo de unos 5K alrededor de Tc [54], o un ajuste de las fluctuaciones sobre un intervalo menor

(0.1K) [42,54].

Por otro lado, en presencia de un campo magnético externo, tenemos un pico seguido de una

bajada que refleja que el orden de la transición es de primer orden [38]. En la Fig. 4.10, propor-

cionada por Junod et al., se muestra cómo influye el campo magnético en la forma del pico, donde

la curva superior corresponde al campo cero. En algunas gráficas es muy notoria una curvatura

positiva en el salto, la cual junto con lo redondeado de la curva, se atribuyen a la finitud de la

muestra y a las fluctuaciones, que debido a la alta temperatura crítica de los cupratos son signi-

ficativas [91]. Además, existen varios reportes, diferentes entre sí, del calor específico electrónico

para diferentes dopajes del superconductor YBa2Cu3O7−x, del cual mostramos un ejemplo en la

Fig. 4.11, donde se toma Ce con respecto al compuesto no superconductor YBa2Cu3O6.
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Figura 4.10: Variación de la forma del
salto en presencia de un campo mag-
nético para YBa2Cu3O6.95. Las líneas
contínuas corresponden a B‖c y los cír-
culos a B‖ab. Los datos son para B = 0,
B = 6.4T y B = 9.6T comenzando des-
de arriba. Figura tomada de [46].

Figura 4.11: Coeficiente del calor es-
pecífico electrónico γ(x,T ) en función
de la temperatura para dopaje para
YBa2Cu3O6+x relativo a YBa2Cu3O6.
Los valores de x son 0.16, 0.29, 0.38,
0.43, 0.48, 0.57, 0.67, 0.76, 0.80, 0.87,
0.92 y 0.97. Figura tomada de [92].

Giro hacia arriba

El calor específico muestra un giro hacia arriba, fishtail, a temperaturas cercanas a cero que se

atribuye a las componentes magnéticas e hiperfinas [54]. Estas componentes usualmente se aprox-

iman con series, como por ejemplo, la magnética en campo cero, que es debida a interacciones

internas, se toma como Cmag(0) = ∑AnT−n. Por su lado, la componente hiperfina sólo existe en

presencia del campo magnético, y va como Chip ∝ T−2, aunque hay autores que dicen que el térmi-

no T−2 se debe a la presencia de impurezas de iones pesados de tierras raras [93]. En la Fig. 4.12

mostramos las diferentes contribuciones al calor específico sobre T del YBa2Cu3O7 a temperaturas

entre 0.5 K y 10 K. Se observa que las contribuciones magnéticas e hiperfinas sólo son relevantes

a temperaturas menores a 1 K.
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Figura 4.12: Contribuciones al calor específico a bajas temperaturas. Figura tomada de [94].

La mayoría de los autores toman estas (o algunas otras) formas analíticas, las “substraen” del

calor específico total, y lo que obtienen lo reportan como la componente electrónica.

Aunque se ha hecho una investigación muy amplia con respecto a la influencia del campo

magnético externo sobre el calor específico electrónico, sobre todo por el grupo de Ginebra [38,

45,46], en este trabajo nos restringimos al caso de campo-cero.

Calor específico fonónico

Para describir el calor específico de la red Cl de los superconductores se encuentra que el aplicar

el modelo de Einstein o el de Debye no es adecuado, por lo que algunos autores han recurrido

al uso del formalismo de Born-von Kármán, el cual se complica mucho al estar trabajando con

una red poliatómica en tres dimensiones [95]. Otros intentos para describir el calor específico de

la red incluyen: la combinación de los dos modelos, Einstein y Debye [39]; ajustar el modelo

de Debye con una temperatura de Debye ΘD variable [40, 79]; la construcción de funciones de

escalamiento en términos de series de potencias de una temperatura reducida [41]. Por otro lado
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está el modelo propuesto por Fisher et al. [42] que inicialmente consistía en construir una serie

de potencias impares para la parte armónica de la red a temperaturas muy bajas, y que luego

evolucionó a una serie en términos de otra temperatura reducida para T ′s arriba de 50 K más

un término lineal para incluir la parte anarmónica [43]; éste es probablemente el método más

conocido. Otros grupos, como el de Loram et al. [92], construyen Cl usando como referencia un

material no-superconductor, ya sea a base del mismo cuprato con una pequeña variación en el

contenido de oxígeno o introduciendo otro elemento; mientras Junod et al., escalan modelos como

el de 3D XY, muy parecido al que se usa para el 4He [45], o aplicando el formalismo de los

niveles más bajos de Landau (LLL) (véanse [45–47] y las referencias ahí citadas). También hay

grupos, como Meingast et al. [96], que construyen una densidad de estados fonónica utilizando

una aproximación de densidad local. Por su parte, Bessergenev et al. [44] desarrollan una serie de

potencias alrededor de temperaturas características que dependen de varios momentos fonónicos,

y por último, Shaviv et al. [89], que estiman un espectro fonónico basándose en las frecuencias de

vibración de la red conocidas, y lo insertan en una serie de funciones de Einstein con temperaturas

características. No está de más aclarar que normalmente se supone que el calor específico de la red

es completamente isotrópico.

Todos estos autores substraen el calor específico de la red que obtuvieron con los métodos arri-

ba mencionados al calor específico total y lo que queda es lo que etiquetan como “calor específico

electrónico”. Por esta vía no sólo se transmiten al calor específico electrónico las incertidumbres

intrínsecas del método utilizado, sino que además la contribución de Ce queda restringida básica-

mente a la altura del salto, que representa un pequeño porcentaje (entre el 1 y el 2 %) del total.

Nosotros mostramos que esta manipulación es incorrecta, y que el calor específico electrónico

(normal más superconductor) representa un (30−40)% del total.

En la Tabla 4.3 [13] listamos algunas de las propiedades termodinámicas de materiales de alta

Tc, e incluimos algunos elementos superconductores monoatómicos como referencia. Allí Tc es
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Material Tc γe (Cs −Cn)/Tc ΘD TF g(EF) n3D n2D

K mJ/mol K2 mJ/mol K2 K 103K atm eV 1021/cm3 1014/cm2

Cu 0.67 310 81.6

Al 1.2 1.26 1.45 394 136

YBa2Cu3O7∗ 92 14 50 410 2.29± .1 2.0 16.9 ±3.4 9.9± 2.0

YBa2Cu3O6.5 5.5 350 0.71± .07 0.8

Bi2Sr2CaCu2O8∗ 95 8 250 0.97±.39 3.5±1.8 2.7± 1.4

Tl2Ba2CuO6∗ 80 240 3.15± .37

HgBa2Ca2Cu3O8 133 45

Tabla 4.3: Parámetros para algunos superconductores a presión ambiente. Datos tomados de [13].

la temperatura crítica, γe el parámetro del calor específico electrónico, Cs −Cn la diferencia de

calores específicos entre el estado superconductor y el normal en la transición, ΘD la temperatura

de Debye, EF la energía de Fermi, TF la temperatura de Fermi, g(EF ) la densidad de estados en el

nivel de Fermi, y las densidades electrónicas n3D y n2D en 3 y 2 dimensiones. Los compuestos que

tienen ∗ muestran el valor calculado de la TF para una sola capa (2D). En el Cap.5 daremos otra

tabla también con propiedades termodinámicas pero exclusivamente para el cuprato YBa2Cu3O7−x

con diferentes concentraciones de oxígeno.

La exactitud y confiabilidad de los resultados experimentales depende en buena medida de la

técnica utilizada, y una forma un tanto burda de determinar la precisión de las mediciones es el

contar explícitamente con los datos experimentales, condición que muy pocas veces se cumple, y

que tomaremos en cuenta a la hora de escoger el compuesto que usamos.
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4.4.3. Coeficiente de expansión térmica y la relación entre Cp y CV

Es sabido que a muy bajas temperaturas, la diferencia Cp - CV es mucho menor que el mismo

calor específico, por lo que se suele denominar a éste simplemente como C [97]. Pero, como es

natural para todo sólido, uno esperaría que los cupratos se expandan al incrementar su temperatura,

pero la pregunta es qué tanto se expanden y si influye la expansión en su capacidad calorífica.

Para cuantificar el efecto de la expansión en el calor específico recordemos que el coeficiente de

expansión térmica βth se define

βth =
1
V

(

∂V

∂ T

)

p

=

(

∂ lnV

∂ T

)

p

, (4.5)

donde el subíndice p indica que la derivada se realiza a presión constante. En el caso de los super-

conductores convencionales, con simetrías preferentemente cúbicas, la red se expande isotrópica-

mente en las tres direcciones, entonces se puede tomar βth = 3αl , con αl el coeficiente de expansión

lineal, cuyos valores típicos son del orden de 10−5K−1. Pero para los cupratos, donde la simetría es

hexagonal o tetragonal, se debe hacer la distinción entre las direcciones preferenciales. Entonces

se toma al coeficiente de expansión térmica como

βth = 2αa,b +αc, (4.6)

donde αa,b = (∂ ln(a,b)/∂ T)p el coeficiente de expansión lineal en la dirección a1 o b1, y αc =

(∂ lnc/∂ T )p el coeficiente de expansión lineal en la dirección c1 de la red. Existen mediciones

confiables de los coeficientes de expansión térmica a lo largo de las tres direcciones cristalográficas

para el YBa2Cu3O7−x, como las realizadas por Meingast et al. [98,99], Fig. 4.13, donde claramente

se ve que el coeficientes de expansión térmica a lo largo de la dirección c es el mayor, del orden

de 10−5K−1 en la transición. Otros reportes [74] indican los valores αa = 0.52×10−5K−1, αb =

0.92×10−5K−1 y αc = 1.57×10−5K−1 en un intervalo de temperaturas de 150−300K.

Por otro lado, se observa que el coeficiente de expansión térmica presenta un comportamiento

cualitativo muy parecido al del calor específico, esto es, tiene una componente electrónica y otra
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Figura 4.13: Coeficientes de expansión térmica. Figura tomada de [98].

debido a la red cristalina, tal que βth = βe + βl. Por lo tanto, tiene una componente lineal que

domina a bajas temperaturas y por lo menos una cúbica que es más importante a altas temperaturas.

Por arriba de la temperatura de Debye del cuprato el coeficiente de expansión térmica es casi una

constante, con valores αc ∼ 20×10−6K−1 y αa,b ∼ 10×10−6K−1 [99].

Aunque en la mayoría de los experimentos no se reporta explícitamente qué calor específico

están midiendo, algunos especifican que obtienen el calor específico a presión constante - normal-

mente a presión atmosférica -, ya que para mantener un sólido a volumen constante se necesitan

presiones muy altas y difíciles de manejar.

El calor específico es la capacidad calorífica por unidad de masa de un material. La relación

entre la capacidad calorífica cp a presión constante y a volumen constante cV está dada por [85]

cp− cV =
Vβ 2

κT
T, (4.7)

donde

κT = − 1
V

(

∂V

∂ p

)

T

, (4.8)

es la compresibilidad isotérmica. Se tienen datos de que la compresibilidad isotérmica para el
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YBa2Cu3O7 es del orden de 123 GPa−1 [100].

En sólidos, la razón (cp − cV )/cp suele ser del orden de 0.1% para ΘD/6, y sube al 1% para

ΘD/3 [85], aunque los datos con los que se cuenta sólo incluyen unos cuantos metales.

Se tiene otra relación entre las capacidades caloríficas aparte de (4.7):

cp

cV

=
κT

κS

, (4.9)

donde

κS = − 1
V

(

∂V

∂ p

)

S

(4.10)

es la compresibilidad adiabática. Para sólidos y líquidos cp/cV = 1, mientras que para gases

monoatómicos es 5/3 y 7/5 para gases diatómicos.

Aunque la Ec. (4.7) es estrictamente válida para redes con simetría cúbica, existen en la lit-

eratura cálculos de Cp y CV para YBa2Cu3O7−x [96] para distintos dopajes que muestran que Cp

y CV son prácticamente idénticos al menos hasta la vecindad de T = 200 K. En nuestro cálculo

consideramos los dos calores específicos equivalentes en el intervalo que analizamos.

4.4.4. Pseudogap

Los fenómenos que ocurren en los HTSC por arriba de su temperatura crítica han sido ex-

tensamente analizados, pero aún se conoce muy poco sobre lo que sucede allí. Una región que

tiene particular interés es la comprendida entre Tc y T ∗ > Tc, la conocida como pseudogap, que

se muestra en el diagrama de fases de la Fig. (4.1). El pseudogap (PG) es una brecha adicional a

la brecha superconductora, que se observa en el espectro de energía de las partículas, e indica una

reducción en la densidad de estados en el nivel de Fermi (supresión en el peso espectral [101]).

Se ha observado que cuando el cuprato tiene un dopaje inferior (underdoped) al óptimo, aparece

el pseudogap arriba de Tc y por debajo de una temperatura denominada como T ∗, y que la tem-

peratura T ∗ decrece al aumentar el dopaje hasta llegar a Tc cuando se alcanza el dopaje óptimo,
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donde el pseudogap se fusiona con el gap superconductor [102]. Dicho efecto se ha confirmado

tanto en experimentos de tunelaje como en los de ARPES (angle-resolved photoemission spec-

troscopy), donde se observa que la conductancia diferencial a bajas frecuencias se anula (que se

conecta directamente con la densidad de estados) para el primer caso [102], y un corrimiento del

borde lider (leading edge) en la intensidad espectral (la cual se conecta con la función espectral via

la distribución de Fermi) para el segundo [103]. También se ha podido comprobar, principalmente

en cupratos a base de Bi, que el valor de ∆0 (el gap superconductor) disminuye hasta en un factor

de 3 conforme se aumenta el dopaje de los escasamente dopados hacia los cupratos óptimamente

dopados y los sobre-dopados.

Frecuentemente se cree que el pseudogap puede proporcionar información sobre algunas de

las propiedades de los cupratos, tales como: el tipo de función de onda que tienen los fermiones

apareados; la intensidad de la interacción que hay entre los fermiones que se aparean; la transición

de BCS a BEC; y la formación de pre-pares. En cuanto al tipo de función de onda del apareamien-

to, los experimentos de ARPES muestran que el pseudogap está íntimamente relacionado con la

superficie de Fermi y la forma tipo d de su vector de onda, forma que se conserva hasta llegar a la

transición superconductora.

El comportamiento del potencial químico para cupratos se ha asociado a la transición de BCS

a BEC [54]. En una gráfica donde se presenta µ a T = 0 como función de kFξ (longitud de co-

herencia del par de Cooper) [104], se muestra que la zona en la que µ es constante (y positivo)

corresponde a la región para BCS, o sea, kFξ >> 1 (acoplamiento débil); cuando µ comienza a

decrecer sería la zona del pseudogap, hasta que µ = 0; y una tercera zona, la de acoplamiento

fuerte (BEC), donde el potencial químico es negativo. Tradicionalmente se interpreta a la zona

donde µ ≥ 0 como la correspondiente a fermiones, y la µ < 0 como de bosones. Sin embargo,

en los HTSC la región del pseudogap es aquella comprendida entre Tc ≤ T ≤ T ∗, donde se puede

decir que no tenemos ni el estado normal con un líquido fermiónico puro, ni el de un gas pura-
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mente de pares de Cooper. Más bien lo que se tiene es una mezcla de los dos anteriores, donde

los fermiones desapareados coexisten con pares-preformados, que están fuertemente amarrados,

pero son incoherentes. Dentro de este esquema, cuando T > T ∗ la energía térmica es suficiente

para romper dichos pares, mientras que conforme T disminuye desde T ∗, los pares se tornan co-

herentes y se condensan [54]. Existen en la literatura estudios sobre Hg-1223, Tl-2201 y Bi-2212

que sugieren que la forma de la transición superconductora en Tc es la de una condensación de

Bose-Einstein [105].

Nuestro modelo se basa en que existe una zona de pares pre-formados, en coincidencia con

la interpretación anterior, y en que la transición superconductora obedece a una BEC, pero no

pretende predecir el punto en el que la formación de pre-pares comienza, T ∗, ni la forma en que

la cantidad de pares se incrementa al ir de T ∗ a Tc. Más aún, es posible que la formación de pares

continúe aún por debajo de Tc, pero este es un mecanismo prescindible en nuestros cálculos.

4.5. Propiedades superconductoras

Con el propósito de completar el cuadro de datos básicos del cuprato YBa2Cu3O7−x, en la

Tabla 4.4 presentamos algunas de sus propiedades superconductoras. La longitud de penetración

de London λL se define como la distancia a la cual el campo magnético externo es atenuado bajo

la superficie del superconductor, y está relacionada con la masa efectiva m∗ y la densidad ns de los

pares superconductores de la forma λ−2
L = 4πe2ns/m∗c2. Por otro lado, la longitud de coherencia

ξ mide el tamaño de los pares de Cooper y depende de la temperatura de la forma ξ (T ) = ξ0[1−

(T/Tc)]
−1/2, con ξ0 la longitud de coherencia a T = 0.

Se define el parámetro de Ginzburg-Landau (GL) κ como el cociente de las dos cantidades

definidas en el párrafo anterior, pero al ser superconductores anisotrópicos se debe hacer la distin-

ción entre la dirección del plano a1,b del cristal (⊥) y la dirección c (‖), como se muestra en la
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ξ
‖
0 ξ⊥

0 λ
‖
L λ⊥

L κ‖ κ⊥ H ‖
c1 H ⊥

c1 H ‖
c2 H ⊥

c2

nm nm nm nm T T T T

0.6 2.7 26 125 7.6 37 53 520 140 650

Tabla 4.4: Propiedades superconductoras a lo largo de dos direcciones para YBa2Cu3O7−x. Datos
tomados de [74].

Tabla 4.4, tomada de la Ref. [74], donde Hc1 es el campo magnético crítico inferior y Hc2 es el

campo magnético crítico superior.

En el Capítulo 5 retomaremos algunas de las propiedades descritas en este capítulo y las apli-

caremos a nuestro modelo.



Capítulo 5

Calor específico del cuprato YBa2Cu3O7−x

En este capítulo usamos la teoría Bosón-Fermión de la superconducitividad extendida a estruc-

turas multicapas, para describir las propiedades termodinámicas y superconductoras del cuprato

YBa2Cu3O7−x. Escogemos el valor del dopaje x = 0.078 por ser aquél que conduce al cuprato con

la mayor cantidad de datos experimentales disponible en la literatura.

Considerando que en los cupratos la conducción se realiza principalmente en los planos de

CuO2, modelamos su celda unidad compuesta de dos capas conductoras de ancho a, separadas por

planos de ancho cero e impenetrabilidad variable. Cada una de las capas conductoras contiene a

uno de los dos planos de CuO2. Los planos separadores están situados, uno en la posición de los

Ytrios y el otro en la parte superior de la celda unidad, como se muestra en la Fig. 5.1. Repitiendo

esta celda unitaria reproducimos al superconductor como un sistema multicapas separadas por

planos de ancho cero.

Los parámetros de los cuales depende nuestro modelo son: el ancho a de las capas conductoras

(o separación entre los planos separadores); la impenetrabilidad de los planos separadores que

en nuestro modelo está dada por P0; y la densidad de pares de Cooper que tomamos como una

fracción f ≤ 1 de los posibles electrones apareables divididos entre dos. Los restantes (1− f/2)

son los electrones (y/o huecos) no apareados que contribuyen como fermiones a las propiedades
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Figura 5.1: Celda unitaria del YBa2Cu3O7−x, los planos sombreados son los planos de CuO2 donde
ocurre la superconductividad.

del superconductor.

El ancho de las capas la tomamos igual a la mitad de la altura de la celda unidad, es decir,

a = c1/2 = 5.8 Å. Los últimos dos parámetros los determinamos a partir de dos cantidades ex-

perimentales: la temperatura crítica y la magnitud del salto del calor específico en Tc, ∆C/Tc =

(Cs −Cn)/Tc. Todas las demás propiedades termodinámicas del material son una consecuencia de

las anteriores.

Nótese que aunque estamos hablando de los pares de Cooper de partículas, en realidad de-

beríamos referirnos a los pares de Cooper tanto de partículas como de huecos, es decir, en esta

versión básica del modelo Bosón-Fermión, no hacemos distinción entre los pares de uno o de otro

tipo. Debido a esta condición sobre el modelo no podemos hacer predicciones de las propiedades

del superconductor como función del dopaje. Por esta misma razón, al tomar los parámetros exper-

imentales del superconductor e introducirlos en la teoría, incluimos implícitamente el dopaje del

material. Una versión aumentada del modelo implicaría hacer la distinción entre pares de partículas

y de huecos, con la consecuente introducción de un parámetro adicional.

A manera de comparación, en la Tabla 5.1 mostramos los datos experimentales disponibles más
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representativos para los cupratos YBa2Cu3O7−x con distintos dopajes x, donde hemos seleccionado

aquellos que han sido más estudiados, algunos de los cuales ya mencionamos en la Sec. 4.4.2. En la

misma Tabla indicamos la fuente de donde se tomaron los datos y el año en que fueron publicados.

Como ocurre con varias características de los cupratos, la temperatura crítica varía de muestra

a muestra, aun tratándose de un mismo dopaje y un mismo experimento, por lo que tomamos la

que cada autor indica como su favorita. Escribimos los valores de la constante γe y α correspon-

dientes, cuando el experimento las reporta. Es importante no confundir γe con la γn que varios

autores denominan como la densidad de estados electrónicos del estado normal. Incluimos en la

misma Tabla 5.1 la temperatura de Debye ΘD en el punto de la transición, la cual, en la mayoría

de los casos, es deducida a partir de la curva de calor específico experimental a la que se le sus-

trae el calor específico electrónico Ce, y se le ajusta una curva de calor específico de la red con

una determinada ΘD. Este procedimiento lleva a un círculo vicioso, ya que para obtener el calor

específico electrónico varios autores substraen el calor específico de la red usando una ΘD, ya sea

fija o variable, como mencionamos en la Secc. 4.4.2. También agregamos la magnitud del salto

que el correspondiente experimento reporta, aunque en algunos casos es necesario obtenerla de la

curva, los cuales marcamos con una (‡). Además, en la Tabla 5.1 indicamos que tipo de curva de

C se presenta en cada artículo y si se incluye un listado de los datos. Señalamos con un (∗) cuando

se cuenta con la curva experimental de la densidad de estados fonónico [106] (PDOS), obtenido

por medio de la dispersión inelástica de neutrones (INS), la cual analizaremos más adelante. Pocos

autores incluyen, además de la magnitud del salto, la amplitud de la transición que oscila entre 0.3

y 5 K. Así mismo, pocos son los que garantizan que se conserva el dopaje a lo largo de todo el

intervalo de temperaturas reportado, por eso algunos nisiquiera lo determinan.

El reporte más reciente sobre el calor específico que consultamos es el de Junod et al. [34],

de 2001. Estos autores emplean un arreglo de campos magnéticos transversales para cancelar las

componentes magnéticas internas, reducen al mínimo las fluctuaciones térmicas, y garantizan que
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Cuprato Tc γe α ΘD
∆C
Tc

Curva Autores

K mJ/mol K2 mJ/mol K3 K mJ/mol K2 de C Año

YBa2Cu3O6.9 91.44 28.2 50 Cp/R † Shaviv 1990 [89]

YBa2Cu3O6.92 92.2 25.1 ‡ 3.4 20 ‡ Cp † Bessergenev 1995 [44]

YBa2Cu3O6.95 93 3.06 ? 0.11 ? 400 C/T vs T2 Moler 1994 [87]

YBa2Cu3O6.97 ∗ 91 Roulin 1996 [45]

92.5 19.5 ‡ 50 ‡ Cel vs T Loram 1993 [92]

YBa2Cu3O7−x ∗∗ 90 37 440 45.5 Cp vs T Inderhees 1987 [40]

YBa2Cu3O7 ∗ 92 6.95 457 47 C/T vs T Fisher 1988 [107]

0.2 ‡ 0.065 CDOS/T vs T Wright 1999 [36]

87.8 2 a 3 0.21 422.3 61 C/T vs T ] Junod 2001 [34]

Tabla 5.1: Propiedades de YBa2Cu3O7−x para distintos valores de x, y fuente que reporta los datos.
∗ Renker [106] reporta la curva de PDOS. ∗∗ Los autores no determinan el dopaje. † Proporcionan
un listado de los datos. ? Los mismos autores reportan γe = 3.23 mJ/mol K2 y α = 0.16 mJ/mol K3

en 1997. ‡ Dato obtenido directamente de su curva. ] Presentan sus curvas para una región limitada
de temperaturas.

mantienen el dopaje en x = 7 a lo largo de todo el intervalo de temperaturas estudiado. Como

resultado de lo anterior, las curvas que publican muestran, entre otras cosas, una transición más

aguda (menos redondeada) en Tc, Fig. 4.9. Desafortunadamente sólo presentan sus curvas para

regiones muy limitadas de temperatura: C/T vs T , para la zona de la transición de fase 80K ≤ T

≤ 100K; C/T vs T 2, para temperaturas muy bajas 2K ≤ T 2 ≤ 25K; y [C(B)−C(8 Tesla)]/T vs T ,

también para T’s bajas, donde B es la magnitud del campo magnético. De esta última curva, la cual

reproducimos en la Fig. 4.7, es posible observar el comportamiento cuadrático del calor específico

para B = 0.

Además de los datos presentados en la Tabla 5.1, nos son útiles los siguientes valores para
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YBa2Cu3O7: la velocidad de Fermi en tres dimensiones vF3D = 1.4×107 cm/s y la correspondiente

en 2D vF2D = 1.0× 106 cm/s [34]; la temperatura de Fermi TF = 2290 K [108] (TF = 3300 K

según [34]); la energía de Fermi EF = 3.16× 10−20J = 0.197eV (EF = 4.55× 10−20J = 0.284eV

[34]) la temperatura de condensación (BEC) de un gas ideal de bosones (GIB) T0 = 499.2 K,

de la relación T0/TF = 0.218 [65]; la correspondiente longitud de onda térmica descrita en la

Secc. 3.1 λ0 = 23.575 Å (λ0 = 19.66 Å) para los bosones con una masa mB = 2me; la densidad

de portadores de superconductividad Ec. (4.3) ns = 2× 1021 cm−3 [80], o la densidad de pares

superconductores nps = 1.0×1021 cm−3 [34]; la anisotropía en las masas (mc/mab)
1/2 ≈ 5.3 [46];

el valor de ∆0 = 20 meV [34] (∆0 = 15 meV según [13]); la longitud de coherencia ξ ≈ 15Å [34].

Otras relaciones importantes son: la masa molar del YBa2Cu3O7−x que va de 664.9 g/mol a 666.2

g/mol dependiendo de la concentración de oxígeno; el volumen molar Vmol = 104.6 cm3/mol; la

masa atómica (en gramos) ≈ 51 g-at (gramos por átomo) [38] y 1 mol = (12+ x)g-at. Por último,

calculamos nuestros parámetros a1/λ0 = 0.246 y γ = 1.317 (a1/λ0 = 0.295 y γ = 0.914), tomando

en cuenta que la constante cristalográfica c1 [74] no cambia sino hasta la cuarta cifra significativa

para los distintos dopajes que analizamos. Así mismo, es importante decir que Junod et al. [34]

reportan que observan una relación ∆0/EF = 2/πkFξ ≈ vF2D/vF3D ≈ 1/14, de donde deducen que

sólo una pequeña parte de los portadores de superconductividad cerca de la superficie de Fermi se

aparean.

5.1. Temperatura crítica: fracción

Recordemos que en la Secc. 3.1, cuando obtenemos la temperatura crítica para un gas de

bosones en un sistema de capas, usamos como referencia la temperatura BEC de un gas ideal

de bosones en una caja infinita que en el límite termodinámico tiene la misma densidad de partícu-

las que la del gas de bosones entre capas. La temperatura crítica del gas ideal de bosones está dada
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por

T0 =
2πh̄2n

2/3
B

mBkBζ (3/2)2/3
, (5.1)

donde utilizamos explícitamente el subíndice B para bosones (la B en kB es la de Boltzmann).

Usando el valor obtenido en la sección anterior de T0 = 499K y los datos experimentales de la

temperatura crítica superconductora del cuprato, notamos que cuando los pares tienen una relación

de dispersión cuadrática para su movimiento paralelo a los planos, la razón Tcexp/T0 ≈ 0.20 (0.128),

corresponden a una P0 mayor a 104 para a/λ0 = 0.246 (a/λ0 = 0.295), como se observa en la Fig.

3.4. Mientras que cuando los pares tienen una componente lineal en su relación de dispersión

correspondiente a su movimiento paralelo a los planos, Tcexp/TF ≈ 0.040 (≈ 0.030), valor que

no se llega a obtener para la γ requerida, como se ve en la Fig. 3.10. Dichas expresiones fueron

deducidas tomando el gas de bosones formado por todos los electrones apareables en la esfera

de Fermi, cuya densidad es n3D. Procurando concordancia con lo observado experimentalmente,

es necesario considerar que únicamente una fracción f de esos electrones participan en el gas de

pares de Cooper (bosones), tal que nB f = f n3D/2. Recordemos también que sólo una parte N0 f de

esos pares forman el condensado, mientras que los restantes electrones apareables -pero que no se

aparearon- están en los niveles excitados Ne f .

Entonces, la temperatura de una fracción de ese gas de bosones T0 f es

T0 f =
2πh̄2n

2/3
B f

mBkBζ (3/2)2/3

f 2/3

22/3
= T0 f 2/3. (5.2)

Para f = 1, de la Ec. anterior, se recupera el caso en que todos los fermiones apareables participan

en el gas de bosones. La longitud de onda térmica correspondiente es λ0 f = h/
√

2πmBkBT0 f =

λ0/ f 1/3. La generalización para el cociente de la temperatura crítica de una fracción del gas ideal

de bosones que se formaría si todos los electrones de un gas con densidad n3D y temperatura de

Fermi TF , se aparearan, dividido entre la temperatura de Fermi del gas de electrones es

T0 f

TF
=

2π f 2/3

(6π2)2/3ζ (3/2)2/3
= (0.218) f 2/3. (5.3)
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Por otro lado, la energía de Fermi en 3D para los electrones apareables está dada por la Ec.

(4.3), de donde despejamos la densidad de acarreadores de superconductividad, obteniendo

ns =
(TF kB)3/2(4me)

3/2

h̄33π2
, (5.4)

es decir, ns = 1.128× 1027/m3 que es la densidad de electrones en el sistema a T = TF (ver Fig.

4.5), mientras que de la Ec. (5.1) sabemos que nB = 1.994×1026/m3 es el número de bosones de

un gas ideal a T = T0 = 499.2K, el cual es un orden de magnitud menor que ns.
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Figura 5.2: Temperatura crítica como función de P0 para algunos valores de f , para pares
con relación de dispersión cuadrática. La línea punteada es la Tc experimental del cuprato
YBa2Cu3O6.92.

Introduciendo la fracción f en la Ec. (3.19) para pares de electrones con componente cuadrática

en su relación de dispersión correspondiente a su movimiento paralelo a los planos, obtenemos

−1 =
1
f

L3

(2π)3

2π

γa3

1

β̃c

∫ ∞

0
adkz ln{1− exp[−βc(εkz

−µ0)]}, (5.5)

que es la expresión implícita a partir de la cual obtenemos la temperatura crítica, β̃c ≡ βckBT0.
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Figura 5.3: Temperatura crítica como función de P0 para algunos valores de f para pares con
relación de dispersión lineal. La línea punteada es la Tc experimental del cuprato YBa2Cu3O6.92.

En el caso en el que consideramos a los pares de Cooper con una relación de dispersión lineal

paralela a los planos, tomamos la Ec. (3.47) y llegamos a que

1 =
1
f

3.9864
(

γT0

TF

)1/2 1
(kBTFβc)2

∫ ∞

0
adkzg2

{

exp[−kBTFβcγ(T0/TF)(ε̄kz
− µ̄0z)]

}

. (5.6)

con ε̄kz
≡ εkz

/(h̄2/2ma2), y µ̄0 ≡ µ0z/(h̄2/2ma2). En las Figs. 5.2 y 5.3 mostramos la temperatu-

ra crítica como función del parámetro P0 para algunos valores de f , para pares con relación de

dispersión cuadrática y lineal paralela a los planos, respectivamente.

Como podemos observar de la Fig. 5.2, para pares con relación de dispersión cuadrática, prác-

ticamente para todos los valores de f entre 0.1 y 1.0 existe una P0 con la que se reproduce la Tc

experimental, mientras que para pares con relación de dispersión lineal paralela a los planos, Fig.

5.3, sólo puede hacerse en un intervalo estrecho de valores de f , del orden de centésimas. De este

modo obtenemos una familia de parejas de valores ( f ,P0) que cumplen con Tc = Tcexp, donde el

valor óptimo de la pareja de valores se determina con la altura del salto en el calor específico en el

punto de la transición.
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5.2. Calor específico electrónico

Consideramos que el calor específico electrónico es la suma de dos contribuciones: el calor es-

pecífico de los pares de Cooper, considerados como bosones, y el gas de fermiones constituido por

los electrones que puedieron aparearse pero no lo hicieron. Para el primero se toma una fracción f

de la mitad de los electrones apareables y para el segundo se toman los restantes 1− f/2. Entonces,

tanto el salto en ∆C/Tc en Tc, como las constantes γe (componente lineal en T del calor especí-

fico electrónico) y α (componente cuadrática en T ), se deben de poder determinar con nuestras

ecuaciones de calor específico electrónico, ya que son características inherentes al mismo.

5.2.1. Calor específico de los pares de Cooper

Aquí calculamos el calor específico de los pares de Cooper, con las expresiones obtenidas en

el Cap. 3 para el gas de bosones dentro de una estructura de multicapas periódicas.

Relación de dispersión cuadrática paralela a los planos

Introduciendo la fracción f en las Ecs. (3.34) y (3.27) para el calor específico y la derivada del

potencial químico, en el caso de que los pares tengan una relación de dispersión cuadrática paralela

a los planos, y después de un poco de álgebra se llega a que

CV

NkB
=

1
f

2(γ/π)1/2

ζ (3/2)

2

β̃

∫ ∞

−∞
adkzg2

{

exp[−β̃(ε̃kz
− µ̃)]

}

−1
f

2(γ/π)1/2

ζ (3/2)

∫ ∞

−∞
adkz ln

{

1− exp[−β̃(ε̃kz
− µ̃)]

}{

2ε̃kz
− µ̃ − µ̃0 +T

dµ̃

dT

}

+
1
f

2(γ/π)1/2

ζ (3/2)
β̃
∫ ∞

−∞
adkz

(ε̃kz
− µ̃0)

{

(ε̃kz
− µ̃)+T

d µ̃
dT

}

exp
{

β̃ (ε̃kz
− µ̃)

}

−1
, (5.7)

y

T
dµ̃

dT
= −

1+ 1
f
[2(γ/π)1/2/ζ (3/2)]

∫∞
0 adkz(ε̃kz

− µ̃)/
{

exp[β̃(ε̃kz
− µ̃)]−1

}

1
f 1/3 [2(γ/π)1/2/ζ (3/2)]

∫∞
0 adkz/

{

exp[β̃ (ε̃kz
− µ̃)]−1

} . (5.8)
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Tomamos los datos de Bessergenev de la Tabla 5.1 para YBa2Cu3O6.92, y calculamos el calor

específico, el cual graficamos en la Fig. 5.4 con los valores f = 0.24 y P0 = 316, que reproducen

la temperatura crítica y la altura del salto experimentales.
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Figura 5.4: Calor específico en función
de la temperatura T del gas de pares
de Cooper del cuprato YBa2Cu3O6.92
usando la Ec. (5.7). Caso en que los
pares tienen una relación de dispersión
cuadrática paralela a los planos.
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Figura 5.5: Calor específico sobre la
temperatura T del gas de pares de
Cooper del cuprato YBa2Cu3O6.92 us-
ando la Ec. (5.7). Caso en que los
pares tienen una relación de dispersión
cuadrática paralela a los planos.

De la Fig. 5.4 se observa que el calor específico en la transición tiene la forma de una bajada y

no un salto, como es de esperarse cuando se utiliza una relación de dispersión cuadrática paralela a

los planos, como se indica en [47]. Más aún, de la Fig. 5.5 no es posible determinar la componente

cuadrática en T del calor específico electrónico, al contrario de lo que ocurre cuando se utiliza la

relación de dispersión lineal, como veremos mas adelante.
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Relación de dispersión lineal paralela a los planos

Para este caso partimos de las correspondientes Ecs. (3.55) y (3.48), e introducimos la fracción

f para llegar a

CV

NkB
=

2
f
(3.9864)

(

γT0

TF

)3/2 1
(kBTFβ)

∫ ∞

−∞
adKz g2{exp[−kBTFβγ(T0/TF)(ε̄Kz

− ē0− µ̄)]}

×[2ε̄Kz
− ε̄0 + ē0− µ̄ +T

dµ̄

dT
]

−1
f
(3.9864)

(

γT0

TF

)5/2∫ ∞

−∞
adKz(ε̄Kz

− ε̄0) ln{1− exp[−kBTFβγ(T0/TF)(ε̄Kz
+ ē0− µ̄)]}

×[ε̄Kz
+ ē0− µ̄ +T

dµ̄

dT
]

+
6
f
(3.9864)

(

γT0

TF

)1/2 1

(kBTFβ)2

∫ ∞

−∞
adKz g3{exp[−kBTFβγ(T0/TF)(ε̄Kz

+ ē0− µ̄)]}.

(5.9)

y

T
dµ̄

dT
=

2kBTFβ − 1
f
(3.9864)

(

γT0
TF

)3/2
∫ ∞
−∞adKz ln{1− exp[−kBTFβγ(T0/TF)(ε̄Kz

− µ̄ + ē0)]}(ε̄Kz
− µ̄ + ē0)

1
f
(3.9864)

(

γT0
TF

)3/2
∫∞
−∞adKz ln{1− exp[−kBTFβγ(T0/TF)(ε̄Kz

− µ̄ + ē0)]}
.

(5.10)

En la Fig. 5.6 mostramos el calor específico a volumen constante como función de la tem-

peratura para los pares de Cooper cuyas energías como función del momento del par es lineal,

donde se ha podido reproducir la altura del salto experimental tomando los valores f = 0.018 y

P0 = 3×106.

Nótese que en el caso de que los pares de Cooper tengan una componente lineal en su relación

de dispersión, la curva de CV en función de la temperatura presenta un salto en Tc, y la de CV/T

vs T es una recta para T < Tc, como se ve en la Fig. 5.7, indicando que el calor específico es

un polinomio de orden 2 en esa región, αT 2, tal como se observa experimentalmente [34]. Éste

comportamiento es el mismo que discutimos en la Sec. 4.4.2, correspondiente al término del calor

específico electrónico superconductor, donde nuestro cálculo arroja un valor de α = 3.7 mJ/mol
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Figura 5.6: Calor específico en función
de la temperatura T del gas de pares de
Cooper del cuprato YBa2Cu3O6.92 us-
ando la Ec. 5.9. Caso en que los pares
tienen una relación de dispersión lineal
paralela a los planos.

� �
��

��
��

�	

�
�


 �

�����

������

� �� �� ��� ��� ���

�

���

���

���

���

��	

���������
���������

Figura 5.7: Calor específico sobre la
temperatura T del gas de pares de
Cooper del cuprato YBa2Cu3O6.92 us-
ando la Ec. 5.9. Caso en que los pares
tienen una relación de dispersión lineal
paralela a los planos.

K3, en concordancia con lo que se observa de las curvas publicadas por [44] para el cuprato

YBa2Cu3O6.92, como mostramos en la Tabla 5.1.

Es importante resaltar que con ambas relaciones de dispersión, el porcentaje de electrones que

se aparean y participan en la superconductividad está entre el 1 y el 3% en concordancia con lo

que se reporta en [34] y que contrasta con el 90 y el 95% indicado en [89].

5.2.2. Calor específico de fermiones no apareados

El calor específico de los electrones (o huecos) - apareables - no apareados lo obtenemos de las

relaciones para un gas de fermiones en un sistema de capas desarrolladas en la Sec. 3.2. Tomando
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la fracción correspondiente (1− f/2) para la Ec. (3.77) obtenemos

CV

NkB

= 4
1

(1− f/2)

L3

N (2π)2

m

h̄2

1
β

∫ ∞

−∞
dkz f2{exp[−β(εkz

−µ f er)]}

+2
1

(1− f/2)

L3

N (2π)2

m

h̄2

∫ ∞

−∞
dkz ln{1+ exp[−β(εkz

−µ f er)]}{2εkz
−µ f er +T

∂ µ f er

∂ T
}

+2
1

(1− f/2)

L3

N (2π)2

m

h̄2 β

∫ ∞

−∞
dkz

εkz
{εkz

−µ f er +T
∂ µ f er

∂T
}

exp[β(εkz
−µ f er)]+1

, (5.11)

donde µ f er es el potencial químico de los electrones no apareados.

Para calcular CV , es necesario primero obtener el potencial químico. Tomamos la Ec. (3.67)

1 =
1

(1− f/2)

L3

N

2

(2π)2

m

h̄2

1
β

∫ ∞

−∞
dkz ln{1+ exp[−β(εkz

−µ f er)]}, (5.12)

de donde µ f er se obtiene con métodos numéricos como en los casos anteriores.
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Figura 5.8: Calor específico en función de T para los electrones desapareados.

En la Fig. 5.8 mostramos la curva del calor específico en función de la temperatura del gas

de electrones no apareados para los valores de f = 0.018 y P0 = 3× 103 que se obtuvieron en la

sección anterior para los pares con relación de dispersión lineal paralela a los planos. Como era de

esperarse, el comportamiento de CV en función de la temperatura es lineal hasta un valor de T por
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arriba de Tc, que es lo que en la Sec. 4.4.2 se reportó como el calor específico electrónico normal.

Esta componente contribuye a lo más con una milésima parte del calor específico total, dando un

valor de γe = 5.1 mJ/mol K2.

5.2.3. Calor específico electrónico total

El calor específico electrónico total es la suma de las dos contribuciones anteriores, Ce =Cen +

Ces [54], donde Cen es la componente normal y Ces es la componente superconductora. Basados en

nuestro modelo este calor específico tiene la forma

Ce = Cen +Ces = γeT +αT 2. (5.13)

Encontramos que el calor específico normal, correspondiente a los electrones no apareados,

es dos ordenes de magnitud menor al de los pares de Cooper, como lo mostramos en la Fig. 5.7,

donde se puede apreciar esta componente (línea discontinua) con γe = 5.1 mJ/mol K2.

Son varias las observaciones que hay que hacer en este punto sobre el calor específico elec-

trónico. Primero, que el giro hacia arriba presente a T ’s muy bajas en el calor específico experi-

mental NO se reproduce si se toma un modelo en el que los electrones (tanto los apareados como

los desapareados) no tienen interacción entre ellos, y en el que tampoco se toman en cuenta las

componentes magnéticas internas ni la influencia de campos magnéticos externos. Segundo, que

existe una componente lineal del calor específico electrónico, correspondiente a la componente

normal [54] cuyo valor de γe que obtenemos, aunque muy pequeño, NO es igual a cero, en con-

cordancia con lo que reportan Loram et al. [109] para un dopaje x > 0.6. Aunque en la Ref. [39]

se sugiere que el hecho de que γe 6= 0 se debe exclusivamente a la presencia de huecos, en esta

versión de nuestro modelo no podemos discernir sobre el tipo de fermiones que lo ocasionan. Ter-

cero, encontramos una componente cuadrática del calor específico electrónico, correspondiente a

la componente superconductora, en completo acuerdo con los reportes experimentales [34,36,37].
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Figura 5.9: Suma del calor específico sobre T de los pares de Cooper más los electrones desaparea-
dos, para pares con una relación de dispersión lineal paralela a los planos (línea continua). La línea
discontinua es la componente de los electrones desapareados.

Y por último, que nuestros cálculos muestran que el porcentaje de participación del calor específi-

co electrónico total constituye entre el 40 y el 50% de la parte fonónica (o sea, aproximadamente

el 30% del total), NO el 1− 2% que se indica en [92] y [96]. Inclusive autores como Fisher et

al. [54] sugieren que el calor específico electrónico constituye un pequeño porcentaje del total,

pero ellos mismos presentan los argumentos en contra de su dicho.

5.3. Calor específico de la red

En esta sección calculamos el calor específico debido a la red, o sea de los fonones, ya que

como dijimos con anterioridad éste representa la mayor contribución para el calor específico del



5.3 Calor específico de la red 110

cuprato. De los varios modelos que describen el calor específico de las redes cristalinas revisamos

dos opciones: el modelo de Debye, y el obtenido con los resultados de la densidad de estados

fonónicos a través de la dispersión inelástica de neutrones, y comparamos ambos resultados.

5.3.1. Calor específico de los fonones

La energía total del cristal se deduce a partir del número de modos normales de vibración de

la red G(ω)dω contenidos en el intervalo dω y con frecuencia ω . G(ω) es conocida como la

densidad de estados fonónicos de la red (PDOS).

Se toma la energía h̄ω de un modo de frecuencia ω , y se consider que el cristal es lo suficien-

temente grande como para tomar una integral en lugar de una suma sobre todos los estados, la

energía interna de las vibraciones de la red está dada por [95]

U =

∫

h̄ωG(ω)dω

(exp[h̄ω/kBT ]−1)
. (5.14)

A partir de la expresión anterior se puede obtener el calor específico de la red Cl derivando la

energía interna con respecto a la temperatura, de modo que

Cl = kB

∫

(h̄ω/kBT )2 exp[h̄ω/kBT ]G(ω)dω

(exp[h̄ω/kBT ]−1)2 . (5.15)

Usando la expresión general (5.15) se deriva el calor específico de la red para distintos modelos

a través de la PDOS. En este trabajo analizamos dos posibilidades, la del modelo de Debye y el

uso del espectro fonónico obtenido vía la dispersión inelástica de neutrones (INS por sus siglas en

inglés).

5.3.2. Modelo de Debye

En el modelo de Debye se considera que el sólido es isotrópico, es decir, es idéntico en

cualquiera de las tres direcciones cristalográficas. El número de modos con vector de propa-
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gación menor o igual a k es igual al volumen de una esfera de radio k dividido por el volu-

men de cada modo (2π/L)3, i.e., (4π/3)k3/(2π/L)3. Por lo tanto, el número de total de mo-

dos con vector de propagación inferior a k, dividido por unidad de volumen, es k3/2π2. En-

tonces, el número de modos dentro de un cascarón de ancho dk alrededor del vector de propa-

gación k es ω(k)dk = d(k3/2π2) = (3k2/2π2)dk. Por otro lado, el número de estados con fre-

cuencias entre ω y ω + dω está dado por G(ω)dω = ω(k)(dk/dω)dω , de donde se obtiene

G(ω) = 3k2/2π2v0 = 3ω2/2π2v0
3, donde v0 es a velocidad del sonido en la red y se ha supuesto

que es la misma en cualquier dirección de propagación, ya sea longitudinal o transversal. También

se supone que hay una frecuencia límite que puede alcanzar la vibración de los fonones de la red,

dada por ωm = 2v0/a1 (a1 la constante cristalográfica). Entonces se obtiene que la energía interna

para el sólido de Debye es

U =
3k4

BT 4

2π2v0
3h̄3 scel

∫ xm

0

x3dx

(exp[x]−1)
, (5.16)

donde x ≡ h̄ω/kBT , xm ≡ h̄ωm/kBT , y ωm ≡ v0(6π2N)1/3, con 3N el número total de modos de

vibración y scel el número de átomos por celda unitaria [85]. De ahí se define la temperatura de

Debye como ΘD ≡ h̄ωm/kB y es característica para cada sólido. El calor específico a volumen

constante se obtiene derivando la energía interna (5.16) con respecto a la temperatura, tal que

CV

NkB
= 9scel

(

T

ΘD

)3 ∫ ΘD/T

0

x4 exp[x]dx

(exp[x]−1)2 , (5.17)

A bajas temperaturas se recupera la forma T 3 que se observa para el calor específico de los sólidos,

mientras que cuando T � ΘD tiende al valor de Dulog-Petit C = 3R/mol, con R = 8.31 J/mol K la

constante universal de los gases.

Cuando se trata de describir cristales monoatómicos el modelo de Debye es bueno, como se ha

mostrado para algunos superconductores convencionales como el Al [85], pero para YBa2Cu3O7−x

con scel = 13 y ΘD = 430K en general no se obtienen buenos resultados, como se observa en la

Fig. 5.10, donde graficamos el calor específico reportado por Bessergenev para YBa2Cu3O6.92 [44]
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y varias curvas de CV en función de T para distintos valores de ΘD usando la Ec. (5.17). Se puede

observar que aun tomando una temperatura de Debye mayor, que se acerque un poco más a lo

reportado experimentalmente en la zona de la transición, el modelo de Debye no es suficiente

para describir ni la curvatura de CV por debajo de Tc ni la altura de CV en Tc. Sin embargo, con

este modelo (así como con otros modelos) sí se reproduce el comportamiento T 3 observado [34]

para T < 5K. Como comentamos en la Sec. 4.4.2, en la literatura hay una serie de intentos para

reproducir el calor específico de la red, entre otros, variando ΘD con respecto a T a lo largo del

intervalo analizado [40].
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Figura 5.10: Calor específico de la red para YBa2Cu3O7−x utilizando el modelo de Debye para
tres temperaturas, y la dispersión inelástica de neutrones (INS) para tres dopajes x. Las cruces son
valores experimentales de Bessergenev para YBa2Cu3O6.92 [44].

5.3.3. Dispersión inelástica de neutrones

Una manera alternativa y confiable de obtener la densidad de estados fonónica G(ω) es la de re-

currir al espectro de energías reportado por los experimentos de dispersión inelástica de neutrones
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(INS) [106] para YBa2Cu3O7−x con distintos dopajes, suponiendo que dicho espectro contiene

toda la información sobre los fonones de la red, incluida la anarmonicidad. Por el lado de las

teorías, ha habido esfuerzos por obtener G(ω) a partir de las curvas del calor específico total, ya

sea por medio de la obtención de los principales momentos de la red [110] o usando métodos de

inversión [111].

Figura 5.11: Espectro fonónico de YBa2Cu3Ox para diferentes concentraciones de oxígeno. Se
comienza con x = 6.97 (puntos) y se termina con x = 6.07 (círculos abiertos). Las concentraciones
intermedias son: a) x = 6.53 (cruces) y x = 6.40 ( triángulos), b) x = 6.81 (cruces) y x = 6.16
(triángulos). Figura tomada de Ref. [106].

Para obtener el espectro fonónico Renker et al. utilizan como referencia la PDOS para el

YBa2Cu3O7−x con una concentración de oxígeno cercana a 6, que lo hace no superconductor [106].

Dicho experimento fue realizado a temperaturas de 6 K y 300 K, con dos haces de neutrones in-

cidentes con energías de 32 meV y 128 meV, y normalizando al peso total del espectro. Aquí

tomamos las curvas de G(h̄ω) en función de la energía E reportadas [106] para los cupratos

YBa2Cu3O6.97, YBa2Cu3O7 e YBa2Cu3O6, y que mostramos en la Fig. 5.11.

Después de digitalizarlas, las introducimos en la Ec. (5.15). Cuidando el manejo de las unidades,

hacemos la integración con métodos numéricos (regla del trapecio) del integrando I(T )≡ (h̄ω/kBT )2
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exp[h̄ω/kBT ]G(h̄ω)/ (exp[h̄ω/kBT ]−1)2 como función de la temperatura. En la Fig. 5.12 mostramos

un ejemplo del comportamiento de la función I(T) para T = 100 K.
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Figura 5.12: Forma de la función I(T) como función de la energía para T = 100 K.

Al obtener el calor específico de la red encontramos que en el punto de la transición Tc tiene

una variación menor al 1 con respecto al uso de dos muestras con concentración de oxígeno x

diferente pero cercanas, como mostramos en la Fig. 5.10. Sin embargo, el calor específico de

la muestra de referencia YBa2Cu3O6 tiene una diferencia mayor con respecto a las contrapartes

superconductoras. En la Fig. 5.13 presentamos CV /T para los mismos valores de ΘD y de dopaje

de INS que utilizamos para la Fig. 5.10, donde se puede observar que las diferencias entre las

curvas teóricas y la experimental son más notables.

Contribución Anarmónica

Cuando se quiere considerar los efectos anarmónicos en el calor específico, dentro del marco

de un modelo como el de Debye, es necesario agregar al Hamiltoniano los términos del potencial

de la red más allá del cuadrático, principalmente del tipo cúbico y cuártico, y resolver las ecua-
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Figura 5.13: Calor específico fonónico sobre la temperatura para YBa2Cu3O7−x utilizando el
modelo de Debye para tres temperaturas, y la dispersión inelástica de neutrones (INS) para tres
dopajes x. Las cruces son valores experimentales de Bessergenev para YBa2Cu3O6.92 [44].

ciones a partir de la función de partición correspondiente. Al final lo que se debe obtener es una

contribución adicional al calor específico (5.15). Sin embargo, varios autores [44,110] indican que

el término de la anarmonicidad no excede del 10 al 15% de la componente electrónica en el inter-

valo de temperaturas de 0 K hasta 300 K. De cualquier forma, al utilizar el espectro fonónico de la

dispersión inelástica de neutrones, la contribución anarmónica debiera estar incluida.

5.4. Calor específico total del cuprato YBa2Cu3O6.92

Con base en los datos experimentales de temperatura crítica y salto en el calor específico para

YBa2Cu3O6.92, en la Sec. 5.1 obtuvimos: P0 = 316 y f = 0.24 para el caso de pares con una

relación de dispersión cuadrática paralela a los planos, y P0 = 3×106 y f = 0.018 para el caso de

una relación de dispersión lineal paralela a los planos. De esta manera pudimos calcular los calores
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específicos correspondiente a las componentes electrónicas normal y superconductora.

Desafortunadamente no contamos con la dispersión inelástica de neutrones para YBa2Cu3O6.92

para calcular su componente de la red del calor específico. Sin embargo, sí lo tenemos para el

cuprato YBa2Cu3O6.97, que presenta una ligera variación en el dopaje con respecto al anterior.

Considerando que dicha variación nos llevaría sólo a pequeñas diferencias en el cálculo del calor

específico de la red, tal como se puede constatar en la Fig. 5.10, tomamos el calor específico de

la red como igual al del YBa2Cu3O6.92 y lo usamos para sumarlo a las componentes electróni-

cas. Nótese que aunque tenemos la curva de PDOS para YBa2Cu3O6.97, los datos de temperatura

crítica y salto en el calor específico están referidos [92] a los valores del YBa2Cu3O6 que no es

superconductor, lo cual introduce una indefinición tanto en el calor específico de la red como en el

electrónico.

Sumando las tres contribuciones (red, electrónica normal y superconductora) obtenemos el

calor específico total -salvo las componentes magnéticas e hiperfinas- el cual graficamos en las

Figs. 5.14 y 5.15 para ambas relaciones de dispersión. Agregamos el calor específico reportado

experimentalmente por Bessergenev et al. en 1995. Aunque Junod et al. reportaron sus datos ex-

perimentales del calor específico total más recientemente, en el 2001, desafortunadamente no los

reportan completos, únicamente en un intervalo de 80 a 100 K. Las curvas de CV/T contra T para

los mismos valores de los parámetros las presentamos en las Figs. 5.16 y 5.17.

Se observa que la curva del calor específico total que obtenemos utilizando la relación de

dispersión lineal para los pares de Cooper reproduce la altura y el salto del calor específico total

en Tc. La forma de la curvatura tiene diferencias muy pequeñas, las cuales son más notorias al

graficar CV /T . La diferencia entre el valor experimental y el calculado con nuestro modelo se hace

más notoria para temperaturas alrededor de los 40 K, donde la contribución de la red al CV quizá

merezca un análisis más preciso.
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Figura 5.14: Calor específico total para el cuprato YBa2Cu3O6.92. La contribución de los pares de
Cooper ha sido calculada con relación de dispersión cuadrática paralela a los planos.
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Figura 5.15: Calor específico total para el cuprato YBa2Cu3O6.92. La contribución de los pares de
Cooper ha sido calculada con relación de dispersión lineal paralela a los planos.
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Figura 5.16: Calor específico total sobre la temperatura T , para el cuprato YBa2Cu3O6.92. La con-
tribución de los pares de Cooper ha sido calculada con relación de dispersión cuadrática paralela a
los planos.
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Figura 5.17: Calor específico total sobre la temperatura T para el cuprato YBa2Cu3O6.92. La con-
tribución de los pares de Cooper ha sido calculada con relación de dispersión lineal paralela a los
planos.



Capítulo 6

Conclusiones

Desarrollamos la física de gases ideales de fermiones y bosones inmersos en estructuras pe-

riódicas. Las estructuras periódicas fueron modeladas usando potenciales de Kronig-Penney en el

límite en que las barreras cuadradas del potencial se vuelven deltas de Dirac, para restringir el

movimiento de las partículas en una (planos) o dos (tubos) direcciones. Dimos las expresiones

para calcular todas las propiedades termodinámicas de bosones y fermiones sin interacciones en

estructuras planares, como función de la separación entre los planos y de su impenetrabilidad

(intensidad de las deltas). Pusimos mayor atención en el calor específico ya que: a) nos permite

identificar las transiciones de fase del sistema cuántico y b) es la propiedad termodinámica que

regularmente miden los experimentales en los sistemas reales, lo cual nos proporcionó datos de

referencia para realizar nuestros cálculos.

Para el gas de bosones se encontró que la temperatura crítica de condensación Bose-Einsten es

muy sensible a la presencia de los planos. Como función de la impenetrabilidad de los planos (en

nuestros cálculos representada por la variable adimensional P0), la temperatura crítica disminuyó a

partir de T0 que es la temperatura crítica del gas ideal de bosones sin planos, hasta cero, conforme

P0 variaba de cero hasta valores de 106, dejando la separación entre planos fija. Como función de la

separación entre planos, dejando fija la impenetrabilidad, la temperatura crítica disminuyó desde T0
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hasta un valor mínimo que depende de la P0, y luego volvió a subir hasta T0, conforme la separación

variaba de cero a infinto. Además de la condensación Bose-Einstein, el sistema manifiesta una

transición espacial de 3D a 2D a una temperatura característica, conforme los planos se vuelven

más impenetrables.

Los resultados para bosones entre capas pueden ser utilizados para modelar sistemas tales como

películas de helio cuatro, excitones en semiconductores con multicapas, etc., pero aquí los usamos

para reproducir las propiedades termodinámicas de los superconductores de alta temperatura críti-

ca, en particular de los cupratos, con base en la teoría Bosón-Fermión de la superconductividad.

Extendimos la versión más básica de la teoría Bosón-Fermión de la superconductividad para in-

cluir planos entre los gases bosónicos y fermiónicos que definen a la teoría. Un resultado inmedia-

to y contundente es que la temperatura crítica, parámetro que tradicionalmente nos ha guiado para

determinar predictibilidad de la teoría Bosón-Fermión y realizar sus mejoras, pasa a ser una varia-

ble dependiente notoriamente de la anisotropía del material a través de impenetrabilidad de los

planos y de la separación entre ellos. Más aún, extendimos la teoría para calcular todas las demás

propiedades termodinámicas del sistema (energía interna, entropía, calor específico, etc.), sin in-

cluir la influencia de campos magnéticos externos. En particular, se calculó el calor específico de

los cupratos con el detalle necesario para identificar las contribuciones de cada una de las compo-

nentes (bosónica, fermiónica y de la red).

Usamos la teoría Bosón-Fermión extendida para calcular el calor específico de uno de los

cupratos más estudiados desde su descubrimiento, el YBa2Cu3O6.92. Las características de dicho

cuprato son: una temperatura crítica Tc = 92.2 K; un salto ∆C/Tc = (Cs−Cn)/Tc = 20 mJ/mol K2;

para temperaturas menores que Tc el calor específico tiene una componente lineal γeT más una

cuadrática αT 2, que corresponden a la contribución electrónica. La contribución de la red es pro-

porcional a T 3 para T < 5 K. También para temperaturas menores a 5 K, el calor específico total se

separa del comportamiento lineal y muestra un aumento que en la literatura denominan giro hacia
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arriba (“up turn”). Este aumento del calor específico a temperaturas cercanas al cero absoluto es

asociado a contribuciones hiperfinas y magnéticas, las cuales no consideramos en nuestro modelo.

El cuprato fue modelado como una estructura de capas entre las cuales los pares de Cooper

(ya sean partículas o huecos) conviven con los electrones (o huecos), con movilidad principal

en las direcciones paralelas a las capas. Es decir, los planos limítrofes de las capas, generan una

anisotropía que restringe el movimiento de los pares en la dirección perpendicular a los planos. Por

lo tanto la energía de los pares de Cooper se compuso de la energía de su movimiento paralelo a los

planos más la energía del movimiento perpendicular a los planos. En su movimiento bidimensional

paralelo a los planos, los pares de Cooper tienen una energía proporcional al momento del centro

de masa. A manera de comparación, también se realizaron los cálculos suponiendo que los pares

tenían una relación de dispersión cuadrática como función de su momento del centro de masa. Para

su movimiento perpendicular a los planos, la energía fue calculada usando el límite de potenciales

deltas en el modelo de Kronig-Penney, el cual generó las bandas.

Los fermiones (electrones o huecos) se consideraron libres en su movimiento paralelo a los

planos, y por lo tanto con una relación de dispersión cuadrática, mientras que en la dirección

perpendicular su movimiento también fue modulado por la presencia de los planos restrictivos, y

su energía es la misma que la de una partícula dentro del potencial de Kronig-Penney en el límite

de deltas.

Los tres parámetros de los que depende nuestro modelo son: la separación a entre los planos,

la cual tomamos como la mitad de la celda unitaria; la impenetrabilidad de los planos representada

por P0; y la fracción f de portadores de carga que intervienen en la superconducción. De aquí

que todas las propiedades termodinámicas del cuprato quedan en términos de los parámetros P0

y f . Para fijar estos parámetros calculamos la temperatura crítica y la altura del salto en el calor

específico en Tc, y los igualamos a los valores experimentales. Con la pareja (P0, f ) determinada,

calculamos el resto de la curva del calor específico electrónico.
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De manera directa, para temperaturas menores que Tc, obtuvimos un comportamiento lineal

como función de T con una γe = 5.1 mJ/mol K2, muy parecida a la reportada en los experimen-

tos más recientes. Esta componente lineal, aunque pequeña, es una confirmación de la existencia

de partículas fermiónicas, ya sean electrones o huecos, aun a temperatura cero. La componente

cuadrática en la temperatura aparece de manera natural en nuestro modelo, como una consecuen-

cia de la presencia de pares de Cooper bosónicos con una relación de dispersión lineal en una

estructura cuasi bidimensional. El coeficiente de T 2, α, nos da un valor de 3.7 mJ/mol K3, que es

del orden de lo reportado experimentalmente.

Para hacer una comparación más completa con las curvas reportadas para el CV , se calculó el

calor específico de la red directamente de la densidad de estados fonónica obtenida de la disper-

sión inelástica de neutrones. Aunque el comportamiento del calor específico de la red calculado

sigue de cerca a la curva del calor específico total experimental, las diferencias porcentuales son

mayores a aquellas con las que las componentes electrónicas contribuyen. De aquí que la mayor

fuente de error en nuestro cálculo del CV total, respecto al experimental, sea la contribución de

la red al calor específico. Sin embargo, con las curvas de calor específico electrónico y el calor

específico fonónico reconstruimos naturalmente la altura total del calor específico en el punto de la

transición Tc. Otras posibles fuentes de diferencia entre las curvaturas del CV que reportamos y el

experimental, podrían ser el no incluir interacciones entre las partículas que forman el condensado,

y el considerar una estructura simple del cascarón de Fermi.

Resaltamos que la teoría Bosón-Fermión de la superconductividad extendida para incluir es-

tructuras periódicas, ha sido capaz de reproducir las características esenciales del calor específico

experimental que resultan de la contribución electrónica (incluidos los huecos) tales como: las

componentes lineal y cuadrática del calor específico como función de la temperatura, observadas

por los experimentales para temperaturas menores que Tc.

Una extensión inmediata del modelo sería diferenciar la contribución de los electrones de la
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de los huecos, que nos permitiría avanzar en la descripción de las propiedades de los cupratos

como función del dopaje. También, pretendemos extender el modelo Bosón-Fermión a estructuras

tubulares para describir a los superconductores cuasi-unidimensionales tales como las sales de

Bechgaard.



Apéndice A

Relación de dispersión lineal en x−y y

cuadrática en z

En este Apéndice obtenemos la temperatura crítica de condensación Bose-Einstein Tc para

un gas de bosones libres con relación de dispersión lineal en el plano x − y (como en la Secc.

3.1.2), pero en el eje z en lugar de utilizar un potencial de KP dejamos a los bosones libres con

una relación de dispersión cuadrática. Con la finalidad de poder hacer la debida conexión con los

cupratos estamos considerando que los bosones vienen del apareamiento de todos los fermiones

del sistema inicial, como es el caso de los pares de Cooper - otro ejemplo sería un potencial delta

atractivo entre fermiones. Se ha demostrado [6] que para momentos del centro de masa del par

pequeños en el plano x− y, i.e., Kx,y/kF < 1, se tiene la relación de dispersión, Ec. (3.36)

εKx,Ky
= e0 +C1(K

2
x +K2

y )1/2, (A.1)

donde C1 = (2/π)h̄vF .

Tomando el gran potencial de la Ec. (3.37 ), y substituyendo las sumatorias por integrales en el
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límite termodinámico h̄2/mL2 � kBT tenemos

Ω(T,V,µ) = kBT ln
{

1− e−β (ε0+e0−µ)
}

− kBT

(

L

2π

)3 ∞

∑
l=1

exp
{

−β(ε0 + e0−µ)
}

l

l

×
∫ ∞

−∞
dKx

∫ ∞

−∞
dKy exp

{

−β lC1(K
2
x +K2

y )1/2}
∫ ∞

−∞
dKz exp

{

−β lεKz

}

.

Pero ahora εKz
= h̄2K2

z /2m y por lo tanto
∫∞
−∞ dKz exp[−β lεKz

] = π1/2/(β lh̄2/2m)1/2, mientras

la integral sobre dKx y dKy ya la hicimos en la Sec. 3.1.2 bajo el cambio de variable ρ2 = K2
x +K2

y .

Entonces, después de un poco de álgebra

Ω(T,V,µ) = Ω0 −
L3

(2π)2

Γ(2)π1/2

C2
1(h̄

2/2m)1/2β 7/2
g7/2

{

exp[−β(ε0 + e0−µ)]
}

, (A.2)

donde Ω0 = kBT ln[1− exp[−β(ε0 + e0−µ)]].

A partir del gran potencial obtenemos la ecuación de número

N = N0 +
L3

(2π)2

Γ(2)π1/2

C2
1(h̄

2/2m)1/2β 5/2
g5/2

{

exp[−β(ε0 + e0−µ)]
}

. (A.3)

El potencial químico lo obtenemos de la ecuación anterior, dividiendo ambos lados de la igual-

dad por N, y considerando que para T ≡ Tc, N0/N ∼ 0, entonces

1 =
L3

N(2π)2

Γ(2)π1/2

C2
1(h̄

2/2m)1/2β 5/2
g5/2

{

exp[−β(ε0 + e0−µ)]
}

, (A.4)

de donde se obtiene el potencial químico con métodos numéricos.

Introduciendo los equivalentes de L3/N y C1 en términos de la energía de Fermi EF3D

1 =
25/2π3/2Γ(2)(3π2)5/3

64(2π)2

1

(kBTFβ)5/2
g5/2(exp[−kBTFβ(ε0 + e0−µ)]). (A.5)

En la Fig. A.1 se grafica µ ′/kBTc como funciónde T/Tc, donde µ ′ = µ − (ε0 + e0).

Para obtener la temperatura crítica tomamos µ ′ = 0, entonces

1 =
25/2π3/2Γ(2)(3π2)5/3

64(2π)2

1

(kBTFβ)5/2
g5/2(1), (A.6)

y con g5/2(1) = ζ (5/2) = 1.341 llegamos a que Tc/TF = 0.536678.
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Figura A.1: Potencial químico como función de la temperatura para bosones con una relación de
dispersión lineal en el plano x,y y cuadrática en la dirección z.

Observamos, en primer lugar, que la relación para N en términos de g5/2 tiene la misma forma

que la reportada en [71] para el caso de un gas de bosones libres en tres dimensiones atrapado

por dos osciladores armónicos (d = 3, δ = 2), y obtenemos una relación para Tc que no involucra

ni P ni γ (como se esperaba). En segundo lugar, reproducimos el valor Tc/TF = 0.536678 que

observamos cuando P → 0 del caso de relación de dispersión lineal mas KP obtenido en la Sec.

3.1.2. Este valor es ligeramente diferente del reportado en [65] para el caso d = 3, s = 1, pero aquél

es completamente isotrópico, es decir, la relación de dispersión es lineal en las tres direcciones.

Haciendo uso de las ecuaciones (3.15), obtenemos la energía interna como

U =
ε0 + e0

exp
{

−kBTFβ(ε0 + e0−µ)
}

−1
+

5
2

L3

(2π)2

Γ(2)π1/2

C2
1(h̄

2/2m)1/2

1

β 7/2
g7/2

{

exp[−β(ε0 + e0−µ)]
}

+
L3

(2π)2

Γ(2)π1/2

C2
1(h̄

2/2m)1/2

ε0

β 5/2
g5/2

{

exp[−β(ε0 + e0−µ)]
}

. (A.7)

El primer miembro del lado derecho es (ε0 + e0)N0 y el tercero es (ε0 + e0)Ne, y recordando que

N = N0 +Ne, podemos calcular
{

U − (ε0 + e0)N
}

NkBT
=

5
2

L3

N(2π)2

Γ(2)π1/2

C2
1(h̄

2/2m)1/2

1

β 5/2
g7/2

{

exp[−β(ε0 + e0−µ)]
}

, (A.8)
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la cual graficamos en la Fig. A.2 como función de T/Tc.

0 1 2 3 4

0

0.5

1

1.5

2

2.5

��
�

�ε �
�

� �
��
�	�


 �
�

�	�


Figura A.2: Energía interna como función de la temperatura para bosones con una relación de
dispersión lineal en el plano x− y y cuadrática en la dirección z.

De la Ec. (A.7) obtenemos el calor específico a volumen constante

CV

NkB
=

35
4

L3

N(2π)2

Γ(2)π1/2

C2
1(h̄

2/2m)1/2

1

β 5/2
g7/2

{

exp[−β(ε0 + e0−µ)]
}

+
5
2

L3

N(2π)2

Γ(2)π1/2

C2
1(h̄

2/2m)1/2

1

β 3/2
g5/2

{

exp[−β(ε0 + e0−µ)]
}{

2ε0−µ +T
dµ

dT

}

− L3

N(2π)2

Γ(2)π1/2

C2
1(h̄

2/2m)1/2

1

β 1/2
g3/2

{

exp[−β(ε0 + e0−µ)]
}{

−ε0− e0 + µ −T
dµ

dT

}

,

para lo que utilizamos la derivada del potencial químico con respecto a la temperatura, que obten-

emos a partir de (A.4)

T
dµ

dT
=

L3

(2π)2
Γ(2)π1/2

C2
1(h̄2/2m)1/2g3/2

{

exp[−β(ε0 + e0−µ)]
}{

µ − ε0− e0
}

− 5
2β 3/2

L3

(2π)2
Γ(2)π1/2

C2
1 (h̄2/2m)1/2 g3/2

{

exp[−β(ε0 + e0−µ)]
}

. (A.9)
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Adimensionalizando

CV

NkB
=

35
4

25/2π3/2Γ(2)(3π2)5/3

64(2π)2

1

(kBTFβ)5/2
g7/2

{

exp[−kBTFβ(ε0 + e0−µ)]
}

+
5
2

25/2π3/2Γ(2)(3π2)5/3

64(2π)2

1
(kBTFβ)3/2

g5/2
{

exp[−kBTFβ(ε0 + e0−µ)]
}{

2ε0−2e0−µ +T
dµ

dT

}

−25/2π3/2Γ(2)(3π2)5/3

64(2π)2

1

(kBTFβ)1/2
g3/2

{

exp[−kBTFβ(ε0 + e0−µ)]
}{

−ε0− e0 + µ −T
dµ

dT

}

.

(A.10)

La Eq. (A.10) en la región de T < Tc, donde µ = ε0, tiene la forma

CV<

NkB
=

35
4

25/2π3/2Γ(2)(3π2)5/3

64(2π)2

1

(kBTFβ)5/2
g7/2(1)

+
5
2

25/2π3/2Γ(2)(3π2)5/3

64(2π)2

(ε0 + e0)

(kBTFβ)3/2
g5/2(1) (A.11)

la cual, junto con (A.10) se muestra en la Fig. A.3. Observamos el salto en el calor específico que

ocurre bajo la condición de que (d +δ ) > 4 [65].
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Figura A.3: Calor específico como función de la temperatura para bosones con una relación de
dispersión lineal en el plano x,y y cuadrática en la dirección z.
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