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Introducción

El primer objetivo de esta tesis es dar un panorama del uso y signi�cado de las leyes dis-
tributivas en computación, enfocado al estudio de sistemas que combinan probablilidad y no
determinismo en semántica [25], tal análisis será en el contexto de los sistemas de extensión
[17]. El segundo y último objetivo de este trabajo es dar un panorama del uso y signi�cado
de las leyes distributivas en computación, enfocado al estudio de sus propiedades para buscar
modelar de manera uni�cada sustitución y variable imprecindible en diferentes contextos; en
particular para modelar substitución en el contexto cartesiano como en el trabajo de Fiore et
al [24]. Todo este análisis será en el contexto de extensiones de Kan [18].

El presente trabajo está divido en tres partes. La primera de ellas, el Capítulo 1, concierne
a todas las nociones preliminares para el desarrollo de esta tesis.

La teoría de mónadas y las leyes distributivas en una 2-categoría tratada desde el enfoque
de los sistemas de extensión, así como su teoría análoga en el caso de una categoría y la uti-
lización de ésta en el estudio de sistemas que combinan probablilidad y no determinismo en
computación integran la segunda parte de este trabajo. Capítulos 2 y 3.

En la última parte de éste trabajo tenemos la intención de dar un panorama del uso y
signi�cado de las leyes distributivas en computación desde el contexto de extensiones de Kan
[18], enfocado al estudio de sus propiedades para buscar modelar de manera uni�cada sustitu-
ción y variable imprecindible en diferentes contextos (Capítulo 5); en particular para modelar
substitución en el contexto cartesiano como en el trabajo de Fiore et al [24]. Previamente en
el Capítulo 4, una serie de ejemplos de seudomónadas co-lax idempotentes, así como otra de
leyes distributivas sobre las categorías ord y Cat (Capítulo 4), son también abordados desde
el contexto de extensiones de Kan [18], donde se muestra que tanto una pseudomónada co-lax
idempotente como una ley distributiva de una pseudomónada co-lax idempotente sobre una
pseudomónada lax idempotente pueden ser presentadas en términos de extensiones de Kan.

No iteración

Los sistemas de extensión fueron descritos por primera vez por E. Manes [11] y Bob Wal-
ters [26] como una de�nición alternativa para mónadas en categorías. Para funtores adjuntos
S a H, es bien sabido que estructuras de mónadas sobre S están en correspondencia biyec-
tiva con estructuras de comónadas sobre H [3]. En dicho trabajo también se muestra que si
(S,H) es un par correspondiente (mónada, comónada) entonces la categoría de S-álgebras es
isomorfa a la categoría de H-coálgebras via un funtor que identi�ca los funtores que olvidan.
Es bastante claro que en [23] los resultados de [3] forman actualmente parte de la teoría for-
mal de mónadas, las de�niciones dadas tienen sentido en cualquier 2-categoría y los teoremas
han sido demostrados en alguna 2-categoría adecuada. Es gracias a [9] que la teoría formal
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VI INTRODUCCIÓN

de mónadas se ajusta de manera sencilla al concepto más general de bicategoría, para ello es
su�ente probar más resultados en una 2-categoría en general.
La correspondencia biyectiva

η : 1→ S
ε : H → 1

para mónadas y comónadas es habilmente realizada mediante la sencilla aplicación de tomar
parejas correspondientes bajo la adjunción S a. Para los componentes binarios es útil consi-
derar la correspondencia de los datos mediante un proceso en tres pasos:

µ : SS → S
ξ : S → HS
λ : SH → H
δ : H → HH.

Esto nos permite considerar no sólo mónadas S = (S, η, µ) y comónadas H = (H, ε, δ) sino
también triples (S a H, η, ξ) y (S a H, ε, λ). Para estas dos últimas es un sencillo ejercicio
determinar tres ecuaciones de manera que los datos anteriores se extienden a estructuras ecua-
cionales. Dichas ecuaciones son dadas en [17] para (S a H, η, ξ), el cual entonces es llamado
sistema de extensión.

Supongamos que (S a H, η, ξ) es un sistema de extensión sobre un objeto C en una
bicategoría K. Entonces, para cada A,B : T→ C en K tenemos la composición de funciones

K(T,C)(B,SA)→ K(T,C)(B,HSA)→ K(T,C)(SB, SA)

donde el primer factor está dado por la composición con ξA y el segundo está dado por la
biyección que se tiene de S a H. Esta composición, que llamamos (−)S, satisface ecuaciones,
pero no se requiere que S tenga adjunto derecho en K. En [17] se generaliza la de�nición de
sistema de extensión para incluir el caso donde S no necesariamente tiene adjunto derecho y
se muestra que dada η : 1C → S : C→ C en K, hay una biyección entre mónadas y sistemas
de extesión (S, η, (−)S).

En [11], mónadas en Cat son presentadas como sistemas de extensión en los que
η : 1C → S : C → C sólo requiere que esté dada inicialmente como una función objeto
|S| : |C| → |C| y η como una función de�nida sobre |C| en donde no se dice nada de la na-
turalidad. También es posible analizar ésta simpli�cación en Cat si consideramos la inclusión
canónica de Cat en Pro, la bicategoría de profuntores. Ahí se usa el hecho de que cualquier
categoría C es, en Pro, el objeto Kleisli para una mónoda canónica C sobre |C|.
En dicho trabajo se de�nen álgebras para sistemas de extensión y se muestra que si (S, η, µ) y
(S, η, (−)S) se corresponden entonces las categorías de álgebras para cada una son isomorfas.
Hay una importante razón para considerar mónadas como sistemas de extensión. Éstos nos
permiten prescindir completamente de las iteraciones SS y SSS de la �echa subyacente. Si
re�exionamos un poco sobre los varios términos de términos y términos de términos de térmi-
nos que aparecen en las aplicaciones prácticas ésto por si solo justi�ca el enfoque alternativo.
Se dan ejemplos en la Sección 8 de dicho trabajo.

Se usa la simplicidad de tal aproximación para la teoría general de mónadas con respecto
a la composición de mónadas via leyes distributivas y coronas. Además se hace uso de las
formulaciones alternativas de leyes distributivas dadas primero en [15].



INTRODUCCIÓN VII

Probabilidad y no determinismo en Computación.

No determinismo es modelado en teoría de dominios por la noción de dominio potencia,
mientras la probabilidad es modelada por la noción de dominio potencia probabilístico. Algu-
nos problemas surgen cuando queremos combinarlos en modelos de computación en los que
ambos están presentes. En particular no hay ley distributiva categórica entre ellos. La no-
ción de dominio potencia de valuaciones indexadas, modi�cación del usual dominio potencia
probabilístico, permite tomar un informe más detallado en donde elecciones al azar han sido
realizadas. Se muestra la existencia de una ley distributiva entre dominio potencia de valua-
ciones indexadas y el dominio potencia no detérministico. Por medio de una teoría ecuacional
damos una caracterización alternativa de las valuaciones indexadas y la ley distributiva.

La semántica es el arte de dar a los programas de cómputo signi�cado matemático. Entre
los diferentes modelos semánticos, es costumbre hacer distinción entre modelos operacionales
y modelos denotacionales. Modelos operacionales tienden a construir sobre alguna noción abs-
tracta en computo, mientras que los modelos denotacionales utilizan contextos matemáticos.

El no determinismo es un importante concepto semántico. Cuando modelamos un progra-
ma usando no determinismo, queremos modelar el hecho de que el programa puede realizar
diferentes acciones, sin conocimiento alguno sobre la acción que actualmente se realiza.

La mayor parte de sistemas de transición etiquetados usan no determinismo para modelar
concurrencia. Un cómputo es una sucesión lineal de eventos. Cuando dos eventos son con-
currentes, ellos pueden suceder en algún orden no deterministico. Eventos estructurales en
cambio dan una noción no lineal de cómputo. Tales modelos son llamados modelos casuales
porque el orden en que dos eventos suceden depende hasta ese momento de que haya alguna
relación casual entre ellos.

Hay varios tipos posibles de no determinismo.

Un sistema no deterministico puede mostrar diferentes ambientes y algunas veces te-
nemos simplemente para informar todas las posibilidades.
Si consideramos las varias posibilidades como un menú a partir del cual podemos elegir
la acción de nuestra preferencia, podemos ignorar malos ambientes.
Si la elección no está bajo nuestro control pero esto es posible por algún agente ex-
terno, usualmente imaginamos esto como una posibilidad maliciosa, y consideramos
solamente los peores casos.

La noción de dominio potencia fue introducida para modelar el no determinismo en teoría de
dominios. Los tres diferentes tipos de no determinismo anteriores corresponden a tres dife-
rentes nociones de dominio potencia, de Plotkin, de Hoare y el dominio potencia de Smyth
respectivamente.

Hay varias maneras de combinar dos mónadas. Si las mónadas surgen de teorías ecua-
cionales, podemos primero combinar las teorias ecuacionales de alguna manera y entonces
generar una nueva mónada. En [25] tres formas de combinar teorias están identi�cadas: suma,
combinación conmutativa, combinación distributiva. En esta última, uno agrega ecuaciones
que expresan distributividad de cada operación de una teoría sobre cada operación en la otra
teoría. Esta forma puede algunas veces obtenerse categóricamente usando la noción de ley
distributiva. Un ejemplo está dado por la teoría de grupos abelianos y la teoría de monoides.
Su combinación distributiva es la teoría de anillos. La mónada anillo libre puede también
obtenerse si damos una ley distributiva categórica entre la mónada grupo abeliano libre y la
mónada monoide libre.
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El estudio de semanticas operacionales de sistemas combinando probabilidad y no determinis-
mo sugiere que, en algunos casos la probabilidad debería distribuirse sobre el no determinismo.
Pero no hay ley distributiva categórica entre la mónada no deterministica y la mónada proba-
bilística. Dos soluciones son posibles en este punto.
Podemos hacer la combinación distributiva de las teorías ecuacionales y generar una nueva
mónada. Este es el camino seguido por Tix y Mislove [25], quienes, independientemente, de-
�nen la noción de dominio potencia geométricamente convexo PTM .
Otra posibilidad, consiste en modi�car la de�nición de una de las mónadas, para admitir la
existencia de una ley distributiva categórica. Analizando las razones por las que no existe tal
ley distributiva, nos adelantamos a modi�car la mónada probababilistica, de�niendo la noción
de valuación indexada. Matemáticamente, valuaciones indexadas surgen como una álgebra li-
bre para una teoría ecuacional obtenida a partir de la teoría de conos reales removiendo una
ecuación.

KZ-Doctrinas.

Las leyes distributivas para mónadas fueron introducidas por J. Beck en [1]. G.M. Kelly
en [7] puntualizó al respecto que las leyes distributivas estrictas para mónadas en dimensiones
superiores son raras. En [14] se hace el estudio de las leyes seudodistributivas. El primer paso
en esta dirección es bastante fácil: se remplazan los dos triángulos conmutativos, y los dos
pentágonos conmutativos de [1] por apropiadas celdas invertibles. El problema es determinar
que condiciones de coherencia deben imponerse a estas celdas invertibles. Hay un paso en esta
dirección en [7], la estructura obtenida a partir de tal ley distributiva entre dos 2-mónadas
estrictas no es, en general, una 2-mónada estricta.
En lugar de trabajar con 2-mónadas se trabaja con el concepto más general de seudomónadas
en [14]. Se ve que la estructura obtenida a partir de una ley distributiva entre sedomóna-
das es una seudomónada. Se de�ne ley distributiva entre sedumónadas teniendo encuenta la
conmutatividad salvo isomor�smo de los dos triángulos y los dos pentágonos. Se proponen
nueve condiciones de coherencia para estos isomor�smos. Se observa que las condiciones de
coherencia de [7] y las propuestas en [14] coinciden en este último contexto.

Co-completaciones de categorías bajo clases adecuadas de colímites fueron los ejemplos
que motivaron la de�nición de KZ-doctrinas [8], [28]. Una KZ-doctrina es también llamada
seudomónada lax idempotente [18]. La versión no estricta de tales doctrinas de�nidas via una
sucesión de adjunciones completamente �el es introducida en [13]. Así, una KZ-doctrina no
estricta sobre una 2-categoría K consiste de un endomor�smo D : K → K, y transformaciones
fuertes d : 1K → D, y m : DD → D de tal manera que Dd a m a dD forman una sucesión de
adjunciones plenamente �el, satisfaciendo una ecuación que involucra a la unidad de Dd a m
y a la counidad de m a dD. Dado un objeto C ∈ K, pensamos a DC como la co-completación
de C, la cual consiste de diagramas adecuados sobre C, dC : C → DC como el funtor que
asigna a cada objeto de C el diagrama sobre tal objeto con identidades para cada �echa en el
diagrama, y mC : DDC → DC como un funtor colímite. La idea de proponer la sucesión de
adjunciones como de�nición sigue los pasos de [4] y fue sugerida por R.J. Wood.
Ahora, dadaDd a m a dD como sucesión de adjunciones plenamente �el signi�ca que la couni-
dad β : m ◦ dD → Id de m a dD es invertible (equivalentemente, la unidad η : Id→ m ◦Dd
es invertible).
Recordemos que la presentación algébraica de Kock [8] pide las igualdades m ◦ dD = Id y
Id = m ◦Dd, y para una 2-celda δ : Dd→ dD se satisfagan cuatro ecuaciones.



INTRODUCCIÓN IX

En [13] podemos producir a partir de una sucesión de adjunciones una 2-celda δ : Dd→ dD.
Esta δ, de modo similar, satisface las condiciones requeridas para KZ-doctrina en [8]. Así, las
KZ-doctrinas de [8] son ejemplos particulares de las KZ-doctrinas descritas en [13].
Se propone la de�nición de una KZ-doctrina en términos de una sucesión de adjunciones ple-
namente �el Dd a m a dD en [13]. Se da la de�nición en cualquier categoría Gray. También
el concepto de álgebra está dado como una adjunción con counidad invertible. Se muestra que
estas doctrinas son ejemplos de seudomónadas. Álgebras para seudomónadas son de�nidas en
términos más familiares y se muestra que son las mismas que las de�nidas como adjunciones
cuando uno comienza con una KZ-doctrina.

Las co-KZ doctrinas (también llamadas seudomónadas colax idempotentes)y sus álgebras
pueden presentarse en términos de extensiones derechas de Kan [18]. Dualmente, las KZ-
doctrinas y sus álgebras pueden presentarse en términos de extensiones izquierdas de Kan.
También en este artículo se muestra que una ley distributiva de una co-KZ doctrina sobre una
KZ-doctrina también tiene una presentación en términos de extensiones de Kan.
Dicho trabajo sigue el camino de [17] y [26], donde la ideas de Manes y Walters de que una
mónada puede presentarse sin iteración en el endofuntor subyacente es el eje central. En [17]
extienden la noción de operador extensión de Manes a álgebras (ya presente en [26]), lo cual
permitirá la descripción sin iteración de las leyes distributivas y las coronas. Porque los va-
lores del endofuntor de una mónada son objetos término, la descripción sin iteración evita
mencionar términos de términos y términos de términos. Esto es partícularmente útil en la
descripción de leyes distributivas y coronas.
Cuando se trabaja con mónadas de dimensión superior la idea de no iteración es más deseable.
Por ejemplo, en mónadas completación con respecto a ciertas clases de límites, los téminos son
diagramas categóricos que constan de objetos y �echas. Estas son en realidad mónadas com-
pletación, seudomónadas lax idempotentes, sobre las que tenemos mucho que decir. Una de
tales seudomónadas (D, d,m, · · · ) es también llamada �coKZ doctrina�, y está caracterizada
por adjunciones dD a m a Dd.
El operador extensión de Manes y aquellos en [17] satisfacen ecuaciones. No es ninguna sorpre-
sa que si las sedomónadas (sobre 2-categorías, por ejemplo) son descritas en términos similares
entonces las igualdades de aquellos artículos deben ser remplazadas por 2-celdas invertibles.
No obstante, seudomónadas colax idempotentes casi tienen una de sus ecuaciones de 2-celdas
dada por ecuaciones de adjunciones. Así, es de esperar que si las seudomónadas colax (o lax)
idempotentes son descritas por operadores extensión entonces sus ecuaciones de 2-celdas tam-
bién podrían ser descritas mediante propiedades universales. Este es el caso. ½Las extensiones
que aparecen en la descripción de seudomónadas colax (lax) idempotentes son extensiones de
Kan derechas (izquierdas)!

Las variables imprescindibles y sustitución en Computación.

El estudio de las propiedades de leyes distributivas está motivado en [24] por tratar de
modelar de manera uni�cada sustitución y la variable imprescindible en diferentes contextos;
en particular para modelar substitución en el contexto cartesiano como en el trabajo de Fiore
et al y para el contexto lineal en el caso de Tanaka.
Fiore et al y Tanaka toman la categoría cocartesiana libre sobre 1 y la categoría monoidal
simetrica libre sobre 1 respectivamente como categoría de contexto y entonces consideran su
categoría de pregavillas para construir modelos abstractos para variable imprecindible y sus-
titución. En [24] un modelo para sustitución que uni�que estas dos y otras variaciones es
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construido usando la categoría de pregavillas sobre una categoría pequeña con estructura que
modela el contexto. Tales estructuras en diferentes contextos estan dadas por seudomónadas
S sobre Cat, y categorías de pregavillas estan dadas como la seudomónada cocompletación
libre T sobre Cat, por lo tanto el análisis de pseudo leyes distributivas es aplicado a la com-
binación de una pseudomónada con la pseudomónada cocompletación T en algún contexto.
La existencia de tal ley distributiva conduce a una estructura monoidal que es usada para
modelar sustitución. En [24] se muestra que de una pseudo ley distributiva de S sobre T se
obtiene la pseudomónada compuesta TS, a partir de lo cual se sigue que la categoría TS1
tiene estructura monoidal, que en aquellos ejemplos, modela sustitución.

Las variables imprescindibles y sustitución siempre han sido un tópico importante a lo
largo de la historia de la computación. La variable imprescindible es una situación donde
una variable permite ser asociada con otro símbolo, típicamente denotando una operación o
conceptualmente equivalente, una función, y como el resultado de esta asociación las varia-
bles pierden su plena distinción como símbolo y favorecen sólo una distinción relativa para el
símbolo con el cual son asociadas. Esbozamos un ejemplo a partir de simple matemática, con-
siderar la expresión x+ a, donde x y a denotan variables. Entonces suponemos que llamamos
a esta expresión f usando = y al mismo tiempo asociamos el símbolo x con el símbolo f . Una
típica representación de esta situación es la expresión f(x) = x + a. Decimos que la variable
x está acotada en la expresión x + a en el lado derecho. Podemos aplicar la misma discusión
a la expresión y + a para obtener la expresión f(y) = y + a. Entonces estas expresiones son
indistinguibles , en el sentido de que x e y están asociadas a f de la misma manera y ha-
biendo perdido la distinción como símbolos dan dos expresiones indistingibles. Este fenómeno
ha sido llamado tradicionalmente α-equivalencia en el estudio de λ-cálculo, donde la función
f(x) = x + a es denotada por la expresión λx.x+ a. También decimos que la variable x está
acotada por λ y llamamos a x variable acotada.
Se de�ne el signi�cado preciso de asociar un símbolo con otro, que puede darse en más de una
manera, pero la más común es considerar f como orden superior, con los símbolos asociados
como parámetros formales para la función.
Ahora, con una función y parámetros formales, lo siguiente a considerar es aplicar un argu-
mento a una función. Dada una función f(x) = x+a y un argumento, digamos, b, el valor f(b)
de este argumento aplicado a esta función es b+a, donde el actual argumento es sustituido por
el parametro formal x. En la terminología del λ-cálculo, la aplicación de un argumento a una
función es denotada por yuxtaposición, i.e. en este caso, (λx.x+a). Sustitución del argumento
b para la variable acotada x está representada como (x + a)[b/x], que es igual al valor de la
aplicación b+a. La representaciónM [N/x] para expresionesM , N y una variable x debe leerse
�la expresión obtenida como resultado de sustituir N para todas las x que aparecen enM�. Se
de�ne sustitución, pero lo que uno ha de advertir es que la de�nición consecuentemente tenga
cuidado de situaciones donde las variables que aparecen en la expresión para ser sustituidas
puedan estar acotadas como resultado de la sustitución.
La manipulación de símbolos en este nivel de complejidad representa problemas difíciles e
inesperados particularmente cuando se quiere procesar tales expresiones automáticamente, i.e.
usando computación, porque uno necesita formular de manera precisa y apropiada como sím-
bolos son asociados y como y cuando símbolos son o no distinguidos. Además, es necesario dar
una buena manera de ordenar para hacer uso la sintaxis natural de las expresiones. Abundan-
tes esfuerzos se han hecho en esta área de investigación para establecer un buen modelo de
variable imprescindible y sustitución.
Recientemente ha habido algunos nuevos desarrollos en la dirección de modelos categóricos.
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Marcelo Fiore, Gordon Plotkin y Daniele Turi usan las categorías de pregavillas como la base
para la representación de sintaxsis con variable imprecindible. Pitts y Gabbay proponen el uso
de los axiomas en teoría de conjuntos de Fraenkel-Mostowski, y por tanto topos de Schanuel.
El trabajo de Tanaka se enfoca en la primera dirección.
Alrededor de 1970, Kelly introduce la noción de club al trabajar con teoremas de coherencia
para la teoría de categorías. Treinta años más tarde Fiore et al usa una estructura que es una
variante de clubs, para dar álgebras imprecindibles para modelar variables imprecindibles y
estructura monoidal para modelar sustitución.
Haviendo visto estos desarrollos en modelación de imprecindibles, Power descrive en [20] una
idea para uni�car estas estructuras para diferentes tipos de imprecindibles proporcionando
una teoría categórica. Esta no solo incluye los dos ejemplos de [24], sino que nos permite
considerar una gran variedad de ejemplos. Dicho artículo está basado en la de�nición de ley
pseudodistributiva entre pseudomónadas dada en [14]. Cada uno de los detalles a cerca de
todos los autores antes mencionados y la historía del desarrollo de los modelos categóricos se
pueden hallar en [24].

El principal objetivo de [24] es proporcionar una fundamentación técnica sólida a la idea
de Power estudiando leyes seudodistributivas entre seudomónadas y dar sus axiomas de cohe-
rencia completos. Una completa y de�nitiva de�nición de ley sedudistributiva es dada, junto
con una investigación detallada de algunas de sus propiedades, seguida de una investigación de
sustitución como principal ejemplo de su uso, en particular en asociación con imprescindibles
cartesianos, imprescindibles lineales e imprescindibles de implicaciones grupal.
Se estudian las propiedades de leyes sedodistibuitvas comenzando a partir de la versión ordi-
naria de ellas; primero se prueban las propiedades de leyes distributivas ordinarias y entonces
se extiende la discusión al caso de leyes seudodistributivaas.
Habiendo de�nido la ley seudodistributiva, es necesario hacer una discusión de como dos seu-
domónadas y sus seduálgebras interactúan bajo la existencia de una ley seudodistributiva. Más
especi�camente, los hechos importantes ahí son que una ley seudodistributiva δ de S sobre
T es equivalente a un levantamiento de T a la 2-categoría de S-álgebras y que el funtor TS
adquiere estructura de seudomónada.
Para dar la uni�cación para substitución, también es necesario introducir la noción de seu-
doresistencia de una seudomónada y estudiar sus propiedades. Este es uno de los principales
resultados del Capítulo 8.
Se presenta la uni�cación para sustitución como un ejemplo de aplicaciones del análisis sobre
seudodistributividad. La construcción está basada sobre la existencia de una ley seudodistri-
butiva de una seudomónada S sobre una seudomónada T , donde S es una seudomónada que
modela cierto tipo de contexto mientras T es la seudomónada parcial cocompletación libre.
Aquí se discute el �tamaño� de esta partícular seudomónada sobre Cat porque la cocomple-
tación libre de una categoría pequeña C no es en general pequeña.

El Capítulo 1 contiene todas las nociones preeliminares para el desarrollo de esta tesis.

Nuestro próposito en el Capítulo 2 es una exposición parcial de [17]. Los sistemas de ex-
tensión fueron descritos por primera vez por E. Manes como una de�nición alternativa para
mónadas en categorías en [11]. Se generaliza la de�nición de sistema de extensión y mostramos
que dadas η : 1C ⇒ S, S : C → C en K, hay una correspondecia biyectiva entre mónadas
(S, η, µ) y sistemas de extensión (S, η, (−)S). De�nimos álgebras para sistemas de extensión
y mostramos que si (S, η, µ) y (S, η, (−)∼) son �iguales�, entonces las categorías de álgebras
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para cada una de ellas son isomorfas. También utilizaremos las formulaciones alternativas de
leyes distributivas dadas primero en [15].

Los siguientes resultados: Teorema 2.11 y Teorema 2.13, son parte esencial de esta tesis.
Estos formalmente son casos similares a lo hecho en el caso general de una 2-categoría. Gracias
a toda la teoría desarrollada se puede prescindir en la práctica de iteraciones tales como SS
y SSS, cuando (S,C) es una mónada. Esto es posible gracias a una presentación alternativa
para mónadas y en donde la idea central es el concepto de sistemas de extensión. La expe-
riencia en un primer contacto con el �cálculo� de iteraciones tales como SS y SSS es la de
considerar varios términos de términos y términos de términos de términos; así es como uno
de los objetivos que se logran es una presentación alternativa para eludir a tan difícil tarea.
Tal simplicidad es de gran utilidad cuando trabajamos en la teoría general de mónadas en lo
que respecta a la composición de mónadas vía leyes distributivas.

El objetivo princípal del Capítulo 3 es dar un panorama del uso y signi�cado de leyes
distributivas en computación, enfocado al estudio de sistemas que combinan probablilidad y
no determinismo en semántica como en [25], nuestra pricipal referencia. El no determinismo
es modelado en teoría de dominios por la noción de dominio potencia, mientras la probabili-
dad es modelada por la noción de dominio potencia probabilístico. Algunos problemas surgen
cuando queremos combinarlos en modelos de computación en el que ambos están presentes.
En particular no hay ley distributiva categórica entre ellos. La noción de dominio potencia de
valuaciones indexadas , modi�cación del usual dominio potencia probabilístico, permite tomar
un informe más detallado de donde elecciones al azar han sido realizadas. De�nimos la mónada
de valuaciones indexadas en la categoría Con. Se muestra la existencia de una ley distributi-
va entre dominio potencia de valuaciones indexadas y el dominio potencia no determinístico.
Por medio de una teoría ecuacional damos una caracterización alternativa de las valuaciones
indexadas y la ley distributiva.

Es bien conocida la existencia de una KZ-doctrina D sobre la 2-categoría ord [15]. El
seudofuntor en cuestión asigna a cada conjunto X el conjunto de sus subconjuntos cerrados
inferiormente, la 2-categoría de D-álgebras es la 2-categoría de retículas completas y funciones
que preservan supremos y monotonía. También, conocida es la coKZ-doctrina U tal que el
seudofuntor correspondiente asigna a cada conjunto X el conjunto de sus subconjuntos cerra-
dos superiormente [15], la 2-categoría de U-álgebras es la 2-categoría de retículas cocompletas
y funciones que preservan in�mos y monotonía. Siempre tratamos de KZ-doctrinas y coKZ-
doctrinas en el contexto de [13].
A lo largo del presente trabajo coKZ-doctrinas y seudomónadas de Kan derechas son esencial-
mente lo mismo como lo muestra [18] (nuestro guía principal en este y el siguiente capítulo).
En el Capítulo 4, mostramos que U es una coKZ-doctrina desde esta nueva prespectiva. Ade-
más, por dualidad, se muestra desde esta nueva prespectiva que D es una KZ-doctrina.

También en este capítulo daremos el mismo tratamiento a la KZ-doctrina D′ =Fam y la
coKZ-doctrina U′ =Cofam sobre Cat (la 2-categoría de categorías localmente pequeñas) que
son parte del folklore en categorías. En el primer caso el seudofuntor en turno asigna a cada
categoría localmente pequeña (que abreviamos como l-pequeña) C la categoría l-pequeña con
coproductos �nitos sobre C, la 2-categoría de D′-álgebras consta de categorías l-pequeñas con
coproductos �nitos, las 1-celdas son funtores que preservan coproductos �nitos y las 2-celdas
son las transformaciones naturales. Para el caso de Cofam el seudofuntor en cuestión asigna a
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cada categoría l-pequeña C la categoría l-pequeña con productos �nitos sobre C, la 2-categoría
de U′-álgebras consta de las categorías l-pequeñas con productos �nitos, las 1-celdas son fun-
tores que preservan productos �nitos y las 2-celdas son las transformaciones naturales.

Sean D una seudomónada de Kan izquierda y U una seudomónada de Kan derecha sobre K.
Se muestra en [18] que D y U inducen un KZ-doctrina y un co-KZ doctrina, respectivamente,
a las que también denotamos por D y U. Además, como se muestra en [13], ambas estructuras
inducen seudomónadas a las que denotamos por D′ y U′. Si hay una ley distributiva de U′
sobre D′ decimos que hay una ley distributiva de U sobre D.

En la segunda parte del capítulo 4 la ya conocida ley distributiva de U sobre D (la cual
tambien se expone en [15]) es presentada en términos de extensiones de Kan. Lo mismo hare-
mos para la ya conocida ley distributiva de Cofam sobre Fam.

El propósito del Capítulo 5 es dar un panorama del uso y signi�cado de leyes distributivas
en computación, enfocado al estudio de sus propiedades para buscar modelar de manera uni�-
cada sustitución y variable imprescindible en diferentes contextos; en particular para modelar
substitución en el contexto cartesiano como en el trabajo de Fiore et al [24]. Todo este análisis
estará dado bajo un contexto de extensiones de Kan [18].
Iniciamos este capítulo con la demostración de que la completación A de cada categoría l-
pequeña A bajo colímites pequeños es la subcategoría plena de ConAop

determinada por
todos los colímites pequeños de representables. Para este próposito ha sido de gran ayuda
[6]. Como consecuencia de tal hecho tenemos que existe una seudomónada derecha de Kan D
sobre Cat, tal que en cada categoría l-pequña A el valor del seudofuntor en cuestión es A.
La 2-categoría de álgebras D-Alg tiene como objetos a las categorías l-pequeñas con colímites
pequeños, las 1-celdas son funtores que preservan colímites pequeños y las 2-celdas son trans-
formaciones naturales.
Dualmente existe una seudomónada izquierda de Kan U sobre Cat, tal que en cada categoría
l-pequeña A el valor del seudofuntor en cuestión es la subcategoría plena de (ConA)op de-
terminada por todos los límites pequeños de representables. La 2-categoría de álgebras U-Alg
tiene como objetos a las categorías l-pequeñas con límites pequeños, las 1-celdas son funtores
que preservan límites pequeños y las 2-celdas son transformaciones naturales.
También en este capítulo la conocida ley distributiva de U sobre D ([2] y [16]) es presentada
en términos de extensiones de Kan. Para tal a�rmación mostramos previamente si A es una
categoría l-pequeña completa entonces Luc(Aop) (la categoría de funtores lúcidos de Aop en
Con) es completa y Luc(Aop) = DA. Para la demostración del primer resultado ha sido de
gran ayuda [5], para el segundo hemos utilizado [21]. Un resultado más general de este hecho
se demuestra en [2].
Sean Tfp y Tcoc como en el Ejemplo 8.1 y el Ejemplo 8.7 en [24]. En dicho trabajo Tanaka
muestra que para las seudomónadas Tfp y Tcoc sobre Cat el modelo de substitución de Fiore
et al es un ejemplo de estructura monoidal inducido por la ley distributiva Tfp sobre Tcoc.
Formalmente, la ley distributiva Tfp sobre Tcoc es inexistente dado que Tcoc por razones de
tamaño (en general la cocompletación libre de una categoría pequeña no es pequeña) no es
una seudomónada. En este capítulo también mostramos que si U y D son como en el
Corolario 4.9 y el Corolario 5.3 respectivamente entonces existe una ley distributiva de U sobre
D en la 2-categoría Cat.





Capítulo 1

Preliminares

Asumimios que el lector está familiarizado con las nociones básicas de la teoría de cate-
gorías: categoría, funtor, transformación natural, adjunción, etc. Dedicamos mayor atención a
conceptos como el de mónada, ley distributiva, límite y colímite, extensión de Kan derecha.
Estos son descritos con mayor precisión, en ocasiones damos por hecho resultados referentes a
tales conceptos, no obstante mencionamos la fuente de consulta. El lector que desee profundi-
zar en tales temas puede consultar [10], [1].

Definición 1.1. Un álgebra para un endofuntor F : C → C es simplemente un objeto
A ∈ C junto con un mor�smo k : F (A)→ A. El concepto dual es llamado coálgebra.

Las álgebras forman una categoría CF , donde un mor�smo φ : (X, k)→ (X ′, k′) está dado
por un mor�smo φ : X → X ′ en C tal que el siguiente diagrama conmuta

F (X) F (X ′)

X X ′.

F (φ) //

k

��
k′

��

φ
//

El objeto inicial la categoría de álgebras, cuando existe, es llamado álgebra inicial. La noción
dual es coálgebra inicial.

El primer tema importante para nuestro trabajo es la teoría de mónadas y leyes distribu-
tivas.

Definición 1.2. Una mónada (T, ηT , µT ) sobre una categoría (C,T) consta de un endo-
funtor T : C → C, y un par de transformaciones naturales ηT : 1 ⇒ T, µT : TT ⇒ T
(llamadas la unidad y la multiplicación de la mónada, respectivamente) que satisfacen los dia-
gramas conmutativos

T TT T

T

TTT TT

TT T

TηT //

1

""EEEEEEEEEEEEEEE

µT

��

ηTToo

1

||yyyyyyyyyyyyyyy

TµT //

µTT

��

µT

��

µT
//

En algunas ocaciones caemos en un abuso de la notación y escribimos T = (T, ηT , µT ).

1
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Si T es una mónada y si f : X → T (Y ), la extensión de Kleisli f † : T (X) → T (Y ) está
de�nida como

T (X) T (T (Y )) T (Y ).
T (f) //

µTY //

La categoría de Kleisli de una mónada T , denotada por CT tiene los mismos objetos que
C y f : X → Y en CT si sólo si f : X → T (Y ) en C. La identidad es la unidad de la mónada,
mientras la composición está de�nida usando la extensión de Kleisli.

Una álgebra para una mónada T es un álgebra (A, k) para el funtor T , que satisface las
siguientes identidades

A T (A)

A

T 2(A) T (A)

T (A) A.

ηTA //

1

""EEEEEEEEEEE

k

��

µTA //

T (k)

��
k

��

k
//

Sean (A, k), (B, l) álgebras de T . Un mor�smo de álgebras f : (A, k)→ (B, l) es un mor�smo
f : a→ b en C tal que el siguiente diagrama es conmutativo

T (A) T (B)

A B.

T (f) //

k

��
l

��

T (f)
//

Cuando (T, ηT , µT ) es una mónada sobre C, denotamos la categoría de álgebras para T por
CT.
Cada adjunción (F,G, η, ε), F : C→ D y G : D→ C, genera una mónada (GF, η,GεF ) sobre
C. Inversamente, dada una mónada T, hay una adjunción F T a UT , UT : CT → C es el
funtor que olvida, mientras F T : C→ CT está de�nido como

X 7→ F T (X) = (T (X), µTX) y φ : X → X ′ 7→ F T (φ) = T (φ).

Esta adjunción genera precisamente la mónada (T, ηT , µT ).

Una herramienta para combinar dos mónadas es la noción de ley distributiva.

Definición 1.3. Sean (T, ηT , µT ), (S, ηS , µS) mónadas sobre una categoría C. Una ley
distributiva de S sobre T es una transformación natural d : ST → TS que hace conmutar los
siguientes diagramas

T

ST TS

S

ST TS

ηST

||yyyyyyyyyyy

d
//

TηS

""EEEEEEEEEEE
SηT

||yyyyyyyyyyy

d
//

ηTS

""EEEEEEEEEEE

SST STS TSS

ST TS

Sd //

µST

��

dS //

TµS

��

d
//
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STT TST TTS

ST TS.

dT //

SµT

��

Td //

µTS

��

d
//

Dada una ley distributiva de S sobre T podemos de�nir una mónada sobre el funtor TS. Si
d : ST → TS es una ley distributiva, entonces (TS, ηT ηS , (µTµS) ◦ TdS) es una mónada. Una
TS-álgebra 〈A, k〉 es una pareja en donde A es objeto de C y k : TSA → A es un mor�smo
en C tales que los siguientes diagramas son conmutativos

TSTSA T 2S2A T 2SA TSA A SA TSA

TSA A A.

TdSA //

TS(k)

��

T 2µSA //
µTSA //

k

��

ηSA //
ηTSA //

k

��

k
//

1

**UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

Un mor�smo f : 〈A, k〉 → 〈A′, k′〉 de TS-álgebras es un mor�smo en C tal que el siguiente
diagrama conmuta

TSA TA′

A A′.

TS(f) //

k

��
k′

��

f
//

La categoría de TS-álgebras para la mónada TS, la que denotamos como TS-Alg, tiene como
objetos a las TS-álgebras y sus mor�smos son mor�smos de TS-álgebras.

Definición 1.4. Sean (T, ηT , µT ), (S, ηS , µS) mónadas sobre una categoría C, un levan-

tamiento de la mónada T a la categoría de S-álgebras es una mónada (T̃ , ηT̃ , µT̃ ) sobre CS tal
que si US : CS → C es el funtor que olvida entonces

UST̃ = TUS.
USηT̃ = ηTUS.

USµT̃ = µTUS.

Beck demostró el siguiente teorema [1].

Teorema 1.5. Supongamos que tenemos dos mónadas (T, ηT , µT ), (S, ηS , µS) sobre una
categoría C. Son equivalentes

1. Hay una ley distributiva d : ST → TS.
2. Hay una multiplicación µ : TSTS → TS, tal que

• (TS, ηT ηS , µ) es una mónada.
• Las transformaciones naturales ηTS : S → TS y TηS : T → TS son mor�smos de
mónadas.



4 1. PRELIMINARES

• El siguiente diagrama es conmutativo

TS TSTS

TS.

TηSηSS //

1
��=========

µ

@@���������

3. Hay un levantamiento T̃ de la mónada T a CS.

Conceptos como el de objeto terminal, coigulador, coproducto, etc, son casos particulares
de uno más general. Nos referimos al concepto de colímite.

Definición 1.6. Dado un funtor F : A → B, un cocono para F consiste de un objeto B
de B y una trnasformación natural µ : F ⇒ ∆B (∆B es el funtor constante con valor B).
Escribimos

〈FA B〉A∈A
µA //

Sea F : A→ B un funtor. Un colímite para F es un cocono

〈FA B〉A∈A
µA //

con la siguiente propiedad universal: Dado cualquier otro cocono

〈FA C〉A∈A
τA //

existe un único mor�smo f : B → C tal que el siguiente diagrama

B C

FA

f //

µA

^^=========
τA

@@���������

es conmutativo para cada A ∈ A.
De manera frecuente incurrimos en un abuso de notación y escribimos colimF = B.

La noción dual de colímite es la noción de límite.

Definición 1.7. Sea F : A→ B un funtor. Un coproducto para F es un colímite

〈FA B〉A∈A,
µA //

con A una categoría discreta.
Generalmente nos referimos a B como el coproducto de F. Escribimos

∐
A∈A FA = B.

Producto es la noción dual de coproducto.

Definición 1.8. Sea B una categoría. Decimos que B es cocompleta si para cada funtor
F : A→ B existe un colímite

〈FA B〉A∈A,
µA //

donde A es una categoría pequeña (el conjunto de objetos y el conjunto de mor�smos de A
son pequeños).
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Definición 1.9. Sea G : B → C un funtor. Decimos que G preserva colímites si para
cada funtor F : A→ B tal que

〈FA B〉A∈A,
µA //

es colímite de F , entonces

〈GFA GB〉A∈A,
GµA //

es colímite de GF .

El contexto donde se desarrolla la parte teórica de nuestro trabajo, es en su gran mayoría
el de una 2-categoría. La de�nición de una 2-categoría que damos a continuación es la que
aparece en [12].

Definición 1.10. Una 2-categoría C consta de:

(i) Una clase Ob(C) cuyos elementos A,B,X, Y . . . serán llamados �objetos de la 2-categoría
C�.

(ii) Para cada par de objetos A,B de C, una categoría C(A,B). Los objetos de C(A,B)
son llamados 1-celdas o 1-mor�smos de C con dominio A y codominio B; escribiremos
f : A→ B para decir que f es un objeto de C(A,B). Las �echas de la categoría C(A,B)
son llamadas 2-celdas ó 2-mor�smos de C; para f y g 1-celdas con el mismo dominio
y codominio, escribimos α : f ⇒ g para indicar que α es una 2-celda con dominio
f y codomio g; la composición en C(A,B) (i.e. composición vertical de 2-celdas) es
denotada por “·� (así la composición de α : f ⇒ g y β : g ⇒ h es denotada por β · α)
y la identidad de f es denotada por idf o simplemente 1f .

(iii) Para cada A de C, un objeto de C(A,A) llamado �echa identidad 1A : A→ A.
(iv) Para cada tercia de objetos A,B,C de C, un funtor de composición

◦A,B,C : C(A,B)× C(B,C)→ C(A,C).
Denotamos la composición horizontal de 1-celdas (◦) simplemente por yuxtaposición
i.e. gf = ◦A,B,C(f, g), en el caso de composición horizontal de 2-celdas tendremos
αβ = ◦A,B,C(α, β). La funtorialidad de ◦A,B,C equivale a:
la composición de 1-celdas

f : A→ B, g : B → C 7−→ gf : A→ C
y las dos composiciones de 1-celdas con 2-celdas:

A

f
''

g

77
�� ��
�� α B

h // C
� // A

hf
''

hg

77
�� ��
��hα C

A
f // B

g
''

h

77
�� ��
�� β C

� // A

gf
''

hf

77
�� ��
��βf C

donde hα = ◦A,B,C(α, 1h), βf = ◦A,B,C(1f , β) y en la situación

A

f
''

g

77
�� ��
�� α B

h
''

i

77
�� ��
�� β C
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el diagrama

hf
hα //

βf

��

hg

βg

��
if

iα
// ig

conmuta en la categoría C(A,C). De hecho tenemos que βα (composición horizontal
de 2-celdas) es la diagonal común del diagrama anterior, i.e.

βα = (βg) · (hα) = (iα) · (βf).
Nos referimos a instancias del diagrama conmutativo como casos de naturalidad in-
terna, o más especí�camente, naturalidad de β. Además en el caso del ejemplo este-
reotípico de la 2-categoría CAT (el cual daremos más adelante), la conmutatividad del
diagrama es consecuencia de la naturalidad de la transformación natural β.
Dados f, g, h : A→ B, i, j, k : B → C;

A

f

%%α⇓
β⇓g

//

h

99 B

i

$$γ⇓
δ⇓j

//

k

:: C

tenemos
i(β · α) = (iβ) · (iα), (δ · γ)f = (δf) · (γf);

y en la situación

A

f
''

f

77
�� ��
�� 1f B

h
''

h

77
�� ��
�� 1h C

tenemos

h1f = 1hf = 1hf .

(v) Con 1A, 1B las 1-celdas identidad, y

A

f
''

g

77
�� ��
�� α B

f1A = f, α1A = α, 1Bf = f, 1Bα = α.
(vi) Para cualesquiera objetos A,B,C,D de C, el diagrama de funtores

C(A,B)× C(B,C)× C(C,D) C(A,C)× C(C,D)

C(A,B)× C(B,D) C(A,D)

◦A,B,C×1C(C,D) //

1C(A,B)×◦B,C,D

��

◦A,C,D

��

◦A,B,D
//

conmuta.
Esta condición es la asociatividad de la composición horizontal y puede ser expresada
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equivalentemente como sigue: en la situación

A

f
''

g

77
�� ��
�� α B

h
''

i

77
�� ��
�� β C

j
((

k

77
�� ��
�� γ D

tenemos

j(hα) = (jh)α · j(βf) = (jβ)f · (γh)f = γ(hf).

Definición 1.11. Dadas 2-categorías C, D, un homomor�smo (también llamado seudo-
funtor) Φ : C → D está dado por:

(i) Una función objeto Ob(D)→Ob(D) (también denotada por Φ).
(ii) Para cada par de objetos A,B de A, un funtor

ΦA,B : C(A,B)→ D(Φ(A),Φ(B)).

Escribimos Φ(f) para ΦA,B(f), y Φ(α) para ΦA,B(α). La funtorialidad de ΦA,B está
expresada por las identidades

Φ(1f ) = 1Φ(f), Φ(β · α) = Φ(β) · Φ(α).

(iii) Para cada objeto A en C, un isomor�smo ΦA : 1Φ(A) → Φ(1A).
(iv) Para cada tercia de objetos A,B,C de C, un isomor�smo de funtores

ΦA,B,C : (◦ΦA,ΦB,ΦC)(ΦA,b × ΦB,C)→ ΦA,C(◦A,B,C),

más fácilmente visualizado en el diagrama

C(A,B)× C(B,C) C(A,C)

D(ΦA,ΦB)× (ΦB,ΦC) D(ΦA,ΦC).

◦A,B,C //

ΦA,B×ΦB,C

��
ΦA,C

��

◦ΦA,ΦB,ΦC
//

ΦA,B,C ;C��� ���

Para f : A → B y g : B → C, escribimos Φf,g para ΦA,B,C(f, g); así tenemos

Φf,g : Φ(g)Φ(f)→ Φ(gf). La naturalidad de ΦA,B,C está expresada, con referencia a

A

f
''

g

77
�� ��
�� α B

h
((

i

66
�� ��
�� β C,

por la conmutatividad de los diagramas

Φ(h)Φ(f) Φ(hf)

Φ(h)Φ(g) Φ(hg),

Φf,h //

Φ(h)Φ(α)

��
Φ(hα)

��

Φg,h
//

Φ(h)Φ(f) Φ(hf)

Φ(i)Φ(f) Φ(if).

Φf,h //

Φ(β)Φ(f)

��
Φ(βf)

��

Φf,i
//
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Todo lo anterior sujeto a las condiciones:

(v) Si f : A→ B en C, entonces los diagramas

Φ(f)Φ(1A) Φ(f)1Φ(A)

Φ(f)Φ(1A)

Φ1A,f //

1
��========

Φ(f)ΦA����������

Φ(1B)Φ(f) 1Φ(B)Φ(f)

Φ(1B)Φ(f)

Φf,1B //

1
��========

ΦBΦ(f)����������

conmutan.

(vi) Dados f : A→ B, g : B → C, h : C → D en C, el diagrama

Φ(h)Φ(g)Φ(f) Φ(h)Φ(gf)

Φ(hg)Φ(f) Φ(hgf)

Φ(h)Φf,g //

Φg,hΦ(f)

��
Φgf,h

��

Φf,hg
//

conmuta.

Si los isomor�smos Φf,g son todos identidades, Φ es un 2-funtor. Por otra parte si C es una
categoría usual, i.e., una 2-categoría cuyas 2-celdas unicamente son identidades, un homomor-
�smo Φ : C → D es llamado seudofuntor.

Si Φ : A → B y Ψ : B → C son homomor�smos de 2-categorías, podemos de�nir su
composición ΨΦ de manera natural.
Para

A

f
''

g

77
�� ��
�� α B

h // C

en A, de�nimos

ΨΦ(A) = Ψ(Φ(A)), ΨΦ(f) = Ψ(Φ(f)), ΨΦ(α) = Ψ(Φ(α)),

(ΨΦ)A = Ψ(ΦA)ΨΦA y (ΨΦ)f,h = Ψ(Φf,h)ΨΦfΦh.

Esta composición es asociativa.

Definición 1.12. Dadas 2-categorías y homomor�smos como en

C
Φ

((

Ψ

66
�� ��
�� t B,

una transformación t : Φ⇒ Ψ está dada por:

(i) Para cada A en Ob(C), una 1-celda tA : Φ(A)→ Ψ(A).



1. PRELIMINARES 9

(ii) Para cada 1-celda f : A→ B en A, una 2-celda tf : Ψ(f)tA ⇒ tBΦ(f).
Todo sujeto a las siguientes condiciones:

(iii) Para toda 2-celda

A

f
((

g
66

�� ��
�� α B,

en C, entonces

Φ(A) Ψ(A)

Φ(B) Ψ(B)

Φ(A) Ψ(A)

Φ(B) Ψ(B).

=⇐Φα ⇐Ψα

tA //

Φ(f)

��

Φ(g)

��

Ψ(f)

��

tB
//

tA //

Φ(f)

��

Ψ(f)

��

Ψ(g)

��

tB
//

tf{� ������ tg

�#
???

???

(iv) Cuando f : A→ B y g : B → C pertenezcan a C, entonces

Φ(A) Ψ(A)

Φ(B) Ψ(B)

Φ(B) Ψ(B)

Φ(A) Ψ(A)

Φ(C) Ψ(C)

Ψ(B).=

⇐Φf,g

⇐tf

⇐tg

⇐tgf

⇐Ψf,g

tA //

Φf

��99999999999

Φ(gf)

��

Ψf

��2222222222

tB
//

Φg

�������������

Ψg

������������

tC
//

tA //

Φ(gf)

��

Ψ(gf)

��

Ψf

��99999999999

tC
//

Ψg

�������������

(v) Cuando A está en C, y si consideramos

Φ(A) Ψ(A)

Φ(A) Ψ(A),

tA //

Φ(1A)

��
Ψ(1A)

��

tA
//

t1A
{� ������

entonces

Ψ(1A)tA tAΨ(1A)

1ΨAtA tA1ΦA

t1A //

ΨAtA

OO

=
//

tAΦA

OO

conmuta.

Decimos que una transformación t es fuerte cuando tf es un isomor�smo para cada f . Si
cada tf es una 2-celda identidad, decimos que t es estricta.

Definición 1.13. Dadas 2-categorías, homomor�smos y transformaciones

C
Φ

''

Ψ

77
�� ��
�� t D C

Φ
''

Ψ

77
�� ��
��u D
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una modi�cación µ : t→ u consta de:

(i) Una familia 〈µA〉A∈A de 2-celdas µA : tA → uA que satisface:
(ii) para cualquier 1-celda f : A→ B, tenemos

Φ(A) Ψ(A)

Φ(B) Ψ(B)

Φ(A) Ψ(A)

Φ(B) Ψ(B).

=

⇓µA

⇓uf

⇓tf

⇓µB

tA
((

uA

66

Φf

��

Ψ(f)

��

uB
//

tA //

Φ(f)

��

Ψ(f)

��
tB

))

uB

55

Dadas C y D 2-categorías, tenemos la 2-categoría Hom(C,D) de homomor�smos de C a D:
sus objetos son homomor�smos de C a D, sus 1-celdas son transformaciones, y sus 2-celdas
son modi�caciones. Las composiciones estan de�nidas como siguen:

(i) Dados homomor�smos Φ,Ψ,Ξ de C a D y transformaciones t : Φ → Ψ, u : Ψ → Ξ,
de�nimos ut : Φ→ Ξ por (ut)A = uAtA y, para f : A→ B, por
(ut)f = (uBtf ) · (uf tA).

(ii) Para

Φ

t

""µ⇓
ν⇓u

//

v

<< Ψ,

ν · µ está de�nida por (ν.µ)A = νA · µA.
(iii) Para

Φ

t
''

u

77
�� ��
�� µ Ψ

v
((

w

66
�� ��
�� ν Ξ,

vµ y νt están de�nidas por (vµ)A = vAµA, (νt)A = νAtA.

Definición 1.14. Sea C una 2-categoría. Una adjunción (f, g, η, ε) en C está dada por

(i) f : A→ B, g : B → A, η : 1B ⇒ gf y ε : fg ⇒ 1A,
tales que se satisfacen las identidades triangulares

(ii)

gfg

g g

fgf

f f

ηg
""EEEEEEEEEEE

1 //

gε

<<yyyyyyyyyyy
fη

""EEEEEEEEEEE
1 //

εf

<<yyyyyyyyyyy

En este caso, decimos que f es un adjunto izquierdo de g, lo denotamos como f a g. Desde
luego, una adjunción en CAT es lo mismo que una adjunción en el sentido usual.

Las extensiones de Kan forman parte del conjunto de ideas centrales para la tercera parte
de este trabajo.
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Definición 1.15. Sea C una 2-categoría. Dadas 1-celdas k : M → C y t : M → A una
extensión de Kan derecha consta de una 1-celda r y una 2-celda ε como en el diagrama

M C

A,

k //

t

""EEEEEEEEEEEEEE

r

��

ε{� ������

tales que satisface la siguiente propiedad universal:
Para cualesquiera s y α, 1-celda y 2-celda respectivamente en el diagrama

M C

A,

k //

t

""EEEEEEEEEEEEEE

s

��

α{� ������

existe una única 2-celda ᾱ : s⇒ r tal que ε · ᾱk = α.

Tal universalidad determina salvo isomor�smo a la 1-celda r, a la que denotamos como
Rankt. Llamamos a ε la counidad. Decimos que r es una extensión de Kan derecha de t o que
ε exhibe a r como extensión de Kan derecha de t a lo largo de k.
De la manera dual (volteando las 2-celdas), se tiene el concepto de extensión de Kan izquierda
(que denotamos como Lankt).

Dadas categorías A, C, escribimos AC para denotar a la categoría de funtores de C en A.
Recordemos que un funtor K : M→ C induce un funtor AK : AC → AM. Si para cada T en
AM existe RanKT entonces AK tiene adjunto derecho RL de�nido en los objetos como:

T 7→ RL(T ) =RanKT .





Capítulo 2

No iteración

Nuestro propósito en este capítulo es dar una exposición parcial de [17]. Los sistemas de
extensión fueron descritos por primera vez por E. Manes [11] y Bob Walters [26] como una
de�nición alternativa para mónadas en categorías. Se generaliza la de�nición de sistema de
extensión y mostramos que dadas η : 1C ⇒ S, S : C → C en K, hay una correspondecia
biyectiva entre mónadas (S, η, µ) y sistemas de extensión (S, η, (−)S). De�nimos álgebras para
sistemas de extensión y mostramos que si (S, η, µ) y (S, η, (−)S) son �iguales�, entonces las
categorías de álgebras para cada una de ellas son isomorfas. También utilizaremos las formu-
laciones alternativas de leyes distributivas dadas primero en [15].

Los siguientes resultados: Teorema 2.11 y Teorema 2.13, son parte esencial de esta tesis. Es-
tos formalmente son resultados similares a lo hecho en el resultado general de una 2-categoría.
Gracias a toda la teoría desarrollada se puede prescindir en la práctica de iteraciones tales
como SS y SSS, cuando (S,C) es una mónada. Esto es posible gracias a una presentación
alternativa para mónadas y en donde la idea central es el concepto de sistemas de extensión.
La experiencia en un primer contacto con el �cálculo� de iteraciones tales como SS y SSS es
la de considerar varios términos de términos y términos de términos de términos; así es como
uno de los objetivos que se logran es una presentación alternativa para eludir a tan difícil
tarea. Tal simplcidad es de gran utilidad cuando trabajamos en la teoría general de mónadas
en lo que respecta a la composición de mónadas vía leyes distributivas.
Trabajamos en una 2-categoría K. Sea

(1) C E

D

ε ⇓

U
//

S

@@���������

T

��=========

una 2-celda en K. Para cualesquiera �echas (C,D) : T → C;D, ε de�ne una familia de
funciones

(−)]D,C : K(T,D)(D,SC)→ K(T,E)(TD,UC)

cuyo efecto sobre d en K(T,D)(D,SC) es el pegamiento

C E

DT

d ↓
ε ↓

D //

C
��=========

S

@@���������

T

��=========

U
//

13
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Esta 2-celda, cuyo nombre es d]D,C , se denotará en lo sucesivo como d]. La familia de funciones

(−)]D,C respeta bigotación en T, si para cualquier X : S→ T,

(2) d]X = (dX)]

y respeta ampulación en D, si para cualquier b : B → D : T→ D,

(3) (db)] = d] · Tb

Definición 2.1. Un operador pegamiento

(−)] : K(T,D)(1, S)→ K(T,E)(T,U)

es una familia de funciones

(−)]D,C : K(T,D)(D,SC)→ K(T,E)(TD,UC)

que preserva bigotación y ampulación.

Lema 2.2. Para 1-celdas S, T, U como en (1), los operadores pegamiento

(−)] : K(T,D)(1, S)→ K(T,E)(T,U)

están en correspondencia biyectiva con 2-celdas TS → U .

Demostración. Dado cualquier operador pegamiento (−)] : K(T,D)(1, S)→ K(T,E)(T,U),
tenemos

(1S)]S,1C : TS → U .

Como el operador pegamiento (−)] respeta bigotación, para C : T→ C tenemos que
(1S)]C = (1SC)]. Pero como (−)] también respeta ampulación para

T D

C

δ ↓

D //

C
��=========

S

@@���������

tenemos que

(1SC · δ)] = (1SC)]Tδ

Por lo que δ] = (1S)]C ·Tδ. De tal manera que cualquier (−)] : K(T,D)(1, S)→ K(T,E)(T,U)

está completamente determinado por (1S)]S,1C y este último puede ser cualquier 2-celda

TS → U . Por lo anterior tenemos que la asignación (−)] → (1S)]S,1C es una biyección. �

Definición 2.3. Sea C un objeto en una 2-categoría K. Un sistema de extensión sobre C
consiste de una �echa S : C→ C , una 2-celda η : 1C → S y un operador pegamiento

(−)S : K(T,C)(1, S)→ K(T,C)(S, S)

al cual llamamos operador S-extensión. Tal operador satisface las siguientes condiciones, para
cada C,B,A : T→ C, f : B → SA, y g : C → SB,

(4) ηS = 1S ,
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y los diagramas

(5)

B SB

SA,

ηB //

f

$$JJJJJJJJJJJJJJJJ

fS

��

y

(6)

SC SB

SA.

gS //

(fSg)S

$$JJJJJJJJJJJJJJJJ

fS

��

conmutan.

Teorema 2.4. Para η : 1C → S : C→ C en una 2-categoría K, hay una correspondencia
biyectiva entre sistemas de extensión (S, η, (−)S) y mónadas (S, η, µ).

Demostración. Por el lema anterior tenemos una biyección entre operadores pegamiento
(−)S y 2-celdas µ : SS → S. Sea (S, η, µ) una mónada. La correspondencia del Lema 2.2
muestra que fS = µA · Sf : SB → SA. Ahora (4) es uno de los axiomas para la unidad en
una mónada.
Por el diagrama

T C

C C

C

f ↓
µ ↓ η ↓

B //

A
��=========

S

@@���������

S

��=========

S
//

1 //

1
�����������

se tiene que

µA · Sf · ηB = µA · ηSA · f .
∴ fS · ηB = µA · Sf · ηB = µA · ηSA · f = f,

si usamos el otro axioma para la unidad en una mónada. De esta forma se tiene (5). Final-
mente, como tenemos asociatividad para nuestra mónada, i.e.

µ · µS = µ · Sµ

entonces

fS · gS = µA · Sf · µB · Sg = µA · µSA · SSf · Sg
= µA · SµA · SSf · Sg = µA · S(µA · Sf · g) = (fS · g)S.

De manera que (S, η, (−)S) es un sistema de extensión.
Ahora bien, si (S, η, (−)S) es sistema de extensión, la correspondencia del Lema 2.2 nos dice
que µ = (1S)S. La ecuación µ · ηS = (1S)S · ηS = 1S que debe satisfacer la mónada se tiene
por (5). La segunda µ · Sη = (1S)S · Sη = ηS = 1S es consecuencia de (3) y (4). Consecuencia
de (2), (3) y (6) es la asociatividad de la mónada ya que:
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µ · Sµ = (1S)S · Sµ = µS = ((1S)S)S = (1S)S · (1S2)S = (1S)S · (1S)SS = µ · µS.

�

Notemos que para b : B → D : T→ C, tenemos

(7) Sb = (ηD · b)S.

Damos la de�nición de álgebras para un sistema de extensión.

Definición 2.5. Para (S, η, (−)S), un sistema de extensión sobre C y X un objeto, ambos
en K, una (S, η, (−)S)-álgebra con dominio X es un par B = (B, (−)B), donde B : X→ C y

(−)B : K(T,C)(1, B)→ K(T,C)(S,B)

es un operador pegamiento, al cual llamamos operador B-extensión, sujeto a las siguientes
ecuaciones, para cada h : Y → BD y cada k : Z → SY : T→ C,

(8)

Y SY

BD,

ηY //

h

$$JJJJJJJJJJJJJJJJ

hB

��

(9)

SZ SY

BD.

kS //

(hB·k)B

$$JJJJJJJJJJJJJJJJ

hB

��

Un homomor�smo p : B = (B, (−)B) → (A, (−)A) de (S, η, (−)S)-álgebras con dominio X es
una 2-celda p : B → A sujeta a la siguiente ecuación, para toda h : Y → BD,

(10)

SY BD

AD.

hB //

(pD·h)A

$$JJJJJJJJJJJJJJJJ

pD

��

Es fácil ver que las (S, η, (−)S)-álgebras con dominio X y sus homomor�smos son una
categoría, la cual denotamos por K(X,C, (S, η, (−)S)); se tiene además un funtor que olvida
de esta categoría a K(X,C). Convenimos en que las (S, η, µ)-álgebras son las descritas en [13]
y escribimos K(X,C, (S, η, µ)) para dicha categoría.

Teorema 2.6. Las categorías K(X,C, (S, η, (−)S)) y K(X,C, (S, η, µ)) son isomorfas.

Demostración. Por el Lema 2.2, los operadores pegamiento (−)B : K(T,C)(1, B)→
K(T,C)(S,B) están en correspondencia biyectiva con las 2-celdas β : SB ⇒ B. Es su�ciente
mostrar que cada (S, η, (−)S)-álgebra y cada homomor�smo en K(X,C, (S, η, (−)S)) determi-
nan una (S, η, µ)-álgebra y un homomor�smo únicos en K(X,C, (S, η, µ)) y viceversa.
Sea (B, (−)B) una (S, η, (−)S)-algebra y consideramos (B, (1B)B), donde (1B)B surge a partir
de (−)B como en el Lema 2.2. Tenemos que (1B)B · ηB = 1B por (8), y
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(1B)B · S(1B)B = (1B)B · (ηB · (1B)B)S = ((1B)B · ηB · (1B)B)B = ((1B)B)B

= (1B)B · (1SB)S = (1B)B · (1S)SB = (1B)B · µB,

por (7), (9), (8), (9) y (2). Si p : (B, (−)B) → (A, (−)A) es un homomor�smo de (S, η, (−)S)-
álgebras entonces

(1A)A · Sp = (1A)A · (ηA · p)S = ((1A)A · ηA · p)A = pA = p · (1B)B,

por (7), (9), (8) y (10), por lo cual p : (B, (1B)B)→ (A, (1A)A), es homomor�smo de (S, η, µ)-
álgebras.
Supongamos ahora que (B, β) es una (S, η, µ)-álgebra entonces, para h : Y ⇒ BD : Y → C,
de�nimos

hB = SY SBD BD.
Sh // βD //

Dado que (B, β) es una (S, η, µ)-álgebra entonces β · ηB = 1. Además si consideramos

Y C

X

C

h ⇓

η ⇓
Y //

D
��=========

B

@@���������

S
//

1

��

tenemos que Sh · ηY = ηBD · h. Por lo tanto

hB · ηY = βD · Sh · ηY = βD · ηBD · h = h,

y (8) se satisface.
Por otra parte, como (B, β) es una (S, η, µ)-álgebra se tiene que β · Sβ = β · µB y de

T C

C

X C

k ⇓

h ⇓ µ ⇓

β ⇓

Z //

Y
��?????????

D

��

S

??���������

S

��????????? S

��
B

??���������

B
//

hallamos que βD · µBD · SSh · Sk = βD · Sh · µY · Sk. Por lo anterior

(hB · k)B = βB · SβD · SSh · Sk = βD · µBD · SSh · Sk

= βD · Sh · µY · Sk = hB · kS.

De manera que (9) se cumple.
Si p : (B, β)→ (A,α) es homomor�smo de (S, η, µ)-álgebras, no es difícil ver que éste induce
un (S, η, (−)S)-homomor�smo. �

Convenimos en no distinguir entre mónadas y sistemas de extensión. Si (S, η, (−)S) y
(S, η, µ) se corresponden, escribimos (S, η, (−)S) = S = (S, η, µ) y libremente usamos las ecua-
ciones relacionadas con ambas.
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Sea K una 2-categoría. Recordemos, a partir de [23] , que un objeto de la 2-categoría
Mnd(K) consiste de un par (C, S) donde C es un objeto de K y S es una mónada sobre C.
Una 1-celda de (D,T) a (C, S) consiste de una 1-celda F : D→ C y una 2-celda λ : SF ⇒ FT
en K tal que los diagramas

SF

F

FT

S2F SFT FT 2

SF FT

ηSF

||yyyyyyyyyyy
FηT

""EEEEEEEEEEE

λ
//

Sλ //

µSF

��

λT //

FµT

��

λ
//

conmutan, y una 2-celda (F, λ)⇒ (F ′, λ′) : (D,T)→ (C, S) consiste de una 2-celda ϕ : F ⇒ F ′

en K tal que el diagrama

SF FT

SF ′ F ′T

λ //

Sϕ

��

ϕT

��

λ′
//

conmuta.
En el espíritu de la Proposición 3.4 en [15], tenemos el siguiente lema.

Lema 2.7. Dado F : D→ C, hay una biyección entre las 2-celdas λ : SF → FT tales que
(F, λ) : (D,T) → (C, S) es una 1-celda en Mnd(K) y las 2-celdas α : SFT → FT tales que
(FT, α) es una S-álgebra y satisface la ecuación

SFT 2 FT 2

SFT FT.

αT //

SFµT

��

FµT

��

α
//

Además, si bajo la biyección λ y α se corresponden, dado F : D→ C y si λ′ y α′ se correspon-
den dado F ′ : D → C, entonces una 2-celda ϕ : F → F ′ da una 2-celda ϕ : (F, λ) → (F ′, λ′)
de Mnd(K) si y sólo si ϕT : FT → F ′T es un S-homomor�smo.

Demostración. Si comenzamos con α, entonces λ = α · SFηT . En dirección opuesta,
dada λ, de�nimos α = FµT · λT . �

Teorema 2.8. Sea T = (T, ηT , (−)T) una mónada sobre D, y sea S = (S, ηS , (−)S) una
mónada sobre C. Una 1-celda en Mnd(K) de (D,T) a (C,S) puede equivalentemente estar
de�nida como sigue: (F, (−)λ) : (D,T) → (C, S) donde F : D → C, y (FT, (−)λ) es una
S-álgebra, tal que para cada u : U → TV : X→ D y h : X → FTU : X→ C, el diagrama

(11)

SX FTU

FTV

hλ //

(FuT.h)λ

$$JJJJJJJJJJJJJJJJ

FuT

��
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conmuta.
Por lo tanto, dadas (F, (−)λ), (F ′, (−)λ

′
) : (D,T) → (C,S), entonces ϕ : F → F ′ es una

2-celda en Mnd(K) si y sólo si ϕT : (FT, (−)λ)→ (F ′T, (−)λ
′
) es un mor�smo de S-álgebras.

Demostración. Consultar [17]. �

Recordamos la caracterización de leyes distributivas dada en la Proposición 3.5 de [15].

Teorema 2.9. Dadas mónadas T y S sobre C en una 2-categoría K, hay una corres-
pondencia biyectiva entre las leyes distributivas λ : ST → TS de S sobre T y las S-álgebras
α : STS → TS que satifacen la conmutatividad de los diagramas

ST 2S STSTS TSTS

T 2S

STS TS

S2 STS

S TS

STS2 STS

TS2 TS

STηSTS//

SµTS

��

αTS //

Tα��

µTS��

α
//

SηTS //

µS

��

α

��

ηTS
//

STµS //

αS

��

α

��

TµS

//

dado por

λ 7→ (STS TS2 TS)
λS // TµS //

con inversa

α 7→ (ST STS TS).
STηS // α //

Teorema 2.10. Sean T = (T, ηT , (−)T) y S = (S, ηS , (−)S) mónadas sobre C. Una
ley distributiva de S sobre T puede equivalentemente estar dada como sigue. Una S-álgebra
(TS, (−)λ), tal que

(12) (TηS · ηT )λ = ηTS,

y la conmutatividad del diagrama

(13)

SX TSU

TSV,

hλ //

((rλ)T ·h)λ

$$JJJJJJJJJJJJJJJJ

(rλ)T

��

tiene lugar para cada h : X → TSU y r : U → TSV.

Demostración. Supongamos que (TS, (−)λ) está dada con las propiedades iniciales.
Mostramos primero que (T, (−)λ) : (C, S) → (C,S) es una 1-celda en Mnd(K). En reali-
dad, para u : U → SV tenemos

T (uS) = (ηTSV · uS)T = ((TηSV · ηTV )λ · uS)T = (((TηSV · ηTV )λ · u)λ)T,

como consecuencia de (7), (12) y (9). En consecuencia T (uS) ·hλ = (((TηSV ·ηTV )λ ·u)λ)T ·hλ.
Luego, por (13), T (uS) · hλ = [(((TηSV · ηTV )λ · u)λ)T · h]λ. Así T (uS) · hλ = (T (uS) · h)λ,
por lo tanto se cumple (11). Para la correspondiente 2-celda α = (1TS)λ, por el Teorema 2.8,
(TS, α) es una S-álgebra y α satisface la primera ecuación en el Teorema 2.9.
Para la segunda igualdad del Teorema 2.9 tomamos en cuenta que:
(TS, (−)λ) es una S-álgebra ⇒
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α · SηTS = (1TS)λ · (ηSTS · ηTS)S = ((1TS)λ · ηSTS · ηTS)S = (ηTS)λ

= ((TηS · ηT )λ)λ = (TηS · ηT )λ · (1S)S = ηTS · µS .

La segunda igualdad se tiene por ser (TS, (−)λ) S-álgebra. La tercera y la quinta porque
(TS, α) es S-álgebra. La cuarta y la última se siguen de (12).
Finalmente, para la tercera igualdad del Teorema 2.9 tenemos:

α · SµTS = (1TS)λ · (ηSTS · µTS)S = ((1TS)λ · ηSTS · µTS)λ = (µTS)λ = (1TS
T)λ

= (((1TS)λ · ηSTS)T)λ = ((((1TS)λ)T · ηTSTS · ηSTS)T)λ

= (((1TS)λ)T · (ηTSTS · ηSTS)T)λ = (((1TS)λ)T · TηSTS)λ.

La primera igualdad es cierta por ser (−)S operador. La segunda porque (TS, (−)λ) es S-
álgebra. (TS, α) como una S-álgebra nos da la tercera y la quinta. La penúltima y la última
se dan por ser (T, ηT , (−)T) sistema de extensión.
Además, como:

(((1TS)λ)T · TηSTS)λ = ((((1TS)λ)T)λ · ηSTSTS · TηSTS)λ

= ((((1TS)λ)T)λ · (ηSTSTS · TηSTS)S = ((((1TS)λ)T)λ · STηSTS

= ((1FT )λ)T · (1TSTS)λ · STηSTS = αT · αTS · STηSTS

= (1TS
T · ηTTS · α)T · αTS · STηSTS = 1TS

T · (ηTTS · α)T · αTS · STηSTS

= µTS · Tα · αTS · STηSTS.

La primera igualdad es consecuencia de (6) y porque (TS, α) es una S-álgebra. Dos, se sigue
porque (TS, (−)λ) es S-álgebra. La tercera, porque (−)S es operador. De (13), obtenemos la
cuarta. La quinta igualdad es cierta por ser (−)λ operador. Seis y siete se deducen de que
(T, ηT , (−)T) es mónada. Por último, la octava igualdad se desprende de que (−)T es un ope-
rador.

Supongamos ahora que tenemos una S-álgebra α : STS ⇒ TS que satisface las condiciones
de Teorema 2.9. Su correspondiente operador pegamiento en h : X → TSU , según Teorema
2.6 y Teorema 2.8, está dado por

SX STSU TSU,
Sh // αU //

y nos da una 1-celda (T, (−)λ) : (C,S)→ (C,S). De manera que

(TηS · ηT )λ = α · STηS · SηT = α · SηTS · SηS = ηTS · µS · SηS = ηTS,

la segunda igualdad se debe a la De�nición 1.10 (iv), la tercera se tiene por hipótesis y la
última por ser (C,S) una mónada.
Por otro lado, para h : X → TSU y r : U → TSV , se tienen los siguientes diagramas
conmutativos:

STSU TSU

STSTSV STS2TSV TS2TSV TSTSV

TSTSV(a)

(b) (c)

αU //

STSr

��

TSr

��

STηSSTSV
//

1STSTSV

44iiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

αSTSV
//

STµSTSV

??��������

TµSSTSV
//

αTSV

**TTTTTTTTTTTTTTTTTTT
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la conmutatividad de (a) se debe a la De�nición 1.10, (b) conmuta por que (C,S) es una
mónada y (c) conmuta por hipótesis. Por otro lado,

STSTSV STS2TSV TS2TSV TSTSV

ST 2SV STSTSV TSTSV T 2SV

STSV TSV

(d) (e) (f)

(g)

STηSSTSV//

STαV

��

αSTSV //

STSαV

��

TµSTSV //

TSαV

��
TαV

��

STηSTSV
//

SµTSV

��

αTSV
//

TαV
//

µTSV

��

αV
//

(d) y (e) se siguen de la naturalidad interna de la 2-categoría, como (TS, α) es una S-álgebra
implica que (f) sea conmutativo y por hipótesis (g) conmuta.
La conmutatividad de

SX STSU

STSTSV

STSV ST 2SV

Sh //

S((rλ)T·h)

��

STSr

��

STαV

��

SµTSV
oo

se desprende de la de�nición de los operadores (−)T, (−)λ.
Los tres diagramas anteriores muestran que (rλ)T · hλ = ((rλ)T · h)λ. �

A lo que hemos estado llamando sistemas de extensión fueron descritos por primera vez
por E. Manes como una de�nición alternativa para mónadas en [11]. El procedimiento hecho
por E. Manes en categorías clásicas es análogo al correspondiente para 2-categorías, de aquí
que muchas demostraciones sean similares. A continuación se dan a�rmaciones para este im-
portante caso particular.

Mencionamos el Ejercicio 1.3.12, página 32 de [11]:

Teorema 2.11. Una mónada S sobre una categoría C puede estar de�nida de manera
equivalente como: Una función |S| : |C| → |C|, un mor�smo ηA : A → SA, y para cada
mor�smo f : B → SA en C, una S-extensión fS : SB → SA sujeta a los axiomas: para cada
A en C,

(ηA)S = 1SA,

para cada f : B → SA y g : C → SB, los diagramas

B SB

SA

SC SB

SA

ηB //

f

""EEEEEEEEEEEEEEE

fS

��

gS //

(fS·g)S

""EEEEEEEEEEEEEE

fS

��
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conmutan.

Recordar que para ` : B → A, podemos de�nir S sobre ` por la fórmula S` = (ηA · `)S, de
esta forma S : C → C es un funtor y η : 1C → S una transformación natural. La de�nición
de µA está dada por µA = (1SA)S.

Teorema 2.12. Dada una mónada S = (S, ηS , (−)S) sobre la categoría C, una S-álgebra
puede ser de�nida como sigue: B = (B, (−)B), donde B es un objeto de C, y (−)B asigna a cada
�echa de la forma h : X → B en C, una extensión hB : SX → B sujeta a la conmutatividad
de los siguientes diagramas (con h : X → B y y : Y → SX):

X SX

B,

SY SX

B.

ηX //

h

""EEEEEEEEEEEEEE

hB

��

yS //

(hB·y)B

""EEEEEEEEEEEEEE

hB

��

Un mor�smo de S-álgebras de (B, (−)B) a (A, (−)A) puede de�nirse como una �echa ` : B → A
en C sujeta a la conmutatividad del diagrama (donde h : X → B):

SX B

A.

hB //

(`.h)A

$$JJJJJJJJJJJJJJJJ

`

��

Demostración. Dada (B, (−)B) de�nimos la acción por (1B)B) : SB → B. Por otra
parte, dada una S-álgebra (B, β) y h : X → B en C, de�nimos hB = β · Sh. �

Teorema 2.13. Sean S = (S, ηS , (−)S) y T = (T, ηT , (−)T mónadas sobre la categoría
C. Una ley distributiva de S sobre T puede estar de�nida como sigue. Para cada A en C
una S-álgebra (TSA, (−)λ) tal que para cada A en C, (TηSA · ηTA)λ = ηTSA, y para cada
f : B → TSA, (fλ)T : (TSB, (−)λ)→ (TSA, (−)λ) es un mor�smo de S-álgebras.



Capítulo 3

Categorías en Computación

INTRODUCCIÓN

El objetivo principal de este capítulo es dar un panorama del uso y signi�cado de leyes
distributivas en computación, enfocado al estudio de sistemas que combinan probablilidad y
no determinismo en semántica como en [25], la cual es nuestra principal referencia. A grandes
rasgos damos una descripción de la rama de la computación en que trabajamos. De�nimos
la mónada de valuaciones indexadas en la categoría Con. Mostramos la existencia de una
ley distributiva entre la mónada de valuaciones indexadas y la mónada conjunto potencia de
subconjuntos �nitos no vacíos desde el enfoque de los sistemas de extensión como en [17].
Caracterizamos a las valuaciones indexadas como una construcción libre y mostramos que la
ley distributiva categórica corresponde a una ley distributiva ecuacional.

El no determinismo es modelado en teoría de dominios por la noción de dominio poten-
cia, mientras la probabilidad es modelada por la noción de dominio potencia probabilístico.
Algunos problemas surgen cuando queremos combinarlos en modelos de computación en el
que ambos están presentes. En particular no hay ley distributiva categórica entre ellos. La no-
ción de dominio potencia de valuaciones indexadas, modi�cación del usual dominio potencia
probabilístico, permite tomar un informe más detallado de donde elecciones al azar han sido
realizadas. Se muestra la existencia de una ley distributiva entre dominio potencia de valua-
ciones indexadas y el dominio potencia no determinístico. Por medio de una teoría ecuacional
damos una caracterización alternativa de las valuaciones indexadas y la ley distributiva.

La semántica es el arte de dar a los programas de cómputo signi�cado matemático. Entre
los diferentes modelos semánticos, es costumbre hacer distinción entre modelos operacionales
y modelos denotacionales. Los modelos operacionales tienden a construir sobre alguna noción
abstracta en cómputo, mientras que los modelos denotacionales utilizan contextos matemáti-
cos.

El no determinismo es un importante concepto semántico. Cuando modelamos un progra-
ma usando no determinismo, queremos modelar el hecho de que el programa puede realizar
diferentes acciones, sin conocimiento alguno sobre la acción que actualmente se realiza.

La mayor parte de sistemas de transición etiquetados usan no determinismo para modelar
concurrencia. Un cómputo es una sucesión lineal de eventos. Cuando dos eventos son con-
currentes, ellos pueden suceder en algún orden no determinístico. Eventos estructurales en
cambio dan una noción no lineal de cómputo. Tales modelos son llamados modelos causales
porque el orden en que dos eventos suceden depende hasta ese momento de que haya alguna
relación de causa entre ellos.

Hay varios tipos posibles de no determinismo.

Un sistema no determinístico puede mostrar comportamientos diferentes y a veces
simplemente tiene que considerar todas las posibilidades.

23
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Si consideramos las varias posibilidades como un menú a partir del cual podemos elegir
la acción de nuestra preferencia, podemos ignorar malos ambientes.
Si la elección no está bajo nuestro control pero esto es posible por algún agente ex-
terno, usualmente imaginamos esto como una posibilidad maliciosa, y consideramos
solamente los peores casos.

La noción de dominio potencia fue introducida para modelar el no determinismo en teoría de
dominios. Los tres diferentes tipos de no determinismo anteriores corresponden a tres diferentes
nociones de dominio potencia, de Plotkin [19], de Hoare [27] y el dominio potencia de Smyth
[22] respectivamente.

Definición 3.1. Una signatura Σ es un par (Ω, α) donde Ω es un conjunto de símbolos
de operaciones y α : Ω→ N asigna a cada símbolo su aridad.
Sea FΣ:Con→Con el funtor tal que:

Y 7→ ]f∈ΩY
α(f)

g : Y → Z 7→ FΣ(g),

donde FΣ(g) está de�nida como:

FΣ(g)(y1, · · · , yα(h)) = (g(y1), · · · , g(yα(h))).

Para cada símbolo operación f , la f-ésima componente de k es la función fk : Y α(f) → Y .
Una Σ-álgebra absoluta para Σ es un álgebra k para el funtor FΣ. Mor�smos de Σ-álgebras
son funciones que respetan operaciones. Es decir, si h es mor�smo de Σ-álgebras entonces

h(fk(y1, · · · , yα(h))) = fk(h(y1), · · · , h(yα(f))).

Sea X un conjunto. De�nimos el funtor F σ:Con→Con tal que:

Y 7→ FΣ(Y ) ]X
g : Y → Z 7→ F σ(g),

donde F σ(g) está de�nida como:

F σ(g)(y1, · · · , yα(h)) = FΣ(g)(y1, · · · , yα(h))

si (y1, · · · , yα(h)) ∈ Y α(h). Si x ∈ X tenemos que

F σ(g)(x) = x.

Su álgebra inicial existe y T(X) es el conjunto de términos sobre X. Ser objeto inicial quiere
decir que si (Y, h) es una Σ-álgebra, entonces cada función j : X → Y puede extenderse de
forma única a un Σ-mor�smo j] : T (X)→ Y .
Los términos pueden describirse inductivamente de la manera usual:

si x ∈ X entonces x es un término;
si t1, · · · , tn son términos, f ∈ Ω y α(f) = n entonces f(t1, · · · , tn) es un término.

Sea V un conjunto �jo de variables. Una teoría ecuacional es un conjunto de pares ordenados
E ⊂ T (V )×T (V ). Cada par de términos (t1, t2) es interpretado como una ecuación t1 = t2. Si
(Y, k) es una σ-álgebra, y si j : V → Y es una función, tenemos la extensión j] : T (V ) → Y .
Una Σ-álgebra (Y, k) satisface una teoría ecuacional E si para cada ecuación (t1, t2) ∈ E y
cada j : V → Y , j](t1) = j](t1). Tales álgebras son llamadas (Σ, E)-álgebras. La categoría de
(Σ, E)-álgebras es denotada por Con(Σ, E), o Con(Σ), si E es vacío.

DOMINIOS POTENCIA NO DETERMINÍSTICOS
Consideramos la siguiente teoría ecuacional sobre la signatura ({]}, α), donde α(]) = 2.
Llamamos a la operación representante por ] unión formal.

A ]B = B ]A;
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A ] (B ] C) = (A ]B) ] C;
A ]A = A.

Dado que ] es una operación asociativa y conmutativa, introducimos la siguiente convención.
Si X es un conjunto donde ] está de�nida, y (xi)i∈I es una familia �nita de elementos de X,
escribimos ]xi∈I para denotar la unión formal de todas las xi�s.
Un módelo para la teoría anterior es una semi-retícula. La categoría de semi-retículas es deno-
tada por SRet. Es sabido que el funtor semi-retícula libre puede representarse concretamente
como el funtor conjunto potencia de subconjuntos �nitos no vacíos P : Con → SRet don-
de el símbolo ] es interpretado como la unión. Si X es un conjunto, Z una semi-retícula y
f : X → Z es una función, la única extensión f̄ : P (X)→ Z está de�nida por

(14) f̄(Y ) =
⊎
y∈Y f(y).

La correspondiente mónada P : Con→ Con tiene la siguiente unidad y multiplicación

ηPX(x) = {x}; µPX(S) =
⋃
S.

TOPOLOGÍA
Un espacio topológico es una pareja (X, τ), donde τ ⊂ P (X) es una familia de subconjuntos
de X que satisface

∅, X ∈ τ ;
si F ⊂ τ entonces ∪F ∈ τ ;
si O1, O2 ∈ τ entonces O1 ∩O2 ∈ τ .

Decimos que la familia τ es una topología sobre X. Los elementos de τ son llamados abiertos.
Si O es abierto, entonces X\O es llamado cerrado. Una familia B ⊂ P (X) es base de la topo-
logía τ si para cada O ∈ τ existe C ⊂ B tal que O = ∪C. El conjunto potencia P (X) es un
ejemplo de topología sobre X, la cual es llamada la topología discreta.

VALUACIONES SOBRE UNA RETICULA.

Definición 3.2. Una retícula es una álgebra para la siguiente teoría en la categoría de
conjuntos parcialmente ordenados.

A ]B = B ]A;
A ] (B ] C) = (A ]B) ] C;
A ]A = A;
A v A ]B;
A uB = B uA;
A u (B u C) = (A uB) uA;
A uA = A;
A uB v A.

Una retícula es distributiva si

(A ]B) u C = (A u C) ] (B u C).

Para este trabajo R+ denota el conjunto de los números reales positivos, cero e in�ninito con
el orden usual.

Definición 3.3. Una valuación sobre una retícula X con mínimo ⊥ es una función
ν : X → R+ tal que

ν(⊥) = 0.
Monotonía: A v B ⇒ ν(A) ≤ ν(B).
Modularidad: ν(A) + ν(B) = ν(A ]B) + ν(A uB).
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VALUACIONES CONTINUAS SOBRE UNA TOPOLOGÍA

Los conjuntos abiertos de un espacio topológico forman una retícula distributiva con mí-
nimo.

Definición 3.4. Una valuación contínua sobre un espacio topólogico (X, τ) es una valua-
ción sobre τ que satisface:

Continuidad: Cuando J es un subconjunto dirigido de (τ,⊆),

ν(
⋃
J ) = supU∈J ν(U).

Usamos letras griegas ν, ξ para denotar valuaciones continuas. Dos operaciones de suma
y producto escalar de valuaciones son de�nidas puntualmente:

(ν ⊕ ξ)(O) = ν(O) + ξ(O);
(pν)(O) = p(ν(O)), p ∈ [0,+∞].

Para cada x ∈ X, la función ηx tal que

ηx(U) = 1

si x ∈ U , o bien

ηx(U) = 0

en caso contrario, es una valuación continua y es llamada valuación puntual o delta de Dirac.
Una valuación simple es una combinación lineal de valuaciones puntuales, es decir⊕

x∈Y pxηx

para algún Y ⊆fin X.

VALUACIONES DISCRETAS

Las valuaciones continuas sobre la topología discreta requieren tratamiento aparte.

Definición 3.5. Una valuación discreta sobre un conjunto X es una función
ν : X → R+.

Una valuación discreta determina una única valuación contínua sobre la topología discreta
de�nida como

ν[Y ] = Σy∈Y ν(y).

El soporte de una valuación discreta ν sobre X es el conjunto

Sopt(ν) = {x ∈ X|ν(x) > 0}
El conjunto de valuaciones sobre X es denotado por V∞(X).
Las valuaciones discretas que toman valores en [0,+∞] son llamadas valuaciones con masa.
Una valuación �nita es una valuación con masa cuyo soporte es �nito.

VALUACIONES COMO CONSTRUCCIÓN LIBRE

Podemos carecterizar a las valuaciones �nitas como un álgebra libre para una teoría ecua-
cional adecuada.

Definición 3.6. Un cono real es un álgebra para la siguiente teoría en la categoría Con.

1. A⊕B = B ⊕A;
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2. A⊕ (B ⊕ C) = (A⊕B)⊕ C;
3. A⊕ 0 = A;
4. 0A = 0;
5. 1A = A;
6. p(A⊕B) = pA⊕ pB p ∈ R+;
7. p(qA) = (pq)A p, q ∈ R+;
13. (p+ q)A = pA⊕ qA p, q ∈ R+.

Llamamos RCO a la categoría de conos reales y homomor�smos.
Si X es un conjunto, al conjunto de valuaciones �nitas (denotado V (X)) las podemos dotar
de una estructura de cono real, las operaciones son de�nidas puntualmente:

(pν)(x) = pν(x);
(ν ⊕ ξ)(x) = ν(x) + ξ(x).

Se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.7. Las valuaciones �nitas son el cono real libre.

Remitimos al lector a [25].

Hay varias maneras de combinar dos mónadas. Si las mónadas surgen de teorías ecua-
cionales, podemos primero combinar las teorías ecuacionales de alguna manera y entonces
generar una nueva mónada. En [25] tres formas de combinar teorías están identi�cadas: suma,
combinación conmutativa, combinación distributiva. En esta última, uno agrega ecuaciones
que expresan distributividad de cada operación de una teoría sobre cada operación en la otra
teoría. Esta forma puede algunas veces obtenerse categóricamente usando la noción de ley
distributiva. Un ejemplo está dado por la teoría de grupos abelianos y la teoría de monoides.
Su combinación distributiva es la teoría de anillos. La mónada anillo libre puede también
obtenerse si damos una ley distributiva categórica entre la mónada grupo abeliano libre y la
mónada monoide libre.
El estudio de semánticas operacionales de sistemas combinando probabilidad y no determinis-
mo sugiere que, en algunos casos la probabilidad debería distribuirse sobre el no determinismo.
Pero no hay ley distributiva categórica entre la mónada no determinística y la mónada proba-
bilística. Dos soluciones son posibles en este punto.
Podemos hacer la combinación distributiva de las teorías ecuacionales y generar una nueva
mónada. Este es el camino seguido por Tix y Mislove [25], quienes, independientemente, de-
�nen la noción de dominio potencia geométricamente convexo PTM .
Otra posibilidad es modi�car la de�nición de una de las mónadas para admitir la existencia de
una ley distributiva categórica. Analizando las razones por las que no existe tal ley distributi-
va, nos adelantamos a modi�car la mónada probababilística, de�niendo la noción de valuación
indexada. Matemáticamente, las valuaciones indexadas surgen como una álgebra libre para
una teoría ecuacional obtenida apartir de la teoría de conos reales removiendo una ecuación.
Supongamos que ⊕p es un operador de elección probabilística: A⊕pB es elegir A con probabi-
lidad p y B con probabilidad (1− p). Este operador usualmente satisface A⊕pA = A, porque
la elección entre dos posibilidades equivalentes es considerada igual a no hacer alguna elección
entre todas. Note que esto supone que el acto de hacer la elección es invisible. Supongamos
también que ] representa alguna especie de operador elección no determinístico: A ] B pro-
pone al ambiente la elección entre A y B. Distribuimos un operador sobre el otro mediante la
siguiente ley:

A⊕p (B ] C) = (A⊕p B) ] (A⊕p C).
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Intuitivamente esto signi�ca que es indiferente cuando el medioambiente elige antes o después
de que la elección probabilística ha sido hecha. Claramente esto no es cierto en todas las
situaciones, pero si suponemos que el ambiente no puede ver la elección probabilística, esto
último es plausible.
Una vez aceptada la ley distributiva, entonces la ley extra de convexidad

A ]B = A ]B ] (A⊕p B) ] (B ⊕p A)

debe también aceptarse, porque

A ]B = (A ]B)⊕p (A ]B) = (A⊕p A) ] (B ⊕p B) ] (A⊕p B) ] (B ⊕p A).

Si la ley distributiva ecuacional corresponde a la ley distributiva categórica, por el Teorema
1.5 la mónada no determinística debería levantarse a la categoría de álgebras para la mónada
probabilística. En la categoría Con esto signi�ca que la mónada conjunto potencia debería
levantarse a la categoría de conos reales. La ley de convexidad sugiere que esto no es posible,
en general los conjuntos no satisfacen esta propiedad. En realidad el siguiente teorema nos dice
que la de�nición obvia de las operaciones para el conjunto potencia no satisfacen A⊕pA = A.
Supongamos que tenemos una teoría ecuacional. Tomamos un módelo X para ésta. Podemos
extender cada operación f de aridad n a los subconjuntos de X por

f(X1, · · · , Xn) = {f(x1, · · · , xn)|xi ∈ Xi, i ∈ In}.

Teorema 3.8. Una condición necesaria y su�ciente para que las operaciones de�nidas en
P(X) satisfagan una ecuación de una teoría es que cada varible individual ocurra a lo más
una vez en ambos lados de la ecuación.

Vease [25].

La ecuación A ⊕p A = A no satisface tal condición. Esto no excluye la posibilidad de
de�nir las operaciones de manera que se pueda obtener una ley distributiva. Sin embargo,
si (P, ηP , µP ) es la mónada conjunto potencia restringido a subconjuntos �nitos no vacíos, y
(V, ηV , µV ) es la mónada valuación �nita en la categoría Con, tenemos

Proposición 3.9. No hay ley distributiva de V sobre P .

Demostración. Consutar [25]. �

La solución propuesta por Varacca consiste en modi�car la de�nición de mónada proba-
bilística removiendo la ley A⊕p A = A. En [25], la mónada probabilistica es generada por la
teoría de conos reales. La elección probabilística está de�nida ahí por A⊕pB = pA⊕ (1−p)B.
Se elimina la ecuación pA⊕qA = (p+q)A en la teoría de conos reales. En la categoría Con, la
mónada libremente generada por la nueva teoría ecuacional es llamada mónada de valuaciones
indexadas �nitas IV .

VALUACIONES INDEXADAS EN LA CATEGORÍA DE CONJUNTOS

Presentamos la de�nición de mónada valuación indexada en la categoría de Con y mostra-
mos la existencia de una ley distributiva categórica entre valuaciones indexadas y el conjunto
potencia restringido a subconjuntos �nitos no vacíos.

Definición 3.10. Sea X un conjunto. Una valuación indexada discreta (VID) sobre X es
un par (a, p) donde a : I → X es una función y p es una valuación discreta sobre I, para algún
conjunto I.
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No es necesario que a sea inyectiva. El motivo principal de tal construcción es que queremos
dividir la probabilidad de un elemento entre sus índices. Una posible interpretación es que los
índices en I representan computación, mientras elementos de X representan observaciones.
Escribimos xi para a(i) y pi para p(i). Una valuación discreta ξ = (a, p) también será denotada
como (xi, pi)i∈I . Llegado el momento utilizaremos letras griegas para a en (a, p): (ψ, p) y
escribiremos ψi para ψ(i). i.e. (ψ, p) será denotada como (ψi, pi)i∈I .
De�nimos una relación de equivalencia sobre el conjunto de valuaciones indexadas. Esta será
la cerredura transitiva de dos relaciones de equivalencia.

Definición 3.11. Decimos (a, p) = (xi, pi)i∈I ∼1 (b, q) = (yj , qj)j∈J si y sólo si hay una
biyección h : I → J tal que el diagrama

I

(0,∞) J X

p

{{wwwwwwwwww

h

��

a

##GGGGGGGGGGG

q
oo

b
//

conmuta.

Dada (a, p) = (xi, pi)i∈I , sea I0 = {i ∈ I|pi = 0}.

Definición 3.12. Decimos que (a, p) = (xi, pi)i∈I ∼2 (b, q) = (yj , qj)j∈J si y sólo si
I\I0 = J\J0, ∀i ∈ I\I0 xi = yi y pi = qi.

Definición 3.13. La relación de equivalencia en el conjunto de valuaciones indexadas
discretas ∼ es la cerradura transitiva de ∼1 ∪ ∼2.

A partir de ahora utilizamos el término �valuación indexada discreta� para denotar clases
de equivalencias bajo ∼.
Dado un conjunto X y un número cardinal in�nito α de�nimos el conjunto IVα(X) como:

IVα(X) = {(xi, pi)i∈I | |I| < α}/ ∼.
En particular IVℵ0(X) es el conjunto de valuaciones indexadas discretas cuyo conjunto
indexando es �nito.

NOTA. Por comodidad incurrimos en el siguiente abuso de notación: (xi, pi)i∈I también
denota al elemento (xi, pi)i∈I de IVℵ0(X).

Definición 3.14. Una valuación indexada �nita (xi, pi)i∈I sobre X es un elemento de
IVℵ0(X) para el que p(i) < +∞ ∀i ∈ I. El conjunto de valuaciones indexadas �nitas sobre X
es denonotado por IV (X).

Teorema 3.15. Las valuaciones indexadas de�nen una mónada IV sobre Con.

Demostración. Tomemos f : Y → IV(X). Para cada y ∈ Y denotamos el palmo f(y)
como

(0,∞) Ky X.
ryoo χy //

De�nimos f IV : IV(Y )→ IV(X) sobre el palmo

(0,∞) J Y
qoo ψ //

como el palmo

(0,∞)
∐
j∈J Kψ(j) X,

roo χ //
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donde r y χ son las únicas funciones tales que el diagrama

(0,∞) Kψ(j)

(0,∞)
∐
j∈J Kψ(j) X

q(j)

��

rψ(j)
oo

incj

��

χψ(j)

""EEEEEEEEEEEEEE

roo
χ

//

conmuta para cada i ∈ I. Así para cada k ∈ Kψ(j) tenemos χ(k) = χψ(j)(k) y r(k) =

q(j).rψ(j)(k) (multiplicamos por q(j)).
Veamos que f IV está bien de�nida. Para esto, sean

(0,∞) J Y

(0,∞) I Y

qoo ψ //

poo ϕ //

palmos en IV(Y ) tales que (ψj , qj)j∈J ∼2 (ϕi, pi)i∈I . Por lo cual J\J0 = I\I0, ∀j ∈ J\J0

ψj = ϕj y qj = pj . También

(0,∞) Kϕ(i)

(0,∞) B =
∐
i∈I Kϕ(i) X,

p(i)

��

rϕ(i)
oo

inci

��

χϕ(i)

""EEEEEEEEEEEEE

s
oo

λ
//

con λ(k) = χϕ(i)(k) y s(k) = p(i).rϕ(i)para cada k ∈ Kϕ(i).
Sea A =

∐
j∈J Kψ(j) entonces si k ∈ A\A0 ⇒ r(k) 6= 0 ⇒ q(j).rψ(j)(k) 6= 0 ⇒ j ∈

J\J0 = I\I0 ⇒ q(j) = p(j) y ψ(j) = ϕ(j) ⇒ f(ψ(j)) = f(ϕ(j)). Por ello k ∈ Kϕ(j) y
s(k) = p(j).rϕ(j)(k) = q(j).rψ(j)(k) 6= 0 ⇒ k ∈ B\B0. Concluimos que A\A0 ⊆ B\B0. De
modo similar B\B0 ⊆ A\A0.
Por el anterior párrafo, también se cumple ∀k ∈ A\A0 r(k) = s(k) y χ(k) = χψ(j)(k) =

χϕ(j)(k) = λ(k). Así f IV(ψj , qj)j∈J ∼2 f
IV(ϕi, pi)i∈I .

Sean (ψj , qj)j∈J , (ϕi, pi)i∈I en IV(Y ) tales que (ψj , qj)j∈J ∼1 (ϕi, pi)i∈I . Esto signi�ca que
existe una función biyectiva h : J → I que hace conmutar el diagrama

J

(0,∞) I Y.

q

{{wwwwwwwwww

h

��

ψ

##GGGGGGGGGGG

p
oo

ϕ
//
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De modo que ph(j) = q(j) y ϕh(j) = ψ(j). Entonces, para cada j ∈ J Kψ(j) = Kϕh(j). Sea e
la única función biyectiva que hace conmutar el siguiente diagrama∐

j∈J Kψ(j)

∐
I∈I Kϕ(i)

Kψ(j) Kϕh(j).

e //

inc

OO

inc

OO

1

Veamos la conmutatividad de ∐
j∈J Kψ(j)

(0,∞)
∐
i∈I Kϕ(i) X.

r

yyrrrrrrrrrr
e

��

χ

%%LLLLLLLLLLL

s
oo

λ
//

Para f IV(ϕi, pi)i∈I se tiene

(0,∞) Kϕh(j)

(0,∞) B =
∐
i∈I Kϕ(i) X,

ph(j)

��

rϕh(j)
oo

inc

��

χϕh(j)

$$JJJJJJJJJJJJJJJ

s
oo

λ
//

Sea k ∈ A =
∐
j∈K Kψ(j) ⇒ k ∈ Kψ(j) = Kϕh(j).

Entonces por de�nición de e, se(k) = p(h(j)).rϕh(j)(k) = q(j).rψ(j)(k) = r(k).
Así mismo, λe(k) = χϕh(j)(k) = χψ(j)(k) = χ(k).
Por lo tanto f IV(ψj , qj)j∈J ∼1 f

IV(ϕi, pi)i∈I en IV (X).

Sea ηIVY : Y → IV (Y ) tal que ηIVY (y) = (y, 1){∗}. Es claro que f IVηIVY = f .

Para g : Z → IV (Y ) escribimos g(z) como

(15) (0,∞) Jz Y
qzoo ψz //

Evaluamos f IVgIV(ζi, pi)i∈I .
gIV(ζi, pi)i∈I = (ψj , qj)j∈J , es decir

(0,∞) Jζ(i)

(0,∞) J =
∐
i∈I Jζ(i) Y,

p(i)

��

qζ(i)oo

inc

��

ψζ(i)

$$JJJJJJJJJJJJJJJJ

q
oo

ψ
//



32 3. CATEGORÍAS EN COMPUTACIÓN

tal que ∀i ∈ I, j ∈ Jζ(i) se tiene ψ(j) = ψζ(i)(j) y q(j) = p(i).qζ(i)(j).
Así f IVgIV(ζi, pi)i∈I = f IV(ψj , qj)j∈J = (χk, rk)k∈K con

(0,∞) Kψζ(i)(j)

(0,∞) K =
∐
j∈J Kψζ(i)(j) Y,

q(j)

��

rψ
ζ(i)(j)

oo

inc

��

χψ
ζ(i)(j)

$$JJJJJJJJJJJJJJJJ

r
oo

χ
//

i.e. ∐
j∈

∐
i∈I Jζ(i)

Kψζ(i)(j) Xr
//

donde para k ∈ Kψ(j) con j ∈ Jζ(i) tenemos

χ(k) = χψ
ζ(i)(j)(k) y r(k) = p(i).qζ(i)(j).rψ

ζ(i)(j)(k).

Por otra parte ,para (ζi, pi)i∈I , como f IVg : Z → IV (X), ∀i ∈ I denotamos a f IVg(ζ(i))como

(0,∞) Kζ(i) X.
rζ(i)oo χζ(i) //

Así (f IVg)IV(ζi, pi)i∈I = (ξk, tk)k∈L es tal que

(0,∞) Kζ(i)

(0,∞) L =
∐
i∈I Kζ(i) X,

p(i)

��

rζ(i)oo

inc

��

χζ(i)

$$JJJJJJJJJJJJJJJ

t
oo

ξ
//

donde para cada k ∈ Kζ(i) con i ∈ I tenemos

ξ(k) = χζ(i)(k) y t(k) = p(i).rζ(i)(k).

Ahora bien, ∀i ∈ I escribimos

(0,∞) Jζi Y
qζ(i)oo ψζ(i) //

para g(ζ(i)). Por lo que f IV sobre dicho palmo es el palmo en la parte inferior del siguiente
diagrama

(0,∞) Kψζ(i)(j)

(0,∞)
∐
j∈Jζi

Kψζ(i)(j) X,

qζ(i)(j)

��

rψ
ζ(i)(j)

oo

inc

��

χψ
ζ(i)(j)

$$JJJJJJJJJJJJJJJ

rζ(i)
oo

χζ(i)
//

donde rζ(i) y χζ(i) ∀i ∈ I son las únicas funciones que hacen conmutativo a tal diagrama.
Por lo tanto para k ∈ Kψζ(i)(j) con j ∈ Jζi , i ∈ I se tiene que

ξ(k) = χψ
ζ(i)(j)(k) y t(k) = p(i).qζ(i)(j).rψ

ζ(i)(j)(k).
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Entonces el isomor�smo canónico∐
j∈

∐
i∈I Jζ(i)

Kψζ(i)(j)

∐
i∈I

∐
j∈Jζi

Kψζ(i)(j)
' //

muestra que f IVgIV(ζi, pi)i∈I y (f IVg)IV(ζi, pi)i∈I son el mismo elemento en IV (X).
Por lo tanto, por el Teorema 2.11 se ha demostrado que IV es una mónada.

�

Teorema 3.16. Hay una ley distributiva de IV sobre P.

Demostración. Sean h : Y → P (V (X)) y el palmo

(0,∞) J Y.
qoo ψ //

Para cada función de elección l : J\J0 → ∪j∈J\J0
h(ψ(j)) (con la condición, l(j) ∈ h(ψ(j))), si

l(j) es el palmo

(0,∞) Kj X,
rjoo χj //

para j ∈ J\J0, formamos el palmo S(l, q, ψ) del modo siguiente

(0,∞)
∐
j∈J\J0

Kj X,
roo χ //

donde para cada k ∈ Kj de�nimos χ(k) = χj(k) y r(k) = q(j).rj(k). De�nimos

hλ((ψ, q)) = {S(l, ψ, q)|l : J\J0 → ∪j∈J\J0
h(ψ(j)) es una función de elección}.

A�rmamos que hλ está bien de�nida.
Sean (ψj , qj)j∈J , (ϕi, pi)i∈I en V (Y ) tales que (ψj , qj)j∈J ∼2 (ϕi, pi)i∈I . No es difícl mostrar
que hλ(ψ, q) = hλ(ϕ, p).
Ahora, sean (ψj , qj)j∈J , (ϕi, pi)i∈I en V (Y ) tales que (ψj , qj)j∈J ∼1 (ϕi, pi)i∈I . Entonces existe
t : J → I función biyectiva tal que ϕ(t(j)) = ψ(j) y p(t(j)) = q(j).
Ahora bien, consideremos el palmo siguiente

(0,∞) I Y.
poo ϕ //

Para cada función de elección m : I\I0 → ∪i∈I\I0h(ϕ(i)) (con la condición, m(i) ∈ h(ϕ(i))),
si m(i) es el palmo

(0,∞) Ki X,
sioo φi //

para i ∈ I\I0, formamos el palmo S(m, p, ϕ) del modo siguiente

(0,∞)
∐
i∈I\I0 Ki X,

soo φ //

donde para cada k ∈ Ki de�nimos φ(k) = φi(k) y s(k) = p(i).si(k).
Tenemos además lo siguiente.
La función u : J\J0 → I\I0 es biyectiva, donde u = t|J\J0

.
Por lo cual ∪i∈I\I0h(ϕ(i)) = ∪j∈J\J0

h(ψ(j)) y
∐
i∈I\I0 Ki =

∐
j∈J\J0

Kt(j).
La función µ : J\J0 → ∪j∈J\J0

h(ψ(j)), es de elección.
Por todo lo cual tenemos que S(mu, q, ψ) ∼1 S(m, p, ϕ). Entonces hλ(ϕ, p) ⊆ hλ(ψ, q). De
manera semejante se tiene que hλ(ψ, q) ⊆ hλ(ϕ, p). Por la de�nción de IV (X), concluimos que
hλ está bien de�nida.
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Indicamos quien es hλgIV(ζ, p). Suponemos que g(z) está dado por (15). Primero, gIV(ζ, p)
es el palmo en la base del diagrama conmutativo

(0,∞) Jζ(i)

(0,∞) J =
∐
i∈I Jζ(i) X.

p(i)

��

qζ(i)oo

inc

��

ψζ(i)

$$JJJJJJJJJJJJJJJ

q
oo

ψ
//

De manera que ∀i ∈ I y cada j ∈ Jζ(i) tomamos un elemento

(0,∞) Kij X
rijoo χij //

en h(ψζ(i)(j)). Entonces, un elemento S(l, ψ, q) de hλgIV(ζ, p) es el palmo en la base del
diagrama conmutativo

(0,∞) Kij

(0,∞) K =
∐
j∈J\J0

Kij X,

q(j)

��

rijoo

inc

��

χij

$$JJJJJJJJJJJJJJJJ

r
oo

χ
//

donde para cada k ∈ Kij , χ(k) = χij(k) y r(k) = p(i).qζ(i)(j).rij(k).

Por otro lado un elemento S(m, ζ, p) de (hλgIV)λ(ζ, p) es de la siguiente forma:
Para cada i ∈ I\I0, tomamos m(i) ∈ hλgζ(i) como el palmo

(0,∞) Ki X
sioo ϕi //

Por lo que S(m, ζ, p), es el palmo en la base de

(0,∞) Ki

(0,∞) K1 =
∐
i∈I\I0 Ki X,

p(i)

��

sioo

inc

��

ϕi

$$JJJJJJJJJJJJJJJJ

s
oo

ϕ
//

Si consideramos que para cada i ∈ I\I0, por (15), g(ζ(i)) es el palmo

(0,∞) Jζ(i) Y.
qζ(i)oo ψζ(i) //

Para cada i ∈ I\I0, sea ni : Ai = Jζ(i)\(Jζ(i))0 → ∪j∈Aih(ψζ(i)(j)) una función de eleccción.

Para cada j ∈ Jζ(i)\(Jζ(i))0, ni(j) ∈ h(ψζ(i)(j)) es el palmo

(0,∞) Kij X.
rijoo χij //

Entonces S(ni, ψ
ζ(i), qζ(i)) es el palmo en la base de
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(0,∞) Kij

(0,∞) Ki =
∐
j∈Ai Kij X,

qζ(i)(j)

��

rijoo

inc

��

χij

$$JJJJJJJJJJJJJJJJ

si
oo

ϕi
//

Se concluye así que para el palmo (ϕ, s), se tiene para cada k ∈ Kij

ϕ(k) = χij(k) y s(k) = p(i).qζ(i)(j).rij(k).

El isomor�smo canónico ∐
j∈J\J0

Kij
∐
i∈I\I0 Ki

' //

muestra que S(l, ψ, q) ∼1 S(m, ζ, p).

Por lo tanto tenemos que hλgIV = (hλg)λ.

Es inmediato que (ηPIV (X) · η
IV
X )λ = ηPIV (X).

Por último, sean k : Z → P (IV (Y )) y h : Y → P (IV (X)).
Mostramos que (hλ)Pkλ = ((hλ)Pk)λ. Donde (hλ)P = hλ, como en (14).
Sea el palmo

(0,∞) I Z
poo ζ //

en IV (Z). Entonces un elemento de (hλ)Pkλ(ζi, pi)i∈I está formado como sigue:
Para cada i ∈ I\I0 elegimos un palmo

(0,∞) Ji Y
qioo ψi //

en k(ζ(i)), entonces para cada j ∈ J\J0 (J =
∐
i∈I\I0 Ji) elegimos un palmo

(0,∞) Kij X
rijoo χij //

en h(ψi(j)); de modo que un elemento en cuestión es

(0,∞)
∐
j∈J\J0

Kij X,
roo χ //

donde para cada k ∈ Kij , j ∈ J\J0 tenemos χ(k) = χij(k) y r(k) = p(i).qi(j).rij(k).

Por otra parte un elemento en ((hλ)Pk)λ(ζi, pi)i∈I está formado como sigue:
Para cada i ∈ I\I0 elegimos un palmo

(0,∞) Ji Y
qioo ψi //

en k(ζ(i)), entonces para cada j ∈ Ji\(JI)0 tomamos un palmo

(0,∞) Kij X
rijoo χij //
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en h(ψi(j)); entonces un elemento en cuestión es

(0,∞)
∐
i∈I\I0

∐
j∈Ji\(Ji)0

Kij X,
r′oo χ′ //

donde para cada k ∈ Kij , j ∈ Ji\(Ji)0 se tiene χ′(k) = χij(k) y r′(k) = p(i).qi(j).rij(k).
El isomor�smo canónico∐

j∈J\J0
Kij

∐
i∈I\I0

∐
j∈Ji\(Ji)0

Kij
' //

muestra que (χk, rk)k∈K1 ∼1 (χ′k, r
′
k)k∈K2 . Concluimos que (hλ)Pkλ(ζi, pi)i∈I = ((hλ)Pk)λ(ζi, pi)i∈I .

∴ (hλ)Pkλ = ((hλ)Pk)λ.

Por lo tanto, por el Teorema2.13 hay una ley distributiva de IV sobre P.
�

Caracterizamos a la mónada IV como una construcción libre y mostramos la correspon-
dencia entre la ley distributiva ecuacional y la ley distributiva categórica.

De�nimos dos operaciones sobre las valuaciones indexadas discretas.

Definición 3.17. Sean ν = (a, p) = (xi, pi)i∈I , ξ = (b, q) = (yj , qj)j∈J valuaciones inde-
xadas discretas sobre X. Supogamos I ∩J = ∅. De�nimos ν⊕ ξ como (a∪ b, p∪ q), donde a∪ b
es la función de�nida por partes de I ∪ J en X a partir de las funciones a y b. Análogamente
p ∪ q. Para p ∈ R+ de�nimos pν como (xi, ppi). Con 0̄ denotamos a la valuación indexada
discreta indexada por el vacío.

Notamos, en particular, que cuando p no es 0 o 1, pν ⊕ (1− p)ν � ν, porque los conjuntos
indexantes no tienen las misma cardinalidad.
Consideramos la siguiente teoría ecuacional:

1. A⊕B = B ⊕A;
2. A⊕ (B ⊕ C) = (A⊕B)⊕ C;
3. A⊕ 0̄ = A;
4. 0A = 0̄;
5. 1A = A;
6. p(A⊕B) = pA⊕ pB p ∈ R+;
7. p(qA) = (pq)A p, q ∈ R+.

Estos axiomas son casi los mismos que aparecen en la de�nición de cono real. La diferencia
es que hemos suprimido el axioma (p+ q)A = pA⊕ qA.

Definición 3.18. Un cuasicono real es un álgebra para la teoría ecuacional (1)-(7) en la
categoría Con.

Teorema 3.19. Las valuaciones indexadas �nitas son el cuasicono real libre.

Demostración. Consultar [25]. �

Recordemos que una semi-retícula es un módelo de la siguiente teoría.

8. A ]B = B ]A;
9. A ] (B ] C) = (A ]B) ] C;
10. A ]A = A.

Hemos visto que el conjunto de subconjuntos �nitos no vacíos es la semi-retícula libre.
Consideremos la teoría ecuacional obtenida de combinar (1)-(10) y los siguientes axiomas.
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11. p(A ]B) = pA ] pB;
12. A⊕ (B ] C) = (A⊕B) ] (A⊕ C).

Las ecuaciones (11) y (12) expresan que el operador probabilisctico se distribuye sobre el no
deterministico.

Teorema 3.20. La mónada P ◦ IV obtenida a partir de la ley distributiva categórica de�-
ninida previamente es el álgebra libre para la teoría ecuacional (1)-(12).

Demostración. Vease [25]. �





Capítulo 4

Seudomónadas de Kan

Suponemos que el lector está familiarizado con las KZ-doctrinas [13]. Las seudomóna-
das de Kan izquierdas son una manera equivalente de de�nir las KZ-doctrinas [18] (nuestro
guía príncipal en lo que resta de este trabajo). Tenemos la siguiente KZ-doctrina D sobre
la 2-categoría ord [15]. El seudofuntor en cuestión asigna a cada conjunto X el conjunto
de sus subconjuntos cerrados inferiormente, la 2-categoría de D-álgebras es la 2-categoría de
retículas completas y funciones que preservan supremos y monotonía. Tenemos también la
coKZ-doctrina U tal que el seudofuntor correspondiente asigna a cada conjunto X el conjunto
de sus subconjuntos cerrados superiormente [15], la 2-categoría de U-álgebras es la 2-categoría
de retículas cocompletas y funciones que preservan in�mos y monotonía. Siempre tratamos de
KZ-doctrinas y coKZ-doctrinas en el contexto de [13].
En este capítulo mostramos que U es una coKZ-doctrina desde esta nueva prespectiva i.e.
tenemos que ésta es una seudomónada de Kan derecha.
Además, por dualidad, se muestra desde esta nueva prespectiva que D es una KZ-doctrina i.e.
se tiene que ésta es una Pseudomónada de Kan izquierda.

El mismo tratamiento daremos a la KZ-doctrina D′ =Fam y la coKZ-doctrina
U′ =Cofam sobre Cat (la 2-categoría de categorías localmente pequeñas), que son parte del
folklore en categorías. En el primer caso el seudofuntor en turno asigna a cada categoría
localmente pequeña (que abreviamos como l-pequeña) C la categoría l-pequeña libre con co-
productos �nitos sobre C, la 2-categoría de D′-álgebras consta de categorías l-pequeñas con
coproductos �nitos, las 1-celdas son funtores que preservan coproductos �nitos y las 2-celdas
son las transformaciones naturales. Para el caso de Cofam el seudofuntor en cuestión asigna
a cada categoría l-pequeña C la categoría l-pequeña libre con productos �nitos sobre C, la
2-categoría de U′-álgebras consta de categorías l-pequeñas con productos �nitos, las 1-celdas
son funtores que preservan productos �nitos y las 2-celdas son las transformaciones naturales.

En la segunda parte de este capítulo la ya conocida ley distributiva de U sobre D (la
que también se expone en [15]) es presentada en términos de extensiones de Kan. Lo mismo
haremos para la ya conocida ley distributiva de Cofam sobre Fam.

1. Ejemplos de Seudomónadas de Kan

Damos la de�nición de seudomónada derecha de Kan y de las álgebras para ésta.

Definición 4.1. Sea K una 2-categoría. Una seudomónada de Kan derecha U sobre K
consta de:
(i) Una aplicación U : Ob(K)→ Ob(K).
(ii) Para cada A en K, una 1-celda uA : A→UA.

39
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(iii) Para cada 1-celda F : B→UA, una extensión de Kan derecha de F a lo largo de uB

B UB

UA,

uB //

F

""EEEEEEEEEEEEEE

FU

��

UF{� ������

con UF invertible.
Todo lo anterior sujeto a los siguientes axiomas.
(a) Para cada A en K,

A UA

UA,

uA //

uA

""EEEEEEEEEEEEEE

1UA

��

����
����

exhibe a 1UA como una extensión de Kan derecha de uA a lo largo de uA.
(b) Para cada G : C→UB y F : B→UA la 2-celda

C UC

UB UA,

uC //

G

""EEEEEEEEEEEEEEE

GU

�� FU
//

UG�� ������

exhibe a FUGU como una extensión de Kan derecha de FUG a lo largo de uC.

De�nimos la 2-categoría de álgebras para una seudomónada de Kan derecha U en términos
de extensiones de Kan derechas. Denotamos a ésta por U-Alg y la de�nimos como sigue. Un
objeto B en U-Alg consiste de un objetoB enK junto con una asignación que a cada F : C→ B
le asocia una extensión de Kan derecha de F a lo largo de uC

C UC

B,

uC //

F

""EEEEEEEEEEEEEE

FB

��

BF{� ������

con BF invertible, de tal manera que para cada G : X→UC en K, el diagrama

X UX

UC B,

uX //

G

""EEEEEEEEEEEEEEE

GU

�� FB
//

UG�� ������

exhibe a FBGU como una extensión de Kan derecha de FBG a lo largo de uX. Una 1-celda
H : B → A en U-Alg es una 1-celda H : B → A en K tal que para cada F : C → B, el
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diagrama

C UC

B A,

uC //

F

""EEEEEEEEEEEEEEE

FB

�� H //

BF�� ������

exhibe a HFB como extensión de Kan derecha de HF a lo largo de uC.
Una 2-celda τ : H → K : B→ A es simplemente una 2-celda τ : H → K en K. La composión
de 2-celdas es la misma que en K. No es difícil demostrar que la composición de 1-celdas en
U-Alg resulta una 1-celda en U-Alg.

Nuestro primer objetivo será mostrar que la KZ-doctrina D sobre la 2-categoría ord [15].
Recuerde que tal que el seudofuntor en cuestión asigna a cada conjunto X el conjunto de sus
subconjuntos cerrados inferiormente y cuya 2-categoría de D-álgebras es la 2-categoría de re-
tículas completas y funciones que preservan supremos y monotonía, es una KZ-doctrina desde
esta nueva prespectiva de extensiones de Kan.

Sea ord la 2-categoría que tiene como objetos a los conjuntos parcialmente ordenados (X,≤
), escribimos simplemente copo, las 1-celdas f : (X,≤) → (Y,≤) son funciones monótonas y
hay una 2-celda

X Yτ ⇓

f

%%

g

99

si y sólo si ∀x ∈ X, f(x) ≤ g(x). Para cada copo X de�nimos, Xl = {A/ A⊆ X y A es
cerrado superiormente }. Sea A en Xl, A es cerrado superiormente sí y sólo sí ∀x ∈ X tal que
si a ≤ x para algún a ∈ A, entonces x ∈ A. El orden en Xl está dado de la siguiente manera,
para cualesquiera A,B en Xl, A ≤ B ⇔ B ⊆ A.

Proposición 4.2. Sea Y un copo. La completación de Y bajo ín�mos (productos) en ord
es el copo Yl. En otras palabras, esto signi�ca que cualquier subconjunto de Yl tiene ín�mo y
existe una función monótona yl : Y → Yl que satisface la siguiente propiedad universal:
Dada cualquier función monótona F : Y → X , para X tal que cualquier subconjunto de
él tiene ín�mo, existen una única función mónotona F l que preserva ín�mos y una 2-celda
invertible lF como en el diagrama

Y Yl

X,

yl //

F

""EEEEEEEEEEEEEE

F l

��

lF
{� ������

que exhibe a F l como extensión derecha de Kan de F a lo largo de yl.

Demostración. No es difícil mostrar que para Y copo, yl : Y → Yl tal que

x 7→ yl(x) =↑ x,
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donde ↑ x = {t ∈ X/x ≤ t}, es una función mónotona.
Veamos ahora lo siguiente.

Observación 4.3. Sea (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado, entonces X1 tiene
ín�mos.

Sea {Xi}i∈I tal que Xi está en X1, ∀i ∈ I. Es fácil checar que
⋃
i∈I Xi es cerrado su-

periormente, entonces
⋃
i∈I Xi está en X1. Observamos que Xi ⊆

⋃
i∈I Xi, ∀i ∈ I, enton-

ces
⋃
i∈I Xi ≤ Xi, ∀i ∈ I. Finalmente, sea X en X1 tal que X ≤ Xi, ∀i ∈ I, entonces

Xi ⊆ X, ∀i ∈ I, asi que
⋃
i∈I Xi ⊆ X, entonces X ≤

⋃
i∈I Xi. En lo sucesivo escribiremos⋃

i∈I Xi
∼=

∧
i∈I Xi.

∴ X1 tiene ín�mos.

Resta mostrar que yl : Y → Yl tiene la propiedad universal deseada. Sea F : Y → X una
función mónotona donde X es tal que cualquier subconjunto de él tiene ín�mo, de�nimos la
aplicación F l : Yl → X como

Y 7→ F l(Y ) =
∧
z∈Y F (z).

Es fácil mostrar que F l es función mónotona. A�rmamos que F lyl = F . Sea z ∈ Y entonces
F l(↑ z) =

∧
x∈↑z F (x). Mostramos que F (z) ∼=

∧
x∈↑z F (x). Dado que F es mónotona F (z) ≤

F (x), ∀x ∈↑ z. Además, para cada X ∈ X si X ≤ F (x) ∀x ∈↑ z entonces (como z ∈↑ z)
X ≤ F (z). Por lo cual F (z) ∼= F l(↑ z). Por la de�nición de ord, lF = 1 : F lyl ⇒ F es un
isomor�smo.
Ahora bien, es un ejercicio sencillo mostrar que F l preserva ín�mos porque F l es mónotona,
lF es isomor�smo y para cada Y ∈ Yl, Y =

∧
y∈Y ↑ y. Tampoco es difícil mostrar que F l es

única.
Finalmente, sean G : Yl → X una función mónotona y τ una 2-celda como en

Y Yl

X.

yl //

F

""EEEEEEEEEEEEEE

G

��

τ{� ������

En consecuencia G(↑ y) ≤ F (y), ∀y ∈ Y . Sabemos que para cada Y en Y1 se cumple que
Y =

∧
y∈Y ↑ y =

⋃
y∈Y ↑ y. Luego tenemos G(Y ) ≤ G(↑ y), ∀y ∈ Y , ya que G es función

monótona. Entonces G(Y ) ≤ G(↑ y) ≤ F (y), ∀y ∈ Y . De modo que por la de�nición de
ín�mo G(Y ) ≤

∧
y∈Y F (y) = F l(Y ). Por todo lo anterior tenemos que para cada Y en Y1,

G(Y ) ≤ F l(Y ). Por lo tanto, por de�nición de ord, se tiene que existe una 2-celda τ̄ : G→ F l.
Es inmediato que lF .τ̄uY = τ . Por la propiedad universal del ín�mo τ̄ es única. �

Teorema 4.4. Sea ord la 2-categoría de conjuntos parcialmente ordenados. Las siguientes
condiciones determinan una seudomónada de Kan derecha U sobre ord.

(i) Sea la aplicación U : Ob(ord)→ Ob(ord), tal que

X 7→UX = Xl.

(ii) Para cada X en ord, la 1-celda uX = xl : X→UX.
(iii) Para cada 1-celda F : Y →UX, la 2-celda UF = lF exhibe a FU = F l como extensión

derecha de Kan de F a lo largo de uX.
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Demostración. Por la Proposición 4.2, (iii) se satisface.
Sea Y un copo. La demostración de que

Y Yl

Yl,

yl //

yl

""EEEEEEEEEEEEEE

1

��

����
����

exhibe a 1UY como extensión derecha de Kan de uY a lo largo de uY es semejante a como se
ha demostrado que lF exhibe a F l como extensión derecha de Kan de F a lo largo de yl en la
Proposición 4.2.
Por último demostramos que para cada G : P→UY y F : Y →UX la 2-celda

P UP

UY UX,

uP //

G

""EEEEEEEEEEEEEEE

GU

�� FU
//

UG�� ������

exhibe a FUGU como extensión de Kan derecha de FUG a lo largo de uP. Sea la 2-celda

P UP

UY UX.

uP //

G

��
H

��

FU
//

θ{� ������

i.e. para cada P en UP se tiene que ∀x ∈ P H(↑ x) ≤ FUG(x); además

H(P ) ≤
∧
x∈P H(↑ x) ≤

∧
x∈P F

UG(x) ∼=
∧
x∈P F

UGU(↑ x) ∼= FUGU(
∧
x∈P ↑ x) = FUGU(P ).

La primera desigualdad se tiene porque P =
∧
x∈P ↑ x ≤↑ x, la segunda se tiene gracias a θ,

el primer isomor�smo gracias a FU ◦UG y el segundo isomor�smo se cumple porque FU y GU

preservan ín�mos.
Por tanto, para cualquier P en UP existe una 1-celda en UX que hace conmutar el diagrama

H(P ) = H(
∏
x∈P ↑ x) FUGU(P ) = FUGU(

∏
x∈P ↑ x))

H(↑ x) FUGU(↑ x)

θ̄P //

Hπ

��

FUGUπ

��

FUUG.θ(↑x)

//

De la de�nición de ord existe una 2-celda θ̄ : H → FUGU. Es inmediato que FUUG · θ̄uP = θ.
La unicidad de θ̄ se sigue de la propiedad universal del producto.

∴ U es una seudomónada de Kan derecha sobre ord.

�

Sea X un copo. De�nimos el copo
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X 7→ Xr = {A/ A⊆ X y A es cerrado inferiormente }.
Aquí para A en Xr, A es cerrado inferiormente sí y sólo sí ∀x ∈ X si x ≤ a para algún a ∈ A,
entonces x ∈ A. El orden en Xr está dado de la siguiente manera, para cualesquiera A,B en
Xr, A ≤ B ⇔ A ⊆ B.

Observación 4.5. Para cada conjunto parcialmente ordenado X, Xr tiene supremos. Para
cada {Xi}i∈I tal que Xi ∈ Xr, ∀i ∈ I,

∨
i∈I Xi =

⋃
i∈I Xi.

Por la Proposición 4.2 y dualidad tenemos lo siguiente.

Corolario 4.6. Sea ord la 2-categoría de conjuntos parcialmente ordenados. Las siguien-
tes condiciones determinan una seudomónada de Kan izquierda D sobre ord.

(i) Sea D : Ob(ord)→ Ob(ord) la aplicación tal que

X 7→DX = Xr.

(ii) Para cada X en ord, la 1-celda dX : X→DX es tal que

x 7→ dX(x) =↓ x,
donde ↓ x = {t ∈ X/t ≤ x}.

(iii) A cada 1-celda F : Y → DX, la extensión de Kan derecha FD de F a lo largo de dY

Y DY

DX,

dY //

F

""EEEEEEEEEEEEEE

FD

��

DF=1����
����

con DF invertible, está de�nida como:

Y 7→ FD(Y ) =
∐
y∈Y F (y) =

⋃
y∈Y F (y).

En lo que resta de este trabajo cat denota a la 2-categoría de categorías pequeñas: sus
objetos son las categorías pequeñas, las 1-celdas son funtores entre categorías pequeñas y las
2-celdas son transformaciones naturales mientras que Cat denota a la 2-categoría de catego-
rías localmente pequeñas: sus objetos son las categorías localmente pequeñas, las 1-celdas son
funtores entre categorías localmente pequeñas y las 2-celdas son transformaciones naturales.

Ahora nos ocuparemos de mostrar que la coKZ-doctrina U′ sobre Cat, tal que el seudofun-
tor en cuestión asigna a cada categoría l-pequeña C la categoría l-pequeña libre con productos
�nitos sobre C y cuya 2-categoría de U′-álgebras consta de las categorías l-pequeñas con pro-
ductos �nitos, las 1-celdas son funtores que preservan productos �nitos y las 2-celdas son las
transformaciones naturales, es una coKZ-doctrina desde el contexto de extensiones de Kan.

Describimos la categoría l-pequeña libre que el seudofuntor U′ asigna a cada categoría
l-pequeña C .

Sea C en Cat. No es difícil mostrar que los siguientes conjuntos de objetos y mor�smos,
así como la composición para tales mor�smos de�nen para una categoría l-pequeña C una
categoría en Cat a la que llamamos cofam de C y denotamos por Cof(C):

(i) Los objetos son familias 〈Ai〉i∈I tal que Ai es un objeto de C ∀i ∈ I, donde I es
conjunto �nito.
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(ii) Para 〈Ai〉i∈I , 〈Bj〉j∈J objetos en Cof(C), el conjunto Cof(C)(〈Ai〉i∈I , 〈Bj〉j∈J) tiene
como elementos 〈ϕ, 〈fj〉j∈J〉, donde ϕ : J → I es una función y fj : Aϕ(j) → Bj es un
mor�smo en C ∀j ∈ J .

(iii) Sean 〈ϕ, 〈fj〉j∈J〉 : 〈Ai〉i∈I → 〈Bj〉j∈J y 〈ψ, 〈gl〉l∈L〉 : 〈Bj〉j∈J → 〈Cl〉l∈L mor�smos en
Cof(C), se de�ne la composición de la siguiente manera (la composición en Cof(C) la
denotamos por yuxtaposición):
〈ψ, 〈gl〉l∈L〉〈ϕ, 〈fj〉j∈J〉 = 〈ϕψ, 〈glfψ(l)〉l∈L〉, donde ϕψ : L→ I es la composición usual
de funciones y glfψ(l) es la composición usual de mor�smos en C.

(iv) Para cada 〈Ai〉i∈I en Cof(C), tomamos 1〈Ai〉i∈I = 〈1I , 〈1Ai〉i∈I〉 que es fácil ver que es
el mor�smo identidad en 〈Ai〉i∈I .

La siguiente observación será de gran ayuda.

Observación 4.7. Para cada C en Cat, la categoría Cof(C) tiene productos �nitos.

Sea {〈A(i,j)〉i∈Ij}j∈J tal que 〈A(i,j)〉i∈Ij está en Cof(C) ∀j ∈ J .
De�nimos para cada j ∈ J el siguiente mor�smo en Cof(C):

〈ϕj , 〈1A(i,j)
〉i∈Ij 〉 : 〈A(i,j)〉(i,j)∈∐j∈J (Ij×{j}) −→ 〈A(i,j)〉i∈Ij ,

donde ϕj : Ij →
∐
j∈J(Ij × {j}) es la función, tal que i 7→ ϕj(i) = (i, j).

Veamos que ∏
j∈J〈A(i,j)〉i∈Ij ∼= 〈A(i,j)〉(i,j)∈∐j∈J (Ij×{j}),

donde ∀j ∈ J las proyecciones correspondientes están dadas por 〈ϕj , 〈1A(i,j)
〉i∈Ij 〉.

Tomemos 〈Bk〉k∈K y para cada j ∈ J 〈ψj , 〈gij〉i∈Ij 〉 : 〈Bk〉k∈K → 〈A(i,j)〉i∈Ij en Cof(C). En el
diagrama

〈Bk〉k∈K 〈A(i,j)〉(i,j)∈∐j∈J (Ij×{j})

〈A(i,j)〉i∈Ij

〈ψ,〈gij〉(i,j)∈X〉//

〈ψj ,〈gij〉i∈Ij 〉

((RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

〈ϕj ,〈1A(i,j)
〉i∈Ij 〉

��

el mor�smo 〈ψ, 〈gij〉(i,j)∈X〉 es tal que ψ es la única función que hace conmutativo el diagrama∐
j∈J(Ij × {j}) K

Ij

ψ //

ϕj

iiRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

ψj

OO

para cada j ∈ J y X =
∐
j∈J(Ij×{j}). Por de�nición de 〈ψ, 〈gij〉(i,j)∈X〉 el primero de los dos

diagramas anteriores conmuta y la unicidad de 〈ψ, 〈gij〉(i,j)∈X〉 es consecuencia de la de�nición
de 〈ϕj , 〈1A(i,j)

〉i∈Ij 〉 para cada j ∈ J .
∴ Cof(C) tiene productos �nitos.

De ahora en adelante usaremos
∏
j∈J〈A(i,j)〉i∈Ij ∼= 〈A(i,j)〉(i,j)∈∐j∈J (Ij×{j}).

Teorema 4.8. Sea B una categoría l-pequeña. La completación de B bajo productos �nitos
en Cat es la categoría Cof(B). En otras palabras, esto signi�ca que Cof(B) tiene productos
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�nitos y existe un funtor b1 : B→Cof(B) que satisface la siguiente propiedad universal:
Dado cualquier funtor F : B→ A , para A una categoría l-pequeña que tiene productos �nitos,
existen un único funtor F 1 que preserva productos �nitos y un isomor�smo natural εF , como
en el diagrama

B Cof(B)

A,

b1 //

F

""EEEEEEEEEEEEEE

F 1

��

εF{� ������

tales que para cada funtor G :Cof(B)→ A y cualquier transformación natural τ como en

B Cof(B)

A.

b1 //

F

""EEEEEEEEEEEEEEE

G

��

τ{� ������

existe una única transformación natural τ̄ : G→ F 1 tal que τ = εF · τ̄ b1.

Demostración. El funtor b1 : B→Cof(B) está de�nido como sigue:

B 7→ b1(B) = 〈B〉{∗} y f : B → B′ 7→ 〈1{∗}, 〈f〉〉

para B,B′ objetos de B y cada mor�smo f en B.
Hemos visto en la observación anterior que Cof(B) tiene productos �nitos.
Ahora veamos que b1 tiene la propiedad universal deseada.
Sea F : B → A un funtor, con A una categoría que tiene productos �nitos. No es difícil ver
que F 1 de�nido como:

〈Bj〉j∈J 7→ F 1〈Bj〉j∈J =
∏
j∈J FBj y

〈ϕ, 〈fk〉k∈K〉 : 〈Bj〉j∈J → 〈B′k〉k∈K 7→ F 1〈ϕ, 〈fk〉k∈K〉,

donde F 1〈ϕ, 〈fk〉k∈K〉 es el único mor�smo que hace conmutativo el siguiente diagrama∏
j∈J FBj

∏
k∈K FB

′
k

FBϕ(k) FB′k,

F 1〈ϕ,〈fk〉k∈K〉 //

πϕ(k)

��

πk

��

F (fk)
//

es un funtor.
También es fácil mostrar que F = F 1 ◦ b1. Por lo que de�nimos εF = 1F .
El funtor F 1 preserva productos �nitos debido a que:
Para cada 〈Bj〉j∈J en Cof(B)

(16) 〈〈Bj〉j∈J 〈Bj〉j∈{j}〉j∈J
〈ej ,〈1Bj 〉〉 //
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es un cono universal por la Observación 4.7 y

F 1〈〈Bj〉j∈J 〈Bj〉j∈{j}〉j∈J =

〈
∏
j∈J FBj FBj〉j∈J

F 1〈ej ,〈1Bj 〉〉 //
πj //

Además, debido a que cada familia �nita {〈B(i,j)〉i∈Ij}j∈J se tiene la conmutatividad de∏
(i,j)∈

∐
j∈J (Ij×{j}) FB(i,j)

∏
i∈Ij FB(i,j)

FB(i,j) FB(i,j),

F 1(xj) //

π(i,j)

��

πi

��

F (1B(i,j)
)

//

donde

〈B(i,j)〉(i,j)∈∐j∈J (Ij×{j}) 〈B(i,j)〉i∈Ij
xj=〈ϕj ,〈1B(i,j)

〉i∈Ij 〉 //

es el mor�smo de�nido en la Observación 4.7 ∀i ∈ Ij y ∀j ∈ J .
Desde luego la propiedad universal del producto es también fundamental para que F 1 preserve
productos �nitos.
El funtor F 1 es único debido a la de�nición de Cof(B) y porque éste preserva productos �nitos.
Por último, mostramos que εF = 1F exhibe a F 1 como extensión derecha de Kan de F a lo
largo de b1.
Sean G, θ, un funtor y una transformación natural respectivamente como en el siguiente
diagrama

B Cof(B)

A.

b1 //

F

""EEEEEEEEEEEEEEE

G

��

θ{� ������

Dado que para cada 〈Bj〉j∈J en Cof(B) se cumple que 〈Bj〉j∈J =
∏
j∈J〈Bj〉j∈{j}, G es funtor y

θ natural entonces, por la propiedad universal del producto, existe un mor�smo único θ′〈Bj〉j∈J
tal que

G〈Bj〉j∈J F 1〈Bj〉j∈J

G〈Bj〉j∈{j} FBj ,

θ′〈Bj〉j∈J //

G(πj)

��

πj

��

θBj

//

conmuta. No es difícil mostrar que θ̄ : G ⇒ F 1, tal que θ̄〈Bj〉j∈J = θ′〈Bj〉j∈J , es una transfor-

mación natural. Claramente 1 · θ̄b1 = θ.
La unicidad de θ̄ es consecuencia de su naturalidad y la propiedad universal del producto. �

Corolario 4.9. Sea Cat la 2-categoría de categorías l-pequeñas. Las siguientes condicio-
nes determinan una seudomónada de Kan derecha U sobre Cat.
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(i) Sea U :Ob(Cat)→Ob(Cat) la aplicación tal que

B 7→UB =Cof(B).

(ii) Para cada B en Cat, de�nimos el funtor uB como uB = b1 : B→UB.
(iii) Para cada funtor F : B→ UA la transformación natural

B UB

UA

uB //

F

$$JJJJJJJJJJJJJJJJJ

FU

��

UF=1{� ������

exhibe a FU = F 1 como extesión derecha de F a lo largo de uB.

Mostramos que la KZ-doctrina D′ sobre Cat, tal que el seudofuntor en cuestión asigna
a cada categoría l-pequeña C la categoría l-pequeña libre con coproductos �nitos sobre C y
cuya 2-categoría de U′-álgebras consta de las categorías l-pequeñas con coproductos �nitos, las
1-celdas son funtores que preservan coproductos �nitos y las 2-celdas son las transformaciones
naturales, es una KZ-doctrina desde el contexto de extensiones de Kan.

Describimos la categoría l-pequeña libre que el seudofuntor D′ asigna a cada categoría
l-pequeña C .

Sea C en Cat. No es difícil mostrar que los siguientes conjuntos de objetos y mor�smos,
así como la composición para tales mor�smos de�nen para una categoría l-pequeña C una
categoría en Cat a la que llamamos fam de C y denotamos por Fam(C):

(i) Los objetos son familias 〈Ai〉i∈I tal que Ai es un objeto de C ∀i ∈ I, donde I es un
conjunto �nito.

(ii) Para 〈Ai〉i∈I , 〈Bj〉j∈J objetos en Fam(C), el conjunto Fam(C)(〈Ai〉i∈I , 〈Bj〉j∈J) tiene
como elementos 〈ϕ, 〈fi〉i∈I〉, donde ϕ : I → J es una función y fi : Ai → Bϕ(i) es un
mor�smo en C ∀i ∈ I .

(iii) Sean 〈ϕ, 〈fi〉i∈I〉 : 〈Ai〉i∈I → 〈Bj〉j∈J y 〈ψ, 〈gj〉j∈J〉 : 〈Bj〉j∈J → 〈Cl〉l∈L mor�smos en
Fam(C), se de�ne la composición de la siguiente manera (la composición en Fam(C)
la denotamos por yuxtaposición):
〈ψ, 〈gj〉j∈J〉〈ϕ, 〈fi〉i∈I〉 = 〈ψϕ, 〈gϕ(i)fi〉l∈L〉, donde ψϕ : I → L es la composición usual
de funciones y gϕ(i)fi es la composición usual de mor�smos en C.

(iv) Para cada 〈Ai〉i∈I en Fam(C), tomamos 1〈Ai〉i∈I = 〈1I , 〈1Ai〉i∈I〉 que es fácil ver que
es el mor�smo identidad en 〈Ai〉i∈I .

El siguiente resultado es la versión dual del Teorema 4.8. Aquí el funtor br : B→Fam(B) está
de�nido como sigue:

B 7→ br(B) = 〈B〉{∗} y f : B → B′ 7→ 〈1{∗}, 〈f〉〉
para B,B′ objetos de B y cada mor�smo f en B.

Teorema 4.10. Sea B una categoría l-pequeña. La completación de B bajo coproductos
�nitos en Cat es la categoría l-pequeña Fam(B). En otras palabras, esto signi�ca que Fam(B)
tiene coproductos �nitos y existe un funtor br : B→Fam(B) que satisface la siguiente propiedad
universal:
Dado cualquier funtor F : B → A , para A una categoría l-pequeña que tiene coproductos
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�nitos, existen un único funtor F r que preserva coproductos �nitos y una transformación
natural δF , como en el diagrama

B Fam(B)

A,

br //

F

""EEEEEEEEEEEEEE

F r

��

δF ;C��� ���

tales que para cada funtor G :Fam(B)→ A y cualquier transformación natural τ como en

B Fam(B)

A.

br //

F

""EEEEEEEEEEEEEEE

G

��

τ ;C��� ���

existe una única transformación natural τ̄ : F r → G tal que τ = τ̄ br · δF .

Naturalmente, también hay una versión dual del Corolario 4.9.

Corolario 4.11. Sea Cat la 2-categoría de categorías l-pequeñas. Las siguientes condi-
ciones determinan una seudomónada de Kan derecha D sobre Cat.

(i) Sea D :Ob(Cat)→Ob(Cat) la aplicación tal que

B 7→DA =Fam(B).

(ii) Para cada B en Cat, de�nimos el funtor dB como dB = br : B→DB.
(iii) Para cada funtor F : B→DA la transformación natural

B DB

DA

dB //

F

$$JJJJJJJJJJJJJJJJJ

FD

��

DF=1 ;C��� ���

exhibe a FD = F r como extesión derecha de F a lo largo de dB.

Finalizamos ésta sección con el siguiente comentario.

Sea C en Cat. Es un simple ejercicio mostrar que los siguientes conjuntos de objetos y
mor�smos, así como la composición para tales mor�smos de�nen para una categoría l-pequeña
C una categoría en Cat a la que llamamos cofam∗ de C y denotamos por Cof∗(C):

(i) Los objetos son familias 〈Ai〉i∈I tal que Ai es un objeto de C ∀i ∈ I, donde I es
conjunto.

(ii) Para 〈Ai〉i∈I , 〈Bj〉j∈J objetos en Cof(C), el conjunto Cof(C)(〈Ai〉i∈I , 〈Bj〉j∈J) tiene
como elementos 〈ϕ, 〈fj〉j∈J〉, donde ϕ : J → I es una función y fj : Aϕ(j) → Bj es un
mor�smo en C ∀j ∈ J .

(iii) Sean 〈ϕ, 〈fj〉j∈J〉 : 〈Ai〉i∈I → 〈Bj〉j∈J y 〈ψ, 〈gl〉l∈L〉 : 〈Bj〉j∈J → 〈Cl〉l∈L mor�smos en
Cof(C), se de�ne la composición de la siguiente manera (la composición en Cof(C) la
denotamos por yuxtaposición):
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〈ψ, 〈gl〉l∈L〉〈ϕ, 〈fj〉j∈J〉 = 〈ϕψ, 〈glfψ(l)〉l∈L〉, donde ϕψ : L→ I es la composición usual
de funciones y glfψ(l) es la composición usual de mor�smos en C.

(iv) Para cada 〈Ai〉i∈I en Cof(C), tomamos 1〈Ai〉i∈I = 〈1I , 〈1Ai〉i∈I〉.
La descripción de Fam∗(C) para cada C en Cat es análoga.
En las demostraciones de el Teorema 4.8, el Teorema 4.10, el Corolario 4.9 y el Corolario 4.11
no se utilizó el hecho de que I sea �nito para cada 〈Ai〉i∈I en Cof(C). Por lo que tenemos los
siguientes resultados para Fam∗ y Cofam∗.

Teorema 4.12. Sea B una categoría l-pequeña. La completación de B bajo productos en
Cat es la categoría Cof∗(B). En otras palabras, esto signi�ca que Cof∗(B) tiene productos y
existe un funtor b∗ : B→Cof∗(B) que satisface la siguiente propiedad universal:
Dado cualquier funtor F : B → A , para A una categoría l-pequeña que tiene productos,
existen un único funtor F ∗ que preserva productos y un isomor�smo natural εF , como en el
diagrama

B Cof∗(B)

A,

b∗ //

F

""EEEEEEEEEEEEEE

F ∗

��

εF{� ������

tales que para cada funtor G :Cof∗(B)→ A y cualquier transformación natural τ como en

B Cof∗(B)

A.

b∗ //

F

""EEEEEEEEEEEEEEE

G

��

τ{� ������

existe una única transformación natural τ̄ : G→ F ∗ tal que τ = εF · τ̄ b∗.

Demostración. Análoga a la demostración de el Teorema 4.8. �

Corolario 4.13. Sea Cat la 2-categoría de categorías l-pequeñas. Las siguientes condi-
ciones determinan una seudomónada de Kan derecha U sobre Cat.

(i) Sea la aplicación U :Ob(Cat)→Ob(Cat) tal que

B 7→UB =Cof∗(B).

(ii) Para cada B en Cat, de�nimos el funtor uB como uB = b∗ : B→UB.
(iii) Para cada funtor F : B→UA la transformación natural

B UB

UA

uB //

F

$$JJJJJJJJJJJJJJJJJ

FU

��

UF=1{� ������

exhibe a FU = F ∗ como extesión derecha de F a lo largo de uB.

Demostración. La demostración es semejante a la de el Cororolario 4.9. �
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Teorema 4.14. Sea B una categoría l-pequeña. La completación de B bajo coproductos en
Cat es la categoría l-pequeña Fam∗(B). En otras palabras, esto signi�ca que Fam∗(B) tiene
coproductos y existe un funtor b∗ : B→Fam∗(B) que satisface la siguiente propiedad universal:
Dado cualquier funtor F : B → A , para A una categoría l-pequeña que tiene coproductos,
existen un único funtor F∗ que preserva coproductos y una transformación natural δF , como
en el diagrama

B Fam∗(B)

A,

b∗ //

F

""EEEEEEEEEEEEEE

F∗

��

δF ;C��� ���

tales que para cada funtor G :Fam∗(B)→ A y cualquier transformación natural τ como en

B Fam∗(B)

A.

b∗ //

F

""EEEEEEEEEEEEEEE

G

��

τ ;C��� ���

existe una única transformación natural τ̄ : F∗ → G tal que τ = τ̄ b∗ · δF .

Demostración. La demostración es esencialmente la misma que la de el Teorema 4.10.
�

Corolario 4.15. Sea Cat la 2-categoría de categorías l-pequeñas. Las siguientes condi-
ciones determinan una seudomónada de Kan derecha D sobre Cat.

(i) Sea la aplicación D :Ob(Cat)→Ob(Cat) tal que

B 7→DA =Fam∗(B).

(ii) Para cada B en Cat, de�nimos el funtor dB como dB = b∗ : B→DB.
(iii) Para cada funtor F : B→DA la transformación natural

B DB

DA

dB //

F

$$JJJJJJJJJJJJJJJJJ

FD

��

DF=1 ;C��� ���

exhibe a FD = F∗ como extensión derecha de F a lo largo de dB.

Demostración. Análoga a la de el Corolario 4.11. �

2. Ejemplos de leyes distributivas entre Seudomónadas de Kan

Iniciamos esta sección con la siguiente observación en la que aclaramos lo que se entiende
por una ley distributiva de una seudomónada de Kan derecha sobre una seudomónada de Kan
izquierda en una 2-categoría K.

Observación 4.16. Sean D una seudomónada de Kan izquierda y U una seudomónada de
Kan derecha sobre K. Se muestra en [18] que D y U inducen una KZ-doctrina y una co-KZ
doctrina respectivamente, a las que también denotamos por D y U. Además, como se muestra
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en [13], ambas estructuras inducen seudomónadas a las que denotamos por D′ y U′. Si hay
una ley distributiva de U′ sobre D′ decimos que hay una ley distributiva de U sobre D[14].

El siguiente teorema es la principal herramienta que usaremos en la demostración de al-
gunos de nuestros resultados más importantes. Para su demostración, se remite al lector a
[18].

Teorema 4.17. Sean D una KZ-doctrina y U una co-KZ doctrina sobre K. Una ley dis-
tributiva de U sobre D puede equivalentemente estar dada por los siguientes datos

(a) Para cada A en K, una estructura de U-álgebra (DUA, (−)λ).
(b) Para cada L : B →UA, D(LU) : (DUB, ( )λ)) →(DUB, ( )λ)) es 1-celda de U-

álgebras.
(c) Para cada A, d−1

uA exhibe a dUA como extensión de Kan derecha de DuAdA a lo largo
de uA.

(d) Para cada H : C →DUA, (Hλ)D : (DUC, ( )λ)) →(DUA, ( )λ)) es un mor�smo de
U-álgebras.

(e) Para cada L : B →UA, UL exhibe a dUA ◦ LU como extensión de Kan derecha de
dUA ◦ L a lo largo de uB.

A continuación se analizará, desde el contexto de extensiones de Kan, la ley distributiva
ya conocida de U sobre D en la 2-categoría ord.

Proposición 4.18. Sean U, D como en el Teorema 4.4 y en el Corolario 4.6 respectiva-
mente. Hay una ley distributiva de U sobre D.

Demostración. Utilizamos el Teorema 4.17.

(a) Demostramos que para cada Y tenemos una U-álgebra estructura (DUY, ( )λ).

Notemos que para {Xi}i∈I tal que Xi ∈ DX, X copo, entonces
∏
i∈I Xi =

⋂
i∈I Xi. i.e. DX

es cerrado bajo productos.
Por la Proposición 4.2 para cada F : X→DUY, de�nimos F λ y λF como

X UX

DUY,

uX //

F

""EEEEEEEEEEEEEE

Fλ=F l

��

λF=1����
����

Como F λ preserva productos, 1 exhibe a F λ como extesión de Kan derecha de F a lo largo
de uX.
Resta mostrar que para cada G : A→UX en K, el diagrama

A UA

UX DUY,

uA //

G

""EEEEEEEEEEEEEEE

GU

�� Fλ //

UG�� ������
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exhibe a F λGU como extesión de Kan derecha de F λG a lo largo de uA. Sean la 1-celda H y
la 2-celda θ tal que

A UA

UX DUY,

uA //

G

��
H

��

Fλ
//

θ{� ������

Tenemos la 2-celda

A UA

UX DUYUA

uA //

G

��
H

��

Fλ
//

uA

||yyyyyyyyyyy

GU
//

θ{� ������

1{� ������

i.e. H(↑ a) ≤ F λG(a), ∀a ∈ A.
Sea A ∈ UA, recordemos que

∏
a∈A ↑ a = A. Así A ≤↑ a, ∀a ∈ A ⇒ HA ≤ H(↑ a), ∀a ∈ A,

porque H es mónotona.

⇒ HA ≤ H(↑ a) ≤ F λG(a), ∀a ∈ A
⇒H(A) ⊆ F λG(a) =

⋂
t∈G(a) F (t) ⊆ F (t) ∀t ∈ G(a), ∀ ∈ A

⇒ HA ⊆
⋂
t∈

⋃
a∈AG(a) F (t) = F λGU(A).

∴ HA ≤ F λGU(A) ⇔ ∃ τ̄ : H → F λGU,

por la de�nición de ord.
Por otro lado, sea a ∈ A⇒ H(↑ a) ≤ F λGU(↑ a) y F λGU(↑ a) ≤ F λG(a), pues GU(↑ a) ≤ Ga
⇒ H(↑ a) ≤ F λG(a).

∴ F λUG · τ̄uA = τ .

Además, por la de�nición de ord, τ̄ es única.

∴ (DUY, ( )λ) es U-álgebra estructura.

(b) Para cada L : X →UY, D(LU) : (DUX, ( )λ) →(DUY, ( )λ) es 1-celda de U-álgebras.
En otras palabras es su�ciente con mostrar que para cada F : P→DUX, el diagrama

P UP

DUX DUY,

uP //

F

""EEEEEEEEEEEEEEE

Fλ

�� D(LU) //

λF�� ������

exhibe a D(LU)F λ como extensión de Kan derecha de D(LU)F a lo largo de uP.

Observación 4.19. La 1-celda D(LU) : DUX→ DUY preserva productos. Esto se sigue
si consideramos que UX tiene productos,de�nición de UX, LU preserva productos y de�nición
de D(LU) (D(LU) = (dUY ◦ LU)D, consutar [18]).

∴ D(LU) preserva productos.
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Sean G y θ, 1-celda y 2-celda respectivamente, tales que

P UP

DUX DUY

uP //

F

��
G

��

D(LU)

//

θ{� ������

i.e. Para cada R ∈ UP, como R =
⋃
r∈R ↑ r y R ≤↑ r, ∀r ∈ R ⇒ G(R) ≤ G(↑ r),

∀r ∈ R. Ahora bien, G(R) ≤ G(↑ r) ≤ D(LU)F (r), ∀r ∈ R, θ 2-celda. Por otra par-
te D(LU)F λ(R) = D(LU)

⋂
r∈R F (r) ≤ D(LU)F (r), ∀r ∈ R y además

∏
r∈RD(LU)F (r) =

D(LU)
∏
r∈R F (r) = D(LU)F λ(R). Por lo tanto, por la propieded universal del producto,

G(R) ≤ D(LU)F λ(R). Por la de�nición de ord se tiene que existe una 2-celda única
θ̄ : G→ D(LU)F λ tal que D(LU)λF .θ̄uP = θ.
Por lo tanto, se prueba (b).
(c) Es un sencillo ejercicio.

(d) Para cada H : X →DUY, (Hλ)D : (DUX, ( )λ) →(DUY, ( )λ) es 1-celda de U-
álgebras. Queremos probar que para cada F : P→DUX

P UP

DUX DUY,

uP //

F

""EEEEEEEEEEEEEEE

Fλ

�� (Hλ)D //

���
���

exhibe a (Hλ)DF λ como extensión derecha de (Hλ)DF a lo largo de uP.
Sean la 1-celda G y la 2-celda τ tales que:

P UP

DUX DUY

uP //

F

��
G

��

(Hλ)D
//

τ{� ������

De modo que G(↑ p) ≤ (Hλ)DF (p), ∀p ∈ P. Ahora bien, para cualquier P ∈ UP tenemos que
P =

∏
p∈P ↑ p ⇒ G(P ) ≤ G(↑ p) ≤ (Hλ)DF (p), ∀p ∈ P .

Además (Hλ)DF λ(P ) = (Hλ)D
∏
p∈P F (p) =

∏
p∈P (Hλ)DF (p), dado que (Hλ)D preserva pro-

ductos (para esto consideramos que el conjunto UX tiene productos, Hλ preserva productos
y la de�nición de UX).
De esta forma

∏
p∈P (Hλ)DF (p) ≤ (Hλ)DF (p), ∀p ∈ P . Entonces por la propiedad universal

del producto G(P ) ≤
∏
p∈P (Hλ)DF (p) = (Hλ)DF λ(P ). Por la de�nición de ord existe una

única 2-celda τ̄ : G→ (Hλ)DF λ tal que (Hλ)D1.τ̄uP = τ .
Por lo tanto, se prueba (d).
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(e) Para cada L : X→UY

X UX

UY DUY,

uX //

L

""EEEEEEEEEEEEEEE

LU

�� dUY //

���
���

exhibe a dUY ◦ LU como extensión de Kan derecha de dUY ◦ L a lo largo de uX.
Es sencillo ver que dUY preserva productos. (e) se satisface gracias a que dUY ◦LU preserva
productos y porque dUY ◦ L = dUY ◦ LU ◦ uX.
Por el Teorema 4.17 hay una ley distributiva de U sobre D. �

Para �nalizar, en el contexto de extensiones de Kan, mostramos la ley distributiva de U′

sobre D′ en la 2-categoría Cat. Para ello son necesarias las siguientes observaciones, así como
los siguientes lemas.

Observación 4.20. Sea C una categoría l-pequeña que tiene productos �nitos.
Dado que C tiene productos �nitos entonces tiene objeto terminal. Sea X el objeto terminal
en C. Así que 〈X = Ci〉i∈{i} es objeto terminal en Fam(C).
Ahora bien, veamos que el producto de cualesquiera dos objetos en Fam(C) existe.
Sean 〈Ai〉i∈I , 〈Aj〉j∈J objetos en Fam(C) y,

Ai Ai ×Aj Aj
pjioo

pij //

el producto con sus correspondientes proyecciones para cada i ∈ I y para cada j ∈ J . No es
difícil mostrar que

〈Ai ×Aj〉(i,j)∈I×J 〈Ai〉i∈I

〈Ai ×Aj〉(i,j)∈I×J 〈Aj〉j∈J

〈PI ,〈pji 〉(i,j)∈I×J 〉 //

〈PJ ,〈pij〉(i,j)∈I×J 〉 //

son el producto y las correspondientes proyecciones de 〈Ai〉i∈I y 〈Aj〉j∈J . En este último dia-
grama PI y PJ son las proyecciones en

I I × J J.
PIoo PJ //

De este modo concluimos que la categoría DC =Fam(C) en el Corolario 4.11, tiene productos
�nitos.

Es un ejercicio de rutina la prueba del siguiente:

Lema 4.21. Sean C y D categorías l-pequeñas que tienen productos �nitos. Sea F : C→ D
un funtor que preserva objeto terminal y el producto de cualesquiera dos objetos entonces, F
preserva productos �nitos.

Consecuencia de nuestro anterior lema es la siguiente observación, cuya demostración no
es más que un sencillo cálculo.

Observación 4.22. Sea A una categoría l-pequeña entonces, el funtor dUA :UA→DUA
preserva productos �nitos. Aquí UA y DUA son como en el Corolario 4.9 y el Corolario 4.11
respectivamente.
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Lema 4.23. Sean C una categoría l-pequeña que tiene productos �nitos y H : C→DA un
funtor que preserva productos �nitos entonces HD :DC→DA preserva productos �nitos.

Demostración. Como HD ◦ dC = H y dado que H preserva objeto terminal entonces
HD preserva objeto terminal.
Además, es un ejercicio de rutina mostrar que para cada 〈Ci〉i∈I en DC se satisface 〈Ci〉i∈I ∼=∐
i∈I〈Ci〉i∈{i}.

Sean 〈Ci〉ki=1 〈Dj〉lj=1 en DC, tal que Ci, Dj son objetos en C para cada i ∈ {1, 2, · · · k} y
para cada j ∈ {1, 2, · · · l}. Entonces

HD(〈Ci〉ki=1 × 〈Dj〉lj=1) = HD〈C1〉1∈{1}
∐
HD(〈Ci〉ki=2 × 〈Dj〉lj=1) =

HD(〈Ci〉k−1
i=1 )

∐
HD〈Ck〉k∈{k} × 〈Dj〉lj=1) =

HD(〈Ci〉k−1
i=1 )

∐
HD(〈Ck〉k∈{k} × 〈D1〉1∈{1})

∐
HD(〈Dj〉lj=2) =

HD(〈Ci〉k−1
i=1 )

∐
HD(〈Ck ×D1〉(k,1)∈{(k,1)})

∐
HD(〈Dj〉lj=2) =

HD(〈Ci〉k−1
i=1 )

∐
H(Ck ×D1)

∐
HD(〈Dj〉lj=2) =

HD(〈Ci〉k−1
i=1 )

∐
H(Ck)×H(D1)

∐
HD(〈Dj〉lj=2) =

HD(〈Ci〉k−1
i=1 )

∐
HD(〈Ck〉k∈{k})×HD(〈D1〉1∈{1})

∐
HD(〈Dj〉lj=2) =

HD(〈Ci〉ki=1)×HD(〈Dj〉lj=1).

Hemos utilizado que H preserva productos y que HD ◦ dC =H. �

Teorema 4.24. Sean U, D como en el Corolario 4.9 y en el Corolario 4.11 respectivamente.
Entonces existe una ley distributiva de U sobre D.

Demostración. Utilizamos el Teorema 4.17.
(a) Mostramos que para cada A tenemos una U-álgebra estructura (DUA, ( )λ).
Sabemos que DUA tiene productos �nitos por la Observación 4.20. De este modo, para cada
H : B→DUA de�nimos Hλ = H1 y λH = εH como en el Teorema 4.8.

Veamos que

C UC

UB DUA,

uC //

T

""EEEEEEEEEEEEEEE

TU

�� Hλ
//

UT�� ������

exhibe a HλTU como extensión derecha de Kan de HλT a lo largo de uC.
Sean G, θ, un funtor y una transformación natural como en el diagrama

C UC

UB DUA.

uC //

T

��

G

��

Hλ
//

θ{� ������
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Sea 〈Cj〉j∈J en UC, sabemos que este es de la forma

〈〈Cj〉j∈J 〈Cj〉j∈{j}〉j∈J ,
πj=〈ej ,〈1Cj 〉〉 //

analógo al cono en (16). Dado queHλTU preserva productos �nitos y por la propiedad universal
del producto entonces existe un único mor�smo θ′〈Cj〉j∈J que hace conmutativo el siguiente
diagrama

G〈Cj〉j∈J HλTU〈Cj〉j∈J

G〈Cj〉j∈{j} HλTU〈Cj〉j∈{j}.

θ′〈Cj〉j∈J //

Gπj

��

HλTUπj

��

θCj

//

Veamos que θ̄ : G⇒ HλTU de�nida como θ̄〈Cj〉j∈J = θ′〈Cj〉j∈J , para cada 〈Cj〉j∈J es natural.

Sea x = 〈ϕ, 〈fk〉k∈K〉 : 〈Cj〉j∈J → 〈C ′k〉k∈K . Por la de�nición de x tenemos que

(17)

〈Cj〉j∈J 〈C ′k〉k∈K

〈Cϕ(k)〉ϕ(k)∈{ϕ(k)} 〈C ′k〉k∈{k}.

x //

πϕ(k)

��

π′k

��

xk=〈e,〈fk〉k∈{k}〉
//

conmuta.
Ahora bien, en el diagrama

G〈Cϕ(k)〉ϕ(k)∈{ϕ(k)} G〈Cj〉j∈J HλTU〈Cj〉j∈J HλTU〈Cϕ(k)〉ϕ(k)∈{ϕ(k)}

G〈C ′k〉k∈{k} G〈C ′k〉k∈K HλTU〈C ′k〉k∈K HλTU〈C ′k〉k∈{k}

S(xk)

��

S(πϕ(k))
oo

θ′〈Cj〉j∈J

//

S(x)

��

HλTUπϕ(k)

//

HλTU(x)

��

HλTU(xk)

��

θ′
C′
k

77Sπ′k

oo
θ′〈C′

k
〉k∈K

//
HλTU(π′k)

//

θCj

''
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las partes �superior� e �inferior� son conmutativas (de�nición de θ̄), el primer cuadrado (de
izquierda a derecha) conmuta porque este es G evaluado en (17), el tercer cuadrado es con-
mutativo por ser HλTU evaluado en (17) y también tenemos que el �contorno� de nuestro
diagrama es conmutativo (naturalidad de θ). Así

HλTU(π′k) ◦HλTU(x) ◦ θ′〈Cj〉j∈J = HλTU(π′k) ◦ θ′〈C′k〉k∈K ◦ S(x)

para cada k ∈ K. Por tanto, por la propiedad universal del producto, se sigue que

HλTU(x) ◦ θ′〈Cj〉j∈J = θ′〈C′k〉k∈K
◦ S(x).

Por lo tanto, concluimos que θ̄ es natural.
Es evidente que HλUT · θ̄uC = θ.
La unicidad de θ̄ se tiene gracias a su naturalidad, a su de�nición y a la propiedad universal
del producto.
(b) Para cada L : B→UA,D(LU) :(DUB, ( )λ)→ (DUA, ( )λ) es una 1-celda de U-álgebras.
Por el Lema 4.23, se sigue que D(LU) = (dUA ◦ LU)D preserva productos �nitos porque LU

preserva productos �nitos.
Así, la demostración de que

C UC

DUB DUA,

uC //

F

""EEEEEEEEEEEEEEE

Fλ

�� D(LU) //

λF�� ������

exhibe a D(LU)◦F λ como extensión de Kan derecha de D(LU)◦F a lo largo de uC es análoga
al (a) porque D(LU) ◦ F λ preserva productos �nitos y por la de�nición de UC.
(c) Es un simple ejercicio de rutina.

(d) Para cada H : B → DUA, (Hλ)D :(DUB, ( )λ) →(DUA, ( )λ) es 1-celda de U-
álgebras.
Gracias al Lema 4.23, (Hλ)D preserva productos �nitos porque Hλ preserva productos �nitos.
De igual modo que en (a), se muestra que

C UC

DUB DUA,

uC //

F

""EEEEEEEEEEEEEEE

Fλ

�� (Hλ)D //

λF�� ������

exhibe a (Hλ)D ◦ F λ como extensión de Kan derecha de (Hλ)D ◦ F a lo largo de uC porque
(Hλ)D ◦ F λ preserva productos �nitos y por la de�nición de UC.
(e) De manera semejante como en (a), se muestra que

B UB

UA DUA,

uB //

L

""EEEEEEEEEEEEEEE

LU

�� dUA //

UL�� ������
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exhibe a dUA ◦ LU como extensión de Kan derecha de dUA ◦ L a lo largo de uB, para cada
L : B →UA. Para ello utilizamos que dUA preserva productos �nitos (Observación 4.22) y
por tanto que dUA ◦ LU también preserva productos �nitos. �





Capítulo 5

Cocompletación libre

El propósito de este capítulo es dar un panorama del uso y signi�cado de leyes distributivas
en computación, enfocado al estudio de sus propiedades para buscar modelar de manera uni-
�cada sustitución y variable imprecindible en diferentes contextos; en particular para modelar
substitución en el contexto cartesiano como en el trabajo de Fiore et al [24]. Todo este análisis
será en el contexto de extensiones de Kan [18].
Fiore et.al. toma la categoría cocartesiana libre sobre 1 como categoría de contexto y en-
tonces considera su categoría de pregavillas para construir modelos abstractos para variable
imprecindible y sustitución. En [24] un modelo para sustitución que uni�que esta y otras
variaciones es construido usando la categoría de pregavillas sobre una categoría pequeña con
estructura que modela el contexto. Tales estructuras en diferentes contextos están dadas por
seudomónadas S sobre Cat, y las categorías de pregavillas están dadas como la seudomónada
cocompletación libre T sobre Cat, por lo tanto el análisis de leyes distributivas es aplicado a
la combinación de una seudomónada con la seudomónada cocompletación T en algún contexto.

Iniciamos este capítulo con la demostración de que la completación A de cada categoría
l-pequeña A bajo colímites pequeños es la subcategoría plena de ConAop

determinada por
todos los colímites pequeños de representables. Para este próposito ha sido de gran ayuda
[6]. Como consecuencia de tal hecho tenemos que existe una seudomónada derecha de Kan D
sobre Cat, tal que en cada categoría l-pequeña A el valor del seudofuntor en cuestión es A.
La 2-categoría de álgebras D-Alg tiene como objetos a las categorías l-pequeñas con colímites
pequeños, las 1-celdas son funtores que preservan colímites pequeños y las 2-celdas son trans-
formaciones naturales.
Dualmente existe una seudomónada izquierda de Kan U sobre Cat, tal que en cada categoría
A l-pequeña el valor del seudofuntor en cuestión es la subcategoría plena de (ConA)op de-
terminada por todos los límites pequeños de representables. La 2-categoría de álgebras U-Alg
tiene como objetos a las categorías l-pequeñas con límites pequeños, las 1-celdas son funtores
que preservan límites pequeños y las 2-celdas son transformaciones naturales.
También en este capítulo la conocida ley distributiva de U sobre D ([2] y [16]) es presentada
en términos de extensiones de Kan. Para tal a�rmación mostramos previamente si A es una
categoría l-pequeña completa entonces Luc(Aop) (la categotía de funtores lúcidos de Aop en
Con) es completa y Luc(Aop) = DA. Para la demostración del primer resultado ha sido de
gran ayuda [5], para el segundo hemos utilizado [21]. Un resultado más general de este hecho
se demuestra en [2].

Sean Tfp y Tcoc como en el Ejemplo 8.1 y el Ejemplo 8.7 en [24]. En dicho trabajo Tanaka
muestra que para las pseudomónadas Tfp y Tcoc sobre Cat el modelo de substitución de Fiore
et.al. es un ejemplo de estructura monoidal inducido por una ley distributiva Tfp sobre Tcoc.
Formalmente la ley distributiva Tfp sobre Tcoc es inexistente dado que Tcoc por razones de
tamaño (en general la cocompletación libre de una categoría pequeña no es pequeña) no es

61
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una seudomónada. En este capítulo también mostramos que si U y D son como en el
Corolario 4.9 y el Corolario 5.3 respectivamente entonces existe una ley distributiva de U sobre
D en la 2-categoría Cat.

Iniciamos con el siguiente resultado.

Proposición 5.1. Sea A en Cat. La completación de A bajo colimites pequeños es la sub-
categoría plena A deConAop

determinada por todos los colimites pequeños de representables.
En otras palabras, esto signi�ca que A es cerrada bajo colímites pequeños y existe un funtor
dA : A→ A que sarisface la siguiente propiedad universal:
Dada cualquier funtor L : A→ B , para B categoría cerrada bajo colímites pequeños, existen
un único funtor RL que preserva colímites pequeños y una transformación natural δL , como
en el diagrama

A A

B,

dA //

L

""EEEEEEEEEEEEEE

RL

��

δL ;C��� ���

tal que δL exhibe a RL como extensión de Kan izquierda de L a lo largo de dA.

Demostración. El funtor dA : A→ A está de�nido como sigue:

C 7→ dA(C)= A( ,C) y f : C → D 7→ dA(f) = A( ,f)

De modo que

A ConAop

A,

y //

dA

""EEEEEEEEEEEEEE

J

OO

es conmutativo. Aquí y es la inclusión usual de Yoneda, J es el funtor inclusión.

Veamos que A es cerrada bajo colimites pequeños, para lo cual hacemos notar que A tiene
coproductos pequeños y coiguladores.
Sea L : J → A un funtor, donde J es un conjunto pequeño y para cada J en J tenemos
L(J) = FJ = colimyF ′J , donde

〈yF ′J(I) colimyF ′J〉I∈IJ ,//

con y : A→ ConAop
la inclusión de Yoneda y F ′J : IJ → A es tal que IJ es pequeña.

Damos la descripción de FJ en objetos y mor�smos:
Para cada J en J, FJ(A) = colim(yF ′J)A donde

(18) 〈(yF ′J)A(I) colim(yF ′J)A〉I∈IJ ,
qAI //

con (yF ′J)A : IJ → Con como el funtor de�nido como:
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(yF ′J)A(I) = A(A,F ′J(I)) ∀I ∈ IJ y
(yF ′J)A(w) = A(A,F ′J(w)), ∀w : I → I ′ en IJ .

Ahora bien, para cada f : A→ B en Aop, por la propiedad universal del colímite, FJ(f) es el
único mor�smo que hace conmutar el diagrama

(19)

colim(yF ′J)A = FJ(A) FJ(B) = colim(yF ′J)B

(yF ′J)A(I) (yF ′J)B(I).

FJ (f) //

qAI

OO

qBI

OO

A(f , )
//

Consideremos a la categoría I que consta de:

(i) Obj(I)= ∪J∈JObj(IJ).
(ii) Mor(I)= ∪J∈JMor(IJ).
(iii) La composisión en I es la �inducida� por la composición de las componentes IJ .

Se tiene que el funtor F : I→ A está de�nido como:

I 7→ F (I) = F ′J(I) si I ∈ IJ y F (t) = F ′J(t) si t ∈Mor(IJ).

A�rmamos que colim(yF )= G, donde

〈L(J) G〉J∈I.
QJ //

Ahora describimos QJ .
Sabemos que para cada A en A, G(A) =colim(yF )A, donde (yF )A : I →Con es el funtor
de�nido como:

(yF )A(I) = A(A,F (I)) y (yF )A(w) = A( ,F (w)) para w : I → J .

Se de�ne G sobre mor�smos como sigue:
Sea f : A → B en Aop. Por la propiedad universal del colímite, G(f) es el único mor�smo
que hace conmutar el siguiente diagrama:

(20)

G(A) = colim(yF )A GB = colim(yF )B

(yF )A(I) (yF )B(I)

G(f) //

QAI

OO

QBI

OO

A(f , )
//

Ahora bien, para cada J ∈ J y para cada t : I → I ′ en I se tiene:

(yF ′J)A(t) : (yF ′J)A(I)→ (yF ′J)A(I ′) = (yF )A(t) : (yF )A(I)→ (yF )A(I ′).

Por lo que

G(A) = colim(yF )A

(yF ′J)A(I) (yF ′J)A(I ′)

QAI

<<yyyyyyyyyyyyy (yF ′J )A(t)
//

QA
I′

bbEEEEEEEEEEEEE
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conmuta. i.e. tenemos un cocono de base (yF ′J)A.
Por (18) para cada J ∈ J y para cada A ∈ A existe un QJA único mor�smo tal que

(21)

FJ(A) G(A)

(yF ′J)A(I) = (yF )A(I)

QJA //

qAI

bbEEEEEEEEEEEEE
QAI

<<yyyyyyyyyyyyy

es conmutativo.
Así, para cada J ∈ J y cada f : A→ B en Aop

FJ(A) G(A)

FJ(B) G(B)

QJA //

FJ (f)

��

G(f)

��

QJB

//

conmuta por (18), (19), (20) y (21).

∴ QJ es transformación natural para cada J ∈ J.

Por lo cual

〈L(J) G〉J∈I.
QJ //

es un cocono. Veamos que dicho cocono es universal.
Sea M ∈ A tal que

〈L(J) M〉J∈I.
βJ //

es un cocono. De manera que, por la de�nición de F y FJ , con J ∈ J, para cada A ∈ Aop

〈(yF )AI = (yF ′J)AI MA〉I∈I
βJAq

A
I //

es un cocono. Entonces por la propiedad universal del colímite existe una función βA única tal
que el siguiente diagrama conmuta

GA MA

(yF )AI FJA,

βA //

QAI

OO

qAI

//

βJA

OO

sin olvidar que (yF )AI = (yF ′J)AI.
Asimismo, para cada J ∈ J y cada I ∈ I, βJA es la única función que hace conmutar el anterior
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diagrama. Por otra parte, βAQJAq
A
I = βAQ

A
I , de manera que

(22)

MA

FJA GA

βJA

<<yyyyyyyyyy

QJA

//

βA

bbEEEEEEEEEEE

conmuta (GA=lim(yF )A). La unicidad y naturalidad de β son consecuencia de (19), (20),
(21), (23), la naturalidad de QJ , la naturalidad de βJ y la propiedad universal del colímite.

∴ A tiene coproductos pequeños.

A continuación se muestra que A tiene coiguladores.
Sean

F G
α //

β
//

en A. De manera que F =colimyF ′ y G =colimyG′, donde F ′ : P→ A y G′ : Q→ A con P
y Q categorías pequeñas. i.e.

(23) 〈yF ′(P ) F 〉P∈P y 〈yG′(Q) G〉Q∈Q.
ρP //

σQ //

Por lo anterior, para cada P ∈ P existen uP : F ′(P ) → G′(P ′) y vP : F ′(P ) → G′(P ′′) tales
que los siguientes diagramas son conmutativos

F G

yF ′P yG′P ′

F G

yF ′P yG′Q′′.

α //

ρP

OO

yuP
//

σP ′

OO
β //

ρP

OO

yvP
//

σP ′′

OO

Consideremos la categoría X que consta de:

(i) Obj(X)=Obj(P)∪Obj(Q).
(ii) Mor(X)=Mor(Q)∪{xP }P∈P ∪ {zP }P∈P
(iii) Composición en X es la generada por la composición en la componente Q y los mor-

�smos xP , zP que hemos agregado para cada P ∈ P.

Claramente X es una categoría pequeña.
Se tiene el siguiente funtor H ′ : X→ A de�nido como:

P 7→ H ′(P ) = F ′(P ) ∀P ∈Mor(P) y
Q 7→ H ′(Q) = G′(Q) para cada Q ∈Mor(Q),

en los objetos. Y en los mor�smos

xP 7→ H ′(xP ) = uP , zP 7→ H ′(zP ) = vP ∀P ∈ P y
w 7→ H ′(w) = G′(w) ∀w ∈Mor(Q).

Sea H =colimyH ′ en A. i.e.

〈yH ′(X) H〉X∈X
δX //
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Dado que Mor(Q) ⊆Mor(X), para cada w : Q→ Q′ en Mor(Q) tenemos que

H

yH ′(Q) yH ′(Q′)

δQ

<<yyyyyyyyyy

yH′w
//

δQ′
bbEEEEEEEEEE

conmuta. Asimismo, por la de�nición de H ′

H

yG′(Q) yG′(Q′)

δQ

<<yyyyyyyyyy

yG′w
//

δQ′
bbEEEEEEEEEE

es conmutativo. Entoces por la propiedad universal del colímite existe una transformación
natural única γ : G→ H tal que el siguiente diagrama es conmutativo

(24)

G H

yG′Q = yH ′Q.

γ //

σQ

bbEEEEEEEEEE δQ

<<yyyyyyyyyy

Por otra parte, por de�nición de uP , vP y γ, se tiene que

(25)

F G H

yF ′P yG′P ′ yH ′P ′

α // γ //

ρP

OO

yuP
//

σP ′

OO

1
//

δP ′

OO

(26)

F G H

yF ′P yG′P ′′ yH ′P ′′

β // γ //

ρP

OO

yvP
//

σP ′′

OO

1
//

δP ′′

OO

conmutan para cada P ∈ P. Además

(27)

H

yH ′P yH ′P ′

H

yH ′P yH ′P ′′

δP

<<yyyyyyyyyy

yH′xP

//

δP ′

bbEEEEEEEEEE

δP

<<yyyyyyyyyy

yH′zP

//

δP ′′

bbEEEEEEEEEE

conmutan debido a que H = colimyH ′. De modo que por todo lo anterior y la de�nición de
H ′ δP ′yuP = δP ′′yvP para cada P ∈ P. Entonces γαρP = γβρP para cada P ∈ Pbf . Por lo
tanto γα = γβ.
No es difícil mostrar que γ tiene la propiedad universal del coigulador. Por lo tanto, A tiene
coigualadores.
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∴ A es cocompleta.

Para �nalizar con la demostración de nuestra proposición observemos que dA tiene la propie-
dad universal deseada.
Sea L : A→ B un funtor, con B categoría cocompleta. Sean F,G ∈ A. De esta manera

〈yF ′(I) F 〉I∈I y 〈yG′(J) G〉J∈J.
ρI // σJ //

donde F ′ : I→ A y G′ : J→ A, I y J categorías pequeñas, con F =colimyF ′ y G =colimyG′.
Sea τ : F → G en A. Ahora bien, B cocompleta, tenemos

〈LF ′(I) RL(F )〉I∈I y 〈LG′(J) RL(G)〉J∈J,
ρ′I //

σ′J //

coconos universales correspondientes, con RL(F ) =colimLF ′ y RL(G) =colimLG′. Como F
es un colímite, entonces τ está determinada por un cocono

(28) 〈yF ′I G〉I∈I.
τI //

Por Yoneda, cada τI corresponde a un elemento en GF ′(I). Esto es, un elemento en GF ′(I) =
colim(yG′)F ′(I), es decir, una clase de equivalencia de un mor�smo fI : F ′(I) → G′(JI).
Debido a la de�nición de colim(yG′)F ′(I) y ya que

〈LG′J RL(G)〉J∈J,
σ′J //

es universal, entonces

(29) 〈LF ′(I) LG′(JI) RL(G)〉I∈I
L(fI) //

σ′JI //

es un cocono. Por la propiedad universal del colímite existe un mor�smo único τ ′ que hace
conmutar el siguiente diagrama

RL(F ) RL(G)

LF ′(I) LG′(JI).

τ ′ //

ρ′I

OO

L(fI)
//

σ′JI

OO

De�nimos RL : A→ B como:

F 7→ RL(F ) =colimLF ′ y τ 7→ RL(τ) = τ ′.

Es un ejercicio sencillo mostrar que RL es un funtor. También, es fácil mostrar que L = RL◦dA.
Por lo cual, de�nimos δL = 1L.
Se tiene además que

(30) RL(〈yF ′(I) F 〉I∈I) = 〈LF ′(I) RL(F )〉I∈I.
ρI //

ρ′I //

A�rmamos que RL preserva colímites pequeños. Para ello mostramos que RL preserva
coproductos pequeños y coiguladores.
Primero demostramos que RL preserva coiguladores.
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Sean

F G
α //

β
//

en A, con F y G como en (23). También, sean H y γ como en (24). i.e. γ es el coigulador de
α y β. Ahora bien, de (25), (26) y (30), los siguientes diagramas son conmutativos

RL(F ) RL(G) RL(H)

LF ′P LG′P ′

RL(α)// RL(γ)//

ρ′P

OO

LuP

//

σ′
P ′

OO

δ′
P ′

<<yyyyyyyyyy

RL(F ) RL(G) RL(H)

LF ′P LG′P ′′

RL(β)// RL(γ)//

ρ′P

OO

LvP

//

σ′
P ′′

OO

δ′
P ′′

<<yyyyyyyyyy

Además se tiene que por (27) y por (30) los siguientes diagramas

RL(H)

LF ′P LG′P ′

RL(H)

LF ′P LG′P ′′

δ′P

<<yyyyyyyyyy

LuP

//

δ′
P ′

bbEEEEEEEEEE

δ′P

<<yyyyyyyyyy

LvP

//

δ′
P ′′

bbEEEEEEEEEE

son conmutativos. Por todo lo anterior, concluimos que RL(γ)◦RL(α)◦ρ′P = RL(γ)◦RL(β)◦ρ′P
para cada P ∈ P.

∴ RL(γ) ◦RL(α) = RL(γ) ◦RL(β).

Sea k : RL(H) → B un mor�smo en B tal que kRL(α) = kRL(β). Entonces la unión de las
siguients familias

〈LF ′P B〉P∈P y 〈LG′Q B〉Q∈Q.
k◦RL(α)◦ρ′P //

k◦σ′Q //

es un cocono sobre LH ′. De manera que por la propiedad universal del colímite existe un
mor�smo único k′ que hace conmutar los siguientes diagramas

LF ′P

RL(H) B RL(H) B

LG′Q.

k′ //

δ′P

bbEEEEEEEEEE k◦RL(α)◦ρ′P

<<yyyyyyyyyyy

k′ //

δ′Q

bbEEEEEEEEEE kσ′Q

<<yyyyyyyyyy

Debido a que k está completamente determinado por la familia de mor�smos

〈LG′(Q) B〉Q∈Q
kσ′Q //
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por la conmutatividad de los diagramas triangulares previos y la de�nición de RL(γ) se tiene
que

RL(G) RL(H)

B

RL(γ) //

k
""EEEEEEEEEE

k′
||yyyyyyyyyy

conmuta.

∴ RL preserva coiguladores.

De manera semejante se demuestra que RL preserva coproductos pequeños.

∴ RL preserva colímites pequeños.

La unicidad de RL se tiene porque RL preserva colímites pequeños y por la de�ción de A.

Para �nalizar, mostramos que 1L exhibe a RL como extensión de Kan izquierda de L a lo
largo de dA.
Sea τ : F ⇒ G como en (28). Sean T , θ, funtor y transformación natural respectivamente
como en el siguiente diagrama

A A

B.

dA //

L

$$JJJJJJJJJJJJJJJJJ

T

��

θ ;C��� ���

Dado que F es colímite pequeño de representantes, T es funtor y θ transformación natural
entonces,

〈LF ′(I) TyF ′(I) TF 〉I∈I
θI // TρI //

es un cocono. Por la propiedad universal del colímite existe una transformación natural única
θ̄F tal que

RL(F ) T (F )

LF ′(I) TyF ′I

θ̄F //

ρ′I

OO

θF ′I

//

TρI

OO

conmuta para cada I ∈ I. A�rmamos que θ̄ : RL ⇒ T de�nida como

θ̄(F ) = θ̄F
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es transformación natural. Para esto mostramos que

RL(F ) T (F )

RL(G) T (G)

θ̄F //

RL(τ)

��

T (τ)

��

θ̄G

//

conmuta. Si consideramos que en (29) tenemos un cocono, θ es transformación natural, G es
colímite pequeño de representables y T funtor. Se sigue que

〈LF ′(I) LG′(JI) TyG′(JI) T (G)〉I∈I
L(fI) //

θG′(JI ) //
TσJI //

es un cocono. De modo que, por la propiedad universal del colímite, existe una transformación
natural única µ tal que el siguiente diagrama conmuta

RL(F ) T (G)

LF ′(I) TyG′(JI),

µ //

ρ′I

OO

θG′(JI )◦L(fI)
//

TσJI

OO

para cada I ∈ I.
Ahora bien, µρ′I = θ̄G ◦RL(τ) ◦ ρ′I para cada I ∈ I, por de�nición de RL(τ) y θ̄G. Pero, para
cada I ∈ I, T (τ) ◦ θ̄F ◦ ρ′I = θ̄G ◦RL(τ) ◦ ρ′I , por de�nición de θ̄F , θ̄G, RL(τ), por ser T funtor
y θ transformación natural. Así, tenemos T (τ) ◦ θ̄F = µ = θ̄G ◦RL(τ).

∴ θ̄ es natural.

La unicidad de θ̄ se sigue de su naturalalidad y la propiedad universal del colímite. Es inmediato
que θ̄dA · 1 = θ.
Por lo tanto 1L exhibe a RL como extensión de Kan izquierda de L a lo largo de dA. �

La siguiente observación será de gran utilidad para nuestro próximo corolario.

Observación 5.2. Para cada categoría l-pequeña A la categoría A es l-pequeña.
Esto es consecuencia del Lema de Yoneda, la de�nición de A y porque A es l-pequeña.

Corolario 5.3. Sea Cat la 2-categoría de categorias localmente pequeñas. Las siguientes
condiciones determinan una seudomónada de Kan izquierda D sobre Cat.

(i) La aplicación D :Ob(Cat)→Ob(Cat) tal que:

A 7→ D(A) = A

(ii) Para cada A en Cat la 1-celda dA : A→ A.
(iii) Para cada 1-celda F : A→ DB, DF = 1F exhibe a FD = RF como extensión de Kan

izquierda de F a lo largo de dA.

Tenemos la versión dual de la Proposición 5.1.

Proposición 5.4. Sea A en Cat. La completación de A bajo límites pequeños es la sub-
categoría plena Al de (ConA)op determinada por todos los límites pequeños de representables.
En otras palabras, esto signi�ca que Al es cerrada bajo límites pequeños y existe un funtor
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uA : A→ Al que sarisface la siguiente propiedad universal:
Dado cualquier funtor N : A → B , para B categoría cerrada bajo límites pequeños, existen
un único funtor N l que preserva límites pequeños y una transformación natural εl , como en
el diagrama

A Al

B,

uA //

N

""EEEEEEEEEEEEEE

N l

��

εl
{� ������

tal que εl exhibe a N l como extensión de Kan derecha de N a lo largo de uA.

El funtor uA : A→ Al es tal que el diagrama

A (ConA)op

Al

y //

uA

""EEEEEEEEEEEEEE

J

OO

conmuta. Aquí y es la inclusión usual de Yoneda, J es el funtor inclusión.

También hay una versión dual del Corolario 5.3.

Corolario 5.5. Sea Cat la 2-categoría de categorias localmente pequeñas. Las siguientes
condiciones determinan una seudomónada de Kan derecha U sobre Cat.

(i) La aplicación U :Ob(Cat)→Ob(Cat) tal que:

A 7→U(A) = Al

(ii) Para cada A en Cat la 1-celda uA : A→ Al.
(iii) Para cada 1-celda F : A →UB, UF = 1F exhibe a FU = F l como extensión de Kan

derecha de F a lo largo de uA.

Desde luego para D, U como en el Corolario 5.3 y el Corolario 5.5 respectivamente, existe
una ley distributiva de U sobre D. Para la demostración de tal hecho mostramos que para cada
categoría l-pequeña y completa A se tiene que DA es completa. Todo esto en el contexto de
[5], una prueba más general de esto se encuentra en [2].

Definición 5.6. Un funtor T : A→ Con es llamado propio si existen un conjunto I, una
familia {Ai}i∈I y un epimor�smo

∑
i∈I A(Ai, )� T.

Sea Prop(A) la categoría de funtores propios de A en Con.

Proposición 5.7. La categoría Prop(A) es localmente pequeña.

Demostración. Dados cualesquiera funtores T,G : A → Con con T propio, tenemos
que una transformación natural T ⇒ G está determinada por la composición∑

i∈I A(Ai, )� T⇒ G,

que a su vez por Yoneda, está determinada por un elemento de
∏
i∈I GAi, el cual es un

producto. �

Definición 5.8. Decimos que un funtor T : A→ Con es lúcido si



72 5. COCOMPLETACIÓN LIBRE

1. T es propio y
2. Para todo funtor propio P : A → Con y cualquier par de transformaciones α, β :
P ⇒ T se tiene que el igualador de α y β es propio.

De�nimos la categoría de funtores lúcidosA→ Con como la subcategoría plena Luc(A) de
Prop(A) que consiste de los funtores lúcidos. Resulta claro entonces que Luc(A) es localmente
pequeña.

Proposición 5.9. Un funtor T : A → Con es lúcido si y sólo si es propio y para todo
funtor representable A(A, ) y cualesquiera transformaciones naturales µ, ρ : A(A, )⇒ T se
tiene que el igualador de µ y ρ es propio.

Demostración. La necesidad es clara porque todo funtor representable es propio.
Mostramos que se tiene la su�encia. Sea P : A→ Con propio y α, β : P ⇒ T , donde estamos
suponiendo que T es propio. Sea E ↪→ P el igualador de α y β. Tenemos que demostrar que
E es propio. Como P es propio, existe un epimor�smo de la forma

γ :
∑

i∈I A(Ai, )� P.

Tomemos el producto �brado

K ′
∑

i∈I A(Ai, )

E P.

φ //

θ

��

γ

��
//

Como γ es epi, entonces θ es epi, con lo que basta demostrar que K ′ es propio. Observamos
que K ′ es el igualador de α · γ y β · γ (esto es un resultado general de igualadores y pro-
ductos �brados). Por la misma razón, si denotamos por σi : A(Ai, ) →

∑
i∈IA(Ai, ) a la

coproyección canónica y tomamos el producto �brado

K ′i A(Ai, )

K ′
∑

i∈I A(Ai, )

φi //

��

σi

��

φ
//

resulta que φi es el igulador de α · γ · σi y β · γ · σi, con lo que la hipótesis sobre T nos dice
que K ′i es propio. Como K =

∑
i∈I Ki, debido a que consideramos pregavillas, se obtiene el

resultado. �

Proposición 5.10. El igulador de un par de �echas entre funtores lúcidos es un funtor
lúcido. Se sigue que Luc(A) tiene iguladores.

La demostración de la Proposición 1.3 en [5] es bastante clara.

Definición 5.11. A es pre-cocompleta si satisface la condición conjunto solución para los
colímites: para cualquier categoría pequeña I y cualquier funtor Γ : I→ A existen un conjunto
J y para cada j ∈ J un cono 〈gj,I : ΓI → Aj〉I∈I sobre Γ, tales que para cualquier otro cono
〈fI : ΓI → A〉I∈I sobre Γ existen j ∈ J y f : Aj → A tal que para todo I ∈ I se tiene que
fgj,I = fI .
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Observación 5.12.

1. A es pre-cocompleta si y sólo si el límite pequeño de funtores representables es propio.
Basta escribir lo que esto quiere decir y compararlo con la de�nición.

2. Esta notación se extiende la propiedad de queA tenga pre-coproductos, pre-coigualadores,
etc. Por ejemplo, si uno escribe la condición para I discreta, entonces uno obtiene algo
muy parecido a la demostración de la Proposición 1.5 de [5].

3. Cuando A es cocompleta, entonces A es pre-cocompleta. Basta con tomar el funtor
representado por el colímite en A.

Proposición 5.13. A tiene pre-coproductos si y sólo si los productos de funtores propios
son funtores propios.

Demostración. Sea I un conjunto y sea Ti : A→ Con un funtor propio para cada i ∈ I.
Entonces para cada i ∈ I tenemos un epi de la forma

γi :
∑

j∈Ji A(Ai,j,−)� Ti

Esto nos da un epi ∏
i∈I

∑
j∈Ji A(Ai,j,−)�

∏
i∈ITi.

Y como hay un epi ∑
f∈

∏
Ji

∏
i∈I A(Ai,f(i),−)�

∏
i∈I

∑
j∈Ji

A(Ai,j,−)

y el producto de funtores representables es propio, entonces
∏
i∈I Ti es propio.

El regreso es trivial. �

Proposición 5.14. Si los productos de funtores representables son propios y las potencias
de funtores representables son lúcidas, entonces el producto de funtores lúcidos es un funtor
lúcido.

Demostración. Sea I un conjunto y sea Ti : A → Con un funtor lúcido para cada
i ∈ I. Por la proposición anterior tenemos que

∏
i∈I Ti es un funtor propio. Sean A ∈ A y

x, y : A(A,−)→
∏

i∈ITi transformacioes naturales. Queremos ver que el igualador de x, y es
propio. El igualador se puede construir como sigue. Para cada i tomamos µi : Ki ↪→ A(A,−)
el igualador de πi · x y πi · y, donde πi :

∏
i Ti → Ti es la proyección del producto. Entonces el

igualador es µ : K =
⋂
i∈I Ki ↪→ A(A,−). Observamos que como Ti es lúcido y A(A,−) es

propio, entonces Ki es propio. De�nimos P =
∏
i∈I Ki (que resulta propio) y para cada i ∈ I

sea ρi : P → A(A,−) el compuesto

P =
∏
i∈I Ki Ki A(A,−).

pi // µi //

Inducimos λ :
⋂
iKi → P tal que para cada i el diagrama⋂

iKi P

Ki,

λ //

""EEEEEEEEEEEEE

pi

��

conmuta. Veamos que λ es el igualador múltiple de 〈ρi〉i. Es fácil ver que obtenemos a µ
al componer λ con cualquiera de las ρi. Además, si 〈ωi〉i : W → P es tal que al componer
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con cualquier ρi nos da lo mismo, entonces es fácil ver que se factoriza a través de
⋂
iKi.

Por lo tanto, λ es el igualador múltiple de la familia de las ρi. Inducimos ahora δ, ε : P →∏
(i,j)∈I×I A(A,−) tales que para todo (i, j) ∈ I × I los diagramas

P
∏

(i,j)∈I×I A(A,−)

Ki A(A,−)

P
∏

(i,j)∈I×I A(A,−)

Kj A(A,−)

y

δ//

pi

��

µi
//

πi,j

��

ε//

pj

��

µj
//

πi,j

��

conmutan. No es difícil ver ahora que λ :
⋂
iKi → P es el igualador de δ, ε. Como P es propio y,

por hipótesis,
∏

(i,j)∈I×I A(A,−) es lúcido, concluimos que
⋂
iKi es propio. Entonces

∏
i∈I Ti

es un funtor lúcido. �

Si A es cocompleta, entonces para demostrar que Luc(A) es completa sabemos que nos
basta con demostrar que las potencias de representables son lúcidas (porque para una tal A,
los productos de funtores propios son propios y que el igualador de funtores lúcidos es un
funtor lúcido). Para hacer esto considere I un conjunto y A ∈ A. Queremos demostrar que∏
i∈I A(A,−) es lúcido. Como A es completa, sabemos que es propio. Tomemos entonces

B ∈ A y α, β : A(B,−) →
∏

i∈IA(A,−). Debemos ver que que el igualador de α y β es
propio. Por Yoneda, α está determinado por una familia 〈fi : A→ B〉i∈I y β por una familia
〈gi : A→ B〉i∈I . Entonces tomamos q : B → Q el coigulador del diagrama

A

B

A

...

fi

))RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

gi′

55llllllllllllllllllllll

gi

**TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

fi′

44jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

y tenemos que A(q,−) : A(Q,−)→ A(B,−) es el igualador de α y β.
Con esto hemos demostrado:

Teorema 5.15. Si K es completa, entonces Luc(Kop) es completa.

Proposición 5.16. Coproductos de funtores lúcidos son funtores lúcidos

Demostración. Ver Proposición 1.2 de [5]. �

Proposición 5.17. Si A tiene pre-coproductos �nitos, entonces los coiguladores de fun-
tores lúcidos son funtores lúcidos.

Demostración. Ver Proposición 1.9 de [5]. �

Lema 5.18. Si K es completa, entonces Luc(Kop) = DK.

Demostración. La demostración del Lema 1 en [21] es bastante clara. �

Ahora estamos en condiciones de dar la demostración del siguiente:

Teorema 5.19. Sean D, U como en el Corolario 5.3 y el Corolario 5.5 respectivamente.
Hay una ley distributiva de U sobre D
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Demostración. Utilizamos el Teorema 4.17.
(a) Mostramos que para cada A tenemos una U-álgebra estructura (DUA, ( )λ).
Ahora sabemos que DUA es completa, Teorema 5.15 y Lema 5.18. Por lo que, para cada
H : B→DUA de�nimos Hλ = H l y λH = εl como en la Proposición 5.4.
La prueba de que

C UC

UB DUA,

uC //

T

""EEEEEEEEEEEEEEE

TU

�� Hλ
//

UT�� ������

exhibe a HλTU como extensión derecha de Kan de HλT a lo largo de uC es análoga a la
última parte en la demostración de la Proposición 5.1 donde se muestra

A A

B,

dA //

L

""EEEEEEEEEEEEEE

RL

��

δL=1 ;C��� ���

que RL exhibe a L como extensión de Kan izquierda a lo largo de dA. Se utilizó el hecho de
que el funtor HλTU preserva límites.
(b) Para cada L : B → UA, D(LU) : (DUB, ( )λ) →(DUA, ( )λ) es una 1-celda de U-
álgebras.
Por el Teorema 6.4 de [2], se sigue que D(LU) es continúo, ya que LU es continúo.
La demostración de que para cada F : C→DUA

C UC

DUB DUA,

uC //

F

""EEEEEEEEEEEEEEE

FU

�� D(LU) //

λF�� ������

exhibe a D(LU) ◦ F λ como extensión de Kan derecha de D(LU) ◦ F a lo largo de uC, para
cada F : C →DUA, es análoga a la última parte en la demostración de la Proposición 5.1
donde se muestra

A A

B,

dA //

L

""EEEEEEEEEEEEEE

RL

��

δL=1 ;C��� ���

que RL exhibe a L como extensión de Kan izquierda a lo largo de dA. Para lo cual se utilizó
el hecho de que el funtor D(LU) ◦ F λ es continúo.



76 5. COCOMPLETACIÓN LIBRE

(c) Para cada A ∈ Cat, sección 4 de [18], se tiene el siguiente diagrama conmutativo

A DA

UA DUA,

dA //

uA

��
DuA

��

dUA
//

duA
{� ������

con DuA = (dUA ◦ uA)D y duA = DdUA◦uA= 1. Como además dUA es continúo (observese
(e)). Entonces para cada A, d−1

uA exhibe a dUA como extensión de Kan derecha de DuA◦dA
a lo largo de uA, por un razonamiento semejante al que se dio en (b).
La demostración de (d) es semejante a (b).
(e) De manera semejante, como en (b), se muestra que

B UB

UA DUA,

uB //

L

""EEEEEEEEEEEEEEE

LU

�� dUA //

UL�� ������

exhibe a dUA ◦ LU como extensión de Kan derecha de dUA ◦ L a lo largo de uB, para cada
L : B →UA. Para ello utilizamos que dUA es continúo. Esto último es consecuencia de que
Yoneda preserva límites pequeños y la conmutatividad de

UA ConUAop

DUA.

y //

dUA

""EEEEEEEEEEEEEE

J

OO

�

Por último mostramos que la ley distributiva de Tfp sobre Tcoc en el Ejemplo 8.10 es inco-
rrecta [24]. Aquí Tfp, Tcoc son respectivamente como en el Ejemplo 8.1 y el Ejemplo 8.7 en [24].

Las siguientes observaciones son el Ejemplo 8.1, el Ejemplo 8.7 y el Ejemplo 8.10 de [24].

Observación 5.20. Tfp denota la seudomónada sobre la 2-categoría de categorías pequeñas
cat. La 2-categoría Ps-Tfp-Alg tiene como objetos a las categorías pequeñas con productos
�nitos, las 1-celdas son los funtores que preservan productos �nitos y las 2-celdas son las
transformaciones naturales. Esta es la conocida 2-categoría FP de categorías pequeñas con
productos �nitos. Para cualquier categoría pequeña C, Tfp(C) está dada por el objeto libre de
FP , i.e., la categoría libre con productos �nitos sobre C.

Observación 5.21. Hay una seudomónada Tcoc sobre cat. Ps-Tcoc-Alg es la 2-categoría
de categorías cocompletas, funtores que preservan colímites, y transformaciones naturales entre
ellos. Por el Teorema 8.6 en [24], tenemos que para cualquier categoría pequeña, la categoría
Tcoc(C) está dada por la categoría de pregavillas [Cop,Con].

Observación 5.22. Es un ejercicio de rutina veri�car que el Corolario 8.9 en [24] se
puede restringir de categorías simétricas monoidales a categorías con productos �nitos, i.e., de
Tsm a Tfp. Por el Corolario 7.7 en [24], hay una ley distributiva de Tfp sobre Tcoc.
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Estrictamente hablando en la Observación 5.21 Tcoc no es una seudomónada dado que en
general la cocompletación libre de una categoría pequeña C no es pequeña. Así que la Obser-
vación 5.22 no se cumple.

Ahora bien, si U y D son como en el Corolario 4.9 y el Corolario 5.3 respectivamente
entonces tenemos:

Teorema 5.23. Existe una ley distributiva de U sobre D en la 2-categoría Cat.

Demostración. La prueba es esencialmente la misma que la de la situación más general
que es el Teorema 5.19. �
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