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Introduccion

El primer objetivo de esta tesis es dar un panorama del uso y significado de las leyes dis-
tributivas en computacion, enfocado al estudio de sistemas que combinan probablilidad y no
determinismo en seméantica [25], tal anélisis serd en el contexto de los sistemas de extension
[17]. El segundo y ultimo objetivo de este trabajo es dar un panorama del uso y significado
de las leyes distributivas en computacién, enfocado al estudio de sus propiedades para buscar
modelar de manera unificada sustituciéon y variable imprecindible en diferentes contextos; en
particular para modelar substitucién en el contexto cartesiano como en el trabajo de Fiore et
al [24]. Todo este anélisis serd en el contexto de extensiones de Kan [18].

El presente trabajo esta divido en tres partes. La primera de ellas, el Capitulo 1, concierne
a todas las nociones preliminares para el desarrollo de esta tesis.

La teoria de moénadas y las leyes distributivas en una 2-categoria tratada desde el enfoque
de los sistemas de extensién, asi como su teoria analoga en el caso de una categoria y la uti-
lizacién de ésta en el estudio de sistemas que combinan probablilidad y no determinismo en
computacién integran la segunda parte de este trabajo. Capitulos 2 y 3.

En la dltima parte de éste trabajo tenemos la intencién de dar un panorama del uso y
significado de las leyes distributivas en computacion desde el contexto de extensiones de Kan
[18], enfocado al estudio de sus propiedades para buscar modelar de manera unificada sustitu-
cion y variable imprecindible en diferentes contextos (Capitulo 5); en particular para modelar
substitucion en el contexto cartesiano como en el trabajo de Fiore et al [24]. Previamente en
el Capitulo 4, una serie de ejemplos de seudomoédnadas co-lax idempotentes, asi como otra de
leyes distributivas sobre las categorias ord y Cat (Capitulo 4), son también abordados desde
el contexto de extensiones de Kan [18], donde se muestra que tanto una pseudomoénada co-lax
idempotente como una ley distributiva de una pseudomoénada co-lax idempotente sobre una
pseudoménada lax idempotente pueden ser presentadas en términos de extensiones de Kan.

No iteracién

Los sistemas de extension fueron descritos por primera vez por E. Manes [11] y Bob Wal-
ters [26] como una definicion alternativa para moénadas en categorias. Para funtores adjuntos
S - H, es bien sabido que estructuras de mdnadas sobre S estdn en correspondencia biyec-
tiva con estructuras de comonadas sobre H [3]|. En dicho trabajo también se muestra que si
(S,H) es un par correspondiente (moénada, comoénada) entonces la categoria de S-dlgebras es
isomorfa a la categoria de H-codlgebras via un funtor que identifica los funtores que olvidan.
Es bastante claro que en [23] los resultados de [3] forman actualmente parte de la teoria for-
mal de ménadas, las definiciones dadas tienen sentido en cualquier 2-categoria y los teoremas
han sido demostrados en alguna 2-categoria adecuada. Es gracias a [9] que la teoria formal
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VI INTRODUCCION

de ménadas se ajusta de manera sencilla al concepto mas general de bicategoria, para ello es
sufiente probar més resultados en una 2-categoria en general.
La correspondencia biyectiva,

n:1—S8

e:H—1
para moénadas y coménadas es habilmente realizada mediante la sencilla aplicacién de tomar
parejas correspondientes bajo la adjunciéon S -. Para los componentes binarios es ttil consi-
derar la correspondencia de los datos mediante un proceso en tres pasos:

p:SS— S
£E:S—HS
AN:SH—H
6:H— HH.

Esto nos permite considerar no s6lo ménadas S = (S,n, ) y coménadas H = (H,e,0) sino
también triples (S 4 H,n,&) y (S 4 H,e,\). Para estas dos ultimas es un sencillo ejercicio
determinar tres ecuaciones de manera que los datos anteriores se extienden a estructuras ecua-
cionales. Dichas ecuaciones son dadas en [17] para (S 4 H,n,€), el cual entonces es llamado
sistema de extensién.

Supongamos que (S 4 H,n,£) es un sistema de extension sobre un objeto C en una
bicategoria K. Entonces, para cada A, B: T — C en K tenemos la composicidon de funciones
K(T,C)(B,SA)— K(T,C)(B,HSA)— K(T,C)(SB,SA)
donde el primer factor estd dado por la composicién con €A y el segundo estd dado por la
biyeccion que se tiene de S - H. Esta composicién, que llamamos (—)S, satisface ecuaciones,
pero no se requiere que S tenga adjunto derecho en K. En [17] se generaliza la definicion de
sistema de extensiéon para incluir el caso donde S no necesariamente tiene adjunto derecho y
se muestra que dada n: 1¢ — S : C — C en K, hay una biyeccion entre ménadas y sistemas

de extesion (5,7, (—)%).

En [11], m6nadas en Cat son presentadas como sistemas de extension en los que

n:1lc — 8§ : C — C sb6lo requiere que esté dada inicialmente como una funcién objeto
|S] : |C| = |C| y n como una funciéon definida sobre |C| en donde no se dice nada de la na-
turalidad. También es posible analizar ésta simplificacién en Cat si consideramos la inclusién
canotnica de Cat en Pro, la bicategoria de profuntores. Ahi se usa el hecho de que cualquier
categoria C es, en Pro, el objeto Kleisli para una moénoda canénica C sobre |C|.

En dicho trabajo se definen algebras para sistemas de extension y se muestra que si (5,7, 1) y
(8,1, (—)®) se corresponden entonces las categorias de algebras para cada una son isomorfas.
Hay una importante razén para considerar moénadas como sistemas de extension. Estos nos
permiten prescindir completamente de las iteraciones S5 y SSS de la flecha subyacente. Si
reflexionamos un poco sobre los varios términos de términos y términos de términos de térmi-
nos que aparecen en las aplicaciones practicas ésto por si solo justifica el enfoque alternativo.
Se dan ejemplos en la Seccién 8 de dicho trabajo.

Se usa la simplicidad de tal aproximacién para la teoria general de ménadas con respecto
a la composicion de moénadas via leyes distributivas y coronas. Ademés se hace uso de las
formulaciones alternativas de leyes distributivas dadas primero en [15].
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Probabilidad y no determinismo en Computacion.

No determinismo es modelado en teoria de dominios por la nocién de dominio potencia,
mientras la probabilidad es modelada por la nocién de dominio potencia probabilistico. Algu-
nos problemas surgen cuando queremos combinarlos en modelos de computacién en los que
ambos estdn presentes. En particular no hay ley distributiva categérica entre ellos. La no-
cion de dominio potencia de valuaciones indexadas, modificacién del usual dominio potencia
probabilistico, permite tomar un informe mas detallado en donde elecciones al azar han sido
realizadas. Se muestra la existencia de una ley distributiva entre dominio potencia de valua-
ciones indexadas y el dominio potencia no detérministico. Por medio de una teoria ecuacional
damos una caracterizacion alternativa de las valuaciones indexadas y la ley distributiva.

La semantica es el arte de dar a los programas de coémputo significado matemético. Entre
los diferentes modelos semanticos, es costumbre hacer distinciéon entre modelos operacionales
y modelos denotacionales. Modelos operacionales tienden a construir sobre alguna nocién abs-
tracta en computo, mientras que los modelos denotacionales utilizan contextos matematicos.

El no determinismo es un importante concepto semantico. Cuando modelamos un progra-
ma usando no determinismo, queremos modelar el hecho de que el programa puede realizar
diferentes acciones, sin conocimiento alguno sobre la accion que actualmente se realiza.

La mayor parte de sistemas de transicién etiquetados usan no determinismo para modelar
concurrencia. Un computo es una sucesion lineal de eventos. Cuando dos eventos son con-
currentes, ellos pueden suceder en algin orden no deterministico. Eventos estructurales en
cambio dan una nocién no lineal de coémputo. Tales modelos son llamados modelos casuales
porque el orden en que dos eventos suceden depende hasta ese momento de que haya alguna
relacién casual entre ellos.

Hay varios tipos posibles de no determinismo.

= Un sistema no deterministico puede mostrar diferentes ambientes y algunas veces te-
nemos simplemente para informar todas las posibilidades.

= Si consideramos las varias posibilidades como un ment a partir del cual podemos elegir
la accion de nuestra preferencia, podemos ignorar malos ambientes.

= Si la eleccién no estd bajo nuestro control pero esto es posible por algtn agente ex-
terno, usualmente imaginamos esto como una posibilidad maliciosa, y consideramos
solamente los peores casos.

La nocién de dominio potencia fue introducida para modelar el no determinismo en teoria de
dominios. Los tres diferentes tipos de no determinismo anteriores corresponden a tres dife-
rentes nociones de dominio potencia, de Plotkin, de Hoare y el dominio potencia de Smyth
respectivamente.

Hay varias maneras de combinar dos moénadas. Si las ménadas surgen de teorias ecua-
cionales, podemos primero combinar las teorias ecuacionales de alguna manera y entonces
generar una nueva monada. En [25] tres formas de combinar teorias estan identificadas: suma,
combinaciéon conmutativa, combinacién distributiva. En esta ultima, uno agrega ecuaciones
que expresan distributividad de cada operacién de una teoria sobre cada operacién en la otra
teoria. Esta forma puede algunas veces obtenerse categéricamente usando la nocién de ley
distributiva. Un ejemplo estd dado por la teoria de grupos abelianos y la teorfa de monoides.
Su combinacién distributiva es la teoria de anillos. La moénada anillo libre puede también
obtenerse si damos una ley distributiva categérica entre la ménada grupo abeliano libre y la
moénada monoide libre.
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El estudio de semanticas operacionales de sistemas combinando probabilidad y no determinis-
mo sugiere que, en algunos casos la probabilidad deberia distribuirse sobre el no determinismo.
Pero no hay ley distributiva categorica entre la méonada no deterministica y la ménada proba-
bilistica. Dos soluciones son posibles en este punto.

Podemos hacer la combinacién distributiva de las teorfas ecuacionales y generar una nueva
monada. Este es el camino seguido por Tix y Mislove [25], quienes, independientemente, de-
finen la nocién de dominio potencia geométricamente convexo Pryy.

Otra posibilidad, consiste en modificar la definicién de una de las moénadas, para admitir la
existencia de una ley distributiva categérica. Analizando las razones por las que no existe tal
ley distributiva, nos adelantamos a modificar la ménada probababilistica, definiendo la nocién
de valuacién indexada. Matematicamente, valuaciones indexadas surgen como una &lgebra li-
bre para una teorfa ecuacional obtenida a partir de la teoria de conos reales removiendo una
ecuacion.

KZ-Doctrinas.

Las leyes distributivas para moénadas fueron introducidas por J. Beck en [1]. G.M. Kelly
en |7] puntualiz6 al respecto que las leyes distributivas estrictas para monadas en dimensiones
superiores son raras. En [14] se hace el estudio de las leyes seudodistributivas. El primer paso
en esta direccidon es bastante facil: se remplazan los dos tridngulos conmutativos, y los dos
pentagonos conmutativos de [1] por apropiadas celdas invertibles. El problema es determinar
que condiciones de coherencia deben imponerse a estas celdas invertibles. Hay un paso en esta
direccion en |7], la estructura obtenida a partir de tal ley distributiva entre dos 2-moénadas
estrictas no es, en general, una 2-ménada estricta.

En lugar de trabajar con 2-moénadas se trabaja con el concepto més general de seudomoénadas

n [14]. Se ve que la estructura obtenida a partir de una ley distributiva entre sedomona-
das es una seudomoénada. Se define ley distributiva entre sedumoénadas teniendo encuenta la
conmutatividad salvo isomorfismo de los dos tridngulos y los dos pentdgonos. Se proponen
nueve condiciones de coherencia para estos isomorfismos. Se observa que las condiciones de
coherencia de [7] y las propuestas en [14] coinciden en este tltimo contexto.

Co-completaciones de categorias bajo clases adecuadas de colimites fueron los ejemplos
que motivaron la definicion de KZ-doctrinas (8], [28]|. Una KZ-doctrina es también llamada
seudomonada lax idempotente [18]. La version no estricta de tales doctrinas definidas via una
sucesion de adjunciones completamente fiel es introducida en [13]. Asi, una KZ-doctrina no
estricta sobre una 2-categoria K consiste de un endomorfismo D : K — K, y transformaciones
fuertes d: 1x — D,y m: DD — D de tal manera que Dd 4+ m - dD forman una sucesién de
adjunciones plenamente fiel, satisfaciendo una ecuacién que involucra a la unidad de Dd 4m
y a la counidad de m 4 dD. Dado un objeto C € K, pensamos a DC' como la co-completacion
de C, la cual consiste de diagramas adecuados sobre C, dC : C' — DC como el funtor que
asigna a cada objeto de C el diagrama sobre tal objeto con identidades para cada flecha en el
diagrama, y mC' : DDC — DC como un funtor colimite. La idea de proponer la sucesién de
adjunciones como definicion sigue los pasos de [4] y fue sugerida por R.J. Wood.

Ahora, dada Dd 4 m - dD como sucesién de adjunciones plenamente fiel significa que la couni-
dad B:modD — Id de m 4 dD es invertible (equivalentemente, la unidad n : Id — m o Dd
es invertible).

Recordemos que la presentacion algébraica de Kock [8] pide las igualdades modD = Id y
Id =mo Dd, y para una 2-celda § : Dd — dD se satisfagan cuatro ecuaciones.
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En [13] podemos producir a partir de una sucesion de adjunciones una 2-celda 6 : Dd — dD.
Esta ¢, de modo similar, satisface las condiciones requeridas para KZ-doctrina en [8]. Asi, las
KZ-doctrinas de 8] son ejemplos particulares de las KZ-doctrinas descritas en [13].

Se propone la definicién de una KZ-doctrina en términos de una sucesién de adjunciones ple-
namente fiel Dd 4 m - dD en [13]. Se da la definicién en cualquier categoria Gray. También
el concepto de algebra estd dado como una adjuncién con counidad invertible. Se muestra que
estas doctrinas son ejemplos de seudomoénadas. Algebras para seudoménadas son definidas en
términos més familiares y se muestra que son las mismas que las definidas como adjunciones
cuando uno comienza con una KZ-doctrina.

Las co-KZ doctrinas (también llamadas seudomoénadas colax idempotentes)y sus dlgebras
pueden presentarse en términos de extensiones derechas de Kan [18]. Dualmente, las KZ-
doctrinas y sus algebras pueden presentarse en términos de extensiones izquierdas de Kan.
También en este articulo se muestra que una ley distributiva de una co-KZ7 doctrina sobre una
KZ-doctrina también tiene una presentacion en términos de extensiones de Kan.

Dicho trabajo sigue el camino de [17] y [26], donde la ideas de Manes y Walters de que una
monada puede presentarse sin iteracion en el endofuntor subyacente es el eje central. En [17]
extienden la nocién de operador extension de Manes a algebras (ya presente en |26]), lo cual
permitird la descripcion sin iteraciéon de las leyes distributivas y las coronas. Porque los va-
lores del endofuntor de una moénada son objetos término, la descripcion sin iteracién evita
mencionar términos de términos y términos de términos. Esto es particularmente ttil en la
descripcién de leyes distributivas y coronas.

Cuando se trabaja con ménadas de dimension superior la idea de no iteracién es mas deseable.
Por ejemplo, en ménadas completacion con respecto a ciertas clases de limites, los téminos son
diagramas categdricos que constan de objetos y flechas. Estas son en realidad ménadas com-
pletacién, seudomoénadas lax idempotentes, sobre las que tenemos mucho que decir. Una de
tales seudomoénadas (D, d, m,---) es también llamada “"coKZ doctrina”, y esta caracterizada
por adjunciones dD - m - Dd.

El operador extension de Manes y aquellos en [17] satisfacen ecuaciones. No es ninguna sorpre-
sa que si las sedomonadas (sobre 2-categorias, por ejemplo) son descritas en términos similares
entonces las igualdades de aquellos articulos deben ser remplazadas por 2-celdas invertibles.
No obstante, seudoménadas colax idempotentes casi tienen una de sus ecuaciones de 2-celdas
dada por ecuaciones de adjunciones. Asi, es de esperar que si las seudomoénadas colax (o lax)
idempotentes son descritas por operadores extensién entonces sus ecuaciones de 2-celdas tam-
bién podrian ser descritas mediante propiedades universales. Este es el caso. jLas extensiones
que aparecen en la descripcion de seudomoénadas colax (lax) idempotentes son extensiones de
Kan derechas (izquierdas)!

Las variables imprescindibles y sustituciéon en Computacion.

El estudio de las propiedades de leyes distributivas estd motivado en [24] por tratar de
modelar de manera unificada sustituciéon y la variable imprescindible en diferentes contextos;
en particular para modelar substitucién en el contexto cartesiano como en el trabajo de Fiore
et al y para el contexto lineal en el caso de Tanaka.

Fiore et al y Tanaka toman la categoria cocartesiana libre sobre 1 y la categorfa monoidal
simetrica libre sobre 1 respectivamente como categorfa de contexto y entonces consideran su
categoria de pregavillas para construir modelos abstractos para variable imprecindible y sus-
titucion. En [24] un modelo para sustitucién que unifique estas dos y otras variaciones es
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construido usando la categoria de pregavillas sobre una categoria pequena con estructura que
modela el contexto. Tales estructuras en diferentes contextos estan dadas por seudomoénadas
S sobre Cat, y categorias de pregavillas estan dadas como la seudoménada cocompletaciéon
libre T sobre Cat, por lo tanto el analisis de pseudo leyes distributivas es aplicado a la com-
binacién de una pseudomoénada con la pseudomoénada cocompletacion T en algin contexto.
La existencia de tal ley distributiva conduce a una estructura monoidal que es usada para
modelar sustitucion. En [24] se muestra que de una pseudo ley distributiva de S sobre 7' se
obtiene la pseudomoénada compuesta T'S, a partir de lo cual se sigue que la categoria T'S1
tiene estructura monoidal, que en aquellos ejemplos, modela sustitucién.

Las variables imprescindibles y sustitucién siempre han sido un tépico importante a lo
largo de la historia de la computaciéon. La variable imprescindible es una situacién donde
una variable permite ser asociada con otro simbolo, tipicamente denotando una operacién o
conceptualmente equivalente, una funcién, y como el resultado de esta asociacion las varia-
bles pierden su plena distinciéon como simbolo y favorecen sélo una distincién relativa para el
simbolo con el cual son asociadas. Esbozamos un ejemplo a partir de simple matemaética, con-
siderar la expresion x 4 a, donde x y a denotan variables. Entonces suponemos que llamamos
a esta expresion f usando = y al mismo tiempo asociamos el simbolo « con el simbolo f. Una
tipica representacion de esta situacion es la expresion f(x) = z + a. Decimos que la variable
x estd acotada en la expresién x + a en el lado derecho. Podemos aplicar la misma discusién
a la expresion y + a para obtener la expresion f(y) = y + a. Entonces estas expresiones son
indistinguibles , en el sentido de que = e y estdn asociadas a f de la misma manera y ha-
biendo perdido la distincién como simbolos dan dos expresiones indistingibles. Este fendémeno
ha sido llamado tradicionalmente a-equivalencia en el estudio de A-célculo, donde la funcién
f(x) = x 4+ a es denotada por la expresion Az.z + a. También decimos que la variable = esté
acotada por A y llamamos a x variable acotada.

Se define el significado preciso de asociar un simbolo con otro, que puede darse en méas de una
manera, pero la mas comin es considerar f como orden superior, con los simbolos asociados
como pardametros formales para la funcién.

Ahora, con una funcién y parametros formales, lo siguiente a considerar es aplicar un argu-
mento a una funcién. Dada una funcién f(z) = z+a y un argumento, digamos, b, el valor f(b)
de este argumento aplicado a esta funcion es b+a, donde el actual argumento es sustituido por
el parametro formal x. En la terminologia del A-cdlculo, la aplicacién de un argumento a una
funcion es denotada por yuxtaposicion, i.e. en este caso, (Az.x 4+ a). Sustitucion del argumento
b para la variable acotada z esta representada como (z + a)[b/x], que es igual al valor de la
aplicacion b+a. La representacion M[N/x] para expresiones M, N y una variable x debe leerse
“la expresion obtenida como resultado de sustituir /V para todas las x que aparecen en M ". Se
define sustitucion, pero lo que uno ha de advertir es que la definicién consecuentemente tenga
cuidado de situaciones donde las variables que aparecen en la expresiéon para ser sustituidas
puedan estar acotadas como resultado de la sustitucion.

La manipulacién de simbolos en este nivel de complejidad representa problemas dificiles e
inesperados particularmente cuando se quiere procesar tales expresiones autométicamente, i.e.
usando computacion, porque uno necesita formular de manera precisa y apropiada como sim-
bolos son asociados y como y cuando simbolos son o no distinguidos. Ademas, es necesario dar
una buena manera de ordenar para hacer uso la sintaxis natural de las expresiones. Abundan-
tes esfuerzos se han hecho en esta area de investigacion para establecer un buen modelo de
variable imprescindible y sustitucion.

Recientemente ha habido algunos nuevos desarrollos en la direccién de modelos categoéricos.
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Marcelo Fiore, Gordon Plotkin y Daniele Turi usan las categorias de pregavillas como la base
para la representacion de sintaxsis con variable imprecindible. Pitts y Gabbay proponen el uso
de los axiomas en teoria de conjuntos de Fraenkel-Mostowski, y por tanto topos de Schanuel.
El trabajo de Tanaka se enfoca en la primera direccién.

Alrededor de 1970, Kelly introduce la nocién de club al trabajar con teoremas de coherencia
para la teorfa de categorias. Treinta afios mas tarde Fiore et al usa una estructura que es una
variante de clubs, para dar algebras imprecindibles para modelar variables imprecindibles y
estructura monoidal para modelar sustitucion.

Haviendo visto estos desarrollos en modelaciéon de imprecindibles, Power descrive en [20] una
idea para unificar estas estructuras para diferentes tipos de imprecindibles proporcionando
una teoria categorica. Esta no solo incluye los dos ejemplos de [24], sino que nos permite
considerar una gran variedad de ejemplos. Dicho articulo estd basado en la definicién de ley
pseudodistributiva entre pseudoménadas dada en [14]. Cada uno de los detalles a cerca de
todos los autores antes mencionados y la historia del desarrollo de los modelos categoéricos se
pueden hallar en [24].

El principal objetivo de [24] es proporcionar una fundamentacion técnica solida a la idea
de Power estudiando leyes seudodistributivas entre seudoménadas y dar sus axiomas de cohe-
rencia completos. Una completa y definitiva definicién de ley sedudistributiva es dada, junto
con una investigacién detallada de algunas de sus propiedades, seguida de una investigaciéon de
sustitucién como principal ejemplo de su uso, en particular en asociacién con imprescindibles
cartesianos, imprescindibles lineales e imprescindibles de implicaciones grupal.

Se estudian las propiedades de leyes sedodistibuitvas comenzando a partir de la versiéon ordi-
naria de ellas; primero se prueban las propiedades de leyes distributivas ordinarias y entonces
se extiende la discusién al caso de leyes seudodistributivaas.

Habiendo definido la ley seudodistributiva, es necesario hacer una discusién de como dos seu-
doménadas y sus sedualgebras interactiian bajo la existencia de una ley seudodistributiva. Mas
especificamente, los hechos importantes ahi son que una ley seudodistributiva § de S sobre
T es equivalente a un levantamiento de 7' a la 2-categoria de S-algebras y que el funtor T'S
adquiere estructura de seudomoénada.

Para dar la unificacién para substitucién, también es necesario introducir la nocién de seu-
doresistencia de una seudoménada y estudiar sus propiedades. Este es uno de los principales
resultados del Capitulo 8.

Se presenta la unificacién para sustituciéon como un ejemplo de aplicaciones del anélisis sobre
seudodistributividad. La construccién estd basada sobre la existencia de una ley seudodistri-
butiva de una seudomoénada S sobre una seudoménada 7', donde S es una seudoménada que
modela cierto tipo de contexto mientras T es la seudomoénada parcial cocompletacién libre.
Aqui se discute el “tamano” de esta particular seudomonada sobre Cat porque la cocomple-
tacion libre de una categoria pequeiia C no es en general pequena.

El Capitulo 1 contiene todas las nociones preeliminares para el desarrollo de esta tesis.

Nuestro proposito en el Capitulo 2 es una exposicién parcial de [17]. Los sistemas de ex-
tensiéon fueron descritos por primera vez por E. Manes como una definicién alternativa para
monadas en categorias en [11]. Se generaliza la definicion de sistema de extension y mostramos
que dadas n : 1¢ = 5, 5 : C — C en K, hay una correspondecia biyectiva entre moénadas
(S,m, 1) y sistemas de extension (5,7, (—)%). Definimos 4lgebras para sistemas de extension
y mostramos que si (S,n,u) y (S,n,(—)~) son “iguales”, entonces las categorias de algebras
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para cada una de ellas son isomorfas. También utilizaremos las formulaciones alternativas de
leyes distributivas dadas primero en [15].

Los siguientes resultados: Teorema 2.11 y Teorema 2.13, son parte esencial de esta tesis.
Estos formalmente son casos similares a lo hecho en el caso general de una 2-categoria. Gracias
a toda la teoria desarrollada se puede prescindir en la préctica de iteraciones tales como S5
y S5, cuando (5, C) es una monada. Esto es posible gracias a una presentacion alternativa
para moénadas y en donde la idea central es el concepto de sistemas de extensién. La expe-
riencia en un primer contacto con el “calculo™ de iteraciones tales como SS y SSS es la de
considerar varios términos de términos y términos de términos de términos; asi es como uno
de los objetivos que se logran es una presentacion alternativa para eludir a tan dificil tarea.
Tal simplicidad es de gran utilidad cuando trabajamos en la teorfa general de ménadas en lo
que respecta a la composicién de ménadas via leyes distributivas.

El objetivo principal del Capitulo 3 es dar un panorama del uso y significado de leyes
distributivas en computacién, enfocado al estudio de sistemas que combinan probablilidad y
no determinismo en semantica como en 25|, nuestra pricipal referencia. El no determinismo
es modelado en teoria de dominios por la nocién de dominio potencia, mientras la probabili-
dad es modelada por la nociéon de dominio potencia probabilistico. Algunos problemas surgen
cuando queremos combinarlos en modelos de computacién en el que ambos estan presentes.
En particular no hay ley distributiva categoérica entre ellos. La nocién de dominio potencia de
valuaciones indexadas , modificacién del usual dominio potencia probabilistico, permite tomar
un informe mas detallado de donde elecciones al azar han sido realizadas. Definimos la ménada
de valuaciones indexadas en la categoria Con. Se muestra la existencia de una ley distributi-
va entre dominio potencia de valuaciones indexadas y el dominio potencia no deterministico.
Por medio de una teoria ecuacional damos una caracterizacion alternativa de las valuaciones
indexadas y la ley distributiva.

Es bien conocida la existencia de una KZ-doctrina © sobre la 2-categoria ord [15]. El

seudofuntor en cuestién asigna a cada conjunto X el conjunto de sus subconjuntos cerrados
inferiormente, la 2-categoria de D-algebras es la 2-categoria de reticulas completas y funciones
que preservan supremos y monotonia. También, conocida es la coKZ-doctrina i tal que el
seudofuntor correspondiente asigna a cada conjunto X el conjunto de sus subconjuntos cerra-
dos superiormente [15], la 2-categoria de Ll-algebras es la 2-categoria de reticulas cocompletas
y funciones que preservan infimos y monotonia. Siempre tratamos de KZ-doctrinas y coKZ-
doctrinas en el contexto de [13].
A lo largo del presente trabajo coKZ-doctrinas y seudoménadas de Kan derechas son esencial-
mente lo mismo como lo muestra |18] (nuestro guia principal en este y el siguiente capitulo).
En el Capitulo 4, mostramos que U es una coKZ-doctrina desde esta nueva prespectiva. Ade-
mas, por dualidad, se muestra desde esta nueva prespectiva que ® es una KZ-doctrina.

También en este capitulo daremos el mismo tratamiento a la KZ-doctrina ©' =Fam y la
coKZ-doctrina $1' =Cofam sobre Cat (la 2-categoria de categorias localmente pequenas) que
son parte del folklore en categorias. En el primer caso el seudofuntor en turno asigna a cada
categoria localmente pequena (que abreviamos como [-pequena) C la categoria [-pequefia con
coproductos finitos sobre C, la 2-categoria de D’-algebras consta de categorias [-pequenas con
coproductos finitos, las 1-celdas son funtores que preservan coproductos finitos y las 2-celdas
son las transformaciones naturales. Para el caso de Cofam el seudofuntor en cuestion asigna a
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cada categoria [-pequena C la categoria [-pequena con productos finitos sobre C, la 2-categoria
de {'-algebras consta de las categorias [-pequetias con productos finitos, las 1-celdas son fun-
tores que preservan productos finitos y las 2-celdas son las transformaciones naturales.

Sean D una seudomoénada de Kan izquierda y U una seudomoénada de Kan derecha sobre K.
Se muestra en [18] que D y U inducen un KZ-doctrina y un co-KZ doctrina, respectivamente,
a las que también denotamos por D y U. Ademas, como se muestra en [13|, ambas estructuras
inducen seudomoénadas a las que denotamos por D' y U’. Si hay una ley distributiva de U’
sobre I decimos que hay una ley distributiva de U sobre D.

En la segunda parte del capitulo 4 la ya conocida ley distributiva de {4 sobre © (la cual
tambien se expone en [15]) es presentada en términos de extensiones de Kan. Lo mismo hare-
mos para la ya conocida ley distributiva de Cofam sobre Fam.

El propésito del Capitulo 5 es dar un panorama del uso y significado de leyes distributivas
en computacion, enfocado al estudio de sus propiedades para buscar modelar de manera unifi-
cada sustitucion y variable imprescindible en diferentes contextos; en particular para modelar
substitucion en el contexto cartesiano como en el trabajo de Fiore et al [24]. Todo este anélisis
estara dado bajo un contexto de extensiones de Kan [18].

Iniciamos este capitulo con la demostracién de que la completacion A de cada categoria I-
pequena A bajo colimites pequenos es la subcategoria plena de Con?" determinada por
todos los colimites pequefios de representables. Para este proposito ha sido de gran ayuda
[6]. Como consecuencia de tal hecho tenemos que existe una seudomonada derecha de Kan D
sobre Cat, tal que en cada categoria [-pequiia A el valor del seudofuntor en cuestién es A.
La 2-categoria de algebras D-Alg tiene como objetos a las categorias I-pequefias con colimites
pequeiios, las 1-celdas son funtores que preservan colimites pequenos y las 2-celdas son trans-
formaciones naturales.

Dualmente existe una seudoménada izquierda de Kan U sobre Cat, tal que en cada categoria
[-pequenia A el valor del seudofuntor en cuestién es la subcategoria plena de (ConA)"p de-
terminada por todos los limites pequefios de representables. La 2-categoria de 4lgebras U-Alg
tiene como objetos a las categorias [-pequefas con limites pequenios, las 1-celdas son funtores
que preservan limites pequenos y las 2-celdas son transformaciones naturales.

También en este capitulo la conocida ley distributiva de U sobre D (|2] y [16]) es presentada
en términos de extensiones de Kan. Para tal afirmacién mostramos previamente si A es una
categoria [-pequena completa entonces Luc(A°P) (la categoria de funtores lucidos de A°P en
Con) es completa y Luc(A°P) = DA. Para la demostracion del primer resultado ha sido de
gran ayuda [5], para el segundo hemos utilizado [21]. Un resultado més general de este hecho
se demuestra en [2].

Sean Ty, y Teoe como en el Ejemplo 8.1 y el Ejemplo 8.7 en [24]. En dicho trabajo Tanaka
muestra que para las seudoménadas T’y y Teoe Sobre Cat el modelo de substitucion de Fiore
et al es un ejemplo de estructura monoidal inducido por la ley distributiva T, sobre Ti,.
Formalmente, la ley distributiva 7', sobre T¢,. es inexistente dado que T¢,. por razones de
tamafio (en general la cocompletacion libre de una categoria pequena no es pequefia) no es
una seudomoénada. En este capitulo también mostramos que si U y D son como en el
Corolario 4.9 y el Corolario 5.3 respectivamente entonces existe una ley distributiva de U sobre
D en la 2-categoria Cat.






Capitulo 1

Preliminares

Asumimios que el lector estd familiarizado con las nociones bésicas de la teoria de cate-
gorias: categoria, funtor, transformaciéon natural, adjuncién, etc. Dedicamos mayor atencion a
conceptos como el de moénada, ley distributiva, limite y colimite, extensién de Kan derecha.
Estos son descritos con mayor precisién, en ocasiones damos por hecho resultados referentes a
tales conceptos, no obstante mencionamos la fuente de consulta. El lector que desee profundi-
zar en tales temas puede consultar [10], [1].

DEFINICION 1.1. Un dlgebra para un endofuntor F' : C — C es simplemente un objeto
A € C junto con un morfismo k : F(A) — A. El concepto dual es llamado codlgebra.

Las 4lgebras forman una categoria C!', donde un morfismo ¢ : (X, k) — (X', k') esta dado
por un morfismo ¢ : X — X’ en C tal que el siguiente diagrama conmuta

F(x) 2 p(x)

kL i'd

X X'.

El objeto inicial la categoria de algebras, cuando existe, es llamado algebra inicial. La nocién
dual es coélgebra inicial.

El primer tema importante para nuestro trabajo es la teoria de ménadas y leyes distribu-
tivas.

DEFINICION 1.2. Una mdnada (T,nT, u’) sobre una categoria (C,T) consta de un endo-
funtor T : C — C, y un par de transformaciones naturales n* : 1 = T, u* :TT = T
(llamadas la unidad y la multiplicacion de la monada, respectivamente) que satisfacen los dia-
gramas conmutalivos

T T T T T T
T A L7 T TTT a TT
! ut f ut'T uT
T TT uT T

En algunas ocaciones caemos en un abuso de la notacion y escribimos T = (T,n", uT).

1
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Si T es una moénada y si f : X — T(Y), la extension de Kleisli fT: T(X) — T(Y) esta
definida como

T(f) uy

T(X) T(T(Y)) T(Y).

La categoria de Kleisli de una ménada 7', denotada por Cr tiene los mismos objetos que
Cyf:X—=YenCrsisolosi f: X — T(Y) en C. La identidad es la unidad de la monada,
mientras la composicién esté definida usando la extension de Kleisli.

Una algebra para una monada T es un algebra (A, k) para el funtor 7', que satisface las
siguientes identidades

A—"U 1) T24) A T(a)
! kl T(k)i Lk
A T(A) A

Sean (A, k), (B,!) algebras de T'. Un morfismo de algebras f : (A, k) — (B,[) es un morfismo
f:a—ben C tal que el siguiente diagrama es conmutativo

74 YL 7By

1)

A————

T(f)
Cuando (T, 77T,,uT) es una moénada sobre C, denotamos la categoria de &lgebras para T por
CT.
Cada adjuncion (F,G,n,¢€), F: C — Dy G : D — C, genera una monada (GF,n, GeF') sobre
C. Inversamente, dada una moénada T, hay una adjuncion FT 4 UT, UT : CT — C es el
funtor que olvida, mientras F7 : C — C7T est4 definido como

X s FT(X) = (T(X),1%) v ¢: X = X' FT(9) = T().

Esta adjuncién genera, precisamente la moénada (7,57, u”).

Una herramienta para combinar dos ménadas es la nocién de ley distributiva.

DEFINICION 1.3. Sean (T,n", u"), (S,n°, n°) mdnadas sobre una categoria C. Una ley
distributiva de S sobre T es una transformacion natural d : ST — TS que hace conmutar los
stguientes diagramas

T S
N N
ST p TS ST ) TS

Sd ds

SST STS TSS
,LLST T‘uS
ST Ts
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sTT —% > 797 — 1% - 779
suT uls
ST y Ts.

Dada una ley distributiva de S sobre T podemos definir una moénada sobre el funtor T'S. Si
d: ST — TS es una ley distributiva, entonces (T'S,nTn®, (u” 1) 0 TdS) es una ménada. Una
TS-algebra (A, k) es una pareja en donde A es objeto de Cy k: TSA — A es un morfismo
en C tales que los siguientes diagramas son conmutativos

Td T2 S T S T
TSTSA 254, qogag — " qogy "4 peg 4" gy A gy
TS(k) k - k
TSA k A A

Un morfismo f : (4,k) — (A, k') de T'S-algebras es un morfismo en C tal que el siguiente
diagrama conmuta

TS(f)

TSA——TA
/
A 7 A

La categoria de T'S-algebras para la monada T'S, la que denotamos como T'S-Alg, tiene como
objetos a las T'S-algebras y sus morfismos son morfismos de 7'S-algebras.

DEFINICION 1.4. Sean (T,n",uT), (S,n°, u¥) monadas sobre una categoria C, un levan-

tamiento de la mdnada T a la categoria de S-dlgebras es una monada (T,nT,,uT) sobre CS tal
que si U : CS — C es el funtor que olvida entonces

Beck demostro el siguiente teorema [1].

TEOREMA 1.5. Supongamos que tenemos dos ménadas (T,n", u"), (S,n°, u¥) sobre una
categoria C. Son equivalentes

1. Hay una ley distributiva d : ST — T'S.
2. Hay una multiplicacion p: TSTS — TS, tal que
o (TS, n™n% 1) es una monada.
e Las transformaciones naturales n7 S : S — TS y Tn® : T — TS son morfismos de
mdnadas.
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e El siguiente diagrama es conmutativo

S SS
75— pers
TS,

3. Hay un levantamiento T de la ménada T o CS.

Conceptos como el de objeto terminal, coigulador, coproducto, etc, son casos particulares
de uno mas general. Nos referimos al concepto de colimite.

DEFINICION 1.6. Dado un funtor F': A — B, un cocono para F' consiste de un objeto B
de B y una trnasformacion natural p : F = Ap (Ap es el funtor constante con valor B).
Escribimos

(FA " B)aea

Sea F : A — B un funtor. Un colimite para F es un cocono

HnA

(FA B)aca
con la siguiente propiedad universal: Dado cualquier otro cocono

(FA > O gea

existe un unico morfismo f: B — C tal que el siguiente diagrama

f

N
FA
es conmutativo para cada A € A.

De manera frecuente incurrimos en un abuso de notacion y escribimos colimF = B.

B

C

La nocién dual de colimite es la nocion de limite.

DEFINICION 1.7. Sea F': A — B un funtor. Un coproducto para F' es un colimite

<FA A B>AEA7

con A una categoria discreta.
Generalmente nos referimos a B como el coproducto de F. Escribimos [{4.o FA = B.

Producto es la nocién dual de coproducto.

DEFINICION 1.8. Sea B una categoria. Decimos que B es cocompleta si para cada funtor
F : A — B existe un colimite

<FA HA

B>A6A7

donde A es una categoria pequenia (el conjunto de objetos y el conjunto de morfismos de A
s0M, pequenos).
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DEFINICION 1.9. Sea G : B — C un funtor. Decimos que G preserva colimites si para
cada funtor F': A — B tal que

HA

<FA B>A6Aa

es colimite de F, entonces

(GFA —Sr4

GB) gca,
es colimite de GF'.

El contexto donde se desarrolla la parte tedrica de nuestro trabajo, es en su gran mayoria
el de una 2-categoria. La definicién de una 2-categoria que damos a continuacién es la que
aparece en [12].

DEFINICION 1.10. Una 2-categoria C consta de:

(i) Una clase Ob(C) cuyos elementos A, B, X,Y ... serdn llamados “objetos de la 2-categoria
C’.
(ii) Para cada par de objetos A, B de C, una categoria C(A, B). Los objetos de C(A, B)
son llamados 1-celdas o 1-morfismos de C con dominio A y codominio B; escribiremos
f: A — B para decir que f es un objeto de C(A, B). Las flechas de la categoria C(A, B)
son llamadas 2-celdas 6 2-morfismos de C; para f y g I-celdas con el mismo dominio
y codominio, escribimos a @ f = g para indicar que o es una 2-celda con dominio
f y codomio g; la composicion en C(A, B) (i.e. composicion vertical de 2-celdas) es
denotada por “” (asi la composicion de a: f = g y B : g = h es denotada por - «)
y la identidad de f es denotada por idy o simplemente 1;.
(iii) Para cada A de C, un objeto de C(A, A) llamado flecha identidad 14 : A — A.
(iv) Para cada tercia de objetos A, B,C de C, un funtor de composicion
oapc:C(A B)xC(B,C)—C(AC).
Denotamos la composicion horizontal de 1-celdas (o) simplemente por yuztaposicion
i.e. gf = oapc(f,g), en el caso de composicion horizontal de 2-celdas tendremos
af =oa (o, B). La funtorialidad de oq p o equivale a:
la. composicidon de 1-celdas
fitA—>B,g:B—>Cr——gf:A->C

y las dos composiciones de 1-celdas con 2-celdas:

f hf
TS h A
A0 - ATl e
g hg
A B B _C —— ABA C

Y Y

donde hao = oa g (o, 1), Bf =oa,B,c(1f,B) y en la situacion

f h
AZ W oB icC
Y ~ 7 =
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el diagrama

hthg

o s

if ig

conmuta en la categoria C(A,C). De hecho tenemos que Ba (composicion horizontal
de 2-celdas) es la diagonal comin del diagrama anterior, i.e.

Ba = (Bg) - (ha) = (ia) - (B).
Nos referimos a instancias del diagrama conmutativo como casos de naturalidad in-
terna, o mds especificamente, naturalidad de B. Ademds en el caso del ejemplo este-
reotipico de la 2-categoria CAT (el cual daremos mds adelante), la conmutatividad del
diagrama es consecuencia de la naturalidad de la transformacion natural 3.

e}

Dados f,9,h: A— B,i,j,k: B— C;
f i
AmBmC
NI N
h k
tenemos

i(B - a) = (iB) - (i), 0-7)f =(0f)-(vf);

y en la situacion

f h
h

tenemos
hlf = 1hf = 1hf.

Con 14,1p las 1-celdas identidad, y

fla=fialp=a,1pf = f,1pa = a.
Para cualesquiera objetos A, B,C, D de C, el diagrama de funtores

oa,B,c*Xlcc,D)

C(A,B) x C(B,C) x C(C, D) C(A,C) x C(C, D)

le(a,ByX©°B,Cc,D ©A4,C,D

C(A, B) x C(B, D) C(A, D)

0A,B,D

conmuta.
Esta condicion es la asociatividad de la composicion horizontal y puede ser expresada
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equivalentemente como sigue: en la situacion
A S N
A_le_B_8_Cc_ {1 _D
S~ 7 S~ 7 S~ 7
7 i k
tenemos

j(ha) = (jh)a - j(Bf) = (B)f - (Yh)f = ~(hf).
DEFINICION 1.11. Dadas 2-categorias C, D, un homomorfismo (también llamado seudo-
funtor) ® : C — D estd dado por:
(i) Una funcion objeto Ob(D) —Ob(D) (también denotada por ®).
(ii) Para cada par de objetos A, B de A, un funtor
®4p5:C(A, B)— D(®(A),2(B)).
).

Escribimos ®(f) para @4 p(f), y ®(a) para ®4 p(a). La funtorialidad de ® 4 p estd

expresada por las identidades
O(1y) = 1g(5), (B a) = @(B) - 2(a).
(iii) Para cada objeto A en C, un isomorfismo ® 4 : 1g(a) — ®(14).
(iv) Para cada tercia de objetos A, B,C de C, un isomorfismo de funtores

Q4B (cvaoBac)(Papx Prco) = Pacloanc),
mds facilmente visualizado en el diagrama

CA,B,C

C(A,B) x C(B,C) C(A,C)
b
P4,8XPB,c A"B’C/ Duc
D(PA,PB) x (PB,9C) P D(PA,0C).

Para f : A — B yg: B — C, escribimos ®/9 para Q4 Bc(f,9); asi tenemos
/9. B(g)®(f) — ®(gf). La naturalidad de ® 4 p o estd expresada, con referencia a

f h
TN TS
A_ o B_ B C,
1
por la conmutatividad de los diagramas

B(h)D(f) —2" B (hf)

@(h)@(a)i l@(ha)

P(h)2(g) Ervrans ®(hg),

B(h)D(f) —2" D (hf)

<I>(ﬁ)¢’(f)i i‘b(ﬂf)

(i)2(f) i O(if).
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Todo lo anterior sujeto a las condiciones:

(v) Si f: A— B enC, entonces los diagramas

conmutan.

(vi) Dados f: A— B, g:B—C, h:C — D enC, el diagrama

()2 ()3 (1)~ ()@ (g 1)
<I>9*h<1>(f)l porh
D(hg)B(f) > B{hg)

conmuta.

Si los isomorfismos ®/9 son todos identidades, ® es un 2-funtor. Por otra parte si C es una
categoria usual, i.e., una 2-categoria cuyas 2-celdas unicamente son identidades, un homomor-
fismo ® : C — D es llamado seudofuntor.

Sid: A — By WV : B — C son homomorfismos de 2-categorias, podemos definir su
composiciéon Y& de manera natural.
Para

en A, definimos
VO(A) = V(2(A)), VO (f) = U(D(f)), YP(ar) = ¥(D(ev)),
(UP)4 = () UP4 y (UP)/h = U (/7)) pefoh,

Esta composicion es asociativa.

DEFINICION 1.12. Dadas 2-categorias y homomorfismos como en

una transformacion t : ® = U estd dada por:

(i) Para cada A en Ob(C), una 1-celda t4 : P(A) — V(A).
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(ii) Para cada 1-celda f: A — B en A, una 2-celda ty : W(f)ta = tg®(f).

Todo sujeto a las siguientes condiciones:
(iii) Para toda 2-celda

en C, entonces

B(A) 4~ p(A) B(A) 4 p(A)

t
b(g) | <o |o(f) ,/tf v =0 |\ o) <Y |u

o(B)

v(B) ®(B)

B tp

U(B).

(iv) Cuando f: A— By g: B — C pertenezcan a C, entonces

) B(A) — L W(A)
'\

\f \ij

o f
o U(B)= ®(gf)| <«tlor ¥(gf)

®(gf) (B)

B(A) — A (A
<tr
tp

<:tg \Ilg

®(B)

U(B) 3(C)

tc

(v) Cuando A estd en C, y si consideramos

B(A) — - W(A)
)| 7, iwm
A
B(A) — = W(A),
entonces
tlA
\IJ(IA)tA _— tA\I’(lA)
\I/AtAT ]tAch
lyata ——=——talaa
conmuta.

Decimos que una transformacion ¢ es fuerte cuando ¢y es un isomorfismo para cada f. Si
cada ty es una 2-celda identidad, decimos que ¢ es estricta.

DEFINICION 1.13. Dadas 2-categorias, homomorfismos y transformaciones

P P
AL AL
c ¥ D ceb D
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una modificacion p:t — u consta de:

(i) Una familia (1a)aca de 2-celdas g :ta — uag que satisface:
(ii) para cualquier 1-celda f: A — B, tenemos

/’ié\ ta
o(4) A (4) D(A) ¥(4)
Y Utf
of v(f) = ©(f) . w(f)
liuf /”'Ei\.\
®(B) —— ¥(B) ®(B) Y ¥(B)
\ﬂ];/

Dadas C y D 2-categorias, tenemos la 2-categoria Hom(C, D) de homomorfismos de C a D:
sus objetos son homomorfismos de C a D, sus 1-celdas son transformaciones, y sus 2-celdas
son modificaciones. Las composiciones estan definidas como siguen:

(i) Dados homomorfismos ®, ¥, = de C a D y transformaciones t : & — ¥, u : ¥ — =
definimos ut : ® — = por (ut)4 = uata y, para f : A — B, por

(ut)f = (uBtf) . (UftA).
(ii) Para

v - u estd definida por (v.u)a =va - pa.
(iii) Para

t v
TN L T
® \U,M/y v JV/' -
u w
vp y vt estan definidas por (vu)a = vapa, (Vt)a = vata.

DEFINICION 1.14. Sea C una 2-categoria. Una adjuncion (f,g,n,€) en C estd dada por

(i) f:A—=B,g:B—= A n:1lp=g9f ye: fg= 14,
tales que se satisfacen las identidades triangulares

(ii)
g - g f : f
afyg faf

En este caso, decimos que f es un adjunto izquierdo de g, lo denotamos como f - g. Desde
luego, una adjunciéon en CAT es lo mismo que una adjuncién en el sentido usual.

Las extensiones de Kan forman parte del conjunto de ideas centrales para la tercera parte
de este trabajo.
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DEFINICION 1.15. Sea C una 2-categoria. Dadas 1-celdas k : M — C yt: M — A una
extension de Kan derecha consta de una 1-celda v y una 2-celda € como en el diagrama

M k

C

tales que satisface la siguiente propiedad universal:
Para cualesquiera s y o, 1-celda y 2-celda respectivamente en el diagrama

M k

C

existe una unica 2-celda & : s = r tal que € - @k = a.

Tal universalidad determina salvo isomorfismo a la 1-celda 7, a la que denotamos como
Rangt. Llamamos a € la counidad. Decimos que r es una extensiéon de Kan derecha de ¢ o que
e exhibe a r como extension de Kan derecha de t a lo largo de k.

De la manera dual (volteando las 2-celdas), se tiene el concepto de extension de Kan izquierda
(que denotamos como Langt).

Dadas categorias A, C, escribimos A€ para denotar a la categoria de funtores de C en A.
Recordemos que un funtor K : M — C induce un funtor AX : A® — AM . Sj para cada T en
AM existe RangT entonces A tiene adjunto derecho Ry, definido en los objetos como:

T RL(T) :RanKT.






Capitulo 2

No iteracion

Nuestro proposito en este capitulo es dar una exposicién parcial de [17]. Los sistemas de
extension fueron descritos por primera vez por E. Manes [11] y Bob Walters [26] como una
definicién alternativa para moénadas en categorias. Se generaliza la definicion de sistema de
extension y mostramos que dadas  : 1¢ = 5,5 : C — C en K, hay una correspondecia
biyectiva entre monadas (S, 7, ) y sistemas de extension (S, 7, (—)°). Definimos 4lgebras para
sistemas de extension y mostramos que si (S,n, 1) v (5,1, (—)%) son “iguales”, entonces las
categorias de 4lgebras para cada una de ellas son isomorfas. También utilizaremos las formu-
laciones alternativas de leyes distributivas dadas primero en [15].

Los siguientes resultados: Teorema 2.11 y Teorema 2.13, son parte esencial de esta tesis. Es-
tos formalmente son resultados similares a lo hecho en el resultado general de una 2-categoria.
Gracias a toda la teoria desarrollada se puede prescindir en la practica de iteraciones tales
como SS y SSS, cuando (S, C) es una monada. Esto es posible gracias a una presentacion
alternativa para moénadas y en donde la idea central es el concepto de sistemas de extension.
La experiencia en un primer contacto con el “calculo™ de iteraciones tales como SS y SSS es
la de considerar varios términos de términos y términos de términos de términos; asi es como
uno de los objetivos que se logran es una presentacion alternativa para eludir a tan dificil
tarea. Tal simplcidad es de gran utilidad cuando trabajamos en la teoria general de ménadas
en lo que respecta a la composicién de ménadas via leyes distributivas.

Trabajamos en una 2-categoria K. Sea
N

1) c——

E

una 2-celda en K. Para cualesquiera flechas (C,D) : T — C;D, ¢ define una familia de
funciones

(—)%.c : K(T,D)(D, SC)— K(T,E)(I'D,UC)

cuyo efecto sobre d en K(T,D)(D, SC) es el pegamiento

T b D
\“/”K
C i E
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Esta 2-celda, cuyo nombre es dﬁD ¢» se denotard en lo sucesivo como d*. La familia de funciones
(—)ﬁD o respeta bigotacion en T, si para cualquier X : S — T,
(2) d*X = (dX)*
v respeta ampulacion en D, si para cualquier b: B — D : T — D,
(3) (db)* = df - Tb
DEFINICION 2.1. Un operador pegamiento
(=)¢ : K(T, D)(1, $)— K(T, E)(T,U)
es una familia de funciones
()¢ : K(T,D)(D, SC)~ K(T,E)(TD,UC)

que preserva bigotacion y ampulacion.

LEMA 2.2. Para 1-celdas S, T,U como en (1), los operadores pegamiento

estan en correspondencia biyectiva con 2-celdas T'S — U.

DEMOSTRACION. Dado cualquier operador pegamiento (—)f : (T, D)(1, S)— K(T,E)(T,U),
tenemos

(15)@10 ‘TS > U.

Como el operador pegamiento (—)* respeta bigotacion, para C : T — C tenemos que
(15)'C = (15C)*. Pero como (—)* también respeta ampulacion para

BN

C

tenemos que
(1sC - 6)F = (150)* T

Por lo que 6* = (15)*C-T6. De tal manera que cualquier (—)* : (T, D)(1, S)— K(T,E)(T,U)
estd completamente determinado por (15)% 1. Y este dltimo puede ser cualquier 2-celda

TS — U. Por lo anterior tenemos que la asignacion (—)¢ — (13)% 1. s una biyeccion. O

DEFINICION 2.3. Sea C un objeto en una 2-categoria K. Un sistema de extension sobre C
consiste de una flecha S : C — C , una 2-celda n: 1c = S y un operador pegamiento
(_)S : K(Tv C)<17 S>_> IC(T7 C)(S7 S)

al cual llamamos operador S-extension. Tal operador satisface las siguientes condiciones, para
cada CCBJA: T—-C, f:B—SA,y9:C — SB,

(4) n° = 1g,
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y los diagramas

B
B ! SB
f r
(5) SA,
Y
S
SC J SB
(f59)8 d
(6) SA.
conmutan.

TEOREMA 2.4. Paran:1lc — S : C — C en una 2-categoria K, hay una correspondencia
biyectiva entre sistemas de extension (S,n, (—)°) y mdnadas (S,n, ).

DEMOSTRACION. Por el lema anterior tenemos una biyeccién entre operadores pegamiento
(=) y 2-celdas pu : SS — S. Sea (S,n, 1) una moénada. La correspondencia del Lema 2.2
muestra que f5 = pA-Sf: SB — SA. Ahora (4) es uno de los axiomas para la unidad en

una monada.
T & C ! C
S S
Xf d / I i\n 3 /
C 3 C

Por el diagrama
wA-Sf-nB=puA-nSA- f.
S f8nB=pA-Sf-nB=pA-nSA-f=f,

se tiene que

si usamos el otro axioma para la unidad en una moénada. De esta forma se tiene (5). Final-
mente, como tenemos asociatividad para nuestra moénada, i.e.

P S =p-Sp
entonces

S8 =pA-Sf-uB-Sg=pA-uSA-SSf-Sq
— A SpA-SSf-Sg=pA-S(uA-Sf-g) = (f5-g)S.

De manera que (S, 7, (—)°) es un sistema de extension.

Ahora bien, si (S, 7, (—)%) es sistema de extension, la correspondencia del Lema 2.2 nos dice
que p = (1g)5. La ecuaciéon p-nS = (15)° - nS = 1g que debe satisfacer la ménada se tiene
por (5). La segunda - Sn = (15)° - Sn = n° = 15 es consecuencia de (3) y (4). Consecuencia
de (2),(3) y (6) es la asociatividad de la ménada ya que:
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p-Sp=(15)% - Sp=p® = ((15)°)° = (15)° - (152)° = (15)° - (15)°S = pu - pS.

Notemos que para b: B — D : T — C, tenemos

(7) Sb= (nD - b)S.
Damos la definicién de algebras para un sistema de extension.

DEFINICION 2.5. Para (S,n,(—)%), un sistema de extension sobre C y X un objeto, ambos
en K, una (S,n, (—)%)-dlgebra con dominio X es un par B = (B, (—)B), donde B: X = C y
(—)B: K(T,C)(1, B)— K(T,C)(S, B)
es un operador pegamiento, al cual llamamos operador B-extension, sujeto a las siguientes
ecuaciones, para cada h 1Y — BD y cada k: Z — SY : T — C,

Y w SY
h he
(8) BD,
Y L —
(hE-k)? "
(9) BD.

Un homomorfismo p : B = (B, (—)®) — (4, (—)*) de (S,n, (—)%)-dlgebras con dominio X es
una 2-celda p : B — A sujeta a la siguiente ecuacion, para toda h :Y — BD,

hE
SY BD
D
(pD-h)" 8
(10) AD.

Es facil ver que las (S,n, (—)S)-algebras con dominio X y sus homomorfismos son una
categoria, la cual denotamos por K(X, C, (S,7,(—)%)); se tiene ademés un funtor que olvida
de esta categoria a (X, C). Convenimos en que las (S, 7, p)-algebras son las descritas en [13]
y escribimos K(X, C, (S,n, 1)) para dicha categoria.

TEOREMA 2.6. Las categorias K(X,C, (S,n,(—)%)) y K(X,C, (S,n, 1)) son isomorfas.

DEMOSTRACION. Por el Lema 2.2, los operadores pegamiento (—)® : K(T,C)(1, B)—
K(T,C)(S, B) estan en correspondencia biyectiva con las 2-celdas 8 : SB = B. Es suficiente
mostrar que cada (S, 7, (—)%)-algebra y cada homomorfismo en K(X, C, (S, 7, (—)%)) determi-
nan una (5,7, p)-algebra y un homomorfismo tnicos en (X, C, (S,n, u)) y viceversa.

Sea (B, (—)B) una (S, 7, (—)%)-algebra y consideramos (B, (15)®), donde (15)® surge a partir
de (—)B como en el Lema 2.2. Tenemos que (15)® - nB = 15 por (8), y
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(1)%-S(15)" = (18)% - (1B - (15)%)° = ((15)* - 0B - (1p)")* = ((1)")"
= (18)"% - (1sp)° = (18)" - (15)°B = (1B)" - uB,
plor ][()7)’ (9),(8),(9) v (2). Sip: (B,(—)B) = (A, (-)*) es un homomorfismo de (S, n, (—))-
4lgebras entonces
(1a)*-Sp=(1a)* - (nA-p)® = ((1La)* - nA-p)* =p* =p- (15)",

por (7),(9),(8) y (10), por lo cual p : (B, (15)B) — (A, (14)*), es homomorfismo de (S,n, u)-
algebras.
Supongamos ahora que (B, 3) es una (S, n, u)-algebra entonces, para h : Y = BD : Y — C,
definimos

D
WE — sy — spp 2L pp.

Dado que (B, ) es una (S, n, u)-dlgebra entonces - nB = 1. Ademés si consideramos

Y Y C
\h v /
D B
X
tenemos que Sh-nY =nBD - h. Por lo tanto
hB.nY =pBD-Sh-nY =BD-nBD -h=h,

1

YETIRN

S

C

y (8) se satisface.
Por otra parte, como (B, ) es una (S, n, u)-algebra se tiene que - SB = - uB y de

Z

A

plhil C  pl|s

o

B
hallamos que 8D - uBD - SSh - Sk = 8D - Sh - uY - Sk. Por lo anterior

(hB . k)B = BB -SBD - SSh-Sk = BD - uBD - SSh - Sk
= BD-Sh-uY - Sk = hB . k5.

H
Q

>
Q

De manera que (9) se cumple.
Sip:(B,B) = (A, «) es homomorfismo de (5,7, p)-algebras, no es dificil ver que éste induce
un (S, 7, (—)%)-homomorfismo. O

Convenimos en no distinguir entre monadas y sistemas de extension. Si (8,7, (—)%) y
(S, m, ) se corresponden, escribimos (5,7, (—)%) =S = (S, 7, 1) y libremente usamos las ecua-
ciones relacionadas con ambas.
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Sea IC una 2-categoria. Recordemos, a partir de [23] , que un objeto de la 2-categoria
Mnd(K) consiste de un par (C,S) donde C es un objeto de K y S es una moénada sobre C.
Una 1-celda de (D, T) a (C,S) consiste de una 1-celda F' : D — C y una 2-celda A : SF = FT
en K tal que los diagramas

S AT

F S2F SFT FT?
F F
;f;///// \\\\\:f; HSFL Fur
SF 3 FT SF 3 FT

conmutan, y una 2-celda (F,\) = (F',\) : (D, T) — (C,S) consiste de una 2-celda ¢ : F = F’
en K tal que el diagrama
A

SF FT
S T
SF' v F'T

conmuta.
En el espiritu de la Proposicion 3.4 en [15], tenemos el siguiente lema.

LEMA 2.7. Dado F : D — C, hay una biyeccion entre las 2-celdas A : SF — FT tales que

(F, M) : (D,T) — (C,S) es una 1-celda en Mnd(K) y las 2-celdas o : SFT — FT tales que
(FT,«) es una S-dlgebra y satisface la ecuacion

aoT

SFT? FT?
SFur Fur
SET FT.

[0}

Ademds, si bajo la biyeccion X\ y « se corresponden, dado F : D — C y si X y o se correspon-
den dado F' : D — C, entonces una 2-celda ¢ : F — F' da una 2-celda ¢ : (F,\) — (F', \)
de Mnd(K) si y solo si oT : FT — F'T es un S-homomorfismo.

DEMOSTRACION. Si comenzamos con «, entonces A = « - SFnp. En direccion opuesta,
dada A\, definimos oo = Fup - A\T. O

TrOREMA 2.8. Sea T = (T,nr,(—)T) una monada sobre D, y sea S = (5,1, (—)°) una
ménada sobre C. Una 1-celda en Mnd(K) de (D,T) a (C,S) puede equivalentemente estar
definida como sigue: (F,(—)*) : (D,T) — (C,S) donde F : D — C, y (FT,(—)*) es una
S-dlgebra, tal que para cada uw:U — TV : X =D yh: X — FTU : X — C, el diagrama

A
SX h

FTU

FuT
(FuT.h)*

(11) Frv
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conmuta.
Por lo tanto, dadas (F,(=)*),(F',(=)") : (D,T) — (C,S), entonces ¢ : F — F' es una
2-celda en Mnd(K) si y solo si T : (FT, (=)) = (F'T, (=) es un morfismo de S-dlgebras.

DEMOSTRACION. Consultar [17]. O
Recordamos la caracterizacion de leyes distributivas dada en la Proposicién 3.5 de [15].

TEOREMA 2.9. Dadas mdnadas T y S sobre C en una 2-categoria K, hay una corres-
pondencia biyectiva entre las leyes distributivas A : ST — TS de S sobre T y las S-dlgebras
a:STS =TS que satifacen la conmutatividad de los diagramas

ST SnrS STnsTS N
sTs? — s 515 22— 918 128 T SsTSTS L ST
l/TOc
as a ns a SurS T29
iMTS
752 T TS S TS STS o TS
s nrsS
dado por
A (STS 25~ po2 T8, 7g)

con inversa

ams (ST 11 gpg 2. TS,

TrOREMA 2.10. Sean T = (T,nr,(—)") ¥y S = (S,ns,(—)°) ménadas sobre C. Una
ley distributiva de S sobre T puede equivalentemente estar dada como sigue. Una S-dlgebra
(TS, (=)"), tal que

(12) (Tns - )™ = nrS,
y la conmutatividad del diagrama

h)\

SX TSU
T)\ T
()71 i
(13) TSV,

tiene lugar para cada h : X — TSU yr: U — TSV.

DEMOSTRACION. Supongamos que (T'S,(—)") esta dada con las propiedades iniciales.
Mostramos primero que (T, (—)") : (C,S) — (C,S) es una l-celda en Mnd(K). En reali-
dad, para u : U — SV tenemos

T(u®) = (nrSV - u®)T = ((TnsV - nrV)* - u®)T = (TnsV - nrV)* - u))T,

como consecuencia de (7), (12) y (9). En consecuencia T'(u®)-h* = (((TnsV -nrV)*-u))T-h.
Luego, por (13), T(u®) - b* = [((TnsV - nrV)* - w))T - hA. Asi T(wS) - B = (T'(u®) - h)*,
por lo tanto se cumple (11). Para la correspondiente 2-celda o = (175)*, por el Teorema 2.8,
(T'S, ) es una S-algebra y « satisface la primera ecuacion en el Teorema 2.9.

Para la segunda igualdad del Teorema 2.9 tomamos en cuenta que:
(TS, (—)") es una S-algebra =
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o SnrS = (1rs)* - (nsTS - nrS)° = ((Ars)* - nsTS - nrS)® = (nrS)*
= ((Tns - nr)")* = (Tns - nr)* - (1s)° = nrS - ps.

La segunda igualdad se tiene por ser (T'S,(—)) S-dlgebra. La tercera y la quinta porque
(T'S, ) es S-algebra. La cuarta y la ultima se siguen de (12).
Finalmente, para la tercera igualdad del Teorema 2.9 tenemos:

a-SprS = (1rs)* - (nsTS - prS)® = ((1rs)* - nsTS - prS)* = (urS)* = (1rs )
= (((Ars)* - nsTS)H* = ((Ars)MT - 9rSTS - nsTS) ™)
= ((Ars)M™ - (pSTS - nsTS)M* = ((1rs)M)" - TnsTS)™.

La primera igualdad es cierta por ser (—)° operador. La segunda porque (7'S,(—)) es S-
algebra. (T'S, ) como una S-algebra nos da la tercera y la quinta. La pentltima y la tltima
se dan por ser (T,nr, (—)T) sistema de extension.

Ademas, como:

(Ars)MT - TnsTS)* = (((1rs)N))* - nsTSTS - TysTS)*
= (((Ars)M)") - (nsTSTS - TnsTS)> = (((Lrs))") - STysTS
= ((Lrr)M)T - (Lrsrs)? - STnsTS = o - aT'S - STnsTS
=(rs T-nrTS-a)T-aTS-STnsTS =175 T - (TS -a)T - aTS - STnsTS
=purS-Ta-aTS-STnsTS.

La primera igualdad es consecuencia de (6) y porque (7S, «) es una S-algebra. Dos, se sigue
porque (T'S, (—)*) es S-dlgebra. La tercera, porque (—)° es operador. De (13), obtenemos la
cuarta. La quinta igualdad es cierta por ser (—)* operador. Seis y siete se deducen de que
(T,n7, (—)T) es monada. Por tltimo, la octava igualdad se desprende de que (—)T es un ope-

rador.

Supongamos ahora que tenemos una S-dlgebra a : ST'S = TS que satisface las condiciones
de Teorema 2.9. Su correspondiente operador pegamiento en h : X — T'SU, segtin Teorema
2.6 y Teorema 2.8, estd dado por

SX —% §TSU Y~ TSU,
y nos da una 1-celda (T, (—)*) : (C,S) — (C,S). De manera que
(Tns -nr)* = o STns - Syr = a- SnrS - Sns =078 - ps - Sns = 7S,

la segunda igualdad se debe a la Definicion 1.10 (iv), la tercera se tiene por hipotesis y la
altima por ser (C,S) una moénada.

Por otro lado, para h : X — TSU y r : U — TSV, se tienen los siguientes diagramas
conmutativos:

STSU ol TSU
TSTSV
STSr 1STSTSV aTSV
STusTSV
2 2
STSTSV 4 STSVSTS TSV srar TS TSVT 557 TSTSV
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la conmutatividad de (a) se debe a la Definicién 1.10, (b) conmuta por que (C,S) es una
monada y (¢) conmuta por hipotesis. Por otro lado,

STngSTSV o TusTSV
STSTSV 2220 grgersy “25% peepgy 2522 porsy

STaVl (d) STSaVl (6) TSaVi (f) lTaV

STQSV W STSTSV W TSTSV ToV TQSV
SuTSVl (9) iwsv
STSV TG TSV

(d) y (e) se siguen de la naturalidad interna de la 2-categoria, como (7S, ) es una S-élgebra
implica que (f) sea conmutativo y por hipotesis (g) conmuta.

La conmutatividad de
Sh

SX STSU
STSr
S((r)"-h) STSTSV
STaV
- 2
STSV ~g—si ST2SV
se desprende de la definicion de los operadores (—)7, (—)*.
Los tres diagramas anteriores muestran que ()T - h* = ((r*)T - h)A. O

A lo que hemos estado llamando sistemas de extensiéon fueron descritos por primera vez
por E. Manes como una definiciéon alternativa para monadas en [11]. El procedimiento hecho
por E. Manes en categorias clésicas es andlogo al correspondiente para 2-categorias, de aqui
que muchas demostraciones sean similares. A continuacién se dan afirmaciones para este im-
portante caso particular.

Mencionamos el Ejercicio 1.3.12, pagina 32 de [11]:

TEOREMA 2.11. Una mdnada S sobre una categoria C puede estar definida de manera
equivalente como: Una funcion |S| : |C| — |C|, un morfismo nA : A — SA, y para cada

morfismo f : B — SA en C, una S-extension f>: SB — SA sujeta a los axiomas: para cada
Aen C,

(UA)S = 1SA7
para cada f : B — SAyg:C — SB, los diagramas
B S
B——"——=SB SC—"—=SB
S S
f ! (f5-9)° !

SA SA
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conmutan.

Recordar que para £ : B — A, podemos definir S sobre £ por la formula S¢ = (nA- €)%, de
esta forma S : C — C es un funtor y n : 1¢ — S una transformacion natural. La definicion
de pA esta dada por pA = (154)5.

TEOREMA 2.12. Dada una ménada S = (S,ns, (—)°) sobre la categoria C, una S-dlgebra
puede ser definida como sigue: B = (B, (—)®), donde B es un objeto de C, y (—)® asigna a cada
flecha de la forma h : X — B en C, una extension h® : SX — B sujeta a la conmutatividad
de los siguientes diagramas (con h: X - Byy:Y — SX):

X S
! SX Sy —

X SX

B B
h " (hB-y)E "
B, B.

Un morfismo de S-dlgebras de (B, (—)®) a (A, (—)*) puede definirse como una flecha ¢ : B — A
en C sujeta a la conmutatividad del diagrama (donde h: X — B):

B
SX h

B

(£.h)A
A.

DEMOSTRACION. Dada (B, (—)®) definimos la accién por (15)) : SB — B. Por otra
parte, dada una S-algebra (B,3) y h: X — B en C, definimos h® = 3 - Sh. O

TEOREMA 2.13. Sean S = (S,n5,(—)%) y T = (T,nr, ()T ménadas sobre la categoria
C. Una ley distributiva de S sobre T puede estar definida como sigue. Para cada A en C
una S-dlgebra (TSA, (—)*) tal que para cada A en C, (TngA - nrA) = npSA, y para cada
f:B—=TSA, (fMNT:(TSB,(-)) — (TSA,(—)") es un morfismo de S-dlgebras.



Capitulo 3

Categorias en Computacién

INTRODUCCION

El objetivo principal de este capitulo es dar un panorama del uso y significado de leyes
distributivas en computacién, enfocado al estudio de sistemas que combinan probablilidad y
no determinismo en semantica como en [25], la cual es nuestra principal referencia. A grandes
rasgos damos una descripcién de la rama de la computacién en que trabajamos. Definimos
la ménada de valuaciones indexadas en la categoria Con. Mostramos la existencia de una
ley distributiva entre la ménada de valuaciones indexadas y la ménada conjunto potencia de
subconjuntos finitos no vacios desde el enfoque de los sistemas de extension como en [17].
Caracterizamos a las valuaciones indexadas como una construccién libre y mostramos que la
ley distributiva categorica corresponde a una ley distributiva ecuacional.

El no determinismo es modelado en teoria de dominios por la nocién de dominio poten-
cia, mientras la probabilidad es modelada por la nocién de dominio potencia probabilistico.
Algunos problemas surgen cuando queremos combinarlos en modelos de computacién en el
que ambos estan presentes. En particular no hay ley distributiva categérica entre ellos. La no-
cion de dominio potencia de valuaciones indexadas, modificaciéon del usual dominio potencia
probabilistico, permite tomar un informe més detallado de donde elecciones al azar han sido
realizadas. Se muestra la existencia de una ley distributiva entre dominio potencia de valua-
ciones indexadas y el dominio potencia no deterministico. Por medio de una teoria ecuacional
damos una caracterizacion alternativa de las valuaciones indexadas y la ley distributiva.

La semantica es el arte de dar a los programas de cémputo significado matemético. Entre
los diferentes modelos semanticos, es costumbre hacer distinciéon entre modelos operacionales
y modelos denotacionales. Los modelos operacionales tienden a construir sobre alguna nocién
abstracta en computo, mientras que los modelos denotacionales utilizan contextos matemati-
cos.

El no determinismo es un importante concepto semantico. Cuando modelamos un progra-
ma usando no determinismo, queremos modelar el hecho de que el programa puede realizar
diferentes acciones, sin conocimiento alguno sobre la accién que actualmente se realiza.

La mayor parte de sistemas de transicién etiquetados usan no determinismo para modelar
concurrencia. Un computo es una sucesiéon lineal de eventos. Cuando dos eventos son con-
currentes, ellos pueden suceder en algin orden no deterministico. Eventos estructurales en
cambio dan una nocién no lineal de cémputo. Tales modelos son llamados modelos causales
porque el orden en que dos eventos suceden depende hasta ese momento de que haya alguna
relacién de causa entre ellos.

Hay varios tipos posibles de no determinismo.

= Un sistema no deterministico puede mostrar comportamientos diferentes y a veces
simplemente tiene que considerar todas las posibilidades.

23
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= Si consideramos las varias posibilidades como un ment a partir del cual podemos elegir
la accion de nuestra preferencia, podemos ignorar malos ambientes.
= Si la eleccién no estd bajo nuestro control pero esto es posible por algin agente ex-
terno, usualmente imaginamos esto como una posibilidad maliciosa, y consideramos
solamente los peores casos.
La nocién de dominio potencia fue introducida para modelar el no determinismo en teoria de
dominios. Los tres diferentes tipos de no determinismo anteriores corresponden a tres diferentes
nociones de dominio potencia, de Plotkin [19], de Hoare [27] y el dominio potencia de Smyth
[22] respectivamente.

DEFINICION 3.1. Una signatura ¥ es un par (2, «) donde Q2 es un conjunto de simbolos
de operaciones y « : 0 — N asigna a cada simbolo su aridad.
Sea F>:Con— Con el funtor tal que:
Y — HﬂfEQYa(f)
g:Y = Z v F¥(g),
donde F*(g) estd definida como:

Fz(g)(ylv T 7ya(h)) = (g(y1)7 e ’g(ya(h)))'
Para cada simbolo operacion f, la f-ésima componente de k es la funcion fy : YU = Y.
Una Y-dlgebra absoluta para ¥ es un dlgebra k para el funtor F*. Morfismos de %-dlgebras
son funciones que respetan operaciones. Es decir, si h es morfismo de X-dlgebras entonces

h(fe(1s s Yam))) = fe(h(y1), -+ h(yacs))-

Sea X un conjunto. Definimos el funtor F7:Con—Con tal que:
Y FE(Y)W X
g:Y = Zw— Fg),
donde F7(g) esta definida como:

FU(g)(ylv"' 7ya(h)) = Fz(g)(ylv aya(h)>
si (Y15, Ya(n) € Yo Si x e X tenemos que

F7(g)(z) = =.
Su algebra inicial existe y T(X) es el conjunto de términos sobre X. Ser objeto inicial quiere
decir que si (Y, h) es una X-algebra, entonces cada funcion j : X — Y puede extenderse de
forma tnica a un Y-morfismo j#: T(X) — Y.
Los términos pueden describirse inductivamente de la manera usual:

= si x € X entonces x es un término;

» sity,---,t, son términos, f € Qy a(f) = n entonces f(t1,--- ,t,) es un término.
Sea V un conjunto fijo de variables. Una teoria ecuacional es un conjunto de pares ordenados
E CT(V)xT(V). Cada par de términos (¢, t2) es interpretado como una ecuacion t; = to. Si
(Y, k) es una o-dlgebra, y si j : V — Y es una funcién, tenemos la extension g T(V) =Y.
Una X-élgebra (Y, k) satisface una teoria ecuacional E si para cada ecuacion (t1,t2) € E'y
cada j: V =Y, ji(t1) = j%(t1). Tales algebras son llamadas (X, F)-dlgebras. La categoria de
(X, E)-algebras es denotada por Con(X%, E), o Con(X), si E es vacio.

DOMINIOS POTENCIA NO DETERMINISTICOS
Consideramos la siguiente teoria ecuacional sobre la signatura ({W}, «), donde a(W) = 2.
Llamamos a la operacién representante por & unién formal.
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» AU(BWC) = (AW B)WC(C;

= AUA=A
Dado que W es una operacién asociativa y conmutativa, introducimos la siguiente convencion.
Si X es un conjunto donde W esta definida, y (x;);cs es una familia finita de elementos de X,
escribimos Wx;c; para denotar la unién formal de todas las x; “s.
Un modelo para la teoria anterior es una semi-reticula. La categoria de semi-reticulas es deno-
tada por SRet. Es sabido que el funtor semi-reticula libre puede representarse concretamente
como el funtor conjunto potencia de subconjuntos finitos no vacios P : Con — SRet don-
de el simbolo W es interpretado como la unién. Si X es un conjunto, Z una semi-reticula y
f: X — Z es una funcién, la tnica extension f : P(X) — Z esta definida por

(14) F¥) =W,ey f(v).
La correspondiente ménada P : Con — Con tiene la siguiente unidad y multiplicacion

nk(z) = {z}; px(S)=US.
TOPOLOGIA
Un espacio topologico es una pareja (X, 7), donde 7 C P(X) es una familia de subconjuntos
de X que satisface
= g X e,
= 51 F' C 7 entonces UF' € 1;
= 51 01,09 € 7 entonces O1 N Oy € 7.

Decimos que la familia 7 es una topologia sobre X. Los elementos de 7 son llamados abiertos.
Si O es abierto, entonces X\O es llamado cerrado. Una familia B C P(X) es base de la topo-
logia 7 si para cada O € T existe C' C B tal que O = UC. El conjunto potencia P(X) es un
ejemplo de topologfa sobre X, la cual es llamada la topologia discreta.

VALUACIONES SOBRE UNA RETICULA.

DEFINICION 3.2. Una reticula es una dlgebra para la siguiente teoria en la categoria de
conguntos parcialmente ordenados.

s AWB=BUWA;

» AW (BW(C)=(AWB)WC;

n AWA=A;

= AC AW B;

= AMB=BMNA;

» AN(BNC)=(ANB)MNA;

| | A 1 A = A,’

» AMMBLC A.

Una reticula es distributiva si
(AwB)NC =(ANC)w(BNO).

Para este trabajo RT denota el conjunto de los niimeros reales positivos, cero e infininito con
el orden usual.

DEFINICION 3.3. Una valuacion sobre una reticula X con minimo L es una funcion
v:X — RT tal que
] I/(J_) = 0
» Monotonia: AC B = v(A) <
» Modularidad: v(A) + v(B) =

v(B )
v(AW B)+v(ANB).
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VALUACIONES CONTINUAS SOBRE UNA TOPOLOGIA

Los conjuntos abiertos de un espacio topolégico forman una reticula distributiva con mi-
nimo.

DEFINICION 3.4. Una valuacion continua sobre un espacio topdlogico (X, T) es una valua-
cton sobre T que satisface:

» Continuidad: Cuando J es un subconjunto dirigido de (7, C),
v(UJ) = supyegv(U).

Usamos letras griegas v, £ para denotar valuaciones continuas. Dos operaciones de suma
v producto escalar de valuaciones son definidas puntualmente:

(v @ £)(0) =v(0) +£(0);
(pv)(0) = p(v(0)), p € [0, +09].

Para cada x € X, la funcion n, tal que

ne(U) =1
six € U, o bien

n.(U) =0
en caso contrario, es una valuacién continua y es llamada valuacién puntual o delta de Dirac.
Una valuacién simple es una combinacién lineal de valuaciones puntuales, es decir

Dy Pl
para algin Y Cy;, X.

VALUACIONES DISCRETAS

Las valuaciones continuas sobre la topologia discreta requieren tratamiento aparte.

DEFINICION 3.5. Una valuacidn discreta sobre un conjunto X es una funcion
v:X — RT.

Una valuacion discreta determina una tnica valuacion continua sobre la topologia discreta
definida como

v[Y] = Zyeyv(y).
El soporte de una valuacién discreta v sobre X es el conjunto
Sopt(v) = {z € X|v(z) > 0}
El conjunto de valuaciones sobre X es denotado por Vi (X).

Las valuaciones discretas que toman valores en [0,4o00] son llamadas valuaciones con masa.
Una wvaluacion finita es una valuaciéon con masa cuyo soporte es finito.

VALUACIONES COMO CONSTRUCCION LIBRE

Podemos carecterizar a las valuaciones finitas como un algebra libre para una teoria ecua-
cional adecuada.

DEFINICION 3.6. Un cono real es un dlgebra para la siguiente teoria en la categoria Con.

1. A B=Ba A;
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2. A®(BaC)=(A®B)® C;
3. A0 =A4;

4. 0A=0;

5. 1A= A

6. p(A® B) =pA®pB peRT;
7. p(¢A) = (pg)A p,q € RY;

13. (p+q)A=pA®gA p,q e RT.

Llamamos RCO a la categorfa de conos reales y homomorfismos.
Si X es un conjunto, al conjunto de valuaciones finitas (denotado V(X)) las podemos dotar
de una estructura de cono real, las operaciones son definidas puntualmente:

(pv)(z) = pv(z);
(v@ &) (z) =v(z)+E(x).

Se tiene el siguiente resultado.
TEOREMA 3.7. Las valuaciones finitas son el cono real libre.

Remitimos al lector a [25].

Hay varias maneras de combinar dos ménadas. Si las ménadas surgen de teorias ecua-
cionales, podemos primero combinar las teorfas ecuacionales de alguna manera y entonces
generar una nueva monada. En [25] tres formas de combinar teorias estan identificadas: suma,
combinacién conmutativa, combinaciéon distributiva. En esta tltima, uno agrega ecuaciones
que expresan distributividad de cada operacién de una teoria sobre cada operacién en la otra
teoria. Esta forma puede algunas veces obtenerse categéricamente usando la nocién de ley
distributiva. Un ejemplo estd dado por la teoria de grupos abelianos y la teoria de monoides.
Su combinacion distributiva es la teoria de anillos. La moénada anillo libre puede también
obtenerse si damos una ley distributiva categoérica entre la ménada grupo abeliano libre y la
moénada monoide libre.

El estudio de semanticas operacionales de sistemas combinando probabilidad y no determinis-
mo sugiere que, en algunos casos la probabilidad deberia distribuirse sobre el no determinismo.
Pero no hay ley distributiva categorica entre la méonada no deterministica y la ménada proba-
bilistica. Dos soluciones son posibles en este punto.
Podemos hacer la combinacién distributiva de las teorfas ecuacionales y generar una nueva
monada. Este es el camino seguido por Tix y Mislove [25], quienes, independientemente, de-
finen la nocién de dominio potencia geométricamente convexo Pryy.
Otra posibilidad es modificar la definicién de una de las ménadas para admitir la existencia de
una ley distributiva categorica. Analizando las razones por las que no existe tal ley distributi-
va, nos adelantamos a modificar la ménada probababilistica, definiendo la nocién de valuacién
indexada. Matematicamente, las valuaciones indexadas surgen como una &algebra libre para
una teoria ecuacional obtenida apartir de la teoria de conos reales removiendo una ecuacién.
Supongamos que @, es un operador de eleccién probabilistica: A®, B es elegir A con probabi-
lidad p y B con probabilidad (1 — p). Este operador usualmente satisface A@®, A = A, porque
la eleccion entre dos posibilidades equivalentes es considerada igual a no hacer alguna eleccién
entre todas. Note que esto supone que el acto de hacer la eleccion es invisible. Supongamos
también que W representa alguna especie de operador eleccién no deterministico: A W B pro-
pone al ambiente la eleccién entre A y B. Distribuimos un operador sobre el otro mediante la
siguiente ley:

Ad,( BWC)=(Ad,B)y(A®,C).
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Intuitivamente esto significa que es indiferente cuando el medioambiente elige antes o después
de que la eleccion probabilistica ha sido hecha. Claramente esto no es cierto en todas las
situaciones, pero si suponemos que el ambiente no puede ver la eleccién probabilistica, esto
dltimo es plausible.

Una vez aceptada la ley distributiva, entonces la ley extra de convexidad

AvB=AYBWY(A®,B)W (B®,A)
debe también aceptarse, porque
AYdB=(AWB)®,(AWUB)=(A®, A)B (B @, B)W (A®, B)W (B @, A).

Si la ley distributiva ecuacional corresponde a la ley distributiva categorica, por el Teorema
1.5 la moénada no deterministica deberfa levantarse a la categoria de algebras para la ménada
probabilistica. En la categoria Con esto significa que la ménada conjunto potencia deberia
levantarse a la categoria de conos reales. La ley de convexidad sugiere que esto no es posible,
en general los conjuntos no satisfacen esta propiedad. En realidad el siguiente teorema nos dice
que la definicién obvia de las operaciones para el conjunto potencia no satisfacen A®, A = A.

Supongamos que tenemos una teoria ecuacional. Tomamos un médelo X para ésta. Podemos
extender cada operacion f de aridad n a los subconjuntos de X por

f(Xl?H' 7XTL) = {f(xlv ,{En)|$i € Xhz € In}

TEOREMA 3.8. Una condicidn necesaria y suficiente para que las operaciones definidas en
P(X) satisfagan una ecuacion de una teoria es que cada varible individual ocurra a lo mds
una vez en ambos lados de la ecuacion.

Vease |25].

La ecuaciéon A @, A = A no satisface tal condicion. Esto no excluye la posibilidad de
definir las operaciones de manera que se pueda obtener una ley distributiva. Sin embargo,
si (P,nf, u”) es la ménada conjunto potencia restringido a subconjuntos finitos no vacios, y
(V,n", V) es la monada valuacion finita en la categoria Con, tenemos

PROPOSICION 3.9. No hay ley distributiva de V' sobre P.

DEMOSTRACION. Consutar [25]. O

La solucién propuesta por Varacca consiste en modificar la definicién de moénada proba-
bilistica removiendo la ley A @, A = A. En [25], la mo6nada probabilistica es generada por la
teoria de conos reales. La eleccién probabilistica esta definida ahi por A®, B = pA® (1—p)B.
Se elimina la ecuacion pA@®gA = (p+¢q)A en la teoria de conos reales. En la categoria Con, la
monada libremente generada por la nueva teorfa ecuacional es llamada ménada de valuaciones
indexadas finitas IV.

VALUACIONES INDEXADAS EN LA CATEGORIA DE CONJUNTOS

Presentamos la definicién de ménada valuacion indexada en la categoria de Con y mostra-
mos la existencia de una ley distributiva categérica entre valuaciones indexadas y el conjunto
potencia restringido a subconjuntos finitos no vacios.

DEFINICION 3.10. Sea X un congunto. Una valuacion indexada discreta (VID) sobre X es
un par (a,p) donde a : I — X es una funcion y p es una valuacion discreta sobre I, para algin
conjunto I.
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No es necesario que a sea inyectiva. El motivo principal de tal construccién es que queremos
dividir la probabilidad de un elemento entre sus indices. Una posible interpretaciéon es que los
indices en I representan computacién, mientras elementos de X representan observaciones.
Escribimos x; para a(i) y p; para p(i). Una valuacion discreta £ = (a, p) también sera denotada
como (x;,p;)icr. Llegado el momento utilizaremos letras griegas para a en (a,p): (¢¥,p) v
escribiremos 1; para 1 (i). i.e. (¢, p) serd denotada como (;, p;)ier-

Definimos una relaciéon de equivalencia sobre el conjunto de valuaciones indexadas. Esta serda
la cerredura transitiva de dos relaciones de equivalencia.

DEFINICION 3.11. Decimos (a,p) = (xi, pi)ier ~1 (b,q) = (yj,45)jes si y sélo si hay una
biyeccion h : I — J tal que el diagrama

conmuta.

Dada (a,p) = (zi, pi)icr, sea Iy = {i € I|p; = 0}.

DEFINICION 3.12. Decimos que (a,p) = (x4, pi)ict ~2 (b,q) = (y;,qj)jes st y sdlo si
NIy = J\Jo, Vi€ I\Ip i =y; y pi = G-

DEFINICION 3.13. La relacidon de equivalencia en el conjunto de valuaciones indexadas
discretas ~ es la cerradura transitiva de ~1 U ~o.

A partir de ahora utilizamos el término “valuacion indexada discreta” para denotar clases
de equivalencias bajo ~.
Dado un conjunto X y un namero cardinal infinito « definimos el conjunto IV, (X) como:

Vo (X) = {(@i, pi)ier| || <o}/ ~.
En particular IVy,(X) es el conjunto de valuaciones indexadas discretas cuyo conjunto
indexando es finito.

NOTA. Por comodidad incurrimos en el siguiente abuso de notacion: (x;,p;)ier también
denota al elemento (4, p;);c; de Vi, (X).

DEFINICION 3.14. Una wvaluacion indezada finita (x;,p;)ic; sobre X es un elemento de
IVx,(X) para el que p(i) < 400 Vi € I. El conjunto de valuaciones indexadas finitas sobre X
es denonotado por IV (X).

TEOREMA 3.15. Las waluaciones indexadas definen una mdnada IV sobre Con.

DEMOSTRACION. Tomemos f : Y — IV(X). Para cada y € Y denotamos el palmo f(y)
como

Yy Y
(0’ OO) . Ky > X.
Definimos IV : TV(Y') — IV(X) sobre el palmo
(0,00) <" J — ">y

como el palmo
X

(0, 00) ~— HjeJ Kw(j) X,
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donde r y x son las tinicas funciones tales que el diagrama

P60
(0, 00) Ky ()
P (4)
q(4) inc; X
(0,00) =——Ijes Kp(j) +—= X

conmuta para cada i € [I. Asf para cada k € Ky tenemos x(k) = PO (k) vy r(k) =
q(5).7%9) (k) (multiplicamos por ¢(7)).
Veamos que fIV est4 bien definida. Para esto, sean

0,00) < 7" oy

0,00)<t— 1 —F >y

palmos en IV(Y) tales que (¢5,;)jes ~2 (@i, pi)icr- Por lo cual J\Jy = I\Ip, Vj € J\Jo
Yj =@,y q; = p;. También

re(i)
(0,00) Koy

@ (4)
p(2) inc; X

(07 OO) ~ B = Hie[ KSO(Z}\*) X7

con M(k) = x?D(k) y s(k) = p(i).r*@para cada k € K-

SeaA—HEJ wj)entonces&keA\A0:>r()7é02>q()rw J(k) # 0 = j €
Ny = I\l = q(3) = p(G) ¥ ¥() = @) = F@G) = Fe0)). Por ello k € Ky v
s(k) = p(j).r?9 (k) = q(5)rY9) (k) # 0 = k € B\By. Concluimos que A\Ay C B\By. De
modo similar B\ By C A\ Ay.

Por el anterior parrafo, también se cumple Vk € A\Ag r(k) = s(k) y x(k) = x*W(k) =

XU (k) = A(k). Ast fYV (05, 45) e ~2 F (0, pi)ier-

Sean (v5,q;)je., (i, pi)icr en IV(Y') tales que (¢, ¢j)jes ~1 (i, pi)icr- Esto significa que
existe una funcién biyectiva h : J — I que hace conmutar el diagrama
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De modo que ph(j) = q(j) y ©h(j) = 1(j). Entonces, para cada j € J Ky ;) = Kyp(j)- Sea e
la tnica funcién biyectiva que hace conmutar el siguiente diagrama

HJGJ me —— HIGI ch(i)

incT Tinc

Ky(j) === Kon(j)-
Veamos la conmutatividad de

[Lics Ky

N

(0,00) <—~ Lier Ko()) — X.

Para (i, pi)ier se tiene

reh(d)

(0, 00) Ko ()
ph(j) ‘mc X
(0,00) — B = [icr Koy N X,

Sea k € A=Tljcx Kyij) = k € Ky = Kongg) ,

Entonces por definicion de e, se(k) = p(h(j)).rwh(ﬂ)(kz) = q(j).rd’m(k:) =r(k).
Asi mismo, Ae(k) = X‘Ph(j)(k) = Xw(j)(k) = x(k).

Por lo tanto f1(¢;,q;)jes ~1 2 (i, pi)ier en IV(X).

Sea 75y 1 Y — IV(Y) tal que 0} (y) = (v, 1){+}- Es claro que VY = f.
Para g : Z — IV (Y) escribimos g(z) como

q* §*

(15) (0, 00) J. Y

Evaluamos fIV g™ (¢, pi)ier.
9"V (Ciypi)ier = (¥4, q4)jes, es decir

€0 ;
(0,00) =——— ey

<@
p(3) inc

(0,00) <— J = ier Jer Y,

¥
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tal que Vi € I, j € Je se tiene 4(j) = v¢O(4) v q(j) = p(i).¢*D(j).
Ast fVg™ (G pi)ier = Y (W5, 65)jeq = (Xo, Tk ) ke ke con

r¢@ @) Ko
(0,00) =—— Kycary)

NVARRIE)
q(j) nc

(0,00) <— K =1, KwC(i)(jQ —Y,

l.e.

Wsettic, e Kuco ) 5 X
donde para k € Ky con j € J¢(;) tenemos
x(k) = X0 (k) y (k) = p(i).¢*D () O (k).
Por otra parte ,para ((;, p;)icr, como fIVg: Z — IV(X), Vi € I denotamos a f1¥g(¢(i))como

Y0) 6@

(0,00)

Asi (fHVg)HV(C’iapi)iEI = (&, tk)ker es tal que

K

(0, 00) N0

Kea)

¢(4)
X
p(4) inc

(0,00) <— L = [Lies Kci) X,

3
donde para cada k € K¢(;) con i € I tenemos

(k) = xSO (k) v t(k) = p().r<D (k).
Ahora bien, Vi € I escribimos

¢(4) ¢(2)
(0,00) £ J., 2

para g({(7)). Por lo que f sobre dicho palmo es el palmo en la parte inferior del siguiente
diagrama

L)
(0,00) <— »C() ()

, NARRIE)
7@ () inc

r X

donde ¢ y x¢() Vi e T son las tnicas funciones que hacen conmutativo a tal diagrama.
Por lo tanto para k € Kycayjy con j € Jg;, i € I se tiene que

g(k) = "0k y t(k) = p(i).¢¢D (5).r* VD (k).
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Entonces el isomorfismo candénico

Hie] Hjejcl. szém(j)

muestra que f1° g™ (G, pi)ier v (f7Y 9)™Y (¢, pi)ier son el mismo elemento en IV (X).
Por lo tanto, por el Teorema 2.11 se ha demostrado que IV es una ménada.

HjGHieI Y0 ng(”(j)

TEOREMA 3.16. Hay una ley distributiva de IV sobre P.
DEMOSTRACION. Sean h:Y — P(V(X)) y el palmo

0,00) < 7Y oy

Para cada funcion de eleccion [ : J\Jo — Uje 5,7 (¥(4)) (con la condicion, I(5) € h(1(j))), si
[(7) es el palmo

(0,00) <" K; — X . X,
para j € J\Jy, formamos el palmo S(l,q,v) del modo siguiente

(0700) - HjEJ\Jo KJ X7

donde para cada k € K; definimos x(k) = x’(k) y r(k) = q(j).77 (k). Definimos
PM(¥,q)) = {S(L, 0, )|l : T\Jy — Ujensoh(¥(j)) es una funcién de eleccion}.

Afirmamos que h* estd bien definida.

Sean (¢;,q;)jet, (¢i,pi)icr en V(Y') tales que (v5,4;)jes ~2 (¢i,Di)icr- No es dificl mostrar
que (¥, q) = h* (¢, p).

Ahora, sean (¢4, qj)jc, (pi, pi)icr en V(Y) tales que (¢}, qj)jes ~1 (@i, pi)icr. Entonces existe
t: J — I funcion biyectiva tal que ¢(t(j)) = ¥(j) v p(t(4)) = q(4).

Ahora bien, consideremos el palmo siguiente

0,00) <-— 1 —F 5y

Para cada funcién de eleccion m : I\Ip — Ujcp 1,h((4)) (con la condicién, m(i) € h(p(4))),
si m(7) es el palmo

(0,00) < K; —% - x,

para i € I\, formamos el palmo S(m,p, ) del modo siguiente

(0,00) <—>— [ien s, Ki X,

donde para cada k € K; definimos ¢(k) = ¢'(k) y s(k) = p(i).s*(k).

Tenemos ademés lo siguiente.

La funcion u : J\Jo — I\l es biyectiva, donde u = [\ j,-

Por lo cual Uien r,h(¢(4)) = Uje s M (5)) ¥ Hiens, Ki = Len s, Kig)-

La funcion p: J\Jo = Ujen 5, 7(¥(4)), es de eleccion.

Por todo lo cual tenemos que S(mu,q,v) ~1 S(m,p, ). Entonces h*(p,p) C h (1), q). De

manera semejante se tiene que h* (1, ¢) C h*(¢,p). Por la defincion de IV (X), concluimos que
h* est4 bien definida.
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Indicamos quien es h* g™ (¢, p). Suponemos que g(z) esta dado por (15). Primero, ¢'¥ (¢, p)
es el palmo en la base del diagrama conmutativo

<@ 7.
(0,00) =<———Jc(i)
p(4) inc peo
(0,00) ~q J = Hie] JC(@') ” X.

De manera que Vi € I y cada j € J¢(;) tomamos un elemento

rid

i
(0,00) K;; X X

en h(1¢((4)). Entonces, un elemento S(I,7,q) de h*¢"™(¢,p) es el palmo en la base del
diagrama conmutativo

. ‘ x4
q(9) inc

(0,00) <— K = ILjen s Kij —— X,
donde para cada k € K;j, x(k) = X7 (k) y r(k) = p(i).¢*D (j).r (k).

Por otro lado un elemento S(m, ¢, p) de (h*¢™)* (¢, p) es de la siguiente forma:
Para cada i € I\ Iy, tomamos m(i) € h*g((i) como el palmo

7

(07 OO) d Kz 7 X
Por lo que S(m,(,p), es el palmo en la base de
(%) inc ’

(0,00) <— K1 = ILien s, Kiﬁ X,

Si consideramos que para cada i € I'\Iy, por (15), g({(7)) es el palmo

qC(i) ¢<(i)
(0, 00) 30)

Para cada i € I'\I, sea n; : A; = Jei)\(Je@y)o — Ujea, h(¥¢@(4)) una funcion de elecccion.
Para cada j € Jei)\(Je@y)o, ni(J) € R (45)) es el palmo

rtJ

K;j X X.

(0,00)

Entonces S(n;, )™, ¢¢®) es el palmo en la base de
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rtd

(0,00) Kij
i
qC(i)(j) inc X

Se concluye asi que para el palmo (g, s), se tiene para cada k € Kj;

p(k) = x(k) y s(k) = p(i).¢°D(5).r" (k).

El isomorfismo canoénico

HjeJ\Jo Kij - Hie[\lo Ki

muestra que S(, %, q) ~1 S(m, ¢, p).

Por lo tanto tenemos que h*g"V = (hrg)*.

Es inmediato que (U}PV(X) : n}‘?’)A = 7791117\/(X)'

Por dltimo, sean & : Z — P(IV(Y)) y h: Y — P(IV(X)).
Mostramos que (hMFEN = ((h*)Fk)*. Donde (hMF = hA, como en (14).
Sea el palmo

(0,00)<2—T—* 7

en IV (Z). Entonces un elemento de (hM)Pk*((;, ps)ier esta formado como sigue:
Para cada ¢ € I\ Ij elegimos un palmo

q Pt

en k(¢(4)), entonces para cada j € J\Jo (J = [[;ep g, /i) elegimos un palmo

ij ij
(0,00) rt Kz X X

en h('(5)); de modo que un elemento en cuestién es

(0, 00) <—— I e Kij X,

donde para cada k € K;;, j € J\Jo tenemos x(k) = xY(k) y r(k) = p(i).q"(j).r" (k).
Por otra parte un elemento en ((R)PE)* (¢, pi)ier estd formado como sigue:
Para cada ¢ € I\Ij elegimos un palmo

qi wz

en k({(i)), entonces para cada j € J;\(J)o tomamos un palmo
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en h(1*(j)); entonces un elemento en cuestion es

’

(0’ OO) ~— HiEI\Io ]—[jEJi\(Ji)o KUX X7

donde para cada k € K;j, j € J;\(J;)o se tiene x'(k) = x“ (k) y (k) = p(3).¢ (5).r¥ (k).
El isomorfismo canénico

HjeJ\Jo Kij Hie[\[o Hje]i\(Ji)o Kij

muestra que (Xk, Tk )kek; ~1 (Xhs T4 kel - Concluimos que (hN)EEMNG, pi)ier = (BNFE)M (G, pi)ier-
(hA)PkJ)‘ — ((hA)JP’k)A_

Por lo tanto, por el Teorema2.13 hay una ley distributiva de IV sobre P.
O

Caracterizamos a la monada IV como una construccién libre y mostramos la correspon-
dencia entre la ley distributiva ecuacional y la ley distributiva categorica.

Definimos dos operaciones sobre las valuaciones indexadas discretas.

DEFINICION 3.17. Sean v = (a,p) = (4, pi)ier, £ = (b,q) = (Y5, ¢5) jes valuaciones inde-
zadas discretas sobre X. Supogamos INJ = 0. Definimos v ® & como (aUb,pUq), donde aUb
es la funcion definida por partes de I U J en X a partir de las funciones a y b. Andlogamente
pUgq. Para p € R definimos pv como (x;,pp;). Con 0 denotamos a la valuacion indexada
discreta indexada por el vacio.

Notamos, en particular, que cuando p no es 0 o 1, pr @ (1 — p)v » v, porque los conjuntos
indexantes no tienen las misma cardinalidad.
Consideramos la siguiente teoria ecuacional:
1. A B=B® A,
. A@QB@C’) =(A® B)aC,
. A0 =4
. 04 =0;
. 1A= A;
.p(A® B) =pA®pBpeRT,
7. p(qA) = (p9)A p,q € RT.
Estos axiomas son casi los mismos que aparecen en la definiciéon de cono real. La diferencia
es que hemos suprimido el axioma (p + q)A = pA & qA.

S CUk W N

DEFINICION 3.18. Un cuasicono real es un dlgebra para la teoria ecuacional (1)-(7) en la
categoria Con.

TEOREMA 3.19. Las valuaciones indexadas finitas son el cuasicono real libre.
DEMOSTRACION. Consultar [25]. O

Recordemos que una semi-reticula es un modelo de la siguiente teoria.
8. AW B=BWA,
9. AWw(BYWC)=(AdB)WC;
10. Aw A=A
Hemos visto que el conjunto de subconjuntos finitos no vacios es la semi-reticula libre.
Consideremos la teoria ecuacional obtenida de combinar (1)-(10) y los siguientes axiomas.
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11. p(AW B) = pAWpB;

12. A (BW(C)=(AeB)"g(AaC).
Las ecuaciones (11) y (12) expresan que el operador probabilisctico se distribuye sobre el no
deterministico.

TEOREMA 3.20. La mdnada P o1V obtenida a partir de la ley distributiva categdrica defi-
ninida previamente es el dlgebra libre para la teoria ecuacional (1)-(12).

DEMOSTRACION. Vease [25]. O






Capitulo 4

Seudomoénadas de Kan

Suponemos que el lector estd familiarizado con las KZ-doctrinas [13]. Las seudomona-
das de Kan izquierdas son una manera equivalente de definir las KZ-doctrinas [18] (nuestro
guia principal en lo que resta de este trabajo). Tenemos la siguiente KZ-doctrina © sobre
la 2-categoria ord [15]|. El seudofuntor en cuestién asigna a cada conjunto X el conjunto
de sus subconjuntos cerrados inferiormente, la 2-categoria de ®-4lgebras es la 2-categoria de
reticulas completas y funciones que preservan supremos y monotonia. Tenemos también la
coKZ-doctrina 4l tal que el seudofuntor correspondiente asigna a cada conjunto X el conjunto
de sus subconjuntos cerrados superiormente [15], la 2-categoria de i-algebras es la 2-categoria
de reticulas cocompletas y funciones que preservan infimos y monotonia. Siempre tratamos de
KZ-doctrinas y coKZ-doctrinas en el contexto de [13].

En este capitulo mostramos que 4 es una coKZ-doctrina desde esta nueva prespectiva i.e.
tenemos que ésta es una seudomoénada de Kan derecha.

Ademaés, por dualidad, se muestra desde esta nueva prespectiva que ® es una KZ-doctrina i.e.
se tiene que ésta es una Pseudomoénada de Kan izquierda.

El mismo tratamiento daremos a la KZ-doctrina ®' =Fam y la coKZ-doctrina
I =Cofam sobre Cat (la 2-categoria de categorias localmente pequenas), que son parte del
folklore en categorias. En el primer caso el seudofuntor en turno asigna a cada categoria
localmente pequena (que abreviamos como [-pequenia) C la categoria I-pequena libre con co-
productos finitos sobre C, la 2-categoria de D’-algebras consta de categorias [-pequenas con
coproductos finitos, las 1-celdas son funtores que preservan coproductos finitos y las 2-celdas
son las transformaciones naturales. Para el caso de Cofam el seudofuntor en cuestién asigna
a cada categoria [-pequena C la categoria [-pequena libre con productos finitos sobre C, la
2-categorfa de {-algebras consta de categorfas [-pequenas con productos finitos, las 1-celdas
son funtores que preservan productos finitos y las 2-celdas son las transformaciones naturales.

En la segunda parte de este capitulo la ya conocida ley distributiva de i sobre © (la
que también se expone en [15]) es presentada en términos de extensiones de Kan. Lo mismo
haremos para la ya conocida ley distributiva de Cofam sobre Fam.

1. Ejemplos de Seudoménadas de Kan
Damos la definicién de seudomoénada derecha de Kan y de las dlgebras para ésta.
DEFINICION 4.1. Sea K una 2-categoria. Una seudomdnada de Kan derecha U sobre K
consta de:

(i) Una aplicacion U : Ob(K) — Ob(K).
(ii) Para cada A en K, una 1-celda uA : A —UA.

39



40 4. SEUDOMONADAS DE KAN

(111) Para cada 1-celda F : B -UA, una extension de Kan derecha de F a lo largo de uB

B— 2 ~UB
h /UF FU
UA,
con U invertible.
Todo lo anterior sujeto a los siguientes aziomas.
(a) Para cada A en K,
A—"2 ~paA
ant
wA UA
UA,

exhibe a 1y como una extension de Kan derecha de uA a lo largo de uA.
(b) Para cada G : C -UB y F : B -UA la 2-celda

c—* .yc
Jue
G G"
UB — - UA,

exhibe a FYGY como una extension de Kan derecha de FUG a lo largo de uC.

Definimos la 2-categoria de algebras para una seudoménada de Kan derecha U en términos
de extensiones de Kan derechas. Denotamos a ésta por U-Alg y la definimos como sigue. Un
objeto B en U-Alg consiste de un objeto B en K junto con una asignacion que a cada F' : C — B
le asocia una extensiéon de Kan derecha de F' a lo largo de uC

uC

s

F

C

UC

F FB

B,

con Bp invertible, de tal manera que para cada G : X —UC en K, el diagrama

X —% . pux
JUG
G GY
B
vec—2= B,

exhibe a FEGU como una extension de Kan derecha de FBG a lo largo de uX. Una 1-celda
H:B — A en U-Alg es una l-celda H : B — A en K tal que para cada F : C — B, el
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diagrama

B A,

exhibe a HF® como extension de Kan derecha de HF a lo largo de uC.

Una 2-celda 7: H — K : B — A es simplemente una 2-celda 7 : H — K en K. La composién
de 2-celdas es la misma que en K. No es dificil demostrar que la composicién de 1-celdas en
U-Alg resulta una 1-celda en U-Alg.

Nuestro primer objetivo sera mostrar que la KZ-doctrina © sobre la 2-categoria ord [15].
Recuerde que tal que el seudofuntor en cuestiéon asigna a cada conjunto X el conjunto de sus
subconjuntos cerrados inferiormente y cuya 2-categoria de D-algebras es la 2-categoria de re-
ticulas completas y funciones que preservan supremos y monotonia, es una KZ-doctrina desde
esta nueva prespectiva de extensiones de Kan.

Sea ord la 2-categoria que tiene como objetos a los conjuntos parcialmente ordenados (X, <
), escribimos simplemente copo, las 1-celdas f : (X, <) — (Y, <) son funciones mono6tonas y
hay una 2-celda

si y solo si Vo € X, f(z) < g(z). Para cada copo X definimos, X! = {A/ AC X y A es
cerrado superiormente }. Sea A en X!, A es cerrado superiormente si y solo si Vo € X tal que
si a < x para algtn a € A, entonces x € A. El orden en X! esta dado de la siguiente manera,
para cualesquiera A,Ben X!, A< B & BC A.

PROPOSICION 4.2. Sea Y un copo. La completacion de Y bajo infimos (productos) en ord
es el copo Y. En otras palabras, esto significa que cualquier subconjunto de Y tiene infimo y
existe una funcidn mondtona y' : Y — YV que satisface la siguiente propiedad universal:
Dada cualquier funcion mondtona F 'Y — X | para X tal que cualquier subconjunto de
él tiene infimo, existen una unica funcidn mdnotona F que preserva infimos y una 2-celda
wnvertible lp como en el diagrama

7,

F !
r F

X,
que exhibe a F' como extension derecha de Kan de F a lo largo de y'.
DEMOSTRACION. No es dificil mostrar que para Y copo, v' : Y — Y! tal que

z =yl (z) =1 z,
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donde Tz = {t € X/z < t}, es una funcién monotona.
Veamos ahora lo siguiente.

OBSERVACION 4.3. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado, entonces X' tiene
infimos.

Sea {X;}ics tal que X; estd en X!, Vi € I. Es facil checar que Uier Xi es cerrado su-
periormente, entonces |J;c; X; estd en X1. Observamos que X; C Uier Xi, Vi € I, enton-
ces U;er Xi < Xi, Vi € I. Finalmente, sea X en X! tal que X < X;, Vi € I, entonces
X; € X, Vi el asi que [J;c; Xi € X, entonces X < |J;c; Xi- En lo sucesivo escribiremos
Uie] X = /\z‘el Xi.

el

X1 tiene infimos.

Resta mostrar que ' : Y — Y! tiene la propiedad universal deseada. Sea F : Y — X una
funcién moénotona donde X es tal que cualquier subconjunto de él tiene infimo, definimos la
aplicacion F' : Y! — X como

Y s FUY) = Ay F(2).

Es facil mostrar que F' es funcién moénotona. Afirmamos que F'y! = F. Sea z € Y entonces
Fl(12) = Nzer, F(x). Mostramos que F(2) = A, 4, F(z). Dado que F es moénotona F(z) <
F(z), Yz €1 z. Ademas, para cada X € X si X < F(z) Va €1 z entonces (como z €71 z)
X < F(z). Por lo cual F(z) = F'(1 2). Por la definicién de ord, Ir = 1: Fly' = F es un
isomorfismo.

Ahora bien, es un ejercicio sencillo mostrar que F! preserva infimos porque F! es moénotona,
IF es isomorfismo y para cada Y € YL YV = /\er 1 y. Tampoco es dificil mostrar que F' es
unica.

Finalmente, sean G : Y! — X una funciéon monotona y 7 una 2-celda como en

Y Y!

/.

F

G

X.

En consecuencia G(1 y) < F(y), Vy € Y. Sabemos que para cada Y en Y! se cumple que
Y = Ayey T¥ = Uyey T y- Luego tenemos G(Y) < G(1 y), Vy € Y, ya que G es funcién
monoétona. Entonces G(Y) < G(T y) < F(y), Vy € Y. De modo que por la definicién de
infimo G(Y) < A ey F(y) = FL(Y). Por todo lo anterior tenemos que para cada Y en Y1,
G(Y) < FI(Y). Por lo tanto, por definicién de ord, se tiene que existe una 2-celda 7 : G — F'.
Es inmediato que lp.7uY = 7. Por la propiedad universal del infimo 7 es tnica. ]

TEOREMA 4.4. Sea ord la 2-categoria de conjuntos parcialmente ordenados. Las siguientes
condiciones determinan una seudomonada de Kan derecha U sobre ord.
(i) Sea la aplicacion U : Ob(ord) — Ob(ord), tal que
X —»UX = X!,
(ii) Para cada X en ord, la 1-celda uX = x': X -UX.

(iii) Para cada 1-celda F :Y —UX, la 2-celda Up = I exhibe a FY = F' como extension
derecha de Kan de F a lo largo de uX.
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DEMOSTRACION. Por la Proposicion 4.2, (iii) se satisface.
Sea Y un copo. La demostraciéon de que

Y

Yl

Yl

exhibe a 1yy como extension derecha de Kan de ©vY a lo largo de ©Y es semejante a como se
ha demostrado que I exhibe a F! como extensién derecha de Kan de F a lo largo de 3 en la
Proposiciéon 4.2.

Por dltimo demostramos que para cada G: P -UY y F : Y =UX la 2-celda

uP

Jua

G

P

up

G[U

U
Uy —=-

exhibe a FUGYV como extension de Kan derecha de FUG a lo largo de uP. Sea la 2-celda

UX,

uP

P UpP
G z/g H
UY —UX.

FU

i.e. para cada P en UP se tiene que Vo € P H(1 x) < FYG(z); ademas
H(P) S /\xGPH(T IE) S /\mGP FUG(‘T) = /\xEP FUGU(T IE) = FUGU(/\:EEP T x) = FUGU(P)

La primera desigualdad se tiene porque P = /\_.p T = <1 z, la segunda se tiene gracias a 0,
el primer isomorfismo gracias a F¥ o Ug y el segundo isomorfismo se cumple porque FU y GUY
preservan infimos.

Por tanto, para cualquier P en UP existe una 1-celda en UX que hace conmutar el diagrama

H(P) = H([Lep 1 2) L FUGY(P) = FYGY([L,ep 1 2))
Hr FUGUr
H( ) TR FUGY(4 z)

De la definicion de ord existe una 2-celda 6: H — FYGY. Es inmediato que FUg - uP = 6.
La unicidad de 6 se sigue de la propiedad universal del producto.

U es una seudomoénada de Kan derecha sobre ord.

Sea X un copo. Definimos el copo
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X—=X"={A/ ACX y A es cerrado inferiormente }.

Aqui para A en X', A es cerrado inferiormente si y s6lo si Vo € X si « < a para algin a € A,
entonces x € A. El orden en XT estd dado de la siguiente manera, para cualesquiera A, B en
X', A<B& ACB.

OBSERVACION 4.5. Para cada conjunto parcialmente ordenado X, X' tiene supremos. Para
cada {X;}ier tal que X; € X¥, Vi€ I, \;c; Xi = Uier X

Por la Proposicion 4.2 y dualidad tenemos lo siguiente.

COROLARIO 4.6. Sea ord la 2-categoria de conjuntos parcialmente ordenados. Las siguien-
tes condiciones determinan una seudomdnada de Kan izquierda ID sobre ord.

(i) Sea D : Ob(ord) — Ob(ord) la aplicacion tal que
X —=»DX =X".
(ii) Para cada X en ord, la 1-celda dX : X —DX es tal que
x — dX(x) =] x,
donde | x = {t € X/t < z}.
(iii) A cada 1-celda F : Y — DX, la extension de Kan derecha FP de F a lo largo de Y
dY

/

Y

DY
=] FD

DX,
con Dp invertible, estd definida como:

Y o FP(Y) = [yey F(y) = Uyey F)-

En lo que resta de este trabajo cat denota a la 2-categoria de categorfas pequenas: sus
objetos son las categorias pequenas, las 1-celdas son funtores entre categorias pequenas y las
2-celdas son transformaciones naturales mientras que Cat denota a la 2-categoria de catego-
rfas localmente pequenas: sus objetos son las categorias localmente pequenas, las 1-celdas son
funtores entre categorias localmente pequenas y las 2-celdas son transformaciones naturales.

Ahora nos ocuparemos de mostrar que la coKZ-doctrina I’ sobre Cat, tal que el seudofun-
tor en cuestion asigna a cada categoria [-pequetia C la categoria [-pequefia libre con productos
finitos sobre C y cuya 2-categoria de {’-algebras consta de las categorias I-pequefias con pro-
ductos finitos, las 1-celdas son funtores que preservan productos finitos y las 2-celdas son las
transformaciones naturales, es una coKZ-doctrina desde el contexto de extensiones de Kan.

Describimos la categoria I-pequenia libre que el seudofuntor 4 asigna a cada categoria
[-pequena C .

Sea C en Cat. No es dificil mostrar que los siguientes conjuntos de objetos y morfismos,
asi como la composicion para tales morfismos definen para una categoria [-pequenia C una
categoria en Cat a la que llamamos cofam de C y denotamos por Cof(C):

(i) Los objetos son familias (A;);cr tal que A; es un objeto de C Vi € I, donde I es

conjunto finito.
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(ii) Para (A;)icr, (Bj)jes objetos en Cof(C), el conjunto Cof(C)((A;)icr, (Bj)jes) tiene
como elementos (, (f;)jes), donde ¢ : J — I es una funcién y f; : A,;) — Bj es un
morfismo en C Vj € J .

(il) Sean (¢, (fj)jes) : (Aidier = (Bj)jes v (¥.{g)ier) : (Bj)jes — (Ci)ier morfismos en
Cof(C), se define la composicion de la siguiente manera (la composicion en Cof(C) la
denotamos por yuxtaposicion):

(W, @her) (e, ibjes) = (@, (a1 fshier), donde i : L — T es la composicion usual
de funciones y g;fy;) es la composicion usual de morfismos en C.

(iv) Para cada (4;)ier en Cof(C), tomamos 1(4,),., = (11, (14,)ier) que es facil ver que es

el morfismo identidad en (A;)ier.

iel

La siguiente observacion serd de gran ayuda.

OBSERVACION 4.7. Para cada C en Cat, la categoria Cof(C) tiene productos finitos.

Sea {(A(i ) )iel; }ies tal que (Ag ;) )ier, estd en Cof(C) Vj € J.
Definimos para cada j € J el siguiente morfismo en Cof(C):

(05, Lagyier,)  (Aai) Garell e, x Gy — (A liel;
donde @; : I; = [[;c;(L; x {j}) es la funcion, tal que i — ¢;(i) = (i, j).
Veamos que
e (A lier; = (A6h) Giellje, U< D)

donde Vj € J las proyecciones correspondientes estan dadas por (¢;, (1 A(m‘)>i€ Ij).

Tomemos (By)rer y para cada j € J (V5 (gij)ier;) * (Br)rex — (Agij))ier; en Cof(C). En el
diagrama

W:{9i5) i,y ex) <A(i,J

(Br)kex ) (i) ELT e (I < {51)

<§0j><1A,L- L Viels)
<¢j:<9ij)ielj (4,5) J

(Aig)lier
el morfismo (1, (gi5) i, j)ex) es tal que ¥ es la tinica funcién que hace conmutativo el diagrama
. P
[jes (L < {7}) K
®; ¥
1

para cada j € Jy X = [];c;(I; x {j}). Por definicién de (¢, (¢i;) j)ex) €l primero de los dos
diagramas anteriores conmuta y la unicidad de (¥, (gij) @i j)ex) es consecuencia de la definicién
de (¢, <1A<1;,j)>i€1j> para cada j € J.

*. Cof(C) tiene productos finitos.
De ahora en adelante usaremos [ [, ;(A¢ j))ier; = <A(i7j)>(i7j)EHjGJ(IjX{j}).

TEOREMA 4.8. Sea B una categoria l-pequenia. La completacidn de B bajo productos finitos
en Cat es la categoria Cof(B). En otras palabras, esto significa que Cof(B) tiene productos
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finitos y existe un funtor b' : B —Cof(B) que satisface la siguiente propiedad universal:
Dado cualquier funtor F': B — A |, para A una categoria l-pequena que tiene productos finitos,
existen un tnico funtor F' que preserva productos finitos y un isomorfismo natural €p, como
en el diagrama

1
B b

Cof(B)

Ler

1
r F

A,
tales que para cada funtor G :Cof(B)— A y cualquier transformacion natural T como en

bl

B Cof(B)

2,

G
F

A.
existe una tnica transformacion natural 7 : G — F! tal que 7 = ep - 7b'.

DEMOSTRACION. El funtor b! : B —Cof(B) est4 definido como sigue:
B = b'(B) = (B)y v f: B— B = (1gg,(f))

para B, B’ objetos de B y cada morfismo f en B.

Hemos visto en la observacion anterior que Cof(B) tiene productos finitos.

Ahora veamos que b' tiene la propiedad universal deseada.

Sea F': B — A un funtor, con A una categoria que tiene productos finitos. No es dificil ver
que F' definido como:

(Bj)jes = FY(Bj)jes = HjeJ FBjy
(o, (frdrer) : (Bj)jes = (Birex = F @, (fu)rer),

donde F'*(p, (fr)rerx) es el tnico morfismo que hace conmutativo el siguiente diagrama

FYo(frikex)
Hje] F B, ReR erK FBl/c

T (k) Tk

F Bk FBy,

F(fr)
es un funtor.
También es facil mostrar que F = F' o b!. Por lo que definimos ep = 1p.

El funtor F! preserva productos finitos debido a que:
Para cada (Bj);cs en Cof(B)

(e5,(15,))

(16) <<Bj>jeJ <Bj>je{j}>jej
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es un cono universal por la Observacién 4.7 y

Fe; (15.))
FY{((Bj)jers . (Bj)je(jyliet =

-
<HjEJ FBJ' : FBj>jeJ

Ademas, debido a que cada familia finita {(B; j))ic1, }jes se tiene la conmutatividad de

F(z;)
Heper,e, ax o FBasy —

HiEIj FB(ZJ)

ﬂ.(i«j) Ty

FBy, . FBy,
(4,5) Fls, ) (4,4)>

donde
zj=(pj,(1B; ; liel;)
(B(i.d)) (1) €Le (1 % (5}) " (Bij))ier;

es el morfismo definido en la Observacion 4.7 Vi € I; y Vj € J.

Desde luego la propiedad universal del producto es también fundamental para que F'! preserve
productos finitos.

El funtor F'! es tinico debido a la definicion de Cof(B) y porque éste preserva productos finitos.
Por ultimo, mostramos que e = 1p exhibe a F'' como extension derecha de Kan de F a lo
largo de b'.

Sean G, 6, un funtor y una transformacion natural respectivamente como en el siguiente
diagrama

1
B b

Cof(B)

<t
F

A.

Dado que para cada (B;) e, en Cof(B) se cumple que (Bj)jes = [[;c(Bj)je(s), G es funtor y
f natural entonces, por la propiedad universal del producto, existe un morfismo tinico 9’( B;)
J

jeJ
tal que
egBﬁng 1

G(Bj)jers F(Bj)jes

G(mj) LE

CBilietsy —, FBj,
conmuta. No es dificil mostrar que 0 : G = F!, tal que §<Bj>jeJ = 9’<By_> ., 68 una transfor-

NENASE

macion natural. Claramente 1 - ob! = 0.
La unicidad de 6 es consecuencia de su naturalidad y la propiedad universal del producto. [

COROLARIO 4.9. Sea Cat la 2-categoria de categorias l-pequenias. Las siguientes condicio-
nes determinan una seudomdnada de Kan derecha U sobre Cat.
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(i) Sea U :0b(Cat) —O0b(Cat) la aplicacion tal que
B —UB =Cof(B).

(ii) Para cada B en Cat, definimos el funtor uB como uB = b! : B -UB.
(iii) Para cada funtor F : B — UA la transformacion natural

uB

%

B

UB

=1 F[U

UA
exhibe a FY = F' como extesion derecha de F a lo largo de uB.

Mostramos que la KZ-doctrina ©’ sobre Cat, tal que el seudofuntor en cuestion asigna
a cada categorfa l-pequena C la categoria [-pequena libre con coproductos finitos sobre C y
cuya 2-categoria de U'-algebras consta de las categorias I-pequenas con coproductos finitos, las
1-celdas son funtores que preservan coproductos finitos y las 2-celdas son las transformaciones
naturales, es una KZ-doctrina desde el contexto de extensiones de Kan.

Describimos la categoria I-pequena libre que el seudofuntor @’ asigna a cada categoria
[-pequena C .

Sea C en Cat. No es dificil mostrar que los siguientes conjuntos de objetos y morfismos,
as{ como la composicién para tales morfismos definen para una categoria [-pequena C una
categoria en Cat a la que llamamos fam de C y denotamos por Fam(C):

(i) Los objetos son familias (A;);cr tal que A; es un objeto de C Vi € I, donde I es un
conjunto finito.

(ii) Para (Ai)icr, (Bj)jes objetos en Fam(C), el conjunto Fam(C)((Ai)icr, (Bj)jcs) tiene
como elementos (i, (fi)ier), donde ¢ : I — J es una funcion y f; : A; — By;) es un
morfismo en C Vi € [ .

(i) Sean (¢, (fi)icr) : (AiYier = (Bj)jes ¥y (V. (95)jes) : (Bj)jes = (Ci)ier, morfismos en
Fam(C), se define la composicion de la siguiente manera (la composicion en Fam(C)
la denotamos por yuxtaposicion):

(W, (93)5e) (s (Fihier) = (00, (g fidier)s donde i : T — L es la composicion usual
de funciones y g, ;) fi es la composiciéon usual de morfismos en C.

(iv) Para cada (4;)ic; en Fam(C), tomamos 14,),., = (17, (L4, )ier) que es facil ver que

es el morfismo identidad en (A;)c;.

iel

El siguiente resultado es la version dual del Teorema 4.8. Aqui el funtor " : B —Fam(B) esta
definido como sigue:

B b"(B)=(B)y vy f:B—= B (1, (f)
para B, B’ objetos de B y cada morfismo f en B.

TEOREMA 4.10. Sea B una categoria l-pequeria. La completacion de B bajo coproductos
finitos en Cat es la categoria l-pequeria Fam(B). En otras palabras, esto significa que Fam(B)
tiene coproductos finitos y existe un funtor b : B — Fam(B) que satisface la siguiente propiedad
universal:

Dado cualquier funtor F' : B — A , para A una categoria l-pequenia que tiene coproductos
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finitos, existen un tunico funtor F" que preserva coproductos finitos y una transformacion
natural Op, como en el diagrama

T

B

Fam(B)

tales que para cada funtor G :Fam(B)— A y cualquier transformacion natural T como en

r

B Fam(B)

-
/ G
F

A.

existe una unica transformacion natural 7: F" — G tal que T =Tb" - dp.
Naturalmente, también hay una versiéon dual del Corolario 4.9.
COROLARIO 4.11. Sea Cat la 2-categoria de categorias l-pequenias. Las siguientes condi-
ciones determinan una seudomdnada de Kan derecha D sobre Cat.
(i) Sea D :0b(Cat) —Ob(Cat) la aplicacion tal que
B —DA =Fam(B).

(ii) Para cada B en Cat, definimos el funtor dB como dB =b" : B -DB.
(iii) Para cada funtor F': B —DA la transformacion natural

DB

DA
ezhibe a F® = F" como extesion derecha de F a lo largo de dB.

Finalizamos ésta seccién con el siguiente comentario.

Sea C en Cat. Es un simple ejercicio mostrar que los siguientes conjuntos de objetos y
morfismos, as{ como la composicién para tales morfismos definen para una categoria [-pequena
C una categoria en Cat a la que llamamos cofam* de C y denotamos por Cof*(C):

(i) Los objetos son familias (A;);cr tal que A; es un objeto de C Vi € I, donde I es
conjunto.

(ii) Para (A;)icr, (Bj)jes objetos en Cof(C), el conjunto Cof(C)((A;)icr, (Bj)jes) tiene
como elementos (y, (f;)jes), donde ¢ : J — I es una funcién y f; : A,;) — Bj es un
morfismo en C Vj € J .

(il) Sean (¢, (fj)jes) : (Aidier = (Bj)jes v (¥.{g)ier) : (Bj)jes = (Ci)ier morfismos en
Cof(C), se define la composicion de la siguiente manera (la composicion en Cof(C) la
denotamos por yuxtaposicion):
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(W, (gier)(p, (fi)ijes) = (e, (afypu))ier), donde g1 : L — I es la composicion usual
de funciones y g;fy;) es la composicion usual de morfismos en C.

(iv) Para cada (A;)ier en Cof(C), tomamos 14,y,., = (11, (14,)ier)-

La descripcion de Fam*(C) para cada C en Cat es analoga.

En las demostraciones de el Teorema 4.8, el Teorema 4.10, el Corolario 4.9 y el Corolario 4.11
no se utilizo el hecho de que I sea finito para cada (4;);c; en Cof(C). Por lo que tenemos los
siguientes resultados para Fam* y Cofam®.

TEOREMA 4.12. Sea B una categoria l-pequena. La completacion de B bajo productos en
Cat es la categoria Cof*(B). En otras palabras, esto significa que Cof*(B) tiene productos y
existe un funtor b* : B — Cof* (B) que satisface la siguiente propiedad universal:

Dado cualquier funtor F': B — A | para A una categoria l-pequena que tiene productos,
existen un tinico funtor F* que preserva productos y un isomorfismo natural ep, como en el
diagrama

B— =

Cof*(B)

Lo

F*
F

A

)

tales que para cada funtor G :Cof*(B)— A y cualquier transformacion natural 7 como en

B A

Cof*(B)

/

G
F

A.

existe una unica transformacion natural 7: G — F* tal que T = €p - Tb*.
DEMOSTRACION. Andloga a la demostraciéon de el Teorema 4.8. U
COROLARIO 4.13. Sea Cat la 2-categoria de categorias l-pequenas. Las siguientes condi-
ciones determinan una seudomdnada de Kan derecha U sobre Cat.
(i) Sea la aplicacion U :0b(Cat) — Ob(Cat) tal que
B —UB =Cof*(B).

(ii) Para cada B en Cat, definimos el funtor uB como uB =b* : B -UB.
(iii) Para cada funtor F : B —UA la transformacion natural

exhibe a FY = F* como extesion derecha de F a lo largo de uB.

DEMOSTRACION. La demostracion es semejante a la de el Cororolario 4.9. U
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TEOREMA 4.14. Sea B una categoria l-pequenia. La completacion de B bajo coproductos en
Cat es la categoria l-pequeria Fam*(B). En otras palabras, esto significa que Fam*(B) tiene
coproductos y existe un funtor b, : B — Fam* (B) que satisface la siguiente propiedad universal:
Dado cualquier funtor F : B — A |, para A una categoria l-pequena que tiene coproductos,
existen un unico funtor Fy que preserva coproductos y una transformacion natural dp, como
en el diagrama

B— " Fam*(B)

tales que para cada funtor G :Fam*(B)— A y cualquier transformacion natural 7 como en
b
B Fam*(B)

7

F

G

A.

existe una unica transformacion natural T : Fy — G tal que T = Tby - dp.

DEMOSTRACION. La demostracién es esencialmente la misma que la de el Teorema 4.10.
O

COROLARIO 4.15. Sea Cat la 2-categoria de categorias l-pequenas. Las siguientes condi-
ciones determinan una seudomoénada de Kan derecha D sobre Cat.

(i) Sea la aplicacion D :0b(Cat) —Ob(Cat) tal que
B —DA =Fam*(B).

(ii) Para cada B en Cat, definimos el funtor dB como dB = b, : B -DB.
(iii) Para cada funtor F : B =DA la transformacion natural

ezhibe a F® = F, como extension derecha de F a lo largo de dB.

DEMOSTRACION. Andloga a la de el Corolario 4.11. g

2. Ejemplos de leyes distributivas entre Seudomoénadas de Kan

Iniciamos esta seccién con la siguiente observacién en la que aclaramos lo que se entiende
por una ley distributiva de una seudoménada de Kan derecha sobre una seudomoénada de Kan
izquierda en una 2-categoria K.

OBSERVACION 4.16. Sean D una seudomdnada de Kan izquierda y U una seudomdnada de
Kan derecha sobre K. Se muestra en [18] que D y U inducen una KZ-doctrina y una co-KZ
doctrina respectivamente, a las que también denotamos por D y U. Ademds, como se muestra
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en [13], ambas estructuras inducen seudomdnadas a las que denotamos por D' y U'. Si hay
una ley distributiva de U’ sobre D' decimos que hay una ley distributiva de U sobre D[14].

El siguiente teorema es la principal herramienta que usaremos en la demostracion de al-
gunos de nuestros resultados mas importantes. Para su demostracion, se remite al lector a
[18].

TEOREMA 4.17. Sean D una KZ-doctrina y U una co-KZ doctrina sobre K. Una ley dis-
tributiva de U sobre D puede equivalentemente estar dada por los siguientes datos

(a) Para cada A en K, una estructura de U-dlgebra (DUA, (—)).

(b) Para cada L : B —UA, D(LY) : (DUB,()")) —(DUB,()")) es 1-celda de U-
dlgebras.

(¢) Para cada A, d;i exhibe a dUA como extension de Kan derecha de DuAdA a lo largo
de uA.

(d) Para cada H : C -DUA, (HMP : (DUC,()*)) =(DUA,()")) es un morfismo de
U-dlgebras.

(e) Para cada L : B —UA, Uy eshibe a dUA o LU como estension de Kan derecha de
dUA oL a lo largo de uB.

A continuacién se analizaréd, desde el contexto de extensiones de Kan, la ley distributiva
ya conocida de il sobre © en la 2-categoria ord.

PRrOPOSICION 4.18. Sean U, D como en el Teorema 4.4 y en el Corolario 4.6 respectiva-
mente. Hay una ley distributiva de U sobre D.

DEMOSTRACION. Utilizamos el Teorema 4.17.

(a) Demostramos que para cada Y tenemos una U-algebra estructura (DUY, ()*).

Notemos que para {X;};cr tal que X; € DX, X copo, entonces [[,.; X; = (;c; Xi. i.e. DX
es cerrado bajo productos.
Por la Proposicion 4.2 para cada F : X =+DUY, definimos F* y A\p como

X —% . pux
//\le FA_Fl
F
DUY,

Como F* preserva productos, 1 exhibe a F* como extesién de Kan derecha de F a lo largo
de uX.
Resta mostrar que para cada G : A —-UX en K, el diagrama

uA

Yo

G

A

UA

G[U

A
UxX —=

DUY,
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exhibe a FAGV como extesion de Kan derecha de FAG a lo largo de uA. Sean la 1-celda H y
la 2-celda 6 tal que

A UA
G z/(, lH
UX —=DUY,
F)\
Tenemos la 2-celda
A—2- A
uA
/1 a /9 H
UA UX DUY
GUY F>

ie. H(Ta) < F*G(a), Va € A.
Sea A € UA, recordemos que [[,.4 Ta=A Asi A<ta,Vac A= HA< H(Ta),VacA,
porque H es monotona.

= HA< H(ta) < F)\G(a),Va € A
=H(A) C FAG(a) = Nieg(a) F(t) C F(t) YVt € G(a), V€ A
:> HA g mteUaGA G(a) F(t) = F)\G[U(A)
. HA<F)GY(A) & 3 7:H — FAGY,

por la definicién de ord.
Por otro lado, sea a € A = H(1a) < FAGY(1a) y FAGY(1 a) < FAG(a), pues GY(1 a) < Ga
= H(T a) < F*G(a).

. FMUgq - TuA =T.
Ademas, por la definicién de ord, 7 es tnica.
(DUY, ()") es U-algebra estructura.

(b) Para cada L : X —=UY, D(LY) : (DUX,( )*) =(DUY,( )*) es 1-celda de U-algebras.
En otras palabras es suficiente con mostrar que para cada F : P -DUX, el diagrama

uP

Dor

F

P

Up

F)\

D(LY)
DUX

exhibe a D(LV)F? como extension de Kan derecha de D(LV)F a lo largo de uP.

DUY,

OBSERVACION 4.19. La 1-celda D(LY) : DUX — DUY preserva productos. Esto se sigue
si consideramos que UX tiene productos,definicion de UX, LY preserva productos y definicion
de D(LY) (D(LY) = (dUY o LY)P, consutar [18]).

. D(LV) preserva productos.
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Sean G y 0, 1-celda y 2-celda respectivamente, tales que

Pp—2.pp

F /0 a

DUX —DUY
D(LY)

i.e. Para cada R € UP, como R = J,cp T 7y R <t 7, Vr € R= G(R) < G(T r),
Vr € R. Ahora bien, G(R) < G(T r) < D(LY)F(r), ¥r € R, 6 2-celda. Por otra par-
te D(LY)FAN(R) = D(LY)N,cp F(r) < D(LY)F(r), Vr € R y ademas [[, .z D(LY)F(r) =
DL 1, cp F(r) = D(LY)F*(R). Por lo tanto, por la propieded universal del producto,
G(R) < D(LV)F*(R). Por la definicién de ord se tiene que existe una 2-celda tnica

6 :G — D(LY)F? tal que D(LY)A\p.0uP = 6.

Por lo tanto, se prueba (b).

(c) Es un sencillo ejercicio.

(d) Para cada H : X —»DUY, (HM? : (DUX,( )*) =(DUY,( )*) es l-celda de U-
algebras. Queremos probar que para cada F': P -DUX

p—" .yp
/
F e
(HM)P
DUX DUY,

exhibe a (H*)PF* como extensién derecha de (H*)PF a lo largo de uP.
Sean la 1-celda G y la 2-celda 7 tales que:

uP

P UpP

ja VA a

DUX —=DUY
(HMP

De modo que G(1 p) < (HMPF(p), Vp € P. Ahora bien, para cualquier P € UP tenemos que
P=Tleptp=G(P)<G(tp) < (HYPF(p),Vp € P.

Ademas (HMPFNP) = (HM)P [Lep Flp) = HPGP(H/\)DF(p), dado que (H*)P preserva pro-
ductos (para esto consideramos que el conjunto UX tiene productos, H* preserva productos
y la definicion de UX).

De esta forma HPGP(HA)DF(p) < (HM)PF(p), Vp € P. Entonces por la propiedad universal
del producto G(P) < HpeP(H’\)DF(p) = (HM)PFX(P). Por la definicion de ord existe una
tinica 2-celda 7 : G — (HMPF? tal que (H*)P1.7uP = 7.

Por lo tanto, se prueba (d).
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(e) Para cada L : X -UY

x—"% . pux
/
L v
vy —YY. puy,

exhibe a dUY o LY como extension de Kan derecha de dUY oL a lo largo de uX.

Es sencillo ver que dUY preserva productos. (e) se satisface gracias a que dUY o LY preserva
productos y porque dUY oL = dUY o LV o uX.

Por el Teorema 4.17 hay una ley distributiva de U sobre D. O

Para finalizar, en el contexto de extensiones de Kan, mostramos la ley distributiva de V'
sobre D’ en la 2-categoria Cat. Para ello son necesarias las siguientes observaciones, asi como
los siguientes lemas.

OBSERVACION 4.20. Sea C una categoria l-pequenia que tiene productos finitos.
Dado que C tiene productos finitos entonces tiene objeto terminal. Sea X el objeto terminal
en C. Asi que (X = Cj)icy;y es objeto terminal en Fam(C).
Ahora bien, veamos que el producto de cualesquiera dos objetos en Fam(C) existe.
Sean (A)ier, (Aj)jes objetos en Fam(C) y,

¥ 7
P; p;
AiéAi XAjJ*>Aj

el producto con sus correspondientes proyecciones para cada © € I y para cada j € J. No es
dificil mostrar que

(Pr.(p]) (i jyerxs)

(Ai X Aj)jyerxt (Ai)ier
(PrAP%) (i jyerx )
(Ai X Ag)iyersy ——2= (Aj)jes

son el producto y las correspondientes proyecciones de (A;)ier y (Aj)jes. En este dltimo dia-
grama Py y Py son las proyecciones en

P P
LI xJ—2

I J.

De este modo concluimos que la categoria DC =Fam(C) en el Corolario 4.11, tiene productos
finitos.

Es un ejercicio de rutina la prueba del siguiente:

LemaA 4.21. Sean C y D categorias l-pequenias que tienen productos finitos. Sea F: C — D
un funtor que preserva objeto terminal y el producto de cualesquiera dos objetos entonces, F
preserva productos finitos.

Consecuencia de nuestro anterior lema es la siguiente observacién, cuya demostracién no
es més que un sencillo célculo.

OBSERVACION 4.22. Sea A una categoria l-pequenia entonces, el funtor dUA :UA —DUA
preserva productos finitos. Aqui UA y DUA son como en el Corolario 4.9 y el Corolario 4.11
respectivamente.
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LEMA 4.23. Sean C una categoria l-pequena que tiene productos finitos y H : C —-DA un
funtor que preserva productos finitos entonces HP :DC — DA preserva productos finitos.

DEMOSTRACION. Como HP o dC = H y dado que H preserva objeto terminal entonces
HP preserva objeto terminal.
Ademas, es un ejercicio de rutina mostrar que para cada (C;);er en DC se satisface (C;);er =
Hie]<C’i>i€{i}'
Sean (C;)F_, (Dj>§.:1 en DC, tal que Cj, D; son objetos en C para cada i € {1,2,---k} y
para cada j € {1,2,---1}. Entonces

HP((Ci)ly % (Dj)iy) = H*(Cihrey LTHP((Ci)foy x (Dj)y) =
HP((Ci)i= ) ITH® (Cr)kery % (Dj)i—y) =
HP((Ci)i—) ITHP ((Ci)regry ¥ (D)1eqy) LTHP (D) 25) =
HP (G2 ITHP((Ck % D1) e yeqenyy) LTHP (D) =5) =
H((C)iZ) ITH(Cy x D) [THP((Dy)!_p) =
HP((Ci)i=) TTH(Cy) x H(D1) [THP((D))}_y) =
HP((Ci)i=) LTHP ((Ch)regry) x HP((Di)1eqny) ITHP (D)) =
HP((Ci)izy) x HP((Dj)iy).-
Hemos utilizado que H preserva productos y que HP o dC =H. O

TEOREMA 4.24. Sean U, D como en el Corolario 4.9 y en el Corolario .11 respectivamente.
Entonces existe una ley distributiva de U sobre D.

DEMOSTRACION. Utilizamos el Teorema 4.17.
(a) Mostramos que para cada A tenemos una U-algebra estructura (DUA, ( )).
Sabemos que DU A tiene productos finitos por la Observacién 4.20. De este modo, para cada
H : B »DUA definimos H* = H! v Ag = e€g como en el Teorema 4.8.

Veamos que

c—* -ypc
Yuy
T v
UB —""- DUA,

exhibe a H*TV como extension derecha de Kan de H*T a lo largo de uC.
Sean G, 0, un funtor y una transformacion natural como en el diagrama

c—*° .yc
T /9 G
UB DUA
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Sea (C})jes en UC, sabemos que este es de la forma

Wj:(e.ﬁ(lcj»

(Cj)jes (C)jetsy)ied,

analogo al cono en (16). Dado que HATY preserva productos finitos y por la propiedad universal

del producto entonces existe un dnico morfismo 020'%51 que hace conmutativo el siguiente
VENASE

diagrama
920j>j€J AU
G(Cj)jes HAT™(Cj)jes
Gr; H TVr;
G(Chjetyy —5 HTY(Cy)jeqsy
J

Veamos que 0 : G = H 'V definida como 0_<Cj>jej = 9/<Cj>jej’ para cada (C});es es natural.
Sea x = (¢, (fi)kek) : (Cj)ics = (Ch)kek . Por la definicion de x tenemos que

(Ci)jes - (Cdrex
(17) T (k) w,;
(Coi)) (k) {o(k)} (Cr)kehy-

zr={e,{fk) ke {r})

conmuta.
Ahora bien, en el diagrama

ch
GOt lowetornz 5 GCiies —5——= HTCj)jes e T Cotibotretotin)
Jjljed
S(xk) S(ZIJ) H/\TU(E) HXTU(:D]C)
G{Chlretn) S, CCilrer (hinex HATCiner H TV () T (Chlrery
k
6/
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las partes “superior” e “inferior” son conmutativas (definicion de 6), el primer cuadrado (de
izquierda a derecha) conmuta porque este es G evaluado en (17), el tercer cuadrado es con-
mutativo por ser H*T'V evaluado en (17) y también tenemos que el “contorno™ de nuestro
diagrama es conmutativo (naturalidad de ). Asi

HMY () o HMTV(2) o 9’<Cj>j€J = HMY(x)) o 02%>keK

para cada k € K. Por tanto, por la propiedad universal del producto, se sigue que

AU _
HAT (x) 0 ezcmg - HI(C;’JkeK o 5(x).

o S(x)

Por lo tanto, concluimos que @ es natural.

Es evidente que H Uy - uC = 6.

La unicidad de @ se tiene gracias a su naturalidad, a su definicién v a la propiedad universal
del producto.

(b) Paracada L : B -UA, D(LY) :(DUB, ( )}) — (DUA, ( )*) es una 1-celda de U-algebras.
Por el Lema 4.23, se sigue que D(LV) = (dUA o LY)P preserva productos finitos porque LV
preserva productos finitos.

Asi, la demostracion de que

c—* -yc
Ip
F P
D(LY)
DUB DUA,

exhibe a D(LV)o F* como extension de Kan derecha de D(LY) o F a lo largo de uC es analoga
al (a) porque D(LY) o F* preserva productos finitos y por la definicion de UC.
(c¢) Es un simple ejercicio de rutina.

(d) Para cada H : B — DUA, (H")? :(DUB,( )*) —(DUA,( )*) es 1-celda de U-
algebras.
Gracias al Lema 4.23, (HM)P preserva productos finitos porque H* preserva productos finitos.
De igual modo que en (a), se muestra que

c—* .yc
Up
F F
(HMP
DUB DUA,

exhibe a (HM)P o F* como extension de Kan derecha de (H*)? o F a lo largo de uC porque
(HMP o F* preserva productos finitos y por la definicién de UC.
(e) De manera semejante como en (a), se muestra que

B uB

UB

UA dUA

DUA,
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exhibe a dUA o LY como extension de Kan derecha de dUA o L a lo largo de uB, para cada
L : B —»UA. Para ello utilizamos que dU A preserva productos finitos (Observacion 4.22) y
por tanto que dUA o LY también preserva productos finitos. O






Capitulo 5

Cocompletacioéon libre

El proposito de este capitulo es dar un panorama del uso y significado de leyes distributivas
en computacién, enfocado al estudio de sus propiedades para buscar modelar de manera uni-
ficada sustitucién y variable imprecindible en diferentes contextos; en particular para modelar
substitucion en el contexto cartesiano como en el trabajo de Fiore et al [24]. Todo este analisis
seré en el contexto de extensiones de Kan [18].

Fiore et.al. toma la categoria cocartesiana libre sobre 1 como categoria de contexto y en-
tonces considera su categoria de pregavillas para construir modelos abstractos para variable
imprecindible y sustitucién. En [24] un modelo para sustitucién que unifique esta y otras
variaciones es construido usando la categoria de pregavillas sobre una categoria pequernia con
estructura que modela el contexto. Tales estructuras en diferentes contextos estan dadas por
seudoménadas S sobre Cat, y las categorias de pregavillas estan dadas como la sendoménada
cocompletacién libre T sobre Cat, por lo tanto el analisis de leyes distributivas es aplicado a
la combinacién de una seudoménada con la seudomédnada cocompletacién T en algtn contexto.

Iniciamos este capitulo con la demostracion de que la completacion A de cada categoria
[-pequena A bajo colimites pequefios es la subcategoria plena de Con®" determinada por
todos los colimites pequefios de representables. Para este proposito ha sido de gran ayuda
[6]. Como consecuencia de tal hecho tenemos que existe una seudomoénada derecha de Kan D
sobre Cat, tal que en cada categoria [-pequefia A el valor del seudofuntor en cuestiéon es A.
La 2-categoria de algebras D-Alg tiene como objetos a las categorias I-pequefias con colimites
pequenos, las 1-celdas son funtores que preservan colimites pequenos y las 2-celdas son trans-
formaciones naturales.

Dualmente existe una seudomoénada izquierda de Kan U sobre Cat, tal que en cada categoria
A [-pequena el valor del seudofuntor en cuestién es la subcategoria plena de (ConA)"p de-
terminada por todos los limites pequefios de representables. La 2-categoria de algebras U-Alg
tiene como objetos a las categorias [-pequefias con limites pequenos, las 1-celdas son funtores
que preservan limites pequefios y las 2-celdas son transformaciones naturales.

También en este capitulo la conocida ley distributiva de U sobre D (|2] y [16]) es presentada
en términos de extensiones de Kan. Para tal afirmacién mostramos previamente si A es una
categoria [-pequena completa entonces Luc(A°P) (la categotia de funtores licidos de A°P en
Con) es completa y Luc(A°P) = DA. Para la demostracion del primer resultado ha sido de
gran ayuda [5], para el segundo hemos utilizado [21]. Un resultado més general de este hecho
se demuestra en |2].

Sean T'tp ¥ Teoc como en el Ejemplo 8.1 y el Ejemplo 8.7 en [24]. En dicho trabajo Tanaka
muestra que para las pseudoménadas Ty, v Teoe sobre Cat el modelo de substitucion de Fiore
et.al. es un ejemplo de estructura monoidal inducido por una ley distributiva T’ sobre Tt
Formalmente la ley distributiva T', sobre T, es inexistente dado que T¢,. por razones de
tamano (en general la cocompletacion libre de una categoria pequena no es pequenia) no es

61
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una seudomoénada. En este capitulo también mostramos que si U y D son como en el
Corolario 4.9 y el Corolario 5.3 respectivamente entonces existe una ley distributiva de U sobre
D en la 2-categoria Cat.

Iniciamos con el siguiente resultado.

PRrROPOSICION 5.1. Sea A en Cat. La completacion de A bajo colimites pequenios es la sub-
categoria plena A deCon®"" determinada por todos los colimites pequerios de representables.
En otras palabras, esto significa que A es cerrada bajo colimites pequerios y existe un funtor
dA : A — A que sarisface la siquiente propiedad universal:

Dada cualquier funtor L : A — B |, para B categoria cerrada bajo colimites pequenios, existen
un inico funtor Ry que preserva colimites pequenos y una transformacion natural dr, , como
en el diagrama

A dA X
Vi
L e
B,

tal que 01, exhibe a Ry como extension de Kan izquierda de L a lo largo de dA.
DEMOSTRACION. El funtor dA : A — A est4 definido como sigue:
C—dAC)=A(,C)y f:C—=>D—dA(f)=A(.f)

De modo que

A AcP

Con

es conmutativo. Aqui y es la inclusién usual de Yoneda, J es el funtor inclusion.

Veamos que A es cerrada bajo colimites pequefios, para lo cual hacemos notar que A tiene
coproductos pequenos y coiguladores.
Sea L : J — A un funtor, donde J es un conjunto pequeno y para cada J en J tenemos
L(J) = Fj = colimyF";, donde

(yF5(I) colimyF') rety,

con y: A — Con®” la inclusién de Yoneda y F :1; — A es tal que I es pequenia.

Damos la descripciéon de F; en objetos y morfismos:
Para cada J en J, Fj(A) = colim(yF") 4 donde

(18) ((yF))al)

con (yF) 4 : I; — Con como el funtor definido como:

colim(yF) a) re1y,
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(yFal)=AAF (I)VIel; y
(yF)a(w) = A(AF j(w)), Vw: I — I' en 1.

Ahora bien, para cada f: A — B en A°P, por la propiedad universal del colimite, F;(f) es el
tinico morfismo que hace conmutar el diagrama

Fy(f)

colim(yF})a = Fj(A) Fj(B) = colim(yF")p

(19) aft q?

(yFy)aI)

Consideremos a la categoria I que consta de:
(i) Obj(I)= U egObj(Ly).
(ii) MOI‘(I): UJGJMOI'(IJ).
(iii) La composision en I es la "inducida™ por la composicion de las componentes I;.
Se tiene que el funtor F': I — A estéd definido como:

I FI)=F(D)sile€l, y F(t)=Ft)siteMor(l).
Afirmamos que colim(yF)= G, donde

() —&

G)ser.

Ahora describimos Q7.
Sabemos que para cada A en A, G(A) =colim(yF) 4, donde (yF)4 : I —-Con es el funtor
definido como:

(yF)a(D) = A(AF(D) y (yF)a(w) = A( F(w)) paraw: I - J.

Se define G sobre morfismos como sigue:
Sea f: A — B en A°P. Por la propiedad universal del colimite, G(f) es el tnico morfismo
que hace conmutar el siguiente diagrama:

G(A) = colim(yF) 4 “h GB = colim(yF)p
(20) Q7 QF
WF) A1)~ WF)5 (1)

Ahora bien, para cada J € J y para cada t: [ — I’ en I se tiene:
(WFA@) - (WEDA) = (WF)al") = (WF)a(t) : (yF)all) = (yF)al’).

Por lo que
G(A) = colim(yF') 4

Q7 Q3

(yF))a(t)

(yE)a(l) (yE)a(l’)
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conmuta. i.e. tenemos un cocono de base (yF)a.
Por (18) para cada J € J y para cada A € A existe un Q7 tinico morfismo tal que

F(A) G(A)

(21)

es conmutativo.
Asi, para cada J € J y cada f: A — B en A°P

J
Fy(A) “a G(4)
F5(f) G(f)
FiB) ——— G(B)
B

conmuta por (18), (19), (20) y (21).
. Q7 es transformacion natural para cada J € J.

Por lo cual
QJ

(L(J) G) Jer-

es un cocono. Veamos que dicho cocono es universal.
Sea M € A tal que

J

(L(J)

M) jer.

es un cocono. De manera que, por la definicion de F'y Fy, con J € J, para cada A € A°P

Bhait

(yF)al = (yF)al MA)er

es un cocono. Entonces por la propiedad universal del colimite existe una funcién 54 tnica tal
que el siguiente diagrama conmuta

GA oa MA
Q7 B4
(yF)al " FA,

ar

sin olvidar que (yF)al = (yF})al.
Asimismo, para cada J € J y cada I €1, Bﬁ es la tinica funcién que hace conmutar el anterior
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diagrama. Por otra parte, BAquf‘ = BAQ’]“, de manera que

2 " X

FsA ' GA

conmuta (GA=lim(yF')4). La unicidad y naturalidad de 5 son consecuencia de (19), (20),
(21), (23), la naturalidad de @Q”, la naturalidad de 47 y la propiedad universal del colimite.

.. A tiene coproductos pequeios.

A continuacién se muestra que A tiene coiguladores.

Sean
(e

B

en A. De manera que F =colimyF’ y G =colimyG’, donde F': P - Ay G': Q — A con P
v Q categorias pequenas. i.e.

F G

g

(23) (yF'(P) Fpep ¥ (yG'(Q)

Por lo anterior, para cada P € P existen up : F'(P) — G'(P') y vp : F'(P) — G'(P") tales
que los siguientes diagramas son conmutativos

G>Q€Q‘

F G F G

yF’PwyG’P’ yF’PWyG’Q”.

Consideremos la categoria X que consta de:
(i) Obj(X)=0bj(P)uObj(Q).
(ii) Mor(X)=Mor(Q)U{zp}precp U {zp}recp
(iii) Composicion en X es la generada por la composicion en la componente Q y los mor-
fismos xp, zp que hemos agregado para cada P € P.

Claramente X es una categoria pequena.
Se tiene el siguiente funtor H' : X — A definido como:

P s H'(P) = F'(P) VP eMor(P) y
Q — H'(Q) = G'(Q) para cada Q eMor(Q),

en los objetos. Y en los morfismos

rp > Hl(wp) =up, Zpt— H/<Zp) =vp VPP vy
w— H'(w) = G'(w) Yw eMor(Q).

Sea H =colimyH' en A. i.e.

(yH'(X) —>— H)xex
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Dado que Mor(Q) CMor(X), para cada w : @ — Q" en Mor(Q) tenemos que

H
y (5Q/
YH'(Q) —— = yH(Q)
conmuta. Asimismo, por la definiciéon de H’
H
y 5@/
¥G'(Q) = yC(Q)
yG'w

es conmutativo. Entoces por la propiedad universal del colimite existe una transformacién
natural dnica v : G — H tal que el siguiente diagrama es conmutativo

G . H
4 \ e
yG'Q =yH'Q.
Por otra parte, por definicién de up, vp v 7, se tiene que
F—*—>G——H

(25) PPT UP’T T(Sp/

yF' P —— yG'P’ —>yH’P’

yup

F G H

(26) T ] T(s

yF/P TS yG/P/l - yH/P//

conmutan para cada P € P. Ademés

(27) / / \
yH'P

yH/P/ yHl yH/PI/

conmutan debido a que H = colimyH’. De modo que por todo lo anterior y la definicién de
H' $piyup = dpryvp para cada P € P. Entonces yapp = v8pp para cada P € Pbf. Por lo
tanto ya = 0.

No es dificil mostrar que 7 tiene la propiedad universal del coigulador. Por lo tanto, A tiene
coigualadores.
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. A es cocompleta.

Para finalizar con la demostraciéon de nuestra proposiciéon observemos que dA tiene la propie-
dad universal deseada. B
Sea L : A — B un funtor, con B categoria cocompleta. Sean F,G € A. De esta manera

(yF'(I) G)es-

donde F':T— Ay G':J — A, Iy J categorias pequenas, con F' =colimyF’ y G =colimyG’.
Sea 7 : F'— G en A. Ahora bien, B cocompleta, tenemos

I 9J

Fyrer v (yG'(J)

/ !
Pr 9

(LE'(I)

RL(F))rer ¥ (LG'(J)

RL(G))Jes,

coconos universales correspondientes, con Ry (F) =colimLF’ y Rr(G) =colimLG’. Como F
es un colimite, entonces 7 estd determinada por un cocono

G)rer-

Por Yoneda, cada 77 corresponde a un elemento en GF'(I). Esto es, un elemento en GF'(I) =
colim(yG") pr(1), es decir, una clase de equivalencia de un morfismo fr : F'(I) — G'(Jy).
Debido a la definicion de colim(yG’) (1) ¥ ya que

TI

(28) (yF'I

(LG'T —2+ Ri(G)) ses,
es universal, entonces
L(fr) 7
(29) (LF'(I) —~ LG'(J;) "> R1(G))1ex

es un cocono. Por la propiedad universal del colimite existe un morfismo tnico 7/ que hace
conmutar el siguiente diagrama

RL(F) . RL(G)
o} oy,
LF'(I) G Len.

Definimos Ry, : A — B como:
F— Rp(F) =colimLF’" y 7~ Rp(r) =17,

Es un ejercicio sencillo mostrar que Ry, es un funtor. También, es facil mostrar que L = RypodA.
Por lo cual, definimos d;, = 1.
Se tiene ademés que

PI P

(30) Ry ((yF'(I)

F)rer) = (LF'(I)

Rr(F))rer.

Afirmamos que Ry preserva colimites pequenios. Para ello mostramos que Ry preserva
coproductos pequeiios y coiguladores.
Primero demostramos que Ry, preserva coiguladores.
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Sean

[e7

B

F G

en A, con F'y G como en (23). También, sean H y v como en (24). i.e. 7 es el coigulador de
a 'y . Ahora bien, de (25), (26) y (30), los siguientes diagramas son conmutativos

Ri(F) ™ ry ()™ Ry (1)

P/P ‘733/
T o

LF'P > LG'P’
up

Ry (F) 2 ry(6) ™Y R, (1)

!
Pp T 9pr T /
p!

LF’P? LG'P"
vp

Ademés se tiene que por (27) y por (30) los siguientes diagramas

PN

LG'P" LF'P LG'P”

son conmutativos. Por todo lo anterior, concluimos que Ry (y)oRr(a)opp = Rr(y)oRL(B)opp
para cada P € P.

Rr(7v) o Rp(a) = Rp(7) o RL(B).

Sea k : Ry, (H) — B un morfismo en B tal que kR (a) = kR (8). Entonces la unién de las
siguients familias

koRp (a)opp koo,

(LF'P

B)pep ¥ (LG'Q B)geq-

es un cocono sobre LH'. De manera que por la propiedad universal del colimite existe un
morfismo tnico k' que hace conmutar los siguientes diagramas

\ Aa)opp \ 4

LF'P LG'Q

Debido a que k esté completamente determinado por la familia de morfismos

B

/
kaQ

(L&'(Q) B)qeq
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por la conmutatividad de los diagramas triangulares previos y la definicion de Ry () se tiene
que

Rp(v)

RL(G) Rp(H)

A

B

conmuta.
R;, preserva coiguladores.
De manera semejante se demuestra que Ry, preserva coproductos pequenos.
Ry, preserva colimites pequefios.

La unicidad de Ry, se tiene porque R;, preserva colimites pequefios y por la deficion de A.

Para finalizar, mostramos que 17, exhibe a Ry como extension de Kan izquierda de L a lo
largo de dA.
Sea 7 : F = G como en (28). Sean T, 0, funtor y transformacion natural respectivamente
como en el siguiente diagrama

dA

7

L

A
T

B.

Dado que F' es colimite pequeno de representantes, T es funtor y 6 transformacién natural
entonces,

Or Tpr

(LE'(I)

TyF'(I)

TF)er

es un cocono. Por la propiedad universal del colimite existe una transformaciéon natural inica
fr tal que

RL(F) T(F)
I Tpr
LF'(I) TyF'I
F'T

conmuta para cada I € I. Afirmamos que 0 : Ry = T definida como
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es transformacién natural. Para esto mostramos que

Ri(F) —" = T(F)

Ry (7) T(r)

RL(G) — T(G)
7€’
conmuta. Si consideramos que en (29) tenemos un cocono, ¢ es transformacion natural, G es
colimite pequeno de representables y T funtor. Se sigue que

L(fr) e Toy

LG'(Jr) e, TyG'(Jr)

(LF'(I) T(G))rex

es un cocono. De modo que, por la propiedad universal del colimite, existe una transformacién
natural Gnica p tal que el siguiente diagrama conmuta

RL(F) a 7(G)
I Toy,
LF’(I) TyG’(JI),

er/(JI)OL(fI)
paracada I €. B
Ahora bien, up} = g o RL(T) o p} para cada I € I, por definicion de Ry (7) y . Pero, para
cada I € I, T(7) 0o 0p o p} = Og o RL(T) o ply, por definicion de 0F, O, Ry(7), por ser T' funtor
y 6 transformacion natural. Asi, tenemos T'(7) 0 0p = p = 0g o R (7).

0 es natural.

La unicidad de 0 se sigue de su naturalalidad y la propiedad universal del colimite. Es inmediato
que OdA -1 =0.
Por lo tanto 17, exhibe a Ry como extensiéon de Kan izquierda de L a lo largo de dA. O

La siguiente observacién serd de gran utilidad para nuestro préximo corolario.

OBSERVACION 5.2. Para cada calegoria l-pequena A la categoria A es l-pequeria.
Esto es consecuencia del Lema de Yoneda, la definicion de A y porque A es l-pequenia.

COROLARIO 5.3. Sea Cat la 2-categoria de categorias localmente pequenias. Las siguientes
condiciones determinan una seudomonada de Kan izquierda D sobre Cat.

(i) La aplicacion D :0b(Cat)— Ob(Cat) tal que:
A—DA)=A
(ii) Para cada A en Cat la 1-celda dA : A — A.

(iii) Para cada l-celda F : A — DB, Dp = 1p ezhibe a FP = Rp como extension de Kan
izquierda de F' a lo largo de dA.

Tenemos la versiéon dual de la Proposicién 5.1.

PROPOSICION 5.4. Sea A en Cat. La completacion de A bajo limites pequenios es la sub-
categoria plena Al de (ConA)Op determinada por todos los limites pequenos de representables.
En otras palabras, esto significa que Al es cerrada bajo limites pequerios y existe un funtor
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uA : A — Al que sarisface la siguiente propiedad universal:

Dado cualquier funtor N : A — B, para B categoria cerrada bajo limites pequenos, existen
un unico funtor N que preserva limites pequenos y una transformacion natural el , COMo en
el diagrama

tal que € exhibe a N* como extension de Kan derecha de N a lo largo de uA.

El funtor uA : A — Al es tal que el diagrama

A Y (Con®)or

Al

conmuta. Aqui y es la inclusién usual de Yoneda, J es el funtor inclusion.

También hay una versién dual del Corolario 5.3.

COROLARIO 5.5. Sea Cat la 2-categoria de categorias localmente pequenas. Las siguientes
condiciones determinan una seudomdnada de Kan derecha U sobre Cat.

(i) La aplicacion U :0b(Cat)—Ob(Cat) tal que:
A SU(A) = Al
(i) Para cada A en Cat la 1-celda uA : A — Al

(iii) Para cada 1-celda F : A —UB, Ur = 15 ezhibe a FY = F! como extension de Kan
derecha de F' a lo largo de uA.

Desde luego para D, U como en el Corolario 5.3 y el Corolario 5.5 respectivamente, existe
una ley distributiva de U sobre D. Para la demostracion de tal hecho mostramos que para cada
categoria [-pequenia y completa A se tiene que DA es completa. Todo esto en el contexto de
[5], una prueba mas general de esto se encuentra en |2].

DEFINICION 5.6. Un funtor T : A — Con es llamado propio si existen un conjunto 1, una
familia {A;}icr y un epimorfismo y_, . A(A;, ) — T.

Sea Prop(A) la categoria de funtores propios de A en Con.
PROPOSICION 5.7. La categoria Prop(A) es localmente pequena.

DEMOSTRACION. Dados cualesquiera funtores T,G : A — Con con T propio, tenemos
que una transformacion natural T' = G esta determinada por la composicion

Zie[ A(A;, ) » T =G,

que a su vez por Yoneda, estd determinada por un elemento de [[,.; GA;, el cual es un
producto. O

DEFINICION 5.8. Decimos que un funtor T' : A — Con es licido si
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w 1. T es propio y
= 2. Para todo funtor propio P : A — Con y cualgquier par de transformaciones o, 3 :
P =T se tiene que el igualador de o y 8 es propio.

Definimos la categoria de funtores ltucidos A — Con como la subcategoria plena Luc(A) de
Prop(A) que consiste de los funtores lucidos. Resulta claro entonces que Luc(A) es localmente
pequena.

PROPOSICION 5.9. Un funtor T : A — Con es lhicido si y sdlo si es propio y para todo
funtor representable A(A, ) y cualesquiera transformaciones naturales p, p: A(A, )= T se
tiene que el igualador de p y p es propio.

DEMOSTRACION. La necesidad es clara porque todo funtor representable es propio.
Mostramos que se tiene la sufiencia. Sea P : A — Con propioy «, 5 : P = T, donde estamos
suponiendo que 1" es propio. Sea £ — P el igualador de o y 8. Tenemos que demostrar que
FE es propio. Como P es propio, existe un epimorfismo de la forma

7Y AlAs, ) > P,

Tomemos el producto fibrado

¢
K’ Zie[ A(Ai7 )
6 Y
E P.

Como ~ es epi, entonces 6 es epi, con lo que basta demostrar que K’ es propio. Observamos
que K’ es el igualador de -y y 8- (esto es un resultado general de igualadores y pro-
ductos fibrados). Por la misma razon, si denotamos por o; : A(Aj, ) = > ;.1 A(A;, )ala
coproyecciéon candnica y tomamos el producto fibrado

i

Kz, A(Aia )

K/

Eie[ A<Aiv )

resulta que ¢; es el igulador de av- v - 0; v 8-~ - s, con lo que la hipotesis sobre T nos dice
que K[ es propio. Como K = > icr Ki, debido a que consideramos pregavillas, se obtiene el
resultado. O

PROPOSICION 5.10. El igulador de un par de flechas entre funtores licidos es un funtor
licido. Se sigue que Luc(A) tiene iguladores.

La demostracion de la Proposicion 1.3 en [5] es bastante clara.

DEFINICION 5.11. A es pre-cocompleta si satisface la condicidn conjunto solucidn para los
colimites: para cualquier categoria pequena 1 y cualquier funtor I' : 1 — A existen un conjunto
J y para cada j € J un cono (g1 : I'I — Aj)ict sobre I, tales que para cualquier otro cono
(fr : T1 — A)rer sobre T' existen j € J y f : Aj — A tal que para todo I € 1 se tiene que

fair=fr.
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OBSERVACION 5.12.

1. A es pre-cocompleta si y s6lo si el limite pequeno de funtores representables es propio.
Basta escribir lo que esto quiere decir y compararlo con la definicién.

2. Estanotacion se extiende la propiedad de que A tenga pre-coproductos, pre-coigualadores,
etc. Por ejemplo, si uno escribe la condicién para I discreta, entonces uno obtiene algo
muy parecido a la demostracion de la Proposicion 1.5 de [5].

3. Cuando A es cocompleta, entonces A es pre-cocompleta. Basta con tomar el funtor
representado por el colimite en A.

PROPOSICION 5.13. A tiene pre-coproductos si y solo si los productos de funtores propios
son funtores propios.

DEMOSTRACION. Sea I un conjunto y sea T; : A — Con un funtor propio para cada ¢ € 1.
Entonces para cada i € I tenemos un epi de la forma

Vit Xjes; AAig,—) = Ty
Esto nos da un epi

HiGI ZjeJi A<Ai,j7 —) = HieI T;.

Y como hay un epi
> sert,, Hier A(Asga), =) = Tlier Xjeq, A(Aij, )

y el producto de funtores representables es propio, entonces [[,.; T; es propio.
El regreso es trivial. O

PROPOSICION 5.14. Si los productos de funtores representables son propios y las potencias
de funtores representables son licidas, entonces el producto de funtores licidos es un funtor
licido.

DEMOSTRACION. Sea I un conjunto y sea T; : A — Con un funtor lucido para cada
i € I. Por la proposicién anterior tenemos que [[;c;7; es un funtor propio. Sean A € Ay
z,y : A(A, =) = [[jer Ti transformacioes naturales. Queremos ver que el igualador de z,y es
propio. El igualador se puede construir como sigue. Para cada i tomamos p; : K; <— A(A, —)
el igualador de m; - « y m; - y, donde 7; : [[; T; — T; es la proyeccion del producto. Entonces el
igualador es p @ K = (\;c; Ki < A(A, —). Observamos que como 7; es licido y A(A, —) es
propio, entonces K; es propio. Definimos P = [],.; K; (que resulta propio) y para cada i € I
sea p; : P — A(A, —) el compuesto

P=Tlier Ki = Ki ————~ A(A, ).
Inducimos A : (), K; — P tal que para cada i el diagrama
M; Ki A P
i
Ki,

conmuta. Veamos que A es el igualador multiple de (p;);. Es facil ver que obtenemos a p
al componer A con cualquiera de las p;. Ademas, si (w;); : W — P es tal que al componer
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con cualquier p; nos da lo mismo, entonces es facil ver que se factoriza a través de [, K.
Por lo tanto, A es el igualador multiple de la familia de las p;. Inducimos ahora d,e : P —
16 j)erxr A(A, —) tales que para todo (4, j) € I x I los diagramas

P Tl jyerer AA, ) P i jerxr AA, =)
pi lﬂ—id Yy pj l Ti,j
Ki = AA ) K; —A(A-)

conmutan. No es dificil ver ahora que A : (), K; — P es el igualador de §,e. Como P es propio y,
por hipotesis, H(m)elxl A(A, —) es lucido, concluimos que [); K; es propio. Entonces [[;c; T;
es un funtor lacido. O

Si A es cocompleta, entonces para demostrar que Luc(A) es completa sabemos que nos
basta con demostrar que las potencias de representables son lucidas (porque para una tal A,
los productos de funtores propios son propios y que el igualador de funtores lacidos es un
funtor lucido). Para hacer esto considere I un conjunto y A € A. Queremos demostrar que
[Lic; A(A, —) es lucido. Como A es completa, sabemos que es propio. Tomemos entonces
BeAyaoap:AB,~) = [[;c1 A(A,—). Debemos ver que que el igualador de a y 3 es
propio. Por Yoneda, a esta determinado por una familia (f; : A — B);er v 8 por una familia
(9i + A — B);cr. Entonces tomamos ¢ : B — @ el coigulador del diagrama

A

A

y tenemos que A(q,—): A(Q,—) — A(B, —) es el igualador de o y .
Con esto hemos demostrado:

TEOREMA 5.15. Si K es completa, entonces Lue(KP) es completa.
PROPOSICION 5.16. Coproductos de funtores licidos son funtores licidos
DEMOSTRACION. Ver Proposicion 1.2 de [5]. O

PROPOSICION 5.17. Si A tiene pre-coproductos finitos, entonces los coiguladores de fun-
tores licidos son funtores lhicidos.

DEMOSTRACION. Ver Proposicién 1.9 de [5]. O
LEMA 5.18. Si KC es completa, entonces Luc(KP) = DK.

DEMOSTRACION. La demostracion del Lema 1 en [21] es bastante clara. O
Ahora estamos en condiciones de dar la demostracion del siguiente:

TEOREMA 5.19. Sean D, U como en el Corolario 5.8 y el Corolario 5.5 respectivamente.
Hay una ley distributiva de U sobre D
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DEMOSTRACION. Utilizamos el Teorema 4.17.
(a) Mostramos que para cada A tenemos una U-algebra estructura (DUA, ( )).
Ahora sabemos que DUA es completa, Teorema 5.15 y Lema 5.18. Por lo que, para cada
H :B —»DUA definimos H* = H' y Ay = € como en la Proposicion 5.4.
La prueba de que

c—* ~yc
Yuy
T v
UB — "~ DUA,

exhibe a H*TY como extension derecha de Kan de H T a lo largo de uC es analoga a la
iltima parte en la demostracién de la Proposicion 5.1 donde se muestra

que R exhibe a L como extension de Kan izquierda a lo largo de dA. Se utilizé el hecho de
que el funtor HATV preserva limites.

(b) Para cada L : B — UA, D(LY) : (DUB,( )) —=(DUA,( )") es una l-celda de U-
algebras.

Por el Teorema 6.4 de [2], se sigue que D(LY) es contintio, ya que LV es contintio.

La demostracién de que para cada F' : C -DUA

uC

Dor

F

C

UuC

FU

D(LY)
DUB

DUA,

exhibe a D(LV) o F* como extensién de Kan derecha de D(LV) o F' a lo largo de uC, para
cada F' : C —-DUA, es andloga a la dltima parte en la demostraciéon de la Proposicién 5.1
donde se muestra

que Ry exhibe a L como extensiéon de Kan izquierda a lo largo de dA. Para lo cual se utilizé
el hecho de que el funtor D(LY) o F* es contintio.
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(c) Para cada A € Cat, seccién 4 de [18], se tiene el siguiente diagrama conmutativo

A—"2. paA
uA /duA lDuA
UA —— DUA,

con DuA = (dUA o uA)P y dya = Dgyaoua= 1. Como ademés dU A es contintio (observese
(e)). Entonces para cada A, d,, exhibe a dUA como extension de Kan derecha de DuAodA
a lo largo de uA, por un razonamiento semejante al que se dio en (b).

La demostracion de (d) es semejante a (b).

(e) De manera semejante, como en (b), se muestra que

uB

Ju,

L

B

UB

Y

UA dUA

DUA,

exhibe a dUA o LY como extension de Kan derecha de dUA o L a lo largo de uB, para cada
L : B —UA. Para ello utilizamos que dU A es contintio. Esto 1ltimo es consecuencia de que
Yoneda preserva limites pequenos y la conmutatividad de

UA — UA©P

Con

DUA.
U

Por dltimo mostramos que la ley distributiva de T', sobre T¢,. en el Ejemplo 8.10 es inco-
rrecta [24]. Aqui T'tp, Teoe sON respectivamente como en el Ejemplo 8.1 y el Ejemplo 8.7 en [24].

Las siguientes observaciones son el Ejemplo 8.1, el Ejemplo 8.7 y el Ejemplo 8.10 de [24].

OBSERVACION 5.20. T, denota la seudomdnada sobre la 2-categoria de categorias pequenias
cat. La 2-categoria Ps-Ty,-Alg tiene como objetos a las categorias pequenas con productos
finitos, las 1-celdas son los funtores que preservan productos finitos y las 2-celdas son las
transformaciones naturales. Esta es la conocida 2-categoria F'P de categorias pequenas con
productos finitos. Para cualquier categoria pequena C, Ty,(C) estd dada por el objeto libre de
FP, ie., la categoria libre con productos finitos sobre C.

OBSERVACION 5.21. Hay una seudomdnada T,o. sobre cat. Ps-T,.,.-Alg es la 2-categoria
de categorias cocompletas, funtores que preservan colimites, y transformaciones naturales entre
ellos. Por el Teorema 8.6 en [24], tenemos que para cualquier categoria pequena, la categoria
Teoc(C) estd dada por la categoria de pregavillas [C°P, Con].

OBSERVACION 5.22. Es un ejercicio de rutina verificar que el Corolario 8.9 en [24] se
puede restringir de categorias simétricas monoidales a categorias con productos finitos, i.e., de
Tsm a Typ. Por el Corolario 7.7 en |24|, hay una ley distributiva de Tp, sobre To.
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Estrictamente hablando en la Observacién 5.21 T, no es una seudomoénada dado que en
general la cocompletacion libre de una categoria pequena C no es pequena. Asi que la Obser-
vacién 5.22 no se cumple.

Ahora bien, si U y I son como en el Corolario 4.9 y el Corolario 5.3 respectivamente
entonces tenemos:
TEOREMA 5.23. Euziste una ley distributiva de U sobre D en la 2-categoria Cat.

DEMOSTRACION. La prueba es esencialmente la misma que la de la situacién mas general
que es el Teorema 5.19. g
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