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Introduccion

Las fases geométricas o fases de Berry son muy importantes debido a las diver-
sas aplicaciones que tienen en varias ramas de la fisica. En general, para poder
calcular las fases de Berry, es necesario calcular la integral de una cierta for-
ma diferencial en un espacio conocido como espacio de los pardmetros. Estos
parametros son pardmetros clasicos, como por ejemplo, la direccién y magnitud
de un campo magnético. Con animos de generalizar lo anterior, nos pregunta-
mos que pasaria si el espacio de los pardmetros no fuera clasico, sino que fuera
cuantico. Este espacio seria un ejemplo de los espacios denominados como es-
pacios no conmutativos o espacios sin puntos, lo que hace que definir conceptos
como “integral a lo largo de una trayectoria” sea dificil. Por lo anterior, en el
presente trabajo sélo se calculara la fase geométrica en un caso particular en
que los parametros son cudnticos, aunque no se escribira este resultado en térmi-
nos de alguna integral en el espacio de los parametros. Intentar realizar esto se
hara en algin trabajo posterior.

El caso particular en el que se calculara la fase geométrica cuando los parame-
tros son cudnticos serd el caso anédlogo al ejemplo mas sencillo de fases de Berry,
un espin 1/2 acoplado con un campo magnético que varia lentamente en el
tiempo. En este caso, lo que se hard serd acoplar a un espin 1/2 con un “campo
magnético cuantico” y se calculard la fase geométrica del sistema. Para realizar
esto, el trabajo se dividié en 3 capitulos.

En el primer capitulo se realizard un estudio sobre fases geométricas y sus
diversas generalizaciones, lo cual nos dara herramientas necesarias que se uti-
lizaran en el segundo capitulo. También se acoplard al espin 1/2 con un cam-
po magnético estocdstico, resultado que después se comparara con el resultado
cuando el campo magnético es “cuantico” .

En el segundo capitulo se definird “campo magnético cudntico” y se escri-
bira el Hamiltoniano para un campo magnético cudntico acoplado con un espin
1/2. Después, se resolverd la ecuacién de Schrodinger de manera perturbati-
va para dicho Hamiltoniano, y se obtendra la fase geométrica. Este calculo se
repetira con diferentes “campos magnéticos cuanticos”.

Finalmente, en el tercer capitulo se interpretaran los resultados obtenidos
en el segundo capitulo, y se escribird un poco sobre cdlculos que se realizaran
en el futuro cercano para seguir estudiando este tema.
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Capitulo 1

Fases geométricas

1.1. El teorema adiabatico

Supongamos que tenemos un Hamiltoniano H independiente del tiempo y un
sistema que se encuentra inicialmente en un estado [1)g) = ), Cp|n), donde
los estados |n) forman un conjunto completo de eigenvectores de H con ei-
genenergias F,. La evolucién de |¢p) segin H estard dada simplemente por
[(t)) =3, e”#EntCy|n). En particular, si el sistema inicialmente se encuen-
tra en un eigenestado de H, el sistema se mantendra en este estado inicial salvo
por una fase —%Ent. A esta fase se le llama fase dindmica o fase energética.

Ahora supongamos que H si depende del tiempo, que es no degenerado pa-
ra cualquier tiempo y que su dependencia temporal es lenta, es decir, que la
frecuencia caracteristica (multiplicada por %) de la evolucién de H es mucho
menor que la diferencia entre cualesquiera dos eigenenergias distintas. En este
caso, decimos que la evolucién de H es adiabética. Fisicamente lo anterior quiere
decir que H depende de un conjunto de pardmetros externos Ai, Ao, ..., Ag, y un
agente externo estd modificando estos parametros lentamente, es decir, esta si-
guiendo una curva en el espacio formado por los parametros A. Segin el teorema
adiabatico, bajo estas condiciones, si inicialmente el sistema estd en un eigenes-
tado del Hamiltoniano, éste se mantendra en un eigenestado del Hamiltoniano
para cualquier tiempo posterior. A continuacién daremos una demostracion del
teorema adiabatico bajo estas hipotesis.

Supongamos que tenemos un sistema inicialmente en el estado [¢g) y esta-
mos interesados en su evolucién temporal |¢)(¢)) segin un Hamiltoniano H ()
que varia adiabéaticamente en el tiempo, siguiendo una curva £ en el espacio
de los pardmetros. Para cualquier punto (A1(t), A2(t), ..., As(t)) en el espacio de
los pardmetros, el Hamiltoniano H (A1, Az, ..., As) tiene un conjunto completo
de eigenvectores con sus respectivos eigenvalores. Asi, para cualquier tiempo t,
podemos elegir un conjunto ortonormal de eigenvectores |n(t)) con eigenvalores
E,(t) de manera continua y diferenciable. La eleccién se hizo de esta manera
debido a que, como la evolucién del Hamiltoniano es adiabética, esperamos que
esta evolucién temporal no excite al sistema lo suficiente para que se den tran-
siciones de fase. Como el conjunto de eigenvectores es completo, para cualquier
tiempo ¢,

() = Cult)e™ Dln(t)), (L.1)

1



2 CAPITULO 1. FASES GEOMETRICAS

donde .
an(t) = 7%/0 E,(u)du. (1.2)

Claramente la fase o, es andloga a la fase dindmica en el caso en el que H
no depende del tiempo, por lo que «,, también se conoce como fase dindmica.

Si sustituimos la expresién anterior en la ecuacién de Schrodinger para |1)(t)) y
hacemos un poco de algebra llegamos a la siguiente ecuacion:

ioy d i iy
the ( Cyln) + Cy, | ) — hEnCn|n>> :;e CrnEpnln), (1.3)

donde la dependencia respecto a t se dejé de escribir explicitamente. Haciendo
el producto interno con algtin estado (m|, y simplificando obtenemos que:

. . d
- _ (i — )
Cm E € C’n<m|dt‘n>

d Z Xy — d
:*Cm@ﬂ%hm‘*E: on ’”C<m||n> (1.4)
n#Em
Como |n) es un eigenestado de H,

Derivando respecto al tiempo, y tomando producto interno con algin estado
(m| diferente a (n| obtenemos:

(ml| G ln)

(m| I} = (15)

Como la evolucién de H es adiabética, el término de la derecha de la ecuacién
anterior es despreciable, por lo que lo podemos ignorar de (|1.4). Al hacer esto
obtenemos:

d
| 1m).
Notemos que las ecuaciones anteriores estan desacopladas para estados con di-
ferentes indices. Lo anterior implica que si el sistema inicialmente se encuentra
en el estado [¢)g) = |m(0)), el sistema no hard una transicién a algin estado |n)
con n distinto a m. En este caso, usando la ecuacion anterior, es inmediato que
la solucién es:

Cpy =~ —Ch(m (1.6)

Cpo(t)=0 sin#m,
t
= J{mlgIm)du
Cn(t)y=e 0 " .
Utilizando la ecuacién anterior y (|1.1)), obtenemos la expresién:

(1)) = eion @ e Jo tmlgsm)dujyy (1.7)

. . . t PR
Como |m) siempre estd normalizado, — [, (m| 4 Im)du es un término puramente
imaginario. Por lo anterior, lo podemos escribir como ¢7, donde ~ es un niimero



1.1. EL TEOREMA ADIABATICO 3

real y corresponde a una fase que ha adquirido el sistema respecto a |m(t))
diferente a la fase dindmica. Esta fase 7 escrita explicitamente es:

t

~y(t) = z/<m|%|m>du (1.8)

0

Un caso de especial interés es el caso en el que la curva £ en el espacio de los
parametros es una curva cerrada, es decir, el Hamiltoniano H evoluciona de
manera ciclica en un tiempo 7. Si inicialmente el sistema se encuentra en el
estado [1g) = |m(0)) después de un ciclo, el sistema deberd regresar al estado
|m(0)) salvo por una fase. Usando obtenemos:

(1)) = e e D m(T)) (1.9)
por lo que la fase que adquiere el sistema es:
e e (m(0)m(T)) -

La fase anterior tiene 2 partes. La fase «,(T) es la fase dindmica y a la fase
debida al término ¢T) (m(0)|m(T)) se le conoce como fase geométrica o fase
de Berry[3]. En el caso en el que la eleccién de los vectores |m) no presente
holonomia, es decir, |m(T)) = |m(0)), la expresién para la fase geométrica
se reduce simplemente a v(T'). La fase v(T') se puede interpretar en términos
geométricos. Recordemos que H esta cambiando en el tiempo debido a que una
serie de pardmetros externos Ai, ..., As estan variando a lo largo de una curva
& en el espacio de los parametros. En cada punto de la curva £ tomamos un
conjunto completo de eigenvectores a los que llamamos |n). Lo anterior significa
que aunque |n) depende del tiempo, [n) en el fondo s6lo depende del punto en el
espacio de los parametros, el cual, a su vez, depende del tiempo. Digamos que
escribimos los puntos de la curva £ como A(t) = (A1(t), ..., As(t)). Calculando
%|m> en términos de los pardmetros externos, obtenemos:

d > “Ld\; d m)
—\|m) = m
dt o dt dx
por lo que, usando (|1.8):
r d e d\ d
(@) =i [l Gmpae =i [ Gl e
0 0o J=1
[ d
:z/ (m|——|m)dX; . (1.10)

; dX;

¢ J=1

En el desarrollo anterior se supuso que la eleccién de los vectores |n) se hizo
no sélo en la curva &, sino en un abierto que la contenga (para poder calcular
las derivadas respecto a \;). El desarrollo anterior quiere decir que la fase v es
integrar una 1-forma a lo largo de la curva £. Esto en particular quiere decir que
la fase geométrica sélo depende de la curva £ en el espacio de los parametros
y no de la forma en la que £ es recorrida. Como esta fase geométrica es una
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propiedad fisica del sistema no puede depender de la eleccién de los vectores
|n), ni de la forma de dar coordenadas al espacio de los pardmetros, (aunque en
la expresién de la 1-forma en parezca que si) por lo que la fase geométrica
en verdad so6lo depende de la curva £ en el espacio de los parametros. Aunque
en este desarrollo se supuso que el espectro de H era no degenerado, la idea
anterior se puede generalizar a Hamiltonianos que si presenten degeneracién[9].

1.2. Fases geométricas y haces fibrados

Al igual que en la seccién anterior, consideremos un Hamiltoniano H no dege-
nerado que depende de un conjunto de pardmetros (Aq,...,A\s) y supongamos
que se estd cambiando el valor de estos siguiendo una curva £ en el espacio de
los parametros. Llamemos &, y &, a los extremos inicial y final de £. En cada
punto de algtin abierto que contenga a la curva £ tomemos un conjunto ortonor-
mal de eigenvectores |m) con eigenvalores E,,, de tal forma que estos varfen de
manera continua. Si algin sistema inicialmente se encuentra en el estado |m)e,
y la curva £ se recorre de manera adiabdtica, al terminar de recorrer la curva
¢ el sistema estard, en virtud de , en el estado e~?m(®)eive |m)¢,, donde ¢
cumple que (derivando ):

. . d
Ye = @<m|%\m>-

Asi, ignorando la fase dindmica, la evolucién adiabédtica la podemos pensar como
una funcién que al vector |m)e, le asocia el vector e”¢|m)e,. Si tomamos una
curva & # £ con los mismos puntos extremos, la asociacién anterior no tiene
por qué ser la misma, por lo que la asociacién depende de la curva ¢ y no solo
de los puntos extremos. Lo anterior sugiere que esta asociacion se puede escribir
en términos de algtin haz fibrado con alguna conexién[§]. El desarrollo de la
presente seccién estéd basado principalmente en [5l, Seccién 2.2.4] y [§].

Dado un punto A en el espacio de los parametros, llamemos F) al conjunto
de todos los eigenvectores unitarios de H(A) con eigenvalor E,,. Como H(\)
no tiene degeneracion, dos vectores en F) sélo difieren por una fase, por lo
que los diferentes F) son homeomorfos entre si, y son homeomorfos a U(1), el
circulo de radio 1 en el plano complejo. Consideremos al haz fibrado E que
tiene como espacio base al espacio de los pardmetros, como fibra a U(1) y sus
puntos se pueden escribir como (A, |n)) con |n) en F) y A en el espacio de los
pardmetros. En este contexto, tomarnos una eleccién de vectores |m) en un
abierto es tomarnos una seccién de E.

Definamos ahora una conexién en este haz. Para definir una conexién, basi-
camente lo que hay que hacer es definir un conjunto de vectores horizontales en
cada punto de E. Dada una curva §~ en F, esta induce naturalmente una curva
tanto en el espacio de los estados |n) como en el espacio de los parametros. Si
la curva es £(t) = (A(t), In(t))), la curva inducida en el espacio de los estados
es |n(t)). Si la curva inicia en £(0) con vector tangente hg, decimos que hg es
horizontal si y solo si [2(0)) es ortogonal a [n(0)), es decir,

(n(0)lin(0)) = 0. (1.11)

La conexién dada por los vectores horizontales definidos por (|1.11)) es conocida
como conexién de Berry.
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Veamos como son los levantamientos horizontales de la conexiéon de Berry.
Tomemos una curva & en el espacio de los pardmetros, un vector |m) en F) en
cada punto de algiin abierto que incluya a § (es decir, una seccién) y el levan-
tamiento horizontal de &, al que llamaremos §. Escribamos a £ de la siguiente
forma, £(t) = (A(t),|n'(t))). Como dos vectores en F« sélo difieren por una
fase, podemos escribir [m’(t)) = ¢7® |m(t)). Como el levantamiento £ es hori-
zontal, |m/(t)) tiene que ser horizontal, por lo que usando (L.11]), la ecuacién
diferencial que tiene que cumplir y(t) es:

. d
5= itnl 1),

que es igual a la ecuacién que cumple 7¢. Asi, si un Hamiltoniano no
degenerado evoluciona adiabdticamente segiin una curva & en el espacio de los
pardmetros, y si el sistema estd inicialmente en un eigenestado |m), al terminar
de recorrer la curva £ el estado en el que estard el sistema serd (salvo una fase
dindmica) el mismo que se obtiene al transportar paralelamente al estado |m)
a lo largo de £ con la conexion de Berry.

1.3. Una particula con espin 1/2 en un campo
magnético

El Hamiltoniano correspondiente a una particula con espin 1/2 en un campo
magnético B es:
AR
H(t) = %'B(t) o

donde A es una constante con las unidades correctas para que se pueda dar la
igualdad, y o es el operador vectorial cuyas componentes son las matrices de
Pauli, 0 = (0,,0y,0.). Usando la notacién estdndar, denotaremos como |+) y
|—) a los eigenvectores de o, con eigenvalores 1 y —1 respectivamente. Estos
eigenvectores son base del espacio de Hilbert del espin. El dnico pardmetro
externo en este problema es el campo magnético B, es decir, en el fondo H
depende de B, lo que hace que el espacio de pardmetros sea R3.

A cualquier estado |¢) en el espacio de Hilbert del espin, le podemos aso-
ciar un vector en R3 de la siguiente forma, [1)) — (¢|o|b). Dado un vector
A de R3, el estado [)) es un eigenestado con eigenvalor positivo de A - o si
y solo si (¢|o]p) = aA con o > 0. En este caso diremos que [¢) estd ali-
neado con A. De la misma manera, si |¢)) es un eigenestado de A - o con ei-
genvalor negativo, diremos que A y [¢) estdn anti-alineados. Dado un vector
A = A(cos(¢) sin(), sin(¢) sin(8), cos(0)), los estado alineados con A son (salvo
por una fase

) = cos(0/2)|+) + €' sin(6/2)|-) (1.12)
con eigenvalor (del operador A - 0):
EL=A, (1.13)
mientras que los estados anti-alineados con A son (salvo por una fase):

A=) = sin(6/2)|+) — €' cos(0/2)| ), (1.14)

1Véase [T} Capitulo 1, problema 9]



6 CAPITULO 1. FASES GEOMETRICAS

con eigenvalor:
E_=-A. (1.15)

Al espacio de los pardametros, que es R?, le podemos dar coordenadas esféricas
r = B, 8 y ¢. Para cualquier punto B en el espacio de los parametros con
coordenadas esféricas (B, 6, ¢), elegimos al estado alineado con B dado por

(1.12)), el cual es un eigenestado de H(B) con eigenenergia (usando (1.13))):

Notemos que sélo 6 y ¢ son de relevancia para la eleccién de los estados |fi+),
por lo que el espacio de parametros efectivo es una esfera, aun en el caso en que
la magnitud B no es constante.

Supongamos que la evolucién de H(t) es adiabdtica, que el campo magnético
sigue una curva cerrada £ en la esfera en un tiempo Ty que el estado inicial del
espin |¢g) estd alineado con B(0). Con estas hipdtesis, en virtud del teorema
adiabético, el espin se mantendrd alineado con B(t) para cualquier tiempo ¢
posterior. Esto lo podemos ver de manera intuitiva de la siguiente forma. Pri-
mero escribimos al vector B como B = B7 con 7 un vector unitario. Ahora,
calculemos la derivada temporal del valor esperado del operador o;:

d 1

£<0i> = #[H, oi) = Z)\Bﬁj (oK) €ijik -
3k
La igualdad anterior implica que:
d
£<O'> =AB nx (o). (1.17)

En palabras, la igualdad anterior dice que instantdneamente lo que hace el
vector (o) es rotar alrededor del vector i con frecuencia angular AB, mientras
que el vector n también estd cambiando. Como en el tiempo ¢t = 0 el vector n
y el espin estan alineados, para que el espin se pueda mantener alineado con 7,
geométricamente es claro que la frecuencia con la que va cambiando 7 debe ser
mucho menor que la frecuencia con la que gira (o) alrededor de 7, es decir, se
debe dar la siguiente desigualdad:

wo < \B, (1.18)

donde wy es una frecuencia caracteristica con la que va cambiando 7. La ecuacion
anterior se conoce como condicién de adiabaticidad?

Calculemos ahora la fase geométrica . La eleccién de los estados |7+)
es continua en toda la esfera salvo en los polos norte y sur. Como tenfamos que
elegir estos vectores en toda la curva &, supondremos que la curva £ no pasa por
ningun polo. Claramente, lo anterior es posible eligiendo el eje Z adecuadamente.
Como la curva € no pasa por los polos, la eleccién de los estados |7i+) regresard sin
holonomia, por lo que usando obtenemos:

y=- /sin2 <g) dp = %/(cos(@) —1)dg. (1.19)
3 3

20tra manera de obtener esta desigualdad es aplicar directamente las condicién de adia-
baticidad estudiada en la seccic’) que la frecuencia caracteristica (multiplicada por &) con
la que varia 7, hwo, sea mucho menor que la diferencia entre las dos eigenenergias distintas,

RAB (por las ecuaciénes (1.13) y (1.15)).
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Figura 1.1: La fase geométrica cuando el campo magnético B sigue la curva £
es -1/2 del drea de la regién =

Si calculamos la derivada exterior de la 1-forma (cos(f) — 1)d¢, y aplicamos el
teorema de Stokes obtenemos que:

1
v = —i/sin(e)de Ndo, (1.20)

1

donde = es una de las 2 superficies en la esfera que tiene como frontera a la
curva £. Como la 2-forma sin(6)dé A d¢ es la forma de drea de la esfera, la fase
geométrica sélo depende del area encerrada por la curva £ y vale menos la mitad
de esta drea. Esta situacién se ilustra en la figura [I.1]

Dada una curva & en la esfera, existen dos superficies distintas que tienen
como frontera a la curva £. Aunque en general, dichas superficies tienen diferente
area, para calcular la fase geométrica nos podemos tomar a cualquiera de las
dos superficies. Para ver que esto en efecto ocurre, volvamos a la figura Si
llamamos A al drea de la region =, el drea de la otra superficie con frontera £, =/,
serd 47 — A. Notemos que debido a la orientacién de la curva &, la orientacién de
E sera positiva, mientras que la orientacién de =’ sera negativa. Asi, al integrar
la 2-forma de ([1.20) en la superficie =, el resultado sera —A/2, mientras que en
la superficie 2’ serd —A/2+27. Ambos resultados difieren sélo por 2, lo cual en
términos de fases es irrelevante. Por lo tanto, la fase geométrica serd simplemente
—A/2, donde A es el drea de cualquier superficie que tiene como frontera a &
(tomando en cuenta orientacién).

La fase dindmica es (usando (1.2 y (1.16)):

T

T
/EB+dt: fg/Bdt. (1.21)
0

0

oy = —

St =

Notemos que la fase geométrica no depende de B, mientras que la fase dinamica
s6lo depende de B.

En lo que resta de la seccién, aplicaremos los resultados obtenidos para el
caso en el que el campo magnético rota lentamente alrededor del eje Z con
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velocidad angular constante w y magnitud constante B = By. Si llamamos 0 al
angulo que forma el campo magnético con el eje Z, y suponemos que inicialmente
el campo magnético se encuentra en el plano X Z, la ecuacién que cumple B(t)
es:

B(t) = Bon(t) = By cos(wt) sin(f), sin(wt) sin(), cos(6)) ,

por lo que el Hamiltoniano H es:
Ah : . :
H= 7Bo(cos(wt) sin(6), sin(wt) sin(6), cos(9)) - o . (1.22)

En este caso, la trayectoria que sigue el vector 7(t) tiene periodo T = 27 /w.
Evidentemente, la frecuencia caracteristica con la que varia n es w, asi que la
condicién de adiabaticidad ([1.18)) se reduce a:

w < ABy. (1.23)

La ecuaciéon de Schrodinger con el Hamiltoniano se puede resolver de
manera analitica definiendo la transformacién:
R(t) = e7™5

[(2)) = R(t)[o()) -

La transformacién R(t) corresponde a una rotacién en el espacio del espinﬂ lo

que corresponde fisicamente a poner el sistema de referencia en el “sistema de
referencia que rota con el campo magnético”. Usando la ecuacién de Schrodinger,

(1.24)

d
ih—|y) = H
) = Hl)
y (1.24), obtenemos que el Hamiltoniano H’ que dicta la evolucién de |4(t)) es:

H =R 'HR - ihR’ld—R (1.25)
dt’

el cual, desarrollando un poco de édlgebra, se reduce a:

H = %30 (Sin(9)70,cos(9) - M‘;) 0= %Mm o, (1.26)
0

donde

2
B B w w . _ Bo (. W
M = Bo\/l 2 cos(0) (—/\BO) + (TB(J) y m=r (sln(@),o,cos(é) TBo) .

Notemos que H’ es independiente del tiempo y es el Hamiltoniano de una
particula con espin 1/2 en un campo magnético efectivo M. La solucién es:

|6(t)) = e M5 |(0))

es decir, la evolucién del estado |¢(0)) es rotar alrededor del eje 7 con velocidad
angular AM. Para que la evolucién de |¢(0)) sea de periodo T, es necesario que

3Para una discusién sobre los operadores de rotacién en el espacio del espin, véase [T,
Seccién 3.1].
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Figura 1.2: Comparacién de las trayectorias de (o) y 7 para diferentes valores
de w/(ABy). a) 8 =7/3, w/(ABy) ~ 0.074; b) 6 = 7/3, w/(ABy) ~ 0.048.

el nimero de vueltas alrededor del eje ™ en este tiempo sea un nimero entero.
Por lo tanto, se necesita que:
(AM)(T) = 27k,

donde & es un nimero entero. Sustituyendo la igualdad T = 27 /w y la expresién
para M obtenemos que la condicién para que |¢(t)) (v por lo tanto la de [ (t)),

pues por (1.24), R(T) = —1I) sea ciclica es:

\/1 —2cos(f) (ALBo) + (%&))2

Bo

= k. (1.27)

En la figura se graficaron dos trayectorias ciclicas de (o) para diferentes
valores de w/(ABy). Claramente, podemos observar que mientras més chico sea
este cociente, més cercana es la trayectoria de (o) a la de 7(t).

Como ya se discutio, la fase geométrica después de que el campo magnético
de una vuelta serd, en este caso, menos la mitad del angulo sélido encerrado
por la curva que sigue el campo magnético. Asi, usando llegamos a que
la fase geométrica después de una vuelta es:

v = —2msin’ (Z) = m(cos(d) — 1). (1.28)

El resultado anterior es independiente de w, ya que w sélo tiene informacién de
como recorrié 7 la curva cerrada, y no de la curva en si. Usando (1.21), la fase
dindmica es :

27
4
Vdin = — % /EB+dt = —ABo (E) :
h w
0

La expresion anterior tiene un polo cuando w — 0. Esto no es un caso particular
de este problema, ya que en general la fase dindmica va como energia por tiempo,
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y en el caso adiabéatico, T" — oco. Esta propiedad distingue a las fases dinamicas
de las geométricas en el limite adiabatico. En general, la fase geométrica son los
términos que no dependen de w, y la fase dindmica tiene polos en w.

1.4. Fase de Aharonov-Anandan

Para definir la fase geométrica, necesitabamos un Hamiltoniano que evolucionara
adiabaticamente, y un sistema que inicialmente estuviera en un eigenestado de
dicho Hamiltoniano. La fase Aharonov-Anandan es una generalizacién de la fase
geométrica en el sentido en que no pediremos que el Hamiltoniano H evolucione
adiabaticamente, su evolucién puede ser cualquiera, y el estado inicial no tiene
que ser eigenestado del Hamiltoniano [2]. El desarrollo de la presente seccién
estd basado principalmente en [2], [5, Seccién 5.2.1] y [B], Seccién 5.2.3].

Consideremos un Hamiltoniano H y un estado inicial [¢)g) tales que la evo-
lucién temporal de 1) segin H 4 es ciclica, es decir,

[0(T)) = 7 [4ho) . (1.29)

La curva dada por los estados [1(t)) en el espacio de Hilbert de los estados no
es cerrada, ya que no regresa al estado inicial. Para obtener una curva cerrada,
podemos considerar al espacio de los operadores de proyeccién unidimensionales
P, es decir, P es el conjunto de todos los operadores |¢)(¢| con |¢) un estado
normalizado. Dado un estado normalizado |¢), le podemos asociar el operador
de proyeccién |@){¢|. Claramente dos estados difieren por una fase si y solo si el
operador de proyeccion asociado a ambos es el mismo. Por lo anterior, la curva
dada por los operadores | (t)) (1 (t)| es una curva cerrada en P. Lo que haremos
a continuacion serd separar a la fase vy en 2 partes, una que sea analoga a la
fase dindmica y otra que sélo dependa de esta curva cerrada en P.
La evolucién del estado |1} estd dada por la ecuacién de Schrodinger:

iRl (1)) = HI(t))

Consideremos ahora un Hamiltoniano H’ dado por la expresién H' = H + a(t)
donde a(t) es solamente un nidmero real que depende del tiempo. Es claro que
la solucién |9’ (¢t)) para la ecuacién de Schrodinger con H' serd:

7%ja(u)du
) =e "0 () (1.30)
Como [(t)) v |¢'(t)) sélo difieren por una fase, la curva definida por los estados
|1(t)) (1(t)| serd igual a la curva dada por [¢'(t)) (¢ (t)]. Si elegimos a la funcién
a(t) de manera correcta, podemos hacer que la curva parametrizada como |1’ (t))
en el espacio de Hilbert de los estados si sea una curva cerrada. Mas en especifico,

lo que tiene que cumplir a(t) es (usando (1.29) y (1.30)):

1 T
ﬁ/ a(t)dt = yr.
0

Como [¢'(t)) es solucién a la ecuacién de Schrodinger con el Hamiltoniano H',
tenemos que:

iRl (1)) = (H + a())[' (1)) .
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Haciendo el producto interno con el estado (¢’ (¢)|, reordenando e integrando de
0 a T obtenemos que:

v oo

Como los estados |¢(t
cumple la igualdad (¢

DH
DHF—‘

T T
/ ) H ' (¢ dt—i—z/ O @)dE. (1.31)
0

0

lo difieren por una fase por construccién, se

y [¥'(t)) s6
t)) = (Y(t)|H|(t)). Al término

)H ' (

)
(
o

se le conoce como fase dinamica, por ser andloga a la fase dinamica definida
anteriormente en ([1.2)), y al término

T
y=i / W) (@)t (1.33)
0

se le conoce como fase de Aharonov-Anandan. Usando ([1.31)), obtenemos:

D"\H
:r\'—‘

T
/ DIH[b(2) (1.32)
0

Y= — @, (134)

por lo que la fase de Aharonov-Anandan es la fase total v entre el estado
inicial y el final menos la fase dinamica. Ahora veremos que la fase de Aharonov-
Anandan sélo depende de la curva dada por los estados |1(t)){¥(t))| en P. Para
ver esto, tomemos una curva cerrada parametrizada como |¢(¢)) en el espacio
de estados fisicos tal que se de la igualdad |¢/(2)) (' (t)] = |p(t)){(p(t)], es decir,
ambas curvas inducen la misma curva en P. Lo anterior implica la igualdad
|p(t)) = ePD |/ (t)) para alguna fase B(t). Como ambas curvas regresan al
estado inicial después del tiempo T, se tiene la igualdad 5(0) = S(T). En la
figura[I.3]se ilustra esquemdticamente la relacién entre las curvas dadas por los
estados [¢(t)), [¢/(t)) ¥ |$(t)). Calculemos ahora la siguiente integral:

T ' T B T
i / (G(O|d(0)dt = i / W (B (1))t / Bltyat

T T
:z/( ") ())dt — B(t) :z/< ()] (¢))dt
0 0

0

por lo que la fase de Aharonov-Anandan se puede calcular como

T
7=1/0<<>|¢><>>

donde los estados |¢(t)) son tales que los operadores |(t)){(d(t)| v [ (£)) (¢ (t)]
son iguales, y los estados |¢(t)) no tiene por qué tener informacién alguna sobre
el Hamiltoniano H.

Para escribir lo anterior en términos de haces fibrados, la elecciéon natural
para el espacio base es P y como fibra todos los estados que tienen asociados
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Figura 1.3: Relacién entre las curvas dadas por |¢(t)), |¢'(t)) v |¢(¢)). Las tres
curvas inducen la misma curva en el espacio P.

al mismo operador de proyeccién en P. El haz fibrado anterior tiene como fibra
a U(1), y sus puntos se pueden escribir como (P, |1)) donde P = |¢)(¢)]. La
conexiéon que le damos a este haz es andloga a la que se dio en el caso de fase
de Berry. Decimos que el vector h = (P, |t})) es horizontal si y solo (¢[¢)) = 0.
Usando la conexién anterior se puede demostrar que la fase Aharonov-Anandan
se puede calcular haciendo un transporte paralelo a lo largo de una curvaﬁ en

P.

1.5. Una particula con espin 1/2 en un campo
magnético estocastico

Consideremos el Hamiltoniano H (|1.22]), es decir, el Hamiltoniano de un campo
magnético con magnitud constante By, que forma un angulo 6y con el eje 2
y rota alrededor de éste con frecuencia angular w acoplado con un espin. El
Hamiltoniano es:

H = %BO o= %Bo(cos(wt) sin(6p), sin(wt) sin(y), cos(fy)) - o .
En este caso, si la evolucion es adiabatica, la fase geométrica no es mas que
menos la mitad del dngulo sélido que encierra el campo magnético al dar una
vuelta en un tiempo T' = 27 /w. Lo anterior experimentalmente es imposible de
realizar, ya que el campo magnético siempre se verd afectado por algun ruido
externo. Llamemos eK(t) al campo magnético debido a este ruido. Supongamos
que este ruido es pequetio en comparacién de By, es decir, eK(t) < By (con
K (t) la magnitud del vector K(t)). También supongamos K(t) tiene como valor
promedio en el tiempo T el vector cero, y que las diferentes componentes de K
son independientes entre si. Geométricamente es claro que el drea que encierra

4Véase [B, Seccién 5.2.3]
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Figura 1.4: La linea punteada es la trayectoria que sigue la direccién del campo
magnético sin ruido, y la linea continua la que sigue la direccién del campo
magnético estocdastico. Las dreas que encierran ambas son muy parecidas.

el campo magnético total B = Bg + €K es muy similar a la que encierra Bg
(figura [1.4]).

Calculemos la fase geométrica en el caso en el que estd presente este ruido
externo. El Hamiltoniano H es:

H(t) = )\zh(Bo(t) +eK(t) o

Supongamos que aunque hay ruido, el Hamiltoniano si regresa al estado original
después de el tiempo T. Usando (|1.19)),

T
5= ; /(cos(e) C1)de = ; /(cos(e) ~Dédt, (1.35)
0

3

donde € es la curva determinada por la direccién del campo magnético total B, 6
y ¢ son las coordenadas esféricas de B. Es importante recordar que para calcular
la fase geométrica en este problema en particular, la magnitud de B es irrelevan-
te. En el caso en que no hubiera ruido, K = 0, por lo que en un tiempo arbitrario
t, el campo magnético total tendria coordenadas esféricas (6y = cte, ¢o(t) = wt).
Como €K es pequeno en comparacién de Bg, obtendremos que en un tiempo ¢
el campo magnético tendra coordenadas esféricas (0 = 6y + 00,0 = ¢g + d9),
con 0¢ y d6 mucho menores que ¢g y 8y respectivamente.

Calculemos v de hasta orden O(€?). Para esto, definimos los siguientes
vectores:

R(t) = (cos (¢o(t)) cos(bp), sin (¢o(t)) cos(bp), — sin(y)) , (1.36)
I(t) = (—sin (go(t)), cos (¢0( )),0), (1.37)
A(t) = (cos (¢o(t)) sin(o), sin (¢o(t)) sin(o), cos(6y)) . (1.38)

Los vectores R(t),I(t) y n(t) forman una base ortogonal derecha, y son sim-
plemente el resultado de rotar la base R(0),(0),7(0) alrededor del eje 2 un
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Bo ©
eK
B *

<

Figura 1.5: Representacién de los vectores R, I, n

angulo wt. En la figura se muestran estos vectores para un cierto tiempo t.
Si escribimos a los vectores Bg y K en términos de esta base, obtenemos:

Bo = Bon,

K = e(KrR+ K1 + K,7).
En términos de esta base, si calculamos cos(f) obtenemos: (calculando B - 2 y
despejando COS(Q)E[),

Kp sin(eo)) e <2KRKn sin(6) — cc;s(eo)(K}g + K2) o).
Bo 2B2

(1.39)
Si proyectamos al vector B en el plano XY, podemos calcular el angulo ¢. En

este caso, obtenemos que el angulo es :

Ky 2 KrK; COS(@()) + KK, sin(ﬂo)
= gote| 57~ |-
¢ = dote (Bo sin(6p) > ‘ ( sin?(0y) B2

cos(6) = cos(fp) — ¢ (

)+0(e3). (1.40)

De la expresion anterior, es inmediato calcular ¢.
Si sustituimos las expresiones anteriores de cos(f) y ¢ en (1.35)), y hacemos
manipulaciones algebraicas obtenemos la siguiente expresién :

T T

7=3 /(cos(@o) ~ 1) wdt + e/(LRKR + LK)+ %/K Krdt (1.41)
0 0
T T
_e w:;; (00) / Ki+ KD+ [ Ty Kk dt+ 0(é),
0 5 0

5Véase el Apéndice para el desarrollo algebraico de las siguientes ecuaciones.
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Figura 1.6: Comparacion entre los aumentos y disminucién de areas para dife-
rentes valores de 6.

donde L; y T; ; estan definidos por las siguientes expresiones :

wsin(fo) tan( %) tan (£)
Lp=—_," L;=- 2 Trp=Th = —2,
"= ap, 0 MTTwm o TesTusTg
SeC2 % t(60) tan( 22
TRJ:_%? TI,R:LOQ)BT%M7 Tor=Trn=0. (1.42)
0

Como podemos notar, las cantidades L; y T;; no dependen de ¢, por lo que
pueden salir de sus respectivas integrales en .

Claramente, la primera integral de es la fase geométrica estandar del
sistema si no hubiera ruido externo. Como K es aleatorio, el valor promedio de
sus componentes (y de sus derivadas) son cero, lo que garantiza que la segunda
integral es cero. Debido a la independencia entre las componentes de K, el valor
promedio del producto de 2 componentes distintas es 0, por lo que la tercera
y la ultima integral también son cero. Asi, las Unicas integrales no nulas son la
primera y la cuarta, por lo que obtenemos el siguiente resultado:

T T
2
v = %/(COS(QO) — 1) wdt — %;(290) /(KI%’ +K?)w dt—i—O(e?’) ] (1.43)
0
0 0

En la expresion anterior, no hay correccionesﬁde orden O(e). Esto implica que la
variacion de la fase geométrica, si hay ruido externo, es poca para ruidos externos
pequenos comparados con el campo Bg. También podemos notar que el término
de orden O(€?) va multiplicado por un factor de — cos(f). Geométricamente, es
claro que este factor deberia aparecer. Como la fase geométrica es proporcional al
area encerrada por la curva en la esfera que sigue B(t), si 6y = 7/2 la reduccién
en el area cuando 0 < 6y exactamente compensard el aumento de area cuando
0 > 6y, por lo que no habra correccién a la fase geométrica. De manera analoga,

6La idea general de la presente seccién se basé en [6], aunque los cdlculos correspondientes
se realizaron de manera distinta. En [6] el célculo se realizé hasta orden O(el), mientras que
aqui se hizo hasta orden O(€?).



16 CAPITULO 1. FASES GEOMETRICAS

si 0y < 7/2, la disminucién del drea cuando 6 < 6y serd menor que el aumento
de drea si 6 > 6y, lo que hard que haya un aumento en el drea encerrada. Por lo
anterior, la fase geométrica disminuye (pues es proporcional a menos el drea).
Andlogamente, si 6y > 7/2, la fase geométrica aumenta. El comportamiento
anterior es obtenido en la expresion gracias al factor de — cos(6y), el cual
es negativo si 0y < 7/2, es cero si § = w/2 y es positivo si 8y > 7/2. Este
razonamiento se ilustra en la figura [1.6



Capitulo 2

Fase geométrica de una
particula con espin 1/2 en
un ‘“campo magnético
cuantico”

2.1. Definicion de “campo magnético cuantico”

En el capitulo anterior, se vio como se comportaba la fase geométrica de una
particula con espin 1/2 en un campo magnético cldsico y en un campo magnético
clasico estocdstico. Lo que se hara a continuacion serd definir lo que es un “cam-
po magnético cuantico” y se estudiara el comportamiento de la fase geométrica
en este caso.

Ya discutimos que cuando un campo magnético interactiia con un espin, el
Hamiltoniano de la interaccion estd dado por:

Hz%Bwr, (2.1)

donde B es un vector en R3, por lo que tiene una direccién bien definida, atin en
el caso en el que el campo sea estocastico. Para modelar un “campo magnético
cuantico” que no tenga una direccién bien definida, sino que tenga una incerti-
dumbre cuantica, se sustituird al campo magnético B de por un operador
vectorial A cuyas componentes no necesariamente conmuten entre si. Para tener
cierta independencia entre el campo magnético y el espin, se trabajard en un
espacio de Hilbert Hp que sea el producto tensorial de dos espacios de Hilbert
ortogonales entre si H,, y Hs, de forma que se de la igualdad Hr = H, @ H,. Al
espacio de Hilbert H, lo llamaremos espacio del espin y es el espacio de Hilbert
del espin que queremos que interactie con el “campo magnético cuantico” y a
‘H,, lo llamaremos espacio de la particula, que puede ser el espacio de Hilbert de
una particula en R3 o incluso el espacio de Hilbert de otro espin.
Genéricamente, los estados de Hr se pueden escribir como una combinacién
lineal de estados [¢) ® |1)s), donde |1)) es un estado en el espacio de la particula,
y |ts) es un estado en el espacio del espin. De manera andloga, los operadores

17
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se pueden escribir como combinacién lineal de operadores A ® B. En el caso
de que un operador se pueda escribir como A® I o I ® B (con I la identidad)
escribiremos al operador simplemente como A o como B respectivamente. Con
esta notacién, el operador ) . A; ® o; se puede escribir de manera compacta
como A - o.

Asi, para estudiar la fase geométrica debida a la interacciéon de un “campo
magnético cudntico” con una particula con espin 1/2; analizaremos la ecuacién
de Schrodinger con el siguiente Hamiloniano H que actia sobre los estados del
espacio Hrp:

h
H:HA—F%A'O',

con estado inicial (2.2)

[Wo) = [tho) ® |Ro+),

donde H4 es un Hamiltoniano que actiia solamente en el espacio de la particula
Hp, [to) es un estado tal que su evolucién temporal segin Ha, |1);), es ciclica
con periodo T salvo por una fase v4 y |70+) es un estado en el espacio del espin
alineado con Ag, donde

Ar = (P Alty) - (2.3)

Si llamamos |¥;) a la solucién de la ecuacién de Schrédinger basada en (2.2)),
se tiene que (en analogia con (1.17)):

o) = $H o) = 1 (Ha+ 5 A 0,01y = 2[4 -0,0])
= > (Aj)(oi)ejn - (2.4)
J.k

En la ecuacién anterior, los valores esperados son tomados respecto al estado
|¥;). Estd ecuacién implica que:

d

o) = A\(4) x (o). (2.5)

Al igual que en el caso cldsico, lo que hace el valor esperado del espin ins-
tantdneamente es rotar alrededor del vector (A4), lo que sugiere que de alguna
manera el valor esperado del espin “verd” un campo magnético (A).
Finalmente, supongamos que el valor esperado del término (Mi/2)A-o es des-
preciable en comparacién del de H4. En este caso, la interacciéon espin-campo
magnético casi no afecta a la particula, por lo que la evolucién en el espacio
de Hilbert de la particula serd cercana a |i:). A la condicién anterior la lla-
maremos condicién de indiferencia, es decir, a la particula casi no le afecta la
presencia del espin. También supongamos que la evolucién de A; es adiabética,
de tal forma que el espin se mantenga alineado con A;. A esta condicién le
llamamos condiciéon de adiabaticidad. Asi, después de el tiempo T, el sistema
total (salvo pequeias correcciones) volvera al estado inicial salvo una fase. Esta
fase tendra dos partes. Una parte serd una fase dindmica, y la otra serd una
fase geométrica. Esta a su vez tendrd tres partes. Una es la fase geométrica
que adquiriria el sistema si el campo magnético fuera clasico, otra es la fase
geométrica de y4 (segin Aharonov-Anandan ) y la ultima parte sera lo
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que denominaremos correccién cudntica, la cual es debida a que A no es un
vector simplemente, sino que es un operador.

Las propiedades y definiciones descritas en esta seccién sobre A, Ha, |1)4),
va, A, T, |fig) v |¥+) se utilizardn en las siguientes secciones sin repetirlas.

En las siguientes secciones calcularemos esta correcciéon cuantica para dife-
rentes Hamiltonianos H4 y estados [ig). Como primer caso obtendremos esta
correccion si H 4 es el Hamiltoniano de un oscilador arménico tridimensional, y
[tho) es un estado coherente del oscilador, por lo que primero estudiaremos las
propiedades del oscilador armonico y de los estados coherentes.

2.2. Estados coherentes de un oscilador armoni-
co

El Hamiltoniano de un oscilador arménico 1-dimensional se puede escribir como:

1
H:hw(aTa—i—Q) ,

donde a y a' son los operadores de escalera de los eigenestados del Hamiltoniano
del oscilador. Decimos que un estado es un estado coherente del oscilador si es
eigenvector del operador a. El espectro de a es no degenerado, y es todo (CE
Si denotamos como |a) a algun eigenestado de a con eigenvalor «, resolviendo
la ecuacién de eigenvalores directamente llegamos a que |«) se puede escribir
comd? )
o) = =% e2"|0),

donde |0) es el estado base del oscilador. Si inicialmente el sistema se encuentra
en el estado |[¢g) = |a) con « en C, resolviendo la ecuacién de Schrodinger
directamente, obtenemos que la solucién esﬂ

(1) = e~ Flleta) .

La solucién anterior es dificil de interpretar fisicamente, por lo que conviene

. . . — *
reescribir |a) de otra manera. Si aprovechamos que e~ ¢|0) = |0), y usamos que
* lo]?

aat —a*a Tea(ﬂ—a*a (

e“® e =e férmula de Baker—Campbell-Hausdor ‘ii llegamos

|a> _ eaaT—a*a|O> _ eRe(a)(aT—a)-&-iIm((x)(aT-‘ra)|0>

— e—%(\/ﬁRe(a)ro)P—k%(ﬂlm(a)po)X‘O> ,

donde X es el operador de posicion, P es el operador de momento, rg es el ancho
del estado base en el espacio de las posiciones, 1o = \/h/(mw) y po es el ancho
del estado base en el espacio de los momentos, po = vV imw. Asi, estd claro que
el estado |a) se obtiene al aplicarle una traslacién al estado base de v/2Re(a)rg
en el espacio de las posiciones, y de v/2Im(a)po en el espacio de los momentos.

IPara consultar las propiedades aqui utilizadas sobre estados coherentes, véase [4, Com-
plemento Gy].

2Véase [4, Complemento Gy, ecuacién 41].

3Véase [4, Complemento Gy, ecuacién 92].

4Véase [@, Complemento Brr, ecuacién 63)].
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Si inicialmente el sistema est4 en el estado |1ho) = e~ #2F|0), (es decir, est4 en
el estado base desplazado una distancia p), por la férmula anterior,

__P
|¢0> - |\/§T‘0>’

por lo que

|w(t)> _ e—%tle—ith>
V2rg
_ e—%"te—%(cos(wt)p)P—i-%(— sin(wt) pmw) X |O> ]
La expresién anterior quiere decir que la evolucién de [¢)y) es basicamente una
traslacién del estado base de pcos(wt) en el espacio de las posiciones y de
—mwpsin(wt) en el espacio de los momentos. En particular, lo anterior sig-
nifica que el estado no cambiard su forma en ninguno de estos dos espacios.
Esta evolucion es analoga a la de un oscilador armoénico clésico, en el sentido
que la magnitud de la traslacién en ambos espacios que se le aplica al estado
base coincide con la posicién y momento de la particula si el oscilador fuera
clasico. En la figura [2.1] se muestra graficamente esta evolucion.

Si al estado base le aplicamos una traslaciéon de p en el espacio de las posi-
ciones y de ¢ en el espacio de los momentos, la evolucién del oscilador arménico
serd basicamente aplicarle traslaciones al estado base para que su evolucion sea
andloga al del oscilador arménico cldsico con condiciones iniciales X (0) = p,
P(0) = g. Por esta razén se dice que la evolucién de los estados coherentes es
muy parecida a la de un estado clésico.

Si consideramos ahora un oscilador arménico tridimensional, como los espa-
cios de X,Y, Z son ortogonales entre si, no habra interferencia entre ellos, por
lo que lo anterior seguira siendo vélido. Es decir, si al estado base tridimensio-
nal le aplicamos una traslacion de p en el espacio de las posiciones junto a una
traslacién de ¢ en el espacio de los momentos, el sistema evolucionard como si
el oscilador fuera cldsico con condiciones iniciales Z(0) = g, p(0) = ¢.

2.3. Primer modelo de un “campo magnético
cuantico”
Tomemos como H,4 al Hamiltoniano de un oscilador armonico isotrépico tri-

dimensional (al espacio fisico le damos coordenadas cartesianas X,Y,Z) con
posicién de equilibrio en (0,0, k), donde h es un escalar constante, es decir,

P2 mw? P2 mw? P2 muw?
Hyi= -2 4+~ X?24+ Y 4 y24 24— (Z-h)?. 2.6
A=, T tom T T2 ot ol ) (2:6)

Como estado [tg) tomemos al estado coherente que se obtiene al desplazar al
estado base del oscilador tridimensional (si la posicién de equilibrio de éste
estuviera en el origen) una distancia r en el espacio de las posiciones en X,
un momento mwr en el espacio de los momentos en Py y una distancia h
en Z. Por lo discutido en la seccién anterior, |i;) bésicamente se obtendrd al
trasladar el centro de la Gaussiana del estado base a lo largo de una trayectoria
circular de radio r y velocidad angular w en el plano XY, mientras que el centro
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Figura 2.1: Evolucion del estado coherente que se obtiene al trasladar el estado
base una distancia p = 5rg.

de la Gaussiana en Z no se moverd debido a que se encuentra en la posicién
de equilibrio del oscilador. De esta manera, si tomamos como operador A al
operador A = (X,Y,Z), es inmediato que la trayectoria de A; es la de un
circulo de radio r en el plano Z = h, la cual es andloga a la trayectoria descrita
por el campo magnético cldsico de la seccién [I.3] es decir:

Ai = (rcos(wt), rsin(wt), h) . (2.7
Asi, el estado inicial en H,, |¢ho), es explicitamente:

donde

_ i g _ i
— herehmere thz’ (29)

y 10) es el estado base del oscilador arménico tridimensional con posicién de
equilibrio en el origen.

Si calculamos |1);) analiticamente, obtenemos que tiene periodo T = 27 /w,
y que v4 es 7. En el espacio del espin, Hg, tomamos como estado inicial al
siguiente estado alineado con Ay,

|fig+) = cos (g) |[+) + sin (Z) [—). (2.10)

En la figura se ilustra el estado inicial |[¥g), junto con las definiciones de 6
y p. Asi, queremos resolver la ecuacién de Schrodinger basada en con Hy,
o) y [Ro+) definidos como en (2.6)), y (2:10).

En este problema hay varios pardmetros que podemos modificar, 8 y p en el
estado inicial [¥g) y m,w y A en el Hamiltoniano H 4. Para poder calcular la co-
rreccion a la fase geométrica, es necesario escribir explicitamente las condiciones
que tienen que cumplir estos parametros para que se cumplan las condiciones de
adiabaticidad e indiferencia descritas en la seccién Lo primero que supon-
dremos, es que 6 es genérico, en otras palabras, que p, h y r son todos del mismo
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Figura 2.2: Estado inicial |¥g). En la figura también se muestra la evolucién de
[1o) segun H 4.

orden de magnitud. Si pensamos en términos clésicos, la particula esta sujeta a
dos fuerzas, una de ellas es debida al “resorte” del oscilador, y la otra es debida
a la interaccion de la particula con el espin. Clasicamente, para obtener la fuerza
de un Hamiltoniano, hay que calcular las derivadas parciales respecto a X, Y y
Z. Calculando dichas derivadas del Hamiltoniano H 4 obtenemos que la fuerza
debida al “resorte” es:

mw*(X,Y,Z —h) =k(X,Y,Z —h), (2.11)

donde k es la constante del “resorte” del oscilador. Para que haya indiferencia,
es necesario que |U;) en el espacio de la particula sea cercano a |¢), por lo
que el valor esperado de la magnitud de la fuerza debida al “resorte”, Fiesorte,
sera cercano a:

Fresorte = k[{(| (X, Y, Z — h)|w)| = kr|(cos(wt),sin(wt),0)| = kr =~ kp.

Andlogamente, podemos notar que la magnitud de la fuerza debida a la inter-
accién del espin con la particula, Fy ,,, serd del siguiente orden:

AR
Fs—pz77

cantidad que no depende de p. Para que se dé la condicién de indiferencia,
necesitamos que Fy , < Fresorte- Asi la condicién de indiferencia es:

ML kp. (2.12)
Si definimos A\
2 _ -

€ = o (2.13)

es claro que tomar € < 1 garantiza que se cumple la condiciéon de indiferencia.
Si se cumple la condicién de indiferencia ([2.12)), como A; describe una trayec-
toria circular, esperamos que las condiciones para que el espin pueda seguir a este



2.3. PRIMER MODELO DE UN “CAMPO MAGNETICO CUANTICO” 23

“campo magnético” coincidan con las de un sistema con un campo magnético
clasico rotando alrededor del eje Z como lo hace A;. Usando , la condi-
cién de adiabaticidad es (notando que en este caso el “campo magnético” tiene
magnitud Ap):

w< Ap. (2.14)
Si definimos w
2= 2.1
St (215)

la condiciéon de adiabaticidad se cumple al pedir que £ < 1. De la expresion
anterior podemos notar que el término Ap tiene unidades de frecuencia. Si lla-
mamos 2 = Ap, de (1.17)), es claro que Q es la frecuencia con la que giraria el
espin alrededor de un campo magnético si el campo magnético fuera el vector
Ay

Llamemos 7y al ancho en el espacio de las posiciones del estado base (que
es el mismo que el ancho de cualquier estado coherente). Notemos que (usando

@) vy @15):

g Jo M Jw A JRL T
“TVa ko \[dpmw2p Vowp p’

La expresion anterior implica que r9/p < 1. Si el espin estd interaccionando con
este “campo magnético cuantico”, como la posicién de la particula no estd bien
definida sino que tiene una incertidumbre (sigue una distribucién Gaussiana
tridimensional centrada en 4;), intuitivamente es como si el espin estuviera
interaccionando con una infinidad de campos magnéticos clédsicos, los cuales
apuntaran principalmente a los puntos ubicados dentro del ancho de la Gaus-
siana rg, por lo que el cociente ro/p es la incertidumbre angular de la direccién
del campo magnético vista desde el espin, la cual serd pequena segin la ecuacién
anterior.

A continuacién, resolveremos la ecuacién de Schrédinger de manera pertur-
bativa, y obtendremos la fase total que adquiere el sistema después de un ciclo.
Como ya se discutié en la seccién la fase geométrica estard formada por los
términos de la fase total que no dependen de w, mientras que la fase dinamica
estard dada por los polos en w. Por lo tanto, para poder distinguir a la fase
geométrica, es necesario establecer las relaciones que tienen los parametros m,
A, ¥y p con w de tal manera que se cumplan las condiciones de indiferencia
y de adiabaticidad . Las relaciones que utilizaremos son:

mw? =k = cte,

— < p indiferencia ,
k (2.16)

A
p v A son independientes de w .

< p adiabaticidad ,

Como el Hamiltoniano H no tiene informacién sobre p (ésta se encuentra conte-
nida en el estado inicial del sistema |¥g)) lo que se hard serd aplicar una trans-
formacién R(t) para que en el nuevo Hamiltoniano transformado H’ si aparezca
p explicitamente. La transformacién R(t) estd dada por la igualdad:

iw cos(6)t qwt

Rt)=e #Halrge™7 ¢ 50 (2.17)
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donde la traslacién 7 estd definida por la ecuacion .Como se cumple la
condicién de indiferencia, la evolucién del sistema, |¥;), en el espacio de la
particula serd cercana a e~ Hat|¢)y) que se puede reescribir como e~ Hatr|0)
usando . Como se cumple la condiciéon de adiabaticidad, el espin, salvo
pequenas correcciones, se mantendra alineado con el vector A;. Definimos

iwt

[ +) = e 2 7 |fg+) (2.18)

el cual es un estado alineado con A; (pues Ag y |fig+) estdn rotando de la misma
manera). Asf en el espacio del espin, |¥;) serd (salvo una fase dindmica) cercano

a e:e= 57 |7 +), donde (usando (1.8))
¢

vs(t) = i/(ﬁu+|%\ﬁu+>du =wcos(d)t/2. (2.19)
0

Tomando en cuenta lo anterior, si definimos a |®;) segin la siguiente ecuacion:
W) = R ). (2:20)

tendremos que |®;) serd cercano al estado |®g) = |0) ® |ng+). La evolucién
de |®;) estard dada por un Hamiltoniano transformado H’ el cual cumple la

ecuacién (1.25). Calculemos H'. Usando (2.17) llegamos a que:

p1

‘ dt

=R 'HsR— %az + % cos(h) ,

por lo que el término R'H 4R de (1.25)) se elimina y llegamos a que:

H' = S RXY,2) o R = 20— cos(0). (2:21)

Definimos X (t) = enHat Xe~nHat — X cos(wt) + L= sin(wt) (la evolucién del

operador X segin H4 en la imagen de Heisenberg)®l Andlogamente definimos

los operadores Y (t) y Z(t). Calculando H' explicitamente, y escribiéndolo ma-

tricialmente:
Ah

H' = P} <(X(t) +iY (t))e ! —Z(t)

2(t) (X(t) - iY(tDem) + 22500~ (0. — cos(0)),

Notemos que el término %ﬁo - o corresponde al Hamiltoniano de un campo
magnético constante de magnitud Ahp/2 acoplado con el espin. Como |¥;) es
cercano al estado base, los valores esperados de los operadores X(t), Y (t) y
Z(t) son del orden de 19, el ancho de la Gaussiana del estado coherente. Para
que sea mas sencillo hacer teoria de perturbaciones, es conveniente trabajar con
operadores que tengan valor esperado de orden de uno, por lo que definimos:
z(t) = %X(t) (y(t) v 2(t) son definidos de manera andloga). Escribiendo H' en
términos de z(t), y(t) y z(t) llegamos a:

., Ahr 2(t) (z(t) — iy(t)e™r\  Ahp hw
H =200 ((I(t) Y ) (o2 — cos(0)).

2 Fiy(t)e —2(t) Ty ey

5De la misma manera, Py(t) = P cos(wt) — mwsin(wt). Véase [7, Ecuaciénes 2.3.45a y
2.3.45b).
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Finalmente, escribiendo todo en términos de € (2.13)) y £ (2.15)) obtenemos:

T U e 2(t) (z(t) —iy(t))e™"
A =n| 5(0)-o+ & <(9c(t) iy(t))e-ivt () )
=Ho =V (1)
+ &2 <—(22(0Z — cos(@))) . (2.22)

Como |®g) = |0) ® |n+), se tiene que:
Q
Ho|®o) = §|‘I)0>7 (2.23)

por lo que |®g) es eigenvector de Hy con eigenvalor % Ahora procedemos a
hacer teorfa de perturbaciones dependiente del tiempo respecto a &. Como x(t),
y(t), 2(t), 0z, 0y y 0 tienen valor esperado de orden 1, {V (t) y £2Q) en verdad
tendran valor esperado de orden ¢ y €2 respectivamente.

El siguiente procedimiento para extraer la fase geométrica, estd basado en
[1]. Si escribimos a la solucién |®,) como:

|®B,) = e Hol ()| dg) (2.24)

y usamos la ecuacién de Schrodinger con el Hamiltoniano H’, obtenemos que U
cumple la ecuacién:

U(t) = —i(§V(t) + QW) U(1), (2.25)

donde V (t) = etHoty (t)e~iHot v Q(t) = etHot Qe 1ot
Integrando la ecuacién anterior de 0 a ¢, con la condicién inicial U(0) =1, e
iterando el resultado obtenemos:

U(t) =1 —ig/dtlff(tl)
0

t t1 t

- &2 / % { 1Q(t 3 .
e [an [anvve + 0/ Q) | +0(), (220

0 0

Para calcular la fase entre el estado inicial y el estado final, tenemos que
calcular el producto interno (®¢|®r). Desarrollando este producto ,

(Do|@7) = (@oleTTU(T)|Bo) = e~ =T (D|U(T)|y) - (2.27)

.. _io
Claramente el término e~z T

buye a la fase geométrica.

corresponde a una fase dinamica, que no contri-
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Por linealidad del producto interior, y usando que T' = 27 /w llegamos a que:

2

(o|U(T)|@0) =1 — i€ / dt (o [V (11)|Bo)

ely

f=}

0
g (/dtl/dt2<<1>o|17(t1)‘7(tz)<I>o>+i dtr (o] Q(t1)|®o) |
0 0

(2.28)

despreciando términos de orden O(&3).

Como |®g) es eigenvector de Hy por (2.23), usando la definicién de V(t),
obtenemos la exrpesion (®o|V (t1)|®g) = (Po|V (t1)|®o). Como el valor esperado
de los operadores x(t),y(t) y z(t) respecto a |0), el estado base del oscilador, es
cero, es inmediato que se da la igualdad (®o|V (¢1)|®g) = 0, por lo que la primera
integral de es cero. De la misma manera, (®o|Q(t,)|®o) = (Po|Q|Po).
Nuevamente, es inmediato que se cumple la igualdad (®¢|Q|®g) = 0, por lo
que la ultima integral también es cero. Finalmente, hay que calcular la segunda
integral y recolectar los términos que no dependen de w, lo que correspondera a
la fase geométrica. Haciendo todo el desarrollo algebraico E| obtenemos que el
resultado es:

1
(Do|U(T)|®g) =1 — §i7T€2 + (términos dependientes de w) . (2.29)

En la expresién anterior, los términos dependientes de w incluyen a los polos en
w, los cuales constituirdn una fase dindmica. Llamemos « a esta fase dindmica.

Tomando el logaritmo natural de la expresién , dividiendo entre 7 e
ignorando los términos dependientes de w para calcular la fase geométrica, Ygco,
obtenemos que ésta es (hasta orden O(e?)):

1
Ygeo = _57762 . (2.30)

Notemos que 7geo €8 una fase puramente real por lo que la evolucién de |®(¢))
serd ciclica. Asi,

D7) = e HODY (T) |Bg) = e~ 2 Tei% 317 |By) . (2.31)

Como ya se menciond, los términos o y f%T son fases dinamicas, mientras que
el término —%7’(’62 es una fase geométrica.

Para calcular la fase geométrica que adquiere el estado |Ur) = R(T)|®r), te-
nemos que calcular el producto interno (¥o|¥r). Primero notemos que (usando

(2.17)):
R(0)=T®1I,
R(T) =(e™cos =Dy~ iHalr g T
El producto (¥o|¥r) es, usando (2.20):
(Uo|Wr) = (Bo| RT(0)R(T)|®r) .

(2.32)

6Las operaciones se realizaron usando el programa Mathematica. Véase el Apéndice
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Usando obtenemos:
— (05O =1 (@ 7T~ R HAT (B
Sustituyendo llegamos a:
= eim(cos(0)—1 _%i’rezem<<I>0|TT6_%HATT|<I>0> ) (2.33)

Consideremos al término (®g|rTe~# 74T 7|®g) de la expresion anterior. El opera-
dor del centro sélo afecta al espacio de la particula, pero en este espacio |®g) es
el estado base, por lo que el producto interno anterior es (0|7te~#H4T7|0). Por
definicién, 7|0) es el estado coherente inicial, por lo que e~ # 4T 7|0) = e?7a7|0)
de donde se sigue que

(Do|rTe #HAE 7|dy) = €74 . (2.34)

Juntando las igualdades (2.33) v (2.34)), obtenemos el producto deseado;

2

<\IIO|\I}T> _ eiaei'yAeiﬂ(cos(@)fl)eféiﬂ'e ] (235)

De la expresién de arriba, podemos reconocer varias fases. « es una fase dindmi-
ca, por lo que no contribuye a la fase geométrica. Estd la fase v4 y la fase
m(cos(f) — 1), que es la fase geométrica de un espin acoplado con un campo
magnético A;. El término que resta es lo que denominamos como la correccién
cuantica, que es:

1
Correcién Cudntica = —§7r62 . (2.36)

2.4. Segundo modelo de un “campo magnético
cuantico”

Llamemos U4 al operador de evolucion temporal asociado a Ha y A; a la evo-
lucién temporal del operador A en la imagen de Heisenberg. Supongamos que
A; se obtiene al aplicarle una rotacién al operador A, es decir,

Ay =ULAU, = R}AR,, , (2.37)

donde R, es una rotacién dependiente del tiempo en el espacio de la particula.
En virtud de (2.37)), se da la igualdad:

Ar = (Yol RIAR, o) = piy

donde p es una magnitud constante, y n; es un vector unitario.

Asi queremos resolver la ecuacién de Schrodinger basada en donde
H,4 y A cumplen las propiedades descritas anteriormente. Supongamos que se
cumplen las condiciones de indiferencia y de adiabaticidad.

Llamemos R a la rotacién correspondiente a R, en el espacio del espin y R
a la rotacién correspondiente en R?. Definimos al estado |f;+) con la siguiente
igualdad,

|ﬁt+> = Rs(t)|fL0+> . (238)
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Claramente, como A y [rip+) son rotados de manera idéntica, el estado |fz+)
estd alineado con A;. Como [t) es ciclico, Ay = Ar, pero |fip+) v |fp+) pueden
diferir por una fase. Llamemos 7y; a esta fase, es decir,

e = (Po+|Ar+) . (2.39)

Como se cumplen las condiciones de adiabaticidad e indiferencia, esperamos que
|W;) sea cercano a [1hy) @ €= |i+) = (Ua ®e"* Rs) (|thpo) @ |fo+)) donde (usando

(L-8))
/nu+| |7 +)du .

0

Definimos la transformacién
R(t) = Ua(t) @ e Ry(t) , (2.40)
y al estado |®;) como
W) = R(1)[Pe) - (2.41)

Por construccién de R, esperamos que |®;) sea cercano a |®p). El Hamiltoniano
H' que determina la evolucién de |®;) es:

H' =R 'HR —ihR™'R. (2.42)

Calculando H’ obtenemos:

M : d
H = > (A; - 0y) —ihR; Ry + h<ﬁt+|%|m+> , (2.43)

donde oy = R;'0R,. Analicemos el término Rs_le de la expresién anterior.
Para cualquier tiempo ¢, aplicar la rotacién Rg(t + dt) es lo mismo que aplicar
primero la rotacién Rg(t) y luego una rotacién infinitesimal(en la figura se
ilustra esta situacién para rotaciones en R?® ). Lo anterior quiere decir que:

Ry(t+dt) = e "2 s(t),

donde [i es un eje de rotacion instantaneo, y w; es una velocidad angular ins-
tantdnea. La igualdad anterior implica que:

R, = —i%(u -0)R,, (2.44)

donde w es un valor promedio de wy, w = 27 /T, y p es un vector paralelo a fi
con magnitud de orden uno.
Aplicando R ! en ambos lados de (2.44), obtenemos que:

RI'R, = —i%xmr, (2.45)

donde R;(u-0)Rs = x - o, por lo que se da la igualdad R(x) = u. Asf x tiene
magnitud de orden uno.
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Figura 2.3: En la figura se muestra la aplicacién de R(t) a una cierta base (linea
delgada) y de R(t + dt) a la misma base (linea gruesa). Ambas rotaciones solo
difieren por una rotacién pequena alrededor del eje p.

Usando (2.38) y (2.45) obtenemos (pues como R, es una rotacién, se tiene
que R;! = R}):

o d .
= Z<7”L0|1‘3§$Rs|”0>

~
—
>
—~
~
~
T
>
—~
~
~—
T
~
|

e W, )
= i(fig| RI Rs| o) = §<"o|x - o)
- %x g (2.46)

Sustituyendo (2.46)) y (2.45) en (2.43]) obtenemos:

_

hw hw
5 (Av-0v) = —Xx -0+ —X"fo,

HI
2 2

Como A; se obtiene al aplicarle una rotacién al operador A, y o, se obtiene
al aplicar exactamente la misma rotacién al operador o, el operador A; - o es

independiente del tiempo y es A - 0. Asi, H' es simplemente:

Fuw Fuw
H="(A0)——x-0+—Xx M. (2.47)

2 2 2
Como esperamos que |®;) sea cercano a |®g), esperamos que (P, A|P,) sea
cercano a (o] A|Pg) que es pig. Asi es conveniente escribir al operador A como:

A= p’flo + ’I’ob . (248)

donde 7 es un ancho promedio de las componentes de A respecto a |®g), por lo
que b tendra un valor esperado respecto a |®;) de orden uno. Claramente, por
, el valor esperado de b respecto a |®g) es cero por construccién. En la
figura se muestra una representacién de los operadores rob-o, A-o 'y png-o.
Sustituyendo en A - o obtenemos:
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Figura 2.4: Relacién entre los operadores rg -0, A- oy png - 0.

A-o=png-o+rgb-o. (2.49)
Reescribiendo ([2.47)) utilizando (2.49)) obtenemos:

H’:?ﬁo-a AZTOUU—%)(-U—F%X'?%O- (2.50)

Definimos ahora la siguientes frecuencias, 0 = Ap y n = Arg. Andlogamente al
caso de la seccién anterior, € es la frecuencia con la que giraria el espin si el
campo magnético coincidiera con Ay, y 1 es una frecuencia de giro que tendria
el espin si éste estuviera acoplado con un campo magnético de magnitud rg.
Hacemos las siguientes definiciones:

(2.51)

= o0 (2.52)

Por indiferencia y adiabaticidad, supondremos como en la seccién anterior que:

(K1,
ek1,

y que € no depende de w. Escribiendo H' en términos de € y £ obtenemos:

Q Q 1 1
H =h §ﬁ0-0+§§bo0+529 <2x«0+2x-ﬁ0)
—— ——
=V =Q(1)

EHO

Como sabemos que £ tiene que ser pequeno, y tanto b como x tienen valor
esperado respecto a la soluciéon de orden uno, podemos hacer teoria de pertur-
baciones con respecto a £. Andlogamente a como se hizo en el caso de la seccién
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anterior, la solucién estd dada por (2.24), y estamos interesados en calcular el
producto interno (®o|U(T)|®g), con U dado por (2.26). El producto interno
anterior es:

(Bo[U(T)|Bo) =1 — it / dt (Bo|V ()] ®o)

0

—¢& (O/dt1O/dt2<q>o|V(t1)V(t2)|(I)o>+i0/dt1<q>o|Q(t1)|¢>o>) .
(2.53)

La expresién anterior es correcta hasta orden O(£3). Analicemos cada integral
por separado. Como |®g) es un eigenestado de Hy con eigenvalor £2/2 (ecuacién
223)),

(Ro|V(1)|Ro) = (Role™ oMV (t)e ™ ol Bg) = (Bo|V[Po) = 0. (2.54)

Recordemos que por construccién, se tiene la expresion (®g|b|®g) = 0, lo que
implica la ultima igualdad. Por lo tanto, la primera integral es cero.

Andlogamente, en la tercera integral, (®o|Q(t)|®o) = (P|Q(t)|Po). Desa-
rrollando (®4|Q(t)|Pp) obtenemos:

(©0lQUE)P0) = S (— (@olx-0l0) + (ol ol ) = (~x-sig + x-720) =,
(2.55)
por lo que la tercera integral también es cero.
Ahora calcularemos la segunda integral. Supongamos que 7 es el vector uni-
tario con coordenadas esféricas 0 y ¢ y que |fig+) es el siguiente estado alineado
con fg, |fg+) = e~ F =73 |+). Ahora, hacemos las siguientes definiciones:

R = (cos() cos(8), sin(¢) cos(0), —sin(6)) (2.56)
I= (—sin(¢), cos(¢),0) , (2.57)
fig = (cos(¢) sin(#), sin(¢) sin(6), cos(6)) . (2.58)

Estas definiciones son andlogas a las definiciones ([1.36)),(1.37)) y (1.38)) del capitu-
lo anterior . Los vectores R,I y no forman una base ortogonal derecha. En
términos de esta base (en analogfa con lo que ocurre en la base {&, ¢, £}),

b-oc=bror+bro;r +b,o,,
etHot g pe=tHot — cog(Qt)o g — sin(Qt)oy
eHot g e~ ot — gin(Qt)og + cos(Qt)oy ,

elHotO_ne—'LHot =0,

por lo que,

V(t) = %((bR)(cos(Qt)oR — sin(Qt)or)
+ (br)(sin(Qt)o g + cos(Q)or) + buoy,) - (2.63)
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En la expresién anterior toda la dependencia temporal de V(t) esta escrita

explicitamente, por lo que la segunda integral de se pueden realizar.
Sustituyendo T = 27 /w y en la integral en cuestion, y separando los

términos que no dependen de w (para obtener la fase geométrica) obtenemosﬂ

2

™
Tw
Z7T€

/ / (o7 (0 (£2)|Bo) | == (| (B3 + B2 + ilbr. br)) o)
0 0

+ (términos dependientes de w).
(2.64)

De la expresion (2.48)), usando la ortogonalidad entre R, I y g obtenemos que:

robr = AR,
Tob[ = A[.

Sustituyendo los resultados anteriores en (2.53]) obtenemos:

_me? me2
(BolU(T) o) = — i 75 ol (4% + AT o) + 5oy (ol A, Arll)
0 0
+ (términos dependientes de w) . (2.65)

Notemos que como Ap y A; son operadores autoadjuntos, (1o|A%|to) y el
término andlogo en I son reales mientras que (1o|[Ag, As][tbo) es puramente
imaginario, lo que garantiza que los términos independientes de w en ([2.65) son
imaginarios. También es importante notar que ambos términos independientes
de w son invariantes bajo rotaciones alrededor del eje ng, lo que basicamente
nos dice que el resultado no depende de la eleccién especifica que se hizo de los
vectores R y I.

Procediendo de manera anéloga a lo que se hizo en la seccién anterior para

obtener - desde obtenemos:

2 (ol(A%+A2 2 (ollAn, AIWO>)

9
(2.66)
donde « es una fase dindmica y 71 +7vs(7') es la fase geométrica del sistema si
el campo magnético coincidiera con A;. Por lo tanto, la correccién cudntica a la
fase geométrica es:

(To| ) = ei¥eiraeintrs(T ))el(

Correcién Cuéntica = — <1/)0\(A + A7) |wbo) — <1/10|[AR, Afl|vo) . (2.67)

2.5. Tercer modelo de un “campo magnético
cuantico”

Supongamos que el Hamiltoniano H4 es independiente del tiempo, y que de-
pende de un pardametro w de tal forma que la velocidad con la que evoluciona

TVéase el Apéndice
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cualquier estado inicial depende linealmente de w. Lo anterior se puede garanti-
zar si suponemos que el espectro de H4 es un conjunto de eigenvectores |k) que
no dependen de w con eigenenergias que dependen linealmente de w, es decir,

Halk) = hwey|k) (2.68)

donde € no depende de w. Si se resuelve la ecuacion de Schrodinger en la base
de eigenvectores, es claro que esta condicion sobre las energias garantiza que
cambiar w cambiara linealmente la velocidad con la que evoluciona cualquier
sistema. Por lo anterior, el tiempo 7'y w son inversamente proporcionales, por lo
que podemos suponer (haciendo cambios de escala si es necesario) que T' = 27 /w.

Supongamos que A; = pn; con p constante, y 7; un vector unitario. Como w
es el parametro que dicta qué tan rapido gira el “campo magnético cuantico” A,
la condicién de adiabaticidad es nuevamente £2 = w/Q < 1, con = Ap.

Consideremos R; una rotacién en R? dependiente del tiempo que cumpla las
siguientes propiedades:

- Rtﬁ():flt.

Como Ry = Ry, podemos desarrollar a esta rotacién como una serie de
Fourier discreta. Asi, tenemos que:

Ry =Y Dp(w)e™", (2.69)

donde los operadores D,. en principio pueden depender de w. Por las condiciones
que se impusieron sobre H 4, al aumentar w, R; hard exactamente lo mismo, sélo
que de manera mas rdapida, aumentando esta velocidad en la misma proporcion
en la que aumenté w. Lo anterior quiere decir que en el fondo, R; depende del
producto wt solamente, y no de w y de t por separado. Pero la dependencia de
R, respecto a t estd toda en las exponenciales, por lo que la de w también. Por
lo anterior, los coeficientes de D, no dependen de w. Llamemos R a la rotacién
andloga a R; pero en el espacio del espin. Definimos oy = R; ‘o R;.

Llamemos |7i9+) a algtin estado del espin alineado con 7y y |fp-) a un estado
anti-alineado con 7. Definimos |7;+) = Rs(t)|0+) v al estado |f;-) de manera
analoga.

Del mismo modo que se hizo en la seccién anterior, en las ecuaciones
y (2-41), definimos a la transformacién R(t) y al estado |®,). El Hamiltoniano
H'’ que determina la evolucién de |®;) esta dado por . De manera andloga
que en , definimos al operador b; con la siguiente ecuacién:

At = p’flt + Tobt . (270)

En la igualdad anterior estamos escribiendo a A; como su valor esperado (res-
pecto a |1 (t))) més un operador b;. Como 7y es un promedio del ancho de A, el
valor esperado de b; serd de orden uno respecto a la solucién | Psi;). Claramente,
de (2.70)):

At s O¢ :pﬁt-at+r0bt~at. (271)
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Calculemos (®g|A; - 04|Pg):

(Po|As - 04| Po) =(vho| ® (Rot[Ar - ou[tho) @ |fag+)
=(1o| At[tho) - (o +|oe|fro+)
=(the| A} - (Re+|o|e+)
=phy - Ny
:p.

La igualdad anterior junto con implica que

(Po|by - 0¢|Po) = 0. (2.72)
Procediendo de manera analoga a como se hizo en la secciéon anterior para
calcular H', definiendo a £ y € como en (2.51)) y ( - llegamos a la expresién:
Q Q 1 1
H =h §ﬁ0-a+£—€bt~0t+§29 (—2x~0+2x-ﬁ0) . (2.73)
—— ——
=Fio =V(0) =5

La tnica diferencia entre esta expresion y , es que en ésta el operador
Ay - 0y st depende del tiempo. Usando teoria de perturbaciones respecto a &, U
esta dado por , e igual que en la seccién anterior estamos interesados en
calcular el producto (®|Ur|®(0)), el cual es, recordando (2.53)):

(®o|U(T)|®o) =1 —ig/dt1<<1>o|x7(t1)|<1>o> (2.74)
T t1 T
—52 ( dt, dt2<¢'0|‘7(t1 tz “130 +1 dty (130|Q t1 |¢'0>) .
[] [

Usando (2.72)) y los mismos argumentos que en , la primera integral es cero.
Usando (2.55) la tercera integral también cero, por lo que sélo hay que considerar
la segunda integral. Antes de calcularla, es conveniente realizar algunos calculos
preliminares.

Primeramente, consideremos a los vectores (Ng+|o|fig-) v (fig-|o|fg+). Ha-
ciendo el dlgebra necesaria, obtenemos que:

o = (g +|olig-) = Ro —ilo, (2.75)
g = (Ro-lolior) = Ro +ilo, (2.76)

donde ﬁ’,o e fo son vectores unitarios tales que la terna {RO, fo, fig} forma una
base ortonormal derecha. De las igualdades anteriores es inmediato que:

(fig+|otlio-) = (Rot| Ry o Rs|ig-) = Ryrng (2.77)
(Ro-|ot|no+) = ({(Ro+|o¢|fo-))* = (Ryg)™ . (2.78)

Finalmente, despejando b; - o4 de (2.71) y haciendo producto con (k| ® (7ig+|
por la izquierda y con |m) ® |fig+) por la derecha obtenemos (|k) y |m) son
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eigenestados de H,4 con energias dadas por (2.68])):

. . 1 R R 1
(k| @ (Po+|be - o¢|m) @ |fg+) = %Ufl ® (o+|Ag - oy [m) @ |fg+) — %P<klm>

1 .

= e (k] Alm) -t~ pOm)
0
1 .

= —e HemmeWt (A Rifg — porm) 5 (2.79)
To

con Oy, la delta de Kronecker. De la misma manera,

N ~ 1 —t(€m—€x)w s

(k| ® (fo+|by - o¢|m) @ |fag-) = %e (em=er)wt Ay Rying, (2.80)
o o 1 —i(€m—€R)w o *

(K1 @ (orlor - oulm) @ lfigr) = e~ Ay - (Rurho)™. (2.81)

Ahora, procedemos a calcular la segunda integral de (2.74)). El término a integrar
es (Do Vi, Vi, |®o) = (®o|V (t1)V (t2)|®o). Si escribimos al operador identidad
como I =, |k) ®|ng+) (k| ® (No+| + |k) @ |7o-) (k| ® (No-|, lo ponemos entre Vi,
y f/;g27 y sustituimos tanto al estado |®g) como al operador V; por su definicién,
obtenemos:

. 292 R R R )
(@0| Vi, Viy | o) = 1 <Z<¢0<no+|bt1 <oty k)[R0 +) (k| (Rot|be, - 01 [tho) [0 t)
k

+ &) (g | (o +by, - o, [K)|0-) (k| (o= e, 'Ut2¢0>|ﬁo+>> .

En la expresion anterior, el simbolo de producto tensorial entre dos espacios,
®, fue omitido por cuestién de espacio. Usando que los estados |m) son base
del espacio de la particula, podemos escribir a |t1)g) como [1g) = Y Cp|m).
Sustituyendo esta expresion en la anterior, obtenemos lo siguiente:

QQ2 . . R R .
‘ 1 (Z CanCn(m|(fo+|be, - 01, [k) [0 +) (K|(70+[bey - T3 1) [720F)

k,m,n

+ O Cae™™ 1) (| (g4 b, - o, (k) o) (K| (oo .at2|n>lﬁo+>> :

Todos los operadores que aparecen en el resultado anterior fueron calculados
en las igualdades (2.77) a (2.81). Haciendo las sustituciones y escribiendo la
rotacién en términos de su serie de Fourier (ecuacién (2.69))) obtenemos:

Q? C* O, o Her—em)wty j—i(en—ep)wta
2T o ;

k,m,n,r,s

(emstlAmk - Dy (o) — p5m,k) (eiwri2Akn - Dy (o) — P5k,n)
i eiQ(t17t2)eiwst167iwrtz (Amk . Ds(mo)) (Akn - D> (mo)) }) . (2.82)

La ventaja de la expresion anterior es que toda la dependencia en t y w estd es-
crita de manera explicita, por lo que es posible calcular la integral, y extraer
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de ahi los términos que no dependen de w. Como w sélo cambia la velocidad
con la que evoluciona el sistema, 7o y A,,x no dependen de w. Haciendo todo
el desarrollo algebraico de la integral doble, se obtiene que los términos que no
dependen de w sorf}

2

€ 6722'71'(67,,76771) -1

C5,Ca A+ Du(0) (A - D3 ) ) 89

2
4r0kmnrs r—S+e€, — €m

El dltimo término entre paréntesis puede ser reescrito de la siguiente manera:

2w

2m
:7iw/67iwt(en76m+r75)dt.
t=0

0

672i7r(enfem) -1 efiwt(enfeerrfs)

r—S+€, —€n r—S+€, —€n
Sustituyendo este resultado en el anterior, obtenemos:

2

e
Tz

O\E‘a

> Gl Duling)) (Agn - D ing) e Her =m0
k,m,n,r,:

Agrupando los términos de manera adecuada, las sumas anteriores se pueden
realizar, lo que nos da como resultado:

¥

L€
i ——
2

4rg

(W] (A1) (A~ 1) [Ye)dt (2.84)

O\E

donde R;mg = my. Si definimos a R; y a I; de manera andloga a como se hizo

en ([2.75)), obtenemos:

mt = ét - jt .
Sustituyendo la expresién anterior en (2.84)), obtenemos que los términos que
no dependen de w de la segunda integral de (2.74)) son:

,
— i /<wt|(A%gt + A7 +i[AR,, AL]) W)t . (2.85)
0

Procediendo como en las secciones anteriores, la correccion cuantica es:

2

. .. €
Correcién Cudntica = —w—

g (W] (A%, + A7, +i[AR,, Ar])|[¥)dt.  (2.86)
0

O\E\f

Aunque esta férmula se obtuvo bajo hipétesis diferentes a las que se usaron en
la seccién anterior, notamos que este resultado es igual al resultado , para
el caso en el que el integrando no depende del tiempo.

La férmula anterior también es vélida para el caso estudiado en la seccién
2.3] a pesar de que el ancho del estado coherente, rg, depende de w. Sin em-
bargo, como el nimero (A%) también depende del ancho del estado base, la

8Véase el Apéndice
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dependencia en w se elimina al tomar el cociente entre <A%t> y r¢, lo que hace
que el término anterior no dependa de w y la correccién dada por coincida
con el resultado , como veremos a continuacion.

Si tomamos como [fig+) = cos(0/2)|+) + sin(0/2), |no-) = sin(8/2)|+) —
cos(f/2)|—) y como R; una rotacién alrededor de eje 2 por un dngulo wt y
hacemos las cuentas explicitamente, obtenemos:

R = (cos @ coswt, cos O sinwt, —sin ) ,
I, = (— sinwt, coswt, 0) ,
fiy = (sin @ cos wt, sin 6 sin wt, cos 6) ,

por lo que(recordando que en este caso, A = (X,Y, Z)):

Ap, = X cosfcoswt + Y cosfsinwt — Zsinf,
Aj, = —Xsinwt+ Y coswt.

Claramente Ag, y Aj, conmutan entre si, por lo que el término [Ag,, Ar,] de
la férmula ([2.86)) es cero. Usando propiedades de estados coherentes, obtenemos

que:
2

(e A%, [00e) = (e AT, |9hr) = %0_

Finalmente, sustituyendo estos resultados en la férmula ([2.86) obtenemos:

H

€
——

. 1
4r <wt|(A2Rf + A% + Z[ARt7AIt:|)|12[}t>dt = 75,”62 )

(=) ]
O —

el cual es idéntico a ([2.36]).
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Capitulo 3

Discusion de los resultados
obtenidos

La férmula més general obtenida para la correccion a la fase geométrica debida
a un “campo magnético cudntico” es (2.86):

W

2

6 .
—wig [ (l(AR, + A%, +ilAg, Ap])[)dt
0

O\E

En la formula anterior podemos reconocer 2 términos distintos, el término pro-
porcional a ((A%)) + (A7,)) y el término proporcional a ([Ag,, Ay,]). El término
proporcional a ([Ag,, Ar,]) es un efecto puramente cuédntico, el cual involucra
la no conmutatividad de las diferentes componentes del operador A. Este es un
efecto que no tiene analogo clasico, por lo que no tenemos una situacion clasica
con la cual comparar este resultado.

Como (¢ Altp) = pi, es inmediato que se cumple la igualdad (Ag,) =
(Ar,) = 0, por lo que los términos (A% ) y (A7,) en verdad son el ancho (elevado
al cuadrado) de los estados |i:) respecto a AR, y Ay, respectivamente. Este
término se debe a que el “campo magnético” no tiene una direccién bien definida,
sino que tiene una incertidumbre angular.

Como ya se menciond en el capitulo anterior, los términos ((A% ) 4+ (47)) v
[AR,, Ar,] son invariantes bajo rotaciones alrededor del eje 7, lo que nos indica
que la correccién a la fase geométrica es debida solamente al comportamiento
del operador vectorial A en el espacio normal al vector 7. Esto corresponde
con lo que ocurria en el caso del campo magnético clasico, en el cual la fase
geométrica no dependia de la magnitud del campo magnético.

La correccién que se obtuvo en el caso en el que el campo magnético es

estocastico es, usando ((1.43):

H

€2 cos(0)

2 2
i ) (KD,

\
O\;a

La correccién cudntica a la fase geométrica para un estado coherente del

39
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oscilador arménico como “campo magnético cudntico” es:

€2
——

pre (U (qu,, + A%,,) |9e)dt .

O\E‘s’

En ambos casos, el campo magnético (estocdstico o cudntico) seguia a la misma
trayectoria “en promedio”. Comparando ambas expresiones, es claro que ambos
resultados son cualitativamente iguales, salvo que en el caso del campo estocasti-
co aparece un factor de cos(f), y en el caso del “campo magnético cudntico” este
factor no aparece. Como ya se discutié en la seccién del campo magnético
estocdstico, el factor cos(f) permite obtener el resultado cualitativo esperado,
por lo que hay una discrepancia en el resultado obtenido para el caso cuantico.

Lo anterior se puede explicar notando que en el caso clésico, el tinico sistema
cuantico es el espin, por lo que la correccién a la fase geométrica obtenida es
unicamente en el espacio del espin. Sin embargo, en el caso del “campo magnético
cuantico”, el sistema tiene una parte en el espacio del espin y tiene otra parte
en el espacio de la particula, el cual también es cuantico. Como en el espacio
de la particula el sistema sigue una trayectoria ciclica, éste tendra su propia
fase geométrica. En los cédlculos que se hicieron en el capitulo anterior, nunca
se distinguio si la fase acumulada era del espin o de la particula, por lo que la
correccion obtenida es la correccion total del sistema, la cual incluye tanto las
contribuciones de la particula como las del espin.

El hecho de que el sistema tenga una fase geométrica no sélo por el espacio
del espin, sino también por el espacio de la particula, justifica que el resultado
no se pueda comparar directamente con el resultado para el campo magnético
estocastico. Sin embargo, para obtener la parte de la fase total que no es atri-
buible ni al espacio de la particula ni al espacio del espin por separado, sino
al sistema formado por los dos, es necesario restar de la fase total obtenida la
parte que corresponde Unicamente al espacio de la particula. A continuacién se
hara un bosquejo de como se podria realizar esta cuenta para el caso estudiado
en la seccién en que H 4 es el Hamiltoniano de un oscilador arménico.

En primera aproximacién, la fase geométrica en el espacio de la particula se
obtiene al resolver la ecuacién de Schrodinger con el siguiente Hamiltoniano Hp:

A
H,=Hj+ ?(X,Y,Z) - (coswtsin b, sinwt sin b, cos 6) ,

donde H 4 es el Hamiltoniano dado por . El Hamiltoniano Hj, es un Hamil-
toniano que sélo actia en el espacio de la particula, y se obtiene de sustituir
al operador ¢ por su valor esperado en la trayectoria esperada en el espacio
del espin para la solucién. Asi como al sustituir al operador (X,Y, Z) por su
valor esperado en el Hamiltoniano y encontrar la fase geométrica obtenemos la
fase geométrica estdndar, 7(cos @ — 1), la cual es propia del espacio del espin, es
natural suponer que al hacer lo mismo en el espacio de la particula obtengamos
una fase geométrica propia del espacio de la particula.

Como el Hamiltoniano H4 es el Hamiltoniano del oscilador armonico tri-
dimensional con la posiciéon de equilibrio desplazada, al sumarle términos que
dependen linealmente de X, Y o Z, obtenemos el Hamiltoniano de un oscilador
armonico tridimensional con la posicién de equilibrio desplazada de manera dis-
tinta. Asf, el Hamiltoniano H,, fisicamente corresponde a un oscilador arménico



41

tridimensional al cual se le va cambiando la posicién de equilibrio en el tiempo.
Este cambio estd caracterizado por w, el cual también es la frecuencia del osci-
lador. Por lo anterior, la evolucién no puede ser adiabatica. Sin embargo, como
esta perturbacién al Hamiltoniano H 4 tiene frecuencia w, es de esperarse que
en cierto limite, el sistema sea ciclico. Asi, para calcular la fase geométrica es
necesario utilizar el formalismo de Aharonov-Anandan en lugar del formalismo
de Berry.

Como los parametros del problema A, i y p cumplen la condicién de indi-
ferencia , Hy es el término principal del Hamiltoniano Hy,, y el resto es
una pequena perturbacién, por lo que nuevamente podemos utilizar teoria de
perturbaciones dependiente del tiempo. Para poder ver esto de manera mas for-
mal, podemos comparar los valores esperados. En un estado coherente, el valor
esperado de la energia es del orden de kp?, mientras que el valor esperado del
operador (X,Y,Z) tiene magnitud del orden de p, por lo que necesitamos es
que:

b
kp? > Ahp = 1>>k—p — 1>e,

lo cual es justamente la condicién de indiferencia (2.12)). Asi, podemos escribir
al Hamiltoniano como:

k

Hp:HA+6?(

= | =
=
N

,—,—) - (coswtsin @, sinwt sin 0, cos ) .

=hV

De esta forma, los operadores X/p, Y/p y Z/p tendran valor esperado del orden
de uno, por lo que el valor esperado de heV serda pequeno en comparaciéon del
de H 4. Usando la teoria de perturbaciones dependiente del tiempo, el operador
de evolucién temporal U para H), es:

U(t) = e  #HatU(1).

donde

t t t1

Udt) =1 —z’e/dtlff(tl) fez/dtl/dth/(tl)V(tg),

0 0 0

férmula que es correcta hasta orden O(€?).
La fase del sistema v después de un ciclo es:

v = twoltr (22 o

La fase dindmica 74, es, usando el formalismo de Aharonov-Anandan, por
(11.32):

Vdin = — dt(wo|UT(t) Hy U (t)[1bo) -

St
O\g\g;

Finalmente, la fase geométrica segiin Aharonov-Anandan es (|1.34)):

Ygeo =7V — Vdin -
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La fase anterior es una fase geométrica propia del espacio de la particula, mien-
tras que la fase 7(cos(f) — 1) es una fase geométrica propia del espacio del espin.
Si a la fase geométrica total obtenida le restamos esta fase 40, obtendremos
una fase que no necesariamente se le podra atribuir al espacio de la particula
o al espacio del espin, sino al sistema completo. Aunque el cdlculo anterior fue
sélo un bosquejo, en un futuro se planea realizar este calculo con mas detalle, y
realizarlo también para operadores A mas generales.



Apéndice A

Cddigo en Mathematica

A.1. Calculos de la seccién [1.5]

El campo magnético total, es por definicion B =By +e K = (eKr) R+ (eK) 1+ (eKn + Bofi). Como los vectores Ry f
(ecuaciones (1.36)-(1.38)) son ortogonales, es claro que la magnitud de B es:

MB= ((eKR)"2+ (eKl)"2+ (Bo+eKn)r2)” (1/2);
De las ecuaciones (1.36)-(1.38), y delaexpresion para B, podemos calcular B-Z, €l cual es:

BdotZ = (-e Sin[eo] KR + 0Kl + Cos[eo] (Bo+eKn));

Como cos(d) = ﬁ=BdotZ/ (MB), podemos calcularlo expliciatamente. Haciendo un desarollo en e hasta orden 2:

COSe = Normal [Series[BdotZ/ (MB), {e, 0, 2}] // Sinplify[#, Assunptions -» Bo > 0] &]
KRe Sin[eo] €2 ((KI?+KR®) Cos[eo] -2KnKRSin[eo])

Cos [60] - -
Bo 2 Bo?

Claramente, la expresién anterior coincide con laecuacion (1.39). Ahora, calculemos el angulo ¢. Proyectando en €l plano xy,

By = € Sin[¢0] Cos[60] KR+ e Cos[¢0] KI +€ Sin[¢0] Sin[eo] Kn +Bo Sin[¢0] Sin[eo0];
Bx = € Cos [¢0] Cos[60] KR-€e Sin[¢0] KI + e Cos[¢0] Sin[eo] Kn +Bo Cos[¢0] Si n[eo];

Asi, e dngulo ¢ lo podemos calcular como ¢:Arctan(2—i). Desarollando en € hasta orden 2:

¢ = (Series[ArcTan[By /Bx], {e, 0, 2}]1 // Sinplify) /. {ArcTan[Tan[¢0]] - ¢0} // Nor nal

Kl e Csc[60] Kl €2 (Kn+KRCot [60]) Csc[60]
®0 + -
Bo Bo?

Con un poco de desarollo algebraico, la ecuacion anterior coincide con (1.40). Si derivamos (2), obtenemos ¢d=¢. Recordando
que ¢, = w, obtenemos:

¢d=w+eKl' / (BoSin[eo]) -
er2/ (Bor2Sin[eo]”2) ((KR'" KI +KRKI ") Cos[e0] + (KI Kn" +KI"' Kn) Sin[eo]);

En la expresion anterior, * representa una derivada temporal. Asf, e resultado de 1/2 (cos(6)-1) ¢ es:

43
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2 apendiceA.1.nb

pi = (Series[l/2 (COSe-1) ¢d, {e, 0, 2}1) // Nornul // Expand;
pf = Coefficient [pi, € 0]+ eCoefficient [pi, €, 1] +e”~2Coefficient[pi, € 2]
w 1 KRwSin[eo] Cot [e0] KI” Csc[e0] KlI’
- + wCos[60] +e - + - +
2 2 2 Bo 2 Bo 2 Bo
) KI2wCos[60] KREwCos[eo] KnKRwSin[eo] KRKI’
e” - - + - -
4 Bo? 4 Bo? 2 Bo? 2 Bo?
Kn Cot [60] KI© KRCot [60]2KI* KnCsc[eo] KI* KRCot [60] Csc[e0] Kl *
_ " " _
2 Bo? 2 Bo? 2 Bo? 2 Bo?
Kl Cot [60] KN’ Kl Csc[eo] Kn’ Kl Cot [60]2 KR KI Cot [60] Csc[60] KR
+ - +
2 Bo? 2 Bo? 2 Bo? 2 Bo?

Laexpresion anterior coincide con el integrando de (1.41). Ahora, calculemos los coeficientes Lg, Ly y T j de (1.41):

LR= (1/€) Coefficient [pf, KR 1] /. {Kn>0, KI' - 0};
LI = (1/€) Coefficient [pf, KI', 1] /. {KR-»0, Kn -0} // Sinplify;

TIn=(1/€e”2) Coefficient [pf, KI Kn', 1] // Sinplify;
Tnl = (1/e”2) Coefficient [pf, KnKI ', 1] // Sinplify;
TR = (1/€”2) Coefficient [pf, KRKI', 1] // Sinplify;
TIR= (1/€e”2) Coefficient [pf, KI KR, 1] // Sinplify;

TnR = (1/€”2) Coefficient [pf, KnKR', 11 7/ Sinplify;
TRn = (1 /e”2) Coefficient [pf, KRKn', 1] // Sinplify;

{LR, LI, TIn, Tnl, TR, TIR TnR, TRn}

wSin[eo] Tan[o;] Tan[ozo} Tan[ozo} Sec[ozo]2 Cot [eo]Tan[O:}
- ;- , , , - , , 0,0
{ 2 Bo 2 Bo 2 Bo? 2 Bo? 4 Bo? 2 Bo? }

que son las expresiones de la ecuacion (1.42).
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A.2. CAlculos de la seccién 2.3

Por la ecuacion (2.22):

Ho =Q/2 {{Cos[e], Sin[e]l}, {Sin[e], -Cos[6]}};
Definimos kno=|ny>, el cual es, por (2.10):
kno = {Cos[e /2], Sin[e/2]};
Definimos a siguiente operador: expMiHo[t]=e ' Hot,
expM Ho[t_]:=MatrixExp[-diHot] // Sinplify;
Definimos Vt1=V(t;). De manera andloga, definimos axtl, ytl, zt1, Vt2, xt2, yt2 y zt2. Asi, por (2.22):

Vtl=€eQ/2 {{ztl, (xt1l-aytl) Exp[iwtl]}, {(Xt1l+aytl) Exp[-2wtl], -zt1}};

Vt2=€eQ/2 {{zt2, (Xxt2-4i1yt2) Exp[iwt2]}, {(Xt2+1yt2) EXp[-iwt2], -zt2}};
El producto -< GV (t)V(to)|®o> de (2.28) se puede reescribir como ez 722 < @, (V(ty eHot @Hot v(ty)) >, usando
(2.25) y que |®p> es eigenvector de e Mt (pues es eigenvector de Ho, por (2.21)).
Definimos M1=e: 4 2ty e Hot g Hota (),

ML = Exp[i (t1 - t2)Q/2]Vtl. expM Ho[t1l - t2].Vt2;

Como |®y> en la parte del espacio de la particula es €l estado base del oscilador, |0>, los términos andlogos a <0|x(t1)y(tz) |0>
en e producto <®g|M1j®y> son cero, por lo que basta con considerar s6lo a los términos x(t))x(t2), y(t1)y(t) y z(t1)z(to).
Llamemos a estos terminos M 2:

M2 = Coefficient [Ml, xt1xt2, 1]xt1xt2+
Coefficient [Ml, ytlyt2, 1]ytlyt2+Coefficient [M, zt1zt2, 1]zt1zt2;

Usando propiedades del estado base, <0[x(t1)x(t2) [0>=<0ly(t)y(t2) |0>=<0z(t1)z(t) |0>=; g« Asi, haciendo las sustitu-
ciones anteriores, y tomando el producto en la parte del espin, a <®|M1|®y> lo podemos calcular como:

exprl = (kno. M. kno /. {xt1xt2-> 1/2Exp[iw (t2-t1)],
ytlyt2 >1/2Exp[iw (t2-t1)], zt12t2 > 1/2Exp[iw (t2-t1)]1}) // Sinplify;

As, laintegral —£2 [ dt [dt, <bolM1ibo> de (2.28) es, usando (2.15) :
expr2 =-(w/Q)Integrate[lntegrate[exprl, {t2, 0, t1}], {t1, 0, 2Pi /w}];
De la expresion anterior, estamos interesados en |os terminos que no dependen de w, los cuales son:

cfgeo = Coefficient [Nornal [Series[expr2, {w, 0, 2}]], w, 0] // Sinplify

1
- 1irne

2

2

Que es €l resultado de la ecuacion (2.35).
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A.3. CAlculos de la seccién 2.4

En la base formada por |os vectores R y fo, los operadores o o7 o, (ECUacion (2.59)) se pueden escribir como (en analogia

con oy, oy, y o pues labase { R, 1, fig} también es derecha por |as ecuaciones (2.55)-(2.57)):
oR={{0,1},{1,0};
ol ={{0, -1}, {1,0}};
on={{1,0},{0,-1}};

Definimos kno= [fg>, & cual, en la base de{ﬁ, M fo} se puede escribir como (pues es eigenvector de o, con eigenvalor 1 por
construccién):

kno={1, O};

Definimos Vt1 = V(t,). Los operadores b1R y b2R corresponden al operador bg, pero le ponemos el 1y 2 para que Mathematica
no los conmute de manerainadecuada. Asi, por (2.62):

Vil =e /2 ((bIR) (CosQ t1] oR - SN[ 1] ol ) + (bll) (SIN[Q t1] oR + Cog Q2 t1] 1) + bln on);
V2= e /2 ((b2R) (Cod 2 t2] oR - SIN[Q 2] o'l ) + (b21) (SN[ 12] oR + Cos[2 t2] orl) + b2n on);

Definimos al operador M1 como M1 = V(t;) V(t,). Asi, queremos calcular el producto <®o|M1|®g>

M1=VtLVtz;

Como |[®p> = |po>® No >, podemos hacer primero el producto sélo en el espacio del espin, y luego hacer e producto en €
espacio de laparticula. Hagamos el producto en el espacio del espin:

exprl = (kno.M1.kno) // Simplify;

2 /w 1y ~ ~
Asi, laintegral -£2 [ dt 1 [ dt 5 <Po|V(t)V(t2)|Po> de (2.52) es (usando (2.15)):
0 0

expr2 = -( w/QY) Integrate] Integratefexprl, {t2, 0, t1}], {t1, 0, 2 Pi/w}];
Dela expresion anterior, estamos interesados en |os terminos que no dependen de w, los cuales son:

cfgeo = Coefficient{Normal[ Seriegexpr2, { w, 0, 2}]], w, 0] // Simplify // Expand
1 1 1 1
. ibll b2l re?+ ) b1Rb2I we? - ) bll b2Rre? - ) i b1IRb2R €2

Tomando valor esperado respecto a |¢o>, y reordenando, es claro que la expresion anterior esigua alade laecuacion (2.64)
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A.4. CAalculos de la seccién 2.5

27n/w f _ _
Para calcular la integral - &2 j dt 4 f dt 2 <Op|V(t1)V(t2)|Po> de (2.73), nos basaremos en la expresion para
0 0

<®o|V(t)V(tp)|@o> Obtenida en la ecuacion (2.81). Para escribir todo de manera més compacta, hacemos las siguientes
definiciones:

Cms= Cm’*, exm= ekm=ek- em,

OpPart1= Ani-Ds(fg), opPart12 = Agy- Dy (fo),

opPart2= (Amk - Ds(11))( A - Dr (o))

Es importante notar que |os operadores opPart no dependen del tiempo. Usando las igualdades anteriores, definimos:
factorConun = e"2Q”"2/ (4ro”"2) Cns Cn Exp[-iekmwt 1] Exp[-i enk wt2];
partel = (opPart1l1 Exp[iwstl] -pénk) (opPartl12 Exp[itwr t2] - p 8kn);
parte2 =opPart2 Exp[iw (stl-rt2)] Exp[iQ (t1-t2)];

Con las expresiones anteriores, es claro que los sumandos a integrar de (2.73), se pueden escribir como: factorComun (partel +
parte2).

exprl = factorComun (partel +parte2);

Asi, laintegral de cada sumando es (usando (2.15)):

tintegral = -(w/Q)Integrate[lntegratef[exprl, {t2, 0, t1}], {t1, O, 2P /w}];

L os términos que no dependen de w son:

cfgeo = Coefficient [Nornmal [Series[tlntegral, {w, O, 2}]], w, 0] // Sinplify

O Cn @2 i (r-s+ekmeenk) (_1 +e2in (r75+fkm*fﬂk>> opPart 2 e?

47102 (r -s +ekm+ enk)

Como ry s son enteros, €?1 ""-9=1. Por la definicion de ekn, es claro que enk+ekm=enm. Usando lo anterior, y reordenando un
poco cfgeo, es claro que el resultado coincide con €l de la ecuacion (2.83).
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