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González
Edgar
56 61 57 12
Universidad Nacional Autónoma de México
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Introducción

Las fases geométricas o fases de Berry son muy importantes debido a las diver-
sas aplicaciones que tienen en varias ramas de la f́ısica. En general, para poder
calcular las fases de Berry, es necesario calcular la integral de una cierta for-
ma diferencial en un espacio conocido como espacio de los parámetros. Estos
parámetros son parámetros clásicos, como por ejemplo, la dirección y magnitud
de un campo magnético. Con ánimos de generalizar lo anterior, nos pregunta-
mos que pasaŕıa si el espacio de los parámetros no fuera clásico, sino que fuera
cuántico. Este espacio seŕıa un ejemplo de los espacios denominados como es-
pacios no conmutativos o espacios sin puntos, lo que hace que definir conceptos
como “integral a lo largo de una trayectoria” sea dif́ıcil. Por lo anterior, en el
presente trabajo sólo se calculará la fase geométrica en un caso particular en
que los parámetros son cuánticos, aunque no se escribirá este resultado en térmi-
nos de alguna integral en el espacio de los parámetros. Intentar realizar esto se
hará en algún trabajo posterior.

El caso particular en el que se calculará la fase geométrica cuando los paráme-
tros son cuánticos será el caso análogo al ejemplo más sencillo de fases de Berry,
un esṕın 1/2 acoplado con un campo magnético que vaŕıa lentamente en el
tiempo. En este caso, lo que se hará será acoplar a un esṕın 1/2 con un “campo
magnético cuántico” y se calculará la fase geométrica del sistema. Para realizar
esto, el trabajo se dividió en 3 caṕıtulos.

En el primer caṕıtulo se realizará un estudio sobre fases geométricas y sus
diversas generalizaciones, lo cual nos dará herramientas necesarias que se uti-
lizaran en el segundo caṕıtulo. También se acoplará al esṕın 1/2 con un cam-
po magnético estocástico, resultado que después se comparará con el resultado
cuando el campo magnético es “cuántico” .

En el segundo caṕıtulo se definirá “campo magnético cuántico” y se escri-
birá el Hamiltoniano para un campo magnético cuántico acoplado con un esṕın
1/2. Después, se resolverá la ecuación de Schrödinger de manera perturbati-
va para dicho Hamiltoniano, y se obtendrá la fase geométrica. Este cálculo se
repetirá con diferentes “campos magnéticos cuánticos”.

Finalmente, en el tercer caṕıtulo se interpretarán los resultados obtenidos
en el segundo caṕıtulo, y se escribirá un poco sobre cálculos que se realizarán
en el futuro cercano para seguir estudiando este tema.

III



Caṕıtulo 1

Fases geométricas

1.1. El teorema adiabático

Supongamos que tenemos un Hamiltoniano H independiente del tiempo y un
sistema que se encuentra inicialmente en un estado |ψ0〉 =

∑
n Cn|n〉, donde

los estados |n〉 forman un conjunto completo de eigenvectores de H con ei-
genenerǵıas En. La evolución de |ψ0〉 según H estará dada simplemente por

|ψ(t)〉 =
∑
n e
− i

~EntCn|n〉. En particular, si el sistema inicialmente se encuen-
tra en un eigenestado de H, el sistema se mantendrá en este estado inicial salvo
por una fase − 1

~Ent. A esta fase se le llama fase dinámica o fase energética.
Ahora supongamos que H śı depende del tiempo, que es no degenerado pa-

ra cualquier tiempo y que su dependencia temporal es lenta, es decir, que la
frecuencia caracteŕıstica (multiplicada por ~) de la evolución de H es mucho
menor que la diferencia entre cualesquiera dos eigenenerǵıas distintas. En este
caso, decimos que la evolución de H es adiabática. F́ısicamente lo anterior quiere
decir que H depende de un conjunto de parámetros externos λ1, λ2, ..., λs, y un
agente externo está modificando estos parámetros lentamente, es decir, está si-
guiendo una curva en el espacio formado por los parámetros λ. Según el teorema
adiabático, bajo estas condiciones, si inicialmente el sistema está en un eigenes-
tado del Hamiltoniano, éste se mantendrá en un eigenestado del Hamiltoniano
para cualquier tiempo posterior. A continuación daremos una demostración del
teorema adiabático bajo estas hipótesis.

Supongamos que tenemos un sistema inicialmente en el estado |ψ0〉 y esta-
mos interesados en su evolución temporal |ψ(t)〉 según un Hamiltoniano H(t)
que vaŕıa adiabáticamente en el tiempo, siguiendo una curva ξ en el espacio
de los parámetros. Para cualquier punto (λ1(t), λ2(t), ..., λs(t)) en el espacio de
los parámetros, el Hamiltoniano H(λ1, λ2, ..., λs) tiene un conjunto completo
de eigenvectores con sus respectivos eigenvalores. Aśı, para cualquier tiempo t,
podemos elegir un conjunto ortonormal de eigenvectores |n(t)〉 con eigenvalores
En(t) de manera continua y diferenciable. La elección se hizo de esta manera
debido a que, como la evolución del Hamiltoniano es adiabática, esperamos que
esta evolución temporal no excite al sistema lo suficiente para que se den tran-
siciones de fase. Como el conjunto de eigenvectores es completo, para cualquier
tiempo t,

|ψ(t)〉 =
∑
n

Cn(t)eiαn(t)|n(t)〉 , (1.1)

1



2 Caṕıtulo 1. Fases geométricas

donde

αn(t) = −1

~

∫ t

0

En(u)du . (1.2)

Claramente la fase αn es análoga a la fase dinámica en el caso en el que H
no depende del tiempo, por lo que αn también se conoce como fase dinámica.
Si sustituimos la expresión anterior en la ecuación de Schrödinger para |ψ(t)〉 y
hacemos un poco de álgebra llegamos a la siguiente ecuación:

i~
∑
n

eiαn
(
Ċn|n〉+ Cn

d

dt
|n〉 − i

~
EnCn|n〉

)
=
∑
n

eiαnCnEn|n〉 , (1.3)

donde la dependencia respecto a t se dejó de escribir expĺıcitamente. Haciendo
el producto interno con algún estado 〈m|, y simplificando obtenemos que:

Ċm = −
∑
n

ei(αn−αm)Cn〈m|
d

dt
|n〉

= −Cm〈m|
d

dt
|m〉 −

∑
n6=m

ei(αn−αm)Cn〈m|
d

dt
|n〉 . (1.4)

Como |n〉 es un eigenestado de H,

H|n〉 = En|n〉 .

Derivando respecto al tiempo, y tomando producto interno con algún estado
〈m| diferente a 〈n| obtenemos:

〈m| d
dt
|n〉 =

〈m|dHdt |n〉
En − Em

. (1.5)

Como la evolución de H es adiabática, el término de la derecha de la ecuación
anterior es despreciable, por lo que lo podemos ignorar de (1.4). Al hacer esto
obtenemos:

Ċm ≈ −Cm〈m|
d

dt
|m〉. (1.6)

Notemos que las ecuaciones anteriores están desacopladas para estados con di-
ferentes ı́ndices. Lo anterior implica que si el sistema inicialmente se encuentra
en el estado |ψ0〉 = |m(0)〉, el sistema no hará una transición a algún estado |n〉
con n distinto a m. En este caso, usando la ecuación anterior, es inmediato que
la solución es:

Cn(t) = 0 si n 6= m,

Cm(t) = e
−

t∫
0

〈m| ddt |m〉du
.

Utilizando la ecuación anterior y (1.1), obtenemos la expresión:

|ψ(t)〉 = eiαn(t)e−
∫ t
0
〈m| ddt |m〉du|m〉 . (1.7)

Como |m〉 siempre está normalizado, −
∫ t

0
〈m| ddt |m〉du es un término puramente

imaginario. Por lo anterior, lo podemos escribir como iγ, donde γ es un número
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real y corresponde a una fase que ha adquirido el sistema respecto a |m(t)〉
diferente a la fase dinámica. Esta fase γ escrita expĺıcitamente es:

γ(t) = i

t∫
0

〈m| d
dt
|m〉du . (1.8)

Un caso de especial interés es el caso en el que la curva ξ en el espacio de los
parámetros es una curva cerrada, es decir, el Hamiltoniano H evoluciona de
manera ćıclica en un tiempo T . Si inicialmente el sistema se encuentra en el
estado |ψ0〉 = |m(0)〉 después de un ciclo, el sistema deberá regresar al estado
|m(0)〉 salvo por una fase. Usando (1.7) obtenemos:

|ψ(T )〉 = eiαn(T )eiγ(T )|m(T )〉 , (1.9)

por lo que la fase que adquiere el sistema es:

eiαn(T )eiγ(T )〈m(0)|m(T )〉 .

La fase anterior tiene 2 partes. La fase αn(T ) es la fase dinámica y a la fase
debida al término eiγ(T )〈m(0)|m(T )〉 se le conoce como fase geométrica o fase
de Berry[3]. En el caso en el que la elección de los vectores |m〉 no presente
holonomı́a, es decir, |m(T )〉 = |m(0)〉, la expresión para la fase geométrica
se reduce simplemente a γ(T ). La fase γ(T ) se puede interpretar en términos
geométricos. Recordemos que H está cambiando en el tiempo debido a que una
serie de parámetros externos λ1, ..., λs están variando a lo largo de una curva
ξ en el espacio de los parámetros. En cada punto de la curva ξ tomamos un
conjunto completo de eigenvectores a los que llamamos |n〉. Lo anterior significa
que aunque |n〉 depende del tiempo, |n〉 en el fondo sólo depende del punto en el
espacio de los parámetros, el cual, a su vez, depende del tiempo. Digamos que
escribimos los puntos de la curva ξ como λ(t) = (λ1(t), ..., λs(t)). Calculando
d
dt |m〉 en términos de los parámetros externos, obtenemos:

d

dt
|m〉 =

s∑
i=1

dλi
dt

d

dλi
|m〉 ,

por lo que, usando (1.8):

γ(T ) = i

T∫
0

〈m| d
dt
|m〉dt = i

T∫
0

s∑
j=1

dλj
dt
〈m| d

dλj
|m〉dt

= i

∫
ξ

s∑
j=1

〈m| d
dλj
|m〉dλj . (1.10)

En el desarrollo anterior se supuso que la elección de los vectores |n〉 se hizo
no sólo en la curva ξ, sino en un abierto que la contenga (para poder calcular
las derivadas respecto a λi). El desarrollo anterior quiere decir que la fase γ es
integrar una 1-forma a lo largo de la curva ξ. Esto en particular quiere decir que
la fase geométrica sólo depende de la curva ξ en el espacio de los parámetros
y no de la forma en la que ξ es recorrida. Como esta fase geométrica es una
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propiedad f́ısica del sistema no puede depender de la elección de los vectores
|n〉, ni de la forma de dar coordenadas al espacio de los parámetros, (aunque en
la expresión de la 1-forma en (1.10) parezca que śı) por lo que la fase geométrica
en verdad sólo depende de la curva ξ en el espacio de los parámetros. Aunque
en este desarrollo se supuso que el espectro de H era no degenerado, la idea
anterior se puede generalizar a Hamiltonianos que si presenten degeneración[9].

1.2. Fases geométricas y haces fibrados

Al igual que en la sección anterior, consideremos un Hamiltoniano H no dege-
nerado que depende de un conjunto de parámetros (λ1, ..., λs) y supongamos
que se está cambiando el valor de estos siguiendo una curva ξ en el espacio de
los parámetros. Llamemos ξa y ξb a los extremos inicial y final de ξ. En cada
punto de algún abierto que contenga a la curva ξ tomemos un conjunto ortonor-
mal de eigenvectores |m〉 con eigenvalores Em, de tal forma que estos vaŕıen de
manera continua. Si algún sistema inicialmente se encuentra en el estado |m〉ξa
y la curva ξ se recorre de manera adiabática, al terminar de recorrer la curva
ξ el sistema estará, en virtud de (1.9), en el estado e−iαm(t)eiγξ |m〉ξb , donde γξ
cumple que (derivando (1.8)):

γ̇ξ = i〈m| d
dt
|m〉 .

Aśı, ignorando la fase dinámica, la evolución adiabática la podemos pensar como
una función que al vector |m〉ξa le asocia el vector eiγξ |m〉ξb . Si tomamos una
curva ξ′ 6= ξ con los mismos puntos extremos, la asociación anterior no tiene
por qué ser la misma, por lo que la asociación depende de la curva ξ y no solo
de los puntos extremos. Lo anterior sugiere que esta asociación se puede escribir
en términos de algún haz fibrado con alguna conexión[8]. El desarrollo de la
presente sección está basado principalmente en [5, Sección 2.2.4] y [8].

Dado un punto λ en el espacio de los parámetros, llamemos Fλ al conjunto
de todos los eigenvectores unitarios de H(λ) con eigenvalor Em. Como H(λ)
no tiene degeneración, dos vectores en Fλ sólo difieren por una fase, por lo
que los diferentes Fλ son homeomorfos entre śı, y son homeomorfos a U(1), el
ćırculo de radio 1 en el plano complejo. Consideremos al haz fibrado E que
tiene como espacio base al espacio de los parámetros, como fibra a U(1) y sus
puntos se pueden escribir como (λ, |n〉) con |n〉 en Fλ y λ en el espacio de los
parámetros. En este contexto, tomarnos una elección de vectores |m〉 en un
abierto es tomarnos una sección de E.

Definamos ahora una conexión en este haz. Para definir una conexión, bási-
camente lo que hay que hacer es definir un conjunto de vectores horizontales en
cada punto de E. Dada una curva ξ̃ en E, esta induce naturalmente una curva
tanto en el espacio de los estados |n〉 como en el espacio de los parámetros. Si
la curva es ξ̃(t) = (λ(t), |n(t)〉), la curva inducida en el espacio de los estados
es |n(t)〉. Si la curva inicia en ξ̃(0) con vector tangente h0, decimos que h0 es
horizontal si y solo si |ṅ(0)〉 es ortogonal a |n(0)〉, es decir,

〈n(0)|ṅ(0)〉 = 0 . (1.11)

La conexión dada por los vectores horizontales definidos por (1.11) es conocida
como conexión de Berry.
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Veamos como son los levantamientos horizontales de la conexión de Berry.
Tomemos una curva ξ en el espacio de los parámetros, un vector |m〉 en Fλ en
cada punto de algún abierto que incluya a ξ (es decir, una sección) y el levan-
tamiento horizontal de ξ, al que llamaremos ξ̃. Escribamos a ξ̃ de la siguiente
forma, ξ̃(t) = (λ(t), |n′(t)〉). Como dos vectores en Fλ(t) sólo difieren por una

fase, podemos escribir |m′(t)〉 = eiγ(t)|m(t)〉. Como el levantamiento ξ̃ es hori-
zontal, |m′(t)〉 tiene que ser horizontal, por lo que usando (1.11), la ecuación
diferencial que tiene que cumplir γ(t) es:

γ̇ = i〈n| d
dt
|n〉 ,

que es igual a la ecuación (1.2) que cumple γξ. Aśı, si un Hamiltoniano no
degenerado evoluciona adiabáticamente según una curva ξ en el espacio de los
parámetros, y si el sistema está inicialmente en un eigenestado |m〉, al terminar
de recorrer la curva ξ el estado en el que estará el sistema será (salvo una fase
dinámica) el mismo que se obtiene al transportar paralelamente al estado |m〉
a lo largo de ξ con la conexión de Berry.

1.3. Una part́ıcula con esṕın 1/2 en un campo
magnético

El Hamiltoniano correspondiente a una part́ıcula con esṕın 1/2 en un campo
magnético B es:

H(t) =
λ~
2

B(t) · σ ,

donde λ es una constante con las unidades correctas para que se pueda dar la
igualdad, y σ es el operador vectorial cuyas componentes son las matrices de
Pauli, σ = (σx, σy, σz). Usando la notación estándar, denotaremos como |+〉 y
|−〉 a los eigenvectores de σz con eigenvalores 1 y −1 respectivamente. Estos
eigenvectores son base del espacio de Hilbert del esṕın. El único parámetro
externo en este problema es el campo magnético B, es decir, en el fondo H
depende de B, lo que hace que el espacio de parámetros sea R3.

A cualquier estado |ψ〉 en el espacio de Hilbert del esṕın, le podemos aso-
ciar un vector en R3 de la siguiente forma, |ψ〉 → 〈ψ|σ|ψ〉. Dado un vector
A de R3, el estado |ψ〉 es un eigenestado con eigenvalor positivo de A · σ si
y solo si 〈ψ|σ|ψ〉 = αA con α > 0. En este caso diremos que |ψ〉 está ali-
neado con A. De la misma manera, si |ψ〉 es un eigenestado de A · σ con ei-
genvalor negativo, diremos que A y |ψ〉 están anti-alineados. Dado un vector
A = A(cos(φ) sin(θ), sin(φ) sin(θ), cos(θ)), los estado alineados con A son (salvo
por una fase)1:

|n̂+〉 = cos(θ/2)|+〉+ eiφ sin(θ/2)|−〉 , (1.12)

con eigenvalor (del operador A · σ):

E+ = A , (1.13)

mientras que los estados anti-alineados con A son (salvo por una fase):

|n̂-〉 = sin(θ/2)|+〉 − eiφ cos(θ/2)|−〉 , (1.14)

1Véase [7, Caṕıtulo 1, problema 9]
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con eigenvalor:
E− = −A . (1.15)

Al espacio de los parámetros, que es R3, le podemos dar coordenadas esféricas
r = B, θ y φ. Para cualquier punto B en el espacio de los parámetros con
coordenadas esféricas (B, θ, φ), elegimos al estado alineado con B dado por
(1.12), el cual es un eigenestado de H(B) con eigenenerǵıa (usando (1.13)):

EB+ =
λB~

2
. (1.16)

Notemos que sólo θ y φ son de relevancia para la elección de los estados |n̂+〉,
por lo que el espacio de parámetros efectivo es una esfera, aun en el caso en que
la magnitud B no es constante.

Supongamos que la evolución de H(t) es adiabática, que el campo magnético
sigue una curva cerrada ξ en la esfera en un tiempo T y que el estado inicial del
esṕın |ψ0〉 está alineado con B(0). Con estas hipótesis, en virtud del teorema
adiabático, el esṕın se mantendrá alineado con B(t) para cualquier tiempo t
posterior. Esto lo podemos ver de manera intuitiva de la siguiente forma. Pri-
mero escribimos al vector B como B = Bn̂ con n̂ un vector unitario. Ahora,
calculemos la derivada temporal del valor esperado del operador σi:

d

dt
〈σi〉 =

i

~
〈[H,σi]〉 =

∑
j,k

λBn̂j 〈σk〉 εijk .

La igualdad anterior implica que:

d

dt
〈σ〉 = λB n̂× 〈σ〉 . (1.17)

En palabras, la igualdad anterior dice que instantáneamente lo que hace el
vector 〈σ〉 es rotar alrededor del vector n̂ con frecuencia angular λB, mientras
que el vector n̂ también está cambiando. Como en el tiempo t = 0 el vector n̂
y el esṕın están alineados, para que el esṕın se pueda mantener alineado con n̂,
geométricamente es claro que la frecuencia con la que va cambiando n̂ debe ser
mucho menor que la frecuencia con la que gira 〈σ〉 alrededor de n̂, es decir, se
debe dar la siguiente desigualdad:

ω0 � λB , (1.18)

donde ω0 es una frecuencia caracteŕıstica con la que va cambiando n̂. La ecuación
anterior se conoce como condición de adiabaticidad2.

Calculemos ahora la fase geométrica γ. La elección (1.12) de los estados |n̂+〉
es continua en toda la esfera salvo en los polos norte y sur. Como teńıamos que
elegir estos vectores en toda la curva ξ, supondremos que la curva ξ no pasa por
ningún polo. Claramente, lo anterior es posible eligiendo el eje ẑ adecuadamente.
Como la curva ξ no pasa por los polos, la elección de los estados |n̂+〉 regresará sin
holonomı́a, por lo que usando (1.10) obtenemos:

γ = −
∫
ξ

sin2

(
θ

2

)
dφ =

1

2

∫
ξ

(cos(θ)− 1)dφ . (1.19)

2Otra manera de obtener esta desigualdad es aplicar directamente las condición de adia-
baticidad estudiada en la sección1, que la frecuencia caracteŕıstica (multiplicada por ~) con
la que varia n̂, ~ω0, sea mucho menor que la diferencia entre las dos eigenenerǵıas distintas,
~λB (por las ecuaciónes (1.13) y (1.15)).
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Figura 1.1: La fase geométrica cuando el campo magnético B sigue la curva ξ
es -1/2 del área de la región Ξ

Si calculamos la derivada exterior de la 1-forma (cos(θ) − 1)dφ, y aplicamos el
teorema de Stokes obtenemos que:

γ = −1

2

∫
Ξ

sin(θ)dθ ∧ dφ , (1.20)

donde Ξ es una de las 2 superficies en la esfera que tiene como frontera a la
curva ξ. Como la 2-forma sin(θ)dθ ∧ dφ es la forma de área de la esfera, la fase
geométrica sólo depende del área encerrada por la curva ξ y vale menos la mitad
de esta área. Esta situación se ilustra en la figura 1.1.

Dada una curva ξ en la esfera, existen dos superficies distintas que tienen
como frontera a la curva ξ. Aunque en general, dichas superficies tienen diferente
área, para calcular la fase geométrica nos podemos tomar a cualquiera de las
dos superficies. Para ver que esto en efecto ocurre, volvamos a la figura 1.1. Si
llamamos A al área de la región Ξ, el área de la otra superficie con frontera ξ, Ξ′,
será 4π−A. Notemos que debido a la orientación de la curva ξ, la orientación de
Ξ sera positiva, mientras que la orientación de Ξ′ será negativa. Aśı, al integrar
la 2-forma de (1.20) en la superficie Ξ, el resultado sera −A/2, mientras que en
la superficie Ξ′ será −A/2+2π. Ambos resultados difieren sólo por 2π, lo cual en
términos de fases es irrelevante. Por lo tanto, la fase geométrica será simplemente
−A/2, donde A es el área de cualquier superficie que tiene como frontera a ξ
(tomando en cuenta orientación).

La fase dinámica es (usando (1.2) y (1.16)):

α+ = −1

~

T∫
0

EB+dt = −λ
2

T∫
0

Bdt . (1.21)

Notemos que la fase geométrica no depende de B, mientras que la fase dinámica
sólo depende de B.

En lo que resta de la sección, aplicaremos los resultados obtenidos para el
caso en el que el campo magnético rota lentamente alrededor del eje ẑ con
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velocidad angular constante ω y magnitud constante B = B0. Si llamamos θ al
ángulo que forma el campo magnético con el eje ẑ, y suponemos que inicialmente
el campo magnético se encuentra en el plano XZ, la ecuación que cumple B(t)
es:

B(t) = B0n̂(t) = B0

(
cos(ωt) sin(θ), sin(ωt) sin(θ), cos(θ)

)
,

por lo que el Hamiltoniano H es:

H =
λ~
2
B0

(
cos(ωt) sin(θ), sin(ωt) sin(θ), cos(θ)

)
· σ . (1.22)

En este caso, la trayectoria que sigue el vector n̂(t) tiene periodo T = 2π/ω.
Evidentemente, la frecuencia caracteŕıstica con la que vaŕıa n̂ es ω, aśı que la
condición de adiabaticidad (1.18) se reduce a:

ω � λB0 . (1.23)

La ecuación de Schrödinger con el Hamiltoniano (1.22) se puede resolver de
manera anaĺıtica definiendo la transformación:

R(t) = e−iωt
σz
2 ,

|ψ(t)〉 = R(t)|φ(t)〉 .
(1.24)

La transformación R(t) corresponde a una rotación en el espacio del esṕın3, lo
que corresponde f́ısicamente a poner el sistema de referencia en el “sistema de
referencia que rota con el campo magnético”. Usando la ecuación de Schrödinger,

i~
d

dt
|ψ〉 = H|ψ〉

y (1.24), obtenemos que el Hamiltoniano H ′ que dicta la evolución de |φ(t)〉 es:

H ′ = R−1HR− i~R−1 dR

dt
, (1.25)

el cual, desarrollando un poco de álgebra, se reduce a:

H ′ =
λ~
2
B0

(
sin(θ), 0, cos(θ)− ω

λB0

)
· σ =

λ~
2
Mm̂ · σ , (1.26)

donde

M = B0

√
1− 2 cos(θ)

(
ω

λB0

)
+

(
ω

λB0

)2

y m̂ =
B0

M

(
sin(θ), 0, cos(θ)− ω

λB0

)
.

Notemos que H ′ es independiente del tiempo y es el Hamiltoniano de una
part́ıcula con esṕın 1/2 en un campo magnético efectivo Mm̂. La solución es:

|φ(t)〉 = e−iλMt m̂·σ2 |φ(0)〉 ,

es decir, la evolución del estado |φ(0)〉 es rotar alrededor del eje m̂ con velocidad
angular λM . Para que la evolución de |φ(0)〉 sea de periodo T , es necesario que

3Para una discusión sobre los operadores de rotación en el espacio del esṕın, véase [7,
Sección 3.1].
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Figura 1.2: Comparación de las trayectorias de 〈σ〉 y n̂ para diferentes valores
de ω/(λB0). a) θ = π/3, ω/(λB0) ≈ 0.074; b) θ = π/3, ω/(λB0) ≈ 0.048.

el número de vueltas alrededor del eje m̂ en este tiempo sea un número entero.
Por lo tanto, se necesita que:

(λM)(T ) = 2πk ,

donde k es un número entero. Sustituyendo la igualdad T = 2π/ω y la expresión
para M obtenemos que la condición para que |φ(t)〉 (y por lo tanto la de |ψ(t)〉,
pues por (1.24), R(T ) = −I) sea ćıclica es:√

1− 2 cos(θ)
(

ω
λB0

)
+
(

ω
λB0

)2

ω
λB0

= k . (1.27)

En la figura 1.2 se graficaron dos trayectorias ćıclicas de 〈σ〉 para diferentes
valores de ω/(λB0). Claramente, podemos observar que mientras más chico sea
este cociente, más cercana es la trayectoria de 〈σ〉 a la de n̂(t).

Como ya se discutió, la fase geométrica después de que el campo magnético
de una vuelta será, en este caso, menos la mitad del ángulo sólido encerrado
por la curva que sigue el campo magnético. Aśı, usando (1.19) llegamos a que
la fase geométrica después de una vuelta es:

γ = −2π sin2

(
θ

2

)
= π(cos(θ)− 1

)
. (1.28)

El resultado anterior es independiente de ω, ya que ω sólo tiene información de
como recorrió n̂ la curva cerrada, y no de la curva en śı. Usando (1.21), la fase
dinámica es :

γdin = −1

~

2π
ω∫

0

EB+dt = −λB0

(π
ω

)
.

La expresión anterior tiene un polo cuando ω → 0. Esto no es un caso particular
de este problema, ya que en general la fase dinámica va como enerǵıa por tiempo,
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y en el caso adiabático, T →∞. Esta propiedad distingue a las fases dinámicas
de las geométricas en el ĺımite adiabático. En general, la fase geométrica son los
términos que no dependen de ω, y la fase dinámica tiene polos en ω.

1.4. Fase de Aharonov-Anandan

Para definir la fase geométrica, necesitábamos un Hamiltoniano que evolucionara
adiabáticamente, y un sistema que inicialmente estuviera en un eigenestado de
dicho Hamiltoniano. La fase Aharonov-Anandan es una generalización de la fase
geométrica en el sentido en que no pediremos que el Hamiltoniano H evolucione
adiabáticamente, su evolución puede ser cualquiera, y el estado inicial no tiene
que ser eigenestado del Hamiltoniano [2]. El desarrollo de la presente sección
está basado principalmente en [2], [5, Sección 5.2.1] y [5, Sección 5.2.3].

Consideremos un Hamiltoniano H y un estado inicial |ψ0〉 tales que la evo-
lución temporal de |ψ0〉 según HA es ćıclica, es decir,

|ψ(T )〉 = eiγT |ψ0〉 . (1.29)

La curva dada por los estados |ψ(t)〉 en el espacio de Hilbert de los estados no
es cerrada, ya que no regresa al estado inicial. Para obtener una curva cerrada,
podemos considerar al espacio de los operadores de proyección unidimensionales
P, es decir, P es el conjunto de todos los operadores |φ〉〈φ| con |φ〉 un estado
normalizado. Dado un estado normalizado |φ〉, le podemos asociar el operador
de proyección |φ〉〈φ|. Claramente dos estados difieren por una fase si y solo si el
operador de proyección asociado a ambos es el mismo. Por lo anterior, la curva
dada por los operadores |ψ(t)〉〈ψ(t)| es una curva cerrada en P. Lo que haremos
a continuación será separar a la fase γT en 2 partes, una que sea análoga a la
fase dinámica y otra que sólo dependa de esta curva cerrada en P.

La evolución del estado |ψ0〉 está dada por la ecuación de Schrödinger:

i~|ψ̇(t)〉 = H|ψ(t)〉 .

Consideremos ahora un Hamiltoniano H ′ dado por la expresión H ′ = H + a(t)
donde a(t) es solamente un número real que depende del tiempo. Es claro que
la solución |ψ′(t)〉 para la ecuación de Schrödinger con H ′ será:

|ψ′(t)〉 = e
− i

~

t∫
0

a(u)du
|ψ(t)〉 . (1.30)

Como |ψ(t)〉 y |ψ′(t)〉 sólo difieren por una fase, la curva definida por los estados
|ψ(t)〉〈ψ(t)| será igual a la curva dada por |ψ′(t)〉〈ψ′(t)|. Si elegimos a la función
a(t) de manera correcta, podemos hacer que la curva parametrizada como |ψ′(t)〉
en el espacio de Hilbert de los estados śı sea una curva cerrada. Más en espećıfico,
lo que tiene que cumplir a(t) es (usando (1.29) y (1.30)):

1

~

∫ T

0

a(t)dt = γT .

Como |ψ′(t)〉 es solución a la ecuación de Schrödinger con el Hamiltoniano H ′,
tenemos que:

i~|ψ̇′(t)〉 = (H + a(t))|ψ′(t)〉 .
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Haciendo el producto interno con el estado 〈ψ′(t)|, reordenando e integrando de
0 a T obtenemos que:

γT =
1

~

T∫
0

a(t)dt = −1

~

T∫
0

〈ψ′(t)|H|ψ′(t)〉dt+ i

T∫
0

〈ψ′(t)|ψ̇′(t)〉dt . (1.31)

Como los estados |ψ(t)〉 y |ψ′(t)〉 sólo difieren por una fase por construcción, se
cumple la igualdad 〈ψ′(t)|H|ψ′(t)〉 = 〈ψ(t)|H|ψ(t)〉. Al término

α = −1

~

T∫
0

〈ψ′(t)|H|ψ′(t)〉dt = −1

~

T∫
0

〈ψ(t)|H|ψ(t)〉dt , (1.32)

se le conoce como fase dinámica, por ser análoga a la fase dinámica definida
anteriormente en (1.2), y al término

γ = i

T∫
0

〈ψ′(t)|ψ̇′(t)〉dt , (1.33)

se le conoce como fase de Aharonov-Anandan. Usando (1.31), obtenemos:

γ = γT − α , (1.34)

por lo que la fase de Aharonov-Anandan es la fase total γT entre el estado
inicial y el final menos la fase dinámica. Ahora veremos que la fase de Aharonov-
Anandan sólo depende de la curva dada por los estados |ψ(t)〉〈ψ(t))| en P. Para
ver esto, tomemos una curva cerrada parametrizada como |φ(t)〉 en el espacio
de estados f́ısicos tal que se de la igualdad |ψ′(t)〉〈ψ′(t)| = |φ(t)〉〈φ(t)|, es decir,
ambas curvas inducen la misma curva en P. Lo anterior implica la igualdad
|φ(t)〉 = eiβ(t)|ψ′(t)〉 para alguna fase β(t). Como ambas curvas regresan al
estado inicial después del tiempo T , se tiene la igualdad β(0) = β(T ). En la
figura 1.3 se ilustra esquemáticamente la relación entre las curvas dadas por los
estados |ψ(t)〉, |ψ′(t)〉 y |φ(t)〉. Calculemos ahora la siguiente integral:

i

∫ T

0

〈φ(t)|φ̇(t)〉dt = i

∫ T

0

〈ψ′(t)|ψ̇′(t)〉dt−
∫ T

0

˙β(t)dt

= i

∫ T

0

〈ψ′(t)|ψ̇′(t)〉dt− β(t)

∣∣∣∣∣
T

0

= i

∫ T

0

〈ψ′(t)|ψ̇′(t)〉dt = γ ,

por lo que la fase de Aharonov-Anandan se puede calcular como

γ = i

∫ T

0

〈φ(t)|φ̇(t)〉dt ,

donde los estados |φ(t)〉 son tales que los operadores |φ(t)〉〈φ(t)| y |ψ′(t)〉〈ψ′(t)|
son iguales, y los estados |φ(t)〉 no tiene por qué tener información alguna sobre
el Hamiltoniano H.

Para escribir lo anterior en términos de haces fibrados, la elección natural
para el espacio base es P y como fibra todos los estados que tienen asociados
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Figura 1.3: Relación entre las curvas dadas por |ψ(t)〉, |ψ′(t)〉 y |φ(t)〉. Las tres
curvas inducen la misma curva en el espacio P.

al mismo operador de proyección en P. El haz fibrado anterior tiene como fibra
a U(1), y sus puntos se pueden escribir como (P, |ψ〉) donde P = |ψ〉〈ψ|. La
conexión que le damos a este haz es análoga a la que se dio en el caso de fase
de Berry. Decimos que el vector h = (Ṗ , |ψ̇〉) es horizontal si y solo 〈ψ|ψ̇〉 = 0.
Usando la conexión anterior se puede demostrar que la fase Aharonov-Anandan
se puede calcular haciendo un transporte paralelo a lo largo de una curva4 en
P.

1.5. Una part́ıcula con esṕın 1/2 en un campo
magnético estocástico

Consideremos el Hamiltoniano H (1.22), es decir, el Hamiltoniano de un campo
magnético con magnitud constante B0, que forma un ángulo θ0 con el eje ẑ
y rota alrededor de éste con frecuencia angular ω acoplado con un esṕın. El
Hamiltoniano es:

H =
λ~
2

B0 · σ =
λ~
2
B0

(
cos(ωt) sin(θ0), sin(ωt) sin(θ0), cos(θ0)

)
· σ .

En este caso, si la evolución es adiabática, la fase geométrica no es más que
menos la mitad del ángulo sólido que encierra el campo magnético al dar una
vuelta en un tiempo T = 2π/ω. Lo anterior experimentalmente es imposible de
realizar, ya que el campo magnético siempre se verá afectado por algún ruido
externo. Llamemos εK(t) al campo magnético debido a este ruido. Supongamos
que este ruido es pequeño en comparación de B0, es decir, εK(t) � B0 (con
K(t) la magnitud del vector K(t)). También supongamos K(t) tiene como valor
promedio en el tiempo T el vector cero, y que las diferentes componentes de K
son independientes entre śı. Geométricamente es claro que el área que encierra

4Véase [5, Sección 5.2.3]
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Figura 1.4: La ĺınea punteada es la trayectoria que sigue la dirección del campo
magnético sin ruido, y la linea continua la que sigue la dirección del campo
magnético estocástico. Las áreas que encierran ambas son muy parecidas.

el campo magnético total B = B0 + εK es muy similar a la que encierra B0

(figura 1.4).

Calculemos la fase geométrica en el caso en el que está presente este ruido
externo. El Hamiltoniano H es:

H(t) =
λ~
2

(B0(t) + εK(t)) · σ .

Supongamos que aunque hay ruido, el Hamiltoniano śı regresa al estado original
después de el tiempo T . Usando (1.19),

γ =
1

2

∫
ξ

(cos(θ)− 1)dφ =
1

2

T∫
0

(cos(θ)− 1)φ̇dt , (1.35)

donde ξ es la curva determinada por la dirección del campo magnético total B, θ
y φ son las coordenadas esféricas de B. Es importante recordar que para calcular
la fase geométrica en este problema en particular, la magnitud de B es irrelevan-
te. En el caso en que no hubiera ruido, K = 0, por lo que en un tiempo arbitrario
t, el campo magnético total tendŕıa coordenadas esféricas (θ0 ≡ cte, φ0(t) = ωt).
Como εK es pequeño en comparación de B0, obtendremos que en un tiempo t
el campo magnético tendrá coordenadas esféricas (θ = θ0 + δθ, φ = φ0 + δφ),
con δφ y δθ mucho menores que φ0 y θ0 respectivamente.

Calculemos γ de (1.35) hasta orden O(ε2). Para esto, definimos los siguientes
vectores:

R̂(t) =
(

cos
(
φ0(t)

)
cos(θ0), sin

(
φ0(t)

)
cos(θ0),− sin(θ0)

)
, (1.36)

Î(t) =
(
− sin

(
φ0(t)

)
, cos

(
φ0(t)

)
, 0
)
, (1.37)

n̂(t) =
(

cos
(
φ0(t)

)
sin(θ0), sin

(
φ0(t)

)
sin(θ0), cos(θ0)

)
. (1.38)

Los vectores R̂(t), Î(t) y n̂(t) forman una base ortogonal derecha, y son sim-
plemente el resultado de rotar la base R̂(0), Î(0), n̂(0) alrededor del eje ẑ un
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Figura 1.5: Representación de los vectores R̂, Î, n̂

ángulo ωt. En la figura 1.5 se muestran estos vectores para un cierto tiempo t.
Si escribimos a los vectores B0 y K en términos de esta base, obtenemos:

B0 = B0n̂ ,

εK = ε(KRR̂+KI Î +Knn̂) .

En términos de esta base, si calculamos cos(θ) obtenemos: (calculando B · ẑ y
despejando cos(θ)5),

cos(θ) = cos(θ0) − ε

(
KR sin(θ0)

B0

)
+ ε2

(
2KRKn sin(θ0) − cos(θ0)(K2

R +K2
I )

2B2
0

)
+O(ε3) .

(1.39)

Si proyectamos al vector B en el plano XY , podemos calcular el ángulo φ. En
este caso, obtenemos que el ángulo es :

φ = φ0+ε

(
KI

B0 sin(θ0)

)
−ε2

(
KRKI cos(θ0) +KIKn sin(θ0)

sin2(θ0)B2
0

)
+O(ε3) . (1.40)

De la expresión anterior, es inmediato calcular φ̇.
Si sustituimos las expresiones anteriores de cos(θ) y φ̇ en (1.35), y hacemos

manipulaciones algebraicas obtenemos la siguiente expresión :

γ =
1

2

T∫
0

(cos(θ0)− 1)ωdt+ ε

T∫
0

(LRKR + LIK̇I)dt+
ε2ω sin(θ0)

2B2
0

T∫
0

KnKR dt (1.41)

− ε2ω cos(θ0)

4B2
0

T∫
0

(K2
R +K2

I ) dt+ ε2
∑
i6=j

T∫
0

Ti,j KiK̇j dt+O(ε3) ,

5Véase el Apéndice A.1, para el desarrollo algebraico de las siguientes ecuaciones.
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Figura 1.6: Comparación entre los aumentos y disminución de áreas para dife-
rentes valores de θ0.

donde Li y Ti,j están definidos por las siguientes expresiones :

LR = −ω sin(θ0)

2B0
, LI = − tan( θ02 )

B2
0

, TI,n = Tn,I =
tan

(
θ0
2

)
B2

0

TR,I = −
sec2

(
θ0
2

)
4B2

0

, TI,R =
cot(θ0) tan( θ02 )

2B2
0

, Tn,R = TR,n = 0 . (1.42)

Como podemos notar, las cantidades Li y Ti,j no dependen de t, por lo que
pueden salir de sus respectivas integrales en (1.41).

Claramente, la primera integral de (1.41) es la fase geométrica estándar del
sistema si no hubiera ruido externo. Como K es aleatorio, el valor promedio de
sus componentes (y de sus derivadas) son cero, lo que garantiza que la segunda
integral es cero. Debido a la independencia entre las componentes de K, el valor
promedio del producto de 2 componentes distintas es 0, por lo que la tercera
y la última integral también son cero. Aśı, las únicas integrales no nulas son la
primera y la cuarta, por lo que obtenemos el siguiente resultado:

γ =
1

2

T∫
0

(cos(θ0)− 1)ωdt− ε2 cos(θ0)

4B2
0

T∫
0

(K2
R +K2

I )ω dt+O(ε3) . (1.43)

En la expresión anterior, no hay correcciones 6 de orden O(ε). Esto implica que la
variación de la fase geométrica, si hay ruido externo, es poca para ruidos externos
pequeños comparados con el campo B0. También podemos notar que el término
de orden O(ε2) va multiplicado por un factor de − cos(θ0). Geométricamente, es
claro que este factor debeŕıa aparecer. Como la fase geométrica es proporcional al
área encerrada por la curva en la esfera que sigue B(t), si θ0 = π/2 la reducción
en el área cuando θ < θ0 exactamente compensará el aumento de área cuando
θ > θ0, por lo que no habrá corrección a la fase geométrica. De manera análoga,

6La idea general de la presente sección se basó en [6], aunque los cálculos correspondientes
se realizaron de manera distinta. En [6] el cálculo se realizó hasta orden O(ε1), mientras que
aqúı se hizo hasta orden O(ε2).
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si θ0 < π/2, la disminución del área cuando θ < θ0 será menor que el aumento
de área si θ > θ0, lo que hará que haya un aumento en el área encerrada. Por lo
anterior, la fase geométrica disminuye (pues es proporcional a menos el área).
Análogamente, si θ0 > π/2, la fase geométrica aumenta. El comportamiento
anterior es obtenido en la expresión (1.43) gracias al factor de − cos(θ0), el cual
es negativo si θ0 < π/2, es cero si θ = π/2 y es positivo si θ0 > π/2. Este
razonamiento se ilustra en la figura 1.6.



Caṕıtulo 2

Fase geométrica de una
part́ıcula con esṕın 1/2 en
un “campo magnético
cuántico”

2.1. Definición de “campo magnético cuántico”

En el caṕıtulo anterior, se vio como se comportaba la fase geométrica de una
part́ıcula con esṕın 1/2 en un campo magnético clásico y en un campo magnético
clásico estocástico. Lo que se hará a continuación será definir lo que es un “cam-
po magnético cuántico” y se estudiará el comportamiento de la fase geométrica
en este caso.

Ya discutimos que cuando un campo magnético interactúa con un esṕın, el
Hamiltoniano de la interacción está dado por:

H =
λ~
2
B · σ , (2.1)

donde B es un vector en R3, por lo que tiene una dirección bien definida, aún en
el caso en el que el campo sea estocástico. Para modelar un “campo magnético
cuántico” que no tenga una dirección bien definida, sino que tenga una incerti-
dumbre cuántica, se sustituirá al campo magnético B de (2.1) por un operador
vectorial A cuyas componentes no necesariamente conmuten entre śı. Para tener
cierta independencia entre el campo magnético y el esṕın, se trabajará en un
espacio de Hilbert HT que sea el producto tensorial de dos espacios de Hilbert
ortogonales entre śı Hp y Hs, de forma que se de la igualdad HT = Hp⊗Hs. Al
espacio de Hilbert Hs lo llamaremos espacio del esṕın y es el espacio de Hilbert
del esṕın que queremos que interactúe con el “campo magnético cuántico” y a
Hp lo llamaremos espacio de la part́ıcula, que puede ser el espacio de Hilbert de
una part́ıcula en R3 o incluso el espacio de Hilbert de otro esṕın.

Genéricamente, los estados de HT se pueden escribir como una combinación
lineal de estados |ψ〉⊗ |ψs〉, donde |ψ〉 es un estado en el espacio de la part́ıcula,
y |ψs〉 es un estado en el espacio del esṕın. De manera análoga, los operadores

17
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se pueden escribir como combinación lineal de operadores A ⊗ B. En el caso
de que un operador se pueda escribir como A⊗ I o I ⊗ B (con I la identidad)
escribiremos al operador simplemente como A o como B respectivamente. Con
esta notación, el operador

∑
iAi ⊗ σi se puede escribir de manera compacta

como A · σ.
Aśı, para estudiar la fase geométrica debida a la interacción de un “campo

magnético cuántico” con una part́ıcula con esṕın 1/2, analizaremos la ecuación
de Schrödinger con el siguiente Hamiloniano H que actúa sobre los estados del
espacio HT :

H = HA +
λ~
2
A · σ ,

con estado inicial

|Ψ0〉 = |ψ0〉 ⊗ |n̂0+〉 ,

 (2.2)

donde HA es un Hamiltoniano que actúa solamente en el espacio de la part́ıcula
Hp, |ψ0〉 es un estado tal que su evolución temporal según HA, |ψt〉, es ćıclica
con periodo T salvo por una fase γA y |n̂0+〉 es un estado en el espacio del esṕın
alineado con A0, donde

At = 〈ψt|A|ψt〉 . (2.3)

Si llamamos |Ψt〉 a la solución de la ecuación de Schrödinger basada en (2.2),
se tiene que (en analoǵıa con (1.17)):

d

dt
〈σi〉 =

i

~
〈[H,σi]〉 =

i

~
〈[HA +

λ~
2

A · σ, σi]〉 =
iλ

2
〈[A · σ, σi]〉

=
∑
j,k

〈Aj〉〈σi〉εijk . (2.4)

En la ecuación anterior, los valores esperados son tomados respecto al estado
|Ψt〉. Está ecuación implica que:

d

dt
〈σ〉 = λ〈A〉 × 〈σ〉 . (2.5)

Al igual que en el caso clásico, lo que hace el valor esperado del esṕın ins-
tantáneamente es rotar alrededor del vector 〈A〉, lo que sugiere que de alguna
manera el valor esperado del esṕın “verá” un campo magnético 〈A〉.

Finalmente, supongamos que el valor esperado del término (λ~/2)A·σ es des-
preciable en comparación del de HA. En este caso, la interacción esṕın-campo
magnético casi no afecta a la part́ıcula, por lo que la evolución en el espacio
de Hilbert de la part́ıcula será cercana a |ψt〉. A la condición anterior la lla-
maremos condición de indiferencia, es decir, a la part́ıcula casi no le afecta la
presencia del esṕın. También supongamos que la evolución de At es adiabática,
de tal forma que el esṕın se mantenga alineado con At. A esta condición le
llamamos condición de adiabaticidad. Aśı, después de el tiempo T , el sistema
total (salvo pequeñas correcciones) volverá al estado inicial salvo una fase. Esta
fase tendrá dos partes. Una parte será una fase dinámica, y la otra será una
fase geométrica. Ésta a su vez tendrá tres partes. Una es la fase geométrica
que adquiriŕıa el sistema si el campo magnético fuera clásico, otra es la fase
geométrica de γA (según Aharonov-Anandan (1.34)) y la última parte será lo



2.2. Estados coherentes de un oscilador armónico 19

que denominaremos corrección cuántica, la cual es debida a que A no es un
vector simplemente, sino que es un operador.

Las propiedades y definiciones descritas en esta sección sobre A, HA, |ψt〉,
γA, A, T , |n̂0〉 y |Ψt〉 se utilizarán en las siguientes secciones sin repetirlas.

En las siguientes secciones calcularemos esta corrección cuántica para dife-
rentes Hamiltonianos HA y estados |ψ0〉. Como primer caso obtendremos esta
corrección si HA es el Hamiltoniano de un oscilador armónico tridimensional, y
|ψ0〉 es un estado coherente del oscilador, por lo que primero estudiaremos las
propiedades del oscilador armónico y de los estados coherentes.

2.2. Estados coherentes de un oscilador armóni-
co

El Hamiltoniano de un oscilador armónico 1-dimensional se puede escribir como:

H = ~ω
(
a†a+

1

2

)
,

donde a y a† son los operadores de escalera de los eigenestados del Hamiltoniano
del oscilador. Decimos que un estado es un estado coherente del oscilador si es
eigenvector del operador a. El espectro de a es no degenerado, y es todo C1.
Si denotamos como |α〉 a algún eigenestado de a con eigenvalor α, resolviendo
la ecuación de eigenvalores directamente llegamos a que |α〉 se puede escribir
como2:

|α〉 = e−
|α|2

2 eαa
†
|0〉 ,

donde |0〉 es el estado base del oscilador. Si inicialmente el sistema se encuentra
en el estado |ψ0〉 = |α〉 con α en C, resolviendo la ecuación de Schrödinger
directamente, obtenemos que la solución es3:

|ψ(t)〉 = e−
iω
2 t|e−iωtα〉 .

La solución anterior es dif́ıcil de interpretar f́ısicamente, por lo que conviene
reescribir |α〉 de otra manera. Si aprovechamos que e−α

∗a|0〉 = |0〉, y usamos que

eαa
†
e−α

∗a = e
|α|2

2 eαa
†−α∗a (fórmula de Baker–Campbell–Hausdorff4), llegamos

a:

|α〉 = eαa
†−α∗a|0〉 = eRe(α)(a†−a)+iIm(α)(a†+a)|0〉

= e−
i
~ (
√

2Re(α)r0)P+ i
~ (
√

2Im(α)p0)X |0〉 ,

donde X es el operador de posición, P es el operador de momento, r0 es el ancho
del estado base en el espacio de las posiciones, r0 =

√
~/(mω) y p0 es el ancho

del estado base en el espacio de los momentos, p0 =
√
~mω. Aśı, está claro que

el estado |α〉 se obtiene al aplicarle una traslación al estado base de
√

2Re(α)r0

en el espacio de las posiciones, y de
√

2Im(α)p0 en el espacio de los momentos.

1Para consultar las propiedades aqúı utilizadas sobre estados coherentes, véase [4, Com-
plemento GV ].

2Véase [4, Complemento GV , ecuación 41].
3Véase [4, Complemento GV , ecuación 92].
4Véase [4, Complemento BII , ecuación 63].
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Si inicialmente el sistema está en el estado |ψ0〉 = e−
i
~ρP |0〉, (es decir, está en

el estado base desplazado una distancia ρ), por la fórmula anterior,

|ψ0〉 = | ρ√
2r0

〉 ,

por lo que

|ψ(t)〉 = e−
iω
2 t|e−iωt ρ√

2r0

〉

= e−
iω
2 te−

i
~ (cos(ωt)ρ)P+ i

~ (− sin(ωt)ρmω)X |0〉 .

La expresión anterior quiere decir que la evolución de |ψ0〉 es básicamente una
traslación del estado base de ρ cos(ωt) en el espacio de las posiciones y de
−mωρ sin(ωt) en el espacio de los momentos. En particular, lo anterior sig-
nifica que el estado no cambiará su forma en ninguno de estos dos espacios.
Esta evolución es análoga a la de un oscilador armónico clásico, en el sentido
que la magnitud de la traslación en ambos espacios que se le aplica al estado
base coincide con la posición y momento de la part́ıcula si el oscilador fuera
clásico. En la figura 2.1 se muestra gráficamente esta evolución.

Si al estado base le aplicamos una traslación de ρ en el espacio de las posi-
ciones y de q en el espacio de los momentos, la evolución del oscilador armónico
será básicamente aplicarle traslaciones al estado base para que su evolución sea
análoga al del oscilador armónico clásico con condiciones iniciales X(0) = ρ,
P (0) = q. Por esta razón se dice que la evolución de los estados coherentes es
muy parecida a la de un estado clásico.

Si consideramos ahora un oscilador armónico tridimensional, como los espa-
cios de X,Y, Z son ortogonales entre śı, no habrá interferencia entre ellos, por
lo que lo anterior seguirá siendo válido. Es decir, si al estado base tridimensio-
nal le aplicamos una traslación de ~ρ en el espacio de las posiciones junto a una
traslación de ~q en el espacio de los momentos, el sistema evolucionará como si
el oscilador fuera clásico con condiciones iniciales ~x(0) = ~ρ, ~p(0) = ~q.

2.3. Primer modelo de un “campo magnético
cuántico”

Tomemos como HA al Hamiltoniano de un oscilador armónico isotrópico tri-
dimensional (al espacio f́ısico le damos coordenadas cartesianas X,Y, Z) con
posición de equilibrio en (0, 0, h), donde h es un escalar constante, es decir,

HA =
P 2
x

2m
+
mω2

2
X2 +

P 2
y

2m
+
mω2

2
Y 2 +

P 2
z

2m
+
mω2

2
(Z − h)2 . (2.6)

Como estado |ψ0〉 tomemos al estado coherente que se obtiene al desplazar al
estado base del oscilador tridimensional (si la posición de equilibrio de éste
estuviera en el origen) una distancia r en el espacio de las posiciones en X,
un momento mωr en el espacio de los momentos en PY y una distancia h
en Z. Por lo discutido en la sección anterior, |ψt〉 básicamente se obtendrá al
trasladar el centro de la Gaussiana del estado base a lo largo de una trayectoria
circular de radio r y velocidad angular ω en el plano XY , mientras que el centro
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Figura 2.1: Evolución del estado coherente que se obtiene al trasladar el estado
base una distancia ρ = 5r0.

de la Gaussiana en Z no se moverá debido a que se encuentra en la posición
de equilibrio del oscilador. De esta manera, si tomamos como operador A al
operador A = (X,Y, Z), es inmediato que la trayectoria de At es la de un
ćırculo de radio r en el plano Z = h, la cual es análoga a la trayectoria descrita
por el campo magnético clásico de la sección 1.3, es decir:

At = (r cos(ωt), r sin(ωt), h) . (2.7)

Aśı, el estado inicial en Hp, |ψ0〉, es expĺıcitamente:

|ψ0〉 = τ |0〉 , (2.8)

donde
τ = e−

i
~ rPxe

i
~mωrY e−

i
~hPz , (2.9)

y |0〉 es el estado base del oscilador armónico tridimensional con posición de
equilibrio en el origen.

Si calculamos |ψt〉 anaĺıticamente, obtenemos que tiene periodo T = 2π/ω,
y que γA es π. En el espacio del esṕın, Hs, tomamos como estado inicial al
siguiente estado alineado con A0,

|n̂0+〉 = cos

(
θ

2

)
|+〉 + sin

(
θ

2

)
|−〉 . (2.10)

En la figura 2.2 se ilustra el estado inicial |Ψ0〉, junto con las definiciones de θ
y ρ. Aśı, queremos resolver la ecuación de Schrödinger basada en (2.2) con HA,
|ψ0〉 y |n̂0+〉 definidos como en (2.6), (2.8) y (2.10).

En este problema hay varios parámetros que podemos modificar, θ y ρ en el
estado inicial |Ψ0〉 y m,ω y λ en el Hamiltoniano HA. Para poder calcular la co-
rrección a la fase geométrica, es necesario escribir expĺıcitamente las condiciones
que tienen que cumplir estos parámetros para que se cumplan las condiciones de
adiabaticidad e indiferencia descritas en la sección 2.1. Lo primero que supon-
dremos, es que θ es genérico, en otras palabras, que ρ, h y r son todos del mismo

FoI.p(x, t)1 

t=O,~ 

t= ~" 
t=7r 

FoI.p(x, t)1 

t=O,~ 

t= ~" 
t=7r 
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Figura 2.2: Estado inicial |Ψ0〉. En la figura también se muestra la evolución de
|ψ0〉 según HA.

orden de magnitud. Si pensamos en términos clásicos, la part́ıcula está sujeta a
dos fuerzas, una de ellas es debida al “resorte” del oscilador, y la otra es debida
a la interacción de la part́ıcula con el esṕın. Clásicamente, para obtener la fuerza
de un Hamiltoniano, hay que calcular las derivadas parciales respecto a X, Y y
Z. Calculando dichas derivadas del Hamiltoniano HA obtenemos que la fuerza
debida al “resorte” es:

mω2(X,Y, Z − h) = k(X,Y, Z − h) , (2.11)

donde k es la constante del “resorte” del oscilador. Para que haya indiferencia,
es necesario que |Ψt〉 en el espacio de la part́ıcula sea cercano a |ψt〉, por lo
que el valor esperado de la magnitud de la fuerza debida al “resorte”, Fresorte,
será cercano a:

Fresorte ≈ k|〈ψt|(X,Y, Z − h)|ψt〉| = kr|(cos(ωt), sin(ωt), 0)| = kr ≈ kρ .

Análogamente, podemos notar que la magnitud de la fuerza debida a la inter-
acción del esṕın con la part́ıcula, Fs-p, será del siguiente orden:

Fs-p ≈
λ~
2
,

cantidad que no depende de ρ. Para que se dé la condición de indiferencia,
necesitamos que Fs-p � Fresorte. Aśı la condición de indiferencia es:

λ~� kρ . (2.12)

Si definimos

ε2 =
λ~
kρ

(2.13)

es claro que tomar ε� 1 garantiza que se cumple la condición de indiferencia.
Si se cumple la condición de indiferencia (2.12), como At describe una trayec-

toria circular, esperamos que las condiciones para que el esṕın pueda seguir a este
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“campo magnético” coincidan con las de un sistema con un campo magnético
clásico rotando alrededor del eje ẑ como lo hace At. Usando (1.23), la condi-
ción de adiabaticidad es (notando que en este caso el “campo magnético” tiene
magnitud λρ):

ω � λρ . (2.14)

Si definimos
ξ2 =

ω

λρ
, (2.15)

la condición de adiabaticidad se cumple al pedir que ξ � 1. De la expresión
anterior podemos notar que el término λρ tiene unidades de frecuencia. Si lla-
mamos Ω = λρ, de (1.17), es claro que Ω es la frecuencia con la que giraŕıa el
esṕın alrededor de un campo magnético si el campo magnético fuera el vector
At.

Llamemos r0 al ancho en el espacio de las posiciones del estado base (que
es el mismo que el ancho de cualquier estado coherente). Notemos que (usando
(2.13) y (2.15)):

εξ =

√
ω

Ω

√
λ~
kρ

=

√
ω

λρ

λ~
mω2ρ

=

√
~
mω

1

ρ
=
r0

ρ
,

La expresión anterior implica que r0/ρ� 1. Si el esṕın está interaccionando con
este “campo magnético cuántico”, como la posición de la part́ıcula no está bien
definida sino que tiene una incertidumbre (sigue una distribución Gaussiana
tridimensional centrada en At), intuitivamente es como si el esṕın estuviera
interaccionando con una infinidad de campos magnéticos clásicos, los cuales
apuntarán principalmente a los puntos ubicados dentro del ancho de la Gaus-
siana r0, por lo que el cociente r0/ρ es la incertidumbre angular de la dirección
del campo magnético vista desde el esṕın, la cual será pequeña según la ecuación
anterior.

A continuación, resolveremos la ecuación de Schrödinger de manera pertur-
bativa, y obtendremos la fase total que adquiere el sistema después de un ciclo.
Como ya se discutió en la sección 1.3, la fase geométrica estará formada por los
términos de la fase total que no dependen de ω, mientras que la fase dinámica
estará dada por los polos en ω. Por lo tanto, para poder distinguir a la fase
geométrica, es necesario establecer las relaciones que tienen los parámetros m,
λ, y ρ con ω de tal manera que se cumplan las condiciones de indiferencia (2.12)
y de adiabaticidad (2.14). Las relaciones que utilizaremos son:

mω2 = k = cte ,

λ~
k
� ρ indiferencia ,

ω

λ
� ρ adiabaticidad ,

ρ y λ son independientes de ω .

(2.16)

Como el Hamiltoniano H no tiene información sobre ρ (ésta se encuentra conte-
nida en el estado inicial del sistema |Ψ0〉) lo que se hará será aplicar una trans-
formación R(t) para que en el nuevo Hamiltoniano transformado H ′ śı aparezca
ρ expĺıcitamente. La transformación R(t) está dada por la igualdad:

R(t) ≡ e− i
~HAtτ ⊗ e

iω cos(θ)t
2 e−

iωt
2 σz , (2.17)
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donde la traslación τ está definida por la ecuación (2.9).Como se cumple la
condición de indiferencia, la evolución del sistema, |Ψt〉, en el espacio de la

part́ıcula será cercana a e−
i
~HAt|ψ0〉 que se puede reescribir como e−

i
~HAtτ |0〉

usando (2.8). Como se cumple la condición de adiabaticidad, el esṕın, salvo
pequeñas correcciones, se mantendrá alineado con el vector At. Definimos

|n̂t +〉 = e−
iωt
2 σz |n̂0+〉 , (2.18)

el cual es un estado alineado con At (pues A0 y |n̂0+〉 están rotando de la misma
manera). Aśı en el espacio del esṕın, |Ψt〉 será (salvo una fase dinámica) cercano

a eiγse−
iωt
2 σz |n̂0+〉, donde (usando (1.8))

γs(t) = i

t∫
0

〈n̂u+| d
dt
|n̂u+〉du = ω cos(θ)t/2 . (2.19)

Tomando en cuenta lo anterior, si definimos a |Φt〉 según la siguiente ecuación:

|Ψt〉 = R(t)|Φt〉 . (2.20)

tendremos que |Φt〉 será cercano al estado |Φ0〉 = |0〉 ⊗ |n̂0+〉. La evolución
de |Φt〉 estará dada por un Hamiltoniano transformado H ′ el cual cumple la
ecuación (1.25). Calculemos H ′. Usando (2.17) llegamos a que:

−i~R−1 dR

dt
= −R−1HAR−

~ω
2
σz +

~ω
2

cos(θ) ,

por lo que el término R−1HAR de (1.25) se elimina y llegamos a que:

H ′ =
λ~
2
R(X,Y, Z) · σR−1 − ~ω

2
(σz − cos(θ)) . (2.21)

Definimos X(t) ≡ e
i
~HAtXe−

i
~HAt = X cos(ωt) + Px

mω sin(ωt) (la evolución del

operador X según HA en la imagen de Heisenberg)5. Análogamente definimos
los operadores Y (t) y Z(t). Calculando H ′ expĺıcitamente, y escribiéndolo ma-
tricialmente:

H ′ =
λ~
2

(
Z(t) (X(t)− iY (t))eiωt

(X(t) + iY (t))e−iωt −Z(t)

)
+
λ~ρ

2
n̂0 · σ −

~ω
2

(σz − cos(θ)) ,

Notemos que el término λ~ρ
2 n̂0 · σ corresponde al Hamiltoniano de un campo

magnético constante de magnitud λ~ρ/2 acoplado con el esṕın. Como |Ψt〉 es
cercano al estado base, los valores esperados de los operadores X(t), Y (t) y
Z(t) son del orden de r0, el ancho de la Gaussiana del estado coherente. Para
que sea más sencillo hacer teoŕıa de perturbaciones, es conveniente trabajar con
operadores que tengan valor esperado de orden de uno, por lo que definimos:
x(t) = 1

r0
X(t) (y(t) y z(t) son definidos de manera análoga). Escribiendo H ′ en

términos de x(t), y(t) y z(t) llegamos a:

H ′ =
λ~r0

2

(
z(t) (x(t)− iy(t))eiωt

(x(t) + iy(t))e−iωt −z(t)

)
+
λ~ρ

2
n̂0 · σ −

~ω
2

(σz − cos(θ)) .

5De la misma manera, Px(t) = P cos(ωt) − mω sin(ωt). Véase [7, Ecuaciónes 2.3.45a y
2.3.45b].
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Finalmente, escribiendo todo en términos de ε (2.13) y ξ (2.15) obtenemos:

H ′ = ~

Ω

2
(n̂0) · σ︸ ︷︷ ︸
≡H0

+ ξ
εΩ

2

(
z(t) (x(t)− iy(t))eiωt

(x(t) + iy(t))e−iωt −z(t)

)
︸ ︷︷ ︸

≡V (t)

+ ξ2

(
−Ω

2
(σz − cos(θ))

)
︸ ︷︷ ︸

≡Q

 . (2.22)

Como |Φ0〉 = |0〉 ⊗ |n̂+〉, se tiene que:

H0|Φ0〉 =
Ω

2
|Φ0〉 , (2.23)

por lo que |Φ0〉 es eigenvector de H0 con eigenvalor Ω
2 . Ahora procedemos a

hacer teoŕıa de perturbaciones dependiente del tiempo respecto a ξ. Como x(t),
y(t), z(t), σx, σy y σz tienen valor esperado de orden 1, ξV (t) y ξ2Q en verdad
tendrán valor esperado de orden ξ y ξ2 respectivamente.

El siguiente procedimiento para extraer la fase geométrica, está basado en
[1]. Si escribimos a la solución |Φt〉 como:

|Φt〉 = e−iH0tU(t)|Φ0〉 , (2.24)

y usamos la ecuación de Schrödinger con el Hamiltoniano H ′, obtenemos que U
cumple la ecuación:

U̇(t) = −i
(
ξṼ (t) + ξ2Q̃(t)

)
U(t) , (2.25)

donde Ṽ (t) = eiH0tV (t)e−iH0t, y Q̃(t) = eiH0tQe−iH0t.

Integrando la ecuación anterior de 0 a t, con la condición inicial U(0) = 1, e
iterando el resultado obtenemos:

U(t) =1− iξ
t∫

0

dt1Ṽ (t1)

− ξ2

 t∫
0

dt1

t1∫
0

dt2Ṽ (t1)Ṽ (t2) + i

t∫
0

dt1Q̃(t1)

+O(ξ3) , (2.26)

Para calcular la fase entre el estado inicial y el estado final, tenemos que
calcular el producto interno 〈Φ0|ΦT 〉. Desarrollando este producto ,

〈Φ0|ΦT 〉 = 〈Φ0|e−iH0TU(T )|Φ0〉 = e−
iΩ
2 T 〈Φ0|U(T )|Φ0〉 . (2.27)

Claramente el término e−
iΩ
2 T corresponde a una fase dinámica, que no contri-

buye a la fase geométrica.
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Por linealidad del producto interior, y usando que T = 2π/ω llegamos a que:

〈Φ0|U(T )|Φ0〉 =1− iξ

2π
ω∫

0

dt1〈Φ0|Ṽ (t1)|Φ0〉

− ξ2


2π
ω∫

0

dt1

t1∫
0

dt2〈Φ0|Ṽ (t1)Ṽ (t2)|Φ0〉+ i

2π
ω∫

0

dt1〈Φ0|Q̃(t1)|Φ0〉

 ,

(2.28)

despreciando términos de orden O(ξ3).
Como |Φ0〉 es eigenvector de H0 por (2.23), usando la definición de Ṽ (t),

obtenemos la exrpesión 〈Φ0|Ṽ (t1)|Φ0〉 = 〈Φ0|V (t1)|Φ0〉. Como el valor esperado
de los operadores x(t), y(t) y z(t) respecto a |0〉, el estado base del oscilador, es
cero, es inmediato que se da la igualdad 〈Φ0|V (t1)|Φ0〉 = 0, por lo que la primera
integral de (2.28) es cero. De la misma manera, 〈Φ0|Q̃(t1)|Φ0〉 = 〈Φ0|Q|Φ0〉.
Nuevamente, es inmediato que se cumple la igualdad 〈Φ0|Q|Φ0〉 = 0, por lo
que la última integral también es cero. Finalmente, hay que calcular la segunda
integral y recolectar los términos que no dependen de ω, lo que corresponderá a
la fase geométrica. Haciendo todo el desarrollo algebraico 6 obtenemos que el
resultado es:

〈Φ0|U(T )|Φ0〉 =1− 1

2
iπε2 + (términos dependientes de ω) . (2.29)

En la expresión anterior, los términos dependientes de ω incluyen a los polos en
ω, los cuales constituirán una fase dinámica. Llamemos α a esta fase dinámica.

Tomando el logaritmo natural de la expresión (2.29), dividiendo entre i e
ignorando los términos dependientes de ω para calcular la fase geométrica, γgeo,
obtenemos que ésta es (hasta orden O(ε2)):

γgeo = −1

2
πε2 . (2.30)

Notemos que γgeo es una fase puramente real por lo que la evolución de |Φ(t)〉
será ćıclica. Aśı,

|ΦT 〉 = e−iH0(T )U (T ) |Φ0〉 = e−
iΩ
2 T eiαe−

1
2 iπε

2

|Φ0〉 . (2.31)

Como ya se mencionó, los términos α y −Ω
2 T son fases dinámicas, mientras que

el término − 1
2πε

2 es una fase geométrica.
Para calcular la fase geométrica que adquiere el estado |ΨT 〉 = R(T )|ΦT 〉, te-

nemos que calcular el producto interno 〈Ψ0|ΨT 〉. Primero notemos que (usando
(2.17)):

R(0) =τ ⊗ I ,

R(T ) =(eiπ(cos(θ)−1))e−
i
~HAT τ ⊗ I .

(2.32)

El producto 〈Ψ0|ΨT 〉 es, usando (2.20):

〈Ψ0|ΨT 〉 = 〈Φ0|R†(0)R(T )|ΦT 〉 .
6Las operaciones se realizaron usando el programa Mathematica. Véase el Apéndice A.2.
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Usando (2.32) obtenemos:

= eiπ(cos(θ)−1)〈Φ0|τ †e−
i
~HAT τ |ΦT 〉 .

Sustituyendo (2.31) llegamos a:

= eiπ(cos(θ)−1)− 1
2 iπε

2

eiα〈Φ0|τ †e−
i
~HAT τ |Φ0〉 . (2.33)

Consideremos al término 〈Φ0|τ †e−
i
~HAT τ |Φ0〉 de la expresión anterior. El opera-

dor del centro sólo afecta al espacio de la part́ıcula, pero en este espacio |Φ0〉 es

el estado base, por lo que el producto interno anterior es 〈0|τ †e− i
~HAT τ |0〉. Por

definición, τ |0〉 es el estado coherente inicial, por lo que e−
i
~HAT τ |0〉 = eiγAτ |0〉

de donde se sigue que

〈Φ0|τ †e−
i
~HA

2π
ω τ |Φ0〉 = eiγA . (2.34)

Juntando las igualdades (2.33) y (2.34), obtenemos el producto deseado;

〈Ψ0|ΨT 〉 = eiαeiγAeiπ(cos(θ)−1)e−
1
2 iπε

2

. (2.35)

De la expresión de arriba, podemos reconocer varias fases. α es una fase dinámi-
ca, por lo que no contribuye a la fase geométrica. Está la fase γA y la fase
π(cos(θ) − 1), que es la fase geométrica de un esṕın acoplado con un campo
magnético At. El término que resta es lo que denominamos como la corrección
cuántica, que es:

Correción Cuántica = −1

2
πε2 . (2.36)

2.4. Segundo modelo de un “campo magnético
cuántico”

Llamemos UA al operador de evolución temporal asociado a HA y At a la evo-
lución temporal del operador A en la imagen de Heisenberg. Supongamos que
At se obtiene al aplicarle una rotación al operador A, es decir,

At = U†AAUA = R†pARp , (2.37)

donde Rp es una rotación dependiente del tiempo en el espacio de la part́ıcula.
En virtud de (2.37), se da la igualdad:

At = 〈ψ0|R†pARp|ψ0〉 = ρn̂t ,

donde ρ es una magnitud constante, y n̂t es un vector unitario.
Aśı queremos resolver la ecuación de Schrödinger basada en (2.2) donde

HA y A cumplen las propiedades descritas anteriormente. Supongamos que se
cumplen las condiciones de indiferencia y de adiabaticidad.

Llamemos Rs a la rotación correspondiente a Rp en el espacio del esṕın y R
a la rotación correspondiente en R3. Definimos al estado |n̂t+〉 con la siguiente
igualdad,

|n̂t+〉 = Rs(t)|n̂0+〉 . (2.38)
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Claramente, como A y |n̂0+〉 son rotados de manera idéntica, el estado |n̂t+〉
está alineado con At. Como |ψt〉 es ćıclico, A0 = AT , pero |n̂T +〉 y |n̂0+〉 pueden
diferir por una fase. Llamemos γ1 a esta fase, es decir,

eiγ1 = 〈n̂0+|n̂T +〉 . (2.39)

Como se cumplen las condiciones de adiabaticidad e indiferencia, esperamos que
|Ψt〉 sea cercano a |ψt〉⊗eiγs |n̂+〉 = (UA⊗eiγsRs) (|ψp0〉 ⊗ |n̂0+〉) donde (usando
(1.8))

γs(t) = i

t∫
0

〈n̂u+| d
dt
|n̂u+〉du .

Definimos la transformación

R(t) = UA(t)⊗ eiγsRs(t) , (2.40)

y al estado |Φt〉 como

|Ψt〉 = R(t)|Φt〉 . (2.41)

Por construcción de R, esperamos que |Φt〉 sea cercano a |Φ0〉. El Hamiltoniano
H ′ que determina la evolución de |Φt〉 es:

H ′ = R−1HR− i~R−1Ṙ . (2.42)

Calculando H ′ obtenemos:

H ′ =
λ~
2

(At · σt)− i~R−1
s Ṙs + ~〈n̂t+|

d

dt
|n̂t+〉 , (2.43)

donde σt = R−1
s σRs. Analicemos el término R−1

s Ṙs de la expresión anterior.
Para cualquier tiempo t, aplicar la rotación Rs(t+ dt) es lo mismo que aplicar
primero la rotación Rs(t) y luego una rotación infinitesimal(en la figura 2.3 se
ilustra esta situación para rotaciones en R3 ). Lo anterior quiere decir que:

Rs(t+ dt) = e−i
ωtdt

2 µ̂·σRs(t) ,

donde µ̂ es un eje de rotación instantáneo, y ωt es una velocidad angular ins-
tantánea. La igualdad anterior implica que:

Ṙs = −iω
2

(µ · σ)Rs , (2.44)

donde ω es un valor promedio de ωt, ω = 2π/T , y µ es un vector paralelo a µ̂
con magnitud de orden uno.

Aplicando R−1
s en ambos lados de (2.44), obtenemos que:

R−1
s Ṙs = −iω

2
χ · σ , (2.45)

donde R−1
s (µ · σ)Rs = χ · σ, por lo que se da la igualdad R(χ) = µ. Aśı χ tiene

magnitud de orden uno.
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Figura 2.3: En la figura se muestra la aplicación de R(t) a una cierta base (linea
delgada) y de R(t + dt) a la misma base (linea gruesa). Ambas rotaciones solo
difieren por una rotación pequeña alrededor del eje µ.

Usando (2.38) y (2.45) obtenemos (pues como Rs es una rotación, se tiene
que R−1

s = R†s):

i〈n̂(t)+| d
dt
|n̂(t)+〉 = i〈n̂0|R†s

d

dt
Rs|n̂0〉

= i〈n̂0|R†sṘs|n̂0〉 =
ω

2
〈n̂0|χ · σ|n̂0〉

=
ω

2
χ · n̂0 . (2.46)

Sustituyendo (2.46) y (2.45) en (2.43) obtenemos:

H ′ =
λ~
2

(At · σt)−
~ω
2
χ · σ +

~ω
2
χ · n̂0 ,

Como At se obtiene al aplicarle una rotación al operador A, y σt se obtiene
al aplicar exactamente la misma rotación al operador σ, el operador At · σt es
independiente del tiempo y es A · σ. Aśı, H ′ es simplemente:

H ′ =
λ~
2

(A · σ)− ~ω
2
χ · σ +

~ω
2
χ · n̂0 . (2.47)

Como esperamos que |Φt〉 sea cercano a |Φ0〉, esperamos que 〈Φt|A|Φt〉 sea
cercano a 〈Φ0|A|Φ0〉 que es ρn̂0. Aśı es conveniente escribir al operador A como:

A = ρn̂0 + r0b . (2.48)

donde r0 es un ancho promedio de las componentes de A respecto a |Φ0〉, por lo
que b tendrá un valor esperado respecto a |Φt〉 de orden uno. Claramente, por
(2.48), el valor esperado de b respecto a |Φ0〉 es cero por construcción. En la
figura 2.4 se muestra una representación de los operadores r0b ·σ, A ·σ y ρn̂0 ·σ.
Sustituyendo (2.48) en A · σ obtenemos:
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Figura 2.4: Relación entre los operadores r0 · σ, A · σ y ρn̂0 · σ.

A · σ = ρn̂0 · σ + r0b · σ . (2.49)

Reescribiendo (2.47) utilizando (2.49) obtenemos:

H ′ =
λ~ρ

2
n̂0 · σ +

λ~r0

2
b · σ − ~ω

2
χ · σ +

~ω
2
χ · n̂0 . (2.50)

Definimos ahora la siguientes frecuencias, Ω = λρ y η = λr0. Análogamente al
caso de la sección anterior, Ω es la frecuencia con la que giraŕıa el esṕın si el
campo magnético coincidiera con At, y η es una frecuencia de giro que tendŕıa
el esṕın si éste estuviera acoplado con un campo magnético de magnitud r0.
Hacemos las siguientes definiciones:

ξ2 =
ω

Ω
, (2.51)

ε2 =
η2

Ωω
. (2.52)

Por indiferencia y adiabaticidad, supondremos como en la sección anterior que:

ξ � 1 ,

ε� 1 ,

y que ε no depende de ω. Escribiendo H ′ en términos de ε y ξ obtenemos:

H ′ = ~

Ω

2
n̂0 · σ︸ ︷︷ ︸
≡H0

+ ξ
Ωε

2
b · σ︸ ︷︷ ︸
≡V

+ ξ2Ω

(
−1

2
χ · σ +

1

2
χ · n̂0

)
︸ ︷︷ ︸

≡Q(t)

 .

Como sabemos que ξ tiene que ser pequeño, y tanto b como χ tienen valor
esperado respecto a la solución de orden uno, podemos hacer teoŕıa de pertur-
baciones con respecto a ξ. Análogamente a como se hizo en el caso de la sección
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anterior, la solución está dada por (2.24), y estamos interesados en calcular el
producto interno 〈Φ0|U(T )|Φ0〉, con U dado por (2.26). El producto interno
anterior es:

〈Φ0|U(T )|Φ0〉 =1− iξ
T∫

0

dt1〈Φ0|Ṽ (t1)|Φ0〉

− ξ2

 T∫
0

dt1

t1∫
0

dt2〈Φ0|Ṽ (t1)Ṽ (t2)|Φ0〉+ i

T∫
0

dt1〈Φ0|Q̃(t1)|Φ0〉

 .

(2.53)

La expresión anterior es correcta hasta orden O(ξ3). Analicemos cada integral
por separado. Como |Φ0〉 es un eigenestado de H0 con eigenvalor Ω/2 (ecuación
(2.23)),

〈Φ0|Ṽ (t)|Φ0〉 = 〈Φ0|eiH0tV (t)e−iH0t|Φ0〉 = 〈Φ0|V |Φ0〉 = 0 . (2.54)

Recordemos que por construcción, se tiene la expresión 〈Φ0|b|Φ0〉 = 0, lo que
implica la última igualdad. Por lo tanto, la primera integral es cero.

Análogamente, en la tercera integral, 〈Φ0|Q̃(t)|Φ0〉 = 〈Φ0|Q(t)|Φ0〉. Desa-
rrollando 〈Φ0|Q(t)|Φ0〉 obtenemos:

〈Φ0|Q(t)|Φ0〉 =
Ω

2

(
− 〈Φ0|χ · σ|Φ0〉+ 〈Φ0|χ · n̂0|Φ0〉

)
=

Ω

2
(−χ · n̂0 +χ · n̂0) = 0 ,

(2.55)
por lo que la tercera integral también es cero.

Ahora calcularemos la segunda integral. Supongamos que n̂0 es el vector uni-
tario con coordenadas esféricas θ y φ y que |n̂0+〉 es el siguiente estado alineado

con n̂0, |n̂0+〉 = e−iφ
σz
2 e−iθ

σy
2 |+〉. Ahora, hacemos las siguientes definiciones:

R̂ =
(

cos(φ) cos(θ), sin(φ) cos(θ),− sin(θ)
)
, (2.56)

Î =
(
− sin(φ), cos(φ), 0

)
, (2.57)

n̂0 =
(

cos(φ) sin(θ), sin(φ) sin(θ), cos(θ)
)
. (2.58)

Estas definiciones son análogas a las definiciones (1.36),(1.37) y (1.38) del caṕıtu-
lo anterior . Los vectores R̂, Î y n̂0 forman una base ortogonal derecha. En
términos de esta base (en analoǵıa con lo que ocurre en la base {x̂, ŷ, ẑ}),

b · σ = bRσR + bIσI + bnσn , (2.59)

eiH0tσRe
−iH0t = cos(Ωt)σR − sin(Ωt)σI , (2.60)

eiH0tσIe
−iH0t = sin(Ωt)σR + cos(Ωt)σI , (2.61)

eiH0tσne
−iH0t = σn , (2.62)

por lo que,

Ṽ (t) =
Ωε

2

(
(bR)(cos(Ωt)σR − sin(Ωt)σI)

+ (bI)(sin(Ωt)σR + cos(Ωt)σI) + bnσn
)
. (2.63)
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En la expresión anterior toda la dependencia temporal de Ṽ (t) está escrita
expĺıcitamente, por lo que la segunda integral de (2.53) se pueden realizar.

Sustituyendo T = 2π/ω y (2.63) en la integral en cuestión, y separando los
términos que no dependen de ω (para obtener la fase geométrica) obtenemos7:

−ξ2


2π
ω∫

0

dt1

t1∫
0

dt2〈Φ0|Ṽ (t1)Ṽ (t2)|Φ0〉

 =
−iπε2

2
〈ψ0|(b2R + b2I + i[bR, bI ])|ψ0〉

+ (términos dependientes de ω) .
(2.64)

De la expresión (2.48), usando la ortogonalidad entre R̂, Î y n̂0 obtenemos que:

r0bR = AR ,

r0bI = AI .

Sustituyendo los resultados anteriores en (2.53) obtenemos:

〈Φ0|U(T )|Φ0〉 =− iπε
2

2r2
0

〈ψ0|(A2
R +A2

I)|ψ0〉+
πε2

2r2
0

〈ψ0|[AR, AI ]|ψ0〉

+ (términos dependientes de ω ) . (2.65)

Notemos que como AR y AI son operadores autoadjuntos, 〈ψ0|A2
R|ψ0〉 y el

término análogo en Î son reales mientras que 〈ψ0|[AR, AI ]|ψ0〉 es puramente
imaginario, lo que garantiza que los términos independientes de ω en (2.65) son
imaginarios. También es importante notar que ambos términos independientes
de ω son invariantes bajo rotaciones alrededor del eje n̂0, lo que básicamente
nos dice que el resultado no depende de la elección espećıfica que se hizo de los
vectores R̂ y Î.

Procediendo de manera análoga a lo que se hizo en la sección anterior para
obtener (2.35) desde (2.29) obtenemos:

〈Ψ0|ΨT 〉 = eiαeiγAei(γ1+γs(T ))e
i

(
−πε2

2r20
〈ψ0|(A2

R+A2
I)|ψ0〉− iπε

2

2r20
〈ψ0|[AR,AI ]|ψ0〉

)
,

(2.66)
donde α es una fase dinámica y γ1 + γs(T ) es la fase geométrica del sistema si
el campo magnético coincidiera con At. Por lo tanto, la corrección cuántica a la
fase geométrica es:

Correción Cuántica = −πε
2

2r2
0

〈ψ0|(A2
R+A2

I)|ψ0〉−
iπε2

2r2
0

〈ψ0|[AR, AI ]|ψ0〉 . (2.67)

2.5. Tercer modelo de un “campo magnético
cuántico”

Supongamos que el Hamiltoniano HA es independiente del tiempo, y que de-
pende de un parámetro ω de tal forma que la velocidad con la que evoluciona

7Véase el Apéndice A.3.
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cualquier estado inicial depende linealmente de ω. Lo anterior se puede garanti-
zar si suponemos que el espectro de HA es un conjunto de eigenvectores |k〉 que
no dependen de ω con eigenenerǵıas que dependen linealmente de ω, es decir,

HA|k〉 = ~ωεk|k〉 , (2.68)

donde εk no depende de ω. Si se resuelve la ecuación de Schrödinger en la base
de eigenvectores, es claro que esta condición sobre las enerǵıas garantiza que
cambiar ω cambiará linealmente la velocidad con la que evoluciona cualquier
sistema. Por lo anterior, el tiempo T y ω son inversamente proporcionales, por lo
que podemos suponer (haciendo cambios de escala si es necesario) que T = 2π/ω.

Supongamos que At = ρn̂t con ρ constante, y n̂t un vector unitario. Como ω
es el parámetro que dicta qué tan rápido gira el “campo magnético cuántico” A,
la condición de adiabaticidad (2.15) es nuevamente ξ2 = ω/Ω� 1, con Ω = λρ.

Consideremos Rt una rotación en R3 dependiente del tiempo que cumpla las
siguientes propiedades:

R0 = RT = I .

Rtn̂0 = n̂t .

Como R0 = R2π/ω, podemos desarrollar a esta rotación como una serie de
Fourier discreta. Aśı, tenemos que:

Rt =
∑
r

Dr(ω)eirωt , (2.69)

donde los operadores Dr en principio pueden depender de ω. Por las condiciones
que se impusieron sobre HA, al aumentar ω, Rt hará exactamente lo mismo, sólo
que de manera más rápida, aumentando esta velocidad en la misma proporción
en la que aumentó ω. Lo anterior quiere decir que en el fondo, Rt depende del
producto ωt solamente, y no de ω y de t por separado. Pero la dependencia de
Rt respecto a t está toda en las exponenciales, por lo que la de ω también. Por
lo anterior, los coeficientes de Dr no dependen de ω. Llamemos Rs a la rotación
análoga a Rt pero en el espacio del esṕın. Definimos σt = R−1

s σRs.

Llamemos |n̂0+〉 a algún estado del esṕın alineado con n̂0 y |n̂0-〉 a un estado
anti-alineado con n̂0. Definimos |n̂t+〉 = Rs(t)|n̂0+〉 y al estado |n̂t-〉 de manera
análoga.

Del mismo modo que se hizo en la sección anterior, en las ecuaciones (2.40)
y (2.41), definimos a la transformación R(t) y al estado |Φt〉. El Hamiltoniano
H ′ que determina la evolución de |Φt〉 esta dado por (2.42). De manera análoga
que en (2.48), definimos al operador bt con la siguiente ecuación:

At = ρn̂t + r0bt . (2.70)

En la igualdad anterior estamos escribiendo a At como su valor esperado (res-
pecto a |ψ(t)〉) más un operador bt. Como r0 es un promedio del ancho de At, el
valor esperado de bt será de orden uno respecto a la solución |Psit〉. Claramente,
de (2.70):

At · σt = ρn̂t · σt + r0bt · σt . (2.71)
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Calculemos 〈Φ0|At · σt|Φ0〉:

〈Φ0|At · σt|Φ0〉 =〈ψ0| ⊗ 〈n̂0+|At · σt|ψ0〉 ⊗ |n̂0+〉
=〈ψ0|At|ψ0〉 · 〈n̂0+|σt|n̂0+〉
=〈ψt|A|ψt〉 · 〈n̂t+|σ|n̂t+〉
=ρn̂t · n̂t
=ρ .

La igualdad anterior junto con (2.71) implica que

〈Φ0|bt · σt|Φ0〉 = 0 . (2.72)

Procediendo de manera análoga a como se hizo en la sección anterior para
calcular H ′, definiendo a ξ y ε como en (2.51) y (2.52), llegamos a la expresión:

H ′ = ~

Ω

2
n̂0 · σ︸ ︷︷ ︸
≡H0

+ ξ
Ωε

2
bt · σt︸ ︷︷ ︸
≡V (t)

+ ξ2Ω

(
−1

2
χ · σ +

1

2
χ · n̂0

)
︸ ︷︷ ︸

≡Q(t)

 . (2.73)

La única diferencia entre esta expresión y (2.47), es que en ésta el operador
At · σt śı depende del tiempo. Usando teoŕıa de perturbaciones respecto a ξ, U
está dado por (2.26), e igual que en la sección anterior estamos interesados en
calcular el producto 〈Φ0|UT |Φ(0)〉, el cual es, recordando (2.53):

〈Φ0|U(T )|Φ0〉 =1− iξ
T∫

0

dt1〈Φ0|Ṽ (t1)|Φ0〉 (2.74)

− ξ2

 T∫
0

dt1

t1∫
0

dt2〈Φ0|Ṽ (t1)Ṽ (t2)|Φ0〉+ i

T∫
0

dt1〈Φ0|Q̃(t1)|Φ0〉

 .

Usando (2.72) y los mismos argumentos que en (2.54), la primera integral es cero.
Usando (2.55) la tercera integral también cero, por lo que sólo hay que considerar
la segunda integral. Antes de calcularla, es conveniente realizar algunos cálculos
preliminares.

Primeramente, consideremos a los vectores 〈n̂0+|σ|n̂0-〉 y 〈n̂0-|σ|n̂0+〉. Ha-
ciendo el álgebra necesaria, obtenemos que:

m̂0 = 〈n̂0+|σ|n̂0-〉 = R̂0 − iÎ0 , (2.75)

m̂∗0 = 〈n̂0-|σ|n̂0+〉 = R̂0 + iÎ0 , (2.76)

donde R̂0 e Î0 son vectores unitarios tales que la terna {R̂0, Î0, n̂0} forma una
base ortonormal derecha. De las igualdades anteriores es inmediato que:

〈n̂0+|σt|n̂0-〉 = 〈n̂0+|R−1
s σRs|n̂0-〉 = Rtm̂0 , (2.77)

〈n̂0-|σt|n̂0+〉 = (〈n̂0+|σt|n̂0-〉)∗ = (Rtm̂0)∗ . (2.78)

Finalmente, despejando bt · σt de (2.71) y haciendo producto con 〈k| ⊗ 〈n̂0+|
por la izquierda y con |m〉 ⊗ |n̂0+〉 por la derecha obtenemos (|k〉 y |m〉 son
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eigenestados de HA con enerǵıas dadas por (2.68)):

〈k| ⊗ 〈n̂0+|bt · σt|m〉 ⊗ |n̂0+〉 =
1

r0
〈k| ⊗ 〈n̂0+|At · σt|m〉 ⊗ |n̂0+〉 − 1

r0
ρ〈k|m〉

=
1

r0
e−i(εm−εk)ωt (〈k|A|m〉 · n̂t − ρδk,m)

=
1

r0
e−i(εm−εk)ωt (Akm ·Rtn̂0 − ρδk,m) , (2.79)

con δk,m la delta de Kronecker. De la misma manera,

〈k| ⊗ 〈n̂0+|bt · σt|m〉 ⊗ |n̂0-〉 =
1

r0
e−i(εm−εk)ωtAkm ·Rtm̂0 , (2.80)

〈k| ⊗ 〈n̂0-|bt · σt|m〉 ⊗ |n̂0+〉 =
1

r0
e−i(εm−εk)ωtAkm · (Rtm̂0)

∗
. (2.81)

Ahora, procedemos a calcular la segunda integral de (2.74). El término a integrar

es 〈Φ0|Ṽt1 Ṽt2 |Φ0〉 = 〈Φ0|Ṽ (t1)Ṽ (t2)|Φ0〉. Si escribimos al operador identidad

como I =
∑
k |k〉⊗ |n̂0+〉〈k|⊗ 〈n̂0+|+ |k〉⊗ |n̂0-〉〈k|⊗ 〈n̂0-|, lo ponemos entre Ṽt1

y Ṽt2 , y sustituimos tanto al estado |Φ0〉 como al operador Vt por su definición,
obtenemos:

〈Φ0|Ṽt1 Ṽt2 |Φ0〉 =
ε2Ω2

4

(∑
k

〈ψ0|〈n̂0+|bt1 · σt1 |k〉|n̂0+〉〈k|〈n̂0+|bt2 · σt2 |ψ0〉|n̂0+〉

+ eiΩ(t1−t2) 〈ψ0|〈n̂0+|bt1 · σt1 |k〉|n̂0-〉〈k|〈n̂0-|bt2 · σt2 |ψ0〉|n̂0+〉

)
.

En la expresión anterior, el śımbolo de producto tensorial entre dos espacios,
⊗, fue omitido por cuestión de espacio. Usando que los estados |m〉 son base
del espacio de la part́ıcula, podemos escribir a |ψ0〉 como |ψ0〉 =

∑
m Cm|m〉.

Sustituyendo esta expresión en la anterior, obtenemos lo siguiente:

ε2Ω2

4

 ∑
k,m,n

C∗mCn〈m|〈n̂0+|bt1 · σt1 |k〉|n̂0+〉〈k|〈n̂0+|bt2 · σt2 |n〉|n̂0+〉

+ C∗mCne
iΩ(t1−t2) 〈m|〈n̂0+|bt1 · σt1 |k〉|n̂0-〉〈k|〈n̂0-|bt2 · σt2 |n〉|n̂0+〉

)
.

Todos los operadores que aparecen en el resultado anterior fueron calculados
en las igualdades (2.77) a (2.81). Haciendo las sustituciones y escribiendo la
rotación en términos de su serie de Fourier (ecuación (2.69)) obtenemos:

ε2Ω2

4r2
0

 ∑
k,m,n,r,s

C∗mCne
−i(εk−εm)ωt1e−i(εn−εk)ωt2

{
(
eiωst1Amk ·Ds(n̂0)− ρδm,k

)(
eiωrt2Akn ·Dr(n̂0)− ρδk,n

)
+ eiΩ(t1−t2)eiωst1e−iωrt2

(
Amk ·Ds(m̂0)

)(
Akn ·D∗r (m̂0)

)})
. (2.82)

La ventaja de la expresión anterior es que toda la dependencia en t y ω está es-
crita de manera expĺıcita, por lo que es posible calcular la integral, y extraer
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de ah́ı los términos que no dependen de ω. Como ω sólo cambia la velocidad
con la que evoluciona el sistema, r0 y Amk no dependen de ω. Haciendo todo
el desarrollo algebraico de la integral doble, se obtiene que los términos que no
dependen de ω son8:

ε2

4r2
0

∑
k,m,n,r,s

C∗mCn
(
Amk ·Ds(m̂0)

)(
Akn ·D∗r(m̂0)

)(e−2iπ(εn−εm) − 1

r − s+ εn − εm

)
(2.83)

El último término entre paréntesis puede ser reescrito de la siguiente manera:

e−2iπ(εn−εm) − 1

r − s+ εn − εm
=
e−iωt(εn−εm+r−s)

r − s+ εn − εm

∣∣∣∣
2π
ω

t=0

= −iω

2π
ω∫

0

e−iωt(εn−εm+r−s)dt .

Sustituyendo este resultado en el anterior, obtenemos:

−iω ε2

4r2
0

2π
ω∫

0

∑
k,m,n,r,s

C∗mCn
(
Amk ·Ds(m̂0)

)(
Akn ·D∗r(m̂0)

)
e−iωt(εn−εm+r−s)dt .

Agrupando los términos de manera adecuada, las sumas anteriores se pueden
realizar, lo que nos da como resultado:

− iω ε2

4r2
0

2π
ω∫

0

〈ψt|
(
A · m̂t

)(
A · m̂∗t

)
|ψt〉dt , (2.84)

donde Rtm̂0 = m̂t. Si definimos a Rt y a It de manera análoga a como se hizo
en (2.75), obtenemos:

m̂t = R̂t − Ît .

Sustituyendo la expresión anterior en (2.84), obtenemos que los términos que
no dependen de ω de la segunda integral de (2.74) son:

− iω ε2

4r2
0

2π
ω∫

0

〈ψt|
(
A2
Rt +A2

It + i[ARt , AIt ]
)
|ψt〉dt . (2.85)

Procediendo como en las secciones anteriores, la corrección cuántica es:

Correción Cuántica = −ω ε2

4r2
0

2π
ω∫

0

〈ψt|
(
A2
Rt +A2

It + i[ARt , AIt ]
)
|ψt〉dt . (2.86)

Aunque esta fórmula se obtuvo bajo hipótesis diferentes a las que se usaron en
la sección anterior, notamos que este resultado es igual al resultado (2.67), para
el caso en el que el integrando no depende del tiempo.

La fórmula anterior también es válida para el caso estudiado en la sección
2.3, a pesar de que el ancho del estado coherente, r0, depende de ω. Sin em-
bargo, como el número 〈A2

Rt
〉 también depende del ancho del estado base, la

8Véase el Apéndice A.4.
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dependencia en ω se elimina al tomar el cociente entre 〈A2
Rt
〉 y r2

0, lo que hace
que el término anterior no dependa de ω y la corrección dada por (2.86) coincida
con el resultado (2.36), como veremos a continuación.

Si tomamos como |n̂0+〉 = cos(θ/2)|+〉 + sin(θ/2), |n̂0-〉 = sin(θ/2)|+〉 −
cos(θ/2)|−〉 y como Rt una rotación alrededor de eje ẑ por un ángulo ωt y
hacemos las cuentas expĺıcitamente, obtenemos:

R̂t = (cos θ cosωt, cos θ sinωt,− sin θ) ,

Ît = (− sinωt, cosωt, 0) ,

n̂t = (sin θ cosωt, sin θ sinωt, cos θ) ,

por lo que(recordando que en este caso, A = (X,Y, Z)):

ARt = X cos θ cosωt+ Y cos θ sinωt− Z sin θ ,

AIt = −X sinωt+ Y cosωt .

Claramente ARt y AIt conmutan entre śı, por lo que el término [ARt , AIt ] de
la fórmula (2.86) es cero. Usando propiedades de estados coherentes, obtenemos
que:

〈ψt|A2
Rt |ψt〉 = 〈ψt|A2

It |ψt〉 =
r2
0

2
.

Finalmente, sustituyendo estos resultados en la fórmula (2.86) obtenemos:

−ω ε2

4r2
0

2π
ω∫

0

〈ψt|
(
A2
Rt +A2

It + i[ARt , AIt ]
)
|ψt〉dt = −1

2
πε2 ,

el cual es idéntico a (2.36).
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Caṕıtulo 3

Discusión de los resultados
obtenidos

La fórmula más general obtenida para la corrección a la fase geométrica debida
a un “campo magnético cuántico” es (2.86):

−ω ε2

4r2
0

2π
ω∫

0

〈ψt|
(
A2
Rt +A2

It + i[ARt , AIt ]
)
|ψt〉dt .

En la fórmula anterior podemos reconocer 2 términos distintos, el término pro-
porcional a (〈A2

Rt
〉+ 〈A2

It
〉) y el término proporcional a 〈[ARt , AIt ]〉. El término

proporcional a 〈[ARt , AIt ]〉 es un efecto puramente cuántico, el cual involucra
la no conmutatividad de las diferentes componentes del operador A. Este es un
efecto que no tiene análogo clásico, por lo que no tenemos una situación clásica
con la cual comparar este resultado.

Como 〈ψt|A|ψt〉 = ρn̂t, es inmediato que se cumple la igualdad 〈ARt〉 =
〈AIt〉 = 0, por lo que los términos 〈A2

Rt
〉 y 〈A2

It
〉 en verdad son el ancho (elevado

al cuadrado) de los estados |ψt〉 respecto a ARt y AIt respectivamente. Este
término se debe a que el “campo magnético” no tiene una dirección bien definida,
sino que tiene una incertidumbre angular.

Como ya se mencionó en el caṕıtulo anterior, los términos (〈A2
Rt
〉+ 〈A2

It
〉) y

[ARt , AIt ] son invariantes bajo rotaciones alrededor del eje n̂, lo que nos indica
que la corrección a la fase geométrica es debida solamente al comportamiento
del operador vectorial A en el espacio normal al vector n̂. Esto corresponde
con lo que ocurŕıa en el caso del campo magnético clásico, en el cual la fase
geométrica no depend́ıa de la magnitud del campo magnético.

La corrección que se obtuvo en el caso en el que el campo magnético es
estocástico es, usando (1.43):

−ω ε
2 cos(θ)

4B2
0

2π
ω∫

0

(K2
R +K2

I )dt .

La corrección cuántica a la fase geométrica para un estado coherente del

39
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oscilador armónico como “campo magnético cuántico” es:

−ω ε2

4r2
0

2π
ω∫

0

〈ψt|
(
A2
Rt +A2

It

)
|ψt〉dt .

En ambos casos, el campo magnético (estocástico o cuántico) segúıa a la misma
trayectoria “en promedio”. Comparando ambas expresiones, es claro que ambos
resultados son cualitativamente iguales, salvo que en el caso del campo estocásti-
co aparece un factor de cos(θ), y en el caso del “campo magnético cuántico” este
factor no aparece. Como ya se discutió en la sección 1.5 del campo magnético
estocástico, el factor cos(θ) permite obtener el resultado cualitativo esperado,
por lo que hay una discrepancia en el resultado obtenido para el caso cuántico.

Lo anterior se puede explicar notando que en el caso clásico, el único sistema
cuántico es el esṕın, por lo que la corrección a la fase geométrica obtenida es
únicamente en el espacio del esṕın. Sin embargo, en el caso del “campo magnético
cuántico”, el sistema tiene una parte en el espacio del esṕın y tiene otra parte
en el espacio de la part́ıcula, el cual también es cuántico. Como en el espacio
de la part́ıcula el sistema sigue una trayectoria ćıclica, éste tendrá su propia
fase geométrica. En los cálculos que se hicieron en el caṕıtulo anterior, nunca
se distinguió si la fase acumulada era del esṕın o de la part́ıcula, por lo que la
corrección obtenida es la corrección total del sistema, la cual incluye tanto las
contribuciones de la part́ıcula como las del esṕın.

El hecho de que el sistema tenga una fase geométrica no sólo por el espacio
del esṕın, sino también por el espacio de la part́ıcula, justifica que el resultado
no se pueda comparar directamente con el resultado para el campo magnético
estocástico. Sin embargo, para obtener la parte de la fase total que no es atri-
buible ni al espacio de la part́ıcula ni al espacio del esṕın por separado, sino
al sistema formado por los dos, es necesario restar de la fase total obtenida la
parte que corresponde únicamente al espacio de la part́ıcula. A continuación se
hará un bosquejo de como se podŕıa realizar esta cuenta para el caso estudiado
en la sección 2.3, en que HA es el Hamiltoniano de un oscilador armónico.

En primera aproximación, la fase geométrica en el espacio de la part́ıcula se
obtiene al resolver la ecuación de Schrödinger con el siguiente Hamiltoniano Hp:

Hp = HA +
λ~
2

(X,Y, Z) · (cosωt sin θ, sinωt sin θ, cos θ) ,

donde HA es el Hamiltoniano dado por (2.6). El Hamiltoniano Hp es un Hamil-
toniano que sólo actúa en el espacio de la part́ıcula, y se obtiene de sustituir
al operador σ por su valor esperado en la trayectoria esperada en el espacio
del esṕın para la solución. Aśı como al sustituir al operador (X,Y, Z) por su
valor esperado en el Hamiltoniano y encontrar la fase geométrica obtenemos la
fase geométrica estándar, π(cos θ− 1), la cual es propia del espacio del esṕın, es
natural suponer que al hacer lo mismo en el espacio de la part́ıcula obtengamos
una fase geométrica propia del espacio de la part́ıcula.

Como el Hamiltoniano HA es el Hamiltoniano del oscilador armónico tri-
dimensional con la posición de equilibrio desplazada, al sumarle términos que
dependen linealmente de X, Y o Z, obtenemos el Hamiltoniano de un oscilador
armónico tridimensional con la posición de equilibrio desplazada de manera dis-
tinta. Aśı, el Hamiltoniano Hp f́ısicamente corresponde a un oscilador armónico
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tridimensional al cual se le va cambiando la posición de equilibrio en el tiempo.
Este cambio está caracterizado por ω, el cual también es la frecuencia del osci-
lador. Por lo anterior, la evolución no puede ser adiabática. Sin embargo, como
esta perturbación al Hamiltoniano HA tiene frecuencia ω, es de esperarse que
en cierto ĺımite, el sistema sea ćıclico. Aśı, para calcular la fase geométrica es
necesario utilizar el formalismo de Aharonov-Anandan en lugar del formalismo
de Berry.

Como los parámetros del problema λ, ~ y ρ cumplen la condición de indi-
ferencia (2.12), HA es el término principal del Hamiltoniano Hp, y el resto es
una pequeña perturbación, por lo que nuevamente podemos utilizar teoŕıa de
perturbaciones dependiente del tiempo. Para poder ver esto de manera más for-
mal, podemos comparar los valores esperados. En un estado coherente, el valor
esperado de la enerǵıa es del orden de kρ2, mientras que el valor esperado del
operador (X,Y, Z) tiene magnitud del orden de ρ, por lo que necesitamos es
que:

kρ2 � λ~ρ ⇐⇒ 1� λ~
kρ
⇐⇒ 1� ε ,

lo cual es justamente la condición de indiferencia (2.12). Aśı, podemos escribir
al Hamiltoniano como:

Hp = HA + ε
k~
2

(
X

ρ
,
Y

ρ
,
Z

ρ
) · (cosωt sin θ, sinωt sin θ, cos θ)︸ ︷︷ ︸

≡~V

.

De esta forma, los operadores X/ρ, Y/ρ y Z/ρ tendrán valor esperado del orden
de uno, por lo que el valor esperado de ~εV será pequeño en comparación del
de HA. Usando la teoŕıa de perturbaciones dependiente del tiempo, el operador
de evolución temporal U para Hp es:

U(t) = e−
i
~HAtUε(t) .

donde

Uε(t) = 1− iε
t∫

0

dt1Ṽ (t1)− ε2
t∫

0

dt1

t1∫
0

dt2Ṽ (t1)Ṽ (t2) ,

fórmula que es correcta hasta orden O(ε2).
La fase del sistema γ después de un ciclo es:

γ = 〈ψ0|U
(

2π

ω

)
|ψ0〉

La fase dinámica γdin es, usando el formalismo de Aharonov-Anandan, por
(1.32):

γdin = −1

~

2π
ω∫

0

dt〈ψ0|U†(t)Hp U(t)|ψ0〉 .

Finalmente, la fase geométrica según Aharonov-Anandan es (1.34):

γgeo = γ − γdin .
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La fase anterior es una fase geométrica propia del espacio de la part́ıcula, mien-
tras que la fase π(cos(θ)−1) es una fase geométrica propia del espacio del esṕın.
Si a la fase geométrica total obtenida le restamos esta fase γgeo, obtendremos
una fase que no necesariamente se le podrá atribuir al espacio de la part́ıcula
o al espacio del esṕın, sino al sistema completo. Aunque el cálculo anterior fue
sólo un bosquejo, en un futuro se planea realizar este cálculo con más detalle, y
realizarlo también para operadores A más generales.



Apéndice A

Código en Mathematica

A.1. Cálculos de la sección 1.5

El  campo  magnético  total,  es  por  definición  B = B0  +Ε  K = HΕKRL R
`

+ HΕKI)  I
`
+  HΕKn + B0n

`
).  Como  los  vectores  R

`
,I
`

y n
`

(ecuaciones (1.36)-(1.38))  son ortogonales, es claro que la magnitud de B es:

MB = H HΕ KRL^2 + HΕ KIL^2 + HBo + Ε KnL^2L^H1 � 2L;

De las ecuaciones  (1.36)-(1.38),  y de la expresión para B, podemos calcular B·z
`
, el cual es:

BdotZ = H-Ε Sin@ΘoD KR + 0 KI + Cos@ΘoD HBo + Ε KnLL;

Como cosHΘL =
B×z

`

ÈÈBÈÈ
=BdotZ/(MB), podemos calcularlo explíciatamente. Haciendo un desarollo en Ε hasta orden 2:

COSΘ = Normal@Series@BdotZ � HMBL, 8Ε, 0, 2<D �� Simplify@ð, Assumptions ® Bo > 0D &D

Cos@ΘoD -
KR Ε Sin@ΘoD

Bo
-

Ε2 IIKI2 + KR2M Cos@ΘoD - 2 Kn KR Sin@ΘoDM

2 Bo2

Claramente, la expresión anterior coincide con la ecuación (1.39). Ahora, calculemos el ángulo Φ. Proyectando en el plano xy,

By = Ε Sin@ΦoD Cos@ΘoD KR + Ε Cos@ΦoD KI + Ε Sin@ΦoD Sin@ΘoD Kn + Bo Sin@ΦoD Sin@ΘoD;
Bx = Ε Cos@ΦoD Cos@ΘoD KR - Ε Sin@ΦoD KI + Ε Cos@ΦoD Sin@ΘoD Kn + Bo Cos@ΦoD Sin@ΘoD;

Así, el ángulo Φ lo podemos calcular como Φ=ArctanJ
By

Bx
N.  Desarollando en Ε hasta orden 2:

Φ = HSeries@ArcTan@By � BxD, 8Ε, 0, 2<D �� SimplifyL �. 8ArcTan@Tan@ΦoDD ® Φo< �� Normal

Φo +
KI Ε Csc@ΘoD

Bo
-
KI Ε2 HKn + KR Cot@ΘoDL Csc@ΘoD

Bo2

Con un poco de desarollo algebraico, la ecuación anterior coincide con (1.40). Si derivamos (2), obtenemos ΦdºΦ
 
.  Recordando

que Φ
 
0 = Ω, obtenemos:

Φd = Ω + Ε KI' � HBo Sin@ΘoDL -

Ε^2 � HBo^2 Sin@ΘoD^2L HHKR' KI + KR KI'L Cos@ΘoD + HKI Kn' + KI' KnL Sin@ΘoDL;

En la expresión anterior, '  representa una derivada temporal. Así, el resultado de  1/2  (cos(Θ)-1)  Φ
 
 es:

43
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pi = HSeries@1 � 2 HCOSΘ - 1L Φd, 8Ε, 0, 2<DL �� Normal �� Expand;
pf = Coefficient@pi, Ε, 0D + Ε Coefficient@pi, Ε, 1D + Ε^2 Coefficient@pi, Ε, 2D

-
Ω

2
+
1

2
Ω Cos@ΘoD + Ε -

KR Ω Sin@ΘoD

2 Bo
+
Cot@ΘoD KI¢

2 Bo
-
Csc@ΘoD KI¢

2 Bo
+

Ε
2

-
KI2 Ω Cos@ΘoD

4 Bo2
-
KR2 Ω Cos@ΘoD

4 Bo2
+
Kn KR Ω Sin@ΘoD

2 Bo2
-
KR KI¢

2 Bo2
-

Kn Cot@ΘoD KI¢

2 Bo2
-
KR Cot@ΘoD2 KI¢

2 Bo2
+
Kn Csc@ΘoD KI¢

2 Bo2
+
KR Cot@ΘoD Csc@ΘoD KI¢

2 Bo2
-

KI Cot@ΘoD Kn¢

2 Bo2
+
KI Csc@ΘoD Kn¢

2 Bo2
-
KI Cot@ΘoD2 KR¢

2 Bo2
+
KI Cot@ΘoD Csc@ΘoD KR¢

2 Bo2

La expresión anterior coincide con el integrando de (1.41). Ahora, calculemos los coeficientes LR, LI  y Ti, j de (1.41):

LR = H1 � ΕL Coefficient@pf, KR, 1D �. 8Kn ® 0, KI' ® 0<;
LI = H1 � ΕL Coefficient@pf, KI', 1D �. 8KR ® 0, Kn ® 0< �� Simplify;
TIn = H1 � Ε^2L Coefficient@pf, KI Kn', 1D �� Simplify;
TnI = H1 � Ε^2L Coefficient@pf, Kn KI', 1D �� Simplify;
TRI = H1 � Ε^2L Coefficient@pf, KR KI', 1D �� Simplify;
TIR = H1 � Ε^2L Coefficient@pf, KI KR', 1D �� Simplify;
TnR = H1 � Ε^2L Coefficient@pf, Kn KR', 1D �� Simplify;
TRn = H1 � Ε^2L Coefficient@pf, KR Kn', 1D �� Simplify;

8LR, LI, TIn, TnI, TRI, TIR, TnR, TRn<

:-
Ω Sin@ΘoD

2 Bo
, -

TanA
Θo

2
E

2 Bo
,
TanA

Θo

2
E

2 Bo2
,
TanA

Θo

2
E

2 Bo2
, -

SecA
Θo

2
E
2

4 Bo2
,
Cot@ΘoD TanA

Θo

2
E

2 Bo2
, 0, 0>

que son las expresiones de la ecuación (1.42).

2   apendiceA.1.nb
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A.2. Cálculos de la sección 2.3

Por la ecuación (2.22):

Ho = W � 2 88Cos@ΘD, Sin@ΘD<, 8Sin@ΘD, -Cos@ΘD<<;

Definimos knoº|n0>, el cual es, por (2.10):

kno = 8Cos@Θ � 2D, Sin@Θ � 2D<;

Definimos al siguiente operador: expMiHo[t]ºe-i H0 t.

expMiHo@t_D := MatrixExp@-ä Ho tD �� Simplify;

Definimos Vt1ºV(t1). De manera análoga, definimos a xt1, yt1, zt1, Vt2, xt2, yt2 y zt2. Así, por (2.22):

Vt1 = Ε W � 2 88zt1, Hxt1 - ä yt1L Exp@ä Ω t1D<, 8Hxt1 + ä yt1L Exp@-ä Ω t1D, -zt1<<;
Vt2 = Ε W � 2 88zt2, Hxt2 - ä yt2L Exp@ä Ω t2D<, 8Hxt2 + ä yt2L Exp@-ä Ω t2D, -zt2<<;

El producto  -< F0|V
�
(t1)V

�
(t2)|F0>  de (2.28) se puede reescribir como  e

ä

2
Ht1-t2L W

< F0 IVHt1L e-i Ho t1 ei Ho t2 VHt2LM F0 >, usando

(2.25) y que |F0> es eigenvector de e-i Ho t (pues es eigenvector de H0, por (2.21)).  

Definimos M1ºe
ä

2
Ht1-t2L WVHt1L e-i Ho t1 ei Ho t2 VHt2L,

M1 = Exp@ä Ht1 - t2L W � 2D Vt1.expMiHo@t1 - t2D.Vt2;

Como |F0> en la parte del espacio de la partícula  es el estado base del oscilador, |0>,  los términos  análogos a <0|x(t1)y(t2) |0>

en el producto <F0|M1|F0> son cero, por lo que basta con considerar sólo a los términos  x(t1)x(t2), y(t1)y(t2) y  z(t1)z(t2).
Llamemos a estos terminos M2:

M2 = Coefficient@M1, xt1 xt2, 1D xt1 xt2 +

Coefficient@M1, yt1 yt2, 1D yt1 yt2 + Coefficient@M1, zt1 zt2, 1D zt1 zt2;

Usando propiedades del estado base, <0|x(t1)x(t2) |0>=<0|y(t1)y(t2) |0>=<0|z(t1)z(t2) |0>= 1

2
eiΩHt2-t1L. Asi, haciendo las sustitu-

ciones anteriores, y tomando el producto en la parte del espín, a  <F0|M1|F0>  lo podemos calcular como:

expr1 = Hkno.M2.kno �. 8xt1 xt2 ® 1 � 2 Exp@ä Ω Ht2 - t1LD,
yt1 yt2 ® 1 � 2 Exp@ä Ω Ht2 - t1LD, zt1 zt2 ® 1 � 2 Exp@ä Ω Ht2 - t1LD<L �� Simplify;

Así, la integral -Ξ2Ù0
2 Π�Ω

dt1Ù0
t1dt2 <F0|M1|F0> de (2.28) es, usando (2.15) : 

expr2 = -HΩ � WL Integrate@Integrate@expr1, 8t2, 0, t1<D, 8t1, 0, 2 Pi � Ω<D;

De la expresión anterior, estamos interesados en los terminos que no dependen de Ω, los cuales son:

cfgeo = Coefficient@Normal@Series@expr2, 8Ω, 0, 2<DD, Ω, 0D �� Simplify

-
1

2
ä Π Ε

2

Que es el resultado de la ecuación (2.35).
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A.3. Cálculos de la sección 2.4

En la base formada por los vectores R
`
, I

`
 y n

`
0, los operadores ΣR  ΣI  Σn  (ecuación (2.59)) se pueden escribir como (en analogía

con Σx, Σy, y Σz pues la base {R
`
, I

`
, n

`
0}  también es derecha por las ecuaciónes (2.55)-(2.57)):

ΣR = {{0, 1}, {1, 0}};
ΣI = {{0, -I},  {I, 0}};
Σn = {{1, 0}, {0, -1}};

Definimos knoº |n
`

0>, el cual, en la base de {R
`
, I

`
, n

`
0} se puede escribir como (pues es eigenvector de Σn  con eigenvalor 1 por

construcción):

kno = {1, 0};

Definimos Vt1 º V
�
(t1). Los operadores b1R y b2R corresponden al operador bR, pero le ponemos el 1 y 2 para que Mathematica

no los conmute de manera inadecuada. Así, por (2.62):

Vt1 = Ε W/2  ((b1R) (Cos[W t1] ΣR -  Sin[W t1] ΣI ) + (b1I) (Sin[W t1] ΣR + Cos[W t1] ΣI) + b1n Σn);
Vt2 = Ε W/2  ((b2R) (Cos[W t2] ΣR -  Sin[W t2] ΣI ) + (b2I) (Sin[W t2] ΣR + Cos[W t2] ΣI) + b2n Σn);

Definimos al operador M1 como M1 º V
�
(t1) V

�
(t2). Así, queremos calcular el producto <F0|M1|F0>

M1 = Vt1.Vt2;

Como |F0> = |Φ0>Ä n
`

0 >, podemos hacer primero el producto sólo en el espacio del espín, y luego hacer el producto en el
espacio de la partícula.  Hagamos el producto en el espacio del espín:

expr1 = (kno.M1.kno ) // Simplify;

Así, la integral  - Ξ2 Ù
2 Π�Ω

0

 dt 1 Ù
t1

0

 dt 2 <F0|V
�
(t1)V

�
(t2)|F0> de  (2.52) es (usando (2.15)):

expr2 = -( Ω/W) Integrate[Integrate[expr1, {t2, 0, t1}], {t1, 0, 2 Pi/Ω}];

De la expresión anterior, estamos interesados en los terminos que no dependen de Ω, los cuales son:

cfgeo = Coefficient[Normal[Series[expr2, {Ω, 0, 2}]], Ω, 0] // Simplify // Expand

-
1

2
ä b1I b2I Π Ε

2
+
1

2
b1R b2I Π Ε

2
-
1

2
b1I b2R Π Ε

2
-
1

2
ä b1R b2R Π Ε

2

Tomando valor esperado respecto a |Φ0>, y reordenando, es claro que la expresión anterior es igual a la de la ecuación (2.64)
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A.4. Cálculos de la sección 2.5

Para  calcular  la  integral   - Ξ2  Ù
2 Π�Ω

0

 dt 1 Ù
t1

0

 dt 2  <F0|V
�
(t1)V

�
(t2)|F0>  de  (2.73),  nos  basaremos  en  la  expresión  para

<F0|V
�
(t1)V

�
(t2)|F0>  obtenida  en  la  ecuación  (2.81).  Para  escribir  todo  de  manera  más  compacta,  hacemos  las  siguientes

definiciones:

Cms= Cm*, Εkm= Εkm=Εk- Εm,

opPart1= Amk × DsHn
`

0),   opPart12 = Akn × DrHn
`

0),

opPart2= (Amk × DsHm
`

0))IAkn × Dr
sHn

`
0L)

Es importante notar que los operadores opPart no dependen del tiempo. Usando las igualdades anteriores, definimos:

factorComun = Ε^2 W^2 � H4 ro^2L Cms Cn Exp@-ä Εkm Ω t1D Exp@-ä Εnk Ω t2D;
parte1 = HopPart11 Exp@ä Ω s t1D - Ρ ∆mkL HopPart12 Exp@ä Ω r t2D - Ρ ∆knL;
parte2 = opPart2 Exp@ä Ω Hs t1 - r t2LD Exp@ä W Ht1 - t2LD;

Con las expresiones anteriores, es claro que los sumandos a integrar de (2.73), se pueden escribir como: factorComun (parte1 +
parte2). 

expr1 = factorComun Hparte1 + parte2L;

Así, la integral de cada sumando es (usando (2.15)): 

tIntegral = -HΩ � WL Integrate@Integrate@expr1, 8t2, 0, t1<D, 8t1, 0, 2 Pi � Ω<D;

Los términos que no dependen de Ω son:

cfgeo = Coefficient@Normal@Series@tIntegral, 8Ω, 0, 2<DD, Ω, 0D �� Simplify

-

Cms Cn ã-2 ä Π Hr-s+Εkm+ΕnkL I-1 + ã2 ä Π Hr-s+Εkm+ΕnkLM opPart2 Ε2

4 ro2 Hr - s + Εkm + ΕnkL

Como r y s son enteros, e2 i ΠHr-sL=1. Por la definición de Εkn, es claro que Εnk+Εkm=Εnm. Usando lo anterior, y reordenando un
poco cfgeo, es claro que el resultado coincide con el de la ecuación (2.83).
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Wiley, 1977.

[5] Dariusz, C., y Andrzej, J., Geometric Phases in Classical and Quantum
Mechanics, Boston: Birkhäuser, 2004.
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