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Introduccion.

En este trabajo trataremos una demostracion completa del Teorema de Clasificacion
de Superficies Cerradas. La historia del teorema probablemente empieza con los traba-
jos publicados por Riemann a mediados del siglo XIX. Fue con él que aparecio el primer
intento de estudiar las superficies desde un enfoque “no local”. Luego de que sus traba-
jos fueran ampliamente aceptados e influyeran enormemente a muchos de sus contem-
poraneos, algunos como Listing, Moebius y Jordan, fueron precursores de la nocion de
encontrar invariantes topologicos en las superficies con el objetivo de clasificarlas. Fue
de hecho el mismo Moebius (contrario a lo que se cree), quien en 1863 que enuncio la
primera version del Teorema de Clasificacion en un trabajo que public6 para la Acade-
mia de Ciencias francesa. En 1866 Jordan publica por su cuenta (al parecer ignorante del
trabajo de Moebius) una version del teorema. En este trabajo Jordan establece por pri-
mera vez la idea de homeomorfismos entre superficies. Finalmente a principios del siglo
XX, otros matematicos como von Dyck, Alexander y Brahana fomalizaron y generalizaron
las pruebas de sus predecesores. Es debido a Brahana que aparece por primera vez una
version completa del teorema (como lo conocemos hoy) impresa.

La demostracién del Teorema estd compuesta de dos partes fundamentales. Al inten-
tar clasificar siempre es necesaria una herramienta que permita comparar o diferenciar
entre dos objetos de el conjunto a clasificar. El teorema de triangulacion de superficies
cumple en este caso tal funcion. Nos permite asociar a cada superficie un poligono es-
pecifico que puede ser modificado a conveniencia hasta obtener una forma canénica que
permita decidir cual es la clasificacion de la superficie en cuestion. Vale la pena notar
que los fundamentos tedricos que sustentan este resultado son exhibidos en este trabajo
usando un enfoque mas moderno de teoria de graficas, basados en el texto de Thomassen
(1].

La segunda parte de la demostracién contiene los argumentos necesarios para justi-
ficar la diferenciacion de dos formas canonicas “distintas” (no homeomorfas) y es lo que
le da sentido a la clasificacion. Asi, si el poligono asociado a una superficie es diferente
a otro entonces las superficies deben de ser distintas. Para esto, usamos herramientas de
topologia algebraica.



CAPITULO

1

RESULTADOS TEORICOS
PRELIMINARES.

1.1. Variedades.

Definicion 1.1.1. Sean X e Y, espacios topolégicos, f : X — Y una aplicacién continua
y biyectiva, donde su inversa f~' : Y — X también es continua, entonces decimos que f
es un homeomorfismo entre los espacios topologicos X eY, los cuales a su vez se llaman
homeomorfos.

En general para decir que dos espacios X e Y cualesquiera son homeomorfos, se usa-
ra la notacion X =~ Y. Merece la pena notar el hecho de que bajo la aplicacion de ho-
meomorfismos, los conjuntos abiertos (resp. cerrados), tienen como imagen conjuntos
abiertos (resp. cerrados). Esto es un hecho sumamente importante, ya que permite la
conservacion de determinadas propiedades topoldgicas entre espacios homeomorfos.
Ejemplo 1.1.1. La funcion f : (—1,1) — R, f(z) = l—ilrr\ es continua y biyectiva, y es fdcil
ver que su inversa también lo es. Es por tanto un homeomorfismo entre el intervalo abierto
(-1, 1) yR.

Una base para una topologia 7 en un espacio topolégico X, es una familia 5 de con-
juntos abiertos en dicha topologia, de forma que VA € T, éste se puede expresar como
union de elementos de B. Si en particular, es posible tomar la familia 5 numerable, enton-
ces se dice que X es 2-numerable, o lo que es lo mismo, que satisface el segundo axioma
de numerabilidad.
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Ejemplo 1.1.2. En el caso de R, si tomamos B,(q), Vq,r € Q, conr > 0, vemos que es-
tos conjuntos forman una coleccion de abiertos, numerable, que ademds es base para la
topologia usual deR.

Otra propiedad importante de algunos espacios topologicos es su separabilidad, la
siguiente definicion enuncia lo que se conoce como el segundo axioma de separacion.

Definicién 1.1.2. (Axioma de separacién de Hausdorff) Se dice que un espacio topolégico
X es T2, o Hausdorff, siVx # y en X, existen U > z yV > vy, abiertos, de manera que
unv =4.

Ejemplo 1.1.3. El plano complejo C con la topologia usual, es de Hausdorff. Es facil ver
que si seleccionamos dos complejos z1 # z2 € C, los conjuntos abiertos Uy = B¢(z1),Us =

Be(2z2) con0 < e < ”z%“”, cumplen con lo requerido.

Ejemplo 1.1.4. El ejemplo anterior sugiere que un espacio métrico es de Hausdorff, ya que
para la demostracion solamente se usa el hecho de que hay una distancia definida en C, es
decir d(z1,z2) = ||z2 — z1||. Esta sugerencia es correcta en general: todo espacio métrico, es
de Hausdorff.

Una vez repasados los requisitos inevitables, definamos una variedad de la siguiente
manera.

Definicién 1.1.3. (Variedad) Una variedad M de dimensién n, es un espacio topoldgico de
Hausdorff, 2-numerable, tal que¥x € M, 3V C M vecindad de x, de forma queV =~ U,
dondeU c B" abierto yﬁn € R" es la n-bola (cerrada).

Al par, formado por el homeomorfismo:

p:V—U

y el conjunto 'V, se le llama carta. A a la coleccion de las (V;, ¢;), donde V; es una cubierta
de M, se le denomina atlas. Se dice que el punto x € M, es un punto interior (resp. punto
frontera), si para algiin homeomorfismo ¢ : V.— U, p(z) € B" = int(B"), (resp. p(z) €
sr=1 = 9(B™)).

El interior de la variedad es el conjunto de todos sus puntos interiores, y la frontera el
de todos sus puntos frontera.

En algunos textos se puede encontrar la definicién anterior de forma un tanto dis-
tinta. Algunos autores prefieren pedir solamente que el conjunto U sea un abierto en R”,
pero esta definicion posee la desventaja de ser turbia a la hora de establecer los conceptos
de frontera e interior de una variedad. Sin embargo, la definicion exhibida aqui permite
hacer uso del siguiente teorema para evitar que estos dos conceptos se entiendan de ma-
nera equivocada.

Teorema 1.1.1. (Invarianzia del dominio.) Sean X,Y C R" dos espacios tales que X = Y;
si X es abierto en R", entonces Y también lo es.
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Demostracion: La prueba del teorema solo requiere de la existencia del homeomor-
fismo ¢ : X — Y ya que se cumple que ¢! es continua por tanto si X es abierto
(~H71(X) = Y también lo es. Y si Y es abierto por ser o continua, ¢~ (YY) = X también
loes. O

Una consecuencia importante del teorema es la siguiente.

Teorema 1.1.2. (Invarianzia de la frontera) Sea p : B" — B un homeomorfismo. En-
tonces p(S"~1) = sn L

Demostracién: Supongamos que tomamos un punto x € S"~! de manera que ¢(z) =
y € B" = int(B"). Es claro que podemos tomar un abierto U/, de maneraque y € U C B".
La imagen inversa de este abierto ¢(U) ! intersecta a S*~' = 9(B") (al menos en z). Es
decir cumple que o(U)~'NS"~! #£ (), por tanto no puede ser abierta en B" ya que contiene
puntos frontera (en particular »(U)~! no es igual a su interior). Pero esto contradice lo
expuesto en el teorema anterior. [J

Queda bien establecido de esta forma lo que es la frontera y el interior de una varie-
dad. De manera intuitiva, si M es una n-variedad y = € M, x es un punto interior si es
posible encontrar un abierto x € U C M, y un homeomorfismo ¢ : U — V,conV C B"
de manera que () esté en B", si en caso contrario (z) € S*~! para cualesquiera U y ¢
que seleccionemos, entonces x es un punto frontera.

Para ilustrar todo lo enunciado anteriormente, examinaremos algunos ejemplos de
variedades.

Ejemplo 1.1.5. Tomemos dos copias de la recta real e identifiquemos los niimeros negativos
bajo una relacion de equivalencia como sigue:

X:R1UR2/N

donde: R MR &2 Ro, con ¢, ¢ homeomorfismos, y la relacion: z1 ~ xo <= ¢1(z1) =
x = ¢a(z2) yxr < 0.

No es dificil de ver que todo punto en este espacio tiene una vecindad homeomorfa aR.
Sin embargo, es bastante claro el hecho de que cualesquiera dos intervalos abiertos alrede-
dor de los puntos 01,02 van a contener niimeros negativos de ambas copias de la recta real,
que a la hora de "pegar” (i.e. al aplicar la identificacion) van a coincidir. Hemos mostrado
ast, dos puntos que no son "separables” segtin el axioma T2 en este espacio, asi que éste no
es un espacio de Hausdorf{fy por lo tanto tampoco es una variedad.

Ejemplo 1.1.6. El cilindro “finito”:
C={(z,y,2)]2° +4°=1,0<2<1} e R?

es una 2-variedad con frontera. Todos los puntos de la forma (z,y,1) € C forman parte
de la misma. Este cilindro es una representacion en R? de lo que se conoce como la banda
trivial B, espacio que se obtiene del producto cartesiano S* x 1, o de manera alternativa;
como el espacio que resulta de identificar en 1 x 1, a los puntos de la forma (0,t) con el
punto (1,t).
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Ejemplo 1.1.7. Si en el ejemplo anterior, identificamos los puntos de la forma (0,t) con
el punto (1,1 — t) obtenemos lo que se conoce como la banda Moebius, que usualmente
se denota por M. No es dificil ver que esta también es una variedad con frontera, pues la
frontera consiste precisamente en los puntos de la forma (s,0), (1—s,1) Vs € I (Figura 1.1).

Figura 1.1: Banda de Moebius.

Ejemplo 1.1.8. Todas las esferas de dimension mayor que 1, S*,¥Yn > 1, son ejemplos de
variedades sin frontera.

Un caso importante y fundamental para nuestros objetivos en este trabajo es el de las
2-variedades compactas y sin fronteras, donde con compactas nos referimos a la nocién
usual de compacidad de espacios topolégicos.

Definicion 1.1.4. Una 2-variedad se llama superficie. Si ademds es un espacio topolégico
compacto y carece de frontera, entonces se le llama superficie cerrada.

Ejemplo 1.1.9. El espacio topoldgico definido porT? =1 x 1/ ~, donde ~ no es otra cosa
que:

(2,0) ~ (z,1), (0,y9) ~ (1,9)
es conocido como "toro’, y es una superficie cerrada(Figura 1.2).
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Figura 1.2: Representacion tridimensional del toro.

No es dificil ver que esta variedad es homeomorfa a la que se obtiene al hacer el pro-
ducto cartesiano entre dos copias de S!, es decir T? ~ S! x S!. Intuitivamente podriamos
decir que por cada punto x € S!, tenemos una copia de S!. Mds atn, si tomamos un in-
tervalo cerrado K C S!, vemos que al hacer K x S!, obtendremos una seccién del toro
que se asemejaria a un pedazo de tuberia, deformada de manera tal que su eje central
fuera un arco de circulo (basicamente el intervalo K).

Figura 1.3: Seccidn del toro definida por el intervalo K.

Si en vez de esto tomamos K como todo S', tendremos el toro completo. El toro es
uno de los ejemplos mas usados en la topologia, y que como se vera posteriormente es
de gran importancia para la clasificacion de variedades.

Hay una caracteristica muy importante que clasifica en dos grupos a las supertficies,
es conocida como orientabilidad. El hecho de que una 2-variedad sea orientable o no, se
puede ilustrar y definir de varias maneras. Por cuestiones de brevedad y formalismo, nos
limitaremos a enunciar de la manera mas concisa y sobria posible esta caracteristica de
las superficies.

Definicién 1.1.5. Si X, Y son espacios topolégicos, ye : X — Y una aplicacién continua.
Entonces decimos que e es un encaje de espacios topoldgicos, o simplemente un encaje si
e: X — e(X) es un homeomorfismo.
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En el caso de la las variedades, si e cumple con lo anterior entonces se dice que es un
encaje de variedades.

Definicién 1.1.6. Se dice que V es una superficie no orientable si existee : Ml — V', encaje,
dondeM es la banda de Moebius.

Veamos un par de ejemplos de superficies no orientables y la relaciéon que hay entre
ellas.

Ejemplo 1.1.10. Claramente M es no orientable, pues claramente:
tdyp : M — M
es un encaje.

Ejemplo 1.1.11. Labotella de Klein es una superficie no orientable que se obtiene de ma-
nera similar al toro, solo que se “invierte“ la orientacion al identificar uno de los lados, es
decir, en 1 x I los puntos de la forma (0, t) se identifican con el correspondiente (1,t), y los
de la forma (s,0) con los correspondientes (1 — s, 1), en un dibujo.

b
b
b
Ej _> " (T
b
b
Figura 1.4: La botella de Klein obtenida después "pegar” adecuadamente los lados del
cuadrado.

Si fijamos el origen de coordenadas de un plano en el centro de este cuadrado, veremos
que la superficie que se obtiene bajo la identificacion en el subconjunto: {(z,y)| — 1 <z <
33, es homeomorfa a una banda de Moebius (Figura 1.5)

\%

Figura 1.5: La banda de Moebius esta encajada en la botella de Klein.

f Yagl

Oy
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Es decir, la botella de Klein tiene una banda de Moebius encajada, asi que es una su-
perficie no orientable.

Ejemplo 1.1.12. Otro ejemplo bastante popular e importante es el plano proyectivo de
dimension 2 o RP?, que resulta al identificar en S* a cada punto con su antipoda, o lo que
es lo mismo: x1 ~ 1y <= x =y bx = —y, por tanto RP? ~ §?/ ~.

Como estamos identificando puntos antipodas en S* podemos ver que six € S?,x ¢
St C S?, entonces x debe estar en uno de los hemisferios de S?, pero entonces —x esta en el
otro hemisferio, y bajo la identificacién son el mismo punto, por tanto para comprender
qué pasa en RP? basta con entender que sucede en uno de los hemisferiosy en S'.

Ahora, cada una de las cerraduras de estos hemisferios (es decir el hemisferio con S!
incluido) es homeomorfo aD?, la bola cerrada de 2 dimensiones (el disco), por tanto: RP? ~
D?/ ~,, ¥ ~, es la parte de la identificacion original que actiia en la frontera de D?, o de
manera mas concreta, identifica puntos antipodas sélo en S*.

Entonces, si tomamos en cuenta que D?> ~ 1 x I, podemos construir RP? de la forma
indicada en la figura 1.6. Y usando un método similar al usado en la figura 1.5, concluimos
que también hay una banda de Moebius encajada en el plano proyectivo.

d
> -
%
d

Figura 1.6: El plano proyectivo.

Vale la pena notar que el ultimo dibujo de la serie representada en la Figura 1.6, pre-
tende ser una representacion intuitiva del plano proyectivo en R3, después de pegar co-
mo indican las flechas. Pero so6lo es eso, un mero intento representacion, pues el plano
proyectivo no se puede encajar en R? y por tanto tampoco se puede representar grafica-
mente en este espacio.

Para seguir adelante con el estudio de las superficies y sus propiedades, necesitamos
herramientas mas elaboradas y generales. Ya que nuestro objetivo es clasificar, haremos
uso de una de las herramientas mas importantes de la topologia algebraica, basica para
la clasificacién de espacios topologicos, el grupo fundamental.

1.2. Homotopiay grupo fundamental.

Para abordar el tema de grupo fundamental es necesario introducir varios conceptos



CAPITULO 1. RESULTADOS TEORICOS PRELIMINARES. 10

previos. El grupo fundamental es un funtor' , por lo tanto es necesario primero crear
“estructura“ en los espacios topolégicos, antes de poder hacer dlgebra sobre ellos. Esto lo
haremos a través del concepto de homotopia.

Definicién 1.2.1. Sean X, Y espacios topolégicos, una homotopia de X a Y, es una aplica-
cion

H:XxI—Y

continua, donde I = [0, 1].
Si f,g: X — Y son aplicaciones continuas, entonces diremos que son homotopicas si
existe una homotopia H de X enY, tal que:

H(z,0) = f(x)
H(z,1) = g(x)

entonces se dice que la homotopia empieza en f y termina en g. En general usaremos la
notacion H : f ~ g.

Es importante notar que la aplicacion H es una funcién que cumple que vVt € [0, 1],
H(t)=H;: X — Y esunaaplicacién continua. Asi que de manera intuitiva podriamos
decir que a la homotopia H esta asociada con el conjunto { H, };<1 de funciones continuas
de XenY.

Ejemplo 1.2.1. Dos funciones f,g : X — R" siempre son homotépicas, pues la funcion
H:X x[0,1] — R™ H(z,t) =(1—-1t)f(x)+tg(x)

es una homotopia de f a g. De hecho estd determinada por los segmentos que unen f(x) y
g(x),Vr € X.

Un resultado muy util y facil de probar es el hecho de que larelaciéon f ~ g <— f ~
g, es de equivalencia. Esto nos permitird hacer cocientes (identificar cosas) sobre este
conjunto de aplicaciones.

Proposicion 1.2.1. La relacion ~ es de equivalencia.

Demostracion: La simetria de la relacion es trivial:

Si f: X — Y continua, entonces es facil ver que H : X x [0,1] — Y, donde
H(z,t) = f(z),Vt € I esuna homotopia f ~ f.

La simetria se obtiene de una simple construccion, pues si H : f ~ g, entonces defi-
niendo H de manera que H(z,t) = H(x,1 — t), comprobamos que esta nueva aplicacion
es tal que:

H(z,0) = g(a),

H(z,1) = f(z)

I:Un funtor es una aplicacién entre dos categorias, con determinadas propiedades. En el caso del grupo
fundamental, constituye un funtor entre los espacios topolégicos y los grupos algebraicos. Digamos que a
cada espacio topolégico le asigna un grupo, este es el llamado grupo fundamental.
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y ademas es continua pues H loesy H = H o (idx x 5), donde 5(t) = 1 — t. Asi que H es
continua, y por tanto homotopia.

Para verificar la transitividad de la relacion, tomemos dos homotopias H : f ~ g, K :
g ~ h ynotemos que al "ensamblarlas” de manera adecuada:

H(z,2t) si
K(z,2t — 1) si

— Nl

H*K(x,t):{

= O
IA INA

<t
<t

tenemos una aplicacién que “comienza“ en f, “pasa“ por g justo cuando ¢t = 1 y “termina”
en h. No es dificil ver que esta es una homotopia de fen h.

Como la relacion es de equivalencia, existen entonces existen clases de equivalencia
entre las aplicaciones continuas de X en Y, que por definicién, forman una particion de
este conjunto. Es decir, dada una aplicacién continua de X a Y, ésta pertenece a s6lo una
clase de equivalencia en el conjunto total de clases. [J

Ahora, si tomamos un yp € Y y nos fijamos en la aplicacion ¢y, (z) = yo,Vz € X,
surgen las siguientes preguntas: ;Como son las aplicaciones f, que son homotopicas a
¢y, 2sExistiran espacios X e Y demaneraqueVf : X €Y, f ~ ¢, ?

Esto nos lleva a las siguientes definiciones.

Definicion 1.2.2. Sedice que f : X — Y es nulhomotdpica si f ~ ¢, donde c,, es la
aplicacion constante igual a yy. A la homotopia H se le llama nulhomotopia. Un espacio
X es contraible si la aplicacionidy : X — X es nulhomotodpica.

Vale la pena notar que si X es contraible, existe H : idx ~ c;,. Entonces la composi-
cion K (z,t) = fo H es una homotopia de f alaaplicacion cs,,)(x) = f(zo),Vz € X. Esto
para una f arbitraria, es decir, si X es contraible entonces toda funcion f : X — Y, es
nulhomotdpica.

Ejemplo 1.2.2. R" es contraible Vn, y si tomamos la homotopia H(z,t) = (1 — t)x vemos
que esta es una contraccion de R™ en el punto (0,...,0) € R", es decir H : idgn — 0. Y
asi para cualquier funcion f : R® — X la homotopia K (z,t) = foH; K(x,t) = f((1—t)x)
es de hecho una nulhomotopia.

Definicion 1.2.3. Dos espacios topolégicos X eY serdn homotépicamente equivalentes,
o del mismo tipo de homotopia si existen dos aplicaciones f : X — Y, g:Y — X tales

quego f ~idx y fog~idy.

Ejemplo 1.2.3. Es claro que si un espacio es contraible, entonces es del mismo tipo de ho-
motopia que un punto. Es decir, si X es contraible entonces tenemos idy : X — Xy
Czo : X —> x y Se cumple

tdx 0 cpy ~ idx ~ Cyy 0 tdx

Definicién 1.2.4. Supongamos ahora que X C Y y que existe una aplicacion r: Y — X
tal que r |, = idx. Entonces ar se le llama retraccion.

Ejemplo 1.2.4. A modo de ejemplo tomemos C — {0} y la retraccion

T(Z)zﬁ,r:@—{O}%Sl
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Y que es obviamente una funcion continua en C — {0}. Entonces ya que r | ,= idgs:, r es
una retraccion y ambos espacios son del mismo tipo de homotopia.

El tipo de homotopia es un invariante topolégico!. De hecho es una propiedad que
nos dice exactamente que forma tiene el grupo fundamental del espacio.
Demos un par de conceptos mas y ya podremos comenzar a hacer algebra.

Definicién 1.2.5. Sea X un espacio topolégico, una trayectoria en X es una aplicacion
o : [0,1] — X continua. Si los extremos de o coinciden, es decir c(0) = o(1) entonces se
dice que es unlazo.

El concepto de homotopia se traduce a este caso de manera natural para cualquier par
de trayectorias en general. Pero aqui nos concentraremos en las trayectorias que compar-
ten su origen y final. De manera mas formal.

Definicidn 1.2.6. Dos trayectorias o1, 02, que cumplen que 01(0) = 02(0) = po yo1(1) =
o2(1) = p1 sonhomotépicas si 3H : [0, 1] x [0,1] — X continua, de manera que:

Hloxo,1) = Pos Hlixjo1) = p1
Hljp1)x0 = o1, Hljp,1jx1 = 02.

O lo que es lo mismo, la homotopia debe mantener los extremos fijos. Al igual que en el caso
de las funciones escribimos o1 ~ o5.

Supongamos que tenemos un espacio topoldgico X y en este espacio tomaremos un
punto x, cualquiera. A este punto x( le lamaremos por el momento punto bésico, fijémo-
nos en el conjunto:

P={0:]0,1] — X|o(0) = z0}

donde ¢ es una trayectoria. Es claro que el extremo final de todas estas trayectorias debe
estar en la componente conexa por trayectorias de x. pasara si tomamos P, como:

Py, ={0:[0,1] — X|o(0) =29 = o(1)}.

Esta construccion nos sugiere la posibilidad de establecer de manera formal relacio-
nes entre todos los lazos que estan “basados” en x. Establezcamos lo anterior de manera
formal.

Definicidn 1.2.7. Sea X un espacio topoldgico y xy € X. A la pareja (X, x) se le llama
espacio punteado y a x, punto basico del espacio punteado. Si f : (X,z9) — (Y,yo) es
una aplicacion entre espacios punteados de manera que f(xy) = yo, entonces se dice que f
es una aplicaciéon punteada.

De manera similar, si una homotopia H : (X, z¢) x I — (Y, 1), es de forma tal que
H(.T}o,t) =1yo,Vt €l

entonces se dice que H es una homotopia punteada.

I:Se les llama invariantes topolégicos a aquellas propiedades que se conservan bajo homeomorfismos. Es
decir, si X es contraible cualquier espacio topolégico homeomorfo a él, también lo es.
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Ejemplo 1.2.5. Supongamos que tenemos f : ([0,7],0) — (S, 1); f(t) = €™, conr < 1.
Entonces la homotopia H(t,s) = f(t(1 — s)) es una homotopia punteada.

Definiciéon 1.2.8. Sea (X, x¢) un espacio topoldégico punteado. La clase de homotopia de
un lazo o basado en x, se define como la clase de equivalencia que consiste en todos los
lazos p basados en x, tales que i ~ o.

Ejemplo 1.2.6. No es dificil ver de manera intuitiva que S* no es contraible. Trayectorias
que den al menos una vueltaa S' no son homotépicas a las que no dan ninguna vuelta. Es
decir, el lazo trivial ¢, (t) = 1,Vt € I no es homotdpico a el lazo o1 (t) = e*™ t € [0,1], que
da una vuelta completa en sentido positivo (contrario a las manecillas del reloj o sentido
levdgiro), ni al lazo o_1(t) = e~ 2™ t € [0, 1], que da la vuelta completa pero en sentido
negativo (a favor de las manecillas del reloj o en sentido dextrégiro). Por tanto estos tres
lazos se encuentran en distintas clases de homotopia.

Definicion 1.2.9. Sean i, ps : [0,1] — X, trayectorias de manera que p1(1) = p2(0), se
define el producto de 1 19 = p como:

_ (2t) parat € [0, 1]
w0 ={ 1y arar <04

Observacion: No es dificil ver que si Hy : 1 ~ py, Ha : pa ~ ph, entonces popg =~ phu.
Todo queda claro al construir la homotopia.

[ Hy(2t,9) parat € [0, 1]
H(t,s) = { Hy(2t —1,s) parate [%, 1]

Claramente esta comienza (cuando s = 0) en ugu; y termina (cuando s = 1) en phu.

El hecho de que el producto asi definido sea compatible con la propiedad de homo-
topia, permite que el producto entre clases de homotopias esté bien definido. En otras
palabras tenemos la siguiente definicion.

Definicién 1.2.10. Sea X un espacio topolégico punteado y x el punto basico. Definimos
Q como el espacio de lazos de X basados en x.

Llamaremos entonces )/~ al conjunto de las clases de homotopia del espacio de lazos
X basado en xy. Denotaremos por [\] a la clase de homotopia de un \ € (.

Vale la pena notar que por la observacion de la Definicién 1.2.9 se cumple que
AL 1, A 2 g == A > o
o lo que es lo mismo, si A1, A2 € [A\]y 1, p2 € [u], entonces
(Allp] = [Asl.

Ya estamos en condiciones de demostrar el teorema mas importante de esta seccion.
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Teorema 1.2.1. El conjunto 2/~ con el producto de lazos y la asignacion de inversos ya
definidos anteriormente, y el lazo constante c,,(t) = xo como elemento neutro, forman un
grupo algebraico.

Demostraciéon: Como todos los lazos comienzan y terminan en el punto basico xg
entonces el producto es cerrado, y por la observaciéon de la Definicién 1.2.7 podemos
asegurar que estd bien definido.

Ahorassi \,w, 0 € 2, la homotopia

A(E) para 0 gt 5 < 2%; t
H(S,t): W(4S+t—2) pal‘a TSSST
O(2t=3) para 31 <s<1

estal que H : A(w¢) ~ (A\w)e.
Veamos que el lazo constante ¢, es neutro, el producto de este lazo por cualquier otro
lazo p seria:
 ege(2t) sitel0,3]
Heo = { p(2t—1) site[d,1]

y por el otro lado:

. (2t) site0,1]
o coo(2t —1)  site [3,1]

Lo que implica que multiplicar por el lazo neutro es equivalente a hacer una repametri-
zacion del lazo original. Y bajo las homotopias

L para 0<s<
Hs,1) = { ALY para G <s<1
K(s.t) = A#5) para 0<s< it

A NS para i <s<1

tenemos H : c;)A ~ A y K : Acg, >~ \. Por tanto ambos productos son homotopicos a ,
es decir:

[1eay] = leaou] = ] € Q/~
lo que demuestra que c,, es neutro derecho e izquierdo en 2, y [¢;,] loesen Q/ ~.
Ademas cadalazo p € Q tiene un lazo que funciona como inverso para el producto en

el espacio de lazos =1 (t) = p(1 — t), es decir el mismo lazo, recorrido al revés. En efecto,
el producto de estos dos lazos es:

1 _ [ w(2t) site[0,3]
PEZ et -1 =u2—(20) site[i]]
Es decir el producto de estos lazos es equivalente a un lazo que recorre p en la primera

mitad del tiempo, y en la segunda mitad lo recorre de regreso. Y no es dificil notar que la
homotopia:

B (2st) sit e |0,
Hist) = { Z—1(1 +2s(t—1) = p(2s(t = 1)) site(;
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es en efecto H : c,, ~ u~ 'y, lo que demuestra que p ! es inverso de i para el producto
en (). Notemos ademas, que como la relaciéon ~ es de equivalencia, y el producto de lazos
es compatible con la relacion, se cumple que para cualquier o ~ u~ !, op ~ cg,. Lo que
significa que [p~!] = [p] "' O

Todo el razonamiento anterior también es valido para el producto z.~!, solo hay que
cambiar el orden cuando definamos el producto, por tanto x~!, es inverso derecho e iz-
quierdo en 2,y [z !]1o es en 2 /~. O Elultimo teorema de la seccién anterior nos permite
definir formalmente el grupo fundamental de un espacio topolégico.

Definicién 1.2.11. Sea (X, z() un espacio topoldégico punteado, definimos el grupo funda-
mental de X basado en xo, como el grupo algebraico

7T1(X,$0) = Q/N

donde () es el espacio de lazos basados en xo y ~ es la relacion de homotopia entre los ele-
mentos de (). En general omitiremos el punto bdsico en la notacion anterior (escribiremos
1 (X))

Ejemplo 1.2.7. Tomemos (R?,0) como nuestro espacio, ya vimos en el Ejemplo 1.2.2 que
R™ es contraible, asi que cualquier lazo o (t) € R? va a ser contraible en este espacio también
bajo una homotopia similar a la usada en dicho ejemplo, digamos:

H(s,t) = (1 t)o(s)

y esto contrae a o al lazo c5. Esto es posible hacerlo para todo lazo o, es decir cualquier lazo
estd en la clase de homotopia del lazo constante igual al punto bdsico, o lo que es lo mismo,
el grupo fundamental consiste en una sola clase de homotopia, la clase del elemento trivial.
Entonces w1 (R?) = {1},Vn. Una demostracion similar permite observar que m (R") = 1
también.

En el Ejemplo 1.2.4 vimos que a C que es un espacio contraible (pues R? lo es y ellos
dos son béasicamente el mismo espacio) le quitamos un punto y se convirtié en un espa-
cio del mismo tipo de homotopia que S! que no lo es. Lo que sucedi6 basicamente fue
que al quitarle un punto a C le abrimos un “hueco” y su estructura homotépica cambié.
Ahora, es claro que si tenemos un lazo C que rodee al 0, éste no podra ser contraible, por
tanto el grupo fundamental de un espacio como C — 0 debe ser distinto al trivial (que
es por el ejemplo anterior, el mismo que el de C). Esto se cumple de una forma un tan-
to distinta en otros espacios, pero es basicamente el mismo principio. Calcular el grupo
fundamental de un espacio es saber cuantas copias de S' (o lazos) en distintas clases de
equivalencia homotopica posee. Esto dice que el grupo fundamental de los espacios a los
cuales se les pueden hacer “huecos planos”! quitdndoles un punto, deben de estar de al-
guna forma relacionados con el grupo fundamental de S'. Es evidente que necesitamos
saber en qué consiste este grupo.

; Decimos huecos planos porque hay espacios a los cuales no les afecta la perdida de un punto en el
hecho de que los lazos puedan ser contraidos o no en él. Pensemos en una esfera sélida, podemos quitar
el punto que sea, cualquier lazo en ella seguird siendo contraible y homotépico a cualquier otro. Afortuna-
damente las superficies son el tipo de espacios que si resultan afectados, por lo que el calculo de 7 (S') es
necesario :]
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Asi que por su importancia y por el hecho de que vamos a necesitar herramientas to-
polégicas un poco mas elaboradas, nos tomaremos algo mas que un ejemplo para hablar
de éL

1.2.1. Grupo fundamental del circulo.

Antes de entrar en lo que nos concierne, vamos a necesitar un par de definiciones y
algunos resultados.
En todo lo que sigue, consideraremos a S! como subconjunto de C.

Definicion 1.2.12. Seap : E — B una aplicacion continua y sobreyectiva. Se dice que p
cubre parejamente a B, si para todo punto x € B, existe un abiertoU, C B, que cumple
quep~t(U,) es una unién disjunta de abiertos V; en E, coni € I un subconjunto de indices
no vacio, y ademds se cumple que

ply, Vi~ Uy, Vi

donde p|V¢ es la restriccion dep aV;.
Ap se le llama aplicacién cubriente, y a F espacio cubriente de B.

Veamos un ejemplo de aplicacion cubriente que inicia el camino hacia el calculo del
grupo fundamental del circulo.

Ejemplo 1.2.8. La aplicaciéonp : R — S';p(t) = e?™, es una aplicacion cubriente. Note-
mos primero quen € Z siy solo sip(n) = 1. Es decir,p~1(1) = Z.

Ahora, si tomamos un abiertoU = {e*™|t € (—3%, 1)}, vemos quep~(U) es una colec-
cién de abiertos {V;} € R,i € I. Cada uno de ellos centrado en un entero, ya que 1 € U.
Es decir, el conjunto de indices I tiene tantos elementos como el conjunto de los ntimeros
enteros, de hecho losV; tienen la formaV; = (n— §,n+ 3),n € Z. Por otro lado, es bastante

evidente el hecho de quep|,. :V; ~ U,Vi € I. Mds atin, si tomamos cualquier otro abierto
U e S! distinto de S, entonces p™'(U) = | |, Vn, donde los V,, son ajenosypl,. :V,~U.

Definicién 1.2.13. Seap : E — B una aplicacién cubriente. Si f es una aplicacion con-
tinua de cualquier espacio X en B, se dice que f : X — E es unlevantamiento de f si se
cumple quepo f = f. O lo que es lo mismo, si el siguiente diagrama conmuta.

a
g
X——18B
f
Vale la pena llamar la atencién sobre el hecho de que la existencia de una aplicacion
cubriente, no asegura la existencia de un levantamiento. Se sale de contexto responder a
la pregunta de cudles son las condiciones necesarias y suficientes para que esto ocurra,
asi que pasaremos a examinar un par de resultados importantes sobre los levantamien-
tos.
Los siguientes lemas cuya demostracion es bastante sencilla y se puede consultar en
[1], son necesarios para la demostracion de la unicidad de los levantamientos de trayec-
torias.
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Lema 1.2.1. Seap : E — B una aplicacion cubriente. Si X es un espacio conexoy f, g :
X — E aplicaciones continuas tales que, po f = p o g, entonces [ = § siy solo si existe un
puntox € X, tal que f(z) = §(x).

Lema 1.2.2. Seap: E — B una aplicacion cubriente, entonces para cada aplicacion H :
I? — B continuay para cada punto ey € p~*(H(0,0)), existe una aplicacion H : 1> — E
de manera quepo H = H y H(0,0) = ¢

Teorema 1.2.2. Consideremos una aplicaciéonp como en elLema1.2.2. Paracadaj : 1 —
B y para cada e € FE tal que p(e) = u(0), existe un unico levantamiento i : 1 — E
de 1, que cumple que [1(0) = e. Si llamamos a éste levantamiento L(u,e), tenemos que
en caso de que g y 11 Sean trayectorias en B tales que 1o ~ py rel Ol y e un punto que
cumple p(e) = po(0) = 11(0), entonces podemos afirmar que L(g,e) ~ L(u1,e) rel Ol (en
particular coinciden los destinos de ambos levantamientos). Es decir si

fo = pa, f0(0) = p1(0) ¥ po(1l) = pa(1)

entonces

L(po, €) = L(pa, e), L(po, €)(0) = L(p1,€)(0) y L(po, e)(1) = Lp, €)(1).

Demostracién: Dada una trayectoria i : I — B, tomemosla homotopia A : IxI :—
B de manera que H(s,0) = u(s), podemos ver que H(0,0) = p(0) y sip(e) = u(0), por el
lema anterior 35 : Ix I —s B, tal que H(0,0) = eypo H = H. Entonces se puede ver que
la trayectoria /i : I — F, tal que i(s) = H(s,0), cumple que (0) = eypo i = u. Y éste
es un levantamiento de ;4 que comienza en e, que por argumentos de unicidad sabemos
que es unico.

Por otro lado, si 19,41 : I — B son trayectorias tales que po ~ pq rel 0l, y H una
homotopia entre ellas, entonces por el lema sabemos que existe una aplicacién H, tal
quepo H = Hy H(0,0) = e. Pero la trayectoria t —s H(0,t) tiene valores en la fibra del
punto po(0) = p1(0), y como esta fibra es discreta y la trayectoria es continua y su dominio
es conexo, entonces su imagen es conexa. Es decir, la trayectoria debe ser constante en la
fibra. De igual manera, la trayectoria t — H(1,t) debe ser constante. Asi que H(0,¢) =
e,vt € I,y H(1,t) = ¢, donde ¢’ debe ser algtin punto fijo en la fibra de (1) = (1), para
todo ¢ € I. Finalmente la trayectoria s — H(s,0) es un levantamiento de s con origen
en e, asi que por la unicidad que se sigue del Lema 1.2.1: H (s, 0) = /io(s) y andlogamente
H(s,1) = ju(s), es decir, H que es levantamiento de H, es en efecto una homotopia ig ~
{1 rel O, que es justo lo que queriamos probar. [J

El teorema anterior nos permite definir, para cada trayectoria i : I — X y para cada
punto e € p~1(x(0)) un levantamiento L(y, e), es decir, una funcion:

L:B'xp E— E' donde B'xp E = {(u,e) € B' x E|u(0) = p(e)}
y el conjunto B' denota todas las trayectorias posibles en B.

Corolario 1.2.1. Seap: E — B una aplicacion cubriente y

L:B'xg E— E!
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su funcion de levantamiento de trayectorias:

i) la trayectoria L(p., e) esta determinada en forma tinica por las condicionespo L(p, e) =
Y L(p,e)(0) =e,

ii) para un lazo nulhomotopico o, L(o, e) es un lazo nulhomotépico,

iii) el conjunto { L(1,€)|e € p~1(u(0))}, tiene la misma cardinalidad que la fibrap=(1(0)),
iv) para trayectorias enchufables i1, 11 en B,

L(papo,€) = L(p1, e)L(pz, e1),

dondee es el punto en E donde termina L(p1, e) yestden lafibra p='(u1(1)) = p~*(u2(0)),
por tanto hay un tinico levantamiento L(pa, ¢'), e’ € p~(u2(0)) de manera quee’ = e; (que
es justamente L(uz, e1)), y hace que L(u1,¢e) y L(u2, e1) sean enchufables en E.

Todo lo visto anteriormente, puede ser aplicado a lazos, pues estos son casos particu-
lares de trayectorias. Podemos asegurar que al tomar las clases [o] € 71 (B, by) se cumpla
lo siguiente:

Definicién 1.2.14. Seap : E — B cubriente, yby € B punto bdsico. Sieg € p~1(b,) C E,
entonces dado un elemento [o] € m1(B, by), y ., un levantamiento de o tal que 6.,(0) = ey,
definimos la aplicacion

¢ : m1(B,bo) — p (bo); d([0]) = Gy (1),
la cual como consecuencia, del Lema 1.2.2 y el Teorema 1.2.2, estd bien definida.

Teorema 1.2.3. Establecido todo como en la definicién anterior. Si E es conectable por
trayectorias entonces ¢ es sobreyectiva. Si E' es simplemente conexo, entonces es biyectiva.

Demostracion: Si E es conectable por trayectorias, entonces tomando un elemento
e1 € p~Y(by), existe una trayectoria & en E, tal que 5(0) = eg y (1) = e, y tendremos que
o =podesunlazo en B basado en by y ¢([o]) = e1, por la definicion de ¢.

Ahora, si E es simplemente conexo, entonces tomemos dos elementos [o1], [02] en
m1(B, by), de manera que ¢([o1]) = ¢([o2]),y 71, 62 los levantamientos respectivos basados
en eg. Asi, por la definicién de ¢, 61(1) = 62(1) y como E es simplemente conexo, existe
una homotopia entre 5; y 62, digamos H. Por tanto po H esuna homotopia o ~ o9 en B
y por tanto [o1] = [02]. Es decir, la aplicacién ¢ seria en tal caso inyectiva. [J Utilizaremos
entonces la funcion ¢ para calcular el grupo fundamental de S'.

Teorema 1.2.4. El grupo fundamental deS' es isomorfo al grupo aditivo de los enteros, 7.

Demostracion: Seap : R — S! la aplicacion cubriente definida como p(t) = >, to-
memos eyp = 0y by = p(ep) = 1. Entonces como ya vimos, p~*(by) = p~*(1) es el conjunto
Z de los nimeros enteros. Como R es simplemente conexo, entonces

¢:m(S1) — Z

es biyectiva. Veamos entonces que ¢ es un homomorfismo de grupos.
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Es bastante claro que ¢([c1]) = 0. Ahora, si tomamos [o1], [09] € m1(S!, 1), 61y 52 los
respectivos levantamientos a R comenzando en 0, nos fijamos en los enteros:

n=061(1) = ¢([o1]),m = 62(1) = ¢([o2])

y construimos el lazo 5(¢t) = n+&2(t) en R. Si notamos entonces que p(n+z) = p(z),Vz €
R, se deduce que & es un levantamiento de o2 que comienza en n. Por tanto podemos
hacer 5 o 61, que esta bien definido y es de hecho (usando el Corolario 1.2.1) el levanta-
miento de o o o1, donde o es la composicion de trayectorias en S'. Como el punto final
de o, era m, entonces el de & va a ser n + m, y asi tendremos que:

¢([o2] * [o1]) = n+m = ¢([01]) + ¢([02]).

De lo anterior se verifica la compatibilidad de los inversos y por tanto ¢ es un homomor-
fismo biyectivo, entre los grupos (71 (S, 1), 0) y (Z, +), asi que son grupos isomorfos. [J

Ejemplo 1.2.9. TomemosR? — B,(0), es decir al plano real, le quitaremos una bola abierta
con centroen( yde radio e > 0. No es dificil verificar que cualquier lazo que tomemos y que
contenga en su interior a B.(0), no es contraible (pues para que un lazo sea nulhomotopi-
co, no puede tener huecos en su interior). Y mas atn, si nos fijamos en todos los lazos que
contienen al abierto y son recorridos en sentido dextrdgiro, son homotdpicos al lazo que re-
corre el circulo unitario de esta manera. De igual forma todos los que contienen al abierto
y recorren a este en sentido levogiro, son homotdpicos al lazo que recorre el circulo unita-
rio de esta forma. Por ejemplo, tomemos un lazo \(t) = (z(t),y(t)), supongamos que este
recorre al abierto en sentido contrario al reloj y fijémonos en la homotopia:

H(t,s) = (cos(t)s + (1 — s)x(t), sen(t)s + (1 — s)y(t))

esta es una homotopia (es homotopia pues la region entre los dos lazos es simplemente
conexa por hipotesis) del lazo \ a un lazo que recorre aS' en sentido contrario al reloj.

De manera bastante bastante obvia se comprueba que si dos lazos le dan n y m vueltas
al abierto centrado en el origen, con n # m entonces estos no son homotopicos entre si. Y
por lo anterior si un lazo da n vueltas en un sentido determinado alrededor de el abierto
este va a ser homotdpico a el lazo que recorre n vecesS' en el mismo sentido. Podemos no-
tar entonces (todo visto de manera muy intuitiva), que tenemos exactamente una clase de
homotopia por cada lazo alrededor deS*, por tanto el grupo fundamental de esta variedad
R? — B,(0), es homeomorfo al deS'.

El ejemplo anterior nos sugiere que si podemos encajar una copia de S' dentro de una
2-variedad V, entonces se podria cumplir de alguna forma 7 (S!) C 71(V). Veamos otro
ejemplo.

Ejemplo 1.2.10. TomemosM, la banda de Moebius e intentemos ver que pasa con su grupo
fundamental. Habiamos visto que podiamos definir:

M =1x1/~;(xo,90) ~ (x1,41) <= 20=1{0,1} yr1=1—20, yo=1—u1

o0 en otras palabras, M era lo que resultaba de identificar en 1 x 1, los puntos de la forma
(0,y) con los de la forma (1,1 — y).
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Ahora si nos fijamos en la trayectoria oo(t) = (t, 3), vemos que bajo la identificacion
ésta se convierte en un lazo. Por otro lado, cualquier otro lazo \(t) basado en zo = (0,1) es
nulhomotopico enl x I si no intersecta al conjunto 0l x I en ningunat € (0, 1). Yaquel que
intersecte este conjunto en (1, %), serd homotopico al segmento 0. Finalmente a cada lazo
A(t) enl x I/ ~ basado en x( le podemos asignar un numero k, y otro ko de manera que
k1 diga la cantidad de veces que el lazo cruzo de izquierda a derecha por el segmento que
corresponde a la imagen de x = % enM, y que ks diga la cantidad de veces que lo cruzo de
derecha a izquierda. El numero k = ki — ko, el cual es un entero resulta ser entonces la
cantidad de “vueltas“ que da A en S' — M hacia un lado (si k > 0) o hacia el otro (si
k < 0). Cada uno de estos lazos va a ser homotépico a (0o)*!, 0 a (—00)¥!, dependiendo del
signo de k. De una manera igualmente intuitiva al ejemplo anterior, podemos notar que el
grupo fundamental de M es isomorfo al deS*.

Mas adelante se enunciara el teorema de Seifert y Van Kampen, el cual nos permi-
tira calcular los grupos fundamentales de estos y otros espacios de manera mas formal.

1.3. Graficas

Definicién 1.3.1. Unagréfica G es un par ordenadoG = (V, A), dondeV , A son conjuntos.
V,vaaserV = {v; |i € I}, donde I es un conjunto de indices (que en este texto, siempre
serd finito). A losv; los llamaremos vértices de la grdfica. El conjunto A entonces, es tal que
Vi € A, | = (v;,v;). Los elementos se llaman aristas de G y los vértices v;, vj, los extremos
del. Las aristas en ocasiones se suelen denotar como | = v;v;.

Cuando hablemos de “trayectoria G” o “ciclo G” nos referiremos a graficas, no aplica-
ciones a(t), t € I.

Ejemplo 1.3.1. Pensemos en un subespacio convexo X € R", de manera que exista una
trayectoria digamos \(t), tal que \(0) = xo, A\(1) = x1. Si tomamos una coleccion de pun-
tos distintos dos a dos, en el intervalo unitario P = {vj},vgo = 0 < v1 < --- < v = 1
y calculamos el correspondiente conjunto inducido por la trayectoria A\, Py, = {\(vg) =
zo, A(v1),...,Mvg) = x1}. Entonces el conjunto T = (P, A), donde A = {l;} y cada
l; = (Mvj), AM(vj4+1)) representa el segmento de linea recta

A(vj)A(vj41) que une A(v;) con A(vjy1) (v que existe en X por la convexidad de este), es una
grdfica. De hecho es una grdfica que consiste en una trayectoria formada por lineas rectas
en X, que une xg con x.

Ejemplo 1.3.2. Supongamos ahora, que tenemos una grdfica C = (V, A). Entonces, si
Vv, € V, éste estd representado exactamente dos veces en A, como extremo de algunas
dos ey ;, ez, se dice que C es un ciclo. Ademds, se cumple que ordenando los elementos
deV = {vp,v1,...,vx}, esto nos induce una ordenacion A = {ep,e1,...,ex}, donde cada
unodeestosese; = (v;,vj+1) mod k+1 (es decirvy1 = vo). Por otro lado, si a la grdfica an-
terior le quitamos un elemento cualquierae; € A, la grdfica que resultaT = (V, A — {e;})
se le llama trayectoria.
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Ahora, si X es un espacio topologico y es posible encontrar una aplicacion inyectiva
f:V — X, de manera que se induzca una funcién

fir A— X% fi(e) = f(v1)f(v2)

donde e = vivs, f(v1) f(v2) es una trayectoria que une los puntos
f(v1), f(va) € X y X?® el conjunto de todos los segmentos de recta en X. Entonces como
la inyectividad de f, asegura la de f; y el conjunto {f(v;)} es discreto en X, se dice que la
funcion ) X

=0 :C— (f(V), i(A) =G
es un encaje poligonal de la grafica G en el espacio topolégico X, siVe;, e; € A, distintos, se
cumple que fi(e;) () fi(e;) como subconjuntos de X, es vacio.

Los ejemplos anteriores nos proporcionan la siguiente definicion.

Definicién 1.3.2. Sea G = (V, A) una grdfica que consiste en una trayectoria G encajada
en un espacio topologico X. Se dice entonces que G es una trayectoria poligonal o curva
poligonal simple en X. Si G es un ciclo G encajado en X, se dice que es un ciclo poligonal o
curva poligonal simple cerrada en X .

La definicion anterior se puede simplificar de manera intuitiva: Una trayectoria poli-
gonal, es una trayectoria formada por segmentos de recta. Y una curva poligonal simple
cerrada, es una trayectoria poligonal en la cual coinciden sus extremos.

Figura 1.7: La figura es una curva poligonal simple cerrada. Al quitar el segmento “a” (el lado
punteado), obtenemos una trayectoria poligonal.

Veamos algunos resultados que seran de gran utilidad mas adelante.

Lema 1.3.1. Si A es un conjunto abierto en el plano (R?), entonces cualesquiera dos puntos
en A pueden ser unidos por una curva poligonal simple en R

Demostracién: Es bastante claro que R? es conectable por trayectorias, pues en par-
ticular es convexo. Usando el método del Ejemplo 1.3.1, podemos construir la curva po-
ligonal simple deseada. O

Definicién 1.3.3. Se dice que G que es planar si puede ser encajada como G C R?.
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Definicién 1.3.4. Una grifica G C R? se llama plana.

Una subdivision de una gréfica G, es la grafica que se obtiene de insertar vértices en
las aristas de G, es decir; siG = (V, A)y A = {a1, aq, ..., a,}, entonces al tomar una arista
a; = v;v;+1 y convertirla en las dos aristas b; = v;w, b = wwv;41 al introducir el vértice w,
la grdfica G = (V,A)donde V =V U{w} y A = (A — a;) U {b1, ba}.

Teorema 1.3.1. (Kuratowski) Una grdfica no es planar si y solamente si contiene como
subgrafica una subdivision de alguna de las graficas de Kuratowski, K33 0 Ks. K5 es la
grdfica con 5 vértices donde todos los vértices estan conectados (completa), y K33 es la
grdfica con 6 vértices uy,usz,us, v1,va, vs donde cada u; estd conectado con cada uno de
losv;.

Uy vy
u, Vs
Uy V3

Figura 1.8: Gréfica de Kuratowski.

Una demostracion del teorema anterior puede ser encontrada en [5].

1.3.1. Teorema de Jordan-Schonflies

Para finalizar este capitulo examinaremos el teorema que da titulo a esta seccion. Pero
antes enunciaremos un par de teoremas necesarios para llegar hasta él.

Lema 1.3.2. SiC es una curva poligonal simple en el plano (R?), entonces R*\C tiene exac-
tamente dos regiones disjuntas, cada una de las cuales tiene a C como frontera.

Demostraciéon: Supongamos primero que existen puntos p1, p2, p3 en regiones disjun-
tas de R?\C, podemos tomar entonces un disco cerrado D en R? que intersecte a C en
una arista, es decir s = D N C consista en un segmento de recta. Entonces es claro que
podemos tomar puntos 1, 72,73 en D — s de manera que existan curvas poligonales sim-
ples que unan cada p; con r; y que no intersecten s, es claro entonces que debe existir un
segmento que una algan r; con ry, por tanto existe una curva poligonal simple que une
a los p;, pi, correspondientes y esto es una contradiccion con el hecho de que estos dos
puntos yazcan en distintas regiones.

Veamos ahora que R?\C es disconexo, para esto tomemos un punto p arbitrario en
dicho conjunto y consideramos una semirrecta infinita L que comience en él. Dicha se-
mirrecta corta a la curva C' en un numero finito de puntos que forman intervalos conti-
guos. Si le damos una orientacién a la curva C' y nos fijamos en los extremos de cada uno
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de estos intervalos, podemos decir que; si en los extremos del intervalo [ la curva corta
las dos veces por el mismo lado a la semirrecta L, entonces esta “toca“ a la curva en el
intervalo Ij; si por el contrario, la curva cruza la semirrecta L en los extremos de I por
lados distintos entonces la curva “cruza“ L en el intervalo. No es dificil ver que como C' es
una curva poligonal simple (no tiene bucles), entonces cada intervalo de toque, contiene
al menos dos intervalos de cruce. El namero de intervalos de cruce médulo 2 no depende
de la direccion de la semirrecta L, solo del punto p (pues la curva C' se supone ya dada).
El nimero L,, de cruces de la semirrecta L que parte de p, se llama la paridad de el punto
p con respecto a la curva C. Es claro que todos los puntos de una curva poligonal simple
en R?\C deben tener la misma paridad, por lo tanto todos los que se encuentren en la
misma region de este conjunto también la deben tener. Considerando ahora un disco D
como el usado anteriormente, podemos encontrar un punto p tal que sea posible trazar
una semirrecta L que intersecte C' en un solo punto. Por tanto en L podemos encontrar
puntos de paridad distinta, que por los argumentos de conexidad ya mencionados deben
estar en distintas regiones de R?\C. 0

Una definicion alternativa del interior de una curva poligonal simple se puede dar en
términos de la paridad. Podemos decir que los puntos de R?\C' con paridad 1, forman
el interior de C'y los de paridad 0 el exterior. Como la paridad de los puntos cambian al
cambiar de “lado” con respecto a la curva C, y ya que los puntos en ella tienen paridad
indefinida podemos decir que C es la frontera de ambas regiones.

Lema 1.3.3. Sea C una curva poligonal cerrada y P un arco poligonal en int(C) que une
a los puntos p, q los cuales estan en C, y no tiene mas puntos en comun con esta. Si Cy y Co
son los dos arcos contenidos en C que unenp y q, entonces R?\(P U C) tiene precisamente
tres regiones, las cuales tienen por fronteraC, Cy U P, Cy U P.

Demostracién: Ya hemos visto que ext(C) e int(C) son dos regiones distintas, por
tanto solo queda demostrar que el arco poligonal P divide int(C) en dos regiones. Para
esto tomemos dos puntos py, p2 € int(C') de manera que puedan ser unidos por un arco
poligonal P’ que cumpla que P’ N P consista en un solo punto. Entonces por el lema
anterior, p; y p» deben estar en dos regiones distintas de R?\ (C, U P) por lo tanto, también
en dos regiones distintas de R?\(C U P). [

El lema anterior nos permite asegurar que no hay manera de seleccionar dos puntos
en int(C)\ P y unirlos por una “linea” poligonal sin intersectar P. De igual manera un
arco poligonal que esté en ext(C) y una dos puntos de C divide ext(C) en dos regiones.
Todo esto ofrece como consecuencia el siguiente resultado.

Lema 1.3.4. K33 no es una grdfica plana.

Demostracién: K3 3 puede ser pensada como un ciclo con 6 vértices, es decir, como
la curva poligonal vjvevsv4v5v6, Mas tres cuerdas vyivy, vovs, v3v6. Ahora usando el lema
anterior, podemos ver que si K3 3 fuera plana, como el ciclo es una curva poligonal sim-
ple y cerrada, al agregarle dos arcos poligonales (dos de las tres cuerdas) uno tendria que
estar en int(C) y el otro en ext(C'). Y ya que el arco que esta en int(C') divide este en dos
regiones, seria imposible que la tercera cuerda estuviera en int(C) y no intersectara la
primera. De igual forma la cuerda que esté en ext(C) divide este en dos regiones, y como
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cada arco de C que une los extremos de cada una de las cuerdas v;v;,3 contiene exacta-
mente un vértice de las otras dos, entonces si la tercera cuerda yaciera en ext(C) por el
mismo argumento, deberia intersectar a la segunda. No hay configuracion posible que no
contradiga la condicion de planalidad, asi que podemos afirmar que es imposible hacer
un encaje exitoso de K33 en R?. [J

Definicién 1.3.5. Se dice que una grdfica es conexa si existe un camino (arco poligonal
contenido en la grdfica) entre dos cualesquiera de sus vértices. Se dice que es 2-conexa si al
quitarle un vértice cualquiera y todas las aristas que lo contienen, esta sigue siendo conexa.

Lema 1.3.5. Si F es una grdfica 2-conexa y G una subgrdfica de esta 2-conexa también,
entonces F puede ser obtenida, ariadiendo caminos (de longitud | > 1) a la grdfica G, de
manera que los extremos de cada uno de estos caminos, sean vértices en G, y que el resto
sean elementos deV (F)\V (G).

Demostracién: Si F' = G entonces el resultado es trivial. Supongamos por tanto que
A(F)\A(G) # 0. Si este conjunto contiene un solo elemento entonces tal arista seria el
arco poligonal a adicionar para obtener la grafica completa. Ahora tomemos esta como
nuestra hipétesis inductiva y apliquemos induccién sobre el namero de elementos en
A(F)\A(G).

Por nuestra hip6tesis, podemos suponer que se cumple para cualquier grafica 2 -
conexa contenida en G. Més aun, si tomamos G’ como la gréafica 2-conexa propia ma-
ximal de F (es decir, la grafica 2-conexa mas grande contenida en F y distinta de esta), en-
tonces por nuestra hipétesis de induccién podemos asegurar que la propiedad se cumple
en el caso G' y G, oen el caso Fy G/, ya que los nimeros | A(F)\A(G’) |y | A(G')\A(G) |
son mayores que | A(F)\A(G) |, por tanto es facil ver que se cumple para E G. Ahora, si
G es la grafica 2-conexa maximal propia de E debemos examinar el caso con mas deta-
lle. Veamos que como F es conexa, entonces debe haber alguna arista, digamos v;v, en
A(F)\A(G) con alguno de sus extremos (por ejemplo v, lo que implica que v2 no estd en
G) en V(G) (de hecho debe ser mds de uno pues F también es 2-conexa).

Como F —{v; } es conexa podemos tomar cualquier elemento v,, en V(G) y un camino
L = vyvs...vy, donde los v;,3 < j < n no estén en G. Este camino debe existir ya que
ve € V(F)\V(G), y por tanto en el por de los casos consistird en una sola arista. De esta
forma el camino L U {v;v2} contiene sus extremos en G y todos los demas vértices en
V(F)\V(G), por tanto como G era la subgrafica 2-conexa maximal de E entonces F' =
G U LU {vjvy}, lo que demuestra el lema. [J

El siguiente lema es consecuencia del teorema de Euler sobre poliedros, en el cual
se establece que la suma del numero de caras y de vértices de un poliedro cualquiera es
igual al namero de aristas mas 2. Es decir:

C+V=A4A+42,

o lo que es lo mismo:
C=A-V+42.

El lema puede verse geométricamente asumiendo el exterior de una grafica finita como
una tnica cara.
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Lema 1.3.6. Si G es una grdfica plana 2-conexa con tres o mds vértices, entonces R*\G
tiene| A(G) | — | V(G) | + 2 regiones, cada una de las cuales tiene un ciclo de G como
frontera.

Demostracién: Supongamos que tomamos un ciclo cualquiera C en G. Si G = C,
entonces por el Lema 1.3.2, vemos que R?\G tiene dos regiones, por tanto se cumple. En
caso contrario, la gréfica G puede ser obtenida desde la grafica C agregandole caminos a
los vértices de esta.

Agregar un camino es similar a agregar una arista solamente, pues la diferencia en-
tre aristas y vértices de un camino siempre es 1 da igual cual sea su longitud. Por tanto
usando el Lema 1.3.3, vemos que cada camino que agreguemos divide en dos una region
en R?\G, asi que adiciona una al total de regiones. Y ya que agregar un camino es como
agregar una arista, entonces habrén tantas regiones adicionales como aristas adicione-
mos (una por cada camino), por tanto si el ciclo C tenia “i“ aristas e “i“ vértices, (pues
un ciclo tiene la misma cantidad de vértices que de aristas) la formula era (siendo R el

numero de regiones):
R=lAG) |- |V(G)|+2=2=i—i+2
y si adicionamos “k“ caminos (una arista por cada uno de ellos), se convierte en:
R+k=|AG) | +k+ | V(GQ) | +2

es decir, se sigue manteniendo la igualdad. De todo esto podemos asegurar que el nime-
ro de regiones en R?\G es el deseado. [J

El Lema 1.3.2 y el Lema 1.3.3 se pueden generalizar al caso en el cual la curva po-
ligonal simple C, es una curva simple cerrada, es decir; una trayectoria donde su inicio
y su final coinciden. Solo hay que tener en cuenta que en el Lema 1.3.2, la interseccion
del disco D yla curva C no tiene que ser una linea recta para que se cumpla el hecho de
que el disco es dividido en 2 regiones distintas por dicha linea. Por tanto el resultado se
extiende facilmente.

Para generalizar el Lema 1.3.3 se usa el resultado esbozado en el parrafo anterior. La
Unica parte no trivial es la de demostrar que int(C') es dividido en dos regiones distintas
por el arco poligonal P. Enla prueba del Lema 1.3.3 el arco poligonal P’ intersecta al P en
un Unico punto, por tanto usando la extension del Lema 1.3.2 ya mencionada, entonces
P’ contiene sus extremos (los puntos p; y p2) en dos regiones distintas de R*\C; U P, y
por lo tanto en dos distintas de R\ P U C.

Recapitulando un poco todo lo mencionado en esta seccion, podemos hacer notar
que aunque las aristas de una grafica en general se piensen como lineas rectas entre los
vértices de esta, las aristas del encaje de una grafica G (encajada en R2 en nuestro caso)
no tienen porque ser lineas rectas. Estas podrian ser perfectamente curvas simples (o
trayectorias no rectas). Una vez dicho esto, el Lema 1.3.6 puede ser reformulado de la
siguiente forma.

Lema 1.3.7. Si G es un encaje en R? de una grdfica 2-conexa que contiene un ciclo C, el
cual es una curva simple cerrada, de manera que todas las demas aristas de G\C' son cur-
vas simples en int(C), entonces R?\G tiene| A(G) | — | V(G) | +2 regiones, cada una de
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las cuales tiene un ciclo de G como frontera.

Demostracién: La demostracion es idéntica a la del Lema 1.3.6, pero se utiliza la ge-
neralizacion del Lema 1.3.3 en vez del lema en si. [J

Por dltimo, pasemos a enunciar y demostrar el principal teorema de esta secciéon. En
el teorema hablaremos de la accesibilidad de un punto.

Definicion 1.3.6. Se dice que un punto p de un conjunto cerrado C C R?

es accesible desde un punto q en la region R C R*\C (y por tanto accesible desde cual-
quiera en dicha region) si existe un arco poligonal simple que los una y que intersecte al
conjunto C solamente en p.

Si C es una curva simple cerrada, entonces pueden existir puntos en ella que no sean
accesibles desde R.

Figura 1.9: Ejemplo de la afirmaci6n anterior.

Sin embargo si L es un arco de C que contiene al punto p, entonces como R?\(C\ L) es
un conjunto conexo, existe un arco poligonal simple L’ que conecta ¢ € R con cualquier
otro punto ¢’ que se encuentre en una region distinta de R?\C'y por tanto L' N C # (. Lo
que implica que L’ intersectaa L.

Ahora, el arco L C C puede ser tan chico como se desee, es decir para todo punto
p € C podemos tomar una vecindad tan pequefia como queramos de este en C' que sea
intersectada por el arco poligonal L’ en la construccién anterior. En otras palabras; para
todo p € C el arco L puede ser tomado como una vecindad arbitrariamente pequeina de
este en la curva C, que sin importar cuan chico sea siempre posee al menos un punto
accesible desde cualquier region R C R?\C. De lo cual se puede concluir que el conjunto
de puntos accesibles en C desde una region R como la descrita es denso.

El siguiente teorema, que da titulo a esta seccion, es uno de los teoremas mas famosos
eimportantes de la topologia. Ha demostrado ser ademas de gran utilidad y fortaleza para
la elaboracion de varias ramas de las matematicas avanzadas. La version del teorema y
la demostraciéon que presentamos aqui, estdn tomadas de manera casi literal de [1]. La
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demostracion es larga e intrincada en su método constructivo, por eso no se hace intento
alguno de esclarecerla.

Teorema 1.3.2. (Jordan-Schonflies) Si f es un homeomorfismo de una curva poligonal
simple cerrada C en otra curva poligonal simple cerrada C', entonces f puede ser extendido
a un homeomorfismo f de todo el plano (R?).

Demostracién: Sin pérdida de generalidad asumamos que C’ es un poligono convexo
y extendamos en primer lugar el homeomorfismo f a un homeomorfismo f’ : int(C') —
int(C"). Tomemos B como un conjunto numerable en int(C) y A como un subconjunto
numerable de los puntos en C accesibles desde int(C) (sabemos que estos puntos son
densos en C). Sea py, p2, p3, ... una coleccion de puntos en A U B, L, cualquier gréafica
2-conexa que consista en C'y arcos poligonales en int(C) y L, definida similarmente pe-
ro con relacion a C’. Pidamos ademds que L, y L;, sean isomorfas con isomorfismo g,
de manera que gp y f coincidan en V' (Lg). Ahora, lo que intentaremos hacer es extender
faCUV(Ly) de manera que gy y f coincidan en V(Lg). Para esto definimos sucesio-
nes de graficas 2-conexas Lo, L1, Lo, ... y Lj,, L}, L), ... de manera que para cada k > 1;
Ly, L) son extensiones de subdivisiones de las gréficas L;_;, L} _, respectivamente, con
L, ~ L) mediante un homeomorfismo g; que coincide con g, en V(L;_1) y que las
graficas Ly, L) consistan en C'y C’, y arcos poligonales simples en int(C) e int(C") respec-
tivamente. Por Gltimo asumamos ademds que L \C’ es conexa para cada k. Con todo esto
podemos proceder a extender f a C' UV (L) tal que fy g, coincidan en V' (L,,). Suponga-
mos que ya tenemos definida nuestras sucesiones y homeomorfismos correspondientes
hasta el término n — 1, definamos entonces Lo, L;, Y g,, de la siguiente forma; tomemos el
punto p, € AU B en la sucesion anterior, si p, € A C C entonces tomamos P como una
curva poligonal simple queuneap,yag, € L, ;\C de maneraque L,_1 NP = {pn, qn }
Es decir L,, = L, U P, donde P béasicamente yace en el interior de una “cara“ de L,
(que posee por frontera un ciclo digamos S). Debemos adicionar también a L/, _; un arco
poligonal P’ de manera que esté en la cara que posee por frontera a g,,_1(S), y que una a
los puntos f(p,) ¥ 9n—1(gn) en caso de que ¢, sea un vértice, o una a f(p,) con un punto
cualquiera en el conjunto imagen de g,,—1(a), siendo ala arista que contiene a ¢,,. Hacien-
do entonces L, = L),_; U P’, definimos el isomorfismo g,, de la manera sugerida por la
construccion; es decir usando f en C, el isomorfismo g,,—; en L,,_; y haciendo la corres-
pondencia obvia entre Py P’ (las graficas continian siendo isomorfas justo por el hecho
de que los ciclos que son fronteras de las caras que contienen a P y a P’ son imagen uno
del otro bajo g,,—1). Entonces basta extender f de manera que satisfaga f(¢,) = gn(qn)-

Si p,, estd en B, entonces consideramos el mayor cuadrado de lados verticales y hori-
zontales, que tenga como punto medio p, y que esté en int(C). Dentro de este cuadrado
tomaremos uno nuevo, con lados paralelos al primero y de manera que los lados de este
disten del otro < 1. Dentro del nuevo cuadrado dibujamos lineas paralelas a los lados
que cumplan que dos de ellas (una horizontal y una vertical) contengan a p,, y que las
regiones entre estas y el cuadrado de adentro tengan un didmetro < 1 (hay que tener en
cuenta que el didmetro de un conjunto es la distancia maxima entre todos los elementos
de este). Hagamos entonces que H,, sea la unién de L,_; y las dos lineas rectas que in-
tersectan p,, mas un arco poligonal en int(C') necesario para hacer que H,, sea 2-conexa
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y H,\C conexa. Ahora, por el Lema 1.3.5, H,, puede ser obtenida de L,,_; agregando ar-
cos poligonales en las caras de esta; anadimos entonces los caminos correspondientes
a L!,_, (bajo la aplicacién g,,—1) y asi obtenemos una grafica H), que es isomorfa a H,,.
Ahora agregamos lineas verticales y horizontales en int(C’) a H), de forma que la grafica
resultante no tenga regiones acotadas de didmetro > ﬁ Si fuera necesario podriamos
modificar un poco la gréfica para que las lineas que agregamos intersecten a C’ solo en
f(A), tal que todas las regiones acotadas tengan didmetro < % y tal que cada una de estas
nuevas lineas tenga solo un nimero finito de intersecciones con H/,. Y esto extiende H,
en una grafica que denotaremos por L/,. De nuevo podemos agregar arcos poligonales a
H, tal que obtengamos una grafica plana L,, isomorfa a L/,. Entonces extendemos el ho-
meomorfismo f tal que esté definido en C' U V(L,,) y coincida con el isomorfismo g,, en
V(L;,). Cuando extendemos H, a L), y H, a L,, estamos agregando demasiadas aristas y
es dificil saber que esta pasando. En cualquier caso el Lema 1.3.5 nos dice que podemos
visualizar una extension de H,, en L/, como el resultado de agregar arcos poligonales (que
en este caso es una linea recta en una cara). Después solo realizamos sucesivamente las
adiciones en H,, (cosa que podemos hacer ya que la aplicacion f actual esta definida sola-
mente en los vértices). En este sentido podemos extender f a una aplicacion 1-1 definida
en F' = CUV(Ly)UV(L1)U...,yconimagen C'UV (Ly)UV(L})U....Estos conjuntos son
densos en int(C’) yint(C) respectivamente. Si p es un punto en int(C) en el cual f todavia
no esta definida, entonces consideramos la sucesion ¢1, g2, g3, . . . que converge apy con-
siste en puntosde V(Lo) UV (L;)U.... Debemos demostrar entonces que f(q1), f(q2), - - -
converge y que su limite no es otro que f(p). Para esto tomemos d como la distancia de
pa C'y p, un punto de B a distancia < g de p. Entonces p esta dentro de del cuadrado
mas grande en int(C) que tiene a p, como punto medio (también dentro del cuadrado de
adentro si n es suficientemente grande). Por la construccion de L,, y L/, se sigue que L,
tiene un ciclo S tal que p € int(S) y tal que ambos, S'y g,(5) estdn en discos de radio < 1.
Como la aplicacion f va del conjunto F' Nint(S) en int(g,(S)) y F Next(S) en ext(g,(S)),
se cumple en particular que, que la sucesion f(gm), f(¢m+1), ... estd en int(g,(S)) para
alguna m. Como k puede ser elegido arbitrariamente grande, f(q1), f(q)2,... €s una su-
cesion de Cauchy, y por tanto es convergente. Se sigue por tanto que f esta bien definida.
Ma4s atn, usando la notacién anterior, f mapea int(S) en int(g,(S)), por tanto es con-
tinua en int(C). Ademas como V(Lj) U V(L)) es denso en int(C’) el mismo argumento
muestra que f mapea int(C) enint(C'), que f es una aplicacion 1-1y que f~! es continua
en int(C"). Por tanto solo queda demostrar que f es continua en C (pues como int(C) es
compacto y f sea continua entonces f(int(C’)) = int(C) también lo serd). Para probar
esto basta con considerar una sucesion ¢, ¢, ... de puntos en int(C) que converjan a
g en C'y demostrar que f(q1), f(g2),... converge a f(q). Supongamos entonces que es-
to no sucede; como int(C’) es compacto podemos asumir que existe una subsucesion
(que pensaremos como la sucesién misma) en la cual lim, o f(¢,) = ¢ # f(q), yya
que f~! es continua en int(C’), entonces ¢’ debe estar en C’. Ademaés, A es denso en C,
por tanto f(A) es denso en C’ y cada uno de los dos arcos en C’ de ¢’ a f(q) contienen
un punto f(q1) o f(q2) respectivamente en f(A). Para cada n, L,, tiene un camino P de
q1 hasta ¢, teniendo solamente a estos dos puntos en comun con C. Por la extension ya
mencionada del Lema 1.3.3, P separa int(C) en dos regiones, una de las cuales contiene
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casi todos los elementos de la sucesion { f(¢),} mientras la otra tiene a f(¢q) en su fron-
tera, pero no la frontera que es comun a las dos regiones, por tanto es imposible que se
cumpla lim,, . f(¢,) = ¢'. La contradiccién anterior asegura que f tiene una extension
apropiada a int(C).

Por argumentos similares, f puede ser extendida a ext(C'). Consideramos un sistema
coordenado en el plano; sin perder generalidad podemos suponer que int(C') contiene
el origen y que C'y C’ estan en el interior del cuadrangulo 7', con esquinas (+1,+1).
Sean Li, Lo, L3 los segmentos de recta que pasan por el origen y por los puntos (1, 1),
(—1,-1), (1,—1) respectivamente. Sean p; el punto donde el segmento L, intersecta a C
parai = 1,2, 3. Sean L), L} arcos poligonales desde f(p;) a (1,1) ydesde f(p2) a (—1,—1)
respectivamente, de manera que L} N L, = () y L/ tiene solo sus extremos en comun con
C"y T. Después de una reflexion de C’ en la linea entre (1,1) y (—1, —1), si es necesario,
podemos asumir que L5 termina en (1, —1). Ahora, podemos usar el método de la prime-
ra parte de la prueba para extender f a un homeomorfismo de int(7T') de manera que f
sea la identidad en 7. Entonces f se extiende a un homeomorfismo de todo el plano tal
que f eslaidentidad en ext(7). O

Lema 1.3.8. Si L y L’ son grdficas planas 2-conexas y g un homeomorfismo plano e iso-
morfismo entre ellas. Entonces g se puede extender a un homeomorfismo en todo el plano.

Demostraciéon: La demostracion se hace por induccion sobre el namero de ciclos en
L. Si L es un ciclo entonces el lema se reduce al teorema anterior. En otro caso, sabemos
que L consiste en un ciclo con arcos poligonales en su interior. Mas aun, L se puede
obtener a partir de un ciclo, adicionando a este arcos poligonales en sus caras (con cada
adicion dividiremos una cara en dos). Entonces si suponemos que L; es una subgréfica
que contiene al ciclo exterior de L, y tal que L puede ser obtenida adiciondndole arcos
poligonales P a L; en el interior de algunas caras int(C) contenidas en determinados
ciclos C' € L;. Ahora aplicando la hipdtesis de induccion sobre L; y sobre ambos ciclos
formados en C'U P para cada ciclo C de los anteriores, queda demostrado el lema. [



CAPITULO

2

TEOREMA DE CLASIFICACION DE
SUPERFICIES

Como su titulo lo indica en este capitulo enunciaremos y probaremos el teorema de
clasificacion de superficies. Después de la breve introduccién que hemos hecho sobre
algunas herramientas matematicas importantes, podemos hacer uso de estas para sim-
plificar el camino que hemos de recorrer.

Cuando se habl6 del grupo fundamental, se llamé la atencion sobre un resultado im-
portante que implicaba el hecho de que dos espacios topoldgicos “distintos“ (no homeo-
morfos), tenian grupos fundamentales distintos (no isomorfos). Hubo una clara insinua-
cién ademads de que este hecho podia ser usado para decidir cuando dos superficies com-
pactas eran “la misma“ (homeomorfas) y cuando no. Sin embargo es extremadamente
dificil calcular el grupo fundamental de una superficie en general, y normalmente solo
se conoce el grupo asociado a algunas de ellas. Asi que la solucién clasica al problema
consiste en demostrar primero que todas las superficies compactas son homeomorfas a
determinadas superficies mas especificas.

Hablemos un poco de estas superficies especificas.

2.1. Superficies S,y N,

Definicion 2.1.1. Sean X eY dos n-variedades conexas. Si extraemos dos discos de di-
mension n encajados en ellas digamos Bx y By respectivamente, y nos fijamos en los es-
pacios X = X—By eY = Y —By, entonces tendremos dos variedades cuyas fronteras son
0X U dBx, dY U dBy. Ahora, es bastante claro que OBy ~ OBy, asi que tomando un ho-
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meomorfismo ) : 9By — 9By definimos
X#Y =X U, Y.
como lasuma conexa de X eY, que es también una variedad de dimension n.

Es bastante claro que la suma conexa es una operacion invariante (con respecto a la
relaciéon de homeomorfismo) en su orden de ejecucion. Es decir, se cumple

X#(YHZ) ~ (XH#Y)HZ ~ X#Y # 2.

Teorema 2.1.1. Si X,Y, Z son superficies, tal que se cumpleY ~ Z, entonces X#Y =~
X#Z.

Demostracién: Sean D; el encaje de un disco en Y respectivamente. Sea ademas
el homeomorfismo Y ~ Z y (D) la imagen de este. Entonces es bastante claro que
Y-D; ~ Z — (D) y que si D, es un disco encajado en X, ya que existe un homeomor-
fismo ¢ : D1 — Dy entonces X Uy Y ~ X U(le op) Z, donde ¢ |, es larestriccion de
d Dl. O

Podemos hacer notar también que la superficie X#Y es (o podria ser si asi se deseara)
exactamente la misma superficie que Y #X. Y ya que D? ~ S2—R2, si S es una superficie
cualquiera, se cumple que S#S? ~ S. Por tanto, la esfera (la clase de equivalencia for-
mada por las superficies homeomorfas a ella, es decir su clase de homeomorfismo) actaa
como elemento neutro con respecto a la operacion # y a las clases de homeomorfismo de
las demads superficies. El conjunto de estas clases, forma entonces un monoide abeliano
con respecto a la operaciéon de suma conexa.

Definicién 2.1.2. Tomemos una superficie S y extraigamos dos agujeros ajenos de ella, es
decir teniendo dos encajes eg, ey : B> — S pedimos que eo(B?) N e1(B?) = () y hacemos
S = S — ei(int(B?)) — ex(int(B?)). Ahora, con los homeomorfismos 1 : S' — S}, 11 :
St — Si, donde S} y St son las fronteras de los dos agujeros respectivamente, podemos
pegar el cilindroS* x I a S. La superficie obtenida es una similar a las de la figura.

Figura 2.1: Pegar un asa a una superficie.
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La superficie que resulta con este procedimiento se dice que se obtiene al “pegarle
un asa” a S. Por supuesto, dependiendo de los homeomorfismos 1); serd la superficie que
obtengamos. Por ejemplo, modificando uno de los homeomorfismos podemos pegar el
asa de manera no orientable.

‘I—)

Figura 2.2: El asa pegada de manera no orientable.

Ejemplo 2.1.1. Si en la definicién anterior tomamos S = S?, la superficie que resulta de
pegar el asa en ambos extremos de esta con la misma orientacion, es un toro. Si pegamos
con orientaciones contrarias en cada agujero obtenemos una botella de Klein.

Es importante observar que el cambio de orientacion a la hora de pegar el asa determi-
na la orientacion de la superficie. Como ya sabiamos la botella de Klein es una superficie
no orientable (tiene una banda de Moebius encajada), mientras el toro si lo es.

Definicién 2.1.3. Para g > 1 sea Ey, el poligono regular inscrito enS' de 4g lados y vértices
pn = €274 conn = 1,2,..., 4¢. Esta es una superficie con frontera, la cual consiste en
los lados del poligono. Ahora si definimos la siguiente relacion en la frontera

(1 — t)pai—3 + tpai—o ~ (1 — t)pai + tpai—1

(1 —t)pai—2 + tpai—1 ~ (1 — t)pait1 + tpai

de forma que los lados del poligono se identifiquen como en la figura
entonces tenemos una superficie S,. Es decir una superficie cerrada orientable de géne-
ro g. Haciendo

_>
Gy = P4i—3P4i—2 = P4iP4i—1

%
bi = pai—2Pai—1 = Pai+1D4i
la identificacion de los lados del 4g-gono se puede escribir como

alblaflbl Lo anbna,jlbgl

una expresion que nos va a ser de gran utilidad después.



CAPITULO 2. TEOREMA DE CLASIFICACION DE SUPERFICIES 33

Pag-1 Pag
Pag-2 P4
Pag-a P2
~~__ /y Ps
Pag-1) = By

Figura 2.3: La identificacién indicada arriba sobre los lados de un 4g-gono.

El Ejemplo 2.1.1 y la Definicion 2.1.3 estdn estrechamente relacionados pues la su-
perficie que se obtiene al pegar g asas de manera que el resultado sea una superficie
orientable, es equivalente a tomar un 4¢-gono e identificarlo de la manera sugerida an-
teriormente. Ambas superficies resultan ser superficies cerradas orientables de género
g, las cuales son ademas homeomorfas a la suma conexa de g toros. Esto por supuesto
merece un teorema.

Teorema 2.1.2. La superficie cerrada orientable de género g es la suma conexa de g toros.

Demostracion: En el caso g = 1 el resultado es conocido pues resulta ser la construc-
cién que dimos para el toro en el Ejemplo 1.1.9. Ahora si tomamos el 4g-gono con su
identificacion correspondiente para lograr S, y lo dividimos por el segmento que une p;
con p; (llamémosle a), obtendremos dos figuras que poseen relaciones definidas en cada

una de ellas (en particular p; ~ ps)
R
~ \\\

\\ . a

5 ~
. N

( a \\ \‘
- R .
~ ~
\\
-

Figura 2.4: Suma conexa de un toro con un 4(g — 1)-gono.

Vemos entonces que una de las figuras es un 4(g — 1)-gono y la otra un 4-gono con
determinada relaciones en sus fronteras y par de agujeros perforados en cada una de ellas
(de manera similar al procedimiento de suma conexa). O lo que es lo mismo; tenemos dos
superficies S, ;—B?y T?—B2, que en particular deben ser identificadas en 9B2. Por tanto,
el 4g-gono original es lo que resulta de pegar ambos poligonos por el segmento «, o lo
que es equivalente: S, ~ S, #T2.

Si aplicamos induccion sobre g y suponemos que el teorema se cumple para S,_1,
entonces el teorema queda demostrado para todo g. O
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El resultado anterior nos dice que la coleccion de superficies

T?H#T24# ... #T?

g-veces

son en efecto todas las superficies cerradas orientables de género g. Las cuales en efecto
son orientables por la pura construccion (ya sea usando los 4g-gonos o el método de
pegar asas a la esfera de manera orientable).

Sin embargo, no hemos estudiado que sucede cuando pegamos asas de manera no
orientable a S?. Es claro que esta es una forma de construir superficies no orientables,
pero no sabemos exactamente que resultard de dicho proceso. Para tener una idea mas
clara examinemos el siguiente teorema cuya demostracion esta dada en la figura, por el
método de “cut and paste”.

Teorema 2.1.3. La suma conexa de dos copias del plano proyectivo es homeomorfa a la
botella de Klein. Es decir, se cumple la siguiente expresion.

RP?#RP? ~ K

Demostracion:

Asi que en principio podemos decir que “pegar un asa“ de manera no orientable a la
esfera conduce a RP?*#RP?. Ahora la pregunta es: ;Que pasa si hacemos?

RP2#RP?# . . . #RP?

Esta es una superficie claramente no orientable, pues cualquiera de las copias de RP?
tiene encajada una banda de Moebius. Pero no es claro como puede estar relacionado
esto con el proceso de pegar asas.

La respuesta esta en los siguientes lemas.
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Lema 2.1.1. Al pegar dos asas de manera no orientable a una esfera obtenemos la suma
conexa de dos botellas de Klein.

Demostracién: La demostracion es bastante intuitiva. Si tomamos dos copias de una
esfera y de cada una extraemos discos abiertos tan grandes como una semiesfera, en-
tonces tendremos dos semiesferas cerradas. A cada una de ellas le podemos agregar asas
de manera no orientable, asi obtendremos dos superficies isomorfas entre si e isomorfas
también a una botella de Klein con una perforacion igual a la del método enunciado para
efectuar la suma conexa.

Si estas dos superficies las identificamos por las fronteras de las semiesferas, obten-
dremos una esfera con dos asas pegadas de manera no orientable. Pero a su vez, por la
observacion del parrafo anterior, la superficie serda isomorfa a la suma conexa de dos bo-
tellas de Klein. [J

Lema 2.1.2. La suma conexa de un toro y un plano proyectivo es homeomorfa a la suma
de tres planos proyectivos; esto es:

TH#RP? ~ RP2#RP?#RP?

Demostracion: Usando “cut and paste” una vez mas

=

L.

Los resultados son sumamente sugerentes; si tenemos sumas conexas de botellas
Klein y toros, por cada botella de Klein tenemos dos planos proyectivos y por cada su-
ma de un plano proyectivo y un toro tendremos tres planos proyectivos.

Es perturbador a su vez el siguiente resultado, que es consecuencia directa de los le-
mas.

Corolario 2.1.1. Las siguientes superficies son homeomorfas
RP?#T ~ RP?#K.

Hay una forma algo distinta de construir las superficies que resultan de
RP?#RP?# . .. #RP2,

g-veces
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Definicién 2.1.4. Para g > 1 sea E», € R? el poligono regular inscrito en' S' con 2g lados
y vértices en los puntos p, = e*™"/%9, conn = 1,2,...,2q. Por argumentos similares a los
usados en el 4g-gono, esta es una superficie con frontera.

Podemos definir entonces una relacion sobre la frontera

(1 — t)p2i—1 + tpai ~ (1 — t)pai + tpoit1

lo que indica que los lados del poligono se identifican como se muestra en la figura
Hagamos entonces

% \
Qy = P2i—1P2i = P2iP2i+1
la identificacion definida arriba se puede escribir entonces como

a1a1a2ag .. .AanpAyp

Figura 2.5: Identificacion sobre los lados de un 2g-gono.

El espacio que resulta de identificar los lados de un 2g-gono F5g como en la definicién
anterior, es una superficie cerrada no orientable de género g, o N,. Que es ademas la
suma conexa de g planos proyectivos.

Hemos visto que podemos construir una gran variedad de superficies, pero hasta el
momento no queda muy claro como todas estas construcciones podrian ayudar a clasifi-
car cualquier superficie compacta (que eventualmente podria ser un objeto tridimensio-
nal cerrado y compacto cualquiera).

Probaremos primero la parte mas complicada del teorema; demostraremos que cual-
quier superficie es homeomorfa a una superficie triangulada, o lo que es lo mismo, que
cualquier superficie admite una triangulacién. Una vez hecho esto exhibiremos un méto-
do para modificar de manera homeomorfa dicha triangulacién y convertirla en la trian-
gulacion de una esfera, una superficie S, 0 una Ny; en otras palabras, demostraremos que
la triangulacion de cualquier superficie es homeomorfa a la de una de las superficies que
hemos visto en esta seccion. Esto obviamente equivale a decir que cualquier superficie
cerrada es isomorfa a una de estas.

El teorema que usaremos para fundamentar todo esto le da titulo a la siguiente sec-
cion.

2.2. Teorema de triangulacion de superficies.

Definicion 2.2.1. Se dice que un encajee : G — S de una grdfica G en una superficie S es
un encaje 2-celular si cada una de las caras de e(G) es homeomorfa al disco abierto.
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Definicion 2.2.2. Una triangulacion de una superficie compacta S, consiste en una fami-
lia finita T = {1, Ts,...,T,} de conjuntos cerrados T; C S que cubren S y una familia de
homeomorfismos ¢; : T| — T;,i = 1,2,...,n, donde cadaT| es un tridngulo en R%. Las
imdgenes bajo los; de los vértices y las aristas de cada T, son llamados vértices y aristas de
la triangulacion T . Es necesario ademds que para todo par de triangulos T;, T; € T,i # j
se cumpla que el conjunto T; N T sea vacio, o consista en un solo punto (que debe ser un
vértice deT ), o en un arco simple (una arista de T ). En otras palabras, dos triangulos dis-
tintosde’T pueden compartir a lo mds una arista o un vértice en comun, pero nunca algin
punto interior.

Notese que la definicion de triangulacion de una superficie asegura que si la superfi-
cie es cerrada, entonces una arista pertenece exactamente a dos tridangulos.

El teorema de triangulacion de superficies y su respectiva demostracion estan desa-
rrollados en [1] de manera bastante practica, es por eso que aqui, una vez mas, seguire-
mos la demostracién exhibida alli.

Teorema 2.2.1. (de Triangulacién de Superficies) Toda superficie S es homeomorfa a una
superficie triangulada, o lo que es lo mismo; S es triangulable.

Demostracidén: Ya que un poligono convexo siempre puede ser triangulado basta en-
tonces demostrar que S admite un encaje 2-celular. Tomemos entonces para cada punto
p € S un disco abierto D(p) en el plano (R?) que sea homeomorfo a una vecindad V (p)
de p en S, mediante un homeomorfismo ¢, : D(p) — V(p). En D(p) tomamos dos cua-
drilateros Qi (p),Q2(p) tales que

P € ¥p(Q1(p)) € ¥2(Qa2(p))

Como estamos asumiendo que S es compacta, hay un numero finito de puntos, pi, pe,
n o
.., b, talesque S C | v, (Q1(pi)). Podemos suponer ademés que los conjuntos D(p;),
i—1

i=
D(p2), ..., D(p,) son disjuntos dos a dos. Para lograr lo que nos proponemos debemos
mostrar que es posible modificar los homeomorfismos v; y sus correspondientes con-
juntos Q; (p;) de manera que estos formen un encaje 2-celular en S.

Haciendo induccién sobre &, supongamos que Qi (p1),Q1(p2),...,Q1(pr—1) han sido
elegidos de manera que los conjuntos v, (Q1(p1)), ¥p, (Q1(p2)), - - -,
Yp,_, (Q1(pr—1)) tienen solamente un numero finito de puntos en comun en S. Entonces
nos fijamos en Q2 (py), la clave del asunto es la definicion del concepto de segmento ma-
lo: Decimos que un segmento P de algin Q;(p;), (1 < j < k — 1) es un segmento malo si
¥p, (P) une dos puntos de v, (Q2(px)) y todos sus demas puntos estan en 1, (Q2(pr)).

Ahora, tomando Qs3(py) un rectdngulo entre Q; (px) y Q2(px), decimos que un segmen-
to en Q2 (px) es muy malo si ¢, (P) intersecta 1, (Qs(px)). Pueden existir una cantidad
infinita de segmentos malos pero no de segmentos muy malos; pues como tenemos un
numero finito de rectangulos ();, tenemos un numero finito de conjuntos v, (Q2(p;)), pe-
ro ninguno de estos conjuntos no puede “enredarse” de manera infinita en el rectdngulo
Qs3(pr) (pues entonces v, dejaria de ser una homeomorfismo) y esta ultima condicion es
obviamente necesaria para que exista un numero infinito de segmentos muy malos. Los
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segmentos muy malos, junto con Qz(py) forman una grafica 2-conexa, digamos G. Usan-
do el Lema 1.3.5, podemos reacomodar G en Q3(py) tal que obtengamos una grafica G’
que sea isomorfa a G y tal que todos las aristas de G’ sean arcos poligonales simples (un
arco poligonal formado por arcos simples) en S. Ahora usando el Teorema 1.3.8 podemos
extender el isomorfismo entre Gy G’ a un homeomorfismo de int(Q,(px)) que mantenga
fijo a Q2(px). Esto transforma a Qi (px) y Q3(px) en curvas cerradas simples Q},Qj tal que
pr € int(Yp,, (Q))) C int(¢y, (Qf)). Podemos asegurar que hay entonces, una curva simple
cerrada QY C int(Qa(py)) tal que Q) QY y tal que Q4 no intersecta a ningtin segmento
malo, excepto a los muy malos (los cuales son ahora arcos poligonales).

De hecho esto se cumple; por cada punto ¢ €Qj, sea R(g) un rectangulo con ¢ co-
mo punto medio tal que R(g) no intersecta ni a Q} ni a ningin segmento malo que no
sea muy malo. Consideramos entonces una cubierta finita de Qf por tales rectangulos
(que sea minima, es decir que no contenga elementos innecesarios), la unién de estos
rectangulos es una grafica plana y 2-conexa tal que su ciclo exterior puede cumplir el
mismo prop6ésito que Qf.

Reacomodando de nuevo G’UQY (la cual es una grafica 2-conexa) y usando el Teore-
ma 1.3.8 una vez més podemos asumir que Q7 es un cuadrilatero que tiene a Q| en su
interior. Haciendo QY se la nuevo eleccién de Q; (p), entonces cualesquiera dos Qi (p1),
Qi(p2), ..., Q 1(pk) se intersectan solo un numero finito de veces, y el paso inductivo
queda asi demostrado.

Por tanto, podemos asumir que hay solo un numero finito de segmentos muy malos
dentro de cada Q2 (px) y que estos segmentos son arcos poligonales simples que forman

junto con Q2 (px) una gréafica plana 2-conexa. Entonces la union J 4(Q;(p;)) puede ser
i=1

pensada como una gréfica G dibujada en S. Cada regiéon en S — G posee un ciclo C de
G como frontera (C' debe ser una curva poligonal simple dentro de algun Qz(p;)). Dibu-
jemos ahora un poligono convexo C’ tal que sus esquinas coincidan con los vértices de
C'. La union de estos poligonos (por sus aristas correspondientes) forma una superficie
S’ con un encaje 2-celular G’ que es isomorfo a G. Un isomorfismo de G’ a G puede ser
extendido a un homeomorfismo f del conjunto de puntos de G en S al conjuntos de pun-
tos de G’ en S’ (puntos que forman sus aristas incluidos). En particular la restricciéon al
ciclo C es un homeomorfismo de C en C’. Por el Teorema 1.3.2 f puede ser extendido
a un homeomorfismo de int(C') en int(C’). Esto define un homeomorfismo de S en S’y
prueba el teorema. [

En [3] se puede encontrar un resultado mas general; los autores prueban que una
superficie puede ser triangulada si es 2-numerable. El resultado que presentamos en el
teorema anterior se aplica solamente para superficies compactas.

Lo que procede entonces es demostrar que cualquier triangulacion se convierte en la
triangulacion de una superficie S, N, o de una esfera. Para esto vamos a proceder de la
misma forma que se exhibe en [2], dado que es un método bastante intuitivo, que hace
extenso uso de la técnica de “cut and paste’.

Hacemos notar primero dos cosas:

(i) Sila superficie no tiene frontera (cerrada), cada arista de una triangulacién pertenece
exactamente a dos tridngulos de esta.
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(ii) Si v es un vértice de la triangulacion, entonces v esta en un numero finito de tridangu-
los (y en un ntimero finito de aristas). Estos tridngulos pueden ser ordenados de manera
quesiTy, Ty, ..., T, esuna ordenacion de ellos, entonces se cumpleque Vi = 1,...,k,T;y
T;+1 comparten una arista en comun (que incide en v), tomando obviamente 7}, = Tp.
La veracidad de este hecho se puede mostrar de manera constructiva utilizando (i). Su-
pongamos que I, = eg, e, ..., e, €s el conjunto de aristas que inciden en v. Tomamos
un elemento ¢; € I, y nos fijamos en uno de los tridngulos que la contengan. Cualquiera
de estos triangulos (por (i) podemos asegurar que solo pueden ser dos) posee otra arista
que debe estar en el conjunto [, (digamos e;/), asi que hacemos el tridngulo selecciona-
do Ty y nos fijamos en el otro tridngulo que contiene a e . Este va a ser el tridngulo 77,
y etc. Si al terminar el procedimiento (en un nimero finito de pasos debe terminar) no
tenemos todos los tridngulos que contienen a las aristas en [,,, significa que el conjunto
Tv1, T2, - .., Ty de tridngulos que contienen a algin elemento de I, es tal que se puede
separar en dos Ty1, T2, . . ., Tvj, Tuj+1, Tuj+2, - - -, Tyr de manera que ningun triangulo del
primer conjunto tenga aristas en comun con alguno del segundo conjunto. Esto impli-
caria que S no es una 2-variedad cerrada.

Teorema 2.2.2. Cualquier superficie cerrada S, triangulable, es homeomorfa a S?, a una
superficie Sy, 0 a una superficie N,,.

Demostracion:
Primer paso:

Supongamos que tenemos una triangulacion de S. Por las observaciones anteriores
podemos hacer una ordenacion de los triangulos 71, 75, . . ., 7,, que contienen al las aris-
tas ey, e, ..., er que forman la triangulacion, de manera que cada uno de los tridngu-
los comparta una arista con el siguiente en la ordenaciéon. Podemos construir una co-
pia en R? de S. Recordemos que para cada 7; C S, podemos tomar homeomorfismos
¢; : T — T; con T! C R?, de manera que 77, T3, ..., T} sean disjuntos dos a dos. Es claro
por tanto que el conjunto

es compacto y cerrado.

Ahora definimos una aplicaciéon ¢ : 7 — S que cumpla ¢ /7= ¢;. Una aplica-
cién que cumpla esto es evidentemente continua en ¢—!(S) y ademds sobreyectiva. Por
otro lado, como 7" es compacto y S es Hausdorff entonces ¢ es un mapeo cerrado', por
tanto S tiene sentido definir la topologia cociente inducida por ¢. Este es un argumen-
to matematico solido para fundamentar que el poligono que resulta bajo al identificar
los tridngulos de 7" de la manera apropiada, es homeomorfo a S. Es decir si considera-
mos e;, una de las aristas de la triangulacién de S, entonces e; debe estar exactamente
en dos tridngulos, digamos T}, ). Lo cual significa que ¢~!(e;) consiste en dos aristas,
una del tridngulo 7} y otra del 7}. Identificamos estos dos tridngulos por la relacion; si

I:Teorema VI.1.33, pagina 148 de [0]. Un cerrado contenido en un compacto es compacto. Imagen de un
compacto bajo una aplicacién continua es compacto. Un compacto contenido en un Hausdorff es cerrado.
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ze ¢ (e)NTjey € ¢ '(e;) NTy, entonces

e~y = ox) = ¢y),

y esto obviamente para cada arista de la triangulacion de S.
Si denotamos por D el espacio que resulta de 77/ ~, donde ~ es la relacién de arriba.
Es claro que podemos hacer

T/L)S
Il

A

D

Es decir, I1.. es la proyeccion sobre la relacion ~ y ¢ es la aplicacion inducida por esta
(la que hace conmutar el diagrama). Asi que D tiene la topologia cociente inducida por
II., pero como D es compacto y S de Hausdorff, una vez mas podemos asegurar que v
es cerrada e induce una topologia en S.

Ahora intentaremos probar que topolégicamente D es un disco cerrado (con alguna
identificacion en su frontera). Para esto tengamos en cuenta los siguientes puntos.
(i) Sean E, y E; dos espacios homeomorfos a discos cerrados y disjuntos entre ellos. Sean
A1, Ay subconjuntos de 0F; y OF, respectivamente, los cuales son a su vez homeomorfos
alintervalo [0, 1]y h : A1 — Az unhomeomorfismo entre ellos. Entonces el espacio E;Uj,
E> eshomeomorfo a un disco cerrado. (ii) A la hora de construir el espacio D a partir de 7"
podemos hacer las identificaciones sobre las dos aristas que forman el conjunto ¢~ (e;)
de manera que e; sea una arista arbitraria de la triangulacion de S. En otras palabras,
debido al caracter conmutativo (topolégicamente hablando) de los cocientes, da igual
en que orden hacemos las identificaciones sobre las aristas e;.

Supongamos entonces que los tridngulos 7; y 7;,, comparten una arista en S, defini-
mos

Tl/ Ui T?il = Tll L Trln/ ™~

m

Donde siz; € T] y z2 € T,,, entonces z ~,, x2 <= ¢(z1) = ¢m(x2). Ahora, construi-
mos el espacio D de la siguiente forma: 7] y 7 son homeomorfos a discos, entonces el
espacio Dis = T} Ug,, T5 es homeomorfo a un disco por la observacion (i).

Entonces hacemos D123 = D12Uy T3, j € {1,2}, que de nuevo va a ser homeomorfo a
un disco. La observacion (ii) asegura que D123, ~ Dy (1)0(2)..0(p)» donde p € {1,2,...,n}
yo:{1,2,...,p} — {1,2,...,p} es una permutacion.

Debemos hacer notar que en el procedimiento anterior, cuando adicionamos un trian-
gulo a la superficie que vamos construyendo, no pegamos ambas aristas de este; es de-
cir, cuando adicionamos T}, a D;5_(;—1) solo pegamos por una arista de 7;. Esto asegu-
ra que D, siga siendo una superficie plana (encajable en R?). No como sucederia en
caso de que al adicionar T}, lo pegdramos a D, ;1) por cada arista e}ci de T}. Even-
tualmente obtendriamos algo que no podriamos “aplanar”. De hecho cuando p = n — 1,
8D12m(n,1) = OT), pues si pegamos el triangulo 7] entonces Dis._, = D = S. Por tanto,
es claro que Dis3.., construida como indicamos es una superficie con frontera, que con-
siste en aristas que no fueron pegadas a sus equivalentes.

Segundo paso: Eliminar aristas adyacentes de primer tipo.



CAPITULO 2. TEOREMA DE CLASIFICACION DE SUPERFICIES 41

Hemos obtenido un poligono D que posee como frontera un arco poligonal simple
formado por imégenes inversas de algunas aristas de la triangulacion original de S. Algu-
nas de estas aristas son en realidad “la misma” bajo determinadas identificaciones como
la ~, . Estas identificaciones, se pueden expresar como una secuencia de simbolos. Por
ejemplo, la identificacion sobre la frontera de la Figura 2.4 se puede escribir como

aa oo e gee g dd e

Figura 2.6: Ejemplo de identificacién sobre la frontera de un poligono.

Ahora, si en la secuencia tenemos una letra con ambos exponentes (1, —1) (como su-
cede con a y con f por ejemplo), a este conjunto de aristas le llamaremos un par de pri-
mer tipo. En caso, de que en la representacion simbdlica ambas letras que representen
una arista posean en mismo exponente, el par serd de segundo tipo. En la figura anterior
por ejemplo, todos son pares de primer tipo.

Si ademas resulta que tenemos un par de primer tipo adyacente, esto significa que se
da una situacion que podemos eliminar de la forma indicada en la Figura 2.5.

=) -

Figura 2.7: Eliminacién de un par de primer tipo adyacente.

Entonces dado un poligono cualquiera este proceso de eliminacion puede hacerse
hasta que no queden pares de primer tipo. Si resulta que al eliminar todos estos pares
llegamos a un poligono de dos lados de la forma aa~! (es decir nos queda un ultimo par
de primer tipo adyacente), entonces tenemos claramente una superficie homeomorfa a
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un plano proyectivo. Si al final nos queda solamente un par de la forma aa (de segundo
tipo adyacente), entonces la superficie es homeomorfa a una esfera.

Obviamente los casos anteriores son muy especiales, en general eliminaremos todos
los pares de primer tipo adyacentes y ain tendremos un montén de pares de segundo
tipo. En tal caso proseguimos con lo siguiente.

Tercer paso: Convertir el poligono en otro tal que todas sus aristas se identifiquen en un
unico vértice.

Sea P el poligono que obtenemos después de eliminar todos los pares de primer tipo ad-
yacentes. Las aristas de P se identifican en pares, es decir, mas de dos aristas no pueden
estar identificadas (pues dejaria de ser variedad), y todas las aristas deben estar identifi-
cadas con alguna otra (pues la superficie no tiene frontera). Sin embargo, puede que mas
de un vértices se identifiquen en uno mismo. De hecho, dos vértices del poligono seran
vértices equivalentes si tras todas las respectivas identificaciones, ellos terminan siendo
uno mismo. Por ejemplo en la Figura 2.4 se puede ver que hay ocho clases de equivalen-
cia en el conjunto de vértices. Algunas clases de equivalencia contienen solo un vértice
(como el vértice final de las aristas b, él es una tinica clase), otras contienen dos (los vérti-
ces iniciales de los segmentos b forman una clase), mientras que otras contienen tres
(como los vértices iniciales de los segmentos d y el inicial de g y e que se oponen en la
figura).

Supongamos entonces que hemos procedido con el Segundo paso tanto como es po-
sible, es decir, no quedan pares de aristas de primer tipo. Entonces probemos que es po-
sible convertir el poligono P en uno en el cual todos los vértices estdn en una sola clase
de equivalencia.

Supongamos también que tenemos al menos dos clases distintas, entonces deben
existir dos vértices que no son equivalentes. Sean estos vértices Py (), entonces procede-
mos como en la figura. Como ya realizamos el paso dos todo lo que era posible entonces
podemos suponer que la arista a y b no son un par de primer tipo, es decir no pueden
ser eliminadas. Ahora, uniendo los dos vértices de a y b, que no son el comtn, mediante
un segmento dirigido ¢ (como en la Figura 2.6). Nombrando P al vértice en comun y @
al otro extremo de b, podemos usar cut and paste”para modificar el poligono cortando
el tridngulo abc y pegando por a para tener otra figura que posee un vértice menos de la
clase del vértice P, y uno mas de la clase de (). Ya que como se puede observar, los vérti-
ces Py P’ que eran distintos se hicieron el mismo y aparecio el vértice @)’, hasta entonces
inexistente. Ahora repetimos el Segundo paso y continuamos el mismo procedimiento
seguido hasta el momento.
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Figura 2.8: Reduciendo el nimero de clases de los vértices.

Si continuamos de esta forma, eliminando vértices de la clase de P, adicionandolos
a la clase de ) y repitiendo el Segundo paso en cada una de estas eliminaciones, llega-
remos eventualmente a un poligono en el cual los vértices que pertenecian a la clase de
equivalencia de P han desaparecido por completo. Si el poligono original tuviera mas de
dos clases entonces seleccionamos una de las clases restantes y aplicamos el mismo pro-
ceso que usamos con la clase de P. En caso de que el namero de clases sea mayor que
dos debe ser finito, asi que eventualmente podremos reducir su nimero a uno.
Cuarto paso: Hacer que todos los pares de segundo tipo sean adyacentes.

Para lograr esto, supongamos primero que tenemos un par de aristas de segundo tipo
que no son adyacentes. Podemos hacer un procedimiento como el indicado en la Figura
2.7 para obtener un “reemplazo” de las aristas a por las aristas b que son adyacentes y de

segundo tipo.
a b 5 - .,

-
-
-

Figura 2.9: Juntando aristas de segundo tipo.

Continuamos este proceso hasta que todos los pares de ejes de segundo tipo sean ad-
yacentes. Si no aparecen pares de segundo tipo significa que la representacion simbdlica
final de las identificaciones sobre las aristas del poligono debe ser de la forma aya;azas . . .
anan, y por tanto S es la suma de n planos proyectivos (pues es un 2g-gono con la identi-
ficacién necesaria para que lo sea).

Supongamos por el contrario, que hay al menos un par de primer tipo; podemos ase-
gurar entonces que hay por lo menos otro par de primer tipo. Mas atin, podemos asegu-
rar que los dos pares estan “entrelazados”. Es decir si el primer par esta etiquetado con
la letra c y el segundo con la letra d, entonces la representacion del poligono serd de la
forma

ce.odoooetoodTh L
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donde los puntos pueden ser letras correspondientes a otras aristas.

La afirmacion anterior se puede demostrar de la forma que sigue. Asumamos que el
par de primer tipo etiquetado con la letra ¢ no contiene ningtn otra arista correspon-
diente a algin par de primer tipo. Es decir que en la figura

donde Ay B representan los arcos de aristas que unen al par ¢, ninguna arista en el
arco A se identifica con alguna del arco B. Pero esto entre otras cosas implicaria, que ya
que todas las aristas del arco A deben ser identificadas con alguna del mismo arco A4,y
de manera similar con el arco B, entonces los vértices finales e iniciales de las aristas ¢
corresponden a clases distintas. Y esto contradice el proceso efectuado en el Tercer paso,
el cual asumimos habiamos terminado antes de empezar con el Cuarto paso.

Quinto paso: Reagrupando los pares de primer tipo.

Supongamos que tenemos entonces dos pares de primer tipo separados de la forma
indicada en el Cuarto paso. Mostraremos un proceso para poder reagrupar las cuatro
aristas de manera que sean consecutivas en el perimetro del poligono. Examinemos la
Figura 2.9.

Figura 2.10: Juntando dos pares de aristas de primer tipo.

Notemos que tenemos cuatro aristas (dos pares de primer tipo) separadas por arcos
de aristas. Primero cortamos por el segmento c (el cual une los finales de a), para obtener
dos poligonos. Luego pegaremos estos dos poligonos por b, de forma que ahora tendre-
mos dos pares de primer tipo (a y ¢) intercalados nuevamente, con la tnica diferencia de
que tres de las cuatro aristas ahora son consecutivas. Por dltimo cortamos por un seg-
mento d que una los finales de ¢, obteniendo nuevamente dos poligonos que pegaremos
ahora por a.

Podemos continuar este proceso hasta que todos los pares de primer tipo estén en
grupos adyacentes intercalados y de dos en dos de la forma obtenida en la figura: cdc—*d 1.



CAPITULO 2. TEOREMA DE CLASIFICACION DE SUPERFICIES 45

Si no hay pares de primer tipo entonces el poligono final tiene la forma

cldlcl_ldl_lcgdgcz_ldz_l ... cndncﬁldfll
y en tal caso la superficie es la suma conexa de n toros.

Finalmente queda el caso en que después de agrupar los pares de primer tipo, la su-
perficie tiene pares de segundo tipo. Pero esto no deberia ser un problema a estas altu-
ras, pues después de la serie de manipulaciones que hemos hecho al poligono es claro
que si tenemos dos pares de primer tipo con la forma aba—'b~!, entonces al cortar por el
segmento que une el inicio de la primera arista a y el inicio de la segunda arista b obten-
dremos dos poligonos; sobre las aristas de uno de ellos se exhibe una identificacion que
hace que resulte en un toro agujereado. De igual forma, si tenemos un par de segundo
tipo con la forma aa, entonces al cortar por el segmento que une el inicio de la primera
ay el fin de la segunda, tendremos dos poligonos, uno de los cuales representa un plano
proyectivo con un agujero.

Dicho lo anterior, deberia ser facil ver que la superficie que resulta de identificar las
aristas de nuestro poligono final, es: o una esfera, o la suma conexa de toros, o la suma
conexa de planos proyectivos, o en un tltimo caso la suma conexa de toros y planos pro-
yectivos. Pero el iltimo caso ya esta esclarecido, ya que si usamos el Lema 2.1.2 podemos
deducir que la suma conexa de k toros con [ planos proyectivos, es homeomorfa ala suma
conexa de 2k + [ planos proyectivos. [
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2.3. Lacaracteristica de Euler de una superficie.

Hemos mencionado ya el teorema de Euler para poliedros, del cual proviene la si-
guiente igualdad
C=A-V+2

donde C,Ay V, son las caras, las aristas y los vértices respectivamente. Sin embargo esta
formula se cumple siy solamente si el poliedro es homeomorfo a una esfera. Si igualamos
todo a 2

2=C—-A+V

entonces entre otras cosas, la igualdad (el teorema en realidad) nos dice lo siguiente:
Cualquier poliedro, homeomorfo a una esfera cumple que la suma del namero de caras
mas el namero de vértices, menos el nimero de aristas, es siempre igual a dos.

Vimos también en la seccion sobre graficas del Capitulo 1, que en una grafica finita
y 2-conexa se cumple una igualdad similar. La cual de hecho, era equivalente a esta si
tomabamos el exterior del ciclo exterior (valga la redundancia) como una cara. Es decir,
si tenemos una superficie cerrada S, una grafica G y un encaje ¢ : G — S, entonces es
claro que si C es el ciclo exterior de G entonces e(ext(C')) va a ser una cara en S que de
hecho tendra a ¢(C') como frontera. La ecuaciéon que se cumplia en el caso de las graficas
era

R=[e(A(G)) | —|e(V(G)) | +2

donde || era el operador cardinalidad, e un encaje e : G — R?y R el nimero de regiones
disjuntas de R?\G. Sin embargo no llamamos la atencién sobre el hecho de que este en-
caje era “casi” una triangulacion de R2. El hecho de que G se pueda obtener de agregar
arcos poligonales a int(C') donde C es el ciclo exterior, deberia ser argumento suficiente
para ver que podemos triangular sin dificultad a partir de e(G). No obstante, esto no es
lo que nos concierne. Si no el hecho de que en caso de tener una triangulacion de una
esfera, es decir; un encaje e : G — S?, donde G es una gréfica que representa dicha trian-
gulacion y que cumple:

(i) Que no hay un ciclo de longitud mayor que tres que no contenga cuerdas (aristas
en su interior).

(ii) Que no hayan ciclos de longitud dos.

(iii) Que si hacemos para cada ciclo tres C;, T; = (int(C;)), entonces el conjunto de los
T; sean una triangulacion de S.

n
entonces al construir P = |J ¢~ 1(7;)/ ~, como en se hizo en el Primer paso del Teorema
i=1
2.2.2, entonces P es un poliedro.
Con todo esto queremos decir que hay compatibilidad entre lo que demostramos
aqui para las gréficas y el teorema de Euler. Y que ademas si S es una superficie homeo-

morfa a S? entonces una triangulacion de S, es en definitiva, homeomorfa a un poliedro
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de caras triangulares, y por tanto se cumple la relacion
2=C—-A+V.
Al namero 2 se le llama la caracteristica de Euler de la esfera.

Definicion 2.3.1. Sea S una superficie compacta y cerrada con triangulacion T = T1,T5,
..., Ty. Sean ademds:

-v: el ntimero de vértices de S.

-a: el niimero de aristas de S.

-c: el niimero de tridngulos (caras) de S.Entonces al niimero x(S) = v —a+c¢ sele
llama la caracteristica de Euler de S.

La caracteristica de Euler, de una superficie no depende de la triangulacién que se
le asigne. Este es un resultado que nos podria servir para demostrar la ultima parte de
nuestro teorema de clasificacién. Ya que si la caracteristica de Euler no depende de la
triangulacion, entonces debe depender de la estructura de la superficie.

Sin embargo el camino en esta direccién es bastante incomodo. Asi que usaremos
los argumentos de topologia algebraica que desarrollamos para demostrar este resultado
altimo.

2.4. Grupo fundamental de las superficies.

Ya que la 2-esfera S? es simplemente conexa, su grupo fundamental es el grupo trivial.
Los casos del toro y del plano proyectivo son un poco mas complicados. Comencemos
con el primero.

Teorema2.4.1. Unaaplicacion punteada f : (X, z9) — (Y, yo) induce un homomorfismo
de grupos
[ m(X,20) — m(Y, yo)

que cumple f.([a]) = [f o a].

Demostraciéon: Notemos primero que si o : I — X es una lazo basado en z, enton-
ces f(a) es un lazo basado en yy. En caso de que o = ¢;, entonces f(cz,) = ¢y, Y Si se
tienen lazos o, § en X entonces se cumple f(af) = f(a)f(5).

Entonces si tenemos una homotopia H : ag ~ «; rel 91, donde ag, a1 son lazos en X
basados en z, se cumple que foH : foay ~ foay rel 1, asi quelafuncion f,([a]) = [foq]
estd bien definida. Y por lo dicho en el parrafo anterior y por la estructura algebraica del
grupo fundamental se cumple que

fellaB]) = [f o (@B)] = [(f e a)(f o B] = [f e a][f o B] = fu(la]) fu([5])

y f« es entonces un homomorfismo de grupos. O

De hecho, como ya se dijo la accion de tomar el grupo fundamental es un funtor. Esto
significa que es una correspondencia entre la categoria de los espacios topolégicos pun-
teados y la de los grupos algebraicos. Un funtor debe comportarse bien con respecto a
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las aplicaciones dentro de la categoria. En este caso, si (X, z¢), (Y, y0)y(Z, z0) son espa-
cios topolégicos punteados y f : (X,z0) — (Y,%0),9 : (Y,y0) — (Z, 20) aplicaciones
punteadas entre ellos, el funtor x cumple

(@) (id(x00))x = Loy (x,20) : T1(X;20) — 71(X, 20)
() (go f)e = gso fu: m (X, 20) — m(Z, 20)

es decir, envia la aplicacion trivial de la categoria de los espacios topoldgicos a la aplica-
cion trivial de la categoria de grupos, y respeta las composiciones.

Teorema 2.4.2. Sean (X, x) y (Y, yo) espacios punteados. La aplicacion
¢ = (proyx.,proyy.) : m (X x Y, (z0,50)) — m1(X,20) x m1 (Y, y0)

donde
proyx, : (X x Y, (z0,y0)) — m1(X, x0)

proyy, : m1(X x Y, (z0,90)) — m1(Y, y0)

son las proyecciones candnicas, es un isomorfismo de grupos.

Demostracién: Al ser producto de homomorfismos la aplicacién es un homomorfis-
mo.

Ahora si tenemos unlazo o : I — X x Y tal que ¢([a]) = (1, 1) entonces significa que
a; =proyx oa : I — X yag = proyy oa : I — Y deben ser nulhomotdpicos a través
de homotopias H; y Hs. Por lo tanto

H=(H,Hy) : IxI— X xY

es H : (aq,a2) ~ (1,1), asi que [a] = 1y ¢ es un monomorfismo.
Ademas, si ([a1], [ae]) € m1 (X, z0) x m1(Y, y0) entonces el lazo

a=(a,a0): I — X XY
cumple que ¢([a]) = ([a1], [o2]), asi que ¢ es un epimorfismo. [

Teorema 2.4.3. Si f : X — Y es una equivalencia homotépica, entonces el homomor-
fismo inducido f,. : m(X,x0) — w1 (Y, f(x0)) es un isomorfismo para cualquier punto
xg € X.

Demostracion: Si tomamos un inverso homotépicode f,g : Y — X, entonces go f ~
idxy f o g ~ idy. Asi que se cumple

(gOf)* = (Z)a : 7T1(X7$0) — 7T1(X,gf($0>)

(fog)x=dp:m(Y, f(wo) — m(Y, fgf(wo0)))
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para alguna trayectoria « en X y 5 en Y, ya que al cumplirse g o f ~ idx implica que
para cada [l] € m(X,x0), gf([l]) = [gf(])] = [I] puesto que gf(l) ~ [, por ser inversos
homot6picos. Asi que basicamente ¢, simplemente traslada (y tal vez deforma un poco)
a cada elemento [/] mediante la trayectoria «, dejando invariante su clase de homotopia.
En otras palabras ¢, (1) = [a~!][l][a] es un isomorfismo de grupos.

Entonces se cumple que g, o f, Y f« © g« son isomorfismos de grupos. Digamos que «
es la trayectoria inversa del primero de ellos, entonces

(9o f)oa™t =gio(fioa ) =1,

y también
((feo 04_1) 0gs)o fu = fu

pero ademas f, es un epimorfismo (ya que f es una equivalencia homotopica), por tanto
se cumple que (f. o g«) o g« = 1, es decir, g, es un isomorfismo. Por lo tanto dado que
(aogy)o fo =1yaog,esunisomorfismo, f. tambiénlo es. [J

El teorema anterior implica entre otras cosas que el grupo fundamental es un inva-
riante homotoépico, es decir que no cambia entre grupos con el mismo tipo de homo-
topia. Y el Teorema 2.4.2 nos dice que el grupo fundamental de el producto directo de
dos espacios topoldgicos es el producto directo de los grupos fundamentales. Si tenemos
en cuenta que 7 (S') 2 Z entonces una consecuencia directa es el siguiente corolario.

Corolario 2.4.1. El grupo fundamental del toro esta dado por:
7T1(T2) = 7T1(Sl X Sl) = 7T1(S1) X ﬂl(Sl) =7 x 7
.0

Como queremos calcular el grupo fundamental de RP?, vamos a necesitar una cons-
truccion alternativa de este, a través de pegar una 2-célula a un circulo. Veremos que
usando esta construccion podemos caracterizar a casi todas las superficies y que al ob-
tener el grupo fundamental del toro de esta manera es compatible con el calculo hecho
anteriormente.

Sin embargo antes de esto, hablaremos un poco de como se generan los grupos fun-
damentales. Cada uno de estos grupos esta caracterizado por elementos (clases de ho-
motopia de lazos) que son distintos entre ellos y que sus potencias y composiciones tam-
bién crean elementos distintos. Es decir, si tenemos dos elementos [I1], [l2] € 71 (X, o)
distintos, los elementos

[l ], 7], 10 [ds), [, [0 [ ), [,

son todos distintos. Es por eso que es clave encontrar en casos como este cual es el con-
junto minimo de lazos {l;,1s,...,[;} tal que cualquier otro lazo [ € (X, zo) se puede
obtener como una combinaciéon

(A ECRRN

SRS e

Para nuestra construccion van a ser importantes ademés dos otros conceptos de es-
tructuras; una topologica, la de los espacios cufia; y otra algebraica, la de el producto libre
de grupos.
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Definicion 2.4.1. Sean X eY dos espacios topolégicos, se define la cuira de ellos dos como
el espacio
XVY=XU,Y

donde p esta definida para un solo punto xy y es p(xo) = yo. En otras palabras, el espacio
cufia es pegar dos espacios por un tinico punto.

Exhibamos un ejemplo que serd de gran importancia después.

Ejemplo 2.4.1. Denominemos al espacio St, como Sk =S' vS' v ... vS! dondeV en este

k-veces
caso es tomar la curia en e*™ = 1, es decir V := U,, con p(1) = 1.

Por ejemplo, en caso de que k = 2 tenemos

270

Ss2 =stvst=sty,s!,
con definida solo parael 1 yp(1) = 1.

Los siguientes resultados nos ayudaran en el célculo de los grupos fundamentales de
los espacios cuna.

Definicién 2.4.2. Sea G un grupo algebraicoy A C G un subconjunto arbitrario. Los sub-
grupos
Gy = ﬂ{H C G | H es un subgrupo tal que A C H}

Ny = ﬂ{H C G | H es un subgrupo normal tal que A C H}

se llaman el subgrupo generado por A y el subgrupo normal generado por A respectiva-
mente.
El subgrupo G 4 contiene al 1 y a elementos de la forma

g=aitay’ ... ap*,
dondea; € Ayn; € Z,VZ (esto es en caso de notacion multiplicativa, que es la que usa-
remos). N4 esta compuesto por productos de los conjugados de los elementos de G 4. Por
ejemplo, elementos de la forma

-1 -1
a1giaq ... (Ijgj(lj

dondegs € Ga ya, € G.
SiG = G4 sedice que A genera a A. Si G = Ny se dice que lo genera normalmente.

Definicion 2.4.3. (Producto libre.)
Sean G, (j = 1,2) dos grupos algebraicos y sea F es conjunto de sucesiones finitas
(x1,...,2yn),n > 0 que satisfacen
Dz, €« G1UGy,i=1,...,n
(i)x; #£1,i=1,...,n
(iii) z; € G; = xi11 ¢ Gj. En otras palabras, dos elementos consecutivos de la sucesion
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estan en conjuntos distintos.
Sin = 0 escribimos (), la sucesion vacia.
En este conjunto definamos la aplicacion g : F — F, cong € G, por

(X1, 2n) sig=1
(g, 21,...,2p) sig#lyx ¢ G
XTlyennyXy) = .
g( ! n) (g$1,---,$n) Si 9751,$1 GGjyg$17é1
(T2, ..., Tp) Sig#lzieGijygr =1

Es decir, multiplicamos por el primer elemento de la sucesion si g y x1 estdan en el mismo
grupo; mantendremos este producto como el primer elemento si es distinto de 1 y si no lo
es lo desechamos. En caso de que g y x1 estén en grupos distintos, entonces adicionamos
g al primer lugar de la nueva sucesiéon que ahora tendrd longitud n + 1. Vale aclarar que
30 = (9). A A

Notemos lo siguiente; sig = h — g = h, yaque (g) = () = h = (h); si tomamos
1 € G, entonces 1(s) = s,Vs € F entonces 1 es la identidad; si g, h € Gj, entonces gh = gh.
Por tanto la correspondencia g — § induce una aplicacion i : G; — P(F) (que es de
hecho una inclusion), donde P(F) = {p : FF — F | p es biyectiva}, es decir el grupo de
permutaciones de F'.

Entonces, definimos el producto libre G, * G2, como el subgrupo de P generado por G,
¥ Ga. Y como ya dijimos, tenemos inclusiones canonicas

i12G1—>G1*G2<—G22i2.

Es importante destacar un par de detalles. El producto libre puede ser definido sobre
varios grupos, no solo dos como en este caso, la construccion es analoga. La represen-
tacion (o usualmente llamada también palabra) de cualquier elemento g € G * G5 es
Unica siempre que esta esté en F' (es decir siempre que cumpla con las condiciones (i)-
(iii)). Ademas, dados dos elementos g, h en G * G5 con representacion tnica g = xy . . .z,
h = y; ...y, se cumple que g~ = x,;l ...z " es su representacion tnica. Y la represen-
tacion de un producto gh = z; ... xy; ...y puede reducirse segun la regla (iii), es decir;
dos elementos consecutivos se multiplican si estdn en el mismo grupo, y si el producto
es 1 se elimina de la sucesion. En [1] (X.3.8-9 pag.398), se puede encontrar una prueba
rigurosa de todos estos hechos.

Es bastante claro que el grupo que resulta de hacer el producto libre no es abeliano. Y
que existe un epimorfismo natural

gO:Gl*GQ—>G1><G2,

talque p(g) = (z123 ..., 2014 ...)siz1 € G1Yp(g9) = (v2xy4 ..., 2123 ... ) €n caso contrario.
Ahora, si g es un conmutador, g = z1297; 'z, es claro que ¢(g) = (1, 1), por tanto ker ()
contiene a los conmutadores.

Teorema 2.4.4. Sean f, : Gy — H y fo : G — H homomorfismos arbitrarios, entonces
existe un unico homomorfismo f : Gy x Go — H, talque f oiy = f1y f ois = fo, es decir
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que haga el siguiente diagrama conmutar
GC—“> G1 * G2 <22—3G2
|
|
X v %
H
Ademads, si g = r1x2 . ..z, esla palabra que representa g, entonces f es tal que

f(g) = fj1 (1’1)ij (z2) ... fjn (mn)a
dondefjk = fj Sixy € Gj,j =1,2ei1=1,...,n.

Demostraciéon: Haciendo para g = 1, f(g) = 1 esta bastante claro que tomando f
como esta definida arriba, g; € Gy g2 € Go, se cumple

fi(in(g1)) = fi(g1) = f(g91)
fa(ia(g2)) = f2(g2) = f(g2)

asi que f esta bien definida y hace el diagrama conmutar. [

Después de preparar toda el algebra que necesitamos comencemos con la parte to-
pologica.

Supdngase que se tiene un espacios topolégico X = X; U Xy, talque X; N Xy A0y
sea zp € X; N X,. Por la funtorialidad del grupo fundamental tenemos

XN Xg(“—> X,

N

chj—2>X
U*

7T1(X1 N XQ,ZE()) 11*4>771(X17m0)

i2*l ijl*

m1(X2, zo) m1(X, x0)

2%
y se cumple el siguiente resultado.
Lema 2.4.1. Si X1, Xy son abiertos en X y 0 — conexos, y ademds X, N Xy también es
0 — conexo entonces w1 (X, x) esta generado por j1.(71(X1, x0)) ¥ jos (71(X2, x0)), asi que el

homomorfismo
@ (X1, 20) * m1 (X2, x0) — ™1 (X, T0)

inducido por el teorema anterior es un epimorfismo.
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Demostracién: Recordemos que en un espacio métrico, toda cubierta por abiertos {Qy }
de un compacto tiene un nimero de Lebesgue.

Es decir un nimero § > 0 tal que sixz € U Q@ entonces existeun !/ € 1,... k tal que

Bs(xg) C Q. Es decir, un numero lo suﬁc1entemente pequefio para poder asegurar que
al tomar una bola con centro en un punto del compacto y radio el nimero indicado esta
esté completamente contenida en alguno de los abiertos de la cubierta.

Entonces, si tomamos un elemento [I] € 71 (X, xg), vemos que el sistema {I~!(X),
[71(X5)} es una cubierta del intervalo [0, 1] y existe un numero de Lebesgue § > 0 tal que
si0 < t —s < ¢, entonces [s,t] € X; 0 [s,t] € Xs. Asi que es posible dar una particion
del intervalo tal que [([to, t1]) C X1,{([t1,t2]) C Xo C I([tk—1,tk]) C Xo. Asique l(t;) €
X1NXoq,i=0,...,kypor tanto es posible tomar las trayectorias

lz(t) = l((l — t)ti_l -+ tti),i =0,...,k

yparacadaj =1,...,k— 1, trayectorias w; : I — X que unan z, con [(¢;) en X; N X, de
manera que haciendo wy = ¢;, = wy, los lazos

w;—1(3t) si 0<t< %
wi(t) = ¢ 1;(3t) si % <t<3
w;(3 — 3t) si 2 <t<1

los cuales yacen en X; o en X» (por como seleccionamos la particién). Por lo tanto repre-
sentan elementos de 7 (X, z() ya sea en la imagen de 71 (X1, z9) o en la de w1 (X3, xp). Y
usando el hecho de que

[allp2] - (e ]lpw] = [W]ll2] - [le—a 0] = [1],

podemos asegurar que [/] yace en el grupo generado por las iméagenes ji. y ja.. 0
Si llamamos j1. - jo« al epimorfismo ¢, entonces del lema podemos concluir que

71 (X, x0) = 71 (X1, 20) * m1 (X2, w0) /ker (Jrx - Jox)

asi que solo bastaria encontrar quien es el conjunto ker(ji. - jo.) para tener una expresion
bastante 1til sobre el grupo fundamental de un espacio.
La respuesta estd en el siguiente teorema.

Teorema 2.4.5. (Seifert - van Kampen) Sea X = X; U Xs, con X1, Xy abiertos. Si X1, Xo y
X1 N Xs son no vacios y0 — conexos entonces

m1(X, 20) = m1(X1, 20) * T1(X2, 20)/N{i1, (a)in. (a)~ ! jaem (X1 Xa,20)} >

parazy € X1 N Xo. Donde Ny;,, (aig, (a)- 1|a€7r1 (X1NXa,20)} €S €l subgrupo normal generado
por elementos de la forma iy, (a)is.(a) ™! paraa € 7 (X1 N X, 20)

La demostracion la podemos encontrar en [1], X.3.20.
Lo interesante del teorema son las implicaciones de este.
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Corolario 2.4.2. Con las mismas hipodtesis del teorema podemos asegurar que se cumple:
(i) Si X5 es simplemente conexo, entonces

Jis s ™ (X1, 20) — m (X, 20)
es un epimorfismo y ker(j1.) es el normalizador del subgrupo
i1+ (m1 (X1 N X2, 20)).
(ii) Si X1 N Xo es simplemente conexo, entonces
J1x - J2x + T1( X1, @0) * 1 (X7, 20) — ™1 (X, 70)

es un isomorfismo.
(iii) Si tanto X, como X1 N X9 son simplemente conexos, entonces

Jix (X1, 20) — T (X, 20)
es un isomorfismo.
Veamos algunas aplicaciones del teorema.

Proposicion 2.4.1. Elgrupo fundamentalde St = §' v S v - - v S! es librey generado por

k—veces
k elementos distintos o, az, . .., oy, € T (STVSYV - VS}, z0) donde x es el punto basico de
la curia provenientedel € S} ylaclasec; = \; es\; : 1 — ST < S{VSIv---VSL, \;(e2™)S].
Asi que,
m(StvStv.. . vSY2ZxZx... x7.

k—uveces k—wveces

Demostracién: Supongamos que tenemos S{ V S} V - -- vV S;. Entonces comencemos
por declarar dos abiertos A; = S} —{—1}VvSiv-- VSl y 45 = S{vSI—{-1}v---vS} —{-1}.
Es decir, el primer abierto consiste en quitarle un punto (el —1 en este caso) a la primera
copia de S! y el segundo, es quitarle el punto a todas las copias menos la primera. Estos
son dos abiertos en Sk tal que A; es del mismo tipo de homotopia que S', A, del mismo
tipo de homotopia que S% y tal que A; N A, es contraible, por tanto todos los lazos en el
son homotopicos al trivial. Es decir

7T1(S\k/’,) = 7T1(Sl,1‘0) * Wl(S\]j_l,l'o)/l

por tanto solo debemos conocer 7 (S5™!). Pero si usamos el mismo método este grupo
es
w1 (SETY) 2 7y (ST, o) * w1 (572, 20) /1.

Repitiendo el método varias veces llegamos al resultado deseado. [J

Proposicién 2.4.2. Sea f : S' — Y continuay e? una 2-célula (un disco). Sirs : 1 — Y
es el lazo tal que \¢(t) = f(e*™) yw : yo ~ f(1) es una trayectoria en'Y, entonces la
inclusioni : Y < Y Uy e? induce un epimorfismo i, : m(Y,y0) — m(Y Uy €% y0) y el
niicleo es el subgrupo normal generado por el elemento oy = [wAfpw™!] € m(Y). Por lo
tanto

m (Y Us €®,50) = m1(Y, y0) /Na, -
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Demostracién: Notemos primero que el lazo [wAfw™!] rodea la célula justo por su
base y por tanto es contraible sobre esta como en la figura.

Figura 2.11: Contrayendo el lazo sobre la célula.

Por tanto, i.(ay) = [us] = 1 después de hacer la adjuncién, pues para que el lazo sea
contraible debe ser homotépico a f(e?™*). Se dice que la célula mata al lazo a.

Ahora bien, demostremos primero que i, es un epimorfismo. Para esto solo necesi-
tamos notar que al quitar un punto de una 2-célula el conjunto que resulta se puede
retraer a S'. Asi que si quitamos un punto de la 2-célula en Y Uy ¢?, es decir si hacemos
Y Uy (e? —p) conp €D, este conjunto es del mismo tipo de homotopia que Y. Esto signifi-
ca que si usamos el Corolario 2.4.2 la inclusién i : Y — Y Uy % induce un epimorfismo
it m(Y,y0) — m(Y Us €2, o).

Para demostrar la segunda parte construiremos de nuevo dos abiertos en busca de
poder usar el teorema de S-vK.

Tomemos primero A; = int(e?), lo que hace que este conjunto sea homeomorfo a un
disco abierto, el cual es simplemente conexo. Luego hagamos A; = Y U; e? — p, donde
p € Aj. Asique, usando el teorema de S-vK tenemos

7T1(Y Uf 62,y0) = 771(A1) * 7T1(A2)/7T1(A1 N AQ,y())
pero A; es simplemente conexo, A ~ Yy A; N Ay ~ S, entonces tenemos
(Y Upe®,yo) 2 1xmi(Y,y0)/m(SY) 2 m(Y,90)/Z

y lo que tenemos en el cociente es justo Z, que es el subgrupo de 71 (Y, yo) generado por
[Af], la trayectoria que “matamos” al adjuntar e*. [J

Corolario 2.4.3. Siseleadjuntanay 2-célulase?, e, ..., e; através de aplicaciones fi, f2,
.. fr: St — Y, entonces

7T1(Y) Ugp 6% Uf, 6% Upy - Upy ei,yg) = Trl(Y, yo)/N{aflyafzwyafk}

La demostracion es idéntica al paso anterior, solo se repite el proceso las veces que sean
necesarias. [
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Sea X = S!' U €2, donde la célula se adjunta mediante la aplicaciéon go : S' —
St, g2(t) = €*™, 1a cual tiene grado 2. Si [a] € 71(S, 1) es el generador candénico entonces

m1(X2,1) =2 m1(S',1)/Nigy)

donde ay = [\,,] € m(S!, 1). En este caso \,, debe tener grado 2, asi que of siempre tiene
grado par (de hecho las de grado impar no son nulhomotépicas). De manera similar al
Coloraio 2.4.2 tenemos

7T1(X2, 1) = 7'('1(81, 1)/G{a2}

es decir, solo tenemos dos clases, los lazos de grado par y los de grado impar, por tanto
este grupo es homeomorfo a Z,.

El conjunto X5 de arriba es de hecho RP?, pues al pegar a través de g (t) en realidad
identificamos la frontera de la 2-célula en sus puntos antipodas. De hecho si considera-
mos las superficies S,y Ny, p : B3y — Sgyq : Eoy — N, las identificaciones sobre las
fronteras de los poligonos E,, y E»,4, entonces las fronteras de estos van a dar bajo py ¢
a cunas de circulos. Es decir cada pareja de aristas que se identifican del poligono van a
dar a una copia distinta de S'. De manera mas formal, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.4.3. Las superficies S, se obtienen de adjuntar una 2-célula a p(0Es,) a
través de la aplicacionp : S' =~ 0E,; — p(0Eyy), 0 sea

~ Ql 1 1 2
Sy~ S VS V- vSlug,e

29

donde ¢ es tal que hace conmutar el diagrama

Sliﬁglv...vgl

OEiy ——> p(0Euy).

Y de manera similar las superficies N, se obtienen de adjuntar una 2-célula a q(0FE»,) a
través de la aplicacion S' ~ O0FE2g — q(0E»y), es decir

Ng~§'vS'v...vSluy e
g

donde ), es tal que hace conmutar el diagrama

Y,
sl ——=slv .. vs!

OBy —> q(0Fs).
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Las superficies S, se pueden construir entonces adicionando una 2-célula (el 4g-gono)
de determinada forma a cufias de 2¢ circulos, digamos que las aristas del 4g-gono son
arbia; byt . . agbga, b, entonces en el espacio

1 1 1 1 1 gl
STRVES VA AVES SAVRRRIVAS 1< 13

la manera en que iremos pegando en el primer par de circulos S}LlSél es: primero en sen-
tido levégiro en S} luego también en sentido levégiro en Sll; para luego rodear el primer
circulo en sentido dextrogiro y luego el segundo en sentido dextrégiro también. Una vez
terminado, pasamos al segundo par de circulos S} 2812, etc.

a

2.4.1. C(Clasificaciéon de Superficies.

Por la Proposicién 2.4.1, 7, (529) es libre generado por las clases o; = [\, V 5 = [M,],
donde \,, y Ay, son los lazos canénicos en S y Sg Y por la Proposicién 2.4.2 tenemos
m1(Sg) =Lx*---*x7/
29
con «; el generador de la (2i — 1)-ésima Z y j; el de la 2i-ésima Z. La expresion de arriba
se suele escribir en términos de generadores y relacién como

—1p-1 —1,5-1
m1(Sg) =< 1B, ..., ay, By | cafray By .. agfgay By >

es decir, este grupo tiene como generadores a los elementos ay, f, . .., a4, 8y con una
Unica relacion

N —1,5—1 —1,5-1
04151041 51 ---agﬁgag /Bg ’

alﬁlaflﬁfl .. agﬁgaglﬁgl =1
De manera similar, para las superficies N, tenemos que Sy es libre generado por las
clases a; = [Ay,], donde A, es ellazo candnico en S . Al usar la Proposicion 2.4.2 resulta
mi(Ny) 2 Zx -+ T[Nz
g

con «; el generador de la i-ésima Z. La expresion de arriba la podemos escribir en térmi-
nos de generadores y relaciones como

2
Nev

2 2
m(Sg) =< a1,..., a4 | QT ...y >
El corolario final, que enuncia lo que queriamos es el siguiente

Corolario 2.4.4. Cada superficie Sy, S1,S52, ..., N1, Na,... son de distinto tipo de homo-
topiay por tanto, no son en particular homeomorfas (ya que homeomorfismo implica mis-
mo tipo de homotopia).

Demostracién: Si abelianizamos los grupos fundamentales de estas superficies
()" =72
T (N, = 7971 x Zy

como todos estos grupos son distintos para valores diferentes de g, entonces los grupos
fundamentales también lo son. Por tanto ninguno de estos espacios pueden ser
homeomorfos. llq.e.d]]



CONCLUSIONES

En este trabajo se exhibe una demostraciéon completa de los fundamentos teoricos
que permiten establecer un procedimiento para clasificar superficies cerradas, y a la vez
se muestra un camino mas sofisticado que el tradicional, para la prueba del Teorema de
Triangulacion de Superficies.

El teorema de clasificacion estd atribuida a Brahana por su trabajo en [7] (a pesar de
que en cierta bibliografia se atribuye a Dehn y Heegard debido a sus resultados en [8]),
ya que casi todas las demostraciones usan una variacion de su prueba. Este puede ser ex-
tendido a casos mas complejos. Existe una version referida a superficies no compactas de
la cual puede encontrarse una demostracion completa en [10]. Por otro lado, en caso de
que sean superficies con frontera las consideradas, el teorema que se cumple es similar,
sin embargo los “huecos”’deben ser contados de distinta forma sobre las variedades que
forman la suma conexa. Los detalles de esta version pueden ser encontrados en [9].

Vale la pena notar las demostraciones presentadas en [11] y en [12]; la primera pre-
senta un método muy intuitivo, que explica mediante excelentes dibujos, para mostrar
los intrincados detalles de la seccion geométrica de la prueba; la segunda muestra una
extension del procedimiento de reduccion de una superficie triangulada a superficies
compactas con frontera.

Disefiar un sistema similar al utilizado aqui para triangular las superficies cerradas y
compactas, pero extendido a 2—variedades con frontera o incluso no compactas, podria
ser un buen camino a seguir en busca de generalizar el contenido de estas paginas.
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