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Resumen

El estudio del universo siempre ha sido motivo de curiosidad para los seres humanos.
Desde los griegos la cosmologia y el movimiento de los cuerpos celestes han llamado la
atencion de muchas de las grandes figuras de la historia. A partir de principios del siglo
XX, el estudio del cosmos cambié revolucionariamente a partir de las nuevas tecnologias y el
desarrollo de la Relatividad General por parte de Einstein. Por otro lado, el rapido desarrollo
que se ha dado en la tecnologia en los 1iltimos anos ha logrado bastantes avances en la rama
numérica de la fisica. La Relatividad Numérica es una de las ramas que mayor beneficio ha
obtenido debido a la gran cantidad de datos que requiere para sus simulaciones. Hoy en dia
es posible realizar simulaciones en una computadora personal que hace un par de décadas
requerian de supercomputadoras.

La Relatividad General es una teoria de gravitacion que nos ha permitido modelar muchos
de los sistemas fisicos que podemos ver hoy en dia con la ayuda de la gran gama de telescopios
con los que contamos. Un sistema en particular ha llamado mucho la atenciéon desde su
descubrimiento como soluciéon a las ecuaciones de Einstein un ano después de haber sido
publicadas, lo que ahora conocemos como agujero negro. Hoy en dia sabemos que sélo hay
3 parametros que describen a un agujero negro: su masa, su carga y su momento angular.
Este trabajo se basa en el agujero negro mas sencillo, el agujero negro de Schwarzschild, que
unicamente estd determinado por su masa y no cuenta con carga ni momento angular.

Otro sistema fisico que es bastante socorrido por su sencillez es el de los campos escalares.
Un campo escalar es aquél que tiene un valor especifico en cada punto del espacio. La
naturaleza, sin embargo, parece que no se reduce a tanta simpleza, ya que hasta ahora no se
ha probado la existencia de ningiin campo escalar. Atn asi, el estudio de estos campos nos
permite saber més acerca de los sistemas en los que se trabaja y en ocasiones pueden servir
como modelos sencillos de sistemas mas complicados. Un ejemplo de ello es el campo escalar
fantasma, que puede servir como un modelo sencillo para la energia oscura, es decir, aquella
energia que produce un Universo en expansion acelerada como en el que vivimos.

Esta tesis tiene la finalidad de dar las herramientas necesarias para entender la teoria
que hay detréas del desarrollo de un problema en Relatividad Numérica y con ello todos los
problemas que se acarrean al resolver ecuaciones de manera numérica. El problema particular
que se resuelve es el de la acrecion de campo fantasma hacia un agujero negro. Existen varias
maneras de abordar este problema. Aqui s6lo se mencionan dos: la primera es aquella donde
se forma un agujero negro a partir del colapso de un campo escalar y posteriormente se
acreta campo fantasma; la segunda considera un agujero negro como condicién inicial al cual
se le acreta el campo fantasma.

El primer capitulo de este trabajo se dedica a explicar los antecedentes tedricos necesarios
antes de entrar a la parte numérica. Para ello, se explica a fondo la solucién de agujero negro
de Schwarzschild a las ecuaciones de campo de Einstein. Ademas se da una descripcién de
lo que son los campos escalares y de cuales son las cualidades que nos interesan para este
trabajo. También se habla de las condiciones de energia y de qué manera se pueden violar.

El segundo capitulo describe todo lo relacionado con el formalismo 341, que es el en-
cargado en transformar las ecuaciones de Einstein en ecuaciones que se pueden resolver
numéricamente. En este capitulo se especifica cuales son las ecuaciones por resolver y como
se especifican los datos iniciales para los diferentes pardametros.
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El tercer capitulo se encarga de especificar las ecuaciones del formalismo 341 para el caso
en que el sistema cuenta con simetria esférica.

El cuarto capitulo menciona los diferentes métodos numéricos que se utilizaron en el
cédigo para resolver las ecuaciones y algunos métodos para poder afirmar que las soluciones
obtenidas son de fiar.

Por 1ltimo, el quinto capitulo muestra los resultados obtenidos para el sistema de acrecion
de campo a un agujero negro.



Capitulo 1

Antecedentes

1.1. Ecuaciones de campo

Desde que Einstein publico el articulo que marcaria el inicio de una nueva rama de la
fisica en 1915 [11], la Relatividad General, sus ecuaciones de campo han sido una muestra de
la elegancia que puede tener una teoria fisica. Atin cuando las matematicas necesarias para
entenderlas pueden resultar complicadas, la aparente simpleza con que se esconde toda la
teoria que se ha desarrollado hasta hoy en dia es impresionante. Muestra de ello es el hecho
de que las ecuaciones de campo de Einstein que, con la notacion de hoy en dia, se pueden
escribir en una sola linea, esconden cientos de términos en su versiéon mas extendida. Sin
embargo, el concepto que hay de fondo es el que revolucioné la fisica e hizo de Einstein el
arquetipo de genio.

La teoria de Einstein predice y explica més fenémenos que la de Newton. Sin embargo,
la teoria de Einstein no es una simple mejora en la fisica newtoniana, es mucho méas que
eso. La Relatividad General es una teoria que engloba toda la teorfa fisica antes realizada en
un nuevo marco matematico forjado con elementos nuevos para los fisicos (pero no para los
matematicos) en aquellos tiempos, los tensores. Una de las grandes diferencias que conlleva
este nuevo concepto es la ausencia de un marco de referencia predilecto. La fisica newtoniana
toma sistemas de referencia inerciales, es decir, aquellos donde el observador no esta en un
movimiento acelerado. En Relatividad General, este tipo de sistemas de referencia es solo
local, es decir, no existe un sistema coordenado absoluto que sea inercial en todos los puntos.

Las ecuaciones de campo no deben depender de un observador particular y deben ser
invariantes para cualquier sistema de referencia ya que la fisica debe ser la misma para
cualquier observador. Esta limitante se cumple al hacer las ecuaciones tensoriales.

El primer tensor en las ecuaciones de campo es el que representa a la geometria del
espacio-tiempo del sistema. Para ello, Einstein definié el tensor que ahora lleva su nombre:

1
Guw =Ry — §gWR. (1.1)
Los elementos que lo componen son: la métrica el espacio-tiempo g,,,, el tensor de curvatura
de Ricci R, y el escalar de curvatura R. Como se puede apreciar, este tensor estd compuesto
por elementos geométricos que no tienen nada que ver con la fisica del problema.
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2 Capitulo 1. Antecedentes

Como convencion, los indices griegos, en este caso p y v, van de 0 a 3, siendo 0 el valor
que representa al tiempo y los valores 1 — 3 los correspondientes al espacio. Por otro lado,
los indices latinos, como 7 6 j, van de 1 a 3. Esta convencién estda adoptada a lo largo de
todo este trabajo.

El segundo tensor que compone a las ecuaciones de campo de Einstein es el que tiene
que ver con la fisica del sistema. Las caracteristicas de un problema definen a la energia y
el momento del sistema a través del tensor de energia-momento 7},,. Como nos dice Schutz
en su libro [27], el tensor de energia-momento estd definido como el flujo del momento x a
través de una superficie de constante z”. Esto significa que la componente 7% corresponde
a la densidad de energfa; T% al flujo de energia a través de la superficie x%; T% a la densidad
de momento i; y T77° al flujo de momento 7 a través de la superficie j. La importancia de
este tensor recae en que dicho tensor en un marco de referencia dado define completamente
al sistema.

El tensor de energia-momento cumple, naturalmente, con las leyes de conservacion de la
energia y de momento. Matematicamente esto se expresa como:

v, =0, (1.2)

donde V, es la derivada covariante. En otras palabras, podemos decir que el vector 7}, tiene
una divergencia nula. Ademds, el tensor de energia-momento es simétrico, es decir, cumple
con que 1, =1T,,.

La parte importante del trabajo de Einstein, ademas de todo el desarrollo matematico
que hay de fondo, fue postular que existe una relacién entre ambos tensores, tanto el de
energfa momento 7),,, como el que ahora lleva su nombre G,,. Una de las razones que lo
llevé a esa conclusién fue que ambos tensores son tensores simétricos que cumplen con que su
divergencia es nula. La relacion entre ambos tensores se resume en lo que hoy se denominan

las ecuaciones de campo de Einstein ':
G = 81T}, . (1.3)

Cabe destacar que se estan utilizando las unidades geométricas, es decir se considera que
G = ¢ =1, donde G es la constante gravitacional y c es la velocidad de la luz. El uso de estas
unidades es conveniente para no cargar con ambas constantes en todas las operaciones y es
importante recalcar que es una convencién que se utiliza en todo este texto. Esto implica
que la masa se mida en metros, dejando, por ejemplo, la masa solar del orden de 10°m y la
masa de la Tierra en 10~3m.

1.2. Agujeros negros

Una aplicacién importante en Relatividad General es la relacionada con el campo
gravitacional de un objeto estatico con simetria esférica. Existen muchos objetos que parecier-
an ser casi una esfera, como lo son etrellas y planetas. Ademads, la simetria del problema
reduce mucho el niimero de términos en las ecuaciones, lo que lo hace el sistema mas sencillo
de resolver en las ecuaciones de campo 2 .

!Escritas en su versién moderna
2Una discusién més detallada se puede encontrar en [27]
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Para encontrar el espacio-tiempo que define a un sistema con un objeto esférico empece-
mos por definir el elemento de linea de un espacio de Minkowski en coordenadas esféricas
(r,0,0):

ds* = —dt* + dr® + r* (d6* + sin® 6d¢”) . (1.4)

Cada superficie con r y t constante es una 2-esfera. Distancias a lo largo de curvas
confinadas a dicha esfera estan dadas por la ecuacion anterior con dt = dr = 0:

di* = r? (d6” + sin® 0d¢*) = r*dQ?, (1.5)

donde se encuentra definido el elemento de dngulo sélido d22.
Un espacio-tiempo es esféricamente simétrico cuando cualquier punto en el mismo se
encuentra sobre una 2-superficie cuyo elemento de linea se define como:

dli* = R(r,t) (d6” + sin® 0d¢*) (1.6)

donde R(7’,t) es una funcién desconocida de las dos otras coordenadas de la variedad, r’ y t.
El drea de dicha esfera es 4w R(r’, t). Definimos la coordenada radial r de nuestra geometria
esférica de manera que R(7’,t) = r?. De esta manera cualquier superficie con r =cte., t =cte.
es una 2-esfera con érea 4mr? y circunferencia 27r. Esta r es denominada la coordenada de
area debido a que define el radio de curvatura y el area de las esferas. Esto no implica que
deba haber un punto en el centro de coordenadas r = 0. Como ejemplo se puede considerar
una parabola de revoluciéon que no toque el origen. El radio de area en este caso mide la
circunferencia de la superficie en un lugar determinado pero claramente no hay un punto en
r=0.

Otra simplificacion que vamos a utilizar es la dependencia en el tiempo. En general los
coeficientes métricos dependen de todas las coordenadas, entre ellas el tiempo. Sin embargo,
en este caso consideraremos el caso estatico, es decir, el caso donde no hay dependencia
temporal. Si escogemos la coordenada de area r en el caso estatico, la métrica general del
espacio-tiempo con simetria esférica queda como:

ds* = —f(r)dt* + h(r)dr® + r*dQ? . (1.7)

En el caso general tenemos entonces sélo dos funciones por determinar, f(r) y h(r). Las
coordenadas (7,0, ¢) son conocidas como las coordenadas de Schwarzschild.

El siguiente paso es sustituir la métrica en las ecuaciones de Einstein para encontrar f y
h. Como estamos interesados en el campo exterior debemos usar las ecuaciones de vacio, es
decir aquellos puntos donde el tensor de Ricci es nulo: R, = 0. Haciéndolo obtenemos:

= — 1 -1/2 i ~1/2 ﬁ 1 ﬁ
0= fu =g UD {<fh) dr} T har (1.8)
o L apd [0 apdf] 1 dh

1 df 1 dh 1 1
p_p 14 av (1), 1.1
0= Fog = Roo 2r fhdr * 2rh? dr * 72 ( h) (1.10)
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Con todas las demés componentes de R, = 0. Las primeras dos ecuaciones implican que:

dinf dinh
= 1.11
dr + dr 0, ( )

que se pueden integrar para encontrar que f = K/h, donde K es una constante. Sin pérdida
de generalidad podemos considerar a K = 1 ya que esto solo reescala la coordenada temporal.
Sustituyendo en la ecuacién (1.10) se obtiene como solucién que:

f= 1+g (1.12)

donde C' es otra constante. La métrica g,,,, escrita como un elemento de linea, toma entonces
la forma:

-1
ds? = — (1 + Q) dt* + (1 + 9) dr? 4 r*dQ”. (1.13)
T T

El valor de C se puede obtener comparando con el limite Newtoniano que debe de corre-
sponder con r >> 1. De esta manera se obtiene que C' = —2M, donde M es la masa del
objeto. De esta manera se obtiene:

-1

ds® = — (1 — %) dt* + (1 — g) dr?® + r?d)? . (1.14)
Esta es conocida como la solucién de Schwarzschild [28] en honor a su autor Karl Schwarzschild
que la dedujo en 1916 unos meses después de que Einstein postulara las ecuaciones de campo
de la Relatividad General. Una de las propiedades de esta solucion es que es asintoticamente
plana, es decir, se acerca a la métrica de Minkowski conforme r — oo. Se entiende que esto
pase ya que el campo gravitacional se vuelve més débil conforme nos alejamos de la fuente.
Otra propiedad interesante es que los coeficientes métricos se vuelven singulares en r = 0 y en
r =2M. El radio r, = 2M se conoce como el radio de Schwarzschild u horizonte de eventos
y para objetos astrofisicos convencionales (estrellas, planetas, etc.) es mucho més pequeno
que el objeto mismo. Por ejemplo, para el Sol es de aproximadamente 3 km, mientras que
para la Tierra es de 1 cm. Como la soluciéon de Schwarzschild es una solucién de vacio no es
valida para r menores al radio del objeto por lo que en esos casos no hay que preocuparse
por singularidades en la métrica.

Si en cambio consideramos una solucion de Schwarzschild para una particula puntual
tenemos que lidiar con singularidades de la métrica en r = 0 y en r = 2M. Para estudiar
la naturaleza de estas singularidades es conveniente calcular el tensor de Riemann para este
espacio-tiempo. Haciéndolo se encuentra que las tnicas componentes que no son cero del
Riemann calculadas en la base esférica ortonormal {Z, 7, é, 95} son:

Rizip = —270—]\57 (1.15)
Riseg = Rigig = T—]\f ; (1.16)
Rigo = 27,—]\34 : (1.17)
Rigeg = Rigig _TMg : (1.18)
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Notamos que ninguna de estas componentes es singular en » = 2M, pero todas lo son en
r = 0. Esto quiere decir que el campo gravitacional es singular en r = 0 pero que es regular en
r = 2M. La tnica posibilidad entonces es que en r = 2M algo estda mal con las coordenadas
de Schwarzschild.

Otra propiedad relevante de la solucién de Schwarzschild es que para r < 2M las coorde-
nadas r y t cambian de rol ya que r se hace una coordenada temporaloide, es decir g,, < 0,
mientras que ¢ se hace espacialoide, es decir g;; > 0. Esto implica que una vez que un objeto
cruza el horizonte en r = 2M, avanzar en el tiempo se hace equivalente a decrecer en r, esto
es, el objeto debe de continuar cayendo a valores cada vez més chicos de r por la misma
razén por la que el tiempo avanza hacia el futuro. Como nada puede detener el avance del
tiempo, no hay fuerza en el Universo capaz de detener al objeto de alcanzar r = 0, donde se
destruira debido a la singularidad ahi presente. El radio de Schwarzschild representa entonces
una superficie de no-retorno.

Para caracterizar el problema que existe en r = 2M consideremos el tiempo propio de
una particula que cae a la superficie r, = 2M desde cualquier radio finito R. El tiempo que
mide la particula al caer es:

o\ M2
dr = (1 7 ) dt . (1.19)
Notamos que entre mas cercano sea el valor de R a 2M, mayor sera la diferencia entre el
tiempo propio del observador (dr) y el tiempo propio de un observador a una distancia
infinita (dt), de modo tal que si R = 2M la diferencia se hace infinita. Esto quiere decir que
hay un mal comportamiento de las coordenadas en el horizonte.

Para no tener irregularidades en » = 2M consideremos ahora geodésicas nulas radiales.

Para ello tomamos dff = d¢ = 0 en la métrica de Schwarzschild y pedimos que el intervalo
sea nulo, ds? = 0. Entonces:

2M oM\ !
ds®* =0 = — (1 — —) dt* + (1 — —) dr? (1.20)
r r
lo que implica que:
dt oM\
—=4(1-— . 1.21
dr ( r ) ( )

Si hacemos un diagrama ¢ — r (Figura 1.1) las lineas que se forman tienen una pendiente
+1 lejos de la estrella, como un cono de luz. Pero, mientras r — 2M la pendiente se acerca
a 00. Esto quiere decir que el cono se vuelve cada vez mas vertical y por lo tanto las lineas-
universo se hacen cada vez mas verticales. Se llega a r = 2M cuando t = co. Esto muestra
geométricamente la irregularidad que tiene el horizonte en las coordenadas de Schwarzschild.

Para remediar este problema se buscaron diferentes tipos de coordenadas que fueran reg-
ulares en r = 2M y que no cerraran los conos de luz. Dichas coordenadas fueron encontradas
independientemente por Martin D. Kruskal [18] y Gyorgy Szekeres [31], por lo que hoy en
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r
2M

Figura 1.1: Conos de luz en un diagrama t — r en coordenadas de
Schwarzschild cerca de la superficie r = 2M

dia se denominan las coordenadas de Kruskal-Szekeres y se definen de la siguiente manera:

r 1/2 t
u <2M e cos (4m) :
1/2 ¢
v= <2LM - 1) e"/4m sinh (R) , (1.22)
parar > 2M y:
1/2 t
U= (ﬁ — 1> e"/4m ginh (4m) ,

r 1/2 t
— (57— 1) el rmeosh (- 1.2
v <2M e’ cos (4m) : (1.23)

Para r < 2M. La métrica en estas coordenadas queda de la siguiente manera:

2 _ 32M3 efr/QM
T

ds (—dv® + du?) + r?dQ?, (1.24)

Donde 7 ya no es una coordenada sino una funciéon de v y v dada implicitamente por el
inverso de las ecuaciones (1.22) y (1.23):

(ﬁ - 1) e P — 2 — 2 (1.25)

Vemos que no hay singularidad en la métrica (1.24) en r = 2M. Sin embargo si la hay en
r = 0, como era de esperarse. Una linea radial nula (df = d¢ = ds* = 0) es una linea con:

dv = +du. (1.26)

Esto significa que en un diagrama (u,v) (Figura 1.2) los conos de luz estdn a 45 grados,
como en el espacio plano. Este resultado hace que las coordenadas se hagan particularmente
utiles para visualizar la geometria en el diagrama de coordenadas. Hay que recordar que
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Figura 1.2: Diagrama de Kruskal-Szekeres

el diagrama muestra tnicamente las coordenadas {u, v}, las coordenadas angulares no se
encuentran, por lo que cada punto en el diagrama corresponde a una esfera.

Hay mucho que decir de este diagrama. Las lineas de r constante son hipérbolas, como
se puede ver de (1.25), verticales para r > 2M y horizontales para r < 2M. Podemos ver
que las lineas » = 2M separan el diagrama del espacio-tiempo en cuatro regiones:

= En la regién I tenemos r» > 2M por lo que es la region exterior al horizonte. Una linea
de r constante en esta region es temporaloide, por lo que cualquier trayectoria r = cte
es permitida en dicha zona.

= La region II tiene r < 2M por lo que es el interior. Lineas con r constante en esta
region son espacialoides por lo que ningtin objeto puede mantenerse a r constante ahi.
Un objeto que se mueva de la regién I a la regién II no puede salir jamas y debe llegar
a la singularidad en » = 0 en algiin momento de su futuro. Como nada puede salir de
la regién II, ni si quiera la luz, esta region es denominada agujero negro. La linea en
r = 2M que separa al agujero negro del exterior es una linea radial nula y se denomina
horizonte del agujero negro.

= La region IV es equivalente a la region I pero con el tiempo invertido, la singularidad
estd en el pasado y nada puede entrar a la regién IV desde afuera. Esta region es
denominada agujero blanco.

= Finalmente, la region III es también una regién exterior pero esta completamente
desconectada de la regién I, por lo que representa otro universo.
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Las lineas de tiempo constante de Schwarzschild ¢ en el diagrama corresponden a lineas
rectas que pasan por el origen. Tiempo infinito ¢ = £o00o corresponde a lineas a 45 grados que
coinciden con r = 2M. Como todas las lineas de ¢ constante pasan por el origen, el origen
se puede expander en toda una linea en un diagrama de coordenadas (¢,r). Aqui es donde
radica el problema con las coordenadas de Schwarzschild.

Hay una relacion importante entre el area del horizonte y la masa del espacio-tiempo de
Schwarzschild. Por la pura definicién del radio de area, el radio de una esfera esta dado por
A = 47r?. En el horizonte tenemos que r = 2M, por lo que:

Ay
M =/— 1.27
V 6r (1.27)
donde Ay es el area del horizonte.

Una vez descrito el término de agujero negro hay que mencionar un sistema de coor-
denadas que es particularmente 1til en Relatividad Numérica, las coordenadas isotrépicas.
Resulta ser que es posible reescribir la métrica de manera que la parte espacial sea conforme-
mente plana, es decir, que la métrica espacial sea el producto de la métrica de Minkowski
por una funcién escalar. Para hacer esto definimos una nueva coordenada:

r:r(1+g>2. (1.28)

La transformacion entre las coordenadas de Schwarzschid {¢,r} y las coordenadas isotrépicas
{t, 7} resultan en la métrica:

1— M/2r\?
ds® = — (H—M?%J dt* + ¢* (di* + 72dD) | (1.29)
donde 1) es un factor conforme dado por » =1+ M/2r.

En estas coordenadas la métrica espacial es regular en el horizonte, que ahora corresponde
a7 = M/2. Notamos también que muy lejos r y 7 se aproximan una a otra. A la coordenada
7 se le suele denominar radio isotrépico debido a que la métrica espacial es el producto de la
métrica plana por un factor conforme. La métrica (1.29) es claramente singular en 7 = 0 pero
una transformacién de coordenadas nos muestra que 7 = 0 corresponde a r = oo, por lo que
no es la singularidad fisica que se encuentra en r = 0. La regién 7 € [0, M /2] representa el
otro universo (el de la region I1I en el diagrama de Kruskal-Szekeres) que se compacta en una
region finita. La singularidad en 7 = 0 es s6lo un resultado asociado a esta compactificacion.
Notamos también que esta métrica tiene una isometria, es decir, es invariante con respecto
a la transformaciéon 7 — M?/47. Esta isometria corresponde a cambiar un punto en nuestro
universo con el correspondiente en el otro universo.

En resumen podemos decir entonces que un agujero negro es una region del espacio-
tiempo que se encuentra incomunicada con el resto del Universo. La frontera de dicha region
es una hipersuperficie 3-dimensional en el espacio-tiempo denominada horizonte de eventos.
Nada puede escapar del interior de un agujero negro, ni siquiera la luz. Existen singularidades
del espacio-tiempo que se forman inevitablemente dentro de dichos agujeros, sin embargo,
dichas singularidades se encuentran casualmente desconectadas del exterior del Universo por
lo que no pueden influenciarlo.
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Penrose formul6 en 1969 la conjetura de censura césmica [23] que dice que no pueden for-
marse singularidades desnudas a partir de condiciones iniciales con espacio-tiempos asintética-
mente planos. Dicha conjetura sigue siendo un debate hoy en dia. Ademads, se cree que
cualquier horizonte eventualmente se vuelve estacionario si no es perturbado por efectos ex-
teriores como acrecién [16]. Los horizontes estacionarios estdn completamente estudiados y
estdan definidos unicamente por su masa total M, su momento angular total J y la carga
. Un importante resultado que concierne a los horizontes no estacionarios es el teorema
de drea de Hawking [4] que dice que en cualquier proceso dindmico que involucre agujeros
negros, el area total de los horizontes no puede decrecer en el tiempo. Este resultado utiliza
la llamada condicién dominante de energia propuesta por el mismo Hawking en 1970 [15],
que serd mencionada en la siguiente secciéon. Sin embargo, existen campos que no cumplen
con dicha condicién y que pueden hacer decrecer el area total de los horizontes.

1.3. Condiciones de energia

En el universo real el tensor de energia-momento esta compuesto por contribuciones de
muchos campos de materia. Seria entonces muy complicado describirlo atin cuando se supiera
la contribucion de cada campo y las ecuaciones de movimiento que los gobiernan. Aunque esto
signifique que no podemos describir del todo a la realidad, existen algunas desigualdades que
son fisicamente razonables que podemos asumir®. En muchas circunstancias dichas igualdades
son suficientes para probar la existencia de singularidades.

Para plantear las condiciones de energia de manera concreta es 1til suponer que el tensor
de energia-momento se puede descomponer en:

TH = peléel + piete? | (1.30)

donde é* son vectores unitarios y forman una base ortonormal. Esta ecuacion implica que
la densidad de energia p y las presiones principales p; son eigenvalores del tensor de energia-
momento y que los vectores é* son los eigenvectores normalizados.

Algunas de las condiciones de energia estdn formuladas en términos de un vector tempo-
raloide arbitrario v*. Dicho vector se puede descomponer como:

vt =y (M 4 aet + bel + cet') (1.31)

donde v = V1 — a2 — b2 — 2 y a, b, ¢ son funciones arbitrarias de las coordenadas, restringi-
das a que a®> + b*> + % < 1.
También requerimos de un vector nulo k* expresado como:

k= &t fel o gét 4 he, (1.32)

donde f, g v h son funciones arbitrarias de las coordenadas restringidas a que f2+4g¢*+h? = 1.

3La discusién sobre las condiciones de energia se puede consultar mas a fondo en [24, 17].
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Condicion débil de energia

La condicién débil de energia establece que la densidad de energia para cualquier obser-
vador es no-negativa. Matematicamente, esto quiere decir que el tensor de energia-momento

cumple con la desigualdad:

T, 0" >0, (1.33)

para cualquier vector temporaloide v*. Usando las ecuaciones (1.30) y (1.31) encontramos
que:
2, 2 2 2
p-+apy + b°ps +c"ps > 0. (1.34)

Como a,b y ¢ son arbitrarios podemos elegir a = b = ¢ = 0, dando como resultado p > 0.
Por otro lado, podemos elegir b = ¢ = 0 lo que nos lleva a que p + a*p; > 0. Como a® < 1
obtenemos entonces que 0 < p+a?p; < p+p;. Por lo que p+p; > 0. Las mismas expresiones
aplican para ps y ps por lo que la condicién débil de energia implica que:

p>0, p+p;>0. (1.35)

Condicién nula de energia

Matematicamente, la condicién nula de energia tiene la misma afirmacién que la condicion
débil pero en lugar del vector v* se toma un vector nulo k* de manera que:

T k'K > 0. (1.36)
Si sustituimos (1.32) obtenemos:
PP+ [Ppi+ g°pa + BPps > 0. (1.37)

Escogiendo g = h = 0 obligamos a que f = 1 y obtenemos p 4+ p; > 0. Analogamente para
P2 v p3 por lo que la condiciéon de nula de energia implica que:

Notamos que la condicién débil de energia implica la forma nula. Ademas, en el vacio T, = 0
por lo que ambas condiciones, la débil y la nula, se cumplen.

Condicion fuerte de energia

Lo que afirma la condicion fuerte de energia es que:

1
(T;w — iTgW) v'” >0, (1.39)

donde v* es un vector temporaloide normalizado. Como T}, — %T G = R, /87, con ayuda
de las ecuaciones de Einstein, la condicién fuerte de energia es una afirmaciéon sobre el tensor
de Ricci. Sustituyendo las ecuaciones (1.30) y (1.31) obtenemos:

(p—p1—p2—D3) . (1.40)

N =

v (p+ a’py + b’pa + Pp3) >
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Eligiendo @ = b = ¢ = 0 obligamos a que v = 1 y obtenemos que p + p; + p2 + p3 > 0. Por
otro lado, si elegimos b = ¢ = 0, obtenemos que y*> = 1/(1 — a?), por lo que:

p+pi+pr+ps>at(pr+ps—p—p1) . (1.41)

Como esto se debe de satisfacer para cualquier a? < 1 tenemos que p+p; > 0. Andlogamente
para ps y p3. La condicion fuerte de energia implica entonces que:

ptp+p2+ps =0, p+p;=>0. (1.42)

Notese que la condicién fuerte de energia no implica la condicién débil.

Condicién dominante de energia

La condiciéon dominante de energia se puede interpretar como que la densidad de en-
ergia local es no-negativa y el vector de flujo de energia no es espacialoide para cualquier
observador. Matematicamente esto quiere decir que si v* es un campo vectorial temporaloide
arbitrario entonces:

— T''v" es un campo vectorial no-espacialoide que apunta hacia el futuro, (1.43)

donde la cantidad —T*v” es la densidad de momento medida por un observador con 4-
velocidad v*. Sustituyendo (1.30) y (1.31) y usando la condicién dominante de energia
obtenemos que:

0* — a’pr — b?py — ?p3 > 0. (1.44)

Eligiendo a = b = ¢ = 0 obtenemos p? > 0 y pidiendo que —T*v" se diriga hacia el futuro
entonces nos quedamos solo con la parte positiva p > 0. Si elegimos b = ¢ = 0 obtenemos
que p? > a?p?. Como esto debe valer para toda a® < 1, obtenemos que p > |p;|. Lo mismo
para ps y p3, de manera que la condicién dominante de energia implica que:

p>0 p>Ipil, (1.45)

es decir, la energia domina sobre los otros componentes del tensor 7),,.

1.4. Campos escalares

Existen muchas observaciones que indican que vivimos en un Universo que se encuentra
en expansién. La explicacion mas aceptada es la que habla de energia y materia oscuras. Al
respecto se han desarrollado numerosos modelos cosmolégicos de muy diversos tipos [19] :
modelos de Quintaesencia, que utilizan un campo escalar canénico que evoluciona con un
potencial; modelos de K-esencia, donde se utiliza un campo escalar con un término cinético
no candénico; modelos de gravedad modificada; gases de Chaplygin que intentan unificar
la materia oscura con la energia oscura; y muchos otros méas. La mayoria de los modelos
consideran que w = p/p > —1 [9], donde p es la densidad de energia y p es la presién,
debido a que esto cumple con la condicién dominante de energia, y la mayor parte de las
observaciones son consistentes con los modelos donde w = —1, o el limite de la constante
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cosmoldgica (A). Sin embargo, es natural preguntarse que sucede con el otro lado, donde
w < —1. Uno de los modelos mas sencillos que se pueden formular para emular este fenémeno
estd asociado a los campos escalares.

Un campo escalar es un campo que toma un valor especifico en cada punto del espacio-
tiempo. Estos campos son independientes de las coordenadas, es decir, dos observadores
en distintos sistemas de referencia deben de coincidir con el valor del campo escalar en el
mismo punto del espacio-tiempo. Hasta ahora, no se han observado experimentalmente dichos
campos. Sin embargo, la facilidad con la que se pueden manejar a nivel teérico los hacen una
buena herramienta para realizar simulaciones sencillas 0 como aproximaciones para campos
mas complicados. La sencillez de estos campos permite su amplio uso en diversas ramas de la
fisica, como la distribucién de temperaturas en el espacio a un tiempo dado, la distribucion
de presién de un fluido o algunos campos cuanticos, como el campo de Higgs.

El tensor de energia-momento para un campo escalar ® es:

T, =V, 0V, — % [V, OVD + 2V ()] (1.46)

donde g, es la métrica del espacio-tiempo y V(@) es el potencial de autointeracciéon. Para
el caso en que sélo hay un término de masa V(®) = m?®?/2 donde m es la constante que
determina la masa. Para el caso sin masa V (®) = 0.

A partir del tensor de energia-momento, se pueden obtener los términos asociados a la
densidad p y la presion p. Entonces se obtiene:

p= % (8:9)° + V (@), (1.47)

p= % (0,2)* = V(®). (1.48)

Notamos que el campo escalar cumple con todas las condiciones de energia, a excepcion de
la condicién fuerte donde también se debe de cumplir que (8,®)* > V(®).

A partir de la ley de conservacién V,T" = 0 podemos encontrar que la ecuacién de
evolucion para el campo escalar esta determinada por la ecuacion de Klein-Gordon:

Ob = 05V (D), (1.49)
la cual se puede reescribir como:
0 ((—9)!?0"®) = (—9)"*0aV () , (1.50)

donde g es el determiante de g, .

Existen otro tipo de campos escalares exoticos que difieren del original en el signo que
toman sus componentes. El que se considera en este trabajo es el campo escalar fantasma,
que cambia el signo total del tensor de energia momento del campo escalar (1.46). De esta
manera, el tensor de energia momento del campo escalar fantasma es:

T, = —V,0V,o + % [V ®VOD + 2V (D)] (1.51)



1.4. Campos escalares 13

por lo que su densidad de energia y su presion estan dadas por:
1
p=—5(02) = V(®), (1.52)
1
P=-3 (0:9)* + V(D). (1.53)

De esta manera, el cociente w = p/p < —1 forma parte de un modelo poco usual que
tiene la peculiaridad de que la densidad de energia y la presion, al menos para el caso sin
masa, son negativas. Aunque pareciera que un campo con estas caracteristicas no es viable
en la naturaleza, hay estudios que indican que podrian serlo [9].

Se puede ver de (1.52) y (1.53) que el campo fantasma no cumple con las condiciones
de energia. Esta propiedad caracteriza al campo escalar fantasma y gracias a ella se pueden
obtener resultados fuera de lo comin. Muestra de ello es el estudio realizado por Caldwell
donde se observan las consecuencias cosmoldgicas de un campo de este estilo [8]. Ademds, se
han realizado simulaciones donde la acreciéon de campo fantasma a un agujero negro alcanza
a reducir su horizonte hasta un 50 % [12] . Uno de los ojetivos de esta tesis es reducir ese
porcentaje y especificar los mecanismos que no permiten reducir mas la masa del agujero
negro.






Capitulo 2

Formalismo 3+1

Las ecuaciones de campo gravitacional de Einstein describen la geometria del espacio-
tiempo del sistema en que se estd trabajando. Dichas ecuaciones no marcan una diferencia
explicita entre el tiempo y el espacio. Para poder analizar una evolucion de las ecuaciones
requerimos un enfoque en el que el tiempo juegue un rol distinto al del espacio para que se
puedan realizar predicciones de la evolucion en el tiempo del campo gravitacional.

Existen distintas formas de separar las ecuaciones de campo de Einstein de manera que
se pueda obtener una evolucién del campo gravitacional a partir de ciertos datos iniciales. El
formalismo 341 que aqui se describira es una manera de dividir el espacio-tiempo en el espacio
3-dimensional por un lado y el tiempo por el otro. Esta manera de abordar el problema es la
mas comun en relatividad numérica, mas no es la inica. Existen dos alternativas principales
para 3+1 conocidas como formalismo caracteristico y formalismo conforme. Cada formalismo
cuenta con sus ventajas y desventajas dependiendo del sistema fisico bajo consideracién, pero
en este trabajo Unicamente se mencionaran las del formalismo 3-+1.

2.1. Separacién 3+1 del espacio-tiempo

Para poder evolucionar un sistema es necesario que esté formulado como un problema de
valores iniciales o de Cauchy. En este caso, se busca hacer una evolucién del espacio-tiempo
de tal forma que al introducir algin tipo de condiciones iniciales y condiciones de frontera
se pueda predecir de manera tnica el futuro o pasado del sistema .

Consideremos un espacio-tiempo con métrica g,, globalmente hiperbdlico, es decir, que
cuenta con una superficie de Cauchy. Cualquier espacio-tiempo globalmente hiperbdlico
puede ser foliado, o se puede dividir en hojas temporales, de manera que cada hoja de
la foliacién sea espacialoide. A cada una de estas hojas, que no son mas que hipersuperficies
3-dimensionales, las denotamos Y. Podemos identificar cada hoja a través de un parametro
t, considerado como una funcién universal de tiempo, que no necesariamente coincide con el
tiempo propio de algin observador en particular.

1Una discusién mds detallada se puede encontrar en [1, 6, 21]

15
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Consideremos ahora un tipo de foliacién especifica y tomemos dos hipersuperficies ady-
acentes X v Xy 4. Para describir la geometria entre ambas hipersuperficies requerimos de
los siguientes elementos [3] :

» La métrica tridimensional 7;; que mide las distancias propias dentro la hipersuperficie:
di* = ~;dr'da’ . (2.1)

= El lapso de tiempo propio que transcurre entre ambas hipersuperficies medido por los
observadores que se mueven en la direccién normal a las hipersuperficies (denominados

observadores de Euler):
dr = adt, (2.2)

donde a = (¢, ") es la funcién de lapso que fija la eleccién de la foliacién. Por ejemplo,
para un espacio-tiempo tipo Minkowsky o = 1.

» La velocidad relativa 8¢ que hay entre los observadores de Euler y las lineas de coor-
denadas espaciales constantes:

Ty = 7 — B(t,29)dt. (2.3)

A A% se le denomina vector de corrimiento. Este vector no representa nada fisico, por lo
que se pueden tener velocidades coordenadas mayores que la velocidad de la luz. Esto
no viola el postulado de Einstein porque lo que se mueven son las coordenadas.

La manera como el espacio-tiempo puede ser foliado y la forma en que las coordenadas
espaciales van de una hipersuperficie a otra no son tnicas. Es decir, tanto la funcion de lapso
(a) como el vector de corrimiento (%) son arbitrarios. Ambos elementos son los que tienen
informacion sobre la eleccién de coordenadas, razén por la que se les conoce como funciones
de norma.

A partir de los elementos a, 3’ y 7;;, se puede ver que la métrica del espacio-tiempo en
el formalismo 3+1 toma la siguiente forma:

ds® = (—a? + Bi3))dt? + 2B,dtda’ + yijda’da? (2.4)

donde B3; = v;;4’. Esta ecuacién, andlogamente a lo que se hace en Relatividad Especial,
determina el intervalo invariante entre puntos vecinos.

Ya que tenemos el elemento de linea, definimos la métrica 3-dimensional 7;; como la
métrica inducida por la métrica 4-dimensional g,, en cada hipersuperficie >:

Y = Guv + nyny , (25)

donde n* es el vector normal a las hipersuperficies ¥, que corresponde por definicién a la
4-velocidad de los observadores de Euler: n* = (1/a, —f3"/a). Notamos de (2.5) que por
definicién ~;; es la proyeccién de g, en cada hipersuperficie ¥.

Por otro lado, definimos el vector coordenado t* como:

' =ant + . (2.6)
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Esta ecuacién nos muestra como evolucionan los puntos en las hipersuperficies, ya que t*
es el vector que define la forma en que se conectan los puntos con las mismas coordenadas
espaciales entre foliaciones. Notamos entonces que que el vector de corrimiento mide como
se desvian las lineas coordenadas de la direccion normal n*. Por otro lado, el lapso mide
cuanto tiempo propio ha transcurrido entre foliaciones vecinas a lo largo del vector normal.

2.2. Curvatura extrinseca

Al realizar una foliacién del espacio-tiempo, como la que se hizo en la seccién anterior,
debemos considerar que existe una curvatura intrinseca que corresponde a la geometria in-
terna de cada una de las hipersuperficies, y una extrinseca que esta asociada a la manera en
que dichas hipersuperficies se encuentran inmersas dentro del espacio-tiempo. La curvatura
intrinseca esta descrita por el tensor de Ricci 3-dimensional R;;. La curvatura extrinseca,
por otro lado, esta definida a partir del cambio del vector normal al ser transportado par-
alelamente a lo largo de a la superficie.

Como se vera mas adelante, la curvatura extrinseca se puede considerar como la “ve-
locidad”de la métrica espacial vista por los observadores de Euler. Entonces, la métrica ~;;
y la curvatura extrinseca Kj;; pueden verse como el equivalente a posiciones y velocidades
en mecanica clasica, ya que miden el estado “instantaneo”del campo gravitacional y son las
variables fundamentales para las condiciones iniciales dentro de esta formulacién.

Para definir la curvatura extrinseca se introduce primero el operador de proyeccion Pg
que nos asegura que el transporte paralelo solo se realice sobre la superficie:

Pl =4 +n,n” (2.7)

Notamos que dicho operador no es mas que la métrica espacial inducida Pag = Yags-
Usando el operador de proyeccion se define entonces el tensor de curvatura extrinseca
como:

K,, = —P:V.n, (2.8)

El tensor K, es claramente un tensor espacial, ya que n*K,, = n"K,, = 0. Ademss,

resulta ser que es simétrico, es decir, K,, = K,,,.

También se puede expresar la curvatura extrinseca en términos de la aceleracién del
vector unitario normal a, = n*V,n,. Expandiendo el lado derecho de (2.8) obtenemos:

K, = —((52‘ +n,n*)Van,
=—-V,n, —n,a,. (2.9)
Si por otro lado calculamos la derivada de Lie, que a grandes rasgos es una generalizacion

de la derivada covariante, de la métrica 3-dimensional en direcciéon de n*, encontramos que
estd relacionada con la curvatura extrinseca:

gﬁ’)/uu - Zﬁ(gm/ + n;t”V) - 2V(unl/) + nujﬁnu + nugﬁnu
=2 (V) + npay) = —2K,, . (2.10)
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En el desarrollo se utilizé utilizaron la derivada de Lie de la métrica, la de uno-formas y el
hecho de que n,V,n® = 0. De esta manera, obtenemos una ecuacién mas elegante que nos
describe la curvatura extrinseca:

1
K, = —5377%1,. (2.11)
Podemos ver que la curvatura extrinseca sélo depende de 7 en la hipersuperficie ¥ por
lo que es una propiedad geométrica unica para cada hoja de la foliacién. Al ser 77 normal a

la hipersuperficie, para cualquier funcion ¢ tenemos que:

1
gﬁ’}/m, = g_bgd)ﬁ%“/. (212)
En particular, si tomamos la funcién escalar ¢ como el lapso «, obtenemos que:
K, = L % _ 1 L— &
uy = _E ai Yuy = _ﬁ < T E) Vv (213>

donde se utilizé la definicién del vector t* (2.6).
En un sistema de coordenadas adaptado .5 = 0, y si inicamente vemos la parte espacial
de la ultima expresion, la podemos reescribir como:

Ovij = —2aK;; + D;B; + D;3; (2.14)

donde D; representa la derivada covariante 3-dimensional asociada a v;;, que a su vez es la
proyeccion de la derivada covariante 4-dimensional D, = Pi'V,. Hay que considerar que
para llegar a este resultado se utilizé el hecho de que D,,v;; = 0.

Al final, encontramos lo que se menciond en un principio: la curvatura extrinseca es algo
asi como la “velocidad”de la métrica 3-dimensional asociada a cada hoja de la foliacién que
se haya elegido.

2.3. Constricciones de Einstein

La métrica 7, y la curvatura extrinseca K,, no se pueden elegir de manera arbi-
traria, deben de satisfacer ciertas constricciones. Para ello, se necesita relacionar el tensor
4-dimensional de Riemann Rj,, con el tensor 3-dimensional de Riemann ) s asociado
a la hipersuperficie 3, y la curvatura extrinseca K, . Se requieren los dos tensores ya que
el tensor de Riemann 4-dimensional involucra segundas derivadas temporales de la métrica,
mientras que el tensor 3-dimensional sélo tiene elementos espaciales.

Para compararlos requerimos del operador proyector P*. La proyeccién completa del ten-
sor de Riemann 4-dimensional en las hipersuperficies espaciales queda dada por la ecuacién
de Gauss-Codazzi:

PYP5 PP Rsno = Rapuw + KopKsy — KauKap - (2.15)

Como se puede apreciar, estas ecuaciones relacionan el tensor 4-dimensional de Riemann con
el tensor 3-dimensional de Riemann y términos cuadraticos de la curvatura extrinseca.
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De manera similar, la proyeccién del tensor de Riemann contraido una vez con el vector
normal resulta en las ecuaciones de Codazzi-Mainardi?:

P)P5PYn" Rspny = DKoy — Dok (2.16)

Podemos notar que tanto la ecuaciéon de Gauss-Codazzi (2.15) como la de Codazzi-Mainardi
(2.16) dependen tnicamente de la métrica espacial, la curvatura extrinseca y sus derivadas
espaciales. Se pueden pensar como condiciones de integrabilidad que permiten fijar la hiper-
superficie 3-dimensional > descrita por v, y K, dentro de la variedad 4-dimensional descrita
pPor guw.

Hasta ahora solo se han usado argumentos geométricos para describir la base matematica
sobre la que vamos a trabajar. Para que el formalismo matematico sirva como una herramien-
ta para problemas fisicos es necesario asociarlo con alguna ecuacion relacionada con la fisica
del sistema. Naturalmente, para este caso las ecuaciones que van a servir de puente entre la
geometria del espacio y la fisica del sistema van a ser las ecuaciones de campo de Einstein.
Entonces, lo inico que requerimos para obtener un sistema de ecuaciones es establecer una
relacion entre las ecuaciones de Gauss-Codazzi y Codazzi-Mainardi con las ecuaciones de
Einstein.

Primero, notamos que:

Pa“P’B”Ra/gu,, = (g™ 4+ nn") (gﬁ” + n’gn”) Roguw
=R+ 2n"n"R,,
=2n'n"G,, , (2.17)

donde G/, es el tensor de Einstein.
Por otro lado, la ecuacién (2.15) implica que:

PP Ry =R+ K? — K, K", (2.18)

donde K = K} es la traza de la curvatura extrinseca. Usando (2.17) y (2.18) encontramos
que:
2" G, =OR 4+ K* — K, K" . (2.19)

Usando las ecuaciones de Einstein (1.3) obtenemos por fin:

OR + K* - Kj; K = 167p, (2.20)
donde se introdujo la definicién p = n#*n"T),,, que corresponde a la densidad de energia local
medida por los observadores de Euler. Vemos que, como se menciond antes, esta ecuacién no
involucra derivadas temporales por lo que no corresponde a una ecuacion de evolucién sino a
una constriccién que debe satisfacerse a todo tiempo. A (2.20) se le conoce como constriccién
Hamiltoniana de energia.

Consideremos ahora la contraccién mixta del tensor de Einstein con el tensor de proyec-

cién y el vector normal:
P*n’G,, = P*"n’R,, . (2.21)

2La derivacién completa de las ecuaciones se puede ver en [32]
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La ecuacién (2.16) implica que:
"G, = D*K — D, K" (2.22)
Usando las ecuaciones de Einstein obtenemos la ecuacién:
D; (K" —~47K) = 8mj". (2.23)

Aqui definimos j¢ = —P*n"T),, que corresponde a la densidad de momento medida por los
observadores de Euler. En este caso, a diferencia de (2.20), hay un indice libre por lo que se
trata de tres ecuaciones, ya que el caso temporal es trivial. Igual que en (2.20) vemos que
en (2.23) no hay derivadas temporales por lo que también son constricciones. A éstas se les
denomina constriccién de momento.

Cabe destacar que ambas constricciones no dependen de las funciones de norma o y 3,
lo que nos indica que son ecuaciones que involucran unicamente a una hipersuperficie en
particular de la foliacién.

2.4. Las ecuaciones de evolucion ADM

Las constricciones Hamiltoniana y de momento nos dan 4 de las 10 ecuaciones de campo
de Einstein en esta nueva formulacién. Las 6 ecuaciones faltantes son las que describen la
evolucién de la curvatura extrinseca.

Para encontrar las ecuaciones de evolucién necesitamos proyectar el tensor de Riemann
dos veces con el vector normal y dos veces con el proyector Pg. Dichas proyecciones quedan
dadas por:

1
P Pin*n” Rono = LKy + KK + ~DyDya. (2.24)

Hay que destacar que esta ecuacion si involucra a la funcién de lapso « y tiene una derivada
de Lie de la curvatura extrinseca a lo largo de la direccién normal, que corresponde a una
evolucion temporal.

Ahora, usando la ecuacién (2.15) encontramos que:

P2 P5 (00 Rsxo + Row) =Ry + KK, — Kn K, (2.25)
Juntando las ecuaciones (2.24) y (2.25), se obtiene que:
LKy — LK = DDy + a (PP Rs. +¥R,, + KK, — 2K, K)) (2.26)

Podemos ver estas ecuaciones de otra forma si recordamos que las ecuaciones de Einstein
pueden escribirse en términos del Riemann, es decir:

1
R, =87 (T,W — §gu,,T> . (2.27)
De esta manera, introduciendo (2.27) en (2.26) obtenemos que:

LKy — LK, = — DuDya+ a PR, + KK, — 2K, K})]
+4ra [y, (S —p) — 25, , (2.28)
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donde p se define igual que antes y se agrega la definicion del tensor de esfuerzos espacial
medido por los observadores de Euler S, = PﬁPf Typ y su traza S = Sh.

Podemos enofcarnos tinicamente en las componentes espaciales, ya que se trata de ten-
sores espaciales. Ademads, la derivada de Lie en un sistema adaptado queda como £ = 0.
También, se puede expander la derivada de Lie a lo largo del vector de corrimiento de modo
que la expresion (2.28) queda como:

atKij = 6’“8,?[(” -+ Km&jﬁk + Kkjazﬁk — DiDjCY
+ o [(3)RZ] + KKZJ - 2KZkKJk] + 4oy h/z'j (S - p) - 2513] . (229)

Estas ecuaciones nos dan la evolucién de las 6 componentes independientes de la curvatu-
ra extrinseca K;;. En conjunto con las ecuaciones (2.14), (2.20) y (2.23), recapituladas a
continuaciéon, forman un conjunto de ecuaciones que describen las ecuaciones de campo de
Relatividad General como un problema de Cauchy:

®R + K? — KK = 167p,
D; (KY —4YK) = 8rj’,
Orvi; = —2aK;; + D3 + D;B: (2.30)

0, Kij = BFOLKj + K0, 8% + Ky;j0;8¥ — D;D;a
—i—oz[(?’)RZ-j + KK;; — 2KikKﬂ + 4oy (S — p) — 284

A las ecuaciones (2.30) se les conoce como las ecuaciones ADM, por sus autores Richard
Arnowitt, Stanley Deser y Charles Misner [3]. Sin embargo, escritas de esta manera no son
como las derivaron originalmente, sino que son una reformulacién realizada por York [35].
La principal diferencia entre las ecuaciones originales y las aqui planteadas viene de usar las
ecuaciones de campo de Einstein en términos del tensor de Riemann (2.27) en lugar de las
ecuaciones de campo con el tensor de Einstein (1.3). También difieren en un término 52,
asociado a la constriccién Hamiltoniana, agregado a (2.29), donde:

A =R+ K? — K,,K" — 167p = 0. (2.31)

Fisicamente, las dos formulaciones son equivalentes, debido a que el término agregado es 0.
Sin embargo, las propiedades matematicas de ambas ecuaciones difieren en algunos sentidos
ya que . contiene segundas derivadas de la métrica dentro del escalar de Ricci ®)R que
alteran la estructura diferencial de las ecuaciones. Esto quiere decir, que las ecuaciones en el
formalismo 341 no son tunicas, ya que siempre se pueden agregar multiplos de las constric-
ciones a las ecuaciones de evolucién. Todos los sistemas de evolucién que se puedan formular,
van a tener las mismas soluciones fisicas, pero sus propiedades matematicas cambiaran entre
si.

Hasta aqui pareciera que con las ecuaciones ADM basta para poder hacer una evolucion
numérica de las ecuaciones de Einstein. Sin embargo, estas ecuaciones resultan ser muy in-
estables para una evolucién numeérica, de manera que los codigos con dichas ecuaciones fallan
en tiempos relativamente cortos. Es por esta razon que se han creado varias reformulaciones
de ADM en la literatura.
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2.5. Formulacion BSSN

Una reformulacion de las ecuaciones ADM que probé ser muy 1til en evoluciones numéri-
cas por Baumgarte y Shapiro (BS) [5] es la que hoy se denomina BSSN. La reformulacién
fue realizada primero por Nakamura, Oohara y Kojima [22] , pero la versiéon mas comun es

la basada en el trabajo de Shibata y Nakamura (SN) [29] .
Primero, consideremos un reescalamiento conforme de la métrica espacial de la forma:

Yij = v 5, (2.32)

donde v es un factor conforme que puede ser elegido de diferentes maneras. No pareciera que
esto pueda hacer un cambio muy grande en el planteamiento del problema, sin embargo, a un
nivel mas profundo, la transformacién conforme sirve para definir una clase de equivalencia
de variedades y métricas.

En la formulacién BSSN se escoge un factor conforme de manera que la métrica conforme
7vi; tenga un determinante unitario, es decir que:

¢4 — 71/3 = ¢ — 71/12’ (233)

donde 7y es el determinante de v;;. Ademads, pedimos que esta relacion se mantenga durante
toda la evolucién.
A partir de la ecuacién (2.14) podemos ver que la ecuacién de evolucién del determinante
de la métrica es:
Oy = —2v (oK — 8,8") + Bloyy, (2.34)

lo que implica que:

0t = 0 (oK —0,5) + 0. (2.35)

En la practica se trabaja por conveniencia con ¢ = In. De esta forma, 7;; = e_4¢%j y
tenemos que:
1 . )
Oyp = -5 (aK —8,8") + 5'0;¢ . (2.36)

Otro cambio que se hace en esta formulacién es separar la curvatura extrinseca K;; en
su traza, K, y la parte sin traza de Kj;:

1

Ademas, se hace un reescalamiento conforme a la parte sin traza de la curvatura extrinseca
Az‘ji
i —4 —4
Aij = w Aij = e ¢Aij . (238)
Un elemento crucial en la formulacién, es la introduccion de tres variables auxiliares
conocidas como las funciones de conexién conformes que son definidas como:

I = 4T, = —9,47, (2.39)

donde f;k son los simbolos de Christoffel de la métrica conforme. La segunda igualdad viene
de la definicién de los simbolos de Christoffel en el caso en el que el determinante 7 = 1.
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Como consideramos a las I'¥ como variables independientes requerimos de una ecuacién
de evolucion para ellas. Para obtener esta ecuacién se utilizan las ecuaciones (2.39) y (2.14),
dando como resultado:

O = 37%9,0,5" + ”Ja 03" — <aajfv'ﬂ‘ + Zv‘jaja)
+W@P—W@ﬁ+gﬁ@m. (2.40)

Esta ecuacién se puede reducir aun mas notando que los términos en el renglén inferior son
la derivada de Lie para una densidad vectorial con peso 2/3, mientras que los primeros 2
términos se deben a que I no son en realidad componentes de una densidad vectorial sino
simbolos de Christoffel contraidos. Tomando esto en cuenta, obtenemos:

~. . . 1 .. .. ..
S0 = 30,06+ 790,00 —2 (a0, A9 + A90,0) (2.41)

Esta ecuacién de evolucién para las I'? resulta ser inestable. Para poder corregir este problema
hay que considerar la constriccién de momento, que en términos de las nuevas variables
presentadas queda como:

o o~ oy 2 .. ~
9; A = —T ATF — 6AY9;¢ + STV K + 87", (2.42)

donde j* = e*?j%. Sustituyendo esta ecuacién en (2.41) encontramos una ecuacién de evolu-
cién para las 4° que no tiene problemas de inestabilidad:

d

dt = 7%50;0,8" + ”38 08" — 24 0;a

~ o~ o 2 .. ~
+ 2a (F;kAJk +6A470;6 — 270K — 87rj’) : (2.43)

Hasta este punto lo tnico que se ha hecho es redefinir las variables e introducir 3 variables
auxiliares. De esta manera, en lugar de las 12 variables de ADM: ~;;, K;;, BSSN utiliza 17
varlables o, K, %ij, Azw I'. Las ecuaciones de evolucién para ¢ ya se vieron en (2.36) y las de
7" en (2.43) , mientras que las de K, 7;;, AZJ se pueden obtener directamente de las ecuaciones
ADM (2.30).

En particular, la ecuacién de evolucion para /L-j queda dada por:

%Ai]’ = @_4¢{ — DiDjO[ + OéRZ‘j + 4o [’Yij (S - p) - 251]] }TF (244)
donde d/dt = 9, — £, y TF denota la parte sin traza (TraceFree) de la expresién dentro
de las llaves. Se usa la convencién de que los indices de cantidades conformes son subidos y
bajados con la ayuda de la métrica conforme, de modo que A% = e*®A¥. En esta ecuacién
se necesita calcular el tensor de Ricci asociado a la métrica fisica que se puede separar en
dos contribuciones:

Ri; = R;; + RY,. (2.45)
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El término R;; es el tensor de Ricci asociado a la métrica conforme 7;;:

1. m ~ x ~Ilm kT kT
Rij = =57 003 + n0p T + DT+ 3 (20 Djem + DDy ) o (246)

mientras que el término Rf} representa los términos adicionales que dependen de ¢:
R{; = —2D;D;¢ — 29;D*Dy¢ + 4D;¢D;¢ — 45;;D* ¢ Dy, (2.47)

donde D; es la derivada covariante asociada con la métrica conforme.

Si recopilamos todas las ecuaciones de evolucién, se obtiene el sistema de ecuaciones
BSSN:

g i = —2ady,
d 1
—b=—0aK
i’ = g
d - TF
Ay = e—4¢{ — DiDja+ aRy; + 4ma[yi; (S — p) — 25;] }

+a (K/L-j - 2A~ik/i§>, (2.48)
d

. T |
%K =-DD'a+a« (AijAw + §K2) +4ra (p+ 95)

d ~. . 1 o
EI" = ijkﬁjﬁkﬁz + gﬁljajakﬁk — 2A”0j~a

~ o~ - 2 .. ~.
20 (T, A% 4 649 9,0 - S0, - 877°).

donde se tienen las mismas convenciones que en (2.44). En estas ecuaciones se usan derivadas
de Lie con respecto a 3 de densidades tensoriales. El peso de ¢ = ¢ = 41/2 es 1/6, por lo
que el peso de 7;; y ij es —2/3 y el de 4;; es de 2/3. Usando la expresién para derivadas de
Lie de densidades tensoriales, tenemos que:

1
ZL50 = B*0ro + gakﬁk (2.49)
- - - 2
Ly = B0 + A0, 8° + 0" — g%jakﬁk (2.50)

Cabe destacar que en la ecuacién de evolucién para K en (2.48) se utilizo la constriccién
Hamiltoniana para eliminar al escalar de Ricci:

g -2
R= KK — K* + 167mp = A;; Al — gK2 + 167p. (2.51)

Sabemos que la formulaciéon BSSN es mucho mas estable que la formulacion original de las
ecuaciones ADM, por lo que vemos que al agregar un cero con la constriccion Hamiltoniana y
definir nuevas variables se cambiaron por completo las propiedades matematicas del sistema.
Una manera de cuantificar que tan bueno o malo es un sistema de ecuaciones, es a través de
los conceptos de buen planteamiento e hiperbolicidad de un sistema de ecuaciones parciales,
que se discutirdn mas a fondo en la seccién 2.7.
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2.6. Condiciones de norma

En el formalismo 3+1 la elecciéon libre del sistema de coordenadas estda dada en términos
de las funciones de norma: el lapso « y el vector de corrimiento 3°. Estas funciones son las que
se necesitan para determinar la forma de avanzar entre cortes temporales u hojas. Aparecen
en todas las ecuaciones de evolucién por lo que su eleccién va a determinar la manera en que
se comporte la solucién. Las ecuaciones de Einstein no nos dan informacién sobre como se
deben de comportar estas funciones, por lo que hay que buscar otros medios para obtener
una “buena’” eleccion. Para ello debemos de pedir que se cumplan algunas propiedades. Entre
ellas se encuentran:

= Que no permitan la aparicion de singularidades de coordenadas y eviten la singularidad
fisica.

Que se adapten a las simetrias del sistema.

Que sean bien comportadas matematicamente y, de ser posible, que se puedan imple-
mentar facilmente numéricamente.

Que se puedan expresar de manera covariante para garantizar la misma norma usando
diferentes sistemas de coordenadas.

2.6.1. Condiciones de foliacion

Para poder especificar el tipo de foliacién del espacio-tiempo se necesita una forma de
calcular el lapso «. Hay diferentes maneras de hacerlo como: preestablecer el lapso como
una funcién del tiempo y del espacio, especificar el lapso mediante una funcién algebraica de
las variables geométricas de cada hipersuperficie u obtener el lapso resolviendo ecuaciones
elipticas en cada paso de tiempo que forcen condiciones geométricas en las hipersuperficies
espaciales.

Para determinar mejor el significado de a consideremos el movimiento de los observadores
de Euler. En general tienen una aceleracién propia a, = n”V,n, que mide la fuerza que se
requiere para mantenerlos en una trayectoria diferente a la caida libre. Si usamos ahora las
expresiones de n* en términos de o y 3% usadas en la seccién (2.1), se puede ver que:

ap = "0 Ina, (2.52)
a; = 81 In o s (253>

por lo que las componentes espaciales de la aceleracion propia estan dadas por el gradiente
del lapso.

Foliacion geodésica

La manera mas obvia de escoger la funcion del lapso seria pedir que la coordenada de
tiempo ¢ coincida en todos lados con el tiempo propio de los observadores de Euler, es decir
tomar @ = 1. Esto se conoce como foliacién geodésica. El nombre viene de que, a partir
de la ecuacion (2.53), la aceleracién propia de los observadores de Euler desaparece para
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a constante, lo que implica que en este caso los observadores de Euler siguen geodésicas
temporaloides, es decir estan en caida libre.

Esta foliacion se utilizo en las primeras simulaciones de agujeros negros en los 1960’s
[14], pero pronto se descubrié que tenian defectos. El problema con estas coordenadas es
que tienden a formar singularidades muy rapido. Esto se debe a que las geodésicas tienden
a enfocarse en presencia de fuentes gravitacionales por lo que observadores en caida libre
en un campo gravitacional no uniforme eventualmente terminan chocando unos con otros.
Cuando esto sucede, el sistema de coordenadas, que esta atado a dichos observadores, deja
de ser uno a uno, de manera que un punto deja de tener un solo conjunto de coordenadas
asociado a él, es decir, el sistema se vuelve singular.

De las ecuaciones (2.30) y (2.14) se puede ver que:

K =B'0,K — D’ + o [Kiy K" +4n(p+ S)] | (2.54)

donde se usé la constriccién Hamiltoniana (2.20) para eliminar el escalar de Ricci. Para la
foliacién geodésica esto se reduce a:

K — B0 K = Ki; K9 +4n(p+ 9). (2.55)

El primer término del lado derecho es siempre positivo y el segundo también, siempre y
cuando se cumpla la condicién fuerte de energia. Esto significa que a lo largo de la direccién
normal, la traza de la curvatura extrinseca va a incrementar sin restricciones. Pero también
sabemos que el cambio de los elementos de volumen asociados a los observadores de Euler
viene dado por:

Vot = —K (2.56)

donde se utilizo la definicién de K. Podemos ver que si K aumenta sin limite los elementos
de volumen colapsan a cero. Esto resulta en una singularidad en las coordenadas. Es por esta
razén que la foliacién geodésica sélo funciona para probar los codigos ya que, por ejemplo,
es bien sabido que el tiempo que tarda en caer un observador inicialmente en reposo a la
singularidad en un horizonte de Schwarzschild es de ¢t = wM. Entonces, se puede hacer un
cddigo con Schwarzschild en coordenadas isotrépicas como datos iniciales y evolucionar con
foliacién geodésica y esperamos se interrumpa en ese tiempo.

Foliacion maximal

El principal problema de la foliacion geodésica es que enfoca a los observadores de Euler.
Una manera de mejorar esta situacion es restringiendo a los elementos de volumen de dichos
observadores a no cambiar con el tiempo. Esto significa, a partir de (2.56), que:

K=0,K=0. (2.57)

La segunda igualdad viene de que requerimos que K se mantenga nula durante toda la
evolucion, ya que no queremos que los elementos de volumen de los observaores de Euler
cambien. Imponiendo esta condicién, la ecuacién (2.54) se reduce a:

D’a = a[K;K7 +4x(p+ 9)] . (2.58)
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Esta condicion es denominada foliacién maximal, propuesta primero por Lichnerowicz en
1944 [20] . El nombre viene del hecho de que se puede probar que cuando K = 0 el volumen
de las hipersuperficies espaciales es maximal con respecto a pequenas variaciones sobre la
superficie misma.

La foliaciéon maximal tiene la ventaja de tener una solucién suave, porque viene de una
ecuacion eliptica, y garantiza que los observadores de Euler no se enfoquen. Esta condicion
de foliacion solo se puede usar en espacio-tiempos asintéticamente planos ya que no hay
cambio en los elementos de volumen. No puede ser usada en espacio-tiempos cosmoldgicos
ya que los elementos de volumen siempre se expanden o se contraen.

Una de las més importantes caracterisiticas de la foliacién maximal es que evita singular-
idades, es decir, la condicién evita que las hipersuperficies espaciales estén arbitrariamente
cerca de la singularidad fisica. Para el caso particular de Schwarzschild se pueden construir
las foliaciones maximales analiticamente y se puede ver que dentro del horizonte las folia-
ciones se acercan a una superficie limite dada por r = 3M/2, con r el radio de area de
Schwarzschild, por lo que se evita la singularidad. Sabemos que el tiempo propio que toma
a un observador en caer al agujero negro es finito y que el avance del tiempo propio de un
observador normal estda dado por dr = adt. De esta manera, es necesario que el lapso se vaya
a cero en tiempos grandes para poder prevenir que el observador caiga en la singularidad
conforme t — co. Este comportamiento es lo que se denomina “colapso del lapso”.

Si usamos la constriccién Hamiltoniana (2.20) para eliminar el término de curvatura
extrinseca en (2.58) y nos concentramos en el caso de vacio, obtenemos:

D?a = aR, (2.59)

donde R es el escalar de Ricci de la hipersuperficie espacial, que debe ser positivo si K =0
a partir de la constricciéon Hamiltoniana. En el trabajo de Smarr y York de 1978 [30], los
autores construyeron un modelo analitico considerando el caso en que R = Ry para un r > rg
y R =0 para r > rg. Se imponen condiciones de frontera con a« =1 en r = oo y da/dr =0
en r = (0 y se iguala a y su primera derivada en rg. A partir de la solucion se encuentra un
minimo en el origen y se demuestra que el lapso colapsa exponencialmente a cero en el centro
como o ~ e~ o Este colapso exponencial del lapso también se observa numéricamente en
muchas simulaciones de agujeros negros y es usada en la practica como un indicador de la
formacion de un agujero negro en colapso gravitacional de campo escalar.

El colapso del lapso tiene como consecuencia que el tiempo sigue avanzando en las regiones
exteriores al horizonte del agujero negro, pero se congela en el interior del horizonte. Esto
permite cubrir una amplia regiéon del espacio-tiempo exterior sin llegar a la singularidad, lo
que es ideal para simulaciones numéricas. Sin embargo, conforme avanza el tiempo afuera
y se congela adentro, las foliaciones espaciales se vuelven mas distorsionadas, lo que lleva
a un fenémeno de estiramiento de las hojas de la foliacién. Este estiramiento resulta en un
crecimiento acelerado de la componente métrica radial y el desarrollo de gradientes muy altos
que eventualmente provocan que el cédigo falle. Para foliacién maximal en Schwarzschild,
Reimann [26] encuentra que para tiempos largos el pico de la métrica radial crece como
3 con 7 el tiempo propio en el infinito.

Una de las grandes desventajas de la foliacion maximal es que se resuelve una ecuacién
eliptica en cada paso de tiempo lo cual requiere de mucho tiempo computacional ya que la

~
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resolucién de dichas ecuaciones en 3 dimensiones es un proceso muy lento numéricamente
hablando. Sin embargo, para el caso en simetria esférica puede ser una buena opcién ya que
el tiempo computacional no es excesivo.

Para la condicion de frontera en espacio-tiempos asintoticamente planos podemos asumir
que lejos de las fuentes la solucién se aproxima a la de Schwarzschild, por lo que el lapso se

comporta asintoticamente como:

C
=1-- 2.
o g (2.60)

donde ¢ es una constante. Podemos eliminar la constante desconocida tomando la derivada

con respecto a r para tener:

(1-a)
. .

Brer = (2.61)

Esto es conocido como una condicion de frontera de Robin y es la condicién estandar usada
en la foliacién maximal.

2.6.2. Condiciones de vector de corrimiento

Se sabe mucho menos sobre las condiciones que se deben aplicar al vector de corrimiento
que sobre las condiciones de foliacién para el lapso. La principal razén es que tomar el vector
de corrimiento 3° = 0 suele trabajar muy bien para la mayoria de las simulaciones. Sin
embargo dicha imposicién no es la mejor en algunos casos. En particular los espacio-tiempos
con agujeros negros y vector de corrimiento cero provocan que el horizonte del agujero crezca
rapidamente lo que ocasiona que eventualmente el dominio computacional termine adentro
del agujero. Esto implica que para simulaciones con tiempos muy largos de agujeros negros
se requiere de un vector de corrimiento que apunte hacia afuera para prevenir que las lineas
de tiempo caigan en el agujero. También para sistemas con momento angular el arrastre de
sistemas inerciales puede ser un problema para casos donde el vector de corrimiento es cero.

La simulacién que se realiza en este trabajo no presenta problemas con el vector de
corrimiento siendo cero por lo que no se tocard el tema. Sin embargo, es importante saber que
si existen condiciones para el vector de corrimiento para ciertos problemas que lo requieren.

2.7. Sistemas bien planteados e hiperbolicidad

En el desarrollo de las ecuaciones de ADM vimos que las ecuaciones de evolucién no son
unicas. Existe un numero infinito de posibilidades en las que se pueden anadir multiplos
arbitrarios de las constricciones de Einstein sin afectar a las soluciones fisicas, pero estos
cambios si repercutiran en las propiedades matematicas de las ecuaciones. El problema reside
en encontrar propiedades matematicas que nos permitan definir cudl es el esquema que
se comportara de mejor manera numéricamente y por qué. Dos de estas propiedades son
la hiperbolicidad y el buen planteamiento de un problema ® . Sin embargo, sabemos que
unicamente estas propiedades no bastan para poder hacer una buena eleccién ya que existen
formulaciones bien planteadas que son menos estables numéricamente que otras, por lo que
el problema sigue abierto.

3Se puede ahondar en el tema con [1]
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Consideremos un sistema de ecuaciones difereciales parciales de la forma:
Owu = P(D)u, (2.62)

donde u es una funcién vectorial n-dimensional evaluada en el tiempo y el espacio, y P(D) es
una matriz de n X n con componentes que dependen suavemente de operadores diferenciales
espaciales. Se dice que el sistema es bien planteado si las soluciones del problema depen-
den continuamente de los datos iniciales, es decir, pequenos cambios en los datos iniciales
corresponden a pequenos cambios en la solucién.

Matematicamente esto significa que un sistema de ecuaciones diferenciales parciales
esta bien planteado si se puede definir una norma que cumpla con que:

[Ju(t, )I] < ke”||u(0, )], (2.63)

donde k y € son constantes independientes de los datos iniciales. Esto quiere decir que para
cualquier condicion inicial, la norma de la solucién puede ser acotada con una misma expo-
nencial. De esta manera, las soluciones a problemas bien planteados no pueden incrementar
mas rapido que una exponencial.

La mayoria de los sistemas en fisica resultan ser sistemas bien planteados, por lo que los
pioneros en Relatividad Numeérica no se preocuparon por ello en las primeras simulaciones,
lo que llevé a codigos infructuosos. Sin embargo, se pueden obtener sistemas de evolucién
bastante sencillos que no cumplen con la condiciéon de buen planteamiento. Un ejemplo de
ello es el inverso de la ecuacién de calor:

Ou = —02u. (2.64)

Si consideramos como condicién inicial un modo de Fourier u(0, z) = ¢, la solucién resulta
ser:

u(z,t) = ke (2.65)

Podemos ver que la solucion crece exponencialmente con el tiempo pero ademas depende de la
frecuencia del modo inicial de Fourier k. Esta dependencia permite que se pueda incrementar
de manera arbitraria el valor de la solucién, por lo que no puede ser acotado por el valor
de una exponencial fija independiente de los valores iniciales, es decir, el sistema esta mal
planteado.

Por otro lado, el concepto de hiperbolicidad esta asociado con sistemas de evolucion
que se comportan como generalizaciones de la ecuacién de onda. Dichos sistemas estan bien
planteados y cuentan con una velocidad finita de propagacion de senales. En otras palabras,
tienen un pasado de dependencia finito.

En general no sabemos la soluciéon de los problemas que estamos tratando por lo que
hacer este tipo de andlisis puede resultar bastante complicado. Una de las herramientas que
podemos utilizar para resolver este problema es el concepto de hiperbolicidad, que se aplica
a sistemas de ecuaciones diferenciales parciales que cumplen con ciertas condiciones.

Consideremos un sistema de ecuaciones de evolucion de la forma:

O+ M'Ou = s(u), (2.66)
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donde M" son matrices de n X n con ¢ representando dimensiones espaciales y s(u) es un
vector de fuentes que puede depender de las u pero no de sus derivadas. Si el término de las
fuentes es lineal en las u se puede demostrar que el sistema completo esta bien planteado si
el sistema sin fuentes lo estd, por lo que se omitird este término de ahora en adelante. Se
asume también que los términos de las matrices M? son constantes. A las matrices M se
les conoce como matrices caracteristicas. Si los eigenvalores de dichas matrices son reales, se
dice que el sistema es hiperbdlico.

Consideremos un vector unitario n;. Definimos el simbolo principal del sistema de ecua-
ciones como P(n;) = M'n;. Decimos que el sistema (2.66) es simétrico hiperbdlico si P
se puede simetrizar de manera que sea independiente de n;; es fuertemente hiperbdlico si
el simbolo principal tiene eigenvalores reales y un conjunto completo de eigenvectores para
todo n;; es débilmente hiperbdlico si P tiene eigenvalores reales para todo n; pero no tiene
el conjunto completo de eigenvectores; y es estrictamente hiperbdlico si los eigenvalores del
simbolo principal P son reales y distintos de n;.

Se puede mostrar que en los sistemas fuertemente hiperbdlicos siempre se puede definir
una matriz positiva definida Hermitiana H tal que:

HP - P"H' =HP-P"H =0, (2.67)

donde T representa a la matriz transpuesta. A H también se le conoce como simetrizador y si
es independiente de n; el sistema es simétrico hiperbdluco. Para este caso, se puede construir
un producto interno y una norma de las soluciones a la ecuacién diferencial de la siguiente
manera:

(u,v) = u'Ho, (2.68)
u||? = (u,v) = u'Hov, (2.69)

donde u' es la transpuesta compleja conjugada. Esta norma se conoce como norma de energia
debido a que en casos simples es igual a la energia fisica.

A partir de las ecuaciones de evolucion podemos encontrar un estimado del crecimiento
de la norma de energia. Consideremos un modo de Fourier de la forma:

u(z,t) = a(t)e*@m (2.70)

por lo que obtenemos:
O|u||* = ika" (P"H — HP)u =0, (2.71)

donde se utilizé la ecuacién de evolucién (2.66) asumiendo s = 0. Encontramos entonces que
la norma de energia se mantiene constante en el tiempo lo que quiere decir que los sistemas
simétrico hiperbdlico y fuertemente hierbolicos estan bien planteados.

A diferencia de los sistemas fuertemente hiperbdlicos, los sistemas débilmente hiperbdli-
cas estdn mal planteados. Se puede demostrar que las ecuaciones ADM (2.30) forman un
sistema débilmente hiperbdlico, mientras que las ecuaciones BSSN (2.48) forman un sistema
fuertemente hiperbdlico. Esta diferencia es una de las razones por la cual las evoluciones
numeéricas en ADM fallan mucho antes que las evoluciones en BSSN. Sin embargo, ésta no
es la lUnica razon, ya que existen sistemas fuertemente hiperbdlicos que resultan ser mas
estables otros.
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Para el caso de sistemas fuertemente hiperbdlicos tenemos un sistema completo de eigen-
vectores por definiciéon y podemos construir la matriz de eigenvectores R. Usamos esta matriz
para definir las eigenfunciones w; como:

u = Rw = w=R1u. (2.72)

Si tenemos una sola dimensién espacial x y multiplicamos la ecuacién (2.66) por R~! por la
izquierda, encontramos que:

Ow + AOy,w =0, (2.73)

donde A = diag()\;). De esta forma, las ecuaciones de evolucién para las eigenfunciones se
desacoplan. Obtenemos entonces un conjunto de ecuaciones independientes de adveccidn,
cada una con su velocidad de propagacién dada por su correspondiente eigenvalor \;. Esta
expresion asocia a los sistemas hiperbodlicos con frentes de onda independientes propagdndose
a velocidades finitas. Para el caso de muchas dimensiones el sistema completo no se va a
desacoplar en general ain para sistemas simétricos hiperbdlicos ya que las eigenfunciones
dependeran del vector n;.

2.8. Horizontes aparentes

Una vez que se pueda realizar una evolucién satisfactoria del espacio-tiempo de un agujero
negro, es importante poder obtener informacion fisica sobre él. Localizar los horizontes de
agujeros negros es parte de ello.

Hay dos tipos de horizontes asociados a los agujeros negros. Por un lado se puede definir
el horizonte de eventos como el limite entre lineas nulas que escapan a infinito y aquellas
que caen al agujero negro y tocan la singularidad. Como un horizonte de eventos es definido
de manera global, necesitamos, en principio, saber toda la evolucion del espacio-tiempo para
poder localizarlo, por lo que no podemos utilizarlo como un indicador de la presencia del
horizonte del agujero negro durante una evolucién. En cambio, los horizontes aparentes se
definen localmente como la mayor superficie marginalmente atrapada dentro de una hipersu-
perficie espacial y se pueden localizar durante la evolucion de cada hipersuperficie espacial.
Ademas de que se pueden usar para localizar agujeros negros también se usan para medir
cantidades fisicas asociadas con cada agujero negro, como la masa y el momento angular. Una
importante propiedad de los horizontes aparentes es que si la conjetura de censura césmi-
ca se mantiene y la condicion de energia nula se satisface, entonces un horizonte aparente
implica la existencia de un horizonte de eventos en su exterior o coincide con él en el caso
estacionario.

Consideremos una superficie 2-dimensional S inmersa en nuestra hipersuperficie espacial
3-dimensional Y. Sea § el vector normal espacialoide unitario que apunta hacia afuera de S
y 7 el vector normal temporaloide unitario que apunta hacia el futuro de Y. Podemos usar
ahora estos vectores para construir el vector nulo [ que apunta hacia afuera:

[=i+3. (2.74)

La expansién de las lineas nulas es esencialmente el cambio en el area de los elementos de
S a lo largo de [. Si denotamos como h,, a la métrica 2-dimensional en S inducida por la
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métrica del espacio-tiempo ¢, tendremos que:
h,uu = Guv + NNy — S8y . (275)

La expansion H de las geodésicas nulas salientes serd entonces:

1
H= —ih‘“’ (Lshy + Lihw) (2.76)
pero Zsh,, = —2X,,, donde X, es la curvatura extrinseca de S, por lo que:
" ZLsh,,, = =20 X, = —2X = =2D,,s™, (2.77)

donde D; es la derivada covariante 3-dimensional en . Por otro lado:
" Lahy = =20 K + WY [ Lanan, — Lasus,| (2.78)

donde K, es la curvatura extrinseca de ¥. Como los vectores son unitarios y ortogonales
entre si obtenemos:

W Lrihyy = W Lys,s, =0, (2.79)

por lo que:
" Lihy = =2 K, = —2K + 2K,,,s™s" (2.80)

donde K es la traza de K,,. Recopilando todos los resultados obtenemos finalmente que:

H=D,s"— K+ K,,,s"s", (2.81)
= (Y™ = s"s") (Dpmsn — Kon) (2.82)
donde se uso que s™ es unitario, lo que implica que s"D,s,, = 0.

La condicién para tener un horizonte aparente es que H = 0 por lo que la ecuacién final
que caracteriza a un horizonte aparente es:

H=D,s" — K+ Kp,s"s" = (™" — s"s") (Dy$n — Kynn) = 0. (2.83)

Usualmente es conveniente caracterizar un horizonte aparente asumiendo que la superficie
se parametrizé como una superficie de nivel de una funcion escalar I

F(z') =0, (2.84)
de esta manera podemos reescribir H en términos de la funciéon F'y sus derivadas. Primero
escribimos el vector unitario s* como:

D'F

¢ 2.85
sh= (2.85)

donde u = |DF| = (y"D,,F D, F)"?. Sustituyendo en la ecuacién (2.83) resulta en:

= (- 2R (B22E ) o, (2:6)

u? U




Capitulo 3

Simetria esférica

En Relatividad General existen muchos sistemas que cuentan con simetria esférica en una
muy buena aproximacién, como lo son estrellas y agujeros negros. Estos sistemas tienen la
ventaja de que las variables dindamicas que los identifican dependen tnicamente de la coorde-
nada radial, por lo que los cédigos numéricos que se requieren son unidimensionales. El hecho
de que las ecuaciones se pueden simplificar enormemente para el caso de simetria esférica
implica un menor tiempo computacional asi como una mayor precisiéon en la resolucién de
problemas. Uno de los defectos de los sistemas con simetria esférica en Relatividad General es
que no hay ondas gravitacionales, una parte muy importante de la teoria. Sin embargo, una
de las mayores contribuciones a la Relatividad Numérica fue realizada en simetria esférica
con el trabajo de Choptuik [10] sobre fenémenos criticos en colapso gravitacional.

En el capitulo anterior se dieron las ecuaciones generales del formalismo 3+1. Sin embar-
go, para este trabajo se utilizé el cédigo OllinSphere2 ! que estd escrito en la formulacién
BSSN en simetria esférica. Veremos que las ecuaciones de evolucion las podemos dividir en
una parte que depende tnicamente de la geometria del espacio y otra que depende de las
componentes de materia inherentes al sistema fisico que se estd modelando, lo cual facilita
el analisis y el desarrollo del codigo.

3.1. BSSN generalizado

Existe un problema con la formulacion BSSN en coordenadas curvilineas debido a que
involucra componentes que no son tensores verdaderos. Para arreglar este problema, Brown|7]
introdujo una formulaciéon generalizada de BSSN en la cual se agrega una métrica de fondo
y una ecuacion de evolucion para el determinante de la métrica en coordenadas esféricas,
como se muestra en el articulo de Alcubierre y Méndez [2] .

Uno de los problemas es que las I tienen componentes que no son regulares en el origen,
lo cual complica las evoluciones numéricas. Ademas, estos componentes no son vectores, por
lo que la comparacién con otras evoluciones con las mismas condiciones de foliacién pero
diferentes sistemas de coordenadas puede resultar mas dificil. Para mejorar estos aspectos
se definen dos nuevas variables: A" (3.31) y A (3.46).

!Desarrollado por el grupo de Relatividad Numérica del Instituto de Ciencias Nucleares de la UNAM
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Otro problema que tienen estas coordenadas es que el determinante de la métrica plana
es diferente de uno en general, por lo que pedir que ¥ = 1, como se hace en BSSN, no es
una buena idea. Para ello se sugieren dos maneras de hacer la evolucién del determinante:
la Lagrangiana y la Euleriana.

Para hacer todos estos arreglos, comenzamos con la métrica conforme correspondiente a

BSSN:
Yij =€ v, (3.1)
pero pedimos que el determinante de 7;; sea ¥(t = 0) =, donde 7 es el determinante de la

métrica plana de fondo.
Para evolucionar 7 existen dos posibilidades:

» La condicién Lagrangiana: 0,7 = 0, denominada asi debido a que el determinante de
la métrica conforme no cambia en las lineas de tiempo.

= La condicién Euleriana: 0,y — G?ny = 0, denominada de esta manera debido a que el
determinante de la métrica conforme es constante a lo largo de las lineas normales a
las hipersuperficies.

Como £y = 29D, 3¢, donde D; es la derivada covariante con respecto a la métrica
conforme, se puede escribir una ecuaciéon general para la evolucion de 7:

85 = s (2&[)1-&') , (3.2)

donde s = 1 corresponde al caso FEuleriano y s = 0 corresponde al caso Lagrangiano.
Al ser 4 # 0, encontramos que el factor conforme ahora se define como:

¢:q%m(%), (3.3)

por lo que su ecuacién de evolucion es:

Ly LA
D — — (—2aK el 2 S—W> , (3.4)
12 g y

donde se utilizé la ecuacién de evolucién del determinante de la métrica fisica (2.34) y de la
métrica conforme (3.2). Esta ecuacién implica que:

1 1~ .
donde Zz¢ = (fgv/fy — .ng?/f?) y 0 = (1 — s), de tal forma que o = 1 representa el caso
Lagrangiano y ¢ = 0 el caso Euleriano.

Por otro lado, si usamos la nueva definicién de ¢ (3.3), podemos encontrar que:

L6 = Br0. (3.6)

Lo que hay que destacar aqui es que la derivada de Lie de ¢ ya no tiene un factor correspon-
diente al peso de una densidad tensorial, a diferencia de lo que se tenfa antes en (2.49). De
esta manera, ¢ ya es un verdadero escalar.
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A partir de la definicién de 7;; (3.1) y usando las ecuaciones de evolucién de ¢ (3.5) y
la ecuacion de evolucion ADM (2.30) para 7;;, encontramos la nueva ecuacién de evolucién
para 7,

- - % 2 o=
Oy — L3Vij = —2a ;5 — gU%‘ijﬁ ; (3.7)
donde A;; sigue siendo la curvatura extrinseca conforme sin traza (2.38).

Al hacer estos cambios, las ecuaciones de evolucién para A;; y para K quedan de la

siguiente manera:

~ ~ TF
atAij o XEAZJ _ 6—4¢{ — DiDjoz + OéRij +4ra [/yij (S — p) — QSZ]] }
~ o~ 2 L o~ -
: < o~ 1
WK — LK = —DiD'a+« <AijA” + §K2 +4ra(p+S) . (3.9)

Al comparar con las ecuaciones de BSSN estédndar (2.48), observamos que se agreg6 un
término dependiente a ¢ en la ecuacién de evolucién de flij. Este término, ocasionado por
el cambio en la definicion de ¢, es el que nos permite decir que las derivadas de Lie del lado
izquierdo de estas ecuaciones ya no son las de densidades tensoriales, sino las de tensores. A
la ecuacién de evolucién de K no se le agrega nada debido a que es un escalar.

Al igual que en BSSN estéandar, las contribuciones del tensor de Ricci en la ecuacion de
evolucién de A;; se separan en las correspondientes a la métrica conforme 7;; (2.46) y las
que tienen términos dependientes de la derivada de ¢ (2.47). Para que dichas contribuciones
sean totalmente covariantes, se definen unas nuevas variables:

A =T — T (3.10)
Al =FmAl T A (3.11)

Ilm >

donde F;k son los simbolos de Christoffel correspondientes a la métrica plana de fondo. A
partir de estas definiciones, el tensor de Ricci conforme se puede reescribir como:

g S .
Ry =3 "Dy Dy g 4 A Dy AF + AR Ay + 280 Ajya + Af Ay, (3.12)
donde las DZ son las derivadas covariantes asociadas a la métrica plana de fondo.

De forma similar que en BSSN estandar, promovemos a las A’ como variables indepen-
dientes, por lo que hay que encontrar su ecuacioén de evolucion. Para ello hay que deducir
primero las ecuaciones de evolucién de I'". Debido a que 7 # 1, tenemos que:

. o a1
[ = 5"}, = —a7" - ;7"an7. (3.13)

Utilizando las ecuaciones de evolucién para la métrica conforme (3.7) y su determinante
(3.2), encontramos que la ecuacién de evolucién para I' es:
~ o . 2 ~
O = L 4 77008 — 50 (0 A™512)

:}/1/2 m

+ % [ﬁ“@; (Dmﬁm) + 2fiDmﬁm} . (3.14)
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La ecuacién de evolucién para A’ se puede obtener de la dltima ecuacién si consideramos
que :

AT = 9" — T 9™, (3.15)
donde se asume que la métrica de fondo no evoluciona con el tiempo. Sin embargo, al obtener
dicha ecuacion, nos encontramos con términos que contienen simbolos de Christoffel de la
métrica de fondo y derivadas parciales del vector de corrimiento, lo que implica que no es una
ecuaciéon totalmente covariante. Para remediarlo, se utiliza el hecho de que en una métrica

plana de fondo se cumple que:
MDD = A" 00 B + " L5 (3.16)

Ademas, se agrega un multiplo de las constricciones de momento. De esta manera, la ecuacion
de evolucién de las A" queda como:

atAi — XEAZ = ~lmlo)l[)mﬁi - 2A2mam05 + 2@AlmA;m

... 2 . -
+2a <6Awa,¢ - STIOK ~ 87er>

+ 2D (Dup™) + 287D, (3.17)

Todas las ecuaciones en este capitulo siguen formuladas de una manera general para el
caso de coordenadas curvilineas. Para llegar a las ecuaciones que se utilizan en el programa
hace falta reducirlas al caso de simetria esférica.

3.2. BSSN en simetria esférica

Continuando con el andlisis de Alcubierre y Méndez [2], realizamos los célculos cor-
respondientes a un sistema con simetria esférica. Comenzamos escribiendo la métrica del
espacio-tiempo de dicho sistema:

di*> = e (Adr® + Br*d?) , (3.18)

donde A = A(r,t) y B = B(r,t) son funciones positivas y dQ2? = df?+sin? 0d¢? es el elemento
de angulo sélido.
Los determinantes de la métrica conforme y de la métrica plana de fondo son:

3 = AB® (r*sin*0) , (3.19)
5 = rtsin?0. (3.20)

De esta manera, la condicién inicial (¢t = 0) = 7, restringe a los coeficientes métricos A y
B aque AB? =1.
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A partir de (3.7) podemos ver que la evolucién de los coeficientes métricos en este caso
es:

A = 0, A+ 240, — %Aw — 20 AA,, (3.21)

s

9 .
OB =30, B+ 2B~ — S0BD,,f" — 2084, (3.22)
T

donde A, = flﬁ y Ay = flz y la divergencia conforme del vector de corrimiento se reduce a:

0, (AB?) 2> |

[)mﬁm =0.0"+ 5" (W + . (3.23)

Cabe destacar que en simetria esférica el vector de corrimiento inicamente tiene la compo-
nente radial, es decir, 5* = (5",0,0).

La evolucién del factor conforme viene dada por la ecuacién (3.5), que al final queda
como:

O = 70,6 + o D,, S — éaK. (3.24)

Por otro lado, la evolucién de la traza de la curvatura extrinseca (3.9) termina siendo:
. 1
oK = f70,K — D;D'a + « (Ai +2A7 + §K2) +4ra (p + S + 2Sp) (3.25)

donde S, = S” y S, = Sj. El laplaciano de « en coordenadas esféricas en este caso es:

1 [ 0,A 0,B 2
A64¢ |:ar()é—a7~0é (ﬂ_ B —2@(]5—;)] .

De la parte sin traza del tensor de curvatura extrinseca conforme A;; solo necesitamos la
ecuacion de evolucion de A, debido a que el no tener traza implica que A, + 24, = 0. De
esta manera, a partir de (3.8) encontramos que en simetria esférica:

D;D'a =

(3.26)

3 3
+aKA, —16ma (S, — Sp) (3.27)

donde D" D,.« es:

Aed 2A

La componente mixta radial del tensor de Ricci IR en este caso es:

2 ) 2 >
R=- %A A ? (a’"A) . (aTB) —SAaas 22

D'D,a = ! [afa — Orax <% + 26@)} : (3.28)

T A | 24 4\ A o\ B rB

2 () (o) e (S22 D]

2\~ B B A B r
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y la traza del tensor de Ricci R se reduce a:

1 |92A  0°B - (9,A\? 1/[/9,B\° 2 A
k=-Zmw|a t g 404 _<A) *5(3) *@(3‘5)@3
4 A , ) 8,A 0.B 2
+ﬁ(1_§)+8(8r¢+(ar¢))_80T¢(2A_?_;)]a (3.30)

donde la componente radial de A? est4 dada por:

. 1[0,A 9B 2 A
A—z{m‘?—;(“é)}- (3:31)

El vector A, al igual que el vector de corrimiento, tiene dnicamente la componente
radial: A’ = (A", 0,0), como se puede ver de (3.11). Como las A’ son consideradas variables
independientes, la ecuacién anterior se considera como una constriccion. La ecuacién de
evolucién para A’ se encuentra a partir de (3.17), que en simetria esférica se reduce a:

AT _ QT AT AT r l2'r 3 ﬁ
04" =50, A" — Ao, p+ 028 +Bar(r)

+3 Bar (Dms™) + 2A7‘Dmﬁm]

2 2
— Z (Aa@oz + O!arAa) + 2« |:AaA — T_B (Aa — Ab):|
2a 2 2 0.B .
+= {&Aa — 20K +64,0,0 + (A, — 4y) <; + 2 ) - 8@”} L (332)

Es importante también saber las constricciones de Einstein en simetria esférica. La con-
striccién Hamiltoniana (2.20) se reduce a:

2
A =R — (AL+247) + §K2 —167p =0, (3.33)

mientras que la constricciéon de momentos queda como:

2 2 0.B
M =0, Ay = 20K + 64,00 + (Aa — Ay) <; + 3:9

De esta manera, encontramos todas las ecuaciones de evolucion correspondientes al caso
en simetria esférica.

) —8mj, =0. (3.34)

3.3. Regularizacién

En simetria esférica existe un problema con la singularidad que tienen las coordenadas
en el origen ya que acarrea problemas de regularidad en las variables geométricas. Para un
espacio-tiempo regular se puede comprobar de forma analitica que los términos que van
como 1/r se cancelan entre si en el origen, de manera que la solucién es bien comportada.
Sin embargo, al realizar simulaciones numéricas, los errores numéricos provocan que las
soluciones no sean bien comportadas.
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Existen dos condiciones de regularizaciéon que deben cumplir las variables geométricas en
el origen:

1. Paridad en el origen. Todas las variables deben de tener una paridad bien definida en
el origen que implica los siguientes comportamientos para r pequenas:

a~al+0(r?), (3.35)
pr~o(r), (3.36)
A~ A+ 0 (r%), (3.37)
B~B'+0(r?), (3.38)
A~ Ao+ 0 (r?) (3.39)

~AY+ 0 (r7) (3.40)
A ~ O (r). (3.41)

2. El espacio-tiempo debe ser localmente plano en el origen. En las ecuaciones de A"
(3.31), de la componente radial del Ricci R} (3.29) y de su traza (3.30), y de la con-
striccién de momentos (3.34), hay términos que van como (A — B)/r? 6 (A, — 4) /r.
Para hacer estos términos regulares pedimos que:

A-B~0O (), (3.42)
Ag— Ay~ 0O (r?) (3.43)

Esta condicion viene de que el espacio es localmente plano en r = 0, por lo que la
métrica se puede escribir como:

di%, = dR® + R?d9?, (3.44)

donde R es una coordenada radial que mide la distancia propia al origen. Un cambio
local de coordenadas de R a r nos lleva a que:

A
iz = (—> dr? + r?dQ? . (3.45)
r ). _,
Esto implica que A° = B° y como esta condicién se debe de cumplir en todo tiempo,
también A9 = Ajp.

Para poder implementar ambas condiciones a la vez, Alcubierre y Méndez [2] introducen
dos variables auxiliares A y A, definidas como:

A= 712 (1 - %) , (3.46)

1
Ay = s (A — Ap) . (3.47)
La segunda condicion de regularidad implica que cerca del origen:

Ay~ A+ O (12) (3.48)
A X+ 6 (7). (3.49)



40 Capitulo 3. Simetria esférica

Con estas dos nuevas variables podemos reescribir las ecuaciones de A", R, R v .#" que
tienen términos que involucran a r 6 72 como denominador que son irregulares. Para A"

tenemos:
<, 1[?A 0B
A A{QA iE } (3.50)
Para R;:
. 1 924 9, A 1/0,B\> 1+, 9, A
B= 35|52 _Z<A>+§<B>_§A8TA+7~B
B LA OB 2
+2>\(1+T6T >+4a2¢ 2&@5(8 —%—;)]. (3.51)
Para R:
1 |24 9%B - (9.A\® 1/[8,B\> 2 A
R=— 5|51t 5 — A0 —(A) +§<B) +T—B(3—§>@B
oA 8B 2
2 e =z
+ 44X+ 8 (929 + (0:9)7) Séw)(m 5 T) (3.52)
Y por ultimo, para #":
2 B
M =0,y = SOK + 64,00 + Ay ( 263“9 ) — 8mj, = 0. (3.53)

El resto de términos que tienen a r como denominador son regulares gracias a las condiciones
de paridad cerca de r = 0.
Una vez reescritas las ecuaciones sélo faltan las ecuaciones de evolucion para las nuevas

dos variables. Para A se obtiene a partir de las ecuaciones de evolucién de A (3.21) y B
(3.22):

O\ = BTON+ = lw--a (5)} %AA (3.54)

Cabe destacar que esta ecuacién es regular siempre y cuando " ~ &(r) para r pequenas.
Debido a que A, + 24, = 0, podemos encontrar la relacién entre Ay y Ag:

34,
Ay =22 .
A= (3.55)

por lo que A, es regular siempre y cuando A, ~ & (r?). A partir de esta relacién podemos
deducir la ecuacién de evolucién de Ay a partir de la ecuacién de evolucién de A, (3.27). Al
hacerlo se debe tener cuidado en juntar términos que sean bien portados por la paridad en
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el origen con los que no. Al final se obtiene que:

o B" 1 Orav oa (0,A 0.B
Oy = F10r Ay + 24, r rAet {&( r ) 2r ( A * B +8(?T¢)}

o 0,6\ 0,6 (A 0.B
 rAete [28T< r >_ r ( A + B +48r¢)]

B e+ éar (A—> + Ok <1 428 @AT) (3.56)

a
+ Aeto

24" r r A 2

8A (30,A 9B\ M(_:. 0B\ B,
+Ar2(ZA_B>_F<BA+2B)+Z)\

+OJKA)\ —871'058)\,

donde Sy = (S, — Sp) /72

Como existe una relacion entre Ay y A,, se puede evolucionar Ay y después recuperar A,
a partir de (3.55). Esto es lo que se hace en la practica al momento de hacer las simulaciones
numéricas ya que pareciera reducir considerablemente el tamano del error.

Es asi como se obtienen todas las ecuaciones de evolucion para los términos geométricos.

3.4. Campo escalar

Una vez que se han encontrado todas las ecuaciones de evolucién de los diferentes com-
ponentes del formalismo, lo tinico que falta es encontrar las las componentes de energia en
las ecuaciones de evolucion y sus correspondientes ecuaciones de evolucion, que en este caso
corresponden a los del campo escalar @ y a los del campo fantasma ®,.

A partir de la métrica en simetria esférica (3.18), podemos encontrar los valores que
corresponden a las densidades de energia y de momento y los componentes del tensor de
esfuerzos que aparecen en las ecuaciones del formalismo que dependen del campo escalar.
Para ello definimos dos nuevas variables que son iguales para ambos campos por lo que se
definen con respecto a cualquier @ [2] :

m— é (0D — 870, D) | (3.57)
£=0,9. (3.58)

A partir de ellas obtenemos los valores de todos los elementos de materia para el campo
escalar, caracterizados por el superindice s, tomando en cuenta que el potencial es nulo, es

decir V =0 :
1 £2
S __ MV _ 2
0 _nnTW—2(H +Ae4¢)7

Jr = _nHT,ur = —lI¢,

1 £2 (3.59)
S = AT = = [ TI?
S 2( +Ae4‘f’>’
1 £2
s __ 00 _ 2
Sb—’}/ T99—2(H —A64¢>.
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Para el caso del campo fantasma, caracterizado con el superindice g, los elementos son
los mismos pero con el signo cambiado:

€2 (3.60)
9 _ TTTT'T' _ - H2
Sa =7 2 ( + Aet¢ )’
1 &2
g _ .00 - _- 2 _
Sb—’)/ ng— 2<H A64¢) .

Como se vio en el primer capitulo, la evoluciéon de un campo escalar ® esta dada por la
ecuacién de Klein-Gordon (1.49). Dicha ecuacion se puede reescribir, con V' = 0, como:

1
Cabe destacar que las ecuaciones de evolucion son las mismas para el campo escalar real y
el campo escalar fantasma, lo que difiere entre ellos sélo es el tensor de energia momento.
A partir de la métrica del formalismo 3+1 (2.4) podemos reescribir esta ecuacién de

segundo orden en dos ecuaciones de primer orden:

(0, - 50 @ = ol (362
(at o 5’@) I = e % [:yijaiaj(p — <1:" — 2&”8@) aj¢:|
+ e 195719,00,8 + aK11. (3.63)

De esta forma, las ecuaciones de evolucion para un campo escalar ® y sus derivadas
quedan como:

8,® = 879,® + all
& = B"0,§ +£0,0" + ad Il + 110,

) a 2 9,4 0B
0
Aet?

donde la ecuacién de evolucién para £ se obtiene a partir de la propiedad de permutacion de
las derivadas parciales.

+ aKII,

3.5. Horizontes aparentes en simetria esférica

Para la expansién de geodésicas nulas salientes en simetria esférica, tomamos s = (1 /V A0, 0)

como el vector radial unitario. Introduciendo dichos valores en (2.83), la expansiéon H queda

COIMoO: 1 9 8 B
H:\/Z(;Jr %)—2}(3, (3.64)
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por lo que la condicién para un horizonte aparente se reduce a:

\/12 (2 + 87"3) —2K§ =0. (3.65)

r B
Esta ecuacion no se debe de interpretar como una ecuacion diferencial para B sino como una
condicién que indica la presencia de un horizonte aparente en algin valor de la coordenada
radial r.

En la practica se evalia la ecuacién (3.64) en todo el dominio computacional y se bus-
ca los puntos donde se hace cero. El punto mas lejano donde esto pase indica el horizonte
aparente, mientras que las regiones con H < 0 corresponden a superficies atrapadas. En
algunos casos H se hace cero en més de un lugar, lo que implica la presencia de otras super-
ficies marginalmente atrapadas denominadas horizontes interiores. Esta situacion es tipica
de agujeros negros formados a través de colapso gravitacional, donde una unica superficie
marginalmente atrapada se forma primero y después se divide en un horizonte interior y uno
exterior con una regién atrapada en medio. El horizonte interior se acerca a un radio cada
vez menor mientras uno se acerca a la singularidad fisica.






Capitulo 4

Condiciones iniciales y métodos
numeéricos

Para poder realizar un programa que resuelva las ecuaciones de evolucién descritas en el
capitulo anterior se requieren varias cosas. Por un lado se deben de especificar las condiciones
iniciales del problema de acuerdo al sistema que se esta simulando y se debe dar una condicién
para las fronteras. Ademés se deben de dar condiciones para las variables de norma a y 3.
Por 1ltimo, el problema se resolvera numéricamente por lo que se requiere un método de
resolucion de las ecuaciones diferenciales parciales presentes en el formalismo. Este capitulo
describe las condiciones iniciales que se tomaron en consideracién para el problema asi como
el método numérico utilizado en el programa ! .

El objetivo en este trabajo es el de generar una simulacién que modele un sistema de
acrecion de campo fantasma a un agujero negro. Existen al menos dos formas de formular
este problema. En la primera tenemos como condiciones iniciales un pulso de campo escalar
y otro de campo fantasma. La idea es que el pulso de campo escalar genere un agujero negro
por el efecto de colapso gravitacional de un campo escalar sin masa [10] y que posteriormente
el pulso de campo fantasma penetre el horizonte de dicho agujero. La segunda opcion es tener
un agujero negro ya formado como condicién inicial y un pulso de campo fantasma alejado
del mismo, de tal forma que al evolucionar el pulso este se adentre en el horizonte del agujero
negro.

4.1. Introduccion

Las tnicas ecuaciones que se deben de cumplir en todo momento de la evoluciéon son
aquellas que no dependen del tiempo, las constricciones hamiltoniana (3.33) y de momento

(3.34):

2
H =R — (A3+2A§)+§K2—167rp:0, (4.1)

2 0B .
M= 0, A, — §0TK + 64,00 + Ay (27" + 72 3 ) — 814, =0. (4.2)

1Se pueden ver con mayor detalle en [1, 6]

45
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Es a partir de estas ecuaciones que podemos determinar de manera consistente las condiciones
iniciales del problema ya que son ellas las que restringen la eleccién de las 12 variables
dindmicas que corresponden a {v;;, K;;}.

Las constricciones forman un sistema de 4 ecuaciones diferenciales parciales acopladas del
tipo eliptico que en general son complicadas de resolver. Los procedimientos mas comunes
para resolver las condiciones iniciales son la descomposicion conforme de York y Lichnerowicz
20, 33, 34] y la aproximacién de sandwich delgado [36]. Una descripcién més detallada del
desarrollo de ambos procedimientos se encuentra en el libro de Alcubierre [1].

4.2. Condiciones iniciales con valores simétricos en el
tiempo

Como ejemplo de los procedimientos de descomposicion conforme y la aproximacion de
sandwich delgado se encuentra la solucién de espacio-tiempo con uno o varios agujeros negros.

Consideremos el caso donde los datos iniciales toman valores simétricos en el tiempo, cor-
respondientes al tiempo donde los agujeros negros son momentariamente estaticos. Para este
caso tenemos que [;; = 0. De esta manera la constriccién de momentos (2.23) se satisface
de manera trivial y los métodos de descomposicion conforme y de aproximacion de sand-
wich delgado son equivalentes. Lo tinico que queda por resolver entonces es la constriccion
Hamiltoniana. Si utilizamos una solucién de vacio p = 0, la constriccién se reduce a:

8D*) — Ry =0, (4.3)

donde las tildes corresponden a la derivada covariante y el tensor de Ricci asociados a la
métrica conforme como se vio en la seccion 2.5.
Simplificamos atin mas el problema asumiendo una métrica conformemente plana. De
esta manera R = 0 y nos quedamos con la ecuaciéon de Laplace:
D2, =0. (4.4)

plana

Las condiciones de frontera para la ecuacion corresponden a un espacio-tiempo asintética-
mente plano por lo que en infinito ¢¥» = 1. La solucién mas simple al problema es ¢ = 1, que
implica una métrica fisica di* = dx? + dy? + dz?, es decir, un espacio-tiempo de Minkowsky.

La siguiente solucion interesante es:

¢_1+§, (4.5)

donde k es una constante arbitraria. La métrica fisica queda entonces como:
e\ A
a2 (1 i _> [+ de?] (4.6)
r

que corresponde a la métrica espacial de un agujero negro de Schwarzschild en coordenadas
isotrépicas (1.29) con la masa del agujero negro M = 2k.

De esta forma, encontramos que para valores simétricos en el tiempo la soluciéon para
las condiciones iniciales esta dada por un agujero negro de Schwarzschild en coordenadas
isotrépicas.
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4.3. Pulsos de campo escalar y campo fantasma

En la seccién anterior se encontrd la solucion correspondiente a un espacio-tiempo sin
componentes de materia. Al agregar materia las ecuaciones se complican un poco. El primer
caso que se utilizo en este trabajo es el de un campo escalar y un campo fantasma. La forma
en que se implementaron en las simulaciones fue a partir de pulsos.

Los pulsos que se utilizaron en este trabajo son del tipo gaussianos. Los pardmetros que
definen a una curva gaussiana son su amplitud a, su ancho s y su centro r. Como se utilizan
dos tipos de pulsos en el trabajo, el del campo escalar y el del campo fantasma, se utilizara la
siguiente notacién para diferenciarlos: a®,7° y s°, seran los parametros que definen al pulso
escalar; mientras que a?, 9 y 9 seran los que definen al pulso fantasma. De la misma manera,
para diferenciar a los campos se les anade un subindice, ®; para el campo escalar y ®, para
el campo fantasma.

Hay que recordar que se estd trabajando en un modelo con simetria esférica por lo que
estos pulsos, aunque unicamente estan definidos a lo largo de r, son pulsos tridimensionales.

Para asegurar que se cumpla con las condiciones de regularizacion, pedimos que el campo
escalar sea una funcion par. Para ello, en la practica tomamos la suma de dos gaussianas
simétricas con respecto al origen como condicién inicial. De esta manera, el pulso de campo
escalar queda como:

Andlogamente para el caso del campo fantasma:

b, fop () 1 (Y] s

Para simplificar los calculos asumimos que los pulsos iniciales tienen simetria temporal.
Esto implica que la derivada temporal II (3.57) y la curvatura extrinseca K;; son nulas a
t = 0. De esta forma, la constriccién de momentos se satisface idénticamente, por lo que no
hay que resolverla para obtener las condiciones iniciales.

El problema se reduce entonces a resolver la constriccion Hamiltoniana para el factor
conforme 1) = e? . Para ello, elegimos una métrica conformemente plana con los coeficientes
métricos A = B = 1 y encontramos que:

02 + %&w +2mpY°® =0, (4.9)

donde el valor de p estd dado en la ecuacién (3.59) y (3.60) por lo que la ecuacion se reduce
a:

O+ 20+ (€~ €) v =0, (4.10)

una ecuacion lineal en ¢ donde & = 0,9° y §, = 0,99. Es importante destacar que es lineal
debido a que II = 0, de otra forma esto no se cumpliria.
Se puede traducir este problema a una representacién matricial [13]:

AU =0, (4.11)
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donde A es la matriz que representa al operador diferencial y W = {11,1s,...,0n} es la
solucion.

Para resolver el problema se debe de invertir la matriz A, que en este caso resulta ser una
matriz tridiagonal si se resuelve el sistema a segundo orden o pentadiagonal si se resuelve el
sistema a cuarto orden. En general podemos decir que la matriz que se obtiene es diagonal
por bandas. Existen métodos numéricos optimizados para resolver este tipo de problemas
que hacen una descomposicién LU de la matriz formada para despuer obtener la solucién.
En el caso del programa OllinSphere2, estas matrices se resuelven con rutinas adaptadas de
Numerical Recipes [25].

4.4. Agujero negro como condicion inicial

Para poder evolucionar un agujero negro como condicion inicial debemos de tomar en
cuenta los horizontes de eventos y las singularidades asociadas con ellos. El principal prob-
lema que surge es el de cantidades geométricas que se vuelven infinito. En general existen
unicamente dos tipos de singularidades, las ocasionadas por la eleccién de coordenadas y que
muestran malos comportamientos atn cuando el espacio-tiempo es regular, y las singulari-
dades fisicas donde el campo gravitacional se vuelve infinito.

Se pueden construir datos iniciales para multiples agujeros negros para los cuales la
singularidad fisica se encuentra en el futuro [1], lo que no implica problemas para las primeras
etapas de la evolucién. Sin embargo, este tipo de datos iniciales cuenta con una topologia no
trivial, con muchos universos conectados entre si a través de agujeros negros. Por esta razon,
en este caso unicamente habra un agujero negro de Schwarzschild.

Al igual que en la seccién pasada, el problema consiste en resolver la constricciéon Hamil-
toniana para el factor conforme . Como ya vimos, la ecuacion que definira las condiciones
iniciales del problema es:

2
0% + =09 + 2mp)® = 0. (4.12)

r
Para resolver la ecuacion en este caso, utilizaremos un término auxiliar v definido como:
v =120, (4.13)

de tal manera que podemos dividir la ecuacién original en dos ecuaciones diferenciales de
primer orden:

v
o) = 2 (4.14)
Opv = =21 pyp° . (4.15)

Para resolver las dos ecuaciones se utilizé6 un integrador tipo Runge Kutta de orden
cuatro. De modo que lo tinico que se requiere es de las condiciones iniciales para ambas
ecuaciones. Como buscamos que la solucién represente a un agujero negro usamos una de
sus principales caracteristicas, su horizonte de eventos. Para ello, consideremos el agujero
negro de Schwarzschild en coordenadas isotrépicas como el que se describié en el Capitulo 1
en la ecuacién (1.29):

1— Mj2r\°
ds? = — (1+—M?2;) dt* + ¢* (di® + 72dD) | (4.16)
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donde el factor conforme en ese caso es 1 = 14+ M /2r y donde la coordenada isotrépica radial
(7) esta relacionada con el radio de drea de Schwarzschild (r) a través de la transformacién
en la ecuacién (1.28):

M\ 2
r=r14+—1| . 4.17
(-4) an
El horizonte para este espacio-tiempo se encuentra ubicado en:
M
Ty = —, (4.18)
2
y existe una isometria con respecto a la transformacién:
MZ 7a2
F— — == 4.19
4r T ( )

Sabiendo esto, dividimos la malla en dos partes: la exterior al agujero negro y la que
se encuentra en el interior del mismo. De esta manera podemos encontrar la solucién al
problema integrando la parte exterior del agujero negro por un lado y la interior por el otro
si sabemos las condiciones de frontera que se deben de cumplir ahi.

Para encontrar dichas condiciones consideramos la isometria que existe en el espacio-
tiempo de Schwarzschild alrededor de la garganta r» = r,. Para que el factor conforme respete
dicha isometria se debe de imponer como condicion que:

2r,

Ol = — (4.20)

Si en la frontera el factor conforme sea igual al del espacio-tiempo de Schwarzschild tenemos
que:
M
=1+ —,
4 2r
y se cumple con la condicién (4.20). Por lo tanto, las condiciones iniciales para la integracién
de las ecuaciones (4.14) y (4.15) quedan como:

Yl =2, (4.22)

Uy = = (4.23)

Se puede conservar la isometria en presencia de campos escalares si estos cumplen con
invariancia ante la isometria, es decir, ¢(r) = ¢(r?/r). A partir de esto podemos entonces
definir las condiciones de frontera derivando y evaluando en el punto fijo de la isometria, que
en este caso es la garganta (ry). Como consideramos que los campos escalares utilizados son
simétricos, el resultado de estas operaciones nos lleva a que:

0,4),, =0. (4.24)

(4.21)

Notese que la imposicién del factor conforme en esa forma también cumple con las condi-
ciones de frontera para el campo escalar (4.24) ya que al considerar un agujero negro de
Schwarzschild se estan descartando contribuciones de materia en ese punto. Sin embargo, al

realizar la integracion sobre la malla se tiene en cuenta al campo escalar ya que contribuye
a pen (4.9).
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4.5. Condiciones de estabilidad

En un esquema descrito con diferencas finitas, como el que tiene el codigo OllinSphere2,
hay que tener cuidado con los métodos a utilizar debido a que no todos son estables.

Cada método difere de los demas a partir de la aproximacién que se haga en la dis-
cretizacién de los operadores diferenciales espaciales. Se pueden hacer aproximaciones con
diferencias centradas, promedios o, en general, se pueden obtener a partir de una expansién
de Taylor de la forma:

(A)*
2

Por ejemplo, el método de Lax-Wendroff se obtiene usando la ecuacién (4.25) con una
aproximacién con diferencias centradas en las derivadas espaciales y la ecuacion de adveccién
para intercambiar las derivadas temporales por espaciales:

u(t + At,x) = u(t,z) + Atoyu + OFu+.... (4.25)

2 2
uptt = up, — w (“nm+1 - U’nm—1> + i a (UZH-I — 2uy, + u?x—l) : (4.26)

" "2 2
donde p = At/Ax es el pardmetro de Courant.

Para determinar que método se debe de utilizar hay que tomar en cuenta muchos factores.
Sin embargo, una de las propiedades primordiales para el éxito de un método es que sea
estable. Podemos definir la estabilidad de un método como el requisito de que la solucion
exacta a la ecuacion en diferencias finitas permanezca limitada después de cualquier tiempo
finito para cualquier paso de tiempo. Una forma para determinar la estabilidad de un método
en particular es el andlisis de estabilidad de von Newmann que viene descrito en el libro de
Miguel Alcubierre [1]. A grandes rasgos, el método consiste en proponer una solucién como
una serie de Fourier para obtener una expresién que acote los parametros involucrados.
Realizando este andlisis en muchos de los métodos, se encuentra que una condicion que se
debe de cumplir para que el método sea estable es la condicién de Courant-Friedrich-Lewy
(CFL):

cp <1=cAt <Az, (4.27)

donde c es la velocidad de la luz. Esta condicion tiene una interpretacion geométrica que tiene
que ver con el dominio de dependencia numérico. Si la malla en la que se esta trabajando es
mas chica que el dominio de dependencia fisico que se quiere estudiar el método es inestable.
Esto se debe a que la solucién numérica nunca podria converger a la solucion fisica debido a
que siempre existiria informacion fisica fuera del dominio de dependencia numérico.

El cédigo implementado para este trabajo contiene métodos mas dificiles de analizar pero
se busca siempre que se cumpla la condicién CFL procurando no estar cerca de la igualdad
en (4.27) para asi asegurar que la solucién sea estable.

4.6. Meétodo de lineas

Una manera de resolver los sistemas de ecuaciones sin tomar las ecuaciones directamente
y sustituirlas con aproximaciones en diferencias finitas tanto en el espacio como en el tiempo,
es el método de lineas 2. El método de lineas consiste en primero discretizar inicamente las

2Se puede ver con detalle en [1]
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dimensiones espaciales, dejando la dimensién temporal continua y posteriormente evolucionar
la ecuacién utilizando un método integrador.

Una de las ventajas de este método es que se desacopla la forma en que se discretizan el
tiempo y el espacio, por lo que se puede cambiar el orden de la diferenciacion espacial o del
método de integracion temporal. Por otro lado, este método puede generalizarse a sistemas
de ecuaciones no lineales de manera directa, a diferencia de otros métodos que requieren un
mayor analisis. Ademas, al desacoplarse las ecuaciones se pueden juntar diferentes cédigos
que resuelvan diferentes ecuaciones sin tener mucho problema. Es por todas estas razones
que el método de lineas es cada vez mas comun en los cédigos de relatividad numérica.

Como ejemplo consideremos el caso de la ecuacion de adveccion tomando diferencias
centradas en las aproximaciones a las derivadas espaciales:

dg—: - —2% (i1 — 1) = S(u) (4.28)
Una vez que se tiene la ecuacion discretizada se puede evolucionar la ecuacién con diferentes
métodos de integracién. Uno de los mas comunes es el integrador tipo Runge-Kutta. Se
puede utilizar una integracion a segundo o cuarto orden, sin embargo al realizar un anélisis
de estabilidad de von Newmann con el integrador Runge-Kutta a segundo orden se obtiene
un método que es siempre inestable. Recurrimos entonces al integrador Runge-Kutta a cuarto
orden, ya que éste si es estable. El método corresponde a calcular recursivamente primero
las cantidades:

ki =S u"), (4.29)
ky =S (u" + /ﬁ%) : (4.30)
ks =95 (u” + /{72%) : (4.31)
ky =S (u" + ksAt) (4.32)
y después calcular:
"t =" % (k1 + 2ky + 2ks + ky) . (4.33)

donde S(u) son las fuentes obtenidas a partir de la discretizacién espacial de la ecuacién.
Cabe destacar que el método requiere de cuatro evaluaciones de las fuentes para poder
avanzar un paso de tiempo.






Capitulo 5

Resultados numeéricos

Los agujeros negros son de gran interés para muchos cientificos en gran parte por que
tienen cualidades que los hacen bastante peculiares y tinicos. La mas particular sin duda es
que cuentan con un horizonte de eventos que marca un limite entre el resto del universo y
la inevitable caida a la singularidad. Este horizonte cuenta con muchas propiedades. Una de
ellas es que tiende a crecer con el tiempo en cualquier proceso de acrecién de materia [17]. Sin
embargo existen excepciones a este proceso, como lo que ocurre al acretar materia exdtica al
agujero negro. La diferencia radica en que este tipo de materia no cumple con varias de las
condiciones de energia establecidas en el Capitulo 1, lo que conduce a resultados atipicos.

En este trabajo se acreté campo escalar fantasma a un agujero negro con el proposito
de estudiar los mecanismos que hacen que la reduccién del area del horizonte de eventos sea
posible y todo lo que esto implica. Uno de los mayores motivos para realizar este estudio es
el caso extremo en que la reduccién del horizonte de eventos se lleva al 100 % y sobre la posi-
bilidad de que esto suceda. De poderse, habria que realizar un estudio sobre la singularidad
fisica, ya que si no hay horizonte la singularidad quedaria desnuda, violando la conjetura de
censura césmica [23].

Como ya se mencioné antes, se desarrollan dos maneras de resolver el problema de acre-
ciéon de campo fantasma a un agujero negro: con el agujero negro formado por colapso
gravitacional de campo escalar y con el agujero negro como condicién inicial. En ambos
casos la acrecion de campo fantasma es a través de un pulso gaussiano en el exterior del
agujero negro que al evolucionar se adentra en el horizonte de eventos.

Los resultados se obtuvieron con el cédigo OllinSphere2 escrito por el grupo de Rela-
tividad Numérica del Instituto de Ciencias Nucleares de la Universidad Auténoma Nacional
de México. El codigo esta desarrollado en FORTRAN90 y resuelve las ecuaciones de la for-
mulacién BSSN en simetria esférica. Todas las simulaciones se realizaron con el método de
lineas usando un integrador Runge-Kutta de orden 4 para las evoluciones temporales con una
foliacién maximal y un vector de corrimiento 3* = 0. Las condiciones iniciales se mostraron
en el capitulo anterior y las condiciones de frontera se obtienen a partir de los eigencampos,
pero no se entrara en detalle en ese tema.

En todos los casos las condiciones para establecer si se formé o no un agujero negro fueron
dos: el colapso del lapso y la formacion de un horizonte aparente. De la misma manera,
en todos los casos se tomaron 3 6 4 diferentes resoluciones, dependiendo del problema,
para poder observar la convergencia de las soluciones. Los referentes para las pruebas de

23
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convergencia de la solucién fueron las constricciones Hamiltoniana y de momento.
Todas las simulaciones fueron realizadas en una computadora personal con tiempos por
simulacién que iban desde 1 hasta 8 horas segin los pardmetros.

5.1. Agujero negro formado por colapso gravitacional
de campo escalar

Las condiciones iniciales para el caso de un agujero negro formado por colapso de campo
escalar ya fueron presentadas en la seccion 4.3. Antes de realizar una evolucion con los dos
pulsos, el escalar y el fantasma, se deben de escoger valores adecuados para el pulso inicial de
campo escalar. Para ello hay que determinar un parametro tal que el tiempo de formacién del
agujero negro sea suficiente para observar su formacién por el colapso del campo escalar, pero
que ademas su tamano sea adecuado para observar los cambios provocados posteriormente
por el campo fantasma. Ademas, hay que considerar que si los parametros que determinan al
campo escalar son muy grandes (en este caso mayores a 0.1 en la amplitud), pueden provocar
problemas con el cdédigo debido a los errores numéricos.

Todos los pulsos que se utilizaron en este trabajo son como en la ecuacién (4.7), es decir,
son la suma de dos gaussianas. Dependiendo de los valores de los parametros del pulso de
campo escalar podemos obtener resultados muy distintos en la evolucién. Para observar todos
estos comportamientos se realizaron muchas simulaciones con diferentes parametros.

En particular, se caracterizé el comportamiento del sistema debido al cambio de la am-
plitud de la gaussiana que conforma el pulso inicial. Para todos los casos los valores del
centro r° y el ancho s° de las gaussianas iniciales son fijos con los valores r* =0y s° =1
respectivamente. La amplitud a® se va cambiando con un factor Aa® = 0.02 comenzando con
a® = 0. Cabe destacar que al introducir un valor incial a® en los parametros del programa,
en los resultados se observara una amplitud 2a® debido a que r* = 0 y la amplitud de las
gaussianas es la misma. Es decir, si uno introduce como parametro a® = 0.1, la gréfica re-
sultante por el cédigo tendra una amplitud a® = 0.2 debido a que el pulso es formado por
la suma de dos gaussianas para asegurar que el campo escalar sea una funcién par. Otro
parametro clave en las evoluciones es el factor de Courant, que nos dice como es la relacion
entre la malla temporal y la espacial. En este caso dicho factor se mantuvo constante en
p = At/Ax = 0.5 ya que no hay grandes cambios en la evolucién que pudieran provocar
problemas de estabilidad en el cédigo.

5.1.1. Colapso gravitacional de campo escalar

Comencemos con el caso mas sencillo para la evolucién temporal de un pulso de campo
escalar. Colocamos un pulso inicial con una amplitud pequena en el origen y lo dejamos
evolucionar con las ecuaciones obtenidas en capitulos anteriores. Al ver la evolucion del pulso,
lo inico que podemos observar es que el pulso se propaga a lo largo del espacio (Figura 5.1).
Esto es de esperarse debido a que se estd resolviendo la ecuacién de Klein-Gordon, que a
grandes rasgos no es mas que una ecuacién de onda. No hay colapso gravitacional de campo
escalar debido a que el pulso es muy pequeno y por lo tanto no se forma un agujero negro.
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Figura 5.1: Evoluciéon de un campo escalar con a® = 0.14 en una
malla con Ar = 0.0025. Los tiempos de cada gréfica en la evolucion
se muestran con la leyenda t = tiempo.
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Figura 5.2: Evolucion del lapso a con ¢® = 0.14 en una malla con
Ar = 0.0025 y una evolucién con factor de Courant p = 0.5. Los
tiempos de cada grafica en la evolucién se muestran con la leyenda
t = tiempo.

Los valores iniciales de la amplitud del pulso escalar para los que no hay formacion
de agujero negro, son aquellos en los que a® < 0.14. Para todos estos valores la evolucién
es similar a la que se presenta en la Figura 5.1, salvo un factor de escala dependiente de la
amplitud del pulso. En la evolucién lo que se puede apreciar es como el pulso se va propagando
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en el espacio alejandose del origen, su ubicacién original. A ¢ = 3 pareciera que se forma
un pico en la parte inferior del pulso, sin embargo al ver la figura més detalladamente el
pulso sigue siendo suave, no hay derivadas que tiendan a infinito. La amplitud del pulso
disminuye conforme pasa el tiempo debido a que se distribuye uniformemente en un area
cada vez mayor (la r es una representacién unidimensional de la esfera tridimensional que
representa). Cuando el pulso llega al final de la malla, cerca de ¢t = 31, su amplitud se redujo
de a® = 0.28 a a® = 0.0024 en el caso que se muestra en la Figura 5.1, es decir se reduce dos
ordenes de magnitud.

Para comprobar que no se forma ningin agujero negro se grafica la evolucion del lapso
en la Figura 5.2. La condicién de lapso utilizada fue la foliacién maximal, especificada en
la seccién 2.6. Para todos los valores de a®* < 0.14, la grafica es similar pero el lapso no
disminuye tanto en los valores cercanos al origen, de donde inicia el pulso escalar fantasma.
En la evolucién del lapso se puede observar la influencia del campo escalar en tiempos
cercanos a cero. Se alcanza a apreciar como en t = 3 el lapso estd a punto de colapsar,
pero al no ser la energia del pulso escalar suficiente para ello, vuelve poco a poco a su valor
original en a = 1. Como sucede con el campo escalar, el lapso también pareciera formar
un pico a este tiempo, sin embargo al agrandar la figura se podria observar que la funcién
también es suave.

Comparando las graficas de las figuras 5.1 y 5.2 podemos ver que el pulso de campo
escalar influye directamente en el comportamiento del lapso ya que a tiempos iguales la
perturbacion ocasionada por el pulso de campo escalar se ve reflejada en la gréafica del lapso.
Esto era de esperarse debido a que la ecuacion de la foliacién maximal cuenta con elementos
de materia directamente asociados con el pulso de campo escalar.
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Figura 5.3: Evolucién de los coeficientes métricos A(negro) y B(rojo)
con a® = 0.14 en una malla con Ar = 0.0025 y una evolucién con
factor de Courant p = 0.5. Los tiempos de cada grafica en la evolucion
se muestran con la leyenda t = tiempo.

El efecto que tiene el lapso en los coeficientes métricos se puede apreciar en la Figura 5.3.
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Notamos que A y B tienen un comportamiento similar durante la evolucién: es simétrico con
respecto al valor constante 1 (la condicién inicial para ambos coeficientes). Estas similitudes
son ocasionadas por la condicién que se pidié en la seccién 3.2 de pedir que AB? = 1. Es por
esta razén que en las figuras posteriores inicamente se mostrara el valor de A. Podemos ver
que se forma un pequeno pico (que es suave) en el momento en que el lapso decrece hasta
casi colapsar en t = 1.75. Este es un indicio del estiramiento de la foliacién que se produce
al haber un colapso del lapso, efecto que se podréa apreciar mejor con los parametros donde
si se forma un agujero negro.

Para comprobar que estos resultados son confiables debemos de realizar una prueba de

convergencia. Para ello se realizaron 3 6 4 simulaciones con diferentes resoluciones:
Ar =0.01, Ar/2, Ar/4 y Ar/8. El nimero de simulaciones dependia de cémo se comportaba
la solucién a resoluciones bajas, ya que si la solucion era muy distinta a las de resoluciones
mas altas significaria que puede haber problemas ocasionados por la falta de precisién. Las
simulaciones se realizaron con un aproximacién de diferencias finitas de orden 4 por lo que
esperamos que el factor de convergencia sea f = (Ar;/Ary)* = 16.

Una manera sencilla de comprobar que la solucién converge con el factor f adecuado es
graficando la evolucién de la norma de la constriccion hamiltoniana a diferentes resoluciones.
En este caso la norma esta definida por la raiz cuadrada media o RMS, por sus siglas en
inglés. Al realizar una comparacion con diferentes resoluciones, una con Ar y otra con Ar/2,
esperamos que la gréfica con resolucién Ar/2 empate con la grafica de Ar si se multiplica
por un factor f. En una grafica logaritmica de la norma esto se ve como una diferencia
constante en cada tiempo para diferentes resoluciones. La Figura 5.4 es un ejemplo de una
solucion que es convergente ya que las lineas que representan la norma de la constriccién
Hamiltoniana en diferentes resoluciones son paralelas y la distancia entre ellas es constante
casi todo el tiempo. Al principio las graficas coinciden en un punto debido a que todas parten
de lo mismo, de que .77 = 0. En esta Figura también se puede apreciar el limite que tiene
la computadora al trabajar con una resolucién muy alta. Para el caso dr/4 se alcanzan a
apreciar pequenas fluctuaciones del orden de 10~7 ocasionadas por el error numérico que
se acumula con todas las operaciones realizadas. Estas fluctuaciones son ocasionadas por el
valor establecido que tiene la computadora para representar niimeros muy pequenos, que al
ser finito presenta problemas en érdenes muy bajos y se le conoce como ”error de redondeo”.

Se puede apreciar un pequeno pico cerca del valor ¢, = 31. Este pico es ocasionado por
un efecto de frontera que se propaga desde r = 30 y que afecta de manera notable hasta t,
debido a que hasta ese momento llega al origen, donde se encuentra la mayor perturbacién
a ¢ provocada por el pulso escalar inicial.

Si a® > 0.16 ocurre un colapso del campo escalar y se forma un agujero negro. La Figura
5.5 muestra la evolucién del lapso para un valor de a®* = 0.30. Como se esta utilizando una
foliacién maximal, el lapso tiende a irse a cero en las zonas cercanas al agujero negro (r = 0).
Este efecto es el ya nombrado colapso del lapso y ocurre debido a que la foliacion maximal
no permite que los elementos de volumen cambien, por lo que cerca de la singularidad se
debe de detener la evolucion temporal para poder lograrlo.

Como « es por definicién el lapso de tiempo propio, el efecto que produce el colapso del
lapso es que pareciera que el tiempo se detuvo ahi. Esto no significa que el sistema no siga
evolucionando, porque el lapso no se hace completamente cero, pero en esa zona la evolucion
es muy lenta en comparacién con el resto de la malla. Ejemplo de ello es la imagen a ¢t = 30
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Figura 5.4: Raiz cuadrada media de la constriccion Hamiltoniana
para los valores Ar = 0.01 (azul), Ar/2 (rojo) y Ar/4 (negro), con
a® = 0.14.
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Figura 5.5: Colapso del lapso para una simulaciéon con a® = 0.30 y
Ar = 0.0025. Las diferencias de tiempo son de At =5

que tiene el campo escalar que se ve en la Figura 5.6. En comparaciéon con 5.1 se puede
apreciar como la evolucién del pulso estd estancada en 0 < r < 5.

Otro efecto interesante que podemos apreciar una vez que se forma el agujero negro
es la evolucién de la métrica radial A. Podemos observar en la figura 5.7 que la métrica
comienza a crecer en la regién cercana al horizonte del agujero negro. Esto se conoce como
estiramiento de la hoja y es provocado por el colapso del lapso. Al haber colapsado el lapso
en las regiones centrales, el tiempo de evolucién se congela en esa zona, mientras que sigue
en la zona exterior, provocando que las hipersuperficies se estiren. Ademas, los observadores
locales cercanos al agujero negro van cayendo hacia él con diferentes aceleraciones. De esta
manera, la distancia entre ellos aumenta, produciendo también un incremento de A.

Para determinar el tamano del agujero negro y confirmar su existencia se utilizé un
buscador de horizontes aparentes. La Figura 5.8 muestra el radio r,,, vy la masa del horizonte
aparente M, , del agujero negro durante la evolucién. La masa del horizonte aparente se
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Figura 5.6: Solucion de un campo escalar con ¢® = 0.30 en una malla
con Ar = 0.0025 a t = 30.

Figura 5.7: Evolucién de la métrica radial A con a® = 0.30 en una
malla con Ar = 0.0025 y una evolucién con factor de Courant p = 0.5.
Las diferencias de tiempos son de At = 5.

define a partir del area del horizonte A, , como:
A
M, =4/ HA 1
HA 167T ’ (5 )

en analogia a lo que se hace en el caso de un agujero negro de Schwarzschild (1.27). A su
vez, el area del horizonte se define como:
A, =4t B, (5.2)
donde B,,, es la funcién métrica B en el horizonte.
El radio del horizonte aparente r,, toma un valor determinado en el momento en que
se forma el agujero negro. Cabe destacar que la aparicién de dicho horizonte aparente es

instantanea y el radio r,,, va creciendo con el tiempo. Este aparente crecimiento del agujero
negro se debe a que el agujero “traga” observadores con coordenada radial constante. Este
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es un efecto coordenado, en realidad el agujero negro no crece ya que el area no cambia.
Por otro lado, la masa del horizonte aparente M, , crece un poco y después se estabiliza
cerca de un valor constante. La masa del horizonte aparente no es constante desde que se
forma el agujero negro ya que el pulso tiene un ancho distinto de cero, por lo que una
parte del pulso forma el agujero negro mientras que otra contribuye a su crecimiento. El
agujero negro no se forma en un solo instante de tiempo, sino en un intervalo. Sin embargo,
si observamos la grafica més detalladamente observamos que la masa del agujero pareciera
seguir creciendo linealmente después de cierto tiempo. Este comportamiento es provocado
por un error numeérico asociado al estiramiento de la hoja.

t t

Figura 5.8: Radio r,,, y masa M, , del horizonte aparente para un
pulso escalar de amplitud a® = 0.30. E1 HA se forma a ¢t = 2.23

Existen otras maneras de definir la masa del sistema ademés de la masa del horizonte
aparente. Una es reconociendo que el espacio-tiempo se aproxima al de Schwarzschild para
r muy grandes ya que en una zona muy lejana al agujero negro es como si se estuviera en el
vacio. La masa de Schwarzschild se definié a partir de:

1

gRR:—l_QM/R, (5.3)

donde R es el radio de area de Schwarzschild. Despejando M de esta ecuacién obtenemos
una forma de la masa del sistema que denominaremos como M (r).

Para el caso de BSSN en simetria esférica R = r¢?v/B. Ademds, para este caso sabemos
que:

_ A
9RR = (dR/dr) (5.4)
donde: iR - oo
_ 2 T T
%f\/ﬁw (1+7’2B+27’¢). (5.5)

Entonces, la masa del sistema M (r) queda dada por:

_ VB 1_% <1+T(82T5+28T¢) >] . (5.6)

() =25
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Figura 5.9: Diferencia entre M(r) a t = 0 y la evolucién temporal
de M, , para un pulso escalar con amplitud a® = 0.30.

En la Figura 5.9 podemos observar que M(r) a t = 0 es mayor en r = 30 que la
masa calculada a partir del horizonte aparente M, ,. Esto se debe a que M (r) representa
la masa total del sistema hasta ese punto mientras que M, , es una aproximacién a la
masa Unicamente del agujero negro. En la evolucién del pulso escalar (Figura 5.6) se puede
apreciar que no todo el campo escalar colapsa, sino que una pequena parte logra escapar y
sigue evolucionando hacia afuera del agujero. Esta parte que escapd del agujero es la que
hace la diferencia entre M(r) y M,,,.
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Figura 5.10: Gréfica de la evolucién de la masa del horizonte
aparente M, , para diferentes valores de la amplitud del pulso es-
calar a®: 0.16 en azul, 0.24 en verde, 0.30 en rojo, 0.34 en morado y
0.40 en negro.

Una vez que se definié la masa, se compararon los diferentes casos dependiendo de la
amplitud del pulso escalar a®, como se ve en la Figura 5.10. Observamos que dependiendo
del valor de la amplitud, el tiempo en que se crea el agujero negro y la masa del mismo
varian. Cuando a® = 0.34 el agujero negro se forma en ¢t = (.25, mientras que para el caso de
a® = 0.16 el agujero negro se formé en t = 5.34. Si a® > 0.36 el agujero negro aparece desde
un principio, es decir, se forma como condicién inicial. El tiempo de formacion del agujero
negro es importante porque al introducir un pulso de campo fantasma debemos de saber que
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el agujero negro se formé antes de que el pulso fantasma llegue a él. Ademas, queremos que
la grafica muestre el colapso gravitacional de campo escalar, por lo que se eligié el valor de
a® = 0.30 como un valor adecuado para realizar las posteriores simulaciones.

Noétese que aun cuando el agujero negro se forme como condicién inicial en este caso,
sus origenes son a partir de un pulso de campo escalar por lo que no se estaria resolviendo
el mismo sistema que el que se presentara en la secciéon 5.2. También hay que destacar que
en este caso todavia no se estd agregando ningiin componente de campo fantasma, es decir
a? = 0, por lo que los efectos que conlleva todavia no se observan sino hasta la siguiente
seccion.
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5.1.2. Acrecién de campo fantasma a un agujero negro formado
por colapso

Una vez formado el agujero negro por colapso de campo escalar introducimos un pulso
de campo fantasma. Lo que queremos es acretar el pulso de campo fantasma al agujero
negro, por lo que el pulso fantasma debe colocarse inicialmente alejado del origen, donde se
encuentra el pulso de campo escalar. Para determinar que tan lejos debe de estar el pulso
se realizaron varias simulaciones cambiando el centro de la gaussiana r? que forma el pulso
fantasma. Se determiné que para un pulso escalar con las caracteristicas descritas en la
seccion anterior, la distancia a la cual se debe de ubicar el pulso fantasma es r9 > 5. Es
importante que el pulso no se encuentre muy alejado del origen porque, al tratarse de pulsos
tridimensionales, mientras mas grande es r? mayor es la energia que representa, ya que el
volumen de la esfera que forma el pulso es mayor.

Mia

0.5

0 5 10 15 20 25 30
t

Figura 5.11: Gréfica de la evolucién de la masa del horizonte
aparente M, , para valores de la amplitud del pulso fantasma des-
de a9 = 0.005 hasta a9 = 0.045 con diferencias entre valores de
ad = 0.005.

El centro de la gaussiana se mantuvo constante en r? = 5, al igual que el ancho del pulso
en s = 1, para todos los pulsos de campo fantasma . El parametro que se utilizd como
variable fue la amplitud del pulso a? con una variaciéon Aa? = 0.005. Como se vera mas
adelante, es a esta escala que se pueden apreciar diferentes comportamientos del sistema. Se
mantuvo el factor de Courant constante p = 0.5 inicamente hasta el caso en que a? = 0.05
por razones que se mencionaran mas adelante.

Para cada valor de a¢ se obtuvo la gréafica de evolucién de la masa del horizonte aparente
M, ,. Para valores de a muy pequenos el cambio de la masa del horizonte ocasionado por el
pulso de campo fantasma es casi imperceptible. En la Figura 5.11 el valor correspondiente a
la masa producida por el colapso de campo escalar es el primer maximo local de M,, ,. Poste-
riormente, la masa muestra un decremento debido a que el pulso fantasma entra en contacto
con el agujero negro. Para valores de a? < 0.02 el maximo se encuentra al final de la sim-
ulacién, es decir, la masa pareciera incrementar en lugar de decrecer. Este comportamiento
debe ser provocado por un error numérico como se menciond anteriormente.
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Cuando el valor de la amplitud del pulso de campo fantasma es a? = 0.05 el lapso
toma valores mayores a 1. Podria parecer que esto no tiene consecuencias en las demas
variables, ya que no hay cambios significativos en las graficas que se obtienen. Sin embargo,
el comportamiento del lapso afecta a la velocidad coordenada de la luz, lo cual puede llevar
a problemas con la estabilidad del método numérico. Para verlo consideramos una linea
universo nula y encontramos que la velocidad de la luz a lo largo de la direccién z° queda
dada por ¢ = ay/~%, que en la formulacién BSSN se traduce en:

o
c Ny (5.7)
Vemos entonces como la velocidad coordenada de la luz en el sistema es dependiente direc-
tamente del lapso « e inversamente de la raiz de la métrica radial A. Esto podria afectar
a la simulacién si tomamos en cuenta que se debe de cumplir la condicién CFL (4.27), que
depende directamente de la velocidad coordenada de la luz en el sistema, para que el sistema
sea estable.

Cabe destacar que los cambios que pueden ocasionar el lapso o la métrica radial son en
la velocidad coordenada de la luz, no en la velocidad fisica de la luz, que desde un principio
al plantear las ecuaciones de Einstein se establecié en 1.

0 5 10 15 20 25 30
t

Figura 5.12: Gréfica de la evolucién de la masa del horizonte
aparente M, , para diferentes valores de la amplitud del pulso es-
calar ¢® > 0.050. En naranja se muestran los valores en el rango
0.095 < a® < 0.105. En rojo el valor de a9 = 0.11. El intervalo entre
graficas es de a9 = 0.005.



5.1. Agujero negro formado por colapso gravitacional de campo escalar 65

T T T leOS ——7—

4e-06 |
5e-06 |
2e-06 | =
0
° :
-2e-06 506 ¢
-4-06 T -1e-05 |
E t=7.! z t=2.!
. r=0.01 -1.5e-05 r=0.01
6e-06 dr/2 © dr/2
-86-06 dr/4 26-05 dr/4
0 05 1 15 2 0 05 1 15 2
0.001 = 0.0001
0.0005 | 56.05 |
£ £
© T o
L0005 | I
-5e-05 |
-0.001 |
0.0001 =5
N dr=0.01 -0. dr=0.01
0.0015 4 dri2
4 4
0002 -0.00015 9"
05 1 15 2 0 05 1 15 2
0.015 ‘ . . 200
0.01 t 150 ¢
= 0.005 : 1007
50 |
S s
- -0
-0.005 |
-50 +
il B -100 p[___1=10
ar=0.01 — — =001 — —
-0.015 dr/2 -150 r dr/2 —
dr/4 dr/4
-0.02 -200
0 05 1 15 2 0 05 1 15 2

- v

Figura 5.13: Convergencia de la constriccion Hamiltoniana para
a9 = 0.045 (izquierda) y a9 = 0.095 (derecha). Las gréficas ya estan
reescaladas con el factor de escala f.

Para solucionar el problema de la velocidad coordenada de la luz se agrega una variable
que ajusta el paso de tiempo. El ajuste se da en términos del valor maximo de la velocidad
de la luz en la malla y se realiza en cada paso de tiempo:

A
At =21 (5.8)

Cmaa:

de tal forma que la condiciéon CFL siempre se cumple.

Una vez que se realizo este ajuste encontramos que la masa del agujero negro, Figura
5.12, sigue decreciendo conforme se aumenta la amplitud del pulso fantasma a?. Si observa-
mos Unicamente las gréficas de la masa M, , podemos obtener simulaciones que parecieran
estables hasta a9 < 0.105. Sin embargo, al observar el comportamiento de la constriccion
hamiltoniana a diferentes resoluciones, Figura 5.13, encontramos que no hay una convergen-
cia con el factor f esperado para todos los tiempos. En particular, a ¢ = 0 pareciera que la
constriccién hamiltoniana no converge en absoluto, sin embargo, si observamos la figura 5.14
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vemos que el aparente problema en el origen estd maximizado por el factor de reescalamiento
ya que las soluciones cerca del origen se encuentran en el rango del error de redondeo.
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Figura 5.14: Convergencia de la constriccion Hamiltoniana para los
casos con a? = 0.045 (izquierda) y a9 = 0.095 (derecha) a ¢t = 0.

El problema se presenta a partir de valores de a9 > 0.08 y se encuentra bien localizado,
no es global en la malla. El punto donde se encuentran mayores complicaciones es, como
era de esperarse, el horizonte del agujero negro. El problema reside principalmente en que la
derivada del lapso « en ese punto crece conforme crece la amplitud del pulso fantasma a9, lo
que conlleva a problemas en las ecuaciones de evolucion debido a la aproximacién numérica.
Sin embargo, cabe mencionar que las soluciones son convergentes hasta cierto tiempo. En la
Figura 5.13 se puede ver como para el valor de a9 = 0.095 las soluciones parecieran converger
al tiempo ¢ = 5 pero claramente no lo hacen al tiempo ¢ = 10. Entre mayor es el valor de a?
menor es el tiempo de convergencia de la solucién.

Observando las dos gréficas de las masas M,,, (Figuras 5.11 y 5.12) encontramos que el
tiempo de formacion del agujero negro es dependiente de la amplitud del pulso fantasma a¥,
ain cuando el valor del pulso escalar a® se quedé fijo. Asi mismo el valor de la masa incial
M;{ , ¥ la masa final M g , dependen también del valor de la amplitud del pulso fantasma.
Para determinar M} —se utiliz6 el mdximo local de la grifica hasta antes de que el pulso
fantasma entrara en el horizonte del agujero negro. Para determinar M 5 . se utilizo el valor
de la grafica al tiempo t = 15 ya que para ese momento el pulso de campo fantasma ya
realizd su mayor contribucion a la acrecion de masa.

A partir de estos datos se realizé una gréafica (Figura 5.15) donde se muestra la relacién
M IJ; N /MI’{ , contra a?, donde M g , s lamasa del horizonte aparente final y M;I , es lamasa del
horizonte aparente inicial. Esta figura nos muestra como el decremento de la masa no tiene
una dependencia lineal con la amplitud del pulso fantasma. El porcentaje minimo al que se
pudo decrecer la masa del agujero negro incial con resultados convergentes fue de 65 %, sin
embargo se obtuvieron simulaciones estables que mostraron un decremento de hasta el 35 %
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Figura 5.15: Relacion entre la masa incial y la final M{M /M;A con
respecto a la amplitud del pulso de campo fantasma a¥.

Otro indicador de cambio en el sistema es la masa M (r) a t = 0. Esto se puede ver en la
Figura 5.16. Notamos que para los casos en que a? > 0.9, hay partes donde M(r) < 0. Esto
lo tinico que quiere decir es que inicialmente la masa medida desde muy lejos M (r) tiene una
contribucion por parte del pulso de campo fantasma mayor que la que tiene el pulso escalar.
Esto es de esperarse debido a las condiciones iniciales de ambos pulsos.

05 L L L L L
0 5 10 15 20 25 30
r
Figura 5.16: M,,,, a t = 0 para valores de a’ en el rango

(0.005,0.095). En rojo se muestran los valores de a¢ 0.09 y 0.095

5.2. Agujero negro como condicién inicial

Como ya se menciond en la seccion 4.3 también se realizaron simulaciones con un agujero
negro como condicién inicial. A diferencia del caso anterior, el tnico parametro a cambiar
fue el de la amplitud del pulso fantasma a?, ya que el agujero negro esté formado desde un
principio. El cambio en af fue el mismo Aaf = 0.005.
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Figura 5.17: M,,, para valores de aY en el rango (0.005,0.085). En
rojo se encuentra el valor correspondiente a a9 = 0.085

Los cambios en M, , al variar a? se observan en la Figura 5.17. Las graficas para todos
los casos son similares pero en diferentes escalas. En todas decrece la masa inicial del agujero
negro, que depende de la amplitud del pulso fantasma a9, y después se estabiliza en un valor
menor. En la transicion hay un escalén correspondiente al momento en que el valor maximo
de la derivada del pulso fantasma cruza el horizonte del agujero negro.

En comparacion con el caso anterior, Figuras 5.11 y 5.12, observamos que nunca se tiene
M, , < 1. Ademas, a diferencia del caso anterior, la masa del agujero siempre decrece con el
tiempo, no aumenta. Por otro lado, la masa inicial del agujero negro aumenté conforme se
aumento el valor de a?, al igual que en el caso anterior.

En este caso los problemas de convergencia no se encontraron en el horizonte del agujero
negro, sino en el origen. Este problema que se presenta en el origen es de esperarse debido a
que el factor conforme 1) es singular ahi lo que conlleva a errores numéricos en la resolucién.
En la Figura 5.18 se muestra el problema que tuvieron todas las simulaciones, independien-
temente del valor de a?. Ademas, para valores de a9 > 0.080 se presenta una perturbacion
en la constriccion Hamiltoniana relacionada con el pulso fantasma como se muestra en la
Figura 5.18.

Si omitimos el error de convergencia que se presenta en el origen, que no pareciera afectar
en gran medida a las simulaciones, podemos realizar una grafica como la presentada en la
seccién anterior de M }fI M /M;A contra a?, que se muestra en la Figura 5.19. En la gréfica no
se presentan los valores con a? > 0.85 debido a que los problemas de convergencia en la
constriccion hamiltoniana hacen que estas simulaciones no resulten confiables. Como en este
caso no se presentan las mismas dificultades que en la seccién anterior, donde la masa varia
mucho, la definicion de M}’{ LY M {[ , es clara, M;I ,, es el valor de la masa al tiempo inicial, y
M} | en el tiempo final.

A diferencia de la Figura 5.15, en la gréafica de la Figura 5.19 la curva formada no
pareciera ser la misma incluso la convexidad pareciera ser distinta. Ademas, el porcentaje
minimo alcanzado fue mayor, 78 % de la masa inicial. Las diferencias de masa para los mismos
valores de a? son evidentes, son menores para el caso en que el agujero negro es formado por
colapso de campo escalar.
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Figura 5.18: Convergencia de la constriccion Hamiltoniana cerca
del origen para una simulacién con a? = 0.075 (izquierda) y a9 =
0.085 (derecha). Los valores ya estdn reescalados con el factor de

convergencia f.
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Figura 5.19: Relacion entre la masa incial y la final M[IA /M;A con
respecto a la amplitud del pulso de campo fantasma a9.
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Capitulo 6

Conclusiones

Se estudié el formalismo BSSN, en particular en su versién en simetria esférica, para
comprender a fondo el cédigo OllinSphere2 y poder estudiar de manera sistemética el prob-
lema de un agujero negro al que se acreta campo escalar fantasma. Se solucioné el problema
de dos maneras que difirieron en la forma en que se generé el agujero negro. En la primera
se formé el agujero negro a partir de un efecto conocido como colapso de campo escalar.
La segunda manera fue imponiéndolo como parte de las condiciones iniciales del proble-
ma. En ambos casos la acrecién de campo fantasma se realizé a partir de un pulso inicial
gaussiano colocado de tal manera que, al evolucionar el sistema, el agujero negro tomaba
paulatinamente contribuciones del pulso de campo escalar fantasma.

El indicador de cambio del sistema fue principalmente la masa del agujero negro que fue
determinada de dos maneras, a partir del horizonte aparente y asumiendo que el espacio-
tiempo se aproxima al de Schwarzschild para r grande. En las dos soluciones del problema
la masa del agujero negro decrecié conforme la amplitud del pulso inicial de campo escalar
fantasma aumentaba. En el caso en el que el agujero negro se formé a partir del colapso de
campo escalar, la masa medida a partir del horizonte aparente se logré reducir hasta un 35 %
en comparacion con la masa inicial. Sin embargo, las soluciones numéricas no convergen con
el factor de escala esperado, por lo que dichas soluciones no son de fiar sino hasta que la
masa del agujero negro se reduce hasta un 65% de la masa inicial. Para el caso en que el
agujero negro se impone como condicién inicial los resultados son confiables hasta que la
masa del agujero negro se reduce un 78 %. De esta manera, podemos ver que dependiendo
de cémo se formule el problema se obtienen resultados similares pero no iguales.

Con las dos soluciones se realizé con éxito la finalidad de reducir la masa de un agujero
negro, sin embargo, el objetivo de reducir la masa al 100 % permanece sin alcanzar en ambos
casos. Una de las mayores dificultades que se tuvieron fue el aumento de la derivada del
lapso cerca del agujero negro ya que es uno de los factores que aparece en muchas de las
ecuaciones. Se logré reducir dicho problema al realizar un ajuste al paso del tiempo a partir
del valor maximo de la velocidad coordenada de la luz de tal forma que siempre se cumpla
con la condiciéon CFL. Sin embargo, una posible solucién seria el uso de otro tipo de foliacién
que permitiera adentrarse en el horizonte del agujero negro sin deformar tanto las hojas
espaciales cerca de la singularidad.

Los problemas de convergencia que se tuvieron en los dos casos fueron distintos pero
los dos estuvieron bien localizados. Para el caso del agujero negro formado por colapso el
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problema se encontrd en el horizonte del agujero negro, mientras que para el agujero negro
como condicién incial el problema se encontré principalmente en el origen.

Como muchos de los trabajos en Relatividad Numérica existen muchas maneras de abor-
dar este problema. Aqui se presenté una en la que se utiliza el formalismo 3+1 con las
ecuaciones BSSN pero existen muchas variables que pueden ser cambiadas sin que el proble-
ma lo haga. Se puede hacer un cambio completo en el formalismo para llegar otras ecuaciones
de evolucion asi como se pueden hacer cambios en las condiciones de norma y de frontera.
Sin embargo, al ser todos estos cambios derivados de las ecuaciones de Einstein el resultado
debiera ser el mismo.
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