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INTRODUCCION

El concepto de Operador Cerradura en categorias generaliza, en muchos
sentidos el concepto de cerradura topoldgica que se conoce en espacios to-
polégicos, el cual es conocido como Operador de Kuratowski: dados un espacio
topoldgico X y un subconjunto A de X, se denota

Clx(A)={x € X :UN A # (), para cada vecindad abierta U de x}

Desde la perspectiva de la Teoria de Categorias se puede interpretar a la
cerradura topoldgica en la categoria de espacios topoldgicos (Top) como una
clase de operadores

{CZX : P(X) - P(X)}XETop

que cumplen las siguientes propiedades: sean X,Y espacios topoldgico, A, B
subconjuntos de X, V un subconjunto de Y, y f : X — Y una funcién
continua; entonces

1. (Extensién)A C Clx(A).
2. (Monotonia) Si A C B, entonces Clx(A) C Clx(B).
3. (Idempotencia) Clx(Clx(A)) = Clx(A).

. (Continuidad) f(Clix(A))) C Cly(f(A)) o equivalentemente

Clx(f~1(V)) < fH(Cly (V).

4

La generalizacién de Operador Cerradura en Categorias del cual se hablara en
esta tesina, fue inroducido por D. Dikranjan y E. Giuli en [3]. Este operador
se puede definir en Categorias con ciertas caracteristcas. Los objetivos prin-
cipales de esta tesina son, en primer lugar, dar las propiedades necesarias que
una categoria debe tener, para definir en ella un operador cerradura como
el de Kuratowski, y, en segundo lugar, dar ejemplos de operadores cerradura
en distintas categorias.

Estudiando con detenimiento los aspectos categéricos del operador de
Kuratowski se pueden deducir algunas de sus propiedades:

IIT
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= El operador de Kuratowski se define en subconjuntos de Espacios to-
polégicos. ( Por lo tanto las categorias deben tener subobje-
tos 0, mas precisamente, una clase fija de monomorfismos M
que funcionan como los subobjetos de la categoria. De hecho
sera preferible que todos los isomorfismos sean parte de esta
clase de monomorfismos.)

= En el operador de Kuratowski se da la monotonia entre subobjetos;
es decir existe un orden parcial entre subespacios que se preserva bajo
el operador: la contencién. (Las categorias deben contar con un
orden parcial adecuado entre los subobjetos de la categoria.)

= El operador de Kuratowski tiene una relacion importante con la conti-
nuidad. (Para establecer esta relacién de continuidad en cate-
gorias es necesario hablar de im4igenes inversas o fibraciones!
de subobjetos, y de imagenes directas).

= Un subespacio de un subespacio de un espacio topoldgico X es un
subespacio de X. (La clase de monomorfismos debe ser cerrada
bajo composicién).

En el primer capitulo se hablara de una condiciéon menos evidente que se le
debe pedir a una categoria para que se pueda definir un operador cerradura
en ella: la categoria debe ser finitamente M-completa. Esta condiciéon nos
garantiza la existencia del andlogo a imagenes directas en la categoria de
espacios topoldgicos.

Si se dan las condiciones que se acaban de mencionar en una categoria,
entonces ésta es suceptible de poder definir algiin operador cerradura en ella,
el cual debera cumplir las condiciones de extensién, monotonia y continuidad
(no se pedira que cumpla la idempotencia).

En el primer capitulo de la Tesina se explicaran con un poco mas detalle
todas las condiciones necesarias para que en una categoria se pueda definir
un operador cerradura. En el segundo capitulo se dara la definicion de opera-
dor cerradura y ejemplos en las categorias Grp, Ab, y Mod-R. Ademas se
mencionan algunos aspectos generales de la teoria de operadores de cerradura
usando ejemplos de operadores cerradura en la categoria Top.

LA veces llamados productos fibrados o pullbacks



Capitulo 1

PRELIMINARES

Este capitulo de preliminares estda dedicado a dar las condiciones que
se le deben pedir a una categoria, para que se pueda definir un operador
de cerradura en ella, siguiendo el modelo del operador de Kuratowski. Se
supondra que el lector tiene conocimientos basicos de la teoria de categorias.

Se comenzard entonces describiendo el Operador de Kuratowski que se
define en la categoria de espacios topologicos Top.

Dado un espacio topoldgico X, y un subconjunto A de X se define

Clx(A) ={z € X : UN A # () para cada vecindad abiera U de x}.

Al conjunto anterior se le conoce como la cerradura del subconjunto A en
X. Entonces Clx(-) : P(X) — P(X) es un operador en el conjunto potencia
de X que cumple las siguientes propiedades: sean X,Y espacios topolédgicos,
A, B subconjuntos de X y f : X — Y una funcién continua (un morfismo
de Top), entonces

(a) (extension) A C Clx(A),
(b) (monotonia) Clx(A) C Clx(B),
(¢) (idempotencia)Clx(Clx(A)) = Clx(A),

(d) (continuidad) f(Clx(A)) C Cly(f(A)).

Este operador se define en cada objeto de Top, y se dira que el operador
cerradura de Kuratowsk: en Top es la clase

{Clx ()} xeTop-
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1.1. SUBOBJETOS

Para hacer una generalizacion del operador de Kuratowski en categorias,
lo primero que se tiene que pedir es la existencia de subobjetos que hagan
el papel de subconjuntos de un conjunto. Es decir, dada una categoria X, se
pedira que tenga una clase fija de monomorfismos M, cuyos elementos seran
los subobjetos de la categoria. A la clase de monomorfismos con codominio
X € X se les denotard por M /X (Esta subclase hard el papel de el conjunto
potencia en el operador de Kuratowski).

Ahora, si se observa la condicién de monotonia, dos subconjuntos de un
espacio topolégico son comparados mediante la contencion. Entonces en una
categoria X con una clase fija de monomorfismos M, se debe definir un
forma de comparar subobjetos en M /X, para cada objeto X de la categoria.
Esto se puede hacer como se explica a continuacién. Dados m : M — X
yn: N — X elementos de M/X, se dice que m < n siy sélo si existe
un morfismo de la categoria j : M — N que hace conmutativo el digrama

siguiente:
LN
X

Se puede observar que la relacién anterior, hace que M /X sea una clase
preordenada; es decir, la relacion < es reflexiva y transitiva. Se dice que m y
n son isomorfos si m < n y n < m. Esta condicién se denota como m = n.

Ademas de las caracteristicas antes mencionadas de la subclase de mono-
morfismos, se pide que

M

(1.1)

» La clase M es cerrada bajo composiciones con isomorfismos (Si en el
digarama (1.1) j es un isomorfismo de la categoria y n € M, entonces

m e M).

» todos los morfismos identidad estan contenidos en M.

1.2. IMAGENES INVERSAS O FIBRACIO-
NES.

Toca ahora analizar cémo se puede llevar la condicién de continuidad a
una categoria. Para ello es necesario hablar de imagenes directas e inversas de
subobjetos. En esta seccion se hablara de las imagenes inversas de subobjetos.
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Sea f : X — Y un morfismo de la categoria y n : N — Y tal que
n € M/Y. Se dice que n tiene imagen inversa en M, o tiene una M -
fibracion, si existen m : M — X en M/X y un morfismo f': M — N que
hacen conmutativo el digrama siguiente:

M f N (1.2)
X 7 Y

es decir fom = no f’. Ademés este par de morfismos deben cumplir
con la condicién siguiente: si g € M/X y h es un morfismo de X tales que
fog=mnoh, entonces existe un tinico morfismo t € X tal que

= mot=gy
w ffot=h.

A la condicién anterior se le conoce como la propiedad universal de la
fibracion. A m € M/X del diagrama (1.2) se le denotard por f~'(m) y
serd la imagen inversa de m bajo f. Con la definicién de la relacién < y de
la imagen inversa se pueden hacer las observaciones siguientes:

= La imagen inversa de un subobjeto es tinico salvo isomorfismo.

» De la propiedad universal de la fibracién, se sigue que f() preserva
orden; es decir, si n,n’ € M/Y y n < n/, entonces f~(n) < f~1(n).

1.3. APLICACIONES ADJUNTAS

En esta seccién se construiran y caracterizaran las imagenes directas de
subobjetos con respecto a morfismos de la categoria. Sera necesario hablar de
aplicacionees adjuntas entre clases preordenadas. Dadas dos clasesa preorde-
nadas (P, <) y (Q, <), diremos que dos aplicaciones ¢ : P — Qy ¢ : Q — P
son aplicaciones adjuntas, o un par adjunto, si se cumple la siguiente condi-
cién:

m < P(n) <= p(m) <n. (1.3)

En estas condiciones se dice que ¢ es adjunta izquierda de v, o que ¥ es
adjunta derecha de ¢ y estd condicién se denota por ¢ - 1. En una clase
preordenada (P, <) se puede definir la siguiente relacién de equivalencia:
r=yYy <= r<yyy<a.
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El siguiente teorema nos dice que las aplicaciones adjuntas determinan
una a la otra salvo por la relacién de equivalencia dada por (z =y <= = <

yyy <)

Teorema 1.1 Las siguientes condiciones son equivalentes para cualquier par
de aplicaciones ¢ : P — Q y Q : Q — P entre clases preordenadas:

(a) o4

(b) © y b preservan orden, o(m) = minQ,, donde Q,, = {n € Q : m <
¥(n)} para cada m € P y (n) = mdzP,, donde P,, = {m € P :
w(m) < n} para cadan € Q.

(c) ¢y preservan orden ym < (p(m)) y p(¥(n)) < n para cada m € P
y cadan € Q.

Demostracion: (a) = (b). Definase n = p(m). Como p(m) = ¢(m), en
particular ¢(m) < ¢(m). Entonces, por (1.3), se sigue que m < ¥(¢(m)).
De esta desigualdad se observa que ¢(m) € Q,,. Y si n € @Q,,, entonces
m < 1(n). Nuevamente por (1.3) se sigue que ¢(m) < n. Por lo tanto
©(m) = min@,,. Con esta caracterizaciéon de ¢, es claro concluir que preserva
el orden.

De forma dual se prueba que 1 preserva orden y 1(n) = maxp,.

(b) = (c). Para esta implicacién, solamente basta observar que que
p(m) € Qm y 1(n) € Py.

(¢) = (a). Si se supone que m < ¥ (n), entonces como ¢ preserva orden
y dada la hipotesis, se sigue que

p(m) < p(¥(n)) < n.

Ahora, si se supone que p(m) < n, entonces como 1) preserva orden y por
hipdtesis, se sigue que

m < P(p(m)) < P(n).
Por lo tanto ¢ 4 1). o

Los pares adjuntos tienen la propiedad de que preservan supremos e infi-
mos, como se explica en la siguiente proposicién.

Proposicion 1.2 Si ¢ 41, entonces ¢ y ¢ preservan supremos e infimos
cuando estos existen. Aun mds, potpop = p ypopo =1, asi ¢ y Y
hacen una correspondencia biyectiva entre 1¥(Q) y ¢(P).
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Demostracion: Sea {m;};c; una subclase de M que tiene un supremo,
al que se le denotard por m. Como m; < m para cada i € [ (por se m
supremo), y ¢ preserva el orden, por el teorema anterior, entonces ¢(m) es
una cota superior de {¢(m;)}icr. Ahora, si n es cualquier otra cota superior
de {p(m;)}icr, entonces para cada i € I se tiene que ¢(m;) < n; entonces
por (1.3) se sigue que para cada ¢ € I m; < 1(n); es decir, ¥(n) es una
cota superior de {m;};c;. Por lo tanto m < ¢ (n). Y, por ltimo, se aplica
nuevamente (1.3) para concluir que ¢(m) es supremo de {¢(m;)}ier. Por lo
tanto ¢ preserva supremos, y la prueba de que 1 preserva infimos es dual a
la que se acaba de hacer.

Por otro lado, por la primera desigualdad del teorema (1.1) y el hecho de
que ¢ preserva orden, se sigue que para cada m € P,

p(m) < e(¢(p(m))).

Ademas, de la segunda desigualdad del teorema (1.1) aplicada al n = ¢(m),
nos da

p((p(m))) < p(m).

Por lo tanto p o o p = .
De forma dual al la anterior, se prueba que 1) o p o) =1). o

El siguiente teorema nos da el reciproco de la proposicién anterior.

Teorema 1.3 (a) Sea QQ una clase preordenada tal que cualquier subclase
I de Q) tiene infimo, entonces una aplicacion Y : () — P entre clases
preordenadas tiene adjunta izquierda si y solo si W preserva infimos.

(b) Sea P una clase preordenada tal que cualquier subclase I de @ tiene
spremo, entonces una aplicacion ¢ : P — @ entre clases preordenadas
tiene adjunta derecha si y solo si @ preserva supremos.

Demostracion: Es suficiente probar (a), ya que (b) se sigue de dualizar la
prueba de (a). Obsérvese que, por la proposicién anterior, basta probar que
si ¢ preserva todos los infimos, entonces ¢ tiene una adjunta izquierda ¢.
Definase

e(m) =mf{n e @:m < yY(n)}

Entonces, como 1) preserva infimos, se sigue que

P(p(m)) = inf{ip(n) - m < p(n)} = m.

Obsérvese que la desigualdad anterior implica que ¢(m) € {n € Q : m <
Y(n)} = Qn y por lo tanto, p(m) = min@,,. Ademés ¢ y 1 preservan orden.
Por lo tanto por el teorema (1.1), ¢ 7). o
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Las categorias que se consideraran a partir de este momento son categorias
(X, M) con M una clase de monomorfismos que es cerrada bajo composicién
con isomorfismos; que tienen M- fibraciones (y por tanto imagenes inversas),
como se dijo en las secciones anteriores, y se les pide ademas que para cada
morfismo de la categoria f : X — Y, la aplicacién f~1()) : MY — M/X
tenga una aplicacién adjunta izquierda

Q) MX = MY

Esta adjunta izquierda, nos dara la nocién de imagen directa de subobjetos,
la cual es muy natural cuando se habla de imagenes directas de subespacios
topoldgicos.

1.4. M-FACTORIZACIONES DERECHAS

En el el teorema (1.1) se hace evidente que las imdgenes directas estan
dadas de manera explicita por la las imagenes inversas. Existe otra mane-
ra de construir y caracterizar las imagenes directas sin utilizar las imégenes
inversas o M-fibraciones. Esta forma es a través de las M-factorizaciones de-
rechas. Esta herramienta es muy usada en la teoria de operadores cerradura,
y estd motivada por la siguiente proposicion.

Proposicion 1.4 Sea (X, M) una categoria con M-fibraciones, y para cada
f: X =Y enX sea f(_) una adjunta izquierda para f~(_). Entonces existen
morfismos e y m en X tales que

(a) f=moeconm: M —Y en My

(b) cada vez que se tiene un diagrama conmutativo

X
M n

E

——=N (1.4)

T>Z

en X conn € M, entonces existe un unico morfismo w : M — N con
now=wvom ywoe=u.
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Demostracion: (a) Sea f : X — Y un morfismo de la categoria y con-
sidérese el diagrama siguiente

X (1.5)

-

X

Y

Definase m = f(1x) (la imdgen de 1x bajo la adjunta izquierda de f~1(_)).
Obsérvese que, en particular f(1x) < m; entonces, por adjuncién, se sigue
que 1x < f~1(m). Con estas observaciones el diagrama 1.5, se completa como
sigue

X —> Y (M)—=M (1.6)
1 m

* Mm)

X 7 Y

Del diagrama anterior se observa que las dos flechas superiores nos dan
el morfismo e, asi f =moe.

(b) Considérese ahora el diagrama siguiente:

NN (1.7)
G|
\
Y Z

donde f =moeyne M. Como (X, M) tiene M-fibraciones, entonces se
puede completar al diagrama siguiente:

AN A1
L

\;”l

f
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Del diagrama anterior se extrae el siguiente:

X L v
\ /
Ix [ (V)

U (D))

X 7 Y

N) (1.9)

v (n)

y por la misma propiedad universal de la fibracion, se tiene que
s: X — f v (n))

y por adjunciéon
m = f(lx) < v '(n).

Como m es un factor de f, entonces se tiene el siguiente diagrama:

M—v}(N)—=N (1.10)
l 0 l
X Y

v

Por lo tanto, el morfismo w que queremos encontrar es el dado por las dos
flechas superiores del diagrama anterior.

No es dificil darse cuenta que, bajo las condiciones (a) y (b), los morfismos
e y m son unicos salvo isomorfismos. A una factorizaciéon f = m o e que
cumpla las dos propiedades de la proposicion anterior se le llama una M-
factorizacion derecha de f,y ala propiedad (b) se le conoce como propiedad
de diagonalizacion de la factorizacion.

Ahora considérese una categoria X, para la cual cada morfismo tiene
una M-factorizacion derecha. Sea f : X — Y un morfismo de la categoria
y m € M. Entonces se puede definir la imagen directa de f(m) como la
M-parte de la M factorizacion derecha del morfismo f o m. Lo anterior se
expresa en el siguiente diagrama:

M — f(M) (1.11)
m (m)
-
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Obsérvese que la propiedad (b) de la proposicién anterior implica que la
aplicacién

fQ) i M/X = MY

preserva el orden. Ademads, se puede hacer la siguiente observacion:
OBSERVACION: en el caso de que X tenga M-fibraciones, entonces
f(_) es adjunta izquierda de f~1(_).

Teorema 1.5 Las siqguientes condiciones son equivalentes:

(a) X tiene M-fibraciones, y cada morfismo tiene M-factorizaciones de-
rechas.

(b) X tiene M-fibraciones, y para cada morfismo f de la categoria f~1(_)
tiene una adjunta izquierda.

(¢) Cada morfismo f de la categoria tiene una M-factorizacion derecha y
f() tiene una adjunta derecha.

Demostracion: (a) = (b). Para esta implicacién hay que probar que
f(0), como se defini6 en el diagrama (1.11), es una adjunta izquierda de
f71(). Para esto se usard (c) del teorema 1.1. Que m < f~(f(m)) se sigue
facilmente de la propiedad universal de la fibracién. Y que f(f~1(n)) <n, se
sigue de la propiedad de diagonalizacién. Ademés f y f~! preservan orden.

(a) = (c¢). Es la observacién anterior a este teorema.

(b) = (a). Se sigue directamente de la proposicién (1.4).

(¢) = (a). Sea f: X — Y un morfismo de la categorfa y sea f~!(_) la
adjunta derecha de f(_). Entonces para f~'(n) se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:

J7HN) ) (1.12)
fl(n)l lf(fln)
X Y

Y por la segunda desigualdad del inciso (¢) del teorema 1.1 se puede com-
pletar el diagrama anterior como sigue

fHN) — f(F7H ) N (1.13)

. F(F )

X Y
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Ahora se verd que la composicién de los dos morfismos f’ del renglén superior
v f71(n) forman el diagrama de una fibracién. Sean g: Z — X y h: Z — N
tales que f o g = n o h. Por las M-factorizaciones derechas ¢ = k o e con
k: K — X en M y se tiene el siguiente diagrama conmutativo

Z—" =N (1.14)
=

/|

X——FY

Aplicando f(-) al monomorfismo k, el diagrama anterior se completa a

h

7 jf[\ (1.15)
kl f(k)l //
X 7 Y

De este diagrama se observa que f(k) < n. Como f(_) y f~*(.) son adjuntas
se sigue k& < f~!(n). Por lo tanto existe j : K — f~'(N) con f~'(n)oj =
k. Ahora se define t = joe : Z — f~Y(N). De lo anterior se sigue que
fYn)ot =koe =g Comony f(n) son monomorfismos, entonces ¢
estd determinado de manera tnica y satisface f' ot = h. Esto termina la
prueba de la existencia de M-fibraciones.

Las categorias que cumplen con alguna de las condiciones del teorema
anterior, se llaman finitamente M-completas

1.5. EJEMPLOS

(1)  Cualquier categoria es finitamente M-completa si M es la clase de los
isomorfismos.
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(2) Las categorias Top con la clase M de todos los encajes es finitamente
M-completa. Lo mismo sucede con la categoria Set con la clase M de todas
las funciones inyectivas.

(3) Este ejemplo nos muestra M-factorizaciones derechas que no estdn
dadas por la imagen conjuntista: considérese en la categoria Top, la clase M de
todos los encajes cerrados. Entonces Top es finitamente M-completa, y la M-
factorizaciones derecha de un morfismo f : X — Y estan dadas por la cerradura
de f(X) CY.

(4) En este ejemplo se verd que la existencia de M-fibraciones no implica
la existencia de M-factorizaciones derechas. Defina a M como la clase de los
encajes abiertos en Top. Es claro que los M-pullbacks existen. Sin embargo, la
funcién f : R — R dada por f(x) = x* no tiene una M-factorizacién derecha.
Si tuviera una M-factorizacién derecha f = m o e, entonces como m es un
encaje y es unico salvo isomorfismo, se puede suponer que m es la inclusién del
intervalo [0, 00) en RR; sin embargo, este encaje no es abierto.

(5) En este (ltimo ejemplo se ve que la existencia de M-factorizaciones dere-
chas no implica la existencia de M-fibraciones. Considérese la categoria CTop de
espacios topoldgicos conexos, con la clase M de los encajes. Es facil notar que tie-
ne M-factorizaciones derechas, sin embargo, no siempre existen M-fibraciones.
Considérese nuevamente la funcién f : R — R dada por f(z) = z?. Esta funcién
no tiene M-fibraciones para los monormorfismos i : [a,b] — R con 0 < a < b.
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Capitulo 2

OPERADORES
CERRADURA

Ahora se esta en condiciones de decir cudl es la estructura apropiada de
subobjetos en una categoria X para definir un operador cerradura en ella:

(a) X tiene una clase fija de monomorfismos M la cual tiene a todos los
morfismos identidad y es cerrada bajo composicién con isomorfismos.

(b) X tiene M-fibraciones.

(¢) X es finitamente M-completa.

En [5, secciones 1.8 - 1.11], se prueba que la condicién (b) se puede obviar
siempre y cuando la clase M sea cerrada bajo composicién.

Desde ahora, todas las categorias que se consideraran en este capitulo
cumplen las tres condiciones que seacaban de mencionar. A estas categorias
se les denotard por (X, M). Ahora se verd la definicién de operador cerradura
en categorias.

Definicién 2.1 Un operador cerradura en una categoria (X, M) es una cla-
se de aplicaciones C' = {cx}xex tales que para cada X € X se tiene que
cx : X/ X — X/X se cumplen las propiedades siguientes:

(a) (Extension) para cada m € X /X se tiene que m < cx(m),
(b) (Monotonia) si m,n € X/X con m < n, entonces cx(m) < cx(n)

(c) (Continuidad) para cada morfismo f : X — Y en X, f(cx(m)) <
cy (f(n)).

Este tipo de operadores son muy frecuentes en muchas categorias ademas
de Top. Ahora se veran ejemplos en las categorias Grp, Ab y Mod-R.

13
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2.1. EJEMPLOS

Los ejemplos que se verdn a continuacién estan en la categoria Grp con la
clase fija M de todos los monomorfismos. Aqui X denotard un Grupo con una
operaciéon ” -7 y M denotard un subgrupo de X. Cada operador cerradura se
describe con el subgrupo de X que se asocia a M.

(a) La cerradura normal: considérese la interseccién de todos los subgrupos
normales de X que contienen a M.

(b) La interseccién de todos los subgrupos normales de X que contienen a
M tales que X/M es abeliano. Este operador se puede expresar como M - X,
donde X' es el subgrupo de generado por los conmutadores de X.

(c) La cerradura normal libre de torsion: La interseccién de todos los subgru-
pos normales K de X, tales que contienen a M y X/K es libre de torsion.

(d) Para cualquier subcategoria A, cerrada bajo subobjetos, se define la A-
cerradura normal de M, como la interseccién de todos los subgrupos normales
K de X tales que X/K € A.

(e) Se dice que un subgrupo K de X es perfecto, si coincide con el subgrupo
generado por sus conmutadores. Entonces se define la cerradura de M como el
subgrupo generado por M y todos los subgrupos perfectos de X.

(f) Se define la cerradura de M como el subgrupo generado por M y por
todos los subgrupos simples de X.

(g) Se dice que un subgrupo K de X es aislado si paracadaz € X, 2" € K
implica que x € K. Entonces se define la cerradura de M como la interseccién
de todos los subgrupos aislados de X que contienen a M.

Los siguientes ejemplos de operadores cerradura se dan en la categoria de
grupos abelianos Ab, con la calse fija de todos los monomorfismos M. Sea M
un subgrupo de un grupo abeliano X.

(a) El operedor cerradura definido por cx(M) = M + t(X), donde t(X) es
el subgrupo de torsién de X.

(b) El operador cerradura definido por cx(M) = M + d(X), donde d(X) es
el subgrupo divisible de X.

(c) Como en la categoria Grp, se define en grupos abelianos la A-cerradura,
para cualquier subcategoria .A de Ab, cerrada bajo subobjetos.

(d) Para cualquier subcategoria epireflectiva A de Ab se define cx (M) =
M + Nuc(rx), donde rx : X — X es la A-refleccién de X.

(e) El operador que a M le asocia la interseccién de todos los subgrupos K
que contienen a M y tales que X/K es libre de torsién.
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Para definir el siguiente ejemplo de operador cerradura se utilizara la categoria
R-mddulos derechos Mod-R, con la clase fija M de todos los monomorfismos.

Un prerradical r en la categoria Mod- R es un subfuntor del funtor identidad,;
es decir, para cada M € Mod — R se tiene que

(@) (M) <M,y

(b) para cada homomorfismo de R-médulos derechos f: M — N,
r(f) : (M) — r(N) es el morfismo f restringido a r(M).

En [7] se puede consultar més a fondo la teoria de prerradicales en categorias de
Médulos.

Los operadores cerradura que son de mayor interés en categoria de médulos,
son aquellos para los cuales ¢);({0}) = r(M) para cada R-médulo M y donde r
es un prerradical. Se dird que el operador cerradura es inducido por el prerradical
T.

Dado un prerradical r, se definen dos operadores cerradura ¢, y ¢" de la
manera siguiente:

(e)u(N) =N +r(M) y
()ar(N) =7~ (r(M/N))

donde m: M — M/N es la proyeccién candnica.

Si se tienen dos operadores cerradura ¢y d en Mod-R, se dice que ¢ < d si
y sblo si ¢y (N) C ep(N) para cada M € Mod-R y cada N C M.

Dado un prerradical 7, obsérvese lo siguiente: si d es un operador cerradura
inducido por r, entonces por la monotonia de d se sigue que

(cr)u(N) = N +r(M) < du(N),
y por la continuidad de d se sigue que
dyr(N) < dy(r=({0})) < 77 (r(M/N)) = (") (N)

donde 7 : M — M/N es la proyeccién candnica.
De las dos desiguialdades anteriores se sigue que para cada prerradical r y
cada operador cerradura d inducido por r

e <d <

es decir, todos los operadores cerradura inducidos por un prerradical r tienen un
maximo y un minimo: ¢, y ¢" respectivamente.

Los operadores cerradura aparecen de forma natural en diversas categorias,
para ver mas ejemplos se recomienda ver [5, secciones 3.5, 3.6 y 3.7].
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2.2. PROPIEDADES DE CERRADURA

La propiedad de Extensiéon en la definicion 2.1, nos dice que para cada
subobjeto de m, existe un digrama conmuntativo como el siguiente:

M s ex(M) (2.1)

R CX(m)
X

Este diagrama sera importante para definir los subobjetos cerrados con
respecto a un operador cerradura (nétese que se ha definido una cerradura
de un subobjeto, que no subobjetos cerrados) y los subobjetos densos.

Definicién 2.2 Sean (X, M) una categoria y C' = {cx}xexr un operador
cerradura sobre esta categoria.

s Un subobjeto m se dice C'-cerrado o cerrado con respecto a C', si m
es isomorfo a su cerradura; es decir, en el diagrama (2.1), j, es un
isomorfismo.

» Un subobojeto m es C'-denso, o denso con respecto a C, si cx(m) es
isomorfo a 1x; es decir, en el diagram (2.1), cx(m) es un isomorfismo.

La definicién 2.1 de operador cerradura no comparte con la definicion
de del operador cerradura de Kuratowski la propiedad de idempotencia. De
hecho, muchos operadores cerradura en categorias no comparten propiedades
que en el operador de Kuratowski son muy faciles de verificar. El estudio de
estas propiedades es extenso y en este texto sélo se daran las definiciones de
tales propiedades y se veran algunos ejemplos.

Sean (X, M) una categoria y C' = {cx } xex un operador cerradura sobre
esta categoria. Las siguientes propiedades las puede tener o no un operador
cerradura.

(ID) (Idempotente). La C-cerradura de un M subobjeto de X es C-cerrado;
es decir, para cads m : X — X en M, cx(cx(m)) = cx(m).

(DH) (Débilmente hereditario) Cada M-subobjeto de la categoria es C-
denso, en su cerradura; es decir, para cada m : M — Y en M se
tiene que cy (J,) = 1y.

(EC) (Estable con objetos cerrados). La composicion de subobjetos C-cerrados
son C-cerrados; sim: M — N yn: N — X en M, entonces nom es
C-cerrado.
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(ED) (Estable con objetos densos). La composicién de C-densos es C-denso;
esdecirsi f: M - Nyn: N — X en M son C-densos, entonces
n om es C-denso.

(HE) (Hereditario) para cada m <y € M/X, cy(my) =y~ (cx(m)).

No es dificil verificar que el operador de Kuratowski tiene todas las propie-
dades anteriores. Sin embargo no todos los operadores cerradura las tienen.

Para finalizar con esta muy breve introduccién a los operadores cerra-
dura en categorias, se veran algunos ejemplos de operadores cerradura que
ejemplifican las propiedades anteriores. Estos ejemplos se dan en la categoria
(Top, M) donde M es la categoria de encajes topoldgicos. Para definir va-
rios de ellos serd necesario hacer uso del operador de Kuratowski, el cual se
denotara por K = {kx(-)} xerop- M denotara a un subconjunto de un espacio
topoldgico.

EJEMPLOS

(a) La cerradura por sucesiones: dado M C X, ox(M) es el conjunto de
puntos = € X tales que existe una sucesién (x,) en M que converge a x
(b) la b-cerradura: bx (M) contiene al conjunto de puntos = € X tales que

kx({2) N MU £0

(c) la 6-cerradura: §(M) denota el conjunto de puntos = € X tales que
MNOkx(U)#0

para cada abierto U que contenga a .
(d) La t-cerradura: tx (M) denota al conjunto de puntos x € X tales que

x € kx(MmB)

donde B es un subconjunto compacto de X.

La siguiente Proposicién es parte de una mas extensa en la cual se ca-
racterizan los operadores cerradura anteriores. Esta Proposicién se puede
consultar en [5, pdgina 48].

Proposicion 2.3 Sea X un espacio topologico y M un subespacio de X.
Entonces

(a) (ox(M) C tx(M)).
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(b) tx = kx siy solo si X es cumple la siguiente propiedad: M es un
subconjunto cerrado de X si y solo si M N B es cerrado en B par
cualquier subespacio compacto B de X.

Teorema 2.4 Los operadores definidos anteriormente tienene las siquientes
propiedades:

(a) b es un operador idempotente, pero o, 0 yt no lo son.

(b) by o son hereditarios, mientras que t es débilmente hereditario pero no
hereditario. 8 no es débilmente hereditario.

Demostracion: (a) Se verd primero que b es un operador idempotente.
Sea M un subespacio de un espacio topolégico. Se probard que bx (M) =
bx(bx(M)). Obsérvese que, por monotonia, bx (M) C bx(bx(M)). Para la
otra contencién se verd que X \bx (M) C X \bx(bx(M)). Seax € X \bx(M);
entonces existe una vecinda abierta U de x tal que

Obsérvese entonces que para cada y € kx({z}) N U, se tiene kx({y}) C
kx({z}) y U es una vecindad abierta de y. Por lo tanto y ¢ bx(M). Por lo
tanto

kx<{3?}) NUN bx(M) = (Z)

Por lo tanto € X \ bx(bx(M)). Asi b es idempotente.

Para ver que # no es idempotente, considérese el conjunto X = {x,a,b}
de tres elementos con la siguiente topologia 7 = {0, {a}, {b},{a,b}, X}.
Obsérvese que Ox({a}) = {a,z} y O0x(0x({a})) = X. Por lo tanto 6 no
es idempotente.

Para probar que o y t no son idempotentes considérese el subconjunto de
RQ

X ={(0,0)} U G X,

donde X, = {(%,1):m € N} para cadan € N. A X se le da la topologia

n’m

generada por la unién de A, B, C' donde
= A={{(z,y)} € X : 2y > 0},
e B={X,\{(1.2)} :m <k keN},

= C={{(0,0)} U [U,sr Xn \ Fy] : F, € X,, es finito y, k € N}.
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(Obsérvese que éste espacio es un subespacio de R? con la topologia usual al
que se le anaden los abiertos de C').

En este espacio topolégico considérese el subconjunto M = {(z,y) € X :
xy > 0}. Nétese que ox (M) = X\ {(0,0)} vy ox(ox(M)) = X Por lo tanto
o no es idempotente.

Para concluir con la prueba del inciso (a), obsérvese que por (2.3) inciso
(a), ox(M) C tx(M) para cada subconjunto M de un espacio topoldgico
X. De esto se sigue que X C ox(ox(M)) C tx(tx(M)). Por lo tanto X =
tx(tx(M)). Sin embargo, por la definicién de la topologia de X, cualquier
subconjunto {(é,mik) : k€ N} con ny < mg < ... < my < ...es cerrado
y discreto en X. Entonces no puede estar contenido en algin subespacio
compacto de X. Por lo tanto un subespacio compacto de X intersecta a X,
para un numero finito de subindices. Esto prueba que (0,0) ¢ tx(M N B)
para cualquier compacto B. Por lo tanto ¢ no es idempotente.

(b) Para el inciso (b) se vera primero que b es un operador hereditario.
Lo que hay que probar es que si M C'Y C X, entonces by (M) = bx(M)NY.
Sea = € by (M), entonces para cada vecindad abierta Uy de z en Y, se tiene
que

Obsérvese que = € by (M) C Y, y para ver que © € kx(M), témese una
vecindad abierta Uy de x en X. Entonces,

Ex({z}h) nUx N M D kx({z})NnY NUxNM
= ky({ﬂ?}) N UX N M.

La ultima igualdad se da porque el operador de Kuratowski es hereditario.
Ademds, por (2.2), la dltima expresién es no vacia. Por lo tanto kx({z}) N
Ux N M # 0; es decir = € bx (M), y as{ by (M) Cbx(M)NY.

Para probar la otra contencién, témese = € bx(M)NY . Basta probar que
x € by(M). Sea Uy una vecindad de z en Y. Entonces Uy = Ux NY, para
alguna vecindad abierta Uy de z en X. Entonces

Ey({x})NnUy N M =kx({z}) NY NUxNUxNYNM
:kX({x})ﬂUxﬂMﬂY

Como z € bx(M) y M CY por hipétesis, entonces la tltima igualdad es no
vacia. Por lo tanto x € by (M). Esto concluye la preba de que b es hereditario.
Ahora, para ver que o es hereditario obsérvese solamente que

r€oy(M) <= Hzr,}newn C M tal que z,, -z €Y
< zeYnox(M)
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Ahora se probara que # no es débilmente hereditario. Considere el con-
junto X = [0, 1] con la topologia 7, en la cual la base de vecindades de un
punto x # 0 son las usuales, y las vecindades de 0 son de la forma [0, €) \ F,
donde 0 < e<1ly F = {% : n € N}. Para probar que 6 no es débilmente
hereditario, basta mostrar que x(F) # 6y, (7 (F). En efecto, es facil notar
que Ox(F) = FU{0}. Ademas FU{0} es un espacio discreto de (X, 7). Esto
nos asegura que 0 ¢ 6y, (r)(F).

Finalmente se vera que t no es hereditario. Considérese el espacio topologi-
co X = (N (la compactacion de Stone Cech de N), y tomese x € X \ N. Por
el lema (2.3), tx = kx. Porlo tanto x € tx(N). Por otro lado, si Y = NU{z},
entonces x ¢ ty (F'), pues N no contiene conjuntos infinitos compactos. Por
lo tanto ¢ no es hereditario. o
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