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Capitulo 1

Introduccion

Las sucesiones espectrales fueron inventadas en los 40's independientemente por Jean
Leray y R.C.Lyndon. Jean Leray las descubrié al calcular los grupos de cohomologia de gavi-
llas. Lyndon las inventd en su tesis para calcular los grupos de cohomologia de un grupo
abeliano finito. La importancia tedrica de las sucesiones espectrales ha disminuido desde la
introduccién de categorias derivadas pero ellas son una herramienta muy efectiva. Esto es
siempre y cuando los términos de la sucesién espectral son calculables. Desafortunadamente
la gran cantidad de informacién llevada en una sucesién espectral es dificil de tratar, pero
nos pueden dar mucha informaciéon. Las sucesiones espectrales que colapsan son los casos
mas faciles de resolver.

Una sucesién espectral calcula los grupos de homologia; en abstracto, es una sucesién E,,
E2,_ .- EX de cadenas de complejos tal que H(E™) = E™!. Para trabajar con sucesiones
espectrales es 1til dibujar diagramas en el que para cada r, los grupos Ej , son asociados a
la reticula entera de puntos (p, ¢) en el plano y los diferenciales son representados como flechas.

A continuacién presentaremos el esquema de investigacion planteado en este trabajo de
tesis:

En el capitulo 2 definimos lo que es una sucesién espectral, ver la definicién 2.4, damos
una descripcién de la sucesién espectral en términos del médulo E?. También definimos
cudndo una sucesién converge y cuando colapsa, ver definiciones 2.5 y 2.6. Ademds, aportamos
informacién sobre el concepto de relaciones aditivas, esto nos ayudé a demostrar el teorema
3.1.

Resulta que la filtracién de un médulo diferencial graduado determina una sucesion espec-
tral. Asf que en el capitulo 3 demostramos este teorema (teorema 3.1) y damos las definiciones
de la filtracién de un médulo (definicién 3.1) y de un complejo (definicién 3.2), ésta ltima
es lo que nosotros llamamos en esta tesis como filtracién de un moédulo diferencial graduado.
Dado un complejo total le podemos asociar una filtracién, asi que en este capitulo también
estudiamos la primera y segunda filtracién; la sucesiones espectrales asociadas a la primera y
segunda filtracién se llaman primera y segunda sucesién espectral, respectivamente. Ejemplos
de estas sucesiones son: el complejo total F ®¢ C, la sucesion espectral de Hochschild- Serre
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y el complejo total F@g C(X, M), que también estudiamos aqui. Anteriormente hablabamos
de que las sucesiones espectrales son una herramienta para calcular la homologia de un
grupo asi que en este capitulo proporcionamos algunos ejemplos utilizando el teorema de
Hochschild-Serre.

En el 1dltimo capitulo construimos una sucesion espectral apartir de la filtracién de una
cadena de complejos en la que estan relacionados los invariantes de esta cadena de complejos.
También damos una generalizacién de la proposicién 2 - 1 del articulo de Kevin P. Knudson
[1], en el que enuncia lo siguiente:

Supon que Q = Z/p donde p es un primo. Entonces para n > 0, D, = C,(G9;Z/p);
consecuentemente hay un isomorfismo h,(De) = H, (G?;Z/p).



Capitulo 2

Sucesiones Espectrales y
Relaciones Aditivas

2.1. Swucesiones Espectrales.

Definicién 2.1. Sea R un anillo con unidad. Un R-mddulo bigraduado es una familia E =
{E, 4} de R-mddulos tal que a cada pareja p, ¢ =0,+1,£2,..., se le asocia un mddulo.

Definicién 2.2. Un diferencial d" : E* — E" de grado (—r,r — 1) es una familia de

homomorfismos {d" : E, ., — E;_T,q+T_1}, una para cada pareja p, q tal que d*> = 0.

Definicién 2.3. La homologia H(E) = H(E,d") del mdédulo E con respecto a esta diferencial
es un mddulo bigraduado {H, ,(E)} que se define de la manera usual

Hyo(E) = ker[d : B, — Eo_ oo )/ ED oy

Definicién 2.4. Una sucesién espectral E = {E",d"} es una sucesion E', E? ... de R-
modulos bigraduados con diferenciales

& :E — E}

T gt T=1,23....

de grado (—r,r — 1), ademds se tienen los isomorfismos H(E",d") = E™1 r=1,2,3....
Es decir, cada médulo E™ ' es un mddulo bigraduado de la homologia del mdédulo anterior
(E",d"). De esta manera E” y d" definen a E™™ pero no definen a d"+1.

Si E' es una segunda sucesién espectral, entonces el homomorfismo f : E — E' es una
familia de homomorfismos f" : E" — El"7 r=1,2,3,..., de médulos bigraduados de grado
(0,0) tal que d" f" = f"d" y cada homomorfismo f"*! es un homomorfismo inducido por f.
Ahora describiremos a la sucesién espectral en términos de submédulos del médulo E*.
Primero identificamos al médulo E™! con H(E",d") dado por la definicién de sucesién
espectral.

Entonces E? = H(E',d') = C'/B!, subcociente de E', donde C! = kerd' y B! = imd'
y0=B"c Bl cC! c C° = F!, E3 = H(E? d*) = C?/B? subcociente de C'/B' donde

3
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kerd®> = C?/B', imd*=B?/B'y0=B°c B! cB>c(C?cC'cC’=FE.
Luego la sucesion espectral se representa como:

0=B’cB'cB*’c..-.cc?cctcc’=FE!

de submddulos bigraduados del médulo E* y E™*! = C"/B" tal que el homomorfismo d” :
CrY/Br=t — C"1/B"1 r =1,2,3... tiene niicleo C"/B"~! e imagen B"/B"1.
Informalmente:

C™ ! es el médulo de elementos que quedan “vivos” hasta el paso 7.

B"~! es el médulo de elementos que restringen en el paso r.

oo
El médulo de elementos que son “inmortales” es C*° = ﬂ C" y el médulo de elementos que

r=1

oo

pueda restringir es B® = U B". Es claro que B C C*°.
r=1

Luego la sucesién espectral determina al médulo bigraduado

Ery = Cz??q/B;?q’ E= = {E;?q}

Estamos considerando a los miembros E” de la sucesién espectral como aproximaciones suce-
sivas a .
Si tenemos la representacion

0=B°cB'cB?>c...cC?cclcc’=E!

entonces un homomorfismo f : £ — E’ de sucesiones espectrales es un homomorfismo f :
E! — (E')! de médulos bigraduados de grado (0,0) tal que f(C™) C (C')", f(B") C (B )"y
los diagramas:

Cr—l/Br—l d" Cr—l/Br—l

"Nr— "\r— a” "Nr— "\r—
)y =)B)y " ——= ()~ /By
son conmutativos. Luego f : E — E induce un homomorfismo f> : B> — (E')>®

Definicién 2.5. La sucesion espectral converge si para algun entero k > 0 tenemos que
d"E™ = 0 para todo n > k. En este caso kerd™ = E™ y imd® = 0, luego EF = EFt1 =
Ekt2 — ...

Por E*° denotaremos a estos grupos abelianos mutuamente idénticos.

Definicién 2.6. Decimos que la sucesion espectral E = {E™, d"} colapsa cuando d™ = 0
para n > 2 y luego cuando E?> = E3 = ... = E>,

Definicién 2.7. Una sucesidn espectral E se llama sucesion de primer cuadrante si By , =0
para p < 0 6 q < 0. (si se cumple esta condicion para E? entonces se cumple para E" con
r>2).
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Es util imaginarse a los moédulos E) , como puntos con coordenadas enteras en el primer
cuadrante del plano (p, q).
Entonces al diferencial d” se le asocia una flecha. Todos los miembros de grado completo n
estan sobre la recta p + g = n. Los diferenciales sucesivos salen de un punto de esta recta
y terminan en un punto de la siguiente recta que se encuentra debajo. En cada punto del
complejo E7 . la siguiente aproximacion E;jll se forma formando el cociente del nicleo del
diferencial que sale de este punto médulo la imagen del diferencial que termina en este punto.
Estos homomorfismos se muestran en la sucesion:

E 4 e S E
p+r,q—r+1 D,q p—r,qg+r—1
Un diferencial d" saliente termina fuera del primer cuadrante si r > p; un diferencial d” que
entra empieza fuera del primer cuadrante si r > ¢ + 1, luego
E;zl =E,,; oo>r>Mazx(p,q+1)

Es decir, para grados fijos p y ¢ los médulos Ej ; son constantes para todo 7 salvo un nimero
finito.
A los miembros E, ; que estan sobre el eje p se llaman miembros de la base. Cada flecha d”
que termina en la base viene de abajo, luego de 0, luego cada miembro E;Bl es un submoédulo
del médulo EJ g, es decir E;jgl = ker{d" : E] o — E]_, .1} Obtenemos una sucesién de

monomorfismos

oo _ pptl 4 3 2

0 = Lo o Epo Epo— Epo
Los miembros Ey 4 que estan en el eje g se llaman miembros de la fibra. Cada flecha que sale de
la fibra termina a la izquierda y luego en 0, por eso Ef , consiste de ciclos y Engl =Ky, /Imd"
es un cociente del médulo Ef .

Obtenemos una sucesién de epimorfismos:
2 3 4 q+2 _ oo
Eoq — Eoq —> Bog — > Eo g = Egy
A los homomorfismos anteriores se les conoce por homomorfismos limites.

Definicién 2.8. La sucesion espectral E estd acotada inferiormente o por abajo si para cada
grado n existe un nimero entero s = s(n) tal que Efm =0 cuandop < s yp+q=n. Esto es
equivalente a que los miembros que estan sobre la recta p+ q = n cuando p decrece se hacen
0.

En particular, la sucesion espectral del primer cuadrante estd acotada inferiormente.

Teorema 2.1. Si f: E — E' esun homomorfismo de sucesiones espectrales y si ft: Bt =
E't es un isomorfismo para algun t, entonces f7 : BE" = E'" es un isomorfismo para r > t.
Si, ademds, las sucesiones E y E' son acotadas inferiormente, entonces f> : E>° = E'> es
un isomorfismo.

Demostracion. Por induccién sobre r.

Para r = ¢ se tiene que Ef = E't.

Supongamos que es cierto para r — 1 y lo probamos para r.

Como f"~! es un isomorfismo de cadenas, entonces induce un isomorfismo en homologia
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froHETd Y — H(E™1,d71). Pero E" = H(E™"',d""Y), E" = H(E"',d"1),
esto implica que f": E" — E' " es un isomorfismo, £ " = E".

Si las sucesiones F'y E estdn acotadas inferiormente y (p, q) es fijo, entonces el diferencial
d":E,,— Ej_, 1 tiene imagen 0 para r suficientemente grandes. Luego C} . = C)% v

'r _ oo
C,, = C,% parar grande.

Consideremos > : E>* — E'* inducido por f: E — E'.

1. f°° es sobre.
Sea a € C,%. Entonces a € C)), pero f" es un isomorfismo, luego existe a € C} , =
Cp, tal que f*(a) = a .

2. f®esl1—1.
Si f°(a) € B> =UB " paraa € C™, entonces f*°(a) € B " para algin r. Luego como
f7 es un monomorfismo para todo r, entonces a € B*. Luego f* es un monomorfismo.

2.2. Relaciones Aditivas.

Una relacién aditiva » : A — B se define como un submddulo de la suma directa
A @ B. En otras palabras, r es un conjunto no vacio de parejas (a,b), cerrado bajo la suma
y multiplicacién por elementos de R.
El inverso de r es una relacién aditiva r=! : B — A que consiste de parejas (b,a) tal que
(a,b) € r. Si s : B — C es otra relacién aditiva, entonces el producto sr : A — C' es el
conjunto de las parejas (a,c) tal que 3 b € B con (a,b) € ry (b,c) € s.
Si el producto esta definido, entonces el producto es asociativo. El grafico de un homomorfismo
a : A — B es una relacién aditiva que cousiste de la pareja (a,a(a)) con a € A. Como
el producto de dos gréaficos es un grafico del producto de dos homomorfismos, podemos
identificar cada homomorfismo con un gréafico. Obtenemos una categoria:
Los objetos: La clase de todos los R-médulos.
Los morfismos: La clase de todas las relaciones aditivas.
NOTA: El producto 7r~! siempre nos da la relacién identidad.
Para cada relacién aditiva r : A — B definimos los submddulos:

Defr = {a | 3by(ab) € r}; Imr=Def r !
{a | (a,0) € r}; Ind r = ker v~ !

ker r

ker r CDefrCAylIndrCImrCB.

Al submédulo Def r se llama el dominio de definicién de r. Ind r se llama la indeterminacién
de r, que consiste de todas las b tal que (0,b) € .

Luego r es un grafico de un homomorfismo si y sélo si Def r= Ay Ind r = 0.

Ejemplo, el inverso para el homomorfismo 8 : B —+ A es la relacién aditiva 3! donde
Def B~ =1Im B, Ind 8~ = ker B.
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Teorema 2.2. Cada relacion aditiva v : A — B determina a un homomorfismo r° :
Def r — B/Ind r tal que el siguiente diagrama conmuta:

Def r LN B/Ind r

r® =moroyj, donde j: Def r — A es dado por la inclusion y m : B — B/Ind r es la
proyeccion.

Reciprocamente, sean dados el submddulo S C A y el cociente B/L del mdédulo B y un
homomorfismo B : S — B/L. Entonces eziste una unica relacion aditiva v : A — B tal
que r° = f3.

Demostracién. Si a € Def r, entonces si (a,b) € r y (a,b) € r implica que (0,b—b') € r,
luego b —b € Ind r. Entonces el mapeo r°(a) = b+ Ind r, determina un homomorfismo tal
que r° =moroj.

Sif:S — B/L es un homomorfismo, entonces r = {(s,b) | b € 5(s)} es una relacién aditiva
tal que r° = 5. m

Andlogamente se tiene que cada relacién aditiva r induce un isomorfismo:

Def r/Kerr=Imr/Indr

Reciprocamente, cada isomorfismo entre un subcociente del médulo A y un subcociente del
moédulo B se obtiene de esta manera de la unicidad de la relacién aditiva 7.

Sea S/K un subcociente del médulo A y sea S'/K' un subcociente del médulo A'. Cada
homomorfismo o : A —+ A" induce una relacién aditiva:

ay=a(S/K,S'/K'): S/K — 5 /K
definida como el conjunto de parejas (s + K, s + K) de clases laterales donde s € S, ses
y s = afs).
Teorema 2.3. Si60: A — A es una equivalencia entonces
(0" = (07" : /K — /K

Teorema 2.4. Si los homomorfismos a : A — A y B A" — A" inducen relaciones
aditivas oy : S/K — S /K y By : S /K — S /K entonces Byoy = (Pa)y : S/K —
S" /K" bajo las condiciones:

1. a(K) DK 6B(K)c K"

2. a(8)cS oS ) S
Demostracién. Probemos que Syay C (Ba)y.
Sea (s + K, s + K”) € Byoy. Por definicién de producto de dos relaciones existen elementos
syysyeS talques; + K =sy+ K yal(s)=sy, B(sy) =5 .Luego s; —sy =k € Ky
Ba(s) =5 +Bk.Enelcasodeque B(K')C K 6 K C a(K),setiene que (s+K,s +K') €

(Ba)g. Luego de 1 se tiene que Sy C (Bov)y.
Anslogamente 2 implica que (Ba)y C froy. m
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Capitulo 3

Filtraciones

3.1. Filtraciéon de un mddulo.

Definicién 3.1. Sea R un anillo arbitrario. Una filtracion ascendente de un R-modulo M
es una familia de submddulos F,M(p € Z) tal que F,M C F,11M. La filtracion se llama
finita s10=FyM C--- C F,M = M.

Si en M esta dada una filtracién entonces el médulo graduado asociado GrM se define

por la férmula Gr,M = F,M/F,_1M.

Lema 3.1. Sean M y M’ médulos con filtraciones finitas y f : M — M un homomorfismo
que preserva la filtracion. St Gr f : GrM — GrM es un isomorfismo entonces f también
es un isomorfismo.

Demostracién. Como f preserva la filtracién y Gr f es un isomorfismo, entonces Gr,M =
’
GrpM .

Consideremos la sucesién exacta corta:

FoM ——— BRM —— F\M/F,M

| J

oM ——— BM —— FLMJFoM’
Por hipétesis Fy M /FoM = FlMl/FoM/ y como FoM = FoM' =0 entonces ;M = F, M.
Ahora supongamos que es cierta para p y lo probaremos para p + 1.

FpM _— Fp+1M —_— Fp+1M/FpM

R
IR

F,M ——— F,o\M — F, M JF,M
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Fori M~ Fp+1M/
Fp,M = FpM
luego por el lema de los 5 tenemos que Fp 1M = Fp M ". Entonces hemos probado que
M=FM~F,M =M. m

Si de alguna manera podemos definir el concepto de rango para R-mddulos tal que rkM =
rkM' + rkM" para cualquier sucesién exacta corta 0 — M — M — M" — 0 entonces el
rango de un R-mdédulo filtrado finito se puede hallar mediante un médulo graduado asociado:

rkM = rkGr,M
PEZL

Por hipdtesis de induccién F,M = F,M ". Por hipétesis del lema

Demostracién. Consideremos la sucesion exacta corta:

Fy 1M — F,M — F,M/F, M

Entonces
rkF,M/Fp, 1M =rkF,M — rkF,_1 M.
Luego
Z rkGr,M = rkFyM +rkFoM — rkFyM + rkFyM
PEZL
—rkEsM +---+rkF,_ 1M +rkEF, M —rkF,,_1M
= rkF,M
= rkM
|

Si el médulo filtrado M tiene una filtracién graduada, es decir, F,M es un submdédulo
graduado para cada p, entonces para cada n € Z se tiene una filtracién {F,M,} en M, que
nos da una manera de asociar a M como un médulo bigraduado, la notacién es la siguiente:

GrpgM = FyMpiq/Fp-1Mpig

A los elementos del médulo Gr, ;M se les dice que tienen grado p, grado complementario g
y grado total p + ¢ filtrado.

3.2. Filtraciéon de un mdédulo diferencial graduado.

Definicién 3.2. Una filtracion F de un R-mddulo diferencial graduado A es una fami-
lia de DG r-submddulos FpA tal que F,_1A C F,A. Un homomorfismo entre R-mddulos
diferenciales graduados es un homomorfismo que preserva la filtracion.

Esta filtracién induce una filtracién sobre el H(A) R-médulo graduado, con F,(H(A))
definido como la imagen de H(F,(A)) bajo la inclusién F,A — A. Como el médulo A es
R-graduado en los grados n, la filtracién F' del médulo define una filtracién F,A,, para cada
médulo A, y el diferencial del médulo A induce homomorfismos 0 : Fp,A4,, — F,A,1
para cada p y cada n. La familia {F,A,} es un R-médulo bigraduado. Es usual usar los
indices de la graduacién con (p,q) donde p es el grado de la filtracién y ¢ = n — p del grado
complementario, entonces nuestro R-médulo es {F,Ap 4}

NOTACION: FDG z-médulo= R-médulo diferencial graduado filtrado.
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Definicién 3.3. Se dice que la filtracion de un FDGgr-mddulo A es acotada si para cada
grado n existen minimos enteros s = s(n) < t = t(n) tal que FsA, =0 y F}A, = A,. Esta
condicion es equivalente a que la filtracion es finita para cada A, .

0=F;A, C Fs11A, C---C A, = A,

Definicién 3.4. Decimos que la sucesion espectral {E;,dr} converge al modulo graduado
M (Eg = M) si existe una filtracion F del mdédulo M tal que para cada p se tiene el
isomorfismo E° = F,M/F, «\M, E} ={E} ,,q=0,%1,---}.

Para la demostracion del siguiente teorema haremos uso de los siguientes lemas:
Si S y T son submoédulos de un médulo M, su interseccién S N'T también es un submodulo,
como lo es su unién S U T, consistiendo de todas las sumas s + ¢ tal que s € S, t € T.
El teorema de isomorfismos de Noether asegura que la identidad 1,; : M — M induce los
siguientes isomorfismos:

Lema 3.2. Si S y T son submddulos de un mddulo M, entonces hay un isomorfismo
S/(SNT)= (SuT)/T.
Lema 3.3. Si S, T y U son submddulos de un modulo M tal que U C S, entonces:
(SUT)/(UUT)=S/(UU(SNT)).

Teorema 3.1. Cada filtracion F' de un R-mdodulo diferencial graduado determina una suce-
sion espectral (E™,d"), r = 1,2,---, que es un funtor covariante de la pareja (F,A) junto
con sus isomorfismos naturales

E, = H(F,A/F,_1A)

es decir,
E;,q = p+q(FpA/Fp71A)

Si la filtracion F' estd acotada, entonces Ef) = H(A), mds preciso, se tienen los isomorfismos
naturales
EF = F,(H(A))/Fp-1(H(A)),

es decir,
E;t??q = Fp(Hp+q(A))/Fp—1(Hp+q(A))-

Demostracién. Sea Z, , = {a|a € FpAp4,0a € F,_Apyq 1} 7 =0,1,--- submddulos de
FpApyg.
Sea Eg’q = FpApiq/Fp1Apiq y sean, : FyAp g — Eg’q la proyeccién candnica. Conside-
remos las relaciones aditivas:
0 O 0 92 10

Ep+r,q7r+1 = Ep,q = Epfr,qurfl

inducidas por el diferencial 0 : A — A.
—1 . +1 .

Probemos que 7). , .o C 8.Z;j%r,q71“+1 CZy CZy,
Para esto tenemos que probar lo siguiente:
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L Im o =n0Zp 0 g i1
Como

o = A{(ptra,mpoa) | a € FyprApigi1, Oa € FyApiq},
61 = {(np+Ta’777paa) ‘ a € Z;+r,q77‘+1}
Ast Im 01 = 0274, 0 ri1

2. Ind 61 = ’l’}paZ;_i__i_Lq_r_i_g-
Como
Indd;, = {b| (0,b) €01},
Ind 0y = {npoa| (0,n,0a) € O}

Asi nprra = 0 siy solo si a € ker Np+r = Fpir—1Aptq+1, PETO COMO inicialr{lente a €
T : ’ _ r—
2yt rq—r1 S€ tiene que da € Fp Ay, g, asi vamos a tener que Ind 01 = 1,02, 1,y io-

p
3. Def 82 = an;,q'
Como
92 = {(mpa,np—r0a)| a € FpApiq, 9a € Fy_rApyq-1},
92 = A{(mpa,np—r0a)| a€ Z, }

y por definicién de Def Jo, inmediatamente se tiene el resultado.

4. ker 0y = npZytt.

Como
92 = {(mpa,mp—r0a) | a € FyApiq, 0a € FyrApig-},
0y = {(npaﬂhifraa) | a€ Z;,q}'
Ahoranya € ker 0> siysélosin,_,0a=0siysélosi 0a € ker np—r = Fp_r_1Apiq—1-

Pero como a € Zj, , entonces a € F, A, 4, por lo tanto se tiene que ker 9y = n,Z;*1.

Ahora sabemos que la indeterminacién de una relacién aditiva estd contenida en su imagen,
por lo tanto de 1 y 2 se tiene que npﬁZ;_T_i_Lq_,.H C 02y 4y g—r41 Y COMO 17, €8 sobreyectiva
tenemos que BZ;;LL(FTH C 0Zy 1, q—r41- Por otro lado, el niicleo de una relacién aditiva
estd contenida en el dominio de definicién de ésta relacion aditiva, entonces de 2 y 3 se tiene
r+1 r : : r4+1 r 2145
que npZy C NpZy 45 PEro comglnp es sobreyectiva se tiene que Z;7" C Z,  .Por tltimo
T T
probemos que 077, ... C Z; 7"
Como

;+r,q77’+1 = {ala€ FprrApigr1,0a € FApiqty
1
zytt = Hala€ FyAp q,0a € Fy r 1Apiq1}.

Entonces, si a € 027, ., se tiene que da € FpApiq, asl 00a € FA,14-1y 00a = 0,
lsuego 00a=0en F,_,_1A,1q—1, por lo tanto a € Z{,fgl.
ea

E;,q = (an;;q)/(nPaZ;-&_-;—l,q—r-l-Q)’ r= Oa 17 27 . (31)
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Con estos bimédulos podemos construir los diferenciales de grado (—r,r — 1):

d')"
' ' T
Eerr,q*(T*l) - EP; 4 EP mqt+r—1

np0Zy
02y e 1 gryn

ker dy = anT+1/77paZT+T 1.qg—rt+2 ¥ que Im di C ker d5. Pero por definicién de homologia
H, ,(E) = ker dy/Im dj. Por lo tanto

que son inducidos por el diferencial 9 : A — A, donde se puede ver que Im df = Borg

H,.(FE)= anT"r /np0Z;,

_ r+1
p+rq T Epyq ’

Luego hemos obtenido una sucesion espectral cuando r = 0, Zqu =FA gy d’ : Equ —
Eg’q71 es el diferencial del cociente Egﬁq = F,Ap+q/Fp-14,14. Luego

E;,q = Hp,q(FpAp-s-q/Fp—lApﬂ) = Hp+q(FpAp+q/Fp—1Ap+q>-

Ahora probemos que E%, = F,(Hpyq(A))/Fp—1(Hpiq(A)).
Introducimos las notaciones C = ker 9 y B = 0 A respectivamente para los médulos de los
ciclos y fronteras del médulo A. Entonces F' induce en C' y en B las filtraciones:

F,C =CNF,A, F,B=BNF,A.

Pero

p(H(A)) Imfi.: H(F,A) — H(A)}
H(F,A)/ker i

F,ANC/F,AN B.

Il

Por lo tanto, de la definicién de F,C'y F, B, obtenemos que:
F,(H(A)) = F,C/F,B. (3.2)
SeaT =B, S =F,ANC, entonces por el lema 3.2:

F,AnC/(F,ANnC)NB (Fp,ANnC)UuB)/B
F,C/(F,BNC) = (F,CUB)/B
F,C/F,B = (F,CUB)/B

2

luego de este isomorfismo y la ecuacién (3.2):
F,(H(A)) = (F,CUB)/B
por lo tanto,
Fp(H(A))/Fp-1(H(A)) = (F,C U B)/(F,-1CU B). (3-3)
Sea S = F,C, U =F,_1C yT = B como en el lema 3.3, entonces:

(E,C'U B)/(F,_,C'UB) = F,C/(F,_,C U (F,C N B))
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pero F,CNB = (F,ANC)NB =F,ANB = F,B, asi:
(F,CUB)/(Fy1C U B) = F,C/(Fy1C U F, B),
por lo tanto la ecuacién (3.3) nos queda de la siguiente manera:
Fy(H(A))/Fy-1(H(A)) = F,C/(Fy-1C U F,B). (3.4)

Ahora ocupando nuevamente el dltimo teorema con U = F,B, S = F,Cy T = F,_1A,
entonces:

(F,C'UF, 1A)/(F,BUF, 1A) = F,C/(F,BU (F,C N F,_1A))

pero F,CNF,_ 1A= (CNF,A)NF,_1A=CNF,_1A=F,_1C, luego la ecuacién (3.4) nos
da lo siguiente:

FP(H(A»/prl(H(A)) = (FPC U prlA)/<FpB U prlA)- (35)
Por otro lado en la definicién de E} , de la ecuacién (3.1),

an;;q = Z;7q/Fp—1Ap+q = (Z;,q U Fp—lAp+q)/Fp—1Ap+q

771182;;71171,q7r+2 = aZ;T);LqurH/Fp—lAm-q = (aZ;%_ﬂ}fl,qfrJr2 UFp1Apiq)/Fp-14p+q

por lo tanto, sustituyendo estas dos ultimas ecuaciones en la ecuacién (3.1) y haciendo el
cociente, obtenemos:

E = (Z) ,UF,_14A,14) /(azg;},_l,q_r 2 UF, 14,4, (3.6)

Ahora supongamos que la filtracién estd acotada y consideremos p y ¢ tal que n = p + ¢.
Sia€ Z,, C F,Apq entonces por definiciéon de Z7 ,, da € F,_Apiq—1, ahora si r es muy
grande como la filtracién estd acotada entonces da = 0. Luego a € ker 0 C F,Ap4,, entonces
a € FyCpiq = Cpyq N FpApiy.

Por lo tanto cuando r es muy grande el miembro superior de la ecuacién (3.6) es igual a
FyCpiq U Fp14piq-

Con repecto al miembro inferior, cuando r es muy grande cada elemento de F}, By, es frontera
de un elemento de Fpy,_1Aptq41, s decir de un elemento de Z;J:Ll,qfﬂr?' Asi cuando r es
muy grande el miembro inferior es igual a Fp,Bpiq U Fp_1A,44.

Pero E*° se define como el cociente de la interseccién de los médulos superiores médulo la
unioén de los inferiores, luego

Ery = (pCpiqUFp1Apiq)/(FpBpiq U Fp14p4q)
& Fp(Hptq(A))/Fp_1(Hpiq(A)) por la ecuacién (3.5)

Definicién 3.5. Una filtracion F de un FDGgr-mddulo A se llama convergente superior-
mente si A es la union de todos los submddulos F A y es acotada inferiormente si para cada
grado n existe un nimero entero s = s(n) tal que FsA, = 0.
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Teorema 3.2. Sila filtracion F' es acotada inferiormente y converge superiormente, entonces
se tiene el isomorfismo E5S, = Fp(Hpyq(A))/Fp-1(Hpiq(A)) y la sucesion espectral de la
filtracion F es acotada inferiormente.

Demostracion. Como F' es acotada inferiormente para r grande, el miembro superior de
E} , es igual a F,Cpiq U F,_14,4,. Luego la interseccién de los miembros superiores es
igual a F,Cpyq U Fp_1Ap4q, cada elemento de F,Bpiq es frontera Oa de algin elemento
a € Aprqg = UFApyy; luego a € FyA, 4 para algin ¢. Entonces a € Z;;rlfl,qfr+2 para
r =t—p+1. Luego F), By qUF,_1A,14 s unién de los submédulos aZgli_l,q_rJrQUFp_lAerq.
Entonces

E;,oq = chp+q U prlAp+q/Fpo+q U prlAerq = Fp(Herq(A))/prl(Hp+q(A))
Es claro que la sucesién espectral de la filtracién F' es acotada inferiormente. m

Definicién 3.6. La filtracion F' de un F DG g-mddulo A es candnicamente acotada si F_1 A =
0y FL,A, = A, para cada grado n.

Teorema 3.3. Si F' es una filtracion candnicamente acotada de un FDGgr-mddulo A, en-
tonces la sucesion espectral de la filtracion F estd en el primer cuadrante y la filtracion
inducida del médulo H(A) es finita y tiene forma:

0=F_1H,(A) C FoH,(A) Cc FRH,(A) C--- C F,H,(A) = H,(A)

ademds los factores sucesivos FyH,(A)/F,_1H,(A) = EpS,, bajo isomorfismos inducidos por
1a.

Demostracién. Supongamos que n = p+q. Como F_1 A, =0, E},yq = H(F,A,/F,_14,) =
0 parap < 0. Como F,, A, = A, entoncessi ¢ < 0, tenemos que n < p, luego F,A,, = F,_1A,.
Por lo tanto E, , = 0 para ¢ < 0.
Luego los miembros FEj , no ceros estdn en el primer cuadrante. La filtracion inducida
a H,(A,) es finita y como lo enuncia el teorema se sigue directamente de la definicién
para la filtracién de homologia. Ya que la filtracién es candénicamente acotada entonces
por definicién estd acotada, asi siguiendo la demostracién del teorema 3.1, el isomorfismo
F,(H(A))/F,_1(H(A)) = (F,CUF,_1A)/(F,B U F,_1A) (ecuacién (3.5)) es inducido por
la identidad 14 : A — A (esto se deduce de los isomorfismos de las ecuaciones (3.3), (3.4) de
este mismo teorema), ademds se tiene el isomorfismo EpS, = F,Cpyq U Fy 1Ayt o/ FpByiq U
Fp—lAp+q = Fp(Hp+q(A))/Fp—l(Hp+q(A))-

]

NOTA: En general, la sucesién espectral de la filtracién F' la define no H(A), sino los
subcocientes F, H/F,_1 H, afirmando al mismo tiempo que cada uno de ellos son subcocientes
del médulo E) = H(F,A/F,_1A).

Teorema 3.4. Sean A, A DGr-mdédulos con filtraciones F y F que somn acotadas inferi-
ormente y que convergen superiormente. Si o : (F, A) — (Fl,A/) es un homomorfismo tal
que

of i EYF,A) = EYF A
es un isomorfismo, entonces los homomorfismos o son isomorfismos para oo > r >t y
ademds o, : H(A) — H(A') es un isomorfismo.
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Demostracién. Como las dos sucesiones espectrales son acotadas inferiormente, entonces
por el teorema (2.1) o y a™ : E* — E'* son isomorfismos.

Supongamos que p+ ¢ = n y consideremos «, : H,(A) — H,(A") para un grado fijo n y los
correspondientes ay, ,, : F, H,, — F;/)H;L Como las dos filtraciones son acotadas inferiormente,

existe un nimero entero s = s(n) tal que F,H, = 0 = F.H,. Ademés por el teorema 3.2 se
tiene el isomorfismo £, = F}, H,,(A)/F,1H,(A). Obtenemos un diagrama conmutativo:

0 ——— Fp1Hpy(A) —— FyH,(A) ——— B, —————— 0

Ap—1,n Ap,n «

0 ———— F_Hy(A) —— F,Hy(A) —— (E,,_)° ———— 0.

Como o es un isomorfismo y por induccién sobre p y el lema de los 5 obtenemos que oy, ,,
es un isomorfismo. La filtracién F' converge superiormente, por eso H,(A4) = UF,H,(A).
Entonces «,, es un isomorfismo. m

3.3. Primera y segunda sucesion espectral.
Definicién 3.7. Un bicomplejo K es una familia {K, .} de mddulos con dos familias
9 : Kpq = Kp_1,4, 0" Kpq— Kpg-

de homomorfismos de mddulos definidos para todo p, q, tales que

R

09 =0, 99 +0°9 =0, 99 =0

Luego K es un Z-médulo bigraduado y o y 9" son homomorfismos de bigrados (—1,0)
y (0, —1) respectivamente.
Un bicomplejo es positivo si estd en el primer cuadrante (K, ,=0sip <00 ¢ <0).

Definicién 3.8. Un homomorfismo f : K — L de bicomplejos es un homomorfismo de
maodulos bigraduados de grado 0 que permuta con los diferenciales fO =0 f y fO =0 f.

Los objetos K, 4 de un bicomplejo pueden ser R-médulos, A-médulos, médulos graduados
y objetos de alguna categoria abeliana.

Definicién 3.9. La homologia iterada H'H" de un bicomplejo K es un objeto bigraduado
que se define como

H H,(K)=ker(d : H,,— H, , )0 Hy\1,

donde . ; )
H,,=ker(0 1 Kpq— Kpg-1)/0 Kpg1

La homologia iterada H" H'K se define de forma andloga.
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Definicién 3.10. Sea K un bicomplejo. Entonces K define un complejo X = Tot(K), donde
Xn= Y Kpayd=0+9":X, > Xn 1.

ptg=n

Definicién 3.11. La primera filtracion F' del complejo X = Tot(K) se define mediante los
subcomplejos F,:
(F,X)n =) Kin-i

i<p

Definicién 3.12. La sucesion espectral asociada a esta filtracion se llama la primera sucesion
espectral & de un bicomplejo.

Teorema 3.5. Para la primera sucesion espectral E' del bicomplejo K con complejo completo
asociado X existen isomorfismos naturales

/2 ~ ’ "
Ep,q = Hqu (K)

Si Kp g =0 cuando p < 0, entonces E;?q = Hpy4(X). Si K es positivo, entonces E estd en
el primer cuadrante.

Demostracién. Sea E = E la primera sucesién espectral.
Entonces por el teorema 3.1, E) . = H), ,(F,X/F, | X).

1"

Probemos que Hp+q(F;;X/F;—1X) = Hp7q(K)'
Sabemos que:

/ " (F)X)n (F)X)n_
o ker{(0 +0°): "5~ = s

H, o (F.X/F, | X)= p17n p17n
pra\p e/ Tp—1 (FLX)ni1 (F) X)),

Im{(& +0): G 0 = Tron)

Pero:
(F;/;X)nJrl = Kpgr1 @ Kp1442® Kp2g13D -+
(F;;lX)n-i-l = Kp 10420 Kp 243D Kp_3044D---
(F;;X)n = Kpg®Kp14+1 8 Kp 2412
(Fp71X)n = Kpfl,qul @ Kp72,q+2 2] Kp73,q+3 SRR
(F;;X)nfl = Kpg1©Kp 1@ Kp 2041+
(Fz;—lX)n—l = Kp 10O Kp 2041 D Kp3442D---
por lo tanto,
(FpX)nJrl ~ (FpX)n ~ K (FpX)nfl ~

T v q+1s T oy QT N ,q—1
(Fp—lX)n"Fl P (Fp—lX)"l P (Fp—lX)n_l P
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asi,

ker{d" : Ky, — Kpq_1}
Im{0" : Kpgr1 — Kpq}

HPJrq(FpX/prlX) =

"

= H, . (K)
por lo tanto E;’q = H;q(K ). Pero por definicién de sucesién espectral tenemos que Eg)q ~
H(E} ,,d") donde d' : E} , — E} , ,, pero como E} , = H;/’q(K) vamos a tener que E2 =

H(H;q, d) = HI',H;(K)‘ Como cada médulo X,, es la unién de todos los F;,Xn, entonces
por la definicién 3.5, la primera filtracién converge superiormente. Si K, , = 0 para p < 0,
entonces Fl_lX = 0, luego por la definicién 3.5, la filtracién estd acotada inferiormente.
Luego, por el teorema 3.2 se tiene que E% = I, (Hpio(X))/Fp—1(Hpiq(X)); por lo tanto,

por la definicién 3.4 obtenemos que E? . = Hpyq(X).

Como el complejo K es positivo, el isomorfismo Eg’q > HZ;H; (X) muestra que E estd en el
primer cuadrante. m

Definicién 3.13. Sea K = {K,,} el bicomplejo con complejo total asociado X = Tot(K).
Entonces la sequnda filtracion F" se define mediante la formula

(Fy X)n=> Knj;
J<p
Definicién 3.14. La sucesion espectral asociada a esta filtracion se llama la seqgunda sucesion
espectral E de un bicomplejo.

Similar a la primera sucesién espectral vamos a tener que (E;,:q)2 = H; H(;({Kq,p}).

Si Kqp = 0 para p < 0, entonces esta sucesién converge a la filtracién F' " del complejo
H(X). Si el bicomplejo K es positivo, entonces ambas sucesiones espectrales estdn en el

primer cuadrante y converge a diferentes filtraciones F y F " del mismo médulo graduado
H(X).

3.3.1. El complejo total F @q C.

Definicién 3.15. Sea F una resolucidn proyectiva de Z sobre Z|G] y C = (Cp)n>0 un
complejo de cadenas no negativa. Sea F®cC el complejo total del bicomplejo {F, ¢ Cq}p.q>0

con diferencial Oy, : @ F,®c Cqy — @ F, ®¢c Cy. Definimos la homologia de grupos
p+g=n pt+g=n—1
con coeficientes en una cadena de complejos como H,(G,C) = H.(F ®¢ C), donde:

ker O,

En el caso de que C' consiste de un solo médulo M concentrado en dimensién 0, entonces
H.(G,C) = H.(G, M). Enunciemos el siguiente lema:

Lema 3.4. Si F es un R-mddulo derecho plano, entonces F @ H,,C = H,(F ® C).
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Proposiciéon 3.1. La primera sucesion espectral del bicomplejo {F,®¢Cq}p g>0 con complejo
total asociado F ®@¢ C converge a Hy14(G,C) = Hy14(F ®¢ C).

Demostracion. De acuerdo con la demostracién del teorema 3.5:
Ep},q = Hp,q({FP ®G CQ}IHQZO) = HQ(FI) ®G 0*78 )

donde 8" : F, ®¢ Cy — F, @ Cy_1.
Entonces por el lema 3.4, sabiendo que F}, es proyectivo luego plano se tiene que:

B, = Hy(F, ®c C.) = F, @ Hy(Cy).

Eziq = H,(F @ Hq(Cq)) = Hy(G, Hy(Cy))
Entonces por el teorema 3.5 la primera sucesién espectral tiene la siguiente forma
E}%,q = H,(G, Hy(Cy)) = Hp14(G,0)
]

Teorema 3.6. Sit:C — C esuna equivalencia débil de G-complejos de cadenas, entonces

H,(G,C) = H,(G,C").

Demostracion. El mapeo 7 induce un mapeo entre sucesiones espectrales y como 7 es una
equivalencia débil, entonces

E. = H,(G,H,C) = H,(G,H,C') = E/,

. . ’
Entonces por el teorema 2.1, 7 induce un isomorfismo entre EJ5 = E 7

demostracion del teorema 3.5:

Fyp(Hp4q(G,C))/Fy1(Hyig(G, C)) = Fy(Hpyg(G,C")) ) Fpo1(Hpiq(G,C)),

, v de acuerdo a la

luego por el lema 3.1 obtenemos que:
H.(G,C)~ H,(G,C)
]

Proposicién 3.2. La seqgunda sucesion espectral del bicomplejo { Fy@cCp}p.q>0 con complejo
total asociado F ®¢ C converge a Hy14(G,C) = Hy14(F ®@¢ C).

Demostracién. La demostracion es similar a la demostracién de la primera sucesién espec-
tral:

E;llhq = HQ(F* ®c Cp) - Hq(G, Cp)
E;,q = Hqu(G>Cp)

Luego E2 = HyH,(G,C),) = Hpyo(G,C). ®

De las dos sucesiones espectrales podemos decir que son aproximaciones de H,.(G,C) en
términos de grupos de homologia H.(G, M).

Ahora veamos unos casos particulares:



20 CAPITULO 3. FILTRACIONES

1. Supongamos que G actia trivialmente sobre C'.
Entonces F @ C' = Fg ® C' y obtenemos la formula de Kiinneth:

0— @ H,GeH,C— H,(G,C)— @ Tor(H,G,H,C)—0
p+q=n p+g=n—1
que describe a H,(G,C) en términos de H,G y H,C.

Anslogamente, si k es un campo y C es un complejo de espacios vectoriales sobre k con
accion trivial de G, entonces

H.(G,C) = H.(G,k)®, H.C

2. Supongamos que cada Z[G]-médulo C,, es libre o que al menos es H,-aciclico.
En este caso de la segunda sucesién espectral tenemos que:

1 o para g # 0
Ep»q - Hq(Ga Cp) - { (Cp)G para q = 0

Demostracién. Supongamos que C), es un médulo Z[G]-libre.

Como C}, es un médulo libre entonces es un médulo proyectivo, por lo tanto, por definicién
de H,-aciclico se tiene que H,(G,C)p) = 0 para g > 0.

Calculemos Hy (G, C,):

Por definicién de Hy tenemos que:

Hy(G,Cp) = Ho(Fo ®c Cp)

pero como Cj, es proyectivo luego entonces es plano, aplicando el lema 3.4 a C, obtenemos
que:
Ho(Fo ®c Cp) = Ho(Fy) ®c Cp

pero Hy(Fp) = 7Z, por lo tanto:
HO(Gvcp) = (Cp)G

Hagamos un andlisis de esta sucesién espectral:

1. Para q¢ # 0.
Por el resultado anterior Ezl,’q = 0, asf de esta manera por definicién de sucesién espec-
_ 2 _ _
tral es claro que 0 = E; = --- = E.
2. Para ¢ =0.
Como
Er+1 ker{E;,O — E;—r,r—l}
,0
P Im{E;+7.7_T.+1 — ET,O}
entonces para r = 1:
2 ker{El,— E} |}

PO Im{Ezle,o - E;;,O}
_ ker{(CP)G — (Cp71>G}
P Im{(Cp+1)c — (Cp)a}




3.3. PRIMERA Y SEGUNDA SUCESION ESPECTRAL. 21

pero el iltimo renglén es la homologia de los coinvariantes, por lo tanto:

Ez,o = HP(<CP)G)
por otro lado, para v > 2; Ef_ . = Ej ., .., =0, de esta manera E;jgl =E,,
luego E2 = --- = E%. Por lo tanto EX% = Hy((Cy)a)-

]
De lo anterior obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.7. Sea C un complejo de cadenas no negativo de G-mddulos tal que cada mddulo
C,, es Hy-aciclico. Entonces existe una sucesion espectral de la forma

Ez%,q = Hp(G,H,C) = Hp4q(Cc)

3.3.2. La sucesion espectral de Hochschild-Serre.

Teorema 3.8 (Hochschild-Serre). Para cualquier extension de grupos 1 - H — G —
Q — 1 y cualquier G-mddulo M existe una sucesion espectral de la forma

Ef),q = HP(Q,Hq(H, M)) = Hp+q(GvM)

NOTA: Se tiene una sucesion espectral andloga en cohomologia, se construye fdacilmente
probando que Homg(F, M) = (Homg (F, M))<.

Demostracion. Enunciaremos el siguiente lema que ocuparemos para la demostracién del
teorema:

Lema 3.5. 1. Para cualquier G-conjunto S se tiene que (Z[S])q = Z[S/G].

2. Sea H un subgrupo normal de G y M un G-mddulo.
La accidn de G sobre M induce una accion de G/H sobre Mpy.
a) Mg = (MH)G/H
b) My =g/ Z|G/H] ®zi6) M
Continuando con la demostracion:
Sea F una resolucién proyectiva de Z sobre Z[G] y M un G-médulo.
Sea Cp, = (F, ® M) y. Entonces C), es un G/H-médulo y es H,-aciclico.
Demostracién:
La accién que permite que C), sea un G/H-mddulo es la siguiente:
G/H X (Fp ®M)H — (Fp®M)H
(gH ,z@m) — glx@m)=gr@gm

Ahora probemos que C), es H,-aciclico.
Como F, = UZ|G], entonces:

Cp = (Fp © M) i = [(VZ[G]) ® M]u = [W(Z[G] © M)l



22 CAPITULO 3. FILTRACIONES

Entonces es suficiente probar que (Z[G] ® M)y es H,-aciclico.
Por el lema 3.5 tenemos que:

(Z[Gl® M)y =g/g Z|G/H] ®zc) (Z|G] @2 M)
= (Z|G/H] ®z/c) Z|G]) @z M
>~  7Z[G/H]) &y M

pero por el lema de Shapiro, se tiene que Z[G/H] ®z M es H,-aciclico, por lo tanto (Z|G] ®
M)y es H.-aciclico.

Ya que F @y M = (F ® M)y es un complejo de cadenas de G/H-mdédulos y como cada
Cp = (Fp, ® M)g son H,-aciclicos para cada p, entonces por el teorema 3.7:

By, =Hy(G/H Hy(F @y M)) = Hyyo((F@u M)a/n)
pero F @c M = (F ® M)¢, entonces por el lema 3.5 obtenemos:
FoeM=(FoM)c=(FeMug)en=F@n M)e/n

por lo tanto
H(F ®c M) = H.((F ®n M)an)

luego, la sucesién espectral tiende a H,14(F ®¢ M), es decir;
EI%,C] :Hp(Qqu(HaM)) = Hl)+q(G7M)
]

Corolario 3.1. Sea 1 - H - G — Q — 1 una extension de grupos y M un G-mddulo.
Entonces se tiene la siguiente sucesion exacta:

Hy(G,M) = Ho(Q,Mg) - Hi(H,M)o — Hi(G,M) = H(Q,Mp) =0

Demostraciéon. Probemos que la filtracion del DG r-médulo X = F ®g M estd canoénica-
mente acotada:

NOTA:Trabajaremos con la primera filtracién:

Como M; = M para toda i, entonces:

(F 1 X)p=(F1®cM)&(F 06 M)®---=0
Ahora veamos que (F, X ), = Xn:

(FoX)n = ®icnKin-i
= (F,@cM)® (Fo1®cM)& - & (Frog M) (Fy®c M)

Asi nuestra filtracién estd candénicamente acotada, luego por el teorema 3.3 la sucesion es-
L4 / z .
pectral de la filtraciéon F' esta en el primer cuadrante,

(3.7)
0=F H,(G,M) C FyH,(G,M) C F,H,(G,M) C --- C F,H,(G,M) = H,(G, M)



3.3. PRIMERA Y SEGUNDA SUCESION ESPECTRAL. 23

Ey, = FpHpo(G,M)/Fy 1Hpyo(G, M) (3.8)

Probemos que la siguiente sucesién es exacta:

0— EgY LR Hy(G,M) 5 EYS —0 (3.9)
por la ecuacién (3.8) para p =1y ¢ = 0, tenemos:
EY, = FHi(G,M)/FyH\ (G, M)
pero por la ecuacién (3.7), paran =1 F1H (G, M) = H1(G, M),
BTy = Hi(G, M)/ FoH (G, M)
por otro lado, por la ecuacién (3.8) parap =0y ¢q = 1:
B = FoHi(G,M)/F_H\(G,M)
pero por la ecuacién (3.7) F_1Hy(G, M) = 0, por lo tanto
B = FyH\ (G, M)

., R . .,
de esta manera es claro que la sucesiéon dada es exacta, ya que ¢ es la inclusién y 7 es el
homomorfismo canénico.
Probemos que la siguiente sucesién es exacta:

, s .
0— B35 = E%,O B ESy = Egy—0 (3.10)

donde ¢ y j son los homomorfismos limites.
Demostracion:
Como E3, = ker{d®: E3, — Eg,} y ademés E;':Bl = ker{d" : E5, — Ej_,, 1}, entonces
ya que E esta en el primer cuadrante, £5_,. ., =0 parar > 3, asi E;Bl = Ej .
Por lo tanto
2 3 _ pr w4l o
ker d° = EQ,O =...= E2,0 = E270 = E2,0

luego im i = ker d>.

Como Ej |, = Ej, /im d* = Eg, entonces j : E§ | — (Eg ,/im d?), por lo tanto es claro que
ker j =im d2.

Entonces de las sucesiones exactas (3.9) y (3.10), obtenemos la exactitud de la siguiente
sucesion:

co 1t 2 d2 2 i/oj T 9
0— E5y — Eyg— Egy — H(G,M) — Efqg—0 (3.11)
pero por las ecuaciones (3.8) y (3.7), parap =2y ¢ = 0:

E5y = FoHy(G, M)/ FiHy (G, M) = Ho(G, M)/ F1Ho (G, M) (3.12)
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y por Hochschild-Serre:
E3 = Ha(Q, Ho(H, M))

pero Ho(H, M) = My, asi:

E3 o = Hy(Q, My) (3.13)
nuevamente por Hochschild-Serre:

Efy = Ho(Q, Hy(H, M))
pero Hy(Q, Hi(H,M)) = H1(H, M)q, por lo tanto;

Ej, = Hi(H,M)q (3.14)
finalmente

E} o = H\(Q, Ho(H, M)) = H\(Q, M) (3.15)

por lo tanto, sustituyendo las ecuaciones (3.12), (3.13), (3.14) y (3.15) en la ecuacién (3.11),
obtenemos:

Hy(G, M)

— m — Hy(Q,Mp) — Hi(H,M)q — H(G,M) — H(Q,My) =0

pero como 7 : Ho(G, M) — Hy(G,M)/F1Hs(G, M) es epimorfismo, entonces la siguiente
sucesion tambien es exacta:

Hg(G,M) — HQ(Q,MH) — Hl(H,M)Q — H](G,M) — Hl(Q,MH) — 0

Calculos de Homologia con Sucesiones Espectrales.

Utilizando el teorema de Hochschild-Serre daremos aproximaciones de la homologia con
coeficientes en Z del producto semidirecto de Z X Zo v Zy X Zo.
Sea G = H x @ el producto semidirecto de H y Q. Para la acciéon de Q sobre H, se tiene

QxH — H (3.16)
(¢.h) = w(a)(h)
donde ¢ : Q — Aut(H).

Ademss, tenemos la sucesién exacta corta
0H—-HxQ—>Q—0

donde H es normal en H x Q y Q = H?NQ
NOTA: La accién que se obtiene de conjugar H dentro del producto semidirecto con elementos
de @ coincide con la accién que dio origen al mismo producto:

(L) (h1)(1,9)7" = (¢(g)(h),1)
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Si M es un H x -mdédulo entonces el teorema de Hochschild-Serre nos dice que existe una
sucesion espectral de la forma

B2, = Hy(Q, Hy(H, M)) = Hyyo(H x Q, M) (3.17)

Para describir la sucesion espectral, observamos que el grupo cociente ) actia sobre la
homologia de H. Averigiiemos cémo lo hace.

A continuacién estaremos hablando en la categorfa C donde un objeto es un par (G, M)
tal que G es un grupo y M es un G-médulo y un morfismo (G, M) — (G’l,M') es un par
compatible (a, f); es decir, a : G — G’ es un homomorfismo de gruposy f: M — M’ es un
homomorfismo de grupos abelianos tal que f(gm) = a(g)f(m).

Sea g€ HxQ.

Como M es un H x Q-médulo y H < H x () entonces tenemos el isomorfismo ¢(g) : (H, M) —
(9gHg=', M) en C dado por

1

(h N ghg™";m »£> gm)

donde M es un H-médulo con la accién dada en la ecuacién (3.17), definida por

on:HxM — M (3.18)
(h,m) = horm

Sea F, = 7 — 0 una resolucién proyectiva de H-médulos.

Sea 7 : Fo — F, la aplicacién identidad 7(x) = x, como ¢(g) es un isomorfismo entonces
existe a,-1, luego a la resolucion F, 5 Z — 0 le podemos dar estructura de gHg "
de la siguiente manera:

-modulos

gHg 'xF — F
(ghg™"z) = ag-1(ghg™ ")z = ha

Asi 7(hz) = hx = ghg~'z = ay4(h)z, de esta manera T es una aplicacién de cadenas compat-
ible con ay.

Ademas la aplicacién 7 ® fy : Fo @g M — Fo ®4p4-1 M dada por 7 ® fy(x ®@ m) =z ® gm
es una aplicacién de cadenas que induce el isomorfismo bien definido c(g)« : H.(H, M) —
H.(gHg™ ', M); es decir, ¢(g)«([x ® m]) = [z ® gm].

Por lo tanto, la accién conjugacién de H x @ sobre (H, M) induce una accién del grupo
cociente @ sobre H,(H, M) dada por

o0:Q x H,(H,M) — H.(H,M)
(¢, [r@m]) = [z®qosm] (3.19)
donde denotaremos como o3 a la accién de ) sobre M.

Lema 3.6. Sea H un grupo ciclico infinito con generador t, entonces

MH q:O
Hy(H,M)={ M" ¢=1
0 qg>1.
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Demostracion. Para un grupo ciclico infinito, tenemos la siguiente resolucion proyectiva de
H-médulos:

0— Z[H|'S Z[H] 57 -0

asi, aplicando a esta resolucién el funtor — ® i M, obtenemos:

Z[H|®u M -0

Tm (t—1®17) 9=
Hy(H,M) =< ker(t—1®1y) q=1
0 q>1.

Probemos que Hy = My.
ZH| @M~ ZH]®uM  ~
Como — ®yg M es un funtor exacto derecho entonces Tm G112 —H Ter(-161) —H

% — Z @y M es dado por p[r@m] =

e(z) @ m. Ademds, Z ®yg M y My son H-médulos bajo la accién:

Z®pg M, donde el ultimo H-isomorfismo ¢ :

HXZ®g M — ZQgM

(h,n®m) = n@m=n®hm
HxMy — My
(h,[m]) = [hm] = [m]

entonces Z®y M =y My bajo el H-homomorfismo 6 : Z®&y M — My dado por §(n®@m) =
[nm].

Mostremos que Hy = M.

ker(t—1®1p) = {z@m € Z[H|@u M | txr@m = x@m}, ademds ker(t—1®1y) = ker(t—1)M
bajo el homomorfismo v : ker(t — 1 ® 1p7) — ker(t — 1)M dado por v(x ® m) = xm, por lo
tanto ker(t — 1)M = {zm € ker(t —1)M | tzm=am} ={m e M | m e M7} =

Lema 3.7. Supongamos que tenemos la sucesion espectral dada por la ecuacion (3.17), donde
H es un grupo ciclico infinito, entonces la accién de Q sobre Hy(H, M) = My y Hy(H, M) =
MH es dada por

OQIQXMH — MH
goz[m] = [gozm] (3.20)

o0: Qx MH - MH
goam = qozm (3.21)

Demostracién. Sabemos que Hy = My bajo la composicion de isomorfismos 6 o ¢ dados

en la demostracién del lema anterior, pero como 2i12sM
» P Fer(t—1®127)

oy dada en la ecuacién (3.19)) entonces My tiene una unica estructura de Q-mdédulo tal que

el isomorfismo 6 o ¢ es equivariante, de esta manera se tiene que @ actia sobre My como

indica la ecuacién (3.20).

Por otro lado, H; = M* bajo el homomorfismo v (ver la demostracién del lema anterior) y

como v tiene que ser Q-equivariante se tiene que oo m =qoz3m,V g€ Q, me M. m

es un @Q-mdédulo (bajo la accién
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Lema 3.10. Si Z es un H-mddulo con la accion trivial, entonces
Zy =g 7
y st Zg es un Zp-mddulo (n es nimero par) bajo la accion:

OQ:ZTLXZH — ZH

Tog[z] = [Fozz]=[(—1)"7]
entonces (Zy)z, = Ly, =z, Zs.

Demostracién. Sabemos que Zg se define como el médulo cociente del médulo Z por el
subgrupo aditivo generado por los elementos de la forma hm —m(h € H, m € M) y como H
estd actuando de forma trivial sobre M entonces es evidente que Zy =gy Z. Cabe mencionar
que para cualquier G-médulo M con accién trivial Mg =g M.

Como Zy =y Z 'y Zy es un Z,-moédulo entonces Z tiene una unica estructura de Z,-moédulo
tal que el isomorfismo « : Zy — Z dado por «([z]) = z es Z,-equivariante, asi

09 1 Ly X7 — Z
Fogz = (—1)"z
luego, ya que Zgz,, es el mas grande cociente de Z en que Z,, actia trivialmente:
Zp X Lz, — Zg,
(7 [2]) = [reaz]=1[(=1)"2] =[]

por otro lado, supongamos que Z, actua trivialmente sobre Zs, entonces el isomorfismo
Zz,, =z, Zs es dado bajo el Z,-homomorfismo f : Zz, — Zs dado por f[z] = Z, el cual no es
dificil ver que estd bien definido. m

De aqui podemos ver que si Z actia sobre si mismo de forma no trivial (como se define
en la ecuacién (3.23)) entonces Zz, =z Zs.

1. Calculemos H,(Z X Zs,Z).
Por la ecuacién (3.17):

EIZJ,Q = HP(ZQ7HQ(Z7Z)) = Hp+q(Z X Z27Z)

Como Z es un grupo ciclico infinito entonces por el lema 3.6 obtenemos

ZZ q= 0
H (Z,Z)={ 77 ¢q=1 (3.24)
0 q>1.

donde Z actiia sobre si mismo como en la ecuacién (3.23), ademds por los lemas 3.7 y
3.9, Zy actia de forma trivial y no trivial sobre los invariantes y coinvariantes de Z; es
decir

(2]

Tog (2] = T € Lo, |2] € Zyg,

(=1)"[z]-
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z
7092 = ’FEZQ,ZGZZ

(=1)"=.
Por lo tanto, Equ depende de como definamos a oy y oy, obteniendo los siguientes casos:
Caso I. Supongamos que o7 y o son triviales.
Como o7 es trivial, ya vimos en el lema 3.10 que Zy; =, Z, ademés es evidente que
Z% = 7, por lo tanto

Z q=0
Hy(Z,Z)=<s Z q=1
0 ¢g>1.

g H(Z22) q=0,1
P 0 g>1.

Calculemos Hy,(Z2,Z).

NOTA: Como Zs estd actuando de manera trivial tanto los coinvariantes como los
invariantes, entonces oy es trivial sobre Z.

Como Zs es un grupo ciclico finito, por el lema 3.8:

ZZz B p= 0
Hp(Zy,Z) = {  coker{N : Zz, — Z**} p = impar (3.25)
ker{N :Zz, — 7Z*2}  p = par.

como Zsg esta @ctuando trivialmente sobre Z entonces Ly, y 722 son isomorfos a Z. Por
definicién de N, para cualquier [n] € Zz,, N([n]) = 00y n + 10z n, pero como oy es
trivial, entonces N([n]) = 2n, luego Im N = 2Z y ker N = {[0]}; por lo tanto

Z p=0
Hy(Z2,Z) = § Zy p=impar (3.26)
0 p=npar.
Asi
Z p=0, q=0,1
7 = impar =0,1
2 A~ 2 P par, (¢ )
Ep,q - 0 p = par, q= 07 1 (327)
0 g¢g>1.
Caso II. Supongamos que o; es trivial y os es no trivial.
Como o5 es trivial, ya vimos que:
Zy, Z q=0
Hy(Z,7Z) = 7P = 7 q=1 (3.28)

0 0 g¢g>1.

y que para calcular Equ es suficiente que calculemos H,(Zz,Z), pero sabemos que
H,(Z,Z) es un Zy-médulo entonces Z tiene una unica estructura de Zo-médulo, de esta
manera:

0y :Zo Xl — Z

Foon = (=1)"n
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entonces por el lema 3.10 tenemos que Zgz, =z, Zo, ademés es claro que Z%22 = {0}. Por
lo tanto, siguiendo la ecuacién (3.25):

ZQ p= 0
H,(Zy,Z)= (¢ 0 p=impar (3.29)
Zs p = par.
por lo tanto,
ZZ b= 07 q= 07 1
2 A~ 0 p=impar, ¢q=0,1
P4 Zy p=par, ¢q=0,1
0 g¢g>1.

Caso ITI. Supongamos que o; es no tivial y oy es trivial.
Como o7 es la no trivial, ya vimos anteriormente que Zy =z Z,, ademés es evidente
que Z% = {0}, asf siguiendo el isomorfismo de la ecuacién (3.24) obtenemos:

[ Zy qg=0
Hq(Z,Z):{02 g>1.

luego
E2 ~ { HP(ZQ,ZQ) QZO
P4 0 q>1.
Solo falta calcular H,(Z2, Zs).
Nota: Como o5 es trivial entonces Z, esta actuando trivialmente sobre los coinvariantes
de Z el cual ya probamos que es isomorfo a Zs.
Como Zs es un grupo ciclico finito, por el lema 3.8:

(Z2)z, p=0
H,(Zs,Zs) = cok‘er_{N :(Z2)z, = (Z9)*2} p = impar
ker{N : (Z3)z, — (Z3)*2} p = par.

Sea [71] € (Z2)z,, como Z; estd actuando trivialmente entonces N ([f1]) = 0ogfi+1ogn =
2 =0, asi Im N = {0} y ker N = (Z3)z,.

Como Zs estd actuando de manera trivial sobre s{ mismo entonces (Z2)z, =z, Z2 y
(Z3)*2 = Zs, de esta manera:

Z2 p= 0
H,(Z2,Z5) = Zo p = impar (3.30)
Zs p = par.
por lo tanto
2 ~ ) Z2 qg=0
E,, = { 0 g>1. (3.31)

Caso I'V. Supongamos que o7 y oy son ambas no triviales.
Es claro que Z% = {0}. Por otro lado Z, actiia sobre Zz de la siguiente manera:

OQZZQXZZ — ZZ

(rlz) = [(=1)"%]
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pero Z actia sobre Zz de la misma manera como lo hace Zy (r[z] = [ro1z] = [(—1)"z] =
[2], Vr € Z, [2] € Zz); por lo tanto oy es trivial. Luego, este caso es el mismo que el
caso III salvo isomorfismo.

2. Calculemos H.(Zy X Z,7Z).
Por la ecuacién (3.17) tenemos que:

EZQMZ = H,(Zo, Hy(Z4,2)) = Hpyo(Zg % Lo, Z)

donde las acciones o1 y oy actuardn de dos Unicas maneras (ver los lemas 3.9, 3.7 y la
ecuacién (3.22)), la trivial y no trivial. Por lo tanto, E2 = depende de cémo definamos
a o1 y og, obteniendo los siguientes casos:

Caso I. Supongamos que o7 y o son triviales.

Como Z4 es un grupo ciclico finito por el lema 3.8 se tiene que

(Z)Z4 _ q=0
Hy(Z4,2) = { coker{N : (Z)z, — (Z)**} q = impar (3.32)
ker{N : (Z)z, — (Z)%+} q = par.

Como Zj4 actiia trivialmente sobre Z entonces es evidente que (Z)%* = Z, ademés
(Z)z, =z, Z (ver el lema 3.10). - B
Por otro lado, sea [n] € (Z)z, entonces por definicién de N se tiene que N([n])

—~~

Oo1n+loin+201n+301n =4n, asi Im N = 4Z y ker N = 0, luego coker N =2 % >~ 7Z4.
Luego por la ecuacién (3.32):
7Z q=0
Hy(Z4,Z) =< Z4s q=impar
0 g =npar.
as{
H,(Z2,Z) q=0
E, =< Hy(Zy,Z4) q=impar (3.33)
0 q = par.

NOTA: Z, actia trivialmente sobre Z y Z4 ya que oy es trivial sobre Zz, y coker N.
Resolvamos H,,(Zs,Z).

Como Zs estd acuando trivialmente, este caso ya lo resolvimos en la ecuacién (3.26).
Calculemos H,(Zs,Z4).

Como Zs es un grupo ciclico finito, por el lema 3.8 tenemos que:

(Z4)z, p=0

Hy(Zy,Zs) = $ coker{N : (Zs)z, — (Z4)**} p = impar
ker{N : (Z4)z, — (Z4)*2}  p = par.

pero (Z4)z, =z, 74y (Z4)*2 = Z4, por otro lado, sea [ € (Z4)z, entonces N([n]) =

00y 7+ 10y 7 = 27, por lo tanto Im N = {2n | i € Z4} = {0,2}. Ahora
ker N = {[n] € (Z4)z, | N([n]) =0}
ker N = {[n] € (Za)z, | 2n =14q, q € Z}
ker N = ({0,2})z,.
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por lo tanto
Z4 p= 0
Hy(Z9,Z4) =2 Z4/{0,2} p=impar (3.34)
({0,2})z, p = par.

finalmente segiin la ecuacién (3.33), E;q es isomorfo a:

/ p=0, qg=0
Lo p=impar, ¢q=0
0 p = par, q=0
Ez,q =R p=0, q = impar (3.35)

Z4/{0,2} p=impar, ¢ = impar
({0,2})z, p=par, ¢=impar
0 ¢ = par.

Caso II. Supongamos que o; es trivial y oy es no trivial.
Como o7 es trivial ya vimos en el caso anterior que:

ZZ4 7 q= 0
Hy(Z4,7) = coker{Zy, — Z%} ={ Z, q=impar (3.36)
ker{Zz, — 7*+} 0 ¢g=par.
y
H,(Z2,Z) q=0
Ef),q ~( H,(Z3,Z4) q=impar (3.37)
0 q = par.

Resolvamos H,,(Z2,Z).

Hechando un vistazo al ejercicio 1, ya calculamos H,(Z2,Z) en la ecuacién (3.29).
Resolvamos H,(Zs, Z4).

Pero

OQZZQXZ4 — Z4

Foom = (=1)™n

pero en Z,4 se cumple que (—1)"n = @1, por lo tanto Zy actia trivialmente sobre Zj.
Asi regresando al caso anterior, ya calculamos H)(Zs,Z4) (ver la ecuacién (3.34)).
Por lo tanto

Ly p=0, q=0
0 p=1, q=20
Lo p>1, qg=0
E?2 ~{ 74 p=0, q = impar

P.a o
74/{0,2} p=impar, ¢ = impar
({0,2})z, p=par,  q=impar
0 q = par.

Caso ITI. Supongamos que o es no trivial y og es trivial.
Calculemos H,(Z4,Z) (ver la ecuacién (3.32)):
Ya que Z, actda no trivial sobre Z, ya vimos en el lema 3.10 que (Z)z, =z, Za,
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ademds (Z)%?* = {0}, por lo tanto coker N = 0, por otro lado, dado cualquier elemento
[m] € (Z)z, se tiene que N([m]) = 0oym+Toym+20;m+301m = m—m-+m—m = 2m;
por lo tanto rapidamente tenemos que kerN = {0}, asi el isomorfismo de la ecuacién
(3.32) es el siguiente:

[ Zy q=0
mn={ ¢ 12

de esta manera
E2 Hp(Z27ZQ) q = 0
P,q 0 g>1.

pero el célculo de la homologia H,(Z2,Zs>) ya lo resolvimos en la ecuacién (3.30) ya
que oy es trivial, asi:

1%

H,(Z9,Z2) = Zs, Vp

por lo tanto
/ =0
2~ 2 4
Epq = { 0 g¢g>1

Caso I'V. Supongamos que o7 y oo son no triviales.
Como o; es no trivial, en el caso anterior ya vimos que:

[z =0
maz={ i 120

De esta manera solo falta calcular Hy(Za,Zgz,).
Como o5 es no trivial entonces:
09 : ZLig X ZZ4 — ZZ4
Foslsl = [(-1)4

Veamos que esta accién es trivial.
Es suficiente que probemos que para r impar se tiene que [(—1)"z] = [2], pero Zgz, es
el mas grande cociente de Z en que Z4 actia trivialmente; es decir,

Ly X ZZ4 — ZZ4

Rozle] = [morz] =[(~1)"] = [4

pero esta acciéon nos esta diciendo que para numeros pares y en particular nimeros

impares [(—1)"z] = [2], luego se tiene lo que querfamos.
Por lo tanto Hy(Z2,Zz,) = Hp(Z2,Zs), €l cual es igual al caso anterior salvo isomor-
fismo. W

3.3.3. Homologia Equivariante.

Definicién 3.16. Sea X un G-CW -complejo.
Sea C = C(X) el complejo de cadenas celular del G-CW -complejo X, es decir, el grupo
abeliano libre generado por las células de X.

GxCX) - C(X)

(9> moo) = > n.go
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Definimos
H{(X) = Ho(G,C(X)) = Hi(F @6 C(X))

y se llama el grupo de homologia equivariante de la pareja (G, X).

Definicién 3.17. Sea M un G-mddulo arbitrario, y sea la accion diagonal del grupo G sobre
C(X,M)=C(X)® M. Entonces definimos

HE(X,M) = H.(G,C(X, M)).
Definicién 3.18. En forma andloga se definen los grupos de cohomologia equivariante
HiH(X, M) = H*(G,C*(X,M)).

Definicién 3.19. Sea X un espacio topoldgico finito y G un grupo finito, definimos los
grupos de cohomologia de Tate equivariantes

HE(X, M) = H*(G,C*(X, M)).

Si Y C X es un subespacio G-invariante, entonces se pueden definir los grupos de ho-
mologia y cohomologia relativos equivariantes con ayuda del factor cociente C'(X,Y) =
c(Xx)/cy).

En este consideraremos solamente a los grupos de homologia equivariante HE (X, M).
Todos los resultados obtenidos tendran lugar también para la cohomologia y homologia rel-
ativa. Es claro que HE (pt, M) = H,(G, M).

Proposicién 3.3. Para la primera sucesion espectral del bicomplejo {F, @a Cq(X, M)}y 40

con complejo total asociado F @ C(X, M) converge a HS, (X, M). Es decir;

E127,q = H,(G, Hy((C(X) @ M)q) = HE

p+q

(X, M) (3.38)
Demostracién. Habiamos visto que
Ez,q = HP(G, Hq((C(X) X M>q) — Herq(G) C’(X) ® M)

pero por la definicién 3.17 H,,(G,C(X)® M) = HS

g (X M). Asf se tiene el resultado. m

Teorema 3.9. Si f : X — Y es un G-mapeo celular de un G-CW -complejo en otro tal
que f. : H.X — H,Y es un isomorfismo, entonces f induce un isomorfismo HS (X, M) 5
HE (Y, M) para cualquier G-mddulo M. En particular, si el espacio X es aciclico entonces

HE(X,M) 3 H.(G,M).

Demostracion. Ya que f, es un isomorfismo, por el teorema 3.6 se tiene rapidamente el

isomorfismo HS (X, M) 3 HE(Y,M). Ahora si X es aciclico esto implica que H,(X) =

H., (punto), entonce por este mismo teorema HE (X, M) = HE (punto, M) = H.(G,M). m
A un G-CW-complejo X, el G-médulo Cy,(X) lo podemos ver como:

Cu(X)= @ Indg, Z,
oey,
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Lema 3.8. Sea H un grupo ciclico finito con generador t, entonces

My q=0
Hy(H,M) = ¢ coker{N : My — M*} ¢ = impar
ker{N : My — NH} q = par.

Demostracion. Para un grupo ciclico finito tenemos la siguiente resoluciéon proyectiva de
H-médulos:

SzH S z[H) S Z[H) S Z >0

donde N(z) = Zf;ol tiz.
Luego aplicando a esta resolucién el funtor — ® g M, obtenemos:

Z[H]®u M _
Tm (H%W) q=0
Hy(H,M) = 716;,:1(&25;%) q = impar
ker(N®1a)

Tm(i—1@1,) 4~ par.

Igualmente como en el lema 3.6 vimos que, % > My y ker(t —1®@1y) =2 MY,
ademds I'm(t — 1® 1p) & kere @ g M = kere M; por otro lado, dado que Z[H] @y M = M
entonces a N ® 1ps la podemos escribir como N : M — M (sin pérdida de generalidad
pongamos N = N ® 1,7 ) y ademds satisface que N(hm) = N(m) (h € H, m € M) y que
N(M) € M*¥; de esta manera N induce la aplicacién norma N : Mg — M*; por lo tanto
para ¢ impar, H, = ;\fn—lj\—, = cokerN y para q par, H, 2 kerN. m

Por lo tanto, si la sucesién espectral es dada como en la ecuacién (3.17), donde H es un
grupo finito la manera de como actia @) sobre los invariantes My es definida como en el lema
3.7, y dado que kerN es un submédulo de My, entonces @ actia sobre kerN de la misma

manera como la hace sobre Mg, ademas:

H

= €cQR,mec —=. 3.22

q o2 [m] [q 03 m] qgEQ, m ImN ( )

Lema 3.9. Sin es par, entonces hay dos diferentes y unicas acciones de Z,, sobre Z, dadas
por:

_ z
Foz=
(=1)r=.
st n es impar, entonces solo hay una unica accion de Z,, sobre Z, que es la trivial.

Demostracion. Como Aut(Z) = Zs entonces se tiene que hay dos posibles acciones de Z,,
sobre Z dadas como lo enuncia el teorema, pero la accién dada por 7oz z = (—1)"z estd bien
definida si y sélo si n es par. m

Cabe mencionar que el grupo Z actia sobre si mismo de la misma manera como lo hace
Z.,, es decir;

royz= r,z €L (3.23)
(=1)"z.
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donde

conjunto de representantes de las G-6rbitas de n-celdas,

(]
|

{9 € Glgo =0}
<-1,1> dondeaz{

N Qs
)
Il

q

1 si la orientacion de o es positiva,
—1 sila orientacién de o es negativa.

y donde Z, es un G,-médulo con la accién dada por

Go XLy — Zgy
(9.1) —» i — 1 si g preserva la orientacién de o,
9> 9=\ -1 s g cambia la orientacién de o.

Afirmacién 3.1. Sea M, = Z, ® M. Entonces M, es un Gs-mddulo.
Demostracién. La accién es dada por

Gy x M, — M,

(9,i®m) — gi®m
]

Afirmacién 3.2. C,(X,M) = @ Indg M,.
UEZP

Demostraciéon. Por definicién de mdodulo inducido:

CX)eM = (P ZG)®g, Z,) @ M
UEZP

P (z(G ®a, Z,) @ M)
O'GZP

@ (Z[G] ®a, Ma)
O’EZP

P mdg M,
aezp

1%

1%

IR

Proposicién 3.4. Para la seqgunda sucesion espectral del bicomplejo {F, ®¢ Cp(X, M)} con
complejo total asociado F ®g C(X, M) se tiene que

Ey,= @ H (G, M,) = H

G (X, M) (3.39)
UEZP
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Demostracion. Habiamos visto que

By, =Hy(G,Cp(X) @ M) = Hyi (G, C(X) @ M) = HY,

p+q(X’ M)

pero por la afirmacién anterior Cp(X) @ M = @ I ndga M, entonces:

O’GZP
By, = Hy(G,Cp(X)® M)
=~ H,(G,  mdg M,)
O'EZP
=~ H (P (Fec Indg M,))
UEZP
=~ P Hy(F®¢Indg M,)

G‘GZP

ya que G, C Gy M, es un G,-mddulo, por el lema de Shapiro [2]:

P Hy(F ®c Indg M,) = € Hy(G,,M,)
UEZP O’EEP

por lo tanto E} , = @ H,(Gy,M,). m
oEY,

Teorema 3.10. Si X es un G-CW libre entonces existe una sucesion espectral de la forma
Ezznq = H,(G, H,X) = H.(X/G)

NOTA:Esta sucesién espectral se llama la sucesién espectral de CARTAN-LERAY asoci-
ada al cubriente regular X — X/G.
El teorema 3.10. sigue siendo cierto para cualquier médulo M como coeficiente, pero los
grupos de homologia H,(X/G, M) se deben de interpretar como grupos de homologia con
coeficientes locales y la accién de G sobre M no es trivial.
Ahora consideremos el caso cuando X es aciclico y la accién de G no es necesariamente libre.
Entonces por el teorema 3.9. HE (X, M) = H,(G, M).
De esta manera la sucesion espectral (3.39) se puede escribir de la forma:

1
E),= @ Hy(Go. M) = Hyio(G, M)
G‘GZP
Esta sucesion espectral es una importante forma de célculo de la teoria homolégica de grupos.

Es claro que para utilizarlo es necesario encontrar un espacio aciclico X interesante sobre el
cual actia el grupo G.



Capitulo 4

La sucesion espectral de los
invariantes.

Sea Q un grupo finito que actia sobre un grupo G como un grupo de automorfismos.
Esta accién induce una accién de @ sobre el complejo barra estdndar Co(G) que se usa para
el calculo de la homologia de G. Si A es un grupo abeliano tal que G y @ actian trivial-
mente sobre A, entonces podemos definir los grupos de homologia con coeficientes H. @ (G, A).
La inclusién de los complejos (Co(G) ®@g A)? — Co(G) ®g A induce un homomorfismo
HE(G,A) — Ho(G, A) cuya imagen estd contenida en el subgrupo H, (G, A)? de clases de
homologia de @Q-invariantes. La aportacion de esta tesis fue dar una sucesién espectral en
donde estan relacionados los grupos de homologia H? (G, A) y H,(G, A)? (teoremas 4.1 y
4.3). Ademds, dimos una generalizacién de la proposicién 2-1 del articulo de Kevin P.Knudson
[1] el cual enuncia lo siguiente:

Supon que Q = Z/p donde p es un primo. Entonces para n > 0, D,, = C,(G%;Z/p);
consecuentemente hay un isomorfismo h,(De) = H, (G?;Z/p).
A continuacién proporcionamos las definiciones en el cual se sustentan nuestros resultados.

Definicién 4.1. Sea G un grupo y sea [g1 | -+ | gn) = (1, 01,9192, , 91 gn) tal que
g9; € G Vi, definimos el grupo libre B, (G) = Z{[g1 | --- | 9n] | 9 € G}, Bn(G) es un
G-mddulo bajo la accion:

glgr |-+ 1 9l = (9,991, 99192, . 991 gn)
Definicién 4.2. Definimos el complejo barra Co(G) = Be(G) ®¢ Z:

Co(G) = -+ — Co(G) 22 €1(G) 2 6y (@)
donde el diferencial 0,, : Bp(G) — Bp_1(G) es dado por:
n—1
Onllgr |- 1gnl) =gulga |-+ [ gul+D_(=D)Flgr [ -+ | grgrsr |-+ | gal+(=1)"[g1 | -+ | gn—1]
k=1

37
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Definicién 4.3. Sea A un grupo abeliano, definimos el complejo de cadenas Co(G) R A
donde G actia de forma trivial sobre A y el diferencial es dado por @171 4. Denotaremos
su homologia como He(G, A).

Definicién 4.4. Sea Q un grupo finito actuando como un grupo de automorfismos de G. La
accion de @ sobre G induce una accion sobre Co(G) ®a A por

q(gr |- gl ®ca)=1[q(g1) | -~ | a(gi)] ®c a

Sea el subcomplejo de invariantes de Co(G) @c A por (Co(G) ®g A)?, denotaremos la ho-

mologia de este subcomplejo como HE (G, A). Ademds la homologia del subcomplejo Co(G)o®a
A serd denotada como He(Co(G)g, A).

Cabe mencionar que si @ actia trivialmente sobre A entonces se tiene el isomorfismo
(Co(G) ®g A)? =2 (Co(G))? ®¢g A, por lo tanto sus grupos de homologia son isomorfas.

Lema 4.1. Sea Q = Z/p* = (t), donde p es primo. Entonces

k
Cu(G)? =P X;
=0
donde:
Xo = Z{lgr |-l gnl | 95 € GO},
p'—1
k—1i
Xi = Z{Y_ gl lonl| g5 €GP yIig € {1, n} tal que
s=0
k—(i—1)
Gio §é GZ/p }7
para 1 <i<k.
Demostracion. Probemos primero que efectivamente Xg, - - - , X son submédulos de C’n(G)Z/ "
p'—1
Para esto es suficiente probar que cada suma Z t°[g1 | -+ | gn), con las respectivas hipétesis,
s=0
es un punto fijo de Q. Demostremos que
p'-1 p'-1
Y g [ gl =Y o | lga), 0<m<pF—1
s=0 s=0
Si p’ divide a m, entonces m = p'q y asi:
p'—1 p'—-1
Y g [ Lgal = Y T gn |- | gn
s=0 s=0
pero como Z/)p* = (t) entonces Z/pF~t = (tpi> Vi=1,---,k—1, luego por hipdtesis

g; € G para 1 < j < n entonces t7'+5[gy | -+ gu] = U gy [ -+ | ga] = tlgn | - | gul,
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0 < s <p'—1; por lo tanto

pi—1 p'—1
"y gy | gl =D o |- | gnl
s=0 s=0
Si p* no divide a m entonces m = piq+1r, 0 < r < p'. Asi:
pi—1 p'—-1
"y Elor g = D || gl
s=0 s=0
p'—1
= > ol gl
s=0

como 0 < r < p*, entonces la suma anterior la podemos ver de la siguiente forma:

S g | g = £lgn |+ ga] + P gy g
s=0
o gy | g O gy [ g,
+tpz+r—(r—1)[gl |- gn] 4+ + ' Hr=(2) (g1 ]| gn]
+t7 = Wlgy [ - | g

pero esto es lo mismo que:

p'—1
S gn [ L gal =g | L gal 7 [gn [ L gal 4+
s=0
i i i1
o | Lgad + 8 [gu |- [ ga] +87 g1 |-+ | gl
e PTGy | g ]+ PO gy | ] g]

r—1

p'—1
= Dl Lo+ o[ | gl

s=0
p'—1
> tlor || gal
s=0

k

Ahora mostremos que cada x € C,,(G)?*/ " tiene una expresién de la forma z = Z x; donde
i=0
x; € X; paratodai¢=0,---,k.
Sea z € Cy,(G)2/?" | entonces z = an[gl |-l gnlrytio=2V0<s<ph—1.
TER

Como p es primo, la érbita O([gy | -+ | gn]») de cualquier generador puede tener orden p
donde i puede variar desde i = 0, - - - , k. Asi a x la podemos expresar de la siguiente manera:

k
r = Zznr[gl|"'|gn]r

=0 reR;
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donde R; = {[g1 [~~~ [ gnlr | [O(g1 |-~ [ gnls) |=0'}, i =0, k.

Lema 4.2. Si[g1 | -+ | gnlr tiene drbita de orden p' entonces g; € GZ/P! Vi=1,---,ny
ademds eziste ig € {1,--- ,n} tal que g;, ¢ GE/P Y

Demostracién. Como | O([g1 | -+ | gn]r) |= ﬁ, donde Q[g,|...|g,], denota el grupo
de isotropia del elemento [g1 | - - | gn]r, ademds | O([g1 | -+ | gnlr) |— \ Q |= p* entonces
| Qigr)-+lgn] |= PF7% por 1o tanto Qg,|...q.) = Z/p" ", luego g; € eGP Y j=1,.

Ahora si no existe ig € {1,---,n} tal que g;, ¢ GZ/P* ™Y como GE/PFTUTY GZ/pkﬂ

entonces g; € GEPTTY v < j < n; luego | Qq,)...|g,], |> i, obteniendo que el orden
de la érbita de [g1 | -+ | gn]r es mayor estricto que p?, llegando a la contradiccion de que
| O(lg1 |-+ | gnlr) \—plﬂ

Por otro lado, sea z; = ZTEB nylg1 |-+ | gn)r para cada 0 < i < k, entonces t°z; = z; para
0 < s < p*—1; asi para cada r € R existe j(t°) € Ry tal que t°njisy[g1 | -+ | gnljs) =
nrlg1 | -+ | gn)r para algin 0 < s < p* — 1. Entonces

pF-1

= > D tniamlon | | galsie
s=0 1

, Pi s .
como los elementos de cada n-ada estdn en G¢*" ), reordenando los términos de la suma, nos
va a quedar una suma de la siguiente forma:

p'-1
Ty = Z Ztsnl[gl |- | gnlt
s=0 1
por lo tanto z; € X; paratodoi=20,--- ,k. &

Por la forma de como definimos los submédulos X;, vamos a tener que X; N (Xo + -+ +

Xi+ -+ Xp) = {0}. Por lo tanto C,,(G)? = P X;. m

Definicién 4.5. Sea Q = Z/p*, donde p es primo. Definimos la aplicacion norma N :
Cn(G)g — Cn(G)? inducida por la aplicacion

k
p~—

911 1 ga] = > lgr |- | ga)

s=0

Lema 4.3. Sea Q = Z/p* donde p es primo y sea N : C,,(G)g — Cn(G)? la aplicacion
k

—

norma. Entonces Im N = @pk_iXi.

i=0
Demostracién. Supongamos que ({[g1 | -+ | gnlr}rer) = Cn(G), entonces dado = €
Cn(G)q se tiene que x =) pn[g1 | -+ | gn]. Por lo tanto

pF-1

Z”rgl : |gn])—an(Zts[gl|~~~|gn]7«)

reR TER s=0
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similarmente como hicimos en el lema 4.1, separemos a los generadores por el orden de su
orbita:

k pF—1
T = Z Ny t‘s[gl ‘ : ‘ gn]’r
=0 reR; s=0
donde R; = {[gr | =+ | gulr | | Ollgr | -+ | gulr) |= P'}, @ = 0, k. Sea z; =
pF—1
Z n, Z t°[g1 | | gn]r, Probemos que z; € p*~1X; Vi
reR; s=0

Probemos que si [g1 | -

| gn].- tiene 6rbita de orden p', entonces

p'—1
St | lgnle =" tlor |- | gals
s=0 s=0

Pero esto es lo mismo que probemos que

pi+7n71 p171
S ol lgalr=0" Y o |l gnlry,  m>0
s=0 s=0
Probémoslo por induccién sobre m:
Es claro que se cumple para m = 0
1.m=1.
pitl_1 pi—1 2pi—1
Sl lgle = D ol lgale+ D lor |- | gnls
s=0 s=0 s=pi
pp'—1
+o Z g1 | | gnlr
=(p—1)p*
como
P gy | L gale =t g1 [ L gale =Flor |- | gnlr, 1<g<p—1,0<j<p —1
entonces:
pitio1 pi—1 p'-1
S gl gl = Ztsg1\ | gnlr + +Zt591 ~+ | gl
s=0
p—veces
asi:

P11 pio1
S gl galr=p> o1 |- | gulr
s=0 s=0

2. Supongamos que se cumple para toda m < g
3. Probemos que

pitati_q

pi—1
S la | Lgale =Y lor [ | gnlr
s=0 s=0
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como
pitati_g pita_1 opita_q
tlor -l gnlr = tlgr - L gnlr + Z lg [+ 1 gnlr
s=0 s=0 s=pita
ppiti—1
ok > Pla ] [ gal
s=(p—1)p'td
pero
itq itq . ) )
i q+J[91 | I gn]r =t qt][gl | | gn]r = tj[gl | | gn]ra 1<q¢<p-1,0<y SpH_q_l
por lo tanto;
pitatl_g piti_1 pita_1
o la | lgale = > lo | lgnle+-F tlgr |- | gnlr
s=0 s=0 s=0
p—veces
pi+Q_1

= p Y, tlol|galr
s=0

luego, por hipétesis de induccién:

pitatl_ pi-1 pi-1
> lorl o lgale=pp" > lor [ [ gale =D g [ | gnle
s=0 s=0 s=0
Por lo tanto x; = pF—? Z Ztsnr[gl | -<+ | gnlr, luego por la afirmacién del lema 4.1 se
reR; s=0
k .
tiene que z; € p*~*X; V 4. Por lo tanto Im N = @pk_lXi. [
i=0
A continuacién les presentamos una generalizacién de la proposicién 2 -1 de [1]:
k—1
Corolario 4.1. Coker N = @Xl- R7 Z/pkﬂ,
i=0

Demostracién. Por los lemas 4.1 y 4.3 tenemos que:

k
D x;
i=0
k
@pkiiXi
i=0
k—1
= @ Xi/p" X
i=0

k—1

P i @z z/p" )

=0

Coker N =

IR
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Lema 4.4. Si Q = Z/p* y A es un G-médulo plano, entonces hay una sucesion exacta larga
w5 Hy(Co(@)g, A) — H2 (G, A) — H,(Coker N, A) — H,—1(Ce(G)g, A) — -+

Demostracién. Como el dominio de N es libre abeliano entonces N es inyectiva y como A
es plano entonces es claro que la siguiente sucesién de complejos es exacta:

0= Co(@)o @6 A Y2 04 (G)% @g A ™Y Coker N @g A — 0
luego por el homomorfismo conector [3] existe la sucesién exacta larga que queriamos. m

Definicién 4.6. Sea Q = Z/p*. Definamos para el Q-médulo diferencial graduado Ce(G) ®¢
A una filtracion F*°.

Sea F! = Ci(Q)9%+ ®@¢ A, Q—s = Z/p*™%, 0 < s < k; es decir tenemos la familia de
subcomplejos

F CFC--CFp 1 CC(G)®c A

tal que el siguiente diagrama conmuta:

(BB A —— Cu(G) B A —— C1(G) R A ———————

it i iny
n+1 n n—1
kal Fk—l kal

ints Jh—a nZa
n+1 n n—1
Fo Fys Fro

donde los homomorfismos j. son dados por la inclucion.

Dada la filtracién F* del complejo Co(G) ®¢g A entonces los homomorfismos j¢ inducen
los homomorfismos (j%), : H;(F?) — H;(G,A). Ya que F'_; C F! entonces Im (ji_;). C
Im (5%)., asf (j®)« es una filtracién de Ho(G, A).

Pero F! = C;(G)%¥ @g A = (C;(G) ®g A)¥—= ¥V 0 < s < k; por lo tanto He(F?) =
HI*(G,A)V0<s<k.
Por lo tanto, vamos a tener una familia de subcomplejos

()« (HEH (G, A)) C (G1)-(HE (G, A)) C -+ C (j2_1)<(HE' (G, A)) C Ha(G, A)



44 CAPITULO 4. LA SUCESION ESPECTRAL DE LOS INVARIANTES.

tal que el siguiente diagrama conmuta:

H,(G,A) H,_1(G,A)

Es decir, Ho (G, A) es un Q-médulo diferencial graduado con la filtracién (5°)., de esta manera
por el teorema 3.1 se tiene inmediatamente el siguiente resultado:

Teorema 4.1. Existe una sucesion espectral (E™,d") determinada por He(G, A) que converge
a la homologia del complejo He(G, A), tal que

(G (HE (G, A))

Eél'vq = s+q< -s+q Qr—s+1
(]s—l)*(Herq ’ (G, A))

) 8207"'7k7 qEZ

Demostracion. Falta probar que la sucesion espectral converge.
Sabemos que el diferencial es dado por:

d’r
r T T
Es+r,q7r+1 - Es,q - Esfr,q%*rfl

y ademas 0 < s < k, entonces tendremos tres casos:

1. Sis=0.
ar
T T T
Er,q7r+1 - EO,q - E*T>Q+T*1
ro_ : T _ ¢ opr+l Eo.q
Como E = 0sip <0 entonces ET, . 1 =0,asl Eg " = 4 BT, o oE T Pero
Ep ,=0sip>kentonces E . ; =0sir>Fk+1, asi Eg:;l = Eé“:f == Eg5,.

2. Sis=k.
d"
r r r
Ek+r,q7r+1 — Ek,q — Ekfr,q%»rfl

Como E}, =0sip>kycomok,r>0entonces By, .4 =0,asl E,’;Zl = ker d",
P A k+1 _
pekrozE;q = 0sip < 0 entonces £, ., 4 =0sir>k+1, porlo tanto Ey =
+2
BE == B
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3. S5i0<s<k.
Si r = k, entonces
k ko4 ok
Es+k,q—k+l - Es,q - Es—k,q+k—1
k _ r _ sk _
pero como s < k entonces EY ; ., ; =0, por otro lado E_,, ., =0, asl Ef =
EFl — ... =

5,9 $,q°

La sucesién espectral converge al complejo He(G, A) debido que la filtracién estd acotada. m

Proposicién 4.1. Si | Q | es invertible en A, entonces la aplicacion natural
HE(G, A) = Ho(Co(G) ®c A)?
es un isomorfismo.

Demostracién. Ver demostracién en [1]. m
Con esta proposicién tenemos otra forma de ver el lema 4.4 y el teorema 4.1:

Teorema 4.2. Si Q = Z/p* y A es un G-mdédulo plano tal | Q | es invertible en A, entonces
hay una sucesion exacta larga o
o= Hy(Co(@)gy A) — Hy (G, A)R — H,(Coker N, A) — H,_1(Ce(G)g, A) — -+

Teorema 4.3. Sea A un G-mddulo plano, sea Q = Z/p* tal que | Q | es invertible en
A, entonces hay una sucesion espectral (E™,d") que converge a la homologia del complejo
H,(G,A), tal que
Bl o~ (H3+Q(G’A)Qk78
s,q — “'stq Hs+q(G; A)Qk*SJrl

Demostracién. Por definicién de I'm i, y como He(G, A)® esté incluido en Ho(G, A) en-
tonces rapidamente se obtiene el teorema de la proposicién 4.1 y el teorema 4.1. =
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