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Introduccion

En el presente trabajo consideraremos la clase de R-médulos y estudiaremos subclases de
ésta dadas por ciertas propiedades de cerradura. En la primera parte, exploraremos las clases de
mddulos cerradas bajo submddulos, R — her, y principalmente las clases de médulos cerradas bajo
cocientes R — quot. Este estudio requerird un tratamiento reticular de las clases, por lo que en
cada ocasion se definird la estructura de (gran) reticula correspondiente, con el orden dado por la
inclusion.

Estudiaremos las reticulas de pseudocomplementos de R—her y R—quot respectivamente. Esta
alitma mediante una importante caracterizacion dada por Rincén, Rios y Alvarado en [1] conocida
como la condicién C'N.

Otro destacado resultado de estos autores que se presenta en esta tesina es que R — conat de
hecho, es una reticula booleana. En esta misma direccidn, el estudio clasico de re{ticulas de clases
de mddulos trata de asociar clases de mddulos con ciertas clases de conjuntos de ideales del anillo,
para obtener entre otras consecuencias, que las clases son cardinables. Tenemos como ejemplo el
conocido caso de las teorias de torsidn hereditarias R — tors en correspondencia biyectiva con la
reticula de filtros de Gabriel del anillo.

En nuestro caso, asociaremos R — nat con la clase de conjuntos de ideales izquierdos que
satisfacen tres condiciones de cerradura (a1, as, ag segin la numeracién de Kashu en [3]) que
denotaremos como R — Nat.

Similarmente describimos la reticula cuyos elementos son filtros de ideales izquierdos. Deno-
tamos por R — Conat el esqueleto de esta reticula. Obtenemos una reticula cuya clase de modulos
asociada es una clase conatural en el sentido definido en el primer capitulo. Las reticulas R— conat
y R — conat no son isomorfas, hecho que observamos al final de esta tesina.

La reticula de clases naturales es muy importante en teoria de mddulos principalmente para
obtener teoremas de descomposicién usando médulos de tipo (ver [10]). Y actualmente se utiliza la

reticula de clases conaturales para desarrollar teoria de cotipos [11].



Capitulo 1

Algunas reticulas de clases de modulos

1.1. Clases hereditarias

Una clase de R-mddulos H se llama hereditaria si es cerrada bajo monomorfismos. Es decir,
st M € H y hay un monomorfismo de N en M al que denotaremos N — M, entonces N € H.
Denotamos como R — her la clase de todas las clases hereditarias con el orden parcial en R — her
dado por la inclusién con operaciones de reticula definidas como sigue:

St Hi,Ho € R — her, decimos que Hi < Ho si y sblo si H1 € Ho. Para una familia {H}a
de clases hereditarias, se define el infimo A\ {Ha} = aA{Hr} y el supremo \/\{Hr} = Up{H:}
que también son clases hereditarias. Ademas, como {0} y R— Mod son clases hereditarias, tenemos
que 0 = {0} y1 = R—Mod. Esto le da a (R—her,V,A,0,1) estructura de (gran) reticula completa.
Dada una clase A de R-mddulos, definimos la clase hereditaria generada por A como: £g_per(A) =
{M € R— Mod|30 # f: M — A, para alguna A € A} que es la menor clase hereditaria que

contiene a A.

Recordemos que en una reticula (L, <,0) con elemento menor 0, un elemento ¢ € L es un
pseudocomplemento para b € L si bAc = 0y c es maximo con esta propiedad. Si ademas ¢
es mayor con la propiedad, i.e., si d < ¢ para cada d tal que b A d = 0, decimos que ¢ es un
pseudocomplemento fuerte para b.

Denotaremos al pseudocomplemento de H € R — her como H'<. Demostraremos que el pseu-

docomplemento de H existe y es UGnico porque es un pseudocomplemento fuerte.
Teorema 1 Ht< ={N € R— Mod|si K €¢Hy f:K — N entonces K = 0}

Demostracion: Sea A = {N|si K € Hy f: K — N entonces K = 0}. Observemos que A es
una clase hereditaria pues si N € A, N' < Ny f: K — N’ es un monomorfismo con K € H,
entonces la composicion con el morfismo inclusién K — N’ < N es un monomorfismo. Esto implica
que K =0yasi N € A
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Ahora veamos que H A A = {0} y A es mayor con esta propiedad. St N € H A A entonces el
morfismo identidad Idx es un monomorfismo de un elemento de # en un elemento de A, por lo tanto
N =0.Sea B € R—her tal que HAB = {0}. Sean B € B, K € H y un monomorfismo f : K — B,
entonces K € H A B = {0}.Por lo tanto B C A. Concluimos que es un pseudocomplemento fuerte

para H. Notemos que un pseudocomplemento fuerte es un pseudocomplemento. n

Describimos ahora el sequndo complemento de una clase hereditaria H como: (Ht<)t< =

{NER—-ModV0# f:K»— N, K ¢H<}.

Proposicion 1 Si ‘H € R — her, entonces su sequndo complemento
(Ht<)'< ={Ne€R—-Mod|V0# f: K~ N,30#¢g:U — K conU € H}.

Demostracién: Del Teorema 1 tenemos (H1<)'< = {N|(K € H'*<y f: K — N) = K = 0}.
Equivalentemente (H*<)'< = {N|V0 # f: K — N, K ¢ H'<}. Como K ¢ H'< si y sélo si
existe un monomorfismo no cero g : U — K con U € H, podemos concluir que (H+<)t< = {N ¢
R—mod|VO# f:K— N,30#¢g:U — K con 0#U € H}. ]

1.2. Clases naturales

Una clase de R-mddulos N es una clase natural si es cerrada bajo submédulos, sumas directas

y capsulas inyectivas. Con estas propiedades se obtiene que también es cerrada bajo extensiones.
Proposicion 2 Toda clase natural N es cerrada bajo extensiones.

Demostracién: Sea A una clase natural y 0 — L % M 5 K — 0 una sucesién exacta de modulos
con L y K en N. Tomemos ¢y, : L — E(L), iy : K — E(K) cédpsulas inyectivas. Notemos que
E(L), E(K) € N y que también E(L)®E(K) € N. Como E(L) es inyectivo, existe f : M — E(L)
tal que f oa =1 que junto con ¢; o B y la propiedad universal del producto, hacen que exista un
anico g: M — E(L)® E(K) tal que ao f = g y tix o 5 =bo g, de manera que los dos cuadrados
del siguiente diagrama conmutan. Como ¢z, tx Yy a son monomorfismos, por el lema del quinto se

tiene que g también es un monomorfismo. Asi M € N.

@ M K 0

L
[ >
LL -
k/ e

0 B(L) —— E(L) & B(K) —— E(K) —0

g
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Denotamos como R — nat a la clase de clases naturales en R — Mod en donde definimos el
siguiente orden parcial: A7 < N5 siy sélo si N1 € Ns. Dada una clase A € R — Mod definimos
la clase natural generada por A como £p_pat(A) ={M € R—mod|V0# f: N — M,30+#g:
L— Ncn0#L—C,CeA}

Para una familia {NV)} ea de clases naturales se define el (nfimo A,{N\} = NA{Na} y el
supremo \/ {Ny} = ER_nat(UA{N)\}) ={M|VO#f:N— M,30#g:L— N, Le|J{N,}}
Se prueba que con estas operaciones, se tienen ambas leyes distributivas infinitas y como {0} y
R — mod son clases naturales, definimos 0 = {(0)} y 1 = R — Mod. Para N' € R — nat, la clase
Cv={M e R—-—mod|Vf:L— M,Le N = L=0}.Esla clase natural que cumple con la
propiedad de que N'ACy = 0 y NV Cy = 1, es decir, un complemento para /. Con lo anterior

podemos concluir que R — nat es una reticula booleana completa.

En adelante mostraremos algunos resultados de [1] que relacionan R — her con R — nat.
Teorema 2 Si H € R — her, entonces su pseudocomplemento H+< es una clase natural.

Demostracién: H'< es cerrada bajo submédulos por la demostracién del Teorema 1. Supongamos
que N € Ht< y f: K »— E(N) con K € H. Como f(K)NN < f(K) y f(K) € H, entonces
f(K)NN € H.De f(K)NN < N con N € H*< concluimos que f(K)NN = 0. Como N <.s E(N),
tenemos que K = f(K) = 0. Por lo tanto E(N) € H*<.

Sean {N)}, una familia de elementos de H*<, 0 # K < @,{Nx} y supongamos que K € H.
Sea 0 #x € K tal que x = ny, +---+ny; con j minima. Observemos que stz =ny, € N, € Ht<
entonces 0 # Rz < K € H que contradice que Ny, no tiene submédulos distintos de cero en H.
Entonces debemos suponer que j > 1.

De la expresion de x es claro que (0:2) C (0:ny,) para todo k € {1,...,j}. Sir € (0:ny,)
tal que r ¢ (0 : ny,), entonces 0 # rz = rny, +- - -+7rny, +- - -+rny; es un elemento distinto de cero
en K con j — 1 sumandos, lo que contradice la minimalidad de j. Por lo tanto (0 : ny, ) = (0: ny,)
para todo [,k € {1,...,j}, de donde se sigue que (0 : ny,) € (0: z). Como (0:z) = (0: ny,)
tenemos Rz = R/(0: z) = R/(0: ny,) = Rny, € H'< pues cada Rny, < N,,. As{ Rz € H1<
en contradiccién con que Rz < K € H, entonces K =0y @, {N,} € Ht=. ]

Corolario 1 Si H € R — her, entonces (Hlﬁ)LS € R — nat.
Estudiaremos la relacién entre los pseudocomplementos N *a-nat y N't< de V' € R — nat

Lema 1 SiH y G € R — her cumplen que H < G entonces Gl < HL<.
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Demostracién: Sea N € G+<. Si f: K — N es un monomorfismo con K € H. Entonces K € G.
Como N € G+< entonces K = 0. Por lo tanto N € H*<. n

Observemos que si H € R — her entonces H < (H1<)1< pues se tiene que H A Ht< =
{0} y (Ht<)'< es mayor con esta propiedad. Si aplicamos el argumento a H'<, tenemos que
HE< < (HE<)t<t<. Mas aln, por el lema anterior se tiene que H-<t<t< < Ht< y por lo tanto

HLi< = Hi<dl<dls<,

Proposicion 3 Si N es una clase natural, entonces N' = (N+<)t<.

Demostracion: De la observaciéon anterior tenemos que A < (N1<)t<. Probaremos la otra
contencién. Sea N € (N1<)t<. Para el monomorfismo identidad Idy existe g : U ~— N con
0 # U € N. Tomemos una familia {Uy}rea independiente mdxima de submodulos de N que
estan en V. Como N es una clase natural, @,{Ur} € N y como es una familia independien-
te maxima, entonces @, Uy es esencial en N. De modo que sus cdpsulas inyectivas coinciden,
asi N <. E(N) = E(@, Ux) € N. Como N es hereditaria, concluimos que N € N. "

Proposicién 4 Dada H € R— her, entonces su sequndo pseudocomplemento (H+<)+< es la menor

clase natural que contiene a H, es decir, la clase natural generada por ‘H.

Demostracion: Sea A una clase natural tal que % C A Por el Lema 1, N't< < H*<, entonces

(Ht<)t< < (NE<)t< = N Por lo tanto (H*<)*< es la clase natural generada por H. "

Proposicion 5 Si N € R —nat, entonces N-tr-nat = N-<_ie, su pseudocomplemento en R —nat

coincide con su pseudocomplemento en R — her.

Demostracion: Sea N € R — nat, entonces N'-R-nat es la clase natural maxima con la propiedad
de N’ A NLEr-nat = 0; en particular es una clase hereditaria, entonces N/-a-—nat C N < Ademas,

por el Teorema 2, V< es una clase natural, por lo tanto N't< C N/ tR-nat, ]

Definicion: El esqueleto de una (gran) reticula pseudocomplementada es la clase de todos sus

pseudocomplementos. Denotamos al esqueleto de una clase A C R — mod como Skel(A).
El siguiente teorema relaciona las dos clases de modulos que hemos estudiado.
Teorema 3 R — nat es el esqueleto de R — her.

Demostracién: Si V' € R—nat, entonces N = (N1<)L< que es un pseudocomplemento de R—her.

Si tomamos un pseudocomplemento de H € R — her, entonces H-< € R — nat. [
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1.3. Clases cohereditarias

Decimos que una clase de R-mddulos es cohereditaria si es cerrada bajo cocientes. Denotamos
como R — quot a la clase de todas las clases cohereditarias.

Definimos un orden natural en R — quot dado por: Q1 < Qs si y solo si @1 C Q. Se prueba
que (R — quot, <,A\,V) es una gran reticula completa que ademas es un marco (cumple con leyes
distributivas infinitas). Con (nfimo y supremo para una familia de clases cohereditarias {Q\}rea
definidos como: A\ {Qx} = NA{@x} y Va{Qr} =Ux{9x}, 0= {0} y1 =R — Mod que también

son cohereditarias.

Proposicion 6 Si A C R — Mod, entonces la clase cohereditaria generada por A denotada por
ER—quot(M) es la clase B={N € R—mod|30#g: M — N, M € A}.

Demostracion: Observemos que si 0 # M € A, entonces el morfismo identidad Idy; es un epimor-
fismo no cero que prueba que M € B, asi que A C B. Veamos que B es cohereditaria. Sea N € B
y un epimorfismo 0 # f : N — L. Como N € B, existe un epimorfismo no cero g : M — N con
M € A, entonces fog: M — L es un epimorfismo no cero, por lo tanto L € B.

Si Q es una clase cohereditaria que contiene a A y N € B, entonces existe un epimorfismo

0#¢g: M —» NconM e AC Q, entonces N € Q. Por lo tanto B C Q y concluimos que
B = éR—quot(-A)- u

Proposicion 7 Si Q € R—quot, entonces Q tiene un dnico pseudocomplemento en R—quot descrito
como Q@+~ = {N € R— Mod|f : N — C, con C € Q, = C = 0}. Q1 es un pseudocomplemento

fuerte.

Demostracion: Llamemos A a la clase de la derecha. Observemos primero que A es cohereditaria.
Si0#¢g: N — M con N € A, probaremos que M € K. St f: M — C es un epimorfismo con
C € Q, entonces la composicion fog es un epimorfismo de N en C, por lo que C =0y asi M € A.

Si existe M € AN Q, entonces el epimorfismo tiene que ser cero; veamos que A es mayor
con esta propiedad. Sea R una clase cohereditaria tal que R A Q@ =0, M € R y un epimorfismo
f:M — C con C € Q. Como R es cohereditaria, C € RAQ, por lo tanto C' = 0, entonces M € A

probando la contencién C C A. Asi A = @'~ y ademés es un pseudocomplemento fuerte n

Teorema 4 Si Q € R — quot entonces (Q+~ )1~ es la clase de médulos N tales que todo cociente

no cero M de N tiene un cociente no cero en Q.

Demostracion: Sea Q € R — quot. Aplicando la Proposicién 7 a @1, tenemos que (@)t~ =

{N|f : N —» M,conM € Q' = M =0} = {N|VO# f: N - M, M ¢ Q'}. Pero
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M ¢ ol si y sdlo si existe un epimorfismo no cero g : M — L con L € Q. Concluimos que
(Qt)t> ={Ne€R—-mod|VO#f: N - M,30#g: M — L con L € Q}. n

Corolario 2 Si © € R — quot, entonces Q C (QL*)L*.

Demostracion: Sea Q € R — quot y N € Q. Entonces para todo epimorfismo no cero f : N — M,
0 # M € Q, entonces el epimorfismo no cero Idy; prueba que N € (Q+)+~. [

Lema 2 Si Q, R € R — quot son tales que Q C R, entonces R+~ C Q.

Demostracién: Sea N € Rt~ yf:N—-»Mcon M e QCR,entonces f: N —» M e R por lo
tanto M = 0 y tenemos que N € Q1. [

1.4. Clases conaturales

Denotamos R — conat al esqueleto de R — quot. A los elementos de R — conat los llamaremos

clases conaturales.

Definicion: Sea A una clase de médulos. Decimos que A satisface la condicién (CN) si:
MecAsS VYO#f: M —» N,existen0#£g: N »Ky0#h:A— K con Ac A

M N 20

ll);ég = MeA
34Kk 20

Teorema 5 Sea A C R — mod. Entonces son equivalentes:

1. A€ R — conat

2. A satisface la condicion CN

3 A€ R—quot y A= (A+t>)+~

4. 0# M € A si y sélo si para todo f : M — N, existe 0 #g: N — L con L € A.

Demostracién: (3 = 1) Si A satisface 3, entonces es el pseudocomplemento de una clase cohere-
ditaria, por lo que A € R — conat.

(1 = 2) Si A € R— conat, es decir A = Q1 para alguna Q € R — quot. Demostraremos
que A cumple la condicion CN. Sea 0 # f : M — M’. Supongamos que M’ € Q y que existen
epimorfismos no cero h : M’ - K yg: A —» K con A€ Ay K #0. Como A e A= Q> =
{N|si0#f:N—»C=C¢Q}yg# 0 entonces K ¢ Q. Por otro lado, como M’ € Q+~ y
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h # 0, entonces K € Q contradiciendo que K # 0. Por lo tanto M € Q+~ = A lo que prueba que
A cumple la condicién (CN).

(2 = 3) Supongamos 2 y probemos que A € R—quot. Sea C € Ay f: C — B un epimorfismo
no cero. St g : B — K es un epimorfismo no cero, asi g o f es también un epimorfismo no cero.
Entonces existen epimorfismos no cero h: K - Lyr: A — L con A € A, como A satisface (CN)
tenemos que B € A, por lo tanto A € R — conat. Ahora por el Corolario 2, A C (A+~)1~. Para la
otra contencién, si C' € (A+—)1—, entonces cualquier cociente distinto de cero de C' comparte un
cociente distinto de cero con los elementos de A. Entonces, por (C'N) tenemos que C' € A.

Con esto, 1, 2 y 3 son equivalentes.

(2, 3 = 4) Supongamos 3. Entonces A es cerrado bajo cocientes. Si M € A, entonces para todo
epimorfismo no cero f : M — N, tenemos que N € A. As(, hay epimorfismos g = Idy y h = Idy
con N € A. Reciprocamente si para todo epimorfismo no cero f : M — N, existen epimorfismos no
cerog: N K yh:A— K con Ae A, entonces K € A y se cumple 4.

(4 = 3) Una clase que satisface 4 es cerrada bajo cocientes, entonces A C (A+~)+~. Ahora si
f: M — N es un epimorfismo no cero, existe g : N — L no cero con L € A, entonces el diagrama:

M- N

lf)#g
Ir,

L——»L

Muestra que A satisface (CN). ]

Teorema 6 Si C € R — conat, entonces C es cerrada bajo cocientes, extensiones y cubrimientos

superfluos (i.e., si f : M — N es un epimorfismo con Ker(f) < M con N € C, entonces M € C).

Demostracion: SiC € R — conat entonces por el Teorema 5, C es una clase cohereditaria, es decir,
cerrada bajo cocientes.

Consideremos la sucesion exacta 0 — A % B % ¢ — 0 con A, C en C. Probaremos que B € C.
St h: B — U es un epimorfismo distinto de cero, entonces:

St ho f = 0, por la propiedad universal del conlcleo existe [ : C' — U tal que log = h,
entonces U es un cociente de C. Por 4. del Teorema 5, U tiene un cociento distinto de cero en C
que también es un cociente de B.

St ho f # 0, entonces A EA RS U U/ho f(A) es un epimorfismo distinto de cero con
A € C. Luego U/h o f(A) tiene un cociente distinto de cero en C, que también es cociente de B.
Por 4. del Teorema 5, B € C por lo tanto C es cerrada bajo extensiones.

Ahora, sea g : B — C un epimorfismo con C' € C y Ker(g) superfluo en B. Usaremos la sucesién

exacta 0 — Ker(g) ENY; JENYo RN para probar que B € C. Sea h : B — U un epimorfismo distinto
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de cero. St ho f = 0, entonces por la propiedad universal del conucleo existe ' : C'— U tal que
h=goh'.Como C € C, entonces U € C que es un cociente de B.

St ho f # 0, entonces h o f no es un epimorfismo pues de serlo, B = Im(f) + Ker(h) =
Ker(g) + Ker(h) y como Ker(g) es superfluo en B, tendriamos que Ker(h) = B contradiciendo
que h # 0. Si consideramos A ENy; X vl U/ho f(A) volvemos a la situacién anterior pues por
la propiedad universal del contcleo, existe b’ : C'— U/Im(ho f) i.e,U/h o f(A) es un cociente

distinto de cero de B en C.

1.41. R — conat es una (gran) reticula distributiva y complementada

Lema 3 Sea {C;}icr una familia de clases conaturales, entonces ;. {Ci} € R — conat.

Demostracién: Claramente ();{C;} es cerrada bajo cocientes. Probaremos que (,;{C;} satisface 4
del Teorema 5. Supongamos que M € R — mod satisface que para todo 0 # f : M — N existe
g: N — L no cero con L € (;{C;}. Como (;{C;} C C; para toda i € I. Como cada C; es cerrada
bajo cocientes, entocnes M € C, por lo tanto M € (,{C;}. ]

Para una clase cohereditaria Q, denotamos como &r—conat(Q) a la clase conatural generada
por Q. Mas adelante, en la siguiente seccidn, se definira la clase conatural generada por una clase

de mddulos no necesariamente cohereditaria.
Proposicién 8 Si Q € R — quot , entonces £ conat(Q) = (Q+~)+~.

Demostracion: Por el Corolario 2, @ C (Q+~)t~ € R — conat. Si K es una clase conatural que
contiene a Q, entonces por el Lema 2, K+ € 91~. Ademdas por el Teorema 5, K € R — quot y
K = (K+=)*=. Por lo tanto Q C (Q*+—)'~ C (K+=)t~ = K y asi (Q+~)*~ es la menor clase

conatural que contiene a Q. [

Daremos a R — conat estructura de reticula (R — conat, <, A, V) con el orden natural C; < Cy

st y sélo si C; € Cy; 0 = {0} y 1 = R — mod. Dada una familia de clases conaturales {C;}ics, se

definen: A\jer{Ci} = Mier{Ci} Y Vier{Ci} = Er—conat (Uier{Ci})-

Proposicion 9 Si {C;}icr es una familia de clases conaturales, entonces \/,.{C;} =
{NeR—mod|VO# f:N—->M3I0#g: M — M #0, con M' € C;, para alguna i € T}.

Demostracion: Desarrollemos la definicion del Teorema 4 \/;,.{Ci} = &r—conat(U;c{Ci}) =

((UieI{C}i)J‘”)Jﬂ ={Ne€R-—modNV0#f:N—-»M,30#g:M— M con M' € J,{Ci}}.m
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Proposicion 10 R — conat es una (gran) reticula complementada.

Demostracion: Afirmamos que para una clase C € R — conat, la clase C*~ es su complemento en
R — conat. Supongamos que no es asi, i.e., existe 0 # N € R —mod tal que N ¢ C v C*~. Por la
Proposicion 9 debe existir un epimorfismo 0 # f : N — M tal que para todo cociente no cero de
M,g: M — M #0, M' ¢ CUC*~. Pero si M’ ¢ C+~, entonces existe C' # 0 y un epimorfismo
no cero h : M’ — C. Entonces hay un epimorfismo no cero hog: M — C con C € CUC~
contradiciendo que M no tiene cocientes no cero en CUC*—. Por lo tanto CVCt~ = 1 y podemos
denotar al complemento de C en R — conat como C+~. Mas aun, para C = (CL)L se tiene que
CAD=0siysélosi D<Ct~ paratoda D € R — Conat. [

El siguiente resultado nos servird para demostrar la distributividad en R — conat.
Proposicion 11 Son equivalentes para C, D, L € R — conat:

1.CNLLSD

2. CANLADY ={0}.

Demostracién: Si M € C A L AD*~, por 1 tenemos que M € D+~ AD = {0} y asi vale 2.
Supongamos 2 y supongamos que M € C A L, entonces M ¢ D+~ asi, M tiene un cociente
N #0, N € D. Como la misma conclusiion podemos obtener de cualquier cociente de M, entonces

por 4. del Teorema 5, concluimos que M € D. [

De la equivalencia anterior obtenemos que (C /\DL*)L”’ es la mayor clase conatural £ tal
que CA L < D. Es decir, (C A DL—”)L_» es un complemento de C relativo a D. Denotaremos a este

elemento como Lp.c.
Proposicion 12 R — conat es una reticula distributiva.

Demostracién: Consideremos la siguente situacién: (AAC)V (BAC) :=D. Como AANC <Dy
B AC <D, por la definicion de Lp.c tenemos A < Lp.c y B < Lp.c. Por lo tanto AV B < Lp.c,
entonces CA(AVB) <CALpec <D= (AANC)V(BAC). La otra desigualdad siempre se tiene. m

Con los resultados anteriores tenemos demostrado el siguiente teorema:
Teorema 7 R — conat es una (gran) reticula completa, distributiva y complementada.

Finalizaremos esta seccidn con un teorema que plantea la situaciéon en que R — quot coincide

con su esqueleto.
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Teorema 8 Son equivalentes para un anillo R
1. R — quot es distributiva y complementada.
2. R — quot = R — conat.

3. R es el anillo trivial.

Demostracién: (1 = 2) Si suponemos 1, entonces todo elemento de R — quot es un complemento
(pues es el complemento de su complemento). Por lo que R — quot C R — conat C R — quot.

(2 = 3) Supongamos ahora que R — quot = R — conat, entonces para una clase de re-
presentantes de clases de isomorfismo de R-mddulos simples, R — simp, las reticulas generadas
correspondientes {g_quot (R — simp) Y ER—conat (R — simp) son iguales. Como R — simp es cerrada
bajo cocientes, R—simp U {0} = {r—quot (R—simp) = Er—conat (R—simp) = {M € R—mod|V0 #
f:M—»N,30#¢g: N —- S, SecR— simp} por el Teorema 4 y la Proposicién 8. Reescribiendo
esta Ultima clase tenemos que R — simp U {0} = {M € R —mod|¥0 # f: M — M/K,30 #
g: M/K — M/m, con K <M ym < M méximo}. Esta es la clase de R-mddulos tales que cada
uno de sus submddulos propios estan contenidos en un submddulo maximo. Esta clase se denota
como R — max.

Por otro lado, la clase de R-médulos finitamente generados es subclase de £g—conat (R — simp)
porque los finitamente generados tienen alglin cociente simple. Por lo tanto la clase de los R-
méodulos finitamente generados es igual a R — simp U {0}. En particular, st 0 # R, como R es
finitamente generado tenemos que R @ R es finitamente generado pero no puede ser simple. Por
lo tanto R = 0, el anillo trivial.

(3=1) St R =0, entonces R — quot es trivialmente distributiva y complementada. [

1.4.2. R — conat es una reticula Booleana.

En esta seccidon demostraremos que R — conat es cardinable (es decir, estd en correspondencia
biyectiva con un conjunto) y como consecuencia de la seccion anterior tendremos que es una reticula
Booleana completa.

Observemos que para una clase de médulos A C R — mod, la clase conatural generada por A4,
ER—conat(A) es {M € R— Mod|V0 # f: M — N, existen epimorfismos no cero N - K y A —
K con A € A}.

Definicion: Decimos que dos clases Q, R € R — quot comparten cocientes no nulos si existen
M e R, N € Qy epimorfismos nocero f: M - Kyg: N — K.
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Proposicion 13 R, Q € R — quot comparten cocientes si y s6lo si Er—conat(Q) N Er—conat(R) # 0.

Demostracién: Si R y Q comparten un cociente K, tenemos que K € &r—conat(Q) A Er—conat(R).
Sea 0 # A € Er—conat(R) N Er—conat(Q). Como A € Er—conat(Q), para todo epimorfismo no cero
a:A— B, existenb: B— Kyn:N — K con N € Q. Ahora como A € £r_conat(R) y boa #0,
entonces K € £r—conat(R), por lo que debe existir un cociente no cero k: K — K' yun M € R
tal que K’ sea cociente de M, digamos m : M — K’. Entonces tenemos epimorfismos no cero m

y k on que hacen a K’ un cociente comin de M € Ry N € Q. [

Definicion: Sea M € R —mod y C € R — conat, denotamos Subc (M) la familia de submédulos

de M que pertenecen a C.

Lema 4 Sea E un cogenerador inyectivo para R — Mod, entonces para cada C € R — conat, se

tiene que gR—conat(SUbC (E)) =C.

Demostracion: Sea M € £p_conat(Sube(E)), entonces para todo epimorfismo no cero f: M — N
existen 0 # K, n: N - K, A€ Subc(E)yb: A— K. Como A € Subc(E), en particular A € C y
como C cumple la condicién (C'N) por ser una clase conatural, tenemos que M € C.

Ahora si M € C,y f : M — N es un cociente no cero, entonces N € C. Como E es un
cogenerador inyectivo, existe 0 # e : N — E. As{ e¢(IN) es un submédulo de E y también un

cociente de N, por lo tanto e(N) € Subc(FE), lo que prueba que M € &g conat(Sube(E)) ]
Teorema 9 R — conat es cardinable

Demostracién: Sea E un cogenerador inyectivo de R — Mod. Consideremos la asignacién
® : R — conat — p(p(E)) tal que C — Subc(E). Por el Lema 4 tenemos que ® es inyectiva. Por

lo tanto R — conat es cardinable n

Con los teoremas 7 y 9 concluimos que R — conat es una reticula Booleana completa.



Capitulo 2

Conjuntos de ideales izquierdos de R y su

relacion con clases de modulos

En el estudio de clases de mddulos, se relacionan algunos tipos de clases con conjuntos de
ideales izquierdos del anillo. En adelante construiremos conjuntos de ideales de R asociados a
R — nat y R — conat respectivamente y veremos como se corresponden sus propiedades en los
conjuntos de ideales.

Conviene establecer un poco de notaciéon. St R es un anillo con uno, denotamos con L(gR)
la reticula de ideales izquierdos de R. Si I < R es un ideal izquierdo de R, definimos el ideal
trasladado de I por un elemento a € R como el ideal izquierdo (I : a) = {b € R|ba € I}.
Observemos que a ¢ I si y sdlo si (I:a)# R. St ma € M es un elemento de un R-modulo M, el
ideal (0:m) = {be€ R|bm =0} se llama el ideal anulador de m.

El siguiente par de operadores nos ayudaran a relacionar clases de mddulos con conjuntos de

ideales del anillo. Para una clase A C R — mod y un conjunto de ideales & C L(rR) definimos:
I'(A) ={(0:m)|me M, M e A}
AE)={M € R—mod|(0:m) e &, Yme M}

Notemos que si M € A entonces para todo m € M, (0: m) € I'(A), por lo tanto M € AT'(A) y
ast A C AT'(A). Por otro lado si M € A(E) entonces todo anulador de m € M, (0:m) € &, por lo
tanto TA(E) C £. Observemos que I' y A preservan el orden dado por la inclusidn pues si tenemos
un par de clases de médulos A, B tales que A C B y un anulador (0 : m) € I'(A) con m € M
y M € A entonces M € B, por lo tanto (0 : m) € I'(B). Ahora, dados dos conjuntos de ideales

izquierdos tales que £ C F y M € A(E), entonces para todo m € M, el anulador (0:m) € £ C F,
ast M € A(F) y ast A(E) C A(F).

2.1. Clases y conjuntos cerrados

Definicion: Una clase de R-mddulos K es cerrada si L = AT'(K). Un conjunto de ideales iaquierdos
de R, £ es cerrado si £ =TA(E).
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Proposicion 14 £ C L(rR) es cerrado si y sdlo si satisface:

(a1) SiI € & entonces (I : a) € € para todo a € R. Es decir, todo conjunto cerrado estd determi-

nado por los trasladados de sus elementos.

Demostracién: Sea £ un conjunto cerrado e I € £. Como £ = T'A(E) entonces I = (0 : m) para
algin m € M con M € A(E). Sea a € R. Veremos que (I : a) € £ para todo a € R. Como am € M,
entonces ([ :a) = ((0:m):a)=(0:am) € €.

Reciprocamente si cada que I € &, se tienen también todos los trasladados (I : a) en &,
demostraremos la contenciéon £ C T'A(E). Consideremos al R-médulo pM = R/I. Observemos que
I € € anula a todo m € R/I, mas aun, el anulador de un elemento m € R/I es (0:m) = (I :m)
que es un elemento de &. Esto implica que R/I € A(E). En particular para a = 1 tenemos que
I=(I:1)=(0:1) e TA(&). ]

Proposicion 15 Una clase K C R — Mod es cerrada si y sélo si satisface:

(A1) M € K si y solo si Rm € K para todo m € M y K es cerrado bajo copias isomorfas. Es

decir, toda clase cerrada esta determinada por sus ciclicos.

Demostracién: Supongamos que una clase de médulos K es cerrada. Sea M € K = AI'(K).
Entonces para todo m € M, el anulador (0: m) € I'(K), i.e, (0: m) = (0:n) para algunan € N
con N € K. Por lo tanto Rm = Rn € KC. Como K es cerrado bajo isomorfismos, entonces Rm € K
para todo m € M. Ahora supongamos que para todo m € M el mddulo ciclico Rm pertenece a K.
Veamos que M € K. Como Rm € AT'(K) entonces los anuladores de elementos de Rm estén en
I'(K), es decir, (0 : rm) € I'(K) para todo € R. En particular si r = 1 tenemos que (0 : m) € I'(K)
para todo m € M, esto prueba que M € AT'(K) = K.

Reciprocamente si suponemos que M € K si y sélo si Rm € K para todo m € M y K es
cerrado bajo isomorfismos, basta probar que AT'(K) C K. Sea M € ATI'(K), entonces para todo
m € M, (0:m) € I'(K), es decir, (0:m) = (0:n) paran € N con N € K. Como para todan € N,
Rn € K por hipdtesis y como Rm es isomorfo a Rn entonces Rm € K para toda m € M. Por lo

tanto M € K. n

Observemos que toda clase cerrada KC es hereditaria pues si N < M con M € K entonces

Rm € K para toda m € M, en particular para toda n € N, lo que implica que N € K.

Proposicion 16 Los operadores I' y A definen una biyeccion que preserva el orden entre la clase
de clases cerradas de R — mod y los cojnuntos cerrados de LL(rR). Mas atin, si K se corresponde

con &, entonces I € € si y solosi R/I € K
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Demostracién: Dada una clase cerrada K de R-médulos, K = AI'(K), si hacemos F = I'(K)
tenemos que F = I'(K) = I'A(F), por lo tanto F es un conjunto cerrado. Si £ es un conjunto
cerrado y A = A(E) entonces E =T'(A) y por lo tanto A = A(E) = AT'(A). Por lo tanto A es un
conjunto cerrado.

Ahora si £ =T'(K), K = A(E) e I € € entonces I = (0 : m) para algun m € M con M € K.
De la demostracién de la Proposiciéin 14 tenemos que I = (0 : 1) para 1 € R/I € A(€) = K.
Reciprocamente si R/I € K entonces para todo m € R/I, (I : m) = (0:m) € I'(K), en particular
param=1I=([:1)el(K)=¢& "

2.2. La reticula R — C1

En adelante denotaremos como R — C! a la clase de conjuntos cerrados contenidos en L(rR)
distinguiendo de la clase de clases cerradas de R-mddulos denotada por R — ¢l.

Dotaremos a R — Cl con una estructura de reticula dada por la relaciion inclusién y con
operaciones definidas como sigue. Para una familia {£)}xea, definimos el infimo Ay Ex =) Er
y el supremo \/, Ex = Uy Ex en R — Cl. Como consecuencia de estas definiciones, la reticula
(R—CI1,<, A, V) satisface ambas leyes distributivas infinitas. Ademds como elemento menor tenemos
a 0 = {gR} que es cerrado pues es cerrado bajo trasladados y 1 = L(gR) como elemento mayor.
Con esto, R—C' es un marco y por lo tanto cada elemento £ € R— ' tiene un pseudocomplemento

al que denotaremos como £1¢! y caracterizaremos mas adelante.

Proposicion 17 Sea £ un conjunto cerrado de ideales, entonces su pseudocomplemento es
Etet={IeL(zgR)|(I:a) ¢ EYac R—1}

Demostracién: Llamemos F al conjunto del lado derecho y observemos que {R} € F. Probemos
primero que F cumple la condicién (ay), i.e., st I € F entonces (I : a) € F para toda a € R. Para
esto tenemos dos casos; st a € I entonces R = (I : a) € F. Si a ¢ I entonces (I : a) ¢ & por
definicién. Veamos que (I : a) € F. Seaa’ € R— (I : a), entonces a’a ¢ I y como I € F tenemos
que (I : d'a) ¢ &, por lo tanto (I : a) € F. Se sigue de la Proposicion 14 que F es un conjunto
cerrado.

Es claro de la definicion de F que € A F = {R}. Supongamos que £ € R — Cl cumple que
ENE ={R}.SiI €& conl+# R entonces I ¢ E ypara toda a ¢ I el trasladado (I : a) € £ por
ser un conjunto cerrado. Como (I :a) # Ry (I : a) ¢ £, entonces I € F. Asi &' < F, ie, F no
s6lo es el maximo conjunto cerrado que satisface £ A F = {R}, ademas es un pseudocomplemento

fuerte n
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Proposicion 18 Si £ € R — Cl, entonces su sequndo pseudocomplemento es (£+ct)tcr = [T ¢
L(rR)|Va ¢ I,3b¢ (I:a) tal que ((I:a):b) €&}

Demostracion: Por lo anterior, (£+¢t)tct = {I € L(gR)|(I : a) ¢ £+°'Va € R — I}. Basta
observar que (I : a) ¢ £+ si y solo si existe b € R — (I : a) tal que ((I:a):b) € E. ]

2.3. Conjuntos naturales

Definicion: Un conjunto & C L(rR) es natural si satisface las condiciones:

(a1) Si I € € entonces (I : a) € € para todo a € R.
(ag) St I,J € € entonces INJ € &.
(ag) SLJC I, (J;i)eEVielellJ <. R/J entonces J € £.

Proposicion 19 Toda clase natural de médulos es una clase cerrada.

Demostracién: Sea N' € R — nat y M un médulo. St M € N, entonces Rm € N para todo
m € M por ser N cerrada bajo submédulos. Reciprocamente, si Rm € N para todo m € N, sea
{Rm}mex con X C M una familia independiente maxima de submédulos ciclicos de M. Como la
familia es independiente maxima, @@y Rm es esencial en M. Por la cerradura de N bajo sumas
directas tenemos que @ Rm € N. Entonces E(M) = E(@  Rm) € N. Como N es cerrada bajo

submddulos, concluimos que M € N. m

Introduciremos la siguiente notacién. Denotaremos como L, a la subclase de L(rR) que satis-
face la condicién a; para¢ =1, 3,6 y 2 que definiremos mas adelante. Observemos que LL,, coincide
con R—CI, de modo que por la Proposicion 14, I' y A inducen un isomorfismo entre clases cerradas
de médulos y conjuntos de ideales que satisfacen a;. Ademas por la Proposicion 19 tenemos que
['(N) € L,, para toda clase natural NV. Para el siguiente resultado, denotemos como L la clase

de clases de médulos cerradas bajo sumas directas.
Lema 5 Los operadores A y I' determinan una biyeccién entre las clases R — cl N Lg y Ly, q45-

Demostracién: Sea N' € R — cl N Lg. En particular N es cerrada, entonces T'(N) € L,,. Veamos
que I'(W) € L,,. Sean I,J € T'(N), por la correspondencia dada por la Proposicién 16 tenemos
que R/I, R/J € N, entonces R/(INJ) = R/I® R/J € N lo que implica que I NJ € T'(N),
asi (W) € Ly, a5

Sean £ € L a5 Y {Natrea una familia de elementos de A(E). Tomemos x = ny, + --- +
ny, € @p Ny con ny, € Ny,. Como cada anulador (0 : ny,) € £ y & satisface a3, entonces
(O:x):ﬂle(():n)\i) € &, por lo tanto @, Ny € €. ]
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Proposicion 20 Los operadores I' y A determinan una biyeccion entre la clase de conjuntos natu-

rales de L(rR) tambien denotada LL,, 45,45, Y R — nat .

Demostracion: Sean £ € L(gR) y N' € R — mod que se corresponden mediante I' y A, es decir
E=TWN)yN =A(E). Probaremos que N' € R — nat si y solo si £ € Ly, a4,a6-

Supongamos primero que N' € R —nat, entonces por el lema anterior tenemos que &€ = T'(NV) €
Lg,,a5- Resta probar que & satisface ag. Consideremos ideales I,.J € T'(N) tales que J C I,
(J:i)e & paratodoiecIyl/J <. R/J. ParatodoieI/J, como (J:i)=(0:1i)€ &, entonces
I/J € Ny como N es cerrada bajo capsulas inyectivas y submédulos, entonces R/J € N, esto
implica que J € & por lo tanto &€ € L, a5,46-

Ahora supongamos que € € Lg, 45,46- Por el Lema 5 tenemos que A(E) =N € R—cl N Lg.
Sea M € N, veremos que E(M) € N probando que para todo x € E(M) el anulador (0: z) € .

Sea 0 # x € E(M)— M, entonces por la esencialidad de M en E(M) existe r € R tal que 0 #
ro € M, es decir el ideal I = (M : x) es distinto de cero. Observemos también que la esencialidad
implica que para 0 # Rz < E(M), el submédulo RxN M = Iz es distinto de cero. Sea J = (0 : x),
note que J C I, entonces para todo i € I, iz € M y el ideal (J :4) = ((0:x) :4) = (0:iz) € &.
Demostremos que I/J <.s R/J. Sea I'/J un ideal no cero de R/J. Consideremos h € I' — J.
Como hx # 0, tenemos que 0 # Rhx < E(M) y como M es esencial en E(M), Rha N M # 0.
Entonces existe r € R tal que 0 # rhx € M, es decir, rh € (M :z)NI'=INI perorh ¢ J. Esto
prueba que {0} # (INI')/J=1/JNI'/J. Como £ satisface ag, entonces (0 : x) € £ para todo
x € E(M). Por lo tanto E(M) € N. "

Demostraremos que los operadores pseudocomplemento (_)* en las reticulas R — Cl y R — cl

son compatibles con los operadores I' y A de la siguiente manera.

Proposicion 21 SiK € R—cl y& € R—CI se corresponden mediante la biyeccion de la Proposicion
16, es decir, T'(K) = £ y A(£) = K. Entonces T'(K+) = £+ y A(EL) = K.

Demostracion: Sea I € T'(K1), entonces I = (0 : m) para algiin m € M con M € K. Para
demostrar que I € £+ debemos probar que para toda a € R — I, el ideal trasladado (I : a) ¢ &.
Supongamos que existe a € R — I tal que (0:am) = ((0:m) :a) = (I : a) € £, entonces por la
Proposicién 16, R/(I : a) = R/(0 : am) = Ram € K contradiciendo que M € K, pues al ser esta
ultima una clase cerrada, contiene a todos los submddulos ciclicos de M. Por lo tanto (I : a) ¢ £
para todo a € R — I.

Sea I € £*, consideremos el médulo M = R/I y observemos que I = (0 : 1) con 1 € M. Resta
probar que M € K. Si M ¢ K+, existirla un submédulo no cero .J/I de M en K. Entonces para
0+# ae€ J/I,se tiene que R/(I : a) = Ra € K pues K es cerrada. Entonces por la correspondencia
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de la Proposicién 16, (I : a) € £ en contradiccién con que I € £L. Por lo tanto M € K y podemos
concluir que T'(K+) = &+

Probaremos ahora la otra iqualdad. Sea M € A(E1), entonces para toda m € M, el anulador
(0 : m) € £+ Si M tuviera un submédulo propio N < M en K, entonces para todo n € N,
R/(0:n)= Rn € K. Como (0:n) € £AEL tenemos que n = 0, por lo tanto M € KC+.

Si M € K*, veamos que para toda m € M, el anulador (0 : m) pertenece a £+. Supongamos
que existe m € M tal que (0 : m) ¢ £, entonces existe un elemento a € R — (0 : m) tal que
(0:am) = ((0:m):a) €& Como & =T(K), tenemos Ram = R/(0 : am) € K contradiciendo
que M € K*. Por lo tanto (0 : a) € £+ para todo m € M. Es decir A(E4) = K+ ]

Proposicién 22 Si el conjunto & C L(gR) es cerrado, entonces E+-C! es un conjunto natural.

Demostracién: Como & es cerrado, entonces K = A(E) es una clase cerrada de médulos, entonces
por el Teorema 2, K+ es una clase natural. De las Proposiciones 16 y 21 se sigue que £+ = I'(K+)

es un conjunto natural. |

Proposicién 23 Si & C LL(gR) es un conjunto cerrado, entonces (£+¢1)1ct es el menor conjunto

natural que contiene a £. Mas aiin £ = (£+ct)+ct si y solo si € es un conjunto natural.

Demostracion: Sabemos por la Proposicién 4 que (K1)* es la menor clase natural que contiene
a L = A(€). Supongamos que F es un conjunto natural que contiene a £. Entocnes K = A(E) C
A(F). que es una clase natural que contiene a IC, asi A((E4)1) = (K+)+ C A(F), esto implica
que (EH)*t C F. ]

Denotaremos como R— Nat la clase de conjuntos naturales de L(rR) con estructura de reticula
dada por la inclusién y operaciones de reticula dadas como sigue. Para una familia {£)} e tenemos
ArEx=pEr ysupremo \/, = Up{F € R—Nat|E\ C F, VX e A}. Sabemos ademas que A y
I' determinan una biyeccidon entre R —nat y R — Nat, entonces de la Proposicidon 21 junto con el

Teorema 3 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3 La reticula R — Nat es el esqueleto de R — Cl. En particular, R — Nat es un reticula

booleana.

2.4. Filtros de ideales izquierdos de R

Definicion: Un conjunto de ideales izquierdos £ C L(gR) se llama filtro si satisface:

(a2) I € £, I C J € L(grR) entonces J € & para todo a € R. Es decir, £ es cerrado bajo

superideales.
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Denotamos como R — F'ilt a la familia de filtros de L(zR) y la dotaremos con estructura de
reticula como sigue: Para una familia de filtros {€)} ca se define el infimo Ay Ex =y Er y el
supremo \/, Ex = U, €n que son también filtros pues uniones e intersecciones de conjuntos de
ideales que satisfacen (az) también satisfacen esa propiedad. Ademas por la definicién conjuntista
de estas operaciones, tenemos ambas leyes distributivas infinitas y como 1 = L(grR) y 0 = {grR} son
filtros, tenemos que (R — Flilt, C, A, V,0, 1) es una reticula completa. Dado un conjunto de ideales
izquierdos F, se define el filtro generado por F como {p_pin(F) ={J € L(rR)|I C J, I € F}. Y
cada conjunto en R — F'ilt tiene un Unico pseudocomplemento que estudiaremos a continuacion.

Para £ € R — Filt, definimos el conjunto €T = {I € L(gR)|si I C J, J € £ entonces J = R}.
Es decir, el conjunto de ideales izquierdos de R que no tienen superideales propios en £. Claramente

R € £ para toda & pues R es el mayor ideal.
Proposicion 24 Para todo € € R — Filt, el conjunto £T es su pseudocomplemento en R — Filt.

Demostracion: En efecto, ENET = {R}. Veamos que £ es filtro. Sea I € £ y J un superideal
de I, entonces J = Rc ET, por lo tanto ET e L,,. Ahora si F € R — F'ilt es un conjunto tal que
ENF ={R} pero F ¢ £, entonces existe I € F tal que I # £, i. e,, existe un superideal propio
J € £ de I. Entonces tenemos una contradiccién pues J € £ A F = {gR}. Por lo tanto F C & y

asi £" es el pseudocomplemento de £ en R — Filt, que ademés es pseudocomplemento fuerte. m

Proposicion 25 Si & es un filtro, entonces su sequndo pseudocomplemento (£7)T se describe como
el conjunto de ideales I € L(rR) tales que todo superideal propio de I tiene un superideal propio

en €.

Demostracién: Por definicion (€7)T = {I € L(rR)| siI C J, J € £ entonces J = R} = {I €
L(rR)| siI CJ & Rentonces J ¢ £"}. Pero J ¢ £ si y sélo si existe un superideal propio de
Jen &, es decir, ()T ={I € L(zR)|VJ(ICJ G R)3IK(JCKGR), Ke&} n

Como consecuencia, todo filtro £ esta contenido en su seqgundo pseudocomplemento pues si
I € &, entonces para todo superideal J de I, se tiene que J € &, en particular si J es propio. Por
lo tanto T € £TT.

Lema 6 Si &, F € R — Filt son tales que £ C F entonces Frcer.

Demostracion: Si I € F*, entonces para todo superideal J de I en & C F se tiene J = R,

entonces I € £'. Mas atn, por este mismo argumento se tiene que &' T C F'T. N
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2.5. Conjuntos conaturales

Decimos que un conjunto de ideales es conatural si es de la forma £ para algun conjunto £ €
R— Filt. Denotaremos como R — Conat a la familia de conjuntos conaturales, que caracterizaremos

mediante la condicién (C'N) para conjuntos de ideales similarmente al Teorema 5.

Definicion: £ C L(rR) tiene la condiciéon (C'N) si y solo si:
Un ideal I € & si y solo si para todo superideal propio J 2 I existe un superideal propio
K>OJen&.

Es decir, I € EsiysdlosiV(I CJ C R),IK € £E(J C K C R). Observemos que la condicién
(CN) se resume en: [ € £ siysélosi I € (ET)T ( Proposicién 25).

Teorema 10 Son equivalentes para un conjunto de ideales £ C L(rR):

1. £ € R— Conat
2. & satisface la condicion (C'N).
3EER-FiltyE'" C€

Demostracion: Supongamos que £ € R — Conat es un conjunto conatural, es decir, existe F €
R — Filt tal que & = F'. Como F' € R— Filt, F' C (F")"T. También FFTT por lo que
FITTCFT . Porlotanto ETT = FTTT =T =¢.

Ahora si & satisface (CN) entonces ér_pui(F)TT = &, es decir, £ es el pseudocomplemento
de una clase cocerrada, por lo tanto £ € R — Filt y ademas T C £.

Supongamos que £ € R— Filt y £'T C £ entonces £ = £ 7, es decir, £ es un pseudocomple-

mento de una clase cocerrada, por lo tanto £ € R — Conat. [
Las siguientes dos proposiciones traducen las propiedades del Teorema 6.

Proposicién 26 Todo conjunto conatural € C L(rR) satisface la condicion

(a5) SiI €&, JeL(rR), JC1I yeltrasladado (J : i) € £ para toda i € I, entonces J € E.

Demostracién: Sea &€ € R—Conat,sean I € £, J € L(rR), J C I con (J :i) € £ para toda i € I.
Demostraremos que J € £T". Sea K D J un superideal propio, veamos que K € £. Tenemos dos
casos posibles, si [+ K = Rysi I+ K # R. En el primer caso, para cada r € R podemos escribir
r=i+kconielykeK.Entonces (K :r)= (K :i+k)= (K :1i). En particular para r =1,
stil=i+ksetieneque K = (K :1)= (K :7) 2 (J:i) €& ycomo & es un filtro, entonces
K € £. Por otro lado, si I + K # R, éste es un superideal propio de I € £, entonces I + K € £.
ETT.

Pero también es un superideal propio de J. Por lo tanto J € [
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Proposicion 27 Todo conjunto conatural £ C L(rR) satisface la condicion

(ag)* Sil €& JelL(grR), JCIylI/J<R/J (ie, I/J es superfluo en R/J), entonces J € &.

Demostracion: Primero observemos que I/J < R/J significa que si / + K = J con J C K
entonces K = R. Ahora, st I € £ y I/J < R/J, demostraremos que J € £'". Sea K un
superideal propio de J. Como I/J < R/J se tiene que [ + K # R y como I C I + K entonces
I+ K € & y también es un superideal propio de K. Por lo tanto J € £TT = €. [

2.5.1. R — Conat es una reticula

Lema 7 La interseccion de toda familia {Ex} xca de conjuntos conaturales es un conjunto conatural.

Demostracién: Sea £ = (), €y, veamos que & = £'T. £ € R — Filt pues una interseccién de
conjuntos que satistacen asp, satisface también as. Sea I € £, entonces todo superideal propio
J 2 I tiene un superideal propio K € &, ast K € &, para todo A € A. Por lo tanto I € S)TT =&y

pues toda &) es conatural. [

Lema 8 La clase conatural generada por un filtro £ denotada como {r—conat(E) coincide con su

segundo pseudocomplemento en R — Flilt.

Demostracion: Por el Teorema 10 tenemos que & C ETT es un conjunto conatural, entonces
Er—conat(€) C ETT. Veamos que €77 C €r_conat(€). En general, si F es un conjunto conatural

que contiene a &, entonces &' T C F'T = F. At 7T = ¢r_conat(E). [

Los lemas previos nos permiten definir estructura de reicula en R—Conat con el orden dado por
la inclusién y con operaciones definidas como A, €y = () Ex y supremo \/ Ex = Er—conat(Up EN)-
Con 0={rR} y1l=L(grR).

Proposicién 28 Para toda familia de conjuntos conaturales {€}  se tiene que \/, Ex = (Uy Ex) T T
={lelL(xgR)|VJDI,J#R,IK DI, K # R tal que K € &) para algin \ € A}.

Demostracion: Desarrollemos la definicion dada por la Proposicion 25.
Ua&)'T={TeL(rR)IVJICJT G R)IK(JCK G R), KeclUp&r} =
{IeL(gR)IVJICJGR)IK(JCK G R), K €&, para alguna X € A}. ]

Corolario 4 R — Conat = Skel(R — Filt). En particular R — Conat es una reticula booleana.

La siguiente proposicidon nos plantea la situacion en la que R — F'ilt es su propio esqueleto.
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Proposicion 29 Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R:

1. R — F'ilt es una reticula booleana.
2. R— Filt = R — Conat.
3. gR es un médulo simple, es decir L(rR) = {0,r R}

Demostracion: St R — F'ilt es complementada y £ € R — F'ilt, como los complementos son Unicos,
E=CETT, entonces R — Filt C R — Conat.

Supongamos que R — F'ilt = R — C'onat, entonces todo conjunto conatural es igual a su doble
pseudocomplemento, en particular £ = Maz(rR)U{rR} donde Max(rR) es el conjunto de ideales
maximos de R. Como £'T C &, si un ideal I tiene la propiedad de que todo superideal propio J
de I tiene un superideal propio en Maz(rR), entonces I € &, es decir I es méximo. As{ todos los
ideales de R son méximos, por lo tanto R es simple. Ahora, suponiendo que R es simple, entonces
L(grR) = {0, R} y trivialmente R — Filt = R — Conat. ]

Note que en contraste con el hecho de que R — Nat y R — nat son isomorfas, R — conat y

R — Conat no lo son. Para esto basta comparar la Proposiciéon 29 con el Teorema 4.
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