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Introduccion.

Sea S = {z € C| (z) > 0} el semiplano de Poincaré con la métrica
hiperbdlica ds* = (dz? + dy?)/y*. Sea SL(2,7) el grupo formado por las
matrices dos por dos con coeficientes en Z y determinante uno. El grupo
modular I' = SL(2,Z)/{%id} actia en .7 mediante transformaciones de
Mobius y preserva la métrica hiperbdlica. El espacio cociente

X(T) := )T

se llama la variedad modular. El horociclo C, :== { ¢ +iy |z € R } C &
desciende a X (I'), mediante la proyecciéon natural, en una curva cerrada de
longitud 1/y. Sea f una funcién compleja continua y de soporte compacto

en X (I'), entonces
1/2
my(f) = flz +iy)dx

—1/2
define una medida de probabilidad en X(I'), que estd soportada uniforme-
mente (c.r.a. longitud de arco hiperbdélica) en el horociclo C,. Por otro lado,
tenemos la medida de probabilidad en la orbidad modular inducida por el
elemento de area hiperbdlica:

_3 L dxdy
m(ny=7 [ s

El siguiente teorema sobre la distribucién asintética de los horociclos cerrados
fue mostrado por D. Zagier en [Zag79]:

Teorema 1. ([Zag79]) Sea f un funcion diferenciable en la variedad modular
y de soporte compacto. Entonces

my(f) =m(f)+oy'*)  (y—0)

para todo 0 < € < 1/2. En particular, las medidas m,, convergen débilmente
am cuando y — 0.



VI Introduccién.

En [Zag79] Don Zagier encontré una sorprendente coneccién entre la razén
de convergencia de m, a m y la hipdtesis de Riemann

Teorema 2. ([Zag79]) La hipdtesis de Riemann es verdadera si y sdlo si
para toda funcion f definida en T\ diferenciable y de soporte compacto se
tiene

my(f) =m(f) +oy**™)  (y—0)
para todo 0 < e < 3/4.

En [Sar80] P. Sarnak mostré algunos resultados andlogos en el espacio tan-
gente unitario de la variedad modular, el cual se puede identificar con la
tres variedad PSL(2,R)/T". A.Verjosky en [Ver92] mostré que la estimacién
andloga del Teorema 1 en el resultado de Sarnak es 6ptima para algunas
funciones caracteristicas de PSL(2,R)/T.

El propésito de este trabajo es aplicar la teoria de Zagier y Sarnak a un
campo de numeros algebraicos. Brevemente describiremos los resultados. Sea
K un campo de nimeros algebraicos de grado n = r; +2ry y sea o el anillo de
enteros de K. Entonces, existe una variedad riemanianna X = (.743)" x (J%3)"
donde actia el grupo modular de Hilbert I' = PSL(2,0) de manera propia
y discontinua preservando la metrica riemanniana de X. El espacio cociente
de
M =X/T

una variedad de érbitas diferenciable llamada la variedad modular de Hilbert.
Si el campo K tiene ntimero de clase igual a h, entonces la variedad modular
de Hilbert tiene h cuspides. Estas cuspides se pueden parametrizar por la
¢’luspide candnica al infinito de X. Para cada cuspide k; y cada ¢ > 0,
existe una “horoesfera cerrada” B(q, k;)/T's, de volumen ¢~'C, donde C' es
una constante que depende del campo K. Sea m;(-, ¢) la medida de probabi-
lidad en .# que esta uniformentente distribuida en B(q, k;) con respecto a
la medida de volumen inducida B(q, k;) por la métrica riemaniana de X (ver
definicién 1). Sea m, = (m1(q) + -+ + mn(q))/h.

Teorema 3. Sea f una funcion en la variedad modular de Hilbert de soporte
compacto. Entonces,

m(f.q) =m(f) +o(g"*™),

cuando g — 0, para todo 0 < € < 1/2.



VII

Asimismo generalizamos la equivalencia de Zagier para la hipotesis de Rie-
mann y mostramos la siguiente aseveracion.

Teorema 4. La hipotesis de Riemann para la funcion zeta de Dedekind de K
es cierta si y solo si, para toda funcion f diferenciable y de soporte compacto
en M , tenemos

my(f) =m(f) + O(C]%_E> ( cuando g — 0)

para todo 0 < e < 1/4.

Para cada f € C° () consideremos la transformada de Mellin de m(f,q):

M(f,s) ¢=/0 m(f, q)qs‘l%.

Esto define una funcién holomorfa para R(s) > 1. Por el de teorema de
desdoblamiento de Rankin-Selberg, para R(s) > 1 tenemos

CoM(f,s) = / E(z,3) f(z) dv(z)

M

donde C5 es una constante que depende del campo y
E(z, s)

denota la series de Eisenstein.

Los coeficientes de Fourier de las series E(z, s) se pueden obtener en cada
cispide ([Sor02]) y esto nos mucha informacion sobre las series the Eisenstein:
E(z, s) es una funcién meromorfa en C con tnicos polos en s = 0,s = 1. El
residuo en los polos se puede calcular usando la férmula del nimero de clases.

Las propiedades anédliticas de E(z, s) se extienden a M(f, s). Esto es M(f,s)
es una funcion meromorfa en C con tinicos polos en s = 0, s = 1. El residuo en
los polo es igual a m(f). La idea de Zagier es integrar M(f,s) en la frontera
de una banda vertical Q = {6 < s < 2}. Por un lado, por el teorema del
Residuo de Cauchy tenemos que

M(f,s) = m(f)

o0
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Pero, por otro lado por la formula de inversion de Mellin

d+ico 2+i00

M(f,s) = m(f) + M(f, s)-

d—i00 2—i00

Para estimar el lado izquierdo en la ultima identidad, necesitamos estimar
las series E(z,s). Esto se logra utilizando las férmulas Maas-Selberg. En
[Sar80] P. Sarnak explica como la estimacién o(q'/?) se obtiene como una
consecuancia del estudio de la formula para la traza de Selberg. Asimismo,
utilizando una consecuencia clasica par la hipdtesis de Riemann podemos
obtener una mejor estimacion.

Esta tesis se encuentra organizada en tres partes. En el capitulo I intro-
ducimos la variedad modular Hilbert y algunos resultados de la teoria de
nimeros algebraicos. En el capitulo II exponemos las series de Eisenstein de
la variedad modular de Hilbert y calculamos sus coeficientes de Fourier en
las distintas cuspides. Finalmente en el capitulo III demostramos los resul-
tados de esta investigacion. Primero veremos el método de Rankin-Selberg y
la relacién de Maass-Selberg para las series de Eisenstein. Asimismo expon-
dremos la funciéon de Lindelof de la funcion zeta de Dedekind. Para concluir
mostraremos los Teoremas 1 y 2 extendiedo las pruebas de Zagier y Sarnak
sobre la equidistribucién asintotica de los horociclos cerrados.



CAPITULO 1
El grupo modular de Hilbert

En este capitulo introducimos el grupo modular de Hilbert y construimos
una region fundamental para este grupo. Veremos que la variedad modular
correspondiente no es compacta, mas sin embargo tiene un nimero finito de
puntas.

1. Campos algebraicos de niimeros

En esta seccion presentaremos los conceptos basicos de la teoria de ntimeros
algebraicos y las propiedades fundamentales de la funcion zeta de Dedekind.

Como referencias generales se puede consultar los libros de J. Neukirch
[Neu99] y S. Lang [Lan94].

Sea Q el campo formado por los nimeros racionales y Z el anillo de los
nimeros enteros (racionales). Denotamos por Q[z] el anillo de polinomios en
la variable x con coeficientes en Q y por Q(x) el campo cociente de Q[z].

Un nidmero algebraico es un nimero complejo 6 que es raiz de un polinomio
diferente de cero en Q[z]. Esto es,

™ + ap 10"+ +ag =0,

para algunos a; en Q con a, distinto de cero. Sea # un ntimero algebraico,
entonces existe un inico polinomio ménico p en Q[z] (i.e, con coeficiente lider
igual a uno) de grado menor tal que € es raiz de p. El polinomio p se llama el
polinomio minimo de 0. El grado de 0 (c.r.a. Q) se define como el grado de
p. Las raices ), ..., 8 del polinomio minimo de 6 se llaman los conjugados
de 6. Un entero algebraico es una raiz de un polinomio ménico distinto de
cero en Z[z]. Esto es, una solucién de una ecuacién

"+ a2+ ag =0,



2 I El grupo modular de Hilbert

donde los valores a; son ntimeros enteros racionales. Por el lema de Gauss se
sigue que el polinomio minimo de un entero algebraico pertenece a Z[z] y por
lo tanto todos los conjugados de un entero algebraico son también enteros
algebraicos.

Un campo de nimeros algebraico K es una extensién de Q de dimension finita.
Esto es, un campo K que contiene a Q como un subcampo y la dimension de
K, como espacio vectorial sobre Q, es finita. La dimensién de K se llama el
grado de la extension.

El anillo o formado por los enteros algebraicos contenidos en K se llama el
anillo de enteros del campo K. Este anillo es un dominio de Dedekind, esto
es, un dominio entero, enteramente cerrado y tal que todos sus ideales primos
NO Ccero son Maximos.

Sea K un campo de ntimeros algebraico, entonces, por el teorema del elemento
primitivo, existe un nimero algebraico 0 tal que K = Q(#). Sea p el polinomio
minimo de 6. Entonces

~ Qlz]

(p(x))

Luego, el grado n del polinomio minino p asociado a @ es igual al grado de la
extension Q(#) sobre Q y cada a en Q(f) se escribe de manera tnica como

K= Q(0)

a=g0)=co+cl+-+c, 10"

con c¢; nimeros racionales. Sean M) ... 0™ los conjugados de 0, i.e., las
ralices del polinomio minimo p de 6. Sea 71 el nimero de raices reales de
P, 2ry el nimero de raices complejas de p. Luego, n = r; + 2ry. Escribamos
r = r1+1. Usualmente ordenamos los conjugados de 6 de tal manera que los
primeros r; conjuudados son las raices reales del polinomio p y los siguientes
ro conjugados son un conjunto de las raices complejas de p tales que

o gD gt gt g
son todas las raices del polinomio p. Para cada i = 1,...,n tenemos el encaje
K — C, o a® = g(e),

Si consideramos o, para i = 1,...,r, obtenemos los lugares o sitios reales
y complejos del campo K.
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Para o € K la norma de « se define como el valor real

— ﬁQm H ]a(l)f

=1 l=r1+1

Una wunidad del campo K se define como un elemento invertible de o. El
conjunto 0™ de las unidades de K esta descrito por

0 ={ec€o|N() ==£1}.

Por ejemplo, un conjunto especial de unidades es el conjunto formado por
las raices de la unidad contenidas en K:

W:{€€K|6l:1paraalgﬁnl€N}.
El conjunto 0™ es un grupo multiplicativo y W es un subgrupo finito de 0*.

Por el teorema de unidades de Dirichlet, la aplicacion log : 0 — R", dada
por
,...,In ‘5(”)‘ ,21n |5(”+1)

5>—>(ln}e(1) ,...,21n|5(7")|)

es un homeomorfismo de grupos con nticleo W e imagen una reticula A en el
espacio euclideano

U={(21,....0) ER | &1+ +a2 =0}

Luego, existen unidades fundamentales €1, ..., ,_1, tales que el conjunto de
vectores
r—1
{(ln ‘551) ,...,In 52(”) ,21n |5(”+1)| ....,2In ’5570 )} CR"
i=1

son una base para la reticula A vista como un médulo sobre Z y el grupo de
las unidades esta descrito como

o ={eM M kL ke € Z ) x WL

Sea V' el volumen de una region fundamental de A con respecto a la medida
r — 1 dimensional inducida en U por la medida de Lebesgue en R". El vector
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(1,...,1) € R" es perpendicular a V' y su distancia al origen es /r por lo
que V/r es igual al valor absoluto del determinante de la matriz

1)

In 55 In e,/ 1
In é?:Yl) In ) 1
2In €§T1+1) 2In 67(:1?1) 1
I 2In ‘:SY) 2In Eff_)l’ i_

El regulador R de K se define como el valor absoluto del determinante que
se obtiene al quitar cualquier renglén de la matriz [Neu99, pp. 43]

BER n|e® | ]
In ;YI) In gff_l%

21n ‘Egrﬁl)’ . 9l 6§’“_11+1> ’

| 2In :€Y’ 21 [0, ]

por lo que V/r=rRyV =,/rR.

Un ideal fraccionario a es un o-submodulo de K distinto de cero y finitamente
generado, esto es

a= (o, ..,0n) = {Z Gai | (G € o)}

finita

para algunos a; € K. Si a = (@) para algin o € K, decimos que es un
ideal (fraccionario) principal. Un resultado de teoria de niimeros nos dice que
cada ideal fraccionario a se escribe como a = (a, ), para algunos «a, 8 € K.
Por otro lado un ideal fraccionario a es entero si es generado por enteros
algebraicos y en este caso a es un ideal del anillo o en el sentido usual.
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Dados dos ideales fraccionarios a = (aq,...c.) y a = (31, ...0s) se define el
producto

a-b= <alﬁlvalﬁ27 "'aar/68>-

En particular, cuando nos restringimos a los ideales enteros, este producto
coincide con la multiplicacién usual de ideales en 0. Més aun, con este pro-
ducto, el conjunto Z formado por los ideales fraccionarios de K, es un grupo
abeliano, donde la identidad es el ideal 0 = (1) y el inverso de un ideal a
esta dado por

a'={aeK:aaCo}.

Un ideal entero p C o distinto de o es un ideal primo si dados dos enteros
algebraicos «a, 8 € o tales que aff € p, entonces o € p o bien § € p. Por
el teorema de factorizacion unica de ideales, los ideales fraccionarios se de-
scomponen de manera tnica (salvo orden) como producto de ideales enteros
primos

a=p-. .pZ‘k (a; € Z\{0}).

Sean a y b dos ideales de o tales que

a:p?lpzk7 b:pflpfk (am/BZEN)

De manera analoga a los numeros racionales, ponemos definir el maximo
comun divisor y el minimo comtn multiplo de a y b como

med(a,b) =p*---plF mem(a, b) = p‘lsl . -pi’“
donde
vi =min(a;, 5;) vy 6 = max(ay, 5;) (parai=1,...,k).
Por un resultado de dominios de Dedekind tenemos

med(a,b) =a+b y mem(a,b) =anb.

Por otro lado, si consideramos el subgrupo de ideales fraccionarios principales
P y tomamos el cociente C = Z/P obtenemos un grupo abeliano llamado el
grupo de clases de ideales. Por un teorema de Minkowski en cada clase A € C
existe un ideal entero a € A de norma menor o igual que la constante de

Minkowski AN
Cx = VD (—) n

T nn’
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Luego, como el nimero de ideales enteros tales que su norma esta acotada
por Ck es finito, el grupo de clases de ideales es un grupo finito. El orden
de este grupo se conoce como el niumero de clases del campo K. El grupo de
clases de ideales nos dice que tan diferente es 0 de un anillo de factorizacion
unica.

Sea a un ideal entero, la norma de a se define como la cardinalidad del grupo
(finito) aditivo o/a, esto es
N(a) = [o/a].

Podemos extender esta funcién al conjunto de ideales fraccionarios utilizando
el teorema de factorizacion unica. Si a se escribe como

a=p-. 'sz (o; € Z\{0})

definimos
MN(a) = N(p)™ -~ N(px)™*

En particular, si a = («) es un ideal principal, entonces

N(a) = |N(a)| = [aPa@ .. o™

I

independientemente del representante a.

Por la teoria de Minkowski sobre los ntimeros algebraicos, tenemos una des-
cripcion geométrica del anillo de enteros de K y de los ideales fraccionarios.
Ordenemos los lugares de K de la forma usual y consideremos la aplicacion

K — R x C
ar— (oW, o) i) (L.1)

Luego, por un teorema de Minkowski, la imagen del anillo de enteros o bajo la
aplicacion anterior es una reticula en R™ x C™ i.e. un médulo discreto sobre
Z de rango n. El espacio cociente R™ x C"2 /o se llama el toro de Minkowski
del campo K.

Sea {wi,...,w, } una base de o como mdédulo libre sobre Z. Recordemos
que por definicién el discriminante de K se define como el cuadrado del
determinante de la matriz

W

W
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El area del toro de Minkowski con respecto a la medida de Lebegue n-
dimensional en R™ x C" es el igual al valor absoluto del determinante de la
matriz

R R C R
WS
%(wgﬁlﬂ-l) %( 7(11”1-%-].)
™) S
Rlwy™) e R’
[ S) Sl |

y este valor es igual a 277 VD, donde D es igual al valor absoluto del dis-
criminante de K.

Sea a un ideal fraccionario, entonces, su imagen bajo la aplicacion 1.11 es
también una reticula en R™ xC"2. El drea del espacio cociente R™ xC" /a, con
respecto a la medida de Lebesgue en R™ x C™ se puede calcular, de manera
similar al toro de Minkowski, utilizando una base de a como Z modulo libre.
Esta area también puede calcularse como

272 /D N(a).

Para o € K la traza de « esta definida por

1 r
Tr(a) =a® + ... 4o = Za(l) + Z 2R (a).
=1 l=r1+1
Para un ideal fraccionario a el mddulo dual de a se describe como el ideal

a*={a* €K | Tr(aa*) € Z para todo v € a } .

El ideal diferente 0 de K se define como el ideal inverso del médulo dual de
0, esto es

v!'={a* €K | Tr(aa*) € Z paratodo a €0} .

Un resultado de campos algebraicos de niimeros nos dique que la norma del
ideal 0 es igual a D. Luego, para todo ideal fraccionario a tenemos

* _ ~—1_-—1 *\
a*=0""a " y Na") DR’
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De la definicién de médulo dual se sigue que las aplicaciones
{exp 2miTr(I(-)) :R" xC? - C | l € a*}

forman el grupo de caracteres del grupo aditivo compacto R™ x C" /a.

Ejemplo 1. Sea d € Z un entero libre de cuadrados (i.e., d no es divisible
por un primo p al cuadrado). Un campo cuadrdtico es un campo de la
forma K = Q(v/d). El anillo de enteros de un campo cuadrético K = Q(v/d)
esta descrito por

Jz+ %7, sid=1 mod 4,
\z+Vdz, sid=2,3 méd 4.

1.1. La funcién zeta de Dedekind

En esta seccion introducimos la funcién zeta de Dedekind de un campo de
numeros. Un estudio detallado se puede encontrar en los Capitulos VIII y
XIII de libro de S. Lang [Lan94] y el Capitulo VII del libro de J. Neukirch
[Neu99].

Sea K un campo de ntmeros algebraico. La funcion zeta de Dedekind del
campo K esta definida por la serie de Dirichlet

1
k(s) =) Na)*

aCo

donde la suma se toma sobre los ideales enteros y s es un nimero complejo
en el semiplano R(s) > 1. Esta serie converge absoluta y uniformemente
en subconjuntos compactos del hemiplano $(s) > 1, por lo que define una
funciéon holomorfa en esa region. Asimismo, por el teorema de factorizacion
Unica de ideales fraccionarios, se sigue

ot =1 (sip) RO>0,

donde el producto se toma sobre todos los ideales enteros primos. Luego,
(k(s) no se anula en el hemiplano R(s) > 1.
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Por un teorema clésico de Hecke, (k(s) es una funcién analitica en el plano
complejo, excepto por un polo simple en s = 1 con residuo

2" (2m)” h R

wvD
donde R denota el requlador de K, w el niimero de raices de la unidad con-
tenidas en K, D el valor absoluto del discriminante de K y h el niimero de

clases de K. La ecuacién 1.2 se conoce como la férmula del nimero de clases.
Maés atin, por los resultados de Hecke, la funcién zeta dada por (cf. [Lan94,

pp. 259])

Rese—1Ck(s) = (1.2)

Gils) =27 DA 5 T (2) " T(s)™ k(o)

se extiende a una funcién meromorfa con tnicos polos simples en s = 0,1 y
satisfase la ecuacién funcional

Ck(s) = k(1 —s).
El residuo de (%(s) en s = 1 estd dada por

2"hR
Ress—1(k(s) = —

Por otro lado, por el teorema de Landau sobre los ideales primos, la funcién
zeta de Dedekind no se anula para R(s) = 1 (cf. [Nar04, pp 341-343]). Los
ceros de (k(s) que resultan de los polos de I'(5)™ I'(s)™ se llaman los ceros
triviales de la funcién zeta de Dedekind. La hipdtesis de Riemann para el
campo K es andloga a la hipotesis de Riemann para los niimeros racionales:
todos los ceros no triviales de la funcion zeta de Dedekind tienen parte real
igual a 1/2.

2. El grupo modular de Hilbert

En esta seccién introducimos la geometria de la variedad modular de Hilbert.
En los libros clasicos de Siegel [Sie61], Freitag [Fre80], van der Geer [vdG88] se
puede consultar una introduccion detallada a la variedad modular de Hilbert
cuando K es un campo totalmente real. Asimismo en el libro de Elstrodt &
Grunewald & Mennicke [EGM97]| podemos encontrar una exposicién detalla-
da de esta variedad cuando K es una extension cuadréatica y compleja. En el
articulo de Weng [Wen06] se puede consultar la variedad modular de Hilbert
para un campo de nimeros K general.



10 I El grupo modular de Hilbert

2.1. El plano y el espacio hiperbdlico

Primero veremos algunos resultados clasicos sobre el plano y el espacio hiper-
bolico. Para una exposicién detallada sobre el plano y el espacio hiperbélico
se puede consultar el libro de Beardon [Bea83].

Sea /4 = {z = x+iy € C:y > 0} el semiplano superior con la métrica
hiperbdlica ds* = (dz?* + dy?)/y*. Sea SL(2,R) el grupo de Lie formado por
las matrices 2 por 2 con coeficientes en R y determinante uno. El grupo
SL(2,R) actia en % por isometrias de la siguiente manera: sea z € J4 y
g€ SL(2,R)

(1.3)

az+b {a b]
2 gz = =

cz+d’ c d|’
Luego, si escribimos
g(x +yj) =" +y"j,

tenemos

. ac(x?® + y?) + bd + (ad + be)x y
(«%,y") = 2 : 7 )
lcz + d| lcz + d|

donde |cz 4 d| denota el valor absoluto (o médulo) del punto ¢z + d € C.

La accién de SL(2,R) en .74 tiene nicleo {+id}, por lo que el grupo
PSL(2,R) = SL(2,R)/{+id}

actia efectivamente en % y de esta forma el grupo PSL(2,R) se corres-
ponde con el grupo de isometrias de 743 que preservan orientacién. El grupo
de isotropia de un punto z € % estd dado por el conjunto de todos los
g € PSL(2,R) que fijan z, i.e., g(z) = z. El grupo de isotropia del punto
1 € J es igual al grupo especial ortogonal

PSO(2) = {[ cos§ Smﬂ e R} J{id).

—sinf cosf
por lo que tenemos una identificacion
PSL(2,R)/PSO(2,R) = 74 (gPSO(2,R) — g(7)).

De la métrica hiperbdlica de 745 se obtiene una medida p cuyo elemento de
area esta dado por
dxdy

dp(z) = )2
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La medida p es invariante por la acciéon de PSL(2,R), i.e., para toda funcién
f definida en % e integrable con respecto de p tenemos

f(2)du(z) = | f(g(2))du(z),

o S

para todo g € PSL(2,R).

Sea P(R) el espacio proyectivo de R, i.e., el espacio de lineas en R? que pasan
por el origen. El grupo PSL(2,R) actiua en P(R) mediante trasformaciones
proyectivas

azx + by

cr+dy

g9(x/y) =

El grupo de isotropia del punto co € P(R) es igual al grupo parabdlico
{[g ya_jl} |y >0, xER}.

El espacio hiperbdlico

Sea
H={a1+ayi+asj+ ask | a1,a2,a3,as € R}

el algebra formada por los cuaternios de Hamilton. Recordemos que en H
tenemos las reglas de multiplicacion

it =2 =k* =ijk=—1.

Con la identificacion candnica de H con R* podemos definir la norma eu-
clideana: para un quaterio p = a; + ast + aszj + a4k tenemos

Ipll = /a3 + a3 + a3 + a2

De manera similar al plano hiperbdlico el semiespacio superior
H:={z=(x,y): 2 €C, y>0}

J 2 _ . o) . . ’1.
con la métrica ds?(z) = (d |x|” + dy*)y~? es isométrico al espacio hiperbélico
de curvatura seccional constante igual a menos uno. Para describir el grupo
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de isometrias de .73 identificamos a .73 con un subconjunto de los cuaternios
de la siguiente manera

z=(z,y) =c+yj €H, (xeC, y>0).

Sea SL(2,C) el grupo de Lie formado por las matrices dos por dos con
coeficientes en los complejos y determinante uno. El grupo SL(2, C) actiia en

b] un elemento de SL(2,C),

J3 como sigue: sea z =T +yYj € A3y g = {Z J

definimos
2 g(2) = (az + b)(cz +d) .

Luego, por las propiedades de los cuaternios, si escribimos
9(x +yj) =" +y"j,

tenemos

(2 y") = (ax + b)(cx + d) + acy? y
’ lez + d|® ez + dJf?

donde ||cz + d|| denota la norma euclideana del punto ¢z + d € H. Esta ac-
cién tiene nicleo {£id}, por lo que el grupo PSL(2,C) = SL(2,C)/{xid}
actia efectivamente en .743. La accién de PSL(2,C) en 74 preserva la métri-
ca hiperbdlica y de esta manera PSL(2,C) se identifica con el grupo de
isometrias de 773 que preservan orientacion. El estabilizador de j € 743 res-
pecto a la accién de PSL(2,C) en J4 es igual al grupo cociente

PSU(2) = { E ﬂ | |c)* +|d?*| = 1,c,d € C} J{Fid}.
Luego, tenemos una identificacion
A= PSL(2,C)/PSU(2)  (gPSU(2) — g(j)).

Asi mismo de la métrica hiperbdlica de 73 se obtiene una medida v que es
invariante por la acciéon de PSL(2,C) y cuyo elemento de volumen estd dado
por

dv(z) = dady/y® (2 =2+ jy),

donde dz denota la medida de Lebesgue 2-dimensional en C.

Sea P(C) el espacio proyectivo de C, i.e., el espacio de lineas complejas en
C? que pasan por el origen. El grupo PSL(2,C) actia en P(C) por trasfor-

maciones de Mobius
azr + by

cr +dy’

g(z/y) =
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El grupo de isotropia del punto co € P(C) es igual al grupo parabdlico

{[g y’fl} |O7éy€(C,x€(C}.

2.2. La accion del grupo modular de Hilbert

Primero introducimos el espacio simétrico asociado a un campo de niimeros
algebraico. Para r{,ry dos enteros no negativos, no ambos igual a cero, con-
sideremos el espacio simétrico

X = A" x A

Denotamos un punto en X por z = (z,...,2,), donde r = ry + ro. Para
z = (z1,...,2r) € X escribimos

Z = (X7Y)a X:(x17"'7$7‘)7 y:(y17"'7y7“)7

donde zy =+ iy, paral=1,...myz=x,+jy paral =r  +1,...,7.
Como producto de variedades riemannianas X tiene la métrica

:dx§+dy%+m+d|xr|2+dyz

ds®(z
(2) Y Y2

(L4)

Esta métrica induce una medida v con elemento de volumen
dxdy
o l=r1 9 l=r 3’
Hl:l Yi Hl:rlJrl Yr

donde dxdy denota la medida de Lebesgue en (R™ x C™) x R". El grupo de
Lie

dv(z)

G:=PSL(2,R)™ x PSL(2,C)™

actia transitivamente y por isometriasen X : paraz € 'y g = (g1,...,9:) €
G definimos

g-7:= (91217 B 7grzr)-

Utilizamos la siguiente notacion: si
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escribiremos

donde

a:(a’lw"aar)ﬂ b:<b17"'7br)7
c=(c1,...,¢), a=(dy,...,d.).

Usualmente denotamos la acciéon de g en X por

9(z) = (az + b)(cz + d)~" (z € X).

Sea zg = (4,...,7) € X el punto con las primeras r; coordenadas iguales a
1 € C y las siguientes ry iguales al cuaternio 7 € H. El grupo de isotropia de
zg € X es igual al subgrupo compacto H = PSO(2,R)™ x PSU(2)"™ y por
lo tanto tenemos una identificacién natural

G/H=X  (9H — g(z0)).

Sea K un campo de niimeros algebraico de grado n sobre Q. Sea r; el nimero
de lugares reales y 75 el nimero de lugares complejos de K. Luego, el grado
de K satisface

n=I[K:Q|=ry+2r.

Sea
pst)={[ 7] 1 apseras—o = 1]/ i
Ordenemos los sitios '
{a(l) K—C }::1

de K de la forma usual y escribamos o = o) . El grupo PSL(2,K) puede
incluirse en G de la siguiente manera:

o B NORIEY NORe

Sea o el anillo de enteros algebraicos de K. El grupo modular de Hilbert
de K es el grupo I' = PSL(2,0) contenido en PSL(2,K) C G. Como o
es un reticula se sigue que el grupo modular de Hilbert es numerable y un
subgrupo discreto de G. Luego, como el grupo de isotropia H del punto
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7o € X es compacto, tenemos que I' actia propia y discontinuamente en X.
Esto es, para todo subconjunto compacto S C K, el conjunto

(MeTl | M(S)NS # 0}

es finito. Luego, por un teorema clasico de Thurston (ver [Thu80], capitulo
XIII), el espacio cociente

M =XT

es una variedad de orbitas diferenciable. El espacio .# se llama la variedad
modular de Hilbert del campo K.

Observacién 1. La accién de I' y de PSL(2,K) en X es irreducible. Esto
es, st g =(g1,...,9-) € PSL(2,K), entonces g, actia como la identidad en el
correspondiente factor de X si y sélo si g = id.

Los puntos cuspidales de la variedad modular de Hilbert

La frontera ideal de X se define como el conjunto
P=PR)" x P(C)"™.

Para un punto en A € P escribimos A = (A, ..., A). El grupo G actia en
P extendiendo de manera natural las trasformaciones de Mobius: para g €
G, NeP

g(\) = ((al)\l + b)) (e A Fd) 7 (@A b)) (e dr)_l) .

Definicién 1. Un punto A € P es un punto cuspidal para I' si es un punto
fijo de un elemento parabolico de I' C G. Esto es, existe un elemento M € T,
distinto de la identidad y de traza igual a £2, tal que

M()) = A.

Un punto parabdlico esté bien definido ya que los encajes de Galois preservan
la inclucién de Q en K.

El espacio proyectivo P(K) se define como el conjunto de lineas en K? que
pasan por el origen. Esto es el conjunto de pares (p, o) € K2—{(0,0)} médulo
la relacion de equivalencia

(p,0) ~ (p',0") si existe A € K, X # 0 tal que (p,0) = (Ap', A\o”).
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El grupo I' como subconjunto de las matrices dos por dos actia en el espacio
proyectivo P(K) mediante transformaciones proyectivas: para A € P(K) y

J

M= ?; B tenemos

_ad+p
T OAAES

M()) P(K).

Por otro lado, podemos incluir el espacio proyectivo P(K) en la frontera ideal
de X mediante la siguiente aplicacién: Si A = p/o € P(K), con p,0 € K,
definimos

p(l) p(T)

La inclucién de I" en G define una accién en la incluciéon de P(K) en P y
tenemos un diagrama conmutativo

E(v(A) = (V).
Usualmente identifamos estas acciones y escribimos
M(A) = M((A1, ..., )
sin distincion.
Lema 1. El conjunto de puntos cispidales de T' es igual al conjunto P(K) C

P.

Demostracion. Primero veremos que un punto cuspidal pertenece a P(K).

Sea M = {3 ?] un elemento parabdlico de I'. Sea A el punto fijo de M. Si

M = 0, entonces M fija el punto co = ¢ € P(K). Por otro lado, si v # 0,
tenemos

al+ 8

A
YA+0

Luego,
AN+ (§ — )X — B =0.

Por la formula para las raices de una ecuacion cuadratica y la relacién ad —
B~y =1, tenemos

Cd—a V(6 —a)P+4y8
—2y —2v

-« (0+a)?2—4
—2y -2y
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Como «a + 6 = £2, ya que v es un elemento parabdlico, se sigue
a—90
2y

)\ =

Esto muestra que A € P(K).

Ahora mostraremos que si A € P(K), entonces A es un punto cuspidal. Sea
A € P(K) y p/o un representante de A. Sea a el ideal generado por p y o.
Como aa™! = 0 = (1), entonces existen ntiimeros algebraicos &, 7 en a™! tales
que

pn — o€ = 1.
Luego, la matriz

A- [” 5] € SL(2,K)
o n
satisface
A7) = oo

Por otro lado, como o,p € ay &,n € a™!, si ( € a2 es distinto de cero,
entonces

M:A{l C]A—ler

01
es un elemento parabdlico que fija el punto A. Luego A es un punto cuspidal
de I'. Esto concluye la demostracion. |

Lema 2. Sea a = (o, p) un ideal fraccionario y M = [3‘ ?} € I' un elemento
del grupo modular de Hilbert. Entonces

a= (ap + Bo,vp+ o).

Demostracion. Primero, observemos que {(ap+ (o, yp+d0) es un subconjunto
del ideal a = (o, p). Por otro lado, como

a Bl |p| _ |ap+Po
v O la|  |vp+do
y M es un elemento del grupo modular tenemos que
pl |6 —=B||ap+pPo
ol |-y al|l|yw+io|’

Luego, obtenemos a C (ap + o, vp + do). Por lo tanto
a = (ap+ Bo,yp+da).
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Para A € P(K), sea I'y = {y €T | yA = A } el grupo de isotropia de I' en el
punto . Consideremos una representacion A = 2 € P(K) y sea a = (p, 0),
Como p y o generan el ideal a, existen nimeros algebraicos &, 7 en a™! tales
que

pn—o§ =1
La matriz

A- Lﬁ f?] € SL(2,K)

es unimodular y satisface

AN = oo.

Usualmente denominamos a A como una matriz asociada a \.

Observacion 2. Sea A € P(K) un punto cuspidal y A, A’ dos matrices aso-
ciadas a A\. Como A=A’ fija el punto cuspidal oo, entonces A’ = A {g aﬁ_l}

para algunos «, 8 € K.

2.3. La distancia a una cuspide

En esta seccién introducimos la distancia a una cispide. En [vdG88] se en-
cuentra esta distancia para el caso de un campo K totalmente real. El caso en
que K es un campo arbitrario se encuentra en el articulo de Weng [Wen06].
Una versién similar a estd distancia se encuentra en Siegel [Sie61] para un
campo totalmente real.

Primero introducimos la siguiente notacién. Recordemos que H denota el
algebra de los cuaternios de Hamilton y que dado un cuaternio z € H
denotamos por ||z|| la norma euclideana de z. Sea w € C™ x H™ con
w = (wy, ..., w,). La norma de w se define como

N(w) = ﬁ whm
m=1

donde N; =1parai=1,...,r1 vy N;=2parat=r;+ 1,...,r. De manera

similar definimos
T

INW)| =[] lwal T lwal?

m=r1+1
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Sea a, f € Ky z e X. Denotamos

NZ + ﬁ = (a(l)zl _i_ﬁ(l)’ . 7OC(T)Z7- + ﬁ(T)) c C'f’l X f}_[f‘2'

La siguiente funcién es de gran utilidad para la construccién de un dominio
fundamental para el grupo modular de Hilbert.

Definicién 2. Sea A € P(K) un punto cuspidal yz € X. Escribamos A = p/o
con numeros algebraicos p,o € K y a = (p,0). Para z € X, definimos la
altura de z con respecto de A como

_ Ma)*N(y)
IN(—oz + p)|*
N(a)’y---y;
(=0 Wz + p) 7 (=0 ™z, + p0)[|*

(A, z)

Observacién 3. Sea A, = [g f,} una matriz asociada a A\ = p/o y z* =
A 'z. Escribamos z* = (x*,y*). Como

* Yi
Y, = ; .
(0= + p)[?
parait=1,...,my
Y l(=0@zi 4 p)|?
para i =1y + 1,...,r, obtenemos la identidad

u(\ z) = Na)’N(y").

Lema 3. Para todo z € X el valor u(\,z) no depende de la representacion
de X\ como cociente de los numeros algebraicos o y p. Luego, tenemos una
funcion

0iPK) x X — R,
(A, z) — (A, z).

Demostracion. Para z € X queremos ver que (), z) estd bien definida. Sean
p,o € K tales p/o = A. Por un lado, si 0 = 0, entonces A = 00 y

p(A z) = N(y).
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Por otro lado, si 0 # 0, tenemos |N(o)| = 9({c)). Luego,

o U@ N(y)
S T———E

N((p,))* N(y)
IN(@) IN(=0z + p) "

_ (L £)’Ny).
Nz - 2)|°

g

Como la ultima expresion solo depende de la fraccién A vemos que la apli-
cacion p(A, z) esta bien definida. |

El grupo I" actiia en P(K) x X de la siguiente manera: si M € ' y (), z) €
P(K) x X, tenemos M(\,z) = (M, Mz).

Lema 4. La aplicacion p : P(K) x X — Ry es invariante por el grupo
modular de Hilbert. Esto es

n(M(A), M(z)) = p(A, z) (L5)
para todo M € T'.
Demostracion. Sea

M:rkﬂeF
v 0
un elemento del grupo modular de Hilbert. Entonces,
ap + Bo
M(\) = —— € P(K),
() = 2 € P(K)

por lo que podemos considerar esta representacién del punto M()) para cal-
cular pu(M(X),M(z)). Por el Lema 2 tenemos a = (ap + Sa,vp + do), por lo
que es suficiente mostrar

pL2) _ p(NA, M)
N(a)? N(a)?
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Por otro lado, sea A, = [{; %] una matriz asociada a A = p/o. Luego

MAA:{a 6} [p 5}_{04/%50 a + B

v 0| o n|  |ywpt+do AE+dn|

Por lo que, MA, es una matriz asociada a M(\) y podemos escribir
AM)\ = MA)\

Luego,
Ay\Mz = (MA,) "Mz = A 'z

Por lo tanto, por la observacién 3 y el hecho que a = (ap + fo,vp + do)
tenemos

p(M(A), M(2)) = u(A, 2).

Esto concluye la demostracién. |

Lema 5. Existe una constante ¢ que depende tan solo del campo K, tal que
para todo'y = (y1,...,yr) € R, eziste una unidad ¢ = ¢(y) € 0™ con la

propiedad
lyie®| < ¢{/N(y) Vie{l,..,r}
|yi]2 ’5“)’2 <cy/Ny) Vie{ri+1,..,r}
donde N(y) = 47" - -y

Demostracion. Primero, tomando logaritmos vemos que es equivalente mostrar
una constante ¢, tal que

In |y;] +ln‘€(i)‘ Slnc+%Z;:1lenyj Vie{l,....,r}
2In |y;| +2In |e@] < Inc+ 13 Njlny; Vie{ri+1,...,r},
donde Ny=1paral=1,....rmy Ny=2paral=r +1,...,r.

Ahora, el grupo 0* actia en el espacio vectorial R” de la siguiente manera
0 X R"— R"

e (1, ,zy) = (w1 + N |eW] Lz + Ny In [60))).

Por el teorema de unidades de Dirichlet, se sigue que la érbita del punto
(0,...,0) es una reticula A en el subespacio vectorial

V={(x1,...,2.) | o1+ +x.=0}.
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Sea £1,...,6,_1 un conjunto fundamental de unidades. Sea

Q= { S (NI \ggv\ ... N, In ‘sl(”
=1

1 1
<t <z pCW
ly<u<y }
El vector v; = (1,...,1) € R" es perpendicular a V', por lo que una regién
fundamental para la acciéon de 0* en R" es igual
A={cvy+y€eR" | ceR, yeQ} CR".

Observemos que para todo y = (y1, ..., %) € Q la norma euclideana de y es
menor que una constante C' que depende s6lo del campo K. Luego

| <yl <C.

Sea
w=(wy,...,w,) €A

tal que w = s1v1 +yyy = (y1,...,¥) € Q. Observemos que

> u=0,
=1

ya que €2 C V. Luego, para todo [ = 1,...,r, tenemos
w; = s1+ Y

§51+C

1 T
<si+-) w+C
k=1

Tk:l

Por lo tanto, si ¢ = exp(C) , para todo vector (In |y ], ...,21n|y,|) € R" existe
e € 0* tal que

In |y;] + In |¢@)| g Inc+ 137" N;In le(j)yj" Vie{l,...,r}
2In|y;| +21In ‘8(1)‘ <Inc+1 > -1 Njln ‘s(J)yj} Vie{ri+1,...,r}
Como las unidades tienen norma igual a uno, se sigue

lnlyz-|+1n|s<">|§lnc+;z;:1Nj1n|yj| Vie{l,...,m}
2In [y;| 4+ 2In|e@| <Imc+ 1377 Njlnly| Vie{ri+1,....r}
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Proposicién 1. ([Wen06, pp 28]) Sean X\, 7 € P(K) dos puntos cuspidales.
Entonces, existe un nimero positivo | = [(K), que depende unicamente del
campo K, tal que, para todo z € X, las desiqualdades (N, z) > 1 y p(r,z) > 1
implican A = 1.

Demostracion. Sea z € X y [ un ntimero real positivo. Supongamos que

uh2)>1 v pl(rz) >l

Primero, como el grupo de clases de ideales es finito, podemos escribir A = £
y 7 = 2 con enteros algebraicos p, 7, p1, 01 tales que a = (p,0) y b = (p1,01)
tienen norma menor que una constante C que depende solamente del campo

K. De hecho podemos elegir C' igual a la cota de Minkoswki

4\ n!
¢ =C(K)=vD (—) .
™ n"
Luego, en particular tenemos
N(a)>  |N(oz+p)|>  C?

Wa) - Ny 1 (16)

Ahora, observemos que si multiplicamos a p y ¢ por una unidad del campo,
el punto cuspidal £ y el ideal a = (o, p) permanecen invariantes. Asi mismo

tenemos que la expresion 1.6 no cambia, puesto que las unidades tienen norma
+1.

Por otro lado el vector

(\amzl + oM e, 4 p<r>‘2Nr>
W = ..

Nl ) ) N
Y1 P

pertenece a R” y satisface N(w) < C?/I. Luego, por el Lema 5 existe una
constante c¢ tal que, despues de multiplicar p, ¢ por una unidad e(w), obten-

emos o s 2
7 . 3

el tet ie {1,

|0 2+ 4

o =7r 1

<c v Ch o Yie{r+1,..,r}

2

Por lo tanto, para ¢ € {1,...,7r},

|—o Wz, + ptV)| g < 2l O
‘a(i)‘ yil/2 < c%l_%(ﬁ,
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ya que
o)z + p | A o o
———77———-:\—a@x,+p@\y;1+pﬂ”\%
para todo ¢ = 1,...,r;. Asi mismo, parai € {ry +1,...,7}
|—U(i)l‘i + p(l)|2yz < C%l_%c%
}J(i)‘zyi < C%l_%C%,
ya que
@ 5. 4+ @]
lo Z@yfp | _ ‘_O,(i)xi_i_p(i)fy;l_i_}o_(i)‘Qyi
paratodoi=1r; +1,...,7.

De manera similar podemos obtener las mismas desigualdades para p;, 0.

Ahora, parai = 1,...,r, tenemos la identidad de valores complejos
i N, —1/2 (i) 1/2 i N, —1/2 (i), 1/2
(—0Da; + p D)y 2oy — (=0 + p)y 2oty

— p(%y) _ pgz)(,(z‘)_

Luego,
IN(poy — pro)| < 2"C%*c"17,

Por lo tanto, para [ mayor que 2"C2c”, tenemos
IN(po1 — pro)| < 1.

Se sigue po; — p1o = 0, es decir

A= _n_ o
g g1

Observacion 4. La aplicaciéon A(\,z) = 7z e puede pensar como la

1

w(Az)

distancia de z al punto cuspidal A. Para A\ = oo, esta funcién es igual a
1

N(y)t/2

Observaciéon 5. Si K= Q y A = a/b, entonces para z € 7% C C tenemos

)
A= —2L
HA2) laz + b|?
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Proposicién 2. ([Wen06, pp. 30]) Ezxiste un nimero positivo ly = l5(K) que
depende unicamente de K, tal que para todo z € X, existe un punto cuspidal
A € P(K) tal que p(X,z) > ls.

Demostracion. Sea z € X y A = p/o un punto cuspidal, entonces
p(\2) 7" = IN(—oz+ p)'N(y) ") (a=(p,0)).

Luego, como (A, z) se puede calcular utilizando cualquier representacion del
punto cuspidal A € P(K) como cociente A = p/o, es suficiente mostrar que
la desigualdad

IN(—oz+ p)"N(y) ™" < Iy

tiene una solucién con p,o en o, ya que en este caso 9(a) > 1.

Para mostrar esto recordemos la notacién z = (x,y) € X donde
x=(r1,...,2,) ER*" xC", y=(y1,...,4) €RL

Primero mostraremos que existe p, o € o0 tal que safisfacen las desigualdades

o4 O < e =1,

0O < =L,

(2

|§R(_U(Z)xl+p(l))|y_1/2 S €; i:T1+1,...,T,

|%(_U(i)$i+0(i))|y¢_l/zSeé i=r +1,...,r,
RN y? < fi i=r+1..r
SN > < fi i=rm+1,...,m

para algunas constantes e;1, f; apropidas.

Sea {wz, ...,w,} una base del anillo de enteros o pensado como mdédulo libre
sobre Z. Escribamos

p=> aw;, o= buw (L7)
j=1 j=1

y consideremos las formas lineales en las variables reales (a1, . . ., a,, b1, ..., by,)
que resultan al sustituir [.7 en las ecuaciones

(=0 + o)y 2

J(i)yil/Q v=1,...,71,

1=1,...,7,
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y
R(—oDa; + pNy % i=r 41,

S(—oDa; + pNy % i=r 41,

R(oD)yl"? i=r+1,...r

%(a(i))y;/2 i=r+1,...,7

La matriz S asociada a este sistema se puede escribrir como una matriz de

bloques n por n
A B
=10 ]

donde O es la matriz cero n por n y

i yfl/2w§1) ... y;1/2w7(ll) T
y—l/éwgrl) y—1/éw(r1)
T1 71 n
—1/2 r - T
- r1+ - ri+
yr1+1%(w1 ' ) yr1+1%<w” ' )
yr PR yr PR
—1/2 r —1/2 r
|y S S ()

—-1/2

1Yy Wil)

—-1/2 (r
xnyrl / wg v

—1/2 ri+1
yj%(wg 1§>
— r +
yr1+1%(x7“1+1w1 )

yr_l/2§R(:rer))

yr S (,0!)

xlyfl/QW'Szl)

—1/2 r
T /2

-1/2 (r
yr1+1§R<$r1+1wn

—1/2~ (r1
Yri+1 ‘§<x7‘1+1w”

yr PR (2w

yr_lﬂg(xr(ﬂ?(f)

+1))
+1))

)
)
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_ yi/zwg) o y%/2w7(11) -
;1/20057’1) 1/2,(r)
R
r1+ r1+
yr1+1%(w1 ) yr1+1%(wn )
' r ' 1/2 . r
p R PR
1/2 r 1/2 r
p Sy pPS)

Luego,

det(S) = det(A) det(C)

I OO
wgm) wglrl)

r1+1 ri1+1
_qer? [R@T) e R
S(wi ) S(wy )

R(w”) R(wy)
RS S(w)) |

— 9722],

Por el teorema Minkowski sobre formas lineales [Neu99, p. 28], existe una

solucion
p= E a;iw;, 0= E biw;

con a;, b; € Z, para el sistema inicial de desigualdades con valores absolutos,
si el producto

l=r1 r
H e H eierfif]
=1 l=r1+1

es mayor o igual que 272"2D. Por lo tanto, sie; = f; = ei = f; = (2722D)Y/?",

podemos encontrar una solucién A = p/o con py o enteros algebraicos de
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K, tal que

‘N(—UZ—Fp)F N(y)_l < H 2(2—2r2D)1/n H 24(2—2r2D)2/n

m=1 m=r1+1
— 2T1+4T2 (2—27’2D)
=2"D

Por lo tanto si Iy, = 27"D™!, para todo z € X existe un punto cuspidal
A € P(K) tal que
,LL()\, Z) > 12.

Definicién 3. Sea A € P(K). Definimos la esfera de influencia de A\ como

Fy={zeX:pu\z)>u(rz) vr e P(K)}.

Observacién 6. Por la Proposicion 1 existe [ = [1(K) tal que si A, 7 € P(K)
son distintos, entonces

(A, z) > 1y implica (A, z) <[y
Luego, para todo A € P(K), tenemos
{zeX | w(\z) >4} CFh.

Por otro lado, como la distancia a los puntos cuspidales es invariante por el
grupo modular de Hilbert, i.e., u(Mz, MA) = u(z, A) para todo M € T', se
sigue

FM(A) = M(F)\)7
para todo M € T'.

Lema 6. ([Wen06, pp. 30]) La accién de T en el conjunto interior FY de F)
es igual al grupo de isotropia Ty de \. Esto es si z y Mz pertenecen F para
M eI, entonces MA = \.
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Demostracién. Supongamos que z, Mz € FY. Luego,
H(M\,2) < (), 2)
I I
(A, Mz) > (M, \z)

si M\ # A, entonces las desigualdades anteriores son estrictas, lo cual es una
contradicciéon. Esto concluye nuestro resultado. |

La frontera de F)\ estda formada por subconjuntos de “circulos isométricos
generalizados” determinados por las igualdades p(\,z) = pu(7,2z) con X # 7.

Clasificacion de cuspides

Recordemos que el grupo modular de Hilbert actiia en el conjunto de puntos

cuspidales mediante transformaciones proyectivas: para M = [ : 8 } el

J
y A € P(K) tenemos

M) = al+ 3

RS € P(K).

Definicién 4. Una ctspide es una orbita de la accion de I' en el conjun-
to de puntos cuspidales. Usualmente denotamos una cuspide utilizando un
representante A € P(K).

Proposicién 3. ([Wen06, pp. 21]) El grupo modular de Hilbert tiene un
numero finito de cuspides y este numero es igual al numero de clase del
campo K.

Demostracion. Para mostrar esta afirmacion construiremos gradualmente
una biyeccion natural entre las cispides y el grupo de clases de ideales. Sea
T el grupo de ideales fraccionarios de K y P el subgrupo de ideales fracciona-
rios principales. Recordemos que un ideal fraccinario se puede escribir como
a=(«, ), con «, B € K no ambos iguales a cero.

Sea ¢ : P(K) — Z/P la aplicacién dada por

2 la clase de a=(o,f).

g
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Observemos que por las definiciones de P(K) y Z/P se tiene que ¢ estd bien
definida. Por otro lado ¢ es suprayectiva, puesto que todo ideal fraccionario
se puede generar por dos elementos.

Ahora mostraremos que ¢ deciende a una aplicacién biyectiva
¢ :P(K)/T —I/P
dada por
[(o/p) — la clase de (o, p)

Primero, veremos que qZA> estd bien definida. Sean p/o y p*/o* dos puntos
cuspidales representantes de la misma cispide. Entonces, existe M € IT" tal
que
P M(2) = a(p/o) +
o* o’ ~vplo)+9
_ap+fo
 yp+do’

Luego, existe ¢ € K distinto de cero tal que cp* = ap + fo y co* = vp + do.
Por lo tanto, por el Lema 2, tenemos

(e)(p*,0") = {ap + Bo,yp + do)
= (p,0).

Esto es ¢(p/c) = d(p*/c*), por lo que ¢ esté bien definida.

Hemos visto que ¢ es una funcién suprayectiva. Para ver que es inyectiva
consideremos dos cuspides a/5 y a*/5* tales que

d(ar/B) = d(a*/B).

Observemos que podemos escribir los representantes de las cispides de tal
manera que a = (a, 3) = (a*, 8*). Luego, existen elementos v, d, v*,6* en a™!
tales que

ay—po=1 y oy =5 =1

Si consideramos las matrices asociadas

o 4§ N e
A_{ﬁ v}yA_[ﬁ* 7*]

entonces la tranformacién

a1 ot 0| |y 0| o'ty =08 0fa—a*d
ATA ‘[w V]Lﬂ a}‘bw—vw Va—WJ
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tiene coeficientes en o, ya que los a’s y (’s pertenecen al ideal a, mientras
que los 7’s y &’s pertenecen a a~!. Observemos que también tiene determi-
nante uno. En otras palabras A*A~! es un elemento del grupo modular de
Hilbert. Por otro lado, como A(a/f) = oo y A*(a*/*) = oo, tenemos que
A*A~Y«a/B) = a*/B*. Por lo tanto o/ B y o*3* representan la misma cispide
y quS es inyectiva.

Luego, tenemos una biyeccién entre el conjunto de cuspides y el grupo de
clases de ideales. Por lo tanto la cardinalidad del conjunto de ctuspides es
finito y este ntimero es igual al niimero de clase del campo K.

Teorema 5. ([Wen06, pp. 31]) El espacio cociente X/I' se descompone como
la union de h subconjuntos que se intersectan de alguna manera a largo de
su frontera. Esto es, siiy : Fy/T'x — X/I' denota la aplicacion cubriente,
entonces

X/F = U)\i)\(F)\/F)\),

donde la union se toma sobre un conjunto de representantes de las cuspides.

Demostracion. Para un ¢ > 0 y un punto cuspidal A € P(K) definamos la
horobola

Bi(g) ={z e X | u(A2) = ¢}
Por el Lema 1 se tiene que existe [y, tal que los conjuntos
{Ba(l2) | A € P(K) }
son disjuntos por parejas. Ahora por el Lema 2 existe [y tal que

X =[] Bilh)

AeP(K)

Sea A1, ..., A, un conjunto de representantes de las ctspides. Como I'y, C I'
la aplicacién 7y
Por la clasificacion de las cispides tenemos que

X /T = Upin(Fy/Ty),
|

Observacién 7. Si el grupo de raices de la unidades de K es idéntico a +1,
entonces la accion de I' en X es libre, por lo que todos los puntos fijos de I'
en X se encuentran en la frontera de algin F).
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Construiremos una regién fundamental para la acciéon de I' en X.

Proposicién 4. ([Wen06, pp. 25]) Sea A = o/p € P(K) un punto cuspidal
del grupo modular de Hilbert de K. Sea a = (o, p) y sea

ol

una matriz asociada a la representacion de A como el cociente p/o. Entonces,
el grupo de isotropia de \ se describe como

-1
FA:{A {8 f_l}A—l | e€0%, Cea‘Q}. (1.8)
iy a f
Demostracion. Sea M = [ 5] e I'y, entonces
ap+pfo _p
vp+o0 o
Esto implica
o(ap + Bo) = p(yp + do). (1.9)

Luego, considerando ideales y dividiendo por a2, tenemos

(o) {ap+ Bo)  (p) (yp+ do)

a a a a

Por el Lema 2 tenemos
a=(p,0) = (ap+ Bo,vp+ do)

Luego, existe ( € o tal que Ca es el maximo comun divisor de ((p) y (o)

asi como el maximo comun divisor de ({ap+ Bo) y ({yp+ do). Por lo tanto
(ap+B0) y (vp+60)
a a

(p)/ay (o) /a son ideales enteros primos relativos. Asimismo
son ideales enteros primos relativos. Luego,

(o) _ {yp+do) y@_ (ap + Bo)

a a a a

Por lo tanto, existen unidades &1, g5 tales que

ap + Po =eip
vp 4 00 = g0
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Luego, de la identidad 1.9, podemos escojer €; = 5. Por lo tanto

_la Bl |p & _|ep o+ Py
MA—L 6} [a n]_[ea ’yf—i—dn]

Ahora, si escribimos

G =clat+pn)calyn =c(vé+pn) €a

_|p &lle O
=256 &)

Mas atin, podemos ver que las matrices en la ecuacién anterior tiene deter-
minate uno. Luego, tenemos

tenemos

pt—o =1ypm—ocf=1
Ahora, si consideramos la diferencia
p(n—n") =o(§=¢), (1.10)

podemos obtener

Wao-n) ()-8
a al a at
Luego, como (p)/ay (o)/a son primos relativos, se tiene que (p)/a divide al

ideal entero (¢ — £*)/a~!. Entonces, existe un ideal entero b tal que

b(p)a™ = (£~ &")a.
Por lo tanto
(=€) =a(pbCa
Lo cual implica que existe ntimero algebraico ¢ € a=2 tal que
& =&+ Cp.

Andalogamente, como (c)/a divide al ideal entero (n — n*)a~
nimero algebraico ¢, € a=2 tal que

1 existe un

n* =n+ Go.

Por la igualdad inicial tenemos que ¢ = (5 y por lo tanto
_|p &L e O
MA = |:0' 77} {0 1] {0 et

1 e ¢t
onan- [t ]

esto es
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2.4. Las coordenadas locales en punto cuspidal

Para describir un dominio fundamental de la acciéon de I'y en X introducimos
un nuevo sistema de coordenadas.

Primero consideremos la ctispide infinito de X. Por la Proposicién 4 el grupo
de isotropia I',, se describe como

Fm:{{g Cs__ll} | e €0”, CEU}.

Para z = (x,y) € X, si

entonces
Mz = &%z +
= (% + ¢ |elPy)

Ahora consideremos la accién de las unidades en la parte imaginaria de X.
Recordemos que R/, es un subgrupo multiplicativo isomorfo al grupo aditivo
R". Para y € R’, tenemos la norma

NY)=y1 " Yri, Yrrsr " Yo-

La norma N : R, — R es un homomorfismo diferenciable. Sea

Yo={yeR} | Ny)=1}

el nucleo de N. Tenemos un homomorfismo de 0* — Y, dado por

€r—>(|8(1)‘2 .,‘5(’")‘2).

P

El ntcleo de este homomorfismo es el grupo de raices de la unidad W de K y
su imagen es un subgrupo discreto A de Y tal que Yo/A es compacto. Para
ver esto considermos la aplicacion

log: R, = R" y— (Iny,...,Iny).
Luego tenemos la composicion de homomorfismos

€ (21n|5(1) ,...,21n’5(”)|).
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Observemos que R, actia en R’ ya que puede ser incluido como un
subgrupo de R, esto es para a € R definimos

al/

ay = (al/nylu ceey nyr)

y a esta incluido en R, como (a'/?,..., a'/™). Luego N(a) = a. Esta inclusién
esciende la secuencia
0—=Yy—R_ =R —0,

por lo que un elemento y se escribe de manera inica como

y =tyo (t € R, yy)

Asf mismo para « = (21, ...,2,) € R™ x C™ consideremos la notacién

T = (xlv ey Ty §R(mrl-‘rl)? %(377”1-&-1)7 s 7%(‘%”1-5-1)7 %(mh-‘rl))

Usualmente utilizamos T como un vecotor columna.

Sea z = (21,...,2,) un punto en X. Primero escribamos z* por A~'z y

28 = (20,0 z), XK= w0, Y =Y yn)

Sea {ai,...,a,} una base del ideal fraccionario a=? como Z-médulo libre.

Luego, todo elemento ¢ € a2 se escribe de manera tinica como

C:m1a1+~--+mnan€a72,

con my, ..., m, enteros racionales. Asi mismo, sea {e1,...,&,_1} un conjunto
de unidades fundamentales de 0*. Luego cada elemento de 0 se escribe de
manera Unica de la siguiente manera

k kyr—
g:wgll...grill kl,n-akr—l GZ,

con w un elemento del grupo de las raices de la unidad de K.

Definicién 5. Las coordenadas locales de z en A\ se definen como los r + 1,
valores reales
Q7Y17 s 7Y7‘717X17 s 7XT1

y los ro valores complejos
X"’H—lv s JXT'

determinados mediante las siguientes relaciones:
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= ¢ es igual a la altura de z en \

¢ = p(A z) = N(a)’N(y*) (L11)
In £V In ‘67(“1_)1 Y, $In - ;1()’*)
Uy=1 0 | = z (112)
= r yr—l
Inef| I |0 | DY) S
[ 1) (1
“ an [ Xy ] [ oat ]
agrl) agl) Xn x:1
OX = §R(a(r1+1) R(al1TD R(Xr11) | = [R(z540)
%< §r1+1)) %( nr1+1)) %(XﬁJrl) %(x:ﬁ_l
%(agr)) %(ag) ?CE(XT) ?(xz)
| S(af”) gy | LS 1 LS ]

(L13)

Observaciéon 8. La matriz U de la ecuacion 1.12 se obtiene de la matriz 1.1
al cambiar el peso 2 por 1 en los ultimos 7y y suprimir el ultimo renglon. La
matriz U es invertible, ya que su determinante es R/2"27! y por el teorema de
unidades de Dirichlet R # 0. Por otro lado, como (ay, ..., a,) es una Z-base

de a=2 la matriz O en la ecuacién .13 es invertible. Por lo tanto, los valores
¢, Y1,...,Y,_1,Xq,..., X, estan bien definidos.

En adelante usaremos la notacién

A q
=N(y") = ——, e RY).
q (y ) m(a)Q (y +)
Lema 7. Las coordenadas vy, . ..,Yy, en funcion de las variables q, Y ’s estdan

dados por

r—1
yr = (ﬁ exp (Z 2Y;In ’61(‘;)
k=1

),

parat1=1,...,7.
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Demostracion. Sea ¢ = N(y*), por la definicién 1.12, se tiene

r—1
> Yilnlef!
k=1

para todo ¢ € {1,...,r — 1}. Luego,

1 *
=—In Yi

1 1
———— =5y ——Ing,
2 Ny 2 2n

r—1
1 .
Iny" = ~Ing 2Y, 1 ‘(”‘ Vie{l, .. r—1
ny; nnq—i-; pnle’| (Ve r—1})

Por lo tanto

r—1
1. . ; ‘
Inyf = ﬁlnq+k§_1:2Ykln’5,(€)‘ (Vi€ {1,....m}). (I.14)

Més atin
2 r—1 .
2Inyf = —Ing+ Z4Yk In ‘5,(;)‘ Vie{ri+1,...,r—1}) (I.15)
n
k=1

Luego, si sumamos las relaciones .14 y 1.15 desde ¢ = 1 hasta ¢ = r — 1,
tenemos

r—1 1
" % n — 2 . i
I (47 gy () (70)°) = ——Ing+ ) 2Y, ) In (82)
k=1 =1
r—1 r—1 .
+3 2y, Y Qm‘g;;) (1.16)
k=1 i=r1+1

Pero, por un lado

Cj N(y*) * 2 * 2
7 = s =Y Yn W) (0
)2 ) 7 s '
y también para k =1,...,r — 1 tenemos
r1 ' r—1 A
—21In ’51(;") = Zln ‘5,(;) +2 Z In ‘5,(5)
i=1 i=r1+1

yaque N(e) = I, || = 1.
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Luego, sustituyendo esto en la ecuacion 1.16 tenemos

n

r—1
_2 r
g -2y = g j4Yk1n‘g;)‘.
k=1

Luego

r—1
—2lnyr = (nT—Z — 1) Ing — Z4Yk In )5,(:)

k=1

r—1
— —2Ing— > 4Y,In ‘g,(j)
k=1

Por lo tanto

r—1
1
ny; = —Ing+ Y 2Vl el|.
ny, nnq—l—k:1 klnje,

Entonces, los valores de las y*’s en funcién de las variables ¢, Y’s estan dados
por

r—1
yr = g exp (Z 2Y; In ‘5,(;)
k=1

):

parai=1,...,r.
|

Observaciéon 9. La correspondencia entre las coordenadas x1, ..., 2., y1,..., Y,
de z y las coordenadas locales es biyectiva. Més ain, las coordenadas locales
definen un difeomorfismo

P: X — R, xR xR" xCr
z— P(z) =(¢,Y,X) = (¢, Y1,..., Y, Xy, ..., X;).

Lema 8. Seaz € X, ¢ = wélf“--efi‘ll coX yl=mog+ - +mpo, € a2

Sean q, X, Y las coordenadas locales de z. Entonces

1. Las coordenadas locales de A [1 ¢

0 1] A1z estdn dadas por

q, Yl)"'ayr—l
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X1—|—m1,...,Xrl +mr1,

Xr1+1 + (mrlﬂ -+ imr1+2), c. ,XT + (mn,1 + zmn),
donde i € C es el valor complejo imaginario.

En particular, las primeras r coordenadas locales son invariantes.

e 0

2. Las coordenadas locales de z mediante la aplicacion A 0 ! At
cambian de la siguiente manera. Las primeras coordenadas estdn dadas
por

Q7Y1 + k17 s 7Y'I‘—1 + kr—h
Sea
e o0 0
0 R(EeM) —F(M)
0 J(eM)  R(eM)

entonces las ultimas coordenadas de z estdn dadas por
O 'E?0X,

donde X denota el vector columna (Xy,. .., R(X,), 3(X,)).

Estos es, la primera coordenada permanece invariante, las siguientes
r—1 coordenadas se trasladan por el vector (ki,. .., k,_1) y las dltimas
coordenadas se trasforman por una matriz unimodular.

Demostracion. Primero mostraremos nuestra primera asercién. Sea M =

A [1 ﬂ A~! entonces A"Mz = [1 C} A~'z. Luego

0 1 0 1
. wi+ ¢V [
(Mz>*=[0 ﬂz*zz*ﬂ“: N
vr 4+ Ly
Seanq',Y7,..., Y. |, X],..., X! las coordenadas locales de Mz. Como ¢, Y},..., Y.,
estan determidas por la “parte imaginaria” de Mz*, la cual esiguala y7, ..., yr,
se sigue

q/ =dq Yi =Y .. Y, =Y,
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Por otro lado, el vector X" = (X/,..., R(X]), J(X])) esta determinado por la
relaciéon

— agl) 04,(11) 1T X
™ ay X!
OX) = [R(a") Ria )| R, 40)
S(ai™t) S(a )| | S(X L)
R(al”) R(as) R(XL)
| S(a”) Sy || S(X) |
I £L‘1 i [ C(l) ]
Ty, )
R((rit1)
= | Ry, )| + N )
ri1+ %(C(TlJrl))
%(x:1+1)
R(x¥) R(¢™)
| S@) || S
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Luego,
i . r 1 n 7 - .
xy ag ) a%) my
* (r1) (r1)
xﬁ 041 ' Oin ' m,
=/ r r Myi41
OX) = |R(af, 1) | + |R(@™™) - R |7
m,
S(ere) | [S@™M) S T
T r mMy—
R(7) R(a{”) R(ar) :
| S ] | S) S’y J LM
= O(X) + O(m)
donde m es el vector columna (my,...,m,). Luego
o
Ty
OX'—m) = |R(z}, ;)
%(x:1+1
R(x7)
| S(27)
Por lo tanto X = X' —m y X' = X 4+ m.
Ahora mostraremos la segunda aseveraciéon. Sea M = A (8) 501] A=l en-

g

tonces A~!Mz = [0

91 A~'z. Esto es
5

e 0
(MZ)* = |:0 8—1:| Z*
Luego, si (Mz)* = (x/,y'), por las férmulas para la accién de G en X, para
1=1,...,7 se tiene

o= (ED)ar, =9y (L.17)

79
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Sean ¢, Y,..., Y. |, X],..., X las coordenadas locales de Mz. Entonces,
como

¢ = N(a)*N(y') = N(a)? [N(2y")|”

y € es una unidad, tenemos

Mas aun, sean

q¢=N(y") ¢ =Ny’
, entonces ¢ = ¢. Ahora, los valores Y’ = (Y/,...,Y._,) estdn determinados
por la relacion

1) .
Y] sIny; — 5-1In¢

87"71

In 59)‘ -« In

In |V In |V

/ 1 / 1 Al
Yr 1 _5 lnyrfl - %lﬂq

In|e®|+ 1nyf — L 1ng

_ln ‘6(’"_1)‘ + %ln Yr_y — % Ing
[ -1 (1) 1 vy
> kilne; D)
= : +
r—1 (r—1) 1 Yr_
_Zj:1 kjiln |e; 51n N(;*)
In 551) In 59)1 ky
In |V In ‘gff; Dk
In 551) In 55}21 Y,
+ : .
m‘gg’“*” |0y,
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Por lo tanto, tenemos
Y5, .Y =14k, ..., Y1+ k)

Finalmente, el cambio en las tltimas coordenadas en un replantacién de la
ecuacién x5 = (¢®)2zF arriba. Esto concluye la demostracion. |

La siguiente proposicién nos dice como actia el grupo I'y en el espacio X.
(c.f [Sie61])

Proposicion 5. Sea z € X, ¢ = wslfl---c‘fff eyl =maoa +- -+

Muoy, € a~2. Sean q, X, Y las coordenadas locales de z. Sea

e Cet
Entonces, las coordenadas locales de Mz estdn dadas por

q, Yl + l{fl, "'7YT‘—1 + kr—la X)lk + mq, ,%(X:) + Mp—1, %(X:) + my,,

donde el vector columna X* = (X7,...,R(X}), I(X})) estd descrito como
sigue: si escribimos la definicion de las coordenadas locales utilizando matri-
ces como O(X) = x* con X = (Xy,...,X,) y x* vectores columna, entonces
X* = O~'E*0OX,
donde
e 0 0
o | 0 0
0 ReM) —F(eM)
0 S(e™)  R(eM)

Demostracion. Sea M € T'y. Por la Proposicién 4 sabemos que M se escribe
de la forma

e e (] yo1 L ¢] y-1,1¢ O ~1
b 2t s 2

por el Lema 8 la accion de M en X esta descrita como en la proposicion. W
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Observacién 10. Si el grupo de raices de la unidad W del campo K es
distinto de 41, entonces todos los lugares de K son complejos, ya que las
unicas raices de la unidad que pertenecen a R son {+1}. Sea w € W distinto

de £1. La acciéon de A [%J 91] A7l en X = (C x R,)™ puede escribirse en
w

las coordenadas (x*,y*) = A~'z como la aplicacién
(af,57) = ((W9)af, 7)),

donde cada w® es una raiz de la unidad. En otras palabras ¢ # %1 actia
por rotaciones en cada componente.

Queremos definir una region fundamental para la accién de I'y. Sea A el
grupo de Lie

0 w!

{[w z} | w,z€Cy |w|=1 }cPSL(Q,C)

El grupo A actia en C mediante la aplicacion
w?r + z z e C.

El subgrupo de isotropia del punto 0 € C es igual al subgrupo compacto

H}‘; wa} lweCy w]=1 }CA

Luego un subgrupo discreto de A C A actia propiamente y discontinuamente
en C, por lo que C/A es una variedad de érbitas plana.

Sea Ar el subgrupo de las traslaciones. Entonces Ar es un subgrupo
normal de A y tenemos una proyeccion cubriente

C/Ar — C/A

Definicién 6. Un punto z de X se llama reducido con respecto de A\ si y
solo st

1 1
—5 <Yy, Y, Xy, RIXD),,S(X) < 3

y R(X,), X(X,) pertenece a un dominio fundamental de la accion de W, el
grupo de las raices de la unidad de K, en C™ /7.

Proposicién 6. El conjunto .Z, de los puntos reducidos (c.r.a. \) es un
dominio fundametal de T'y.
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Demostracion. Primero veremos que para todo z € X existe w € %, y un
elemento de M € I' tal que
z = Mw

SeazeXyqYy,...,Y,_1,Xq,...,X,. Primero podemos encontrar enteros
ki, ..., k._1 tal que

1 1
—— <Y k < —
g S hithi<g

para todo [ =1,...,7r1. Sea

e 0 _

’ ’

ky— ’
h iy Xi,..., X, las coordenadas lo-

donde ¢ = e7*---¢,77'. Sea ¢/, Y],...,Y

9 r—1»
cales de Mz por la proposicién 5 tenemos

1 1
— <Y =Y, +k <=
p S L= Yithi<g

para todo ! =1,...,r — 1. Ahora, sean mq, ..., m, tal que

1 1
—§§X§—i—ml<§

paratodol=1,....,71 y

1 1 1 1
L < ROXD) ki <= —= < XA ks < =
5 = (X)) + kit 5 5 S 1+ K 5

para todo [ =r; 4+ 1,...,r. Escribamos
N E G R
wealt
donde ¢ = myo+---+myuay Seaq”, Y?, ..., Y, |, X],...,X las coordenadas

locales de MyM;z. Por la Proposicion 5 tenemos que
Y/ =Y, (l=1,...,r=1).

Mas aun 1 )
Por lo tanto las coordenadas locales de MyM;z satisfacen

1
—5 < YUY X R(XY), (X)) <

N | —
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Por otro lado MaM; € T'y por lo que z es equivalente a MyM;z mediante
la accién de T'y en X. Por la observacién 10 y la proposicion 5 se sigue que
w € %, contiene un punto I'y equivalente con z.

Ahora veremos que dados dos puntos z,w € .%,, si existe M € X satisface
z = Mw, entonces M es la identidad en X. Sean z,w € .%, y M € X tal que
z = Mw. Por la proposicién 4 M se escribe como

-1
M= A {8 i_f} A?

para algin ( € a™2, ¢ € 0*. Sean ¢, Y1,...,Y,_1,X4,..., X, las coordenadas

locales de z. Sean ¢/, Y, ..., Y, ,X{,... ,X; las coordenadas locales de w.

. ky_ Y
Escribamos ¢ = welfl ---g,73'. Por la proposicién 5 tenemos que

Y=Y +k

paral = 1,...,r — 1. Como los valores Y’s y Y"’s pertenecen al intervalo

[—2, 1), se sigue que todos los k’s son iguales a cero. Luego

272
E=w M= w w(
- y - 0 ,w—l .

De manera similar si escribimos

n
C = Z mgQg,
k=1

por 5 se sigue

)_(:OEO_lxl—l—m, (m:ml,...,mn)

1~/ . , . .
Como OEO™'X envia la reticula Z" en si misma, tenemos que

_1 > X//
52
Sea M,
entonces M es la identidad en X. [ |

Definicién 7. Sea A € P(K). La horoesfera a altura ¢ > 0 (o distancia a la
cuspide 1/q) en X\ es la subvariedad de X de dimension 2ry + 3ry — 1 definida
por

B\ g)={zeX | uAz)=q}.
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Sea ¢ € R, un nimero real positivo fijo. Para todo z € B(\, qo) , si las
coordenadas locales de z en A son iguales

q,Y, X

entonces ¢ = ¢o. Podemos parametrizar B(), qp) utilizando las coordenadas
locales de A:

(Y, X)— A(z") (2" = (x",y"))
donde

2Y},

r—1
OX) =x" vy =" ] ¥
k=1

(¢ = q/N(a)). La accién de I' en 5 deja invariante B(q, k), para todo g > 0,
por lo que
L'

actia propiamente y discontinuamente en B(q, k).

Mas precisamente cuando escribimos J# en coordenadas locales (¢, Y, X),
entonces la accion de I'y deja invariante q.

La interseccion Jy de la esfera de influencia Sy con el conjunto de puntos re-
ducidos en c.r.a. A es un dominio fundamental de la accién de I'y en F). Como
M es una variedad conexa existen representantes de las cispides Ay, ..., A
tales que el conjunto U, J), es conexo y una regién fundamental de T

Sea t > 0 suficientemente grande tal que para todo 7 € P(K) el conjunto
{z € X : pu(1,2) >t} estd contenido en la esfera de influencia F). Definimos
la variedad compacta y con frontera:

My ={z € X : u(z,\) <t para toda cuspide A} /T

La frontera 0.4, esta formada por h variedades compactas de dimensién
21y + 3ry — 1, descritas por las incluciones i) (I'y\\ B(A, t)). Luego

% = '%t Ua///t (8//[,5 X [O, OO))

por lo que . es topologicamente una variedad de o6rbitas con h puntas.

Lema 9. El cambio de variable entre las coordenadas locales en A y las
coordenadas candonicas estda dado por

22

“2dgdY, Y, 1dX; - dX, = —————dv(z
q qa Yy 107 511 RA/D (z)
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Demostracion. Mostraremos este lema en el caso en que ro > 0. La prueba
de este lema es una adaptacion de la dada por [Lec06, pp. 21] en el caso de
un campo totalmente real. La incluimos aqui para conveniencia del lector.

Primero, como z* = A~z y A es una isometria, tenemos que
dv(z) = dv(z").

Para encontrar el cambio de variable entre dgdY;---dY,_1dX;---dX,, ¥y
dv(z*) procedemos de la siguiente manera. Como 1.13 es una relacion lin-
eal entre x* y X’s, se sigue

_270(a)?

dXy---dX,
1 \/B

dx*, (1.18)

Por el Lema 7 los valores de las y*’s en funcién de las variables ¢, Y’s estan
dados por

r—1
yr = (j% exp (ZQYk In ‘5,(;)‘ ),
k=1

parat=1,...,r. Por lo tanto, parat=1,...,r,
dy? A1 r— i :
M g (S0 2 ne)) - &
dy; )] A1 r— i )|«
= 2111‘65-)‘% exp (315 2Yk1n‘€i) ) = QIHH) Yi-
Luego, tenemos
H * 1 * 1
% 2y7 In 55 ) 2y7 In 6£21
dy” = det | : : : dqdYy---dY,_q,
Z—’; 2yrIn ‘5Y) 2yrIn 5531

Factorizando las y.s de los renglones y el nimero dos de las columnas del
determinante, tenemos

I/n In In |t
dy* =q¢ "2y yrdet | 3 : dgdYy ---dY,

1/n ln‘ey) () ’

€

(1)‘

In|e, 2y
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Luego, multiplicando por dos en los ultimos 7y renglones del determinante,
se tiene

(1) (1)

I/n In|g In e,y
I/n  In ‘5§T1) In 57(]‘_111)
dy* =g 12"y -y det dgdY, - - - dY,_
2 2In ‘5Y1+1)‘ <o 2In giﬁf”‘
2 2In e 21n [\,
=g o tyr ey RdgdyYy - dY,_y,
donde R denota el regulador de K. Por lo tanto
= Qdy::T = 20" RdgdY, - - dY,_1, (1.19)
[T=) vi Hl=r1+1 3
Por las férmulas 1.18 y 1.19 se sigue
272 MN(a)?

772dqdY - - dY,_1dXy - - dX, = ———2— dv(z).
q agax; 1A 51 1RA/D (z)

Por lo tanto, como ¢ = 9(a)?q, concluimos

272

2dgdYy---dY, 1dXy--dX, = ———duv(z).
q qax; 10447 9 1RVD (z)
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2.5. La superficie de Hilbert asociada a Q(v/2)
Sea K = Q(+/2). Como el polinomio minimo de v/2 es igual a p(x) = 2% — 2

tenemos
~ Q=)

2) =2 ——.
Luego, cada o € Q(v/2) se escribe de manera tinica como
a=a+b/2  (a,b€Q).

Las raices del polinomio p(x) = 22 — 2 son los valores reales v/2 y —/2, por
lo que los lugares de Q(v/2) son

a=a+byva o =a—bv2.

Asimismo N(a) = a* — 2b?
El anillo de enteros de Q(\/ﬁ) estd descrito como

Z[\/ﬁ]:{cﬁ—b\/ﬁ \ a,bEZ}

El conjunto Z[v/2] es un subcojunto denso de R. Sin embargo tenemos la
inclucién en R? dada por

Z]V2] — R?
a+bvV2— (a+bv2,a — bV2)

El anillo Z[v/2] con la funcién norma

ZIV2] = 7
a—+bvV2 s a® — 20

es un dominio euclideano.

Por otro lado el grupo de unidades de Z[v/2] est4 descrito como
ZIV2)* = {i(1+\/§)k | keZ}.

Tenemos la aplicacion

ZV2)* — R?
(1+V2)F — k(ln’1+\/§

,ln‘l — \/5))
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Luego, como Z[\/i] es un dominio euclideano, el grupo modular asociado a
Z[\/2] est4 descrito como

I'= PSL(2,Z[V2]) = (S, T, T, U)
donde

[0 1] 11
o= Tl:[o J

TQI U:

1 /2]
_O 1 -

[1 +O\/§ \/50_ J

Para describir la variedad modular

M = HET

consideremos el sistema de coordenadas locales en A = (00, 00) € P(Q(+/2)).
Recordemos que una base para Z[\/i] esta dada por

w1 = 1, w1 = \/5
. Por otro lado € = 1 + v/2 es el generador del grupo Z[v/2]*.

Sea z = (21,22) € M5y 21 = Ty + iy, 22 = To + 1Yo, entonces las
coordenadas locales de z e A estan dadas por los valores reales
q, Ya Xla X?

determinados por las relaciones
¢ =N(y) = y112
1 1
1n‘1—|—\/§‘Y: §1ny1 — 5111\/6

1 \/5 X1 il
X pu— =
o= %) -2
Observemos que la transformacion lineal O envia la reticula Z? en la reticula
Z[\/ﬁ] C R2. Por otro lado, por las definiciones de ¢, Y tenemos

2Y_£:£
‘1+\/§ v

Luego

2y 2y
?/12\/6_]‘1‘1‘\/5‘ ; yazﬂ‘l—\/i’ .
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CapriTuLo 11
Series de Eisenstein.

En esta capitulo introducimos las series de Eisenstein de la variedad modular
de Hilbert. Estudiamos su regién de convergencia y calculamos los coeficientes
de Fourier en las distintas ctspides.

1. Definiciones y propiedades fundamentales

En esta seccién definiremos las series de Eisenstein y presentaremos algu-
nas de sus propiedades aritméticas. Una referencia clasica para las series de
Eisenstein en superficies hiperbdlicas es el libro de T. Kubota [Kub73]. Para
una exposicion sobre las series Eisenstein en la variedad modular de Hilbert
se puede consultar [Efr87], [Hej], [Sie61], [JLI9] y [Wen06].

Primero, recordemos que una métrica riemaniana
2 _ E
ds* = gl]d.ﬂjldl'j
i7j

tiene asociado un operador de Laplace-Beltrami

1 0 0
A= : ij_—
a1 2 2V

donde g = det(g;;) v (¢%) es la matriz (g;;)~"; por lo que el operador de
Laplace-Beltrami correspondiente a la métrica (1.4) estd dado por

I Y (ARt S o ¥l B/ 0
" 0xi Oy W 0np Oy, oy? Oy,

Como la métrica riemaniana de X es invariante por la acciéon de una isometria,

A es un operador invariante por isometrias. Luego, para toda funcion difer-

enciable f definida en X y todo g € PSL(2,R)™ x PSL(2,C)", se tiene

A(feg)=A(f)ey.
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En particular, como
A(N(y)?) = (r1 +4r2)s(s = 1)N(y)* (s € C)

tenemos que

A(p(A,2)7) = (11 + 4rz)s(s — 1)u(A, 2)”.

Sea k una cuspide del grupo modular de Hilbert. Por la P1roposicion 5, para
todo z € X tenemos

w(\2) = p(A M(2))
siM eTy.

Definicién 8. Sea k una cispide de K. La serie de Eisenstein de k estd dada
por

Ex(z,s) = Z 1A, vz)*, (IL.2)

yel,\T
donde \ € P(K) es cualquier punto cuspidal que representa a k y la suma se

toma sobre un conjunto de representantes de las clases de I'\\T'.

Lema 10. Sea B C X un subconjunto compacto. Entonces, existen con-
stantes C,C" mayores que cero, que dependen de B, tales que para todo
c,d € R xC™ yz € B se tiene

N(czo +d)* C < |N(cz + d)|* < C" [N(ezo + d)[*,

donde zy = (i,...,J) € X es el vector con las primeras 1 coordenadas iguales
a i€ C y las siguientes ry coordenadas igquales al quaternio j.

Demostracion. Primero mostremos esta afirmacién para el caso ry = 0,1y =
1. Sea
S ={(u,v) € C* | [jul* + |jv|* = 1}.

la esfera unitaria en C? con respecto a la norma euclideana. Para z € B y
(u,v) € S, la aplicacién

(z,u,v) — |luz + |

es continua. Luego, como B xS es un conjunto compacto, esta funcién alcanza
su valor minimo ¢; y su valor méaximo cy. Ahora veremos que ¢; es mayor
que cero. Como el valor ¢; se alcanza, existe z; € B, (u,v) € S tal que

c1 = |Juz + v||2 )
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Luego, si ¢; = 0, entonces uz; +v = 0. Entonces, si escribimos z; = x1 + jy1,
tenemos que
ux;+v=0yuy; =0

Ahora, como y; > 0, tenemos que u = 0y v = 0. Lo cual contradice el hecho
que (u,v) € S. Por lo tanto ¢; es mayor que cero y también cy. Ahora, sea

(u,v) # 0. Entonces (u,v)/+/||(u,v)|| pertence a S y por lo tanto

||uz —i—vHQ
S5 S
| (w, v)]]

El caso vy = 1,y = 0 puede demostrarse de manera similar

&1

Finalmente mostraremos el caso general de lema. Sea B un subconjunto
compacto de X. Parai=1,...,r sea p; : X — % la proyeccién dada por

pi<217 s 721“) = Zr.

Luego p;(B) es un sunconjunto compato de % para ¢ = 1,...,r;. Asimis-
mo p;(B) es un subconjunto compacto de s para r = r; + 1,...,7. Sea
¢,d € R x C" y escribamos ¢ = (¢y,...,¢.), d = (dy,...,d,) Luego, por el
argumento anterior, para todo z € By cada [ = (1,...,r) existen constantes
(), C] tales queremos

|Cﬂ + dl|2 Cl S |ClZl + dl|2 S Cl, |Cli -+ dl|2

parai=1,...,my

e+ dil|” Cr < ez + dil|* < O [|eri + dy)?

paral=1,...,r. Por lo tanto si
c=1]
c

IN(czg —|—d)|20 < ]N(cz+d)|2 < C"|N(czg —i—d)|2,
|

Proposicion 7. Sea k una cuspide. Entonces, para todo z € X, la serie
que define a Ey(z, s) converge absolutamente en el hemiplano R(s) > 1. Mds
aun, Ex(z, s) converge uniformemente en bandas verticales {og < R(s) < o1}
y uniformemente en z en cada subconjunto compacto de X. Por lo tanto,
Ex(z,s) es una funcion continua en las variable (z,s) y ademds define una
funcion holomorfa en el hemiplano R(s) > 1 para cada z € X.
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Demostracion. La prueba este lema es una adaptacion de la dada en [Sie61,
pp. 194-196] para un campo K totalmete real. La incuimos a aqui para con-
veniencia del lector. Primero, si 0 = R(s) > 1, tenemos

>\ vz) <Y p( yz),

I\l \I

por lo que es suficiente mostrar la convergencia de la ultima serie. Primero
mostraremos que converge en el punto zg = (7, ...j) € X utilizando el criterio
de la integral. Por la proposicion 1, existe un ntimero positivo [; tal que, para
todo z € X y cada par de puntos cuspidales \, X € P(K), si u(z,A\) > l; y
w(z, ') > 1y, entonces A = \.

Sean ¢, Y, X las coordenadas locales de z en )\, dadas por alguna matriz
asociada a A. Por el lema 77 la accién del grupo I' en la esfera de influencia
S se reduce a la accion del grupo de isotropia I'y, existe z; en la vecindad

V={zeX:qg=u(z\)>L4}nNX/T,

que es un punto fijo solo para la transformacién identidad Luego, como el
grupo modular actia propia y discontinuamente en X, existe una vecindad
U CV de z, tal que

MU)NU =0 (11.3)

para todo M € I' distinto de la identidad. Luego, si escojemos a U mas
pequeno, podemos suponer que es relativamente compacto y que su cerradura
también satisface I1.3. Observemos que existe un ntimero positivo [y tal que

ll < /.L()\,Z) S lO

para todo z en U, ya que U es relativamente compacto. Sea {M;} ey un
conjunto de representantes de I')\\I' y sea U; = M;(U). Por la relacién I1.3
la familia {U;} esta formada por conjuntos disjuntos por parejas.

Ahora, por la propiedad que define a l; < [y, tenemos

(A Myz) = p(M; ')\ z) <o (Vz € U)
para todo 7 € N.

Para s un nimero real consideremos la integral

J, = Za /U ) do(a).
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Como los conjuntos U; son disjuntos por parejas

J, = /U . u(\, 2)*do(z).

Luego, como podemos escojer cada U; dentro de una regiéon fundamental de
AT\ y q= (A z) <ly, tenemos

lo 1/2 1/2 lo Mlsfl
Js < M/ / / ¢ 2dgdYdX = M/ ¢ dg=—""- <0
0o J-1/2 —1/2 0 s—1

si § es un numero real mayor que 1.

Sean (v;, ;) el renglon inferior de la matriz A~'M;. Sea y; la “parte imagi-
naria” del punto
Z; = (X;7y;) = AileZ e X.

Por el Lema 10, para todo z € U, tenemos

]' < N(y)s Sl S
25 — 2s 2 1
IN(vezo + 0)|™ — IN(v;2 + 65)]
= &3l "N(yj)*.

Ahora, si integramos esta desigualdad sobre U tenemos

1
dv(z <csl_s/N du(z
N5 e St [ Mot

Luego, por la invarianza de la medida dv, tenemos

volll) - / N(y*)*dv(z (I1.4)
|N(VJZO+5

< l°Ct / ¢* 2 dgdYdX
U.

donde C' es una constante que depende de la cispide k. Ahora, si sumamos
sobre todos los j’s, obtenememos
E(zo, s) i !
0 = S
= |N(%‘Z0 +6)[*
Coe3ly® MCscsly st
=~ wol(U) " wol(U)(s — 1)

(IL5)
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para todo s > 1. Por lo tanto E(zg, s) converge uniformemente en la regién
R(s) > 1+ 0 para todo § > 0.

Finalmente, para mostrar la afirmacion consideremos un conjunto compacto
B C 5. Por el Lema 10 tenemos que existe una constate ¢; tal que

E(z,s) < c1E(zo, s)

para todo z € B. Esto concluye la demostracion.

Recordenados que dos pares ordenados (7, d), (7/,d") € K? estan asociados si
Y =eyyd =ed,

para algtin € en 0*.

Lema 11. Sea k una cuspide, A la clase de ideales asociada a k y a un
ideal en A. Entonces, para z € X y s en el hemiplano R(s) > 1, la serie de
FEisenstein asociada a k satisface

N(y)*
Ei(zs) = N> > ——
(’7,5)602/0X ’N(P}/Z _'_ 6)’2
(v,6)=a

donde la suma se toma sobre un conjunto mdzimo de pares no asociados
(7,9) € axa que generan el ideal a. St a es un ideal entero la suma es sobre
pares no asociados con mdximo comun divisor a.

Demostracion. Sea k un cispide. Por definicion, las serie de Eisenstein aso-
ciada a k esta dada por

Ek(Z,S): Z M()‘/}/Z)S)
yel,\T

donde A\ = p/o es un punto cuspidal que representa a k. Sea

A {p 51
o n
una matriz asociada a A y sea a = (o, p). Sea {M, }jen un conjunto de repre-
sentantes del cociente I'\\I'. Definamos

P, =AM, = hf ?ﬁ (Vj € N)
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Luego, por la definiciéon de u()\, z), tenemos que mostrar que el conjunto
P = {(vj,6;) : j € N} es un conjunto de representantes de pares no asociados,
tales que generan el ideal a.

Primero veremos que cada par en P genera el ideal a. Sea M = {a } una

elemento de I'. Entonces
Ao | e B na—&y nB -8
-0 pll|ly o pYy —ao pd— Bo

Luego, por el lema 2, si u = py—ao y v = pd — Bo, entonces a = (u,v). Mas
aun, el mismo lema implica que el conjunto

F = {AlM = [0‘ ﬂ | M e r} (I1.6)
v o
es igual al conjunto de soluciones de la ecuacion
ad— py=1
con a = (7,0) y a ! = (a,3). En efecto, dadas dos matrices B, C con

coeficientes que satisfacen la propiedad anterior, entonces BC™! tiene deter-
minante uno y coeficientes en el anillo de enteros.

Ahora, por la proposicion 4, tenemos que

-1
A‘ll“AA:{{g © } | e €0, CEa_Q}

5_1

actia en el conjunto F = A~'" y un conjunto de representantes para esta
accion esta dado por A~'M;. Sea

11":{[1 S gea‘Q} C ATIT,A
0 1]
entonces, la aplicacién ¢ : T\F — a X a, definida por

B ﬁ = (7,9)

define una biyeccién sobre el conjunto de pares (v,d) € a?, tales que a =
(7,6). En efecto si B,C € F son tales que ¢(B) = ¢(C), entonces BC™*
pertenece a A~y A. Por otro lado, el grupo

o ) 1ee)
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actia en el cociente T\ F y la aplicacion (I1.7) define una biyeccién sobre un

conjunto maximo de pares no asociados (v, ) tales que a = (v, 9).
[

1.1. La serie de Eisenstein completa.

Para definir la serie de Eisenstein completa, necesitamos la funcion zeta aso-
ciada a una clase de ideales. Sea A una clase de ideales de K, entonces la
aplicacion

CK(SaA): ; m(a)s

entero

converge absolutamente en el hemiplano £(s) > 0 y uniformemente en hemi-
planos R(s) > 1+ ¢, por lo que define una funcién holomorfa para R(s) > 0.

La funcién zeta completa de A estd dada por
Gils, A) = 27D 5T (2) 7 P55, A)

Luego,

Gels) = 3 (s, A).

AeC

Por un teorema de Hecke sobre extension analitica de series de Dirichlet, te-
nemos que (% (s, A) se extiende a una funcién meromorfa en el plano complejo
y satisface la ecuacion funcional

Cﬁ(sa A) = Cﬁ(l - S’A,)7
donde AB' = [d] es la clase de ideales del diferente de K. Recordemos que

vl ={¢eK | Tr() CZ}.

Definicién 9. Sea k una ciuspide del grupo modular de Hilbert y Ay la clase
de ideales correspondiente a k. Paraz € X y s € C en el hemiplano R(s) > 1,
la serie de Eisenstein normalizada en la ctspide k se define por

Er(z,s) = Y k(25 A, Ayv)Ex(z,s).

N cispide
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Sumando las series de Eisenstein en cada cispide obtenemos
* *
E*(z,s) = E E;(z,s).
k cuspide

Las series E(z, s) y E*(z, s) y la funcién zeta de Dedekind estan relacionadas
por la ecuacion

E*(z,s) = (k(25)E(z, 5).
Lema 12. Sea A una clase de ideales de K y a un ideal fraccionario en A~'.

Entonces,
m s
CK(A,S) _ Z N(u) ‘

£€ajoX

Demostracién. Sea una a un ideal fraccionario en A~!. Por definicién,
A={&a™ | £€K/o*}.
Ahora, un ideal fraccionario en A es un ideal entero si y sélo si
fat Cosii (€ Ca).
Luego, el conjunto de los ideales enteros en A esta dado por
{€a”" | £ €ajo*}.
Por lo tanto
1
C(A;s) g@z/gx N(Ea1)*
N(a)?
— Z NET

£€ajoX

Lema 13. Sea A y B dos clases de ideales de K y sean a, b ideales frac-
cionarios en A y B, respectivamente. Entonces, la aplicacion

¢:(ab™h —{0})/0" x {(,6) € b*/0* | b=(y,0)} —axa

dada por
(§,7,0) — (£7,€9)

es biyectiva sobre un conjunto de representantes de a?/0* que generan un
ideal en B.
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Demostracion. La prueba del lema es una adaptacién de la dada en [?] para
un camo K totalmente real. La incluimos aqui para conveniencia del lector
Primero observemos que, si £ € ab™! y (v,8) = b, entonces

v,66cab b =a
Maés atn, (£v,&0) = £(7,d) = &b pertenece a B.
Ahora mostraremos que ¢ es una funcién suprayectiva sobre un conjunto de
representantes de a/0* tales que generan un ideal en B. Sea («, 8) € a?/0*,

tal que (o, 8) es un ideal en la clase B. Entonces, (a, ) = &b para algin
¢ € K distinto de cero. Como (v, ) C a tenemos

Ecia,p)btcabt vy ¢ltcald
Se sigue que v = /€ y 0 = /£ pertenecen a b y satisfacen
(7,8) = ("), B) =€7'¢b=b
Esto es, ¢(£,7,0) = («, ), por lo que ¢ es una funcién suprayectiva.

Ahora mostraremos que ¢ es inyectiva. Por contradiccién, supongamos que
existen elementos (£,7,0) y (£,7/,0") del conjunto

(ab™" —{0})/0* x {(7,0) € b%/0 | (7,6) = b}

tales que los pares (£7,£9) y (£'4/,&'¢") son asociados. Entonces, existe una
unidad ¢ tal que

Ey=¢ef y &6 =e€d. (IL7)
Supongamos que b no es un ideal fraccionario principal. Entonces los v’s y
0’s son distintos de cero y por la identidad anterior satisfacen

70" =0,

ya que ¢ es diferente de cero. Considerando ideales y dividiendo por b? en la
ultima identidad se sigue

(90}
b

") _ () {9)

Como (7,68) = b, entonces los ideales &2 y &) son ideales enteros y también

Y b
ideales primos relativos. Asi mismo <1> y % son ideales enteros y primos
o

relativos. Luego,
v _ 0" ) _ {9)

b b b
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Por lo tanto, existen unidades € y £, tales que
v =gy y & =&

Luego, por la identidad v = +'9, obtenemos 570 = £17d. Se sigue €1 = &9
Yy
(717 51) =¢1 (77 6)

Por otro lado, la dltima identidad y la ecuacion I1.7 implican que también &
y & son asociados. Luego (§,7,d) = (§,7,9) y ¢ es inyectiva. El caso en que
b no es un ideal principal puede tratarse de manera similar. [ |

En adelante escribiremos el ”factor al infinito” de (k(2s) como
A(28) = 272D T (s) T'(25)".

Proposicion 8. Sea k una cuspide, A la clase de ideales correspondiente a
k y a un ideal en A. Entonces,

N(y)*
Ej(z ) = M(a)®A(2s) > ——
(a,ﬁ)Eag/ox |N<az+/6>|
(@, 8)#0

Demostracion. Para cada cuspide k, sea Ay su correspondiente clase de ide-
ales y a; un ideal en A;. Sea z € X y s en el hemiplano R(s) > 1. Por los
lemas 11 y 12, se tiene

Ei(z,s) = Y (k(2s, A Av)Ep(z,5)

k'ctispide
_ A(?S) Z Z m(ak/ak/)Qs Z m(ak/)QsN(Y)s
=P (T Y e INGZ+ )
k §€aga,, [oX (7<,6)6>ak,/o
'y,§ =0/

2s N °
TR 2 ) \N(@z(i)as)r“

K geapay!/ox (v.0)€ap, /o
(v,0)=as

Luego, por el lema 13, tenemos

Ep(z,s) = Map)*A2s) Y > N(y)*
k' (

25"
a,B)eai/uX |N(OZZ + 6)|
(a,ﬁ)GAk/
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Como las union de las clases de ideales es igual al conjunto de ideales frac-
cionarios, tenemos

N(y)®

Ej(z,5) = M(ap)*A2s) Y Nezt

(a,B)€02 /0>
(a,8)#0

2. Coeficientes de Fourier

En esta seccion calculamos los coeficientes de Fourier de las series de Eisen-
stein. El cédlculo de estos coeficientes ha sido desarrollado por varios autores.
El articulo de ([Sor02]) C. M. Sorensen esta dedicado principalmente a una
exposicion detallada de este calculo y también contiene la bibliografia sobre
el desarrollo de éste.

Sea k una cuispide y Eg(z, s) la serie de Eisenstein asociada a k. Sea A = p/o
un punto cuspidal que representa a k, a = (p, o) y b = a~2. De manera simi-
lar, consideremos otra cispide k', ' = p’ /o’ un punto cuspidal que representa

ak'yad=(p, o). Sea
/ !/
A/ — |:p, €I:|
o n
una matriz asociada a k'.

Como la series de Eisenstein son [-invariantes, E;(A’z, s) es invariante por
el grupo

-1
(A')_lszA' = { |:8 i€_1:| | €€ UX, C S a_g} .
En particular, E;(A’z, s) es una funcién invariante por la accion de la reticula
b = (/)2 C R™ x C™,
Por lo tanto Ex(A’z, s) tiene una expansién en serie de Fourier (en la ctspide
k")
Ex(A'z,5) = D> a;" (y,5)e” ", (IL.8)

lep’™

donde b™* = {{ € K|Tr({o) C Z} es el médulo dual de b y

Tr(x) =Y zi+ Y 2R(x:),

i<riy 1>71
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para X = (1,...,x,) € R™ x C™.

El volumen de R™ x C™ /b, con respecto a la medida de Lebesgue, es igual
a 272 v/DN(b'). Luego, para cada | € b’*, el correspondiente coeficiente de
Fourier esta dado por

2r2
N(b")vD Jr,

donde Fy es una regién fundamental de la reticula b’, D el discriminante de
K y dx la medida de Lebesgue en R™ x C".

a;c K (y’ S) _ Ek(AIZ, 8)672771‘T7“(lx)dx’

Calcularemos los valores af’kl (y,s) recordando que dependen de los coefi-
cientes de la matriz A’. Para expresar estos coeficientes necesitaremos la
funcién de Macdonald-Bessel: para s € C, y >0

1 [ dt
K(y) = 5/ eyt /2y -
0

La funcién de Bessel tiene muchas propiedades (cf. [Bum96]).
» K (y) es invariante por la transformacién s — —s.

» K, (y) y todas sus derivadas con repecto de y decaen rapidamente cuan-
do y tiende a +oc:

(KO (y)| < Ky

w2 Vy>2, (1=0,1,2).

» Satisface la ecuacion diferencial
d2 d 9 9
K(y) = 0.
{ a7 +yd —(y +8)} (y)

Para l = (l,...,l,) € R™ x C™ con N(I) # 0 definimos la funcién de Bessel

Ks(Ya l) = Ks(zﬂ- ’h’ yl) o K23<47T ’lr| yr)

Lema 14. Sea yq,...,y, >0, L € R x C™ y N; el grado del i-ésimo encaje
de Galois del campo K. Entonces

e—QTriTr(lx)

. 5 5 stdx
1 xCr2 lel(’xl‘ +yz’) ¢

N(y)*7—™T(s)"'T(25)" /R
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es iqual a

7= DD(s — L)0(2s — 1)N(y)' = sil=0
2r2r2(28—1)N([)5*%N(y)%KS_%(y, ) si N(I) # 0.

Demostracion. Primero calcularemos la parte de la integral que corresponde
a los valores menores o iguales que ;. Por una férmula de integracién cono-
cida (ver [Bum96] pp 67) para y > 0, R(s) > 1/2 y [ un nimero real tenemos

B 6—27rila: ﬂ.—s+%1‘*(s _ %)yl—s sil=0
v 'l(s) | o ndr = s_1 :
R (22 +92)* 21 2\/§K_%(27r|l|y) sil#0.

Ahora calcularemos la parte de la integral que corresponde a los valores
mayores que 71. Sea y > 0, R(s) > 1y I = (I1,[3) un par de niimeros enteros
racionales. Si [ = (0,0) tenemos

y257r_25I‘(23)/d— T 2T(2s) / dQ/ 2
(J]” + y?)2 (r

Y 252r

= g2 F(QS)/O —((r/y) +1)2Sdr

—25+2

:7T2S+1F(28)/ e dr

1

1
— —28+1F 2 2—2s
™ (28) 5 —7¥

_ 7T72s+11'\(28 o 1)y2(175)'

Por otro lado si [ # (0,0) queremos calcular

6—47ri§R(lm)

b(l,y,s) = yQSﬂ_QSF(Qs)/ ————dx.
e (Je|” +y2)%

Para evaluar la integral escribimos [ = |i|e? y consideramos la rotacién
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z +— ze . Luego,

—47r7,9?(la: +oo  p+oo —47r1|l|:(31
/ dx —/ / sdl'ldl'g
(JzI* + v2) (21 + 23 +4°)?
+0c0 +0c0 dzr )
4542 2 —47rz\l|:c1yd
= e Xz
Y /_oo /_oo (22 + 22 + 1)% !

Cdss2 +00 ) L +00 6747Ti\l|zly
:y /_OO (t + ].) dt/_oo —($%+1)2S_1/2x1

Ahora, utilizando las formulas obtenidas en el caso anterior, tenemos
1 +o0 6—4m‘|l|mly
_,—2s+2__—(25—1/2) -
b<l7y7 S) =Y @ F(2S 2) /oo (Qf% + 1)28_1/21'1
Y222 20y [P Koo (47 1] y)
= 2% |l|28_1 yKos 1 (4 |l y).

Utilizando las relaciones anteriores en cada lugar real y complejo, respecti-
vamente, obtenemos el lema. [ |

Lema 15. Se tiene una biyeccion entre el conjunto
{(a,8) € K* | {an = B0’ a€ = By Ca, a #0} /o
y el conjunto

{(a,n) | 0% q C ad’ principal , n € ad’"'q~"'}

definida por la aplicacion ¢ que asigna a un par no equivalente («, 3) el par
(), B/a).
Demostracion. Primero observemos que ¢ estd bien definida, ya que 8/a y
(o) no dependen de la clase de equivalencia de (a, 3). Por otro lado, ob-
servemos que la aplicacién ¢ que asigna a un par ({«),7), con 0 # « € ad’
y 7 € aa’"{a)7!, el par (a,at) estd bien definida médulo pares asociados.
Ademas, si
r
[v 6 =[a ar] [_ng, pé}
entonces (7,d) C a, yaque p/,0’ € a' y &, n' € d~1. Como ¢ot) = o = id,
¢ es una funcion biyectiva.
[ |
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El siguiente teorema sobre los coeficientes de Fourier de las series de Eisen-
stein se puede encontar en [Sor02][pp 4561-48641].

Teorema 6. ([Sor02]) Sea b* el mddulo dual de b'. La funcion E5(A'z, s)
tiene la expansion de Fourier (en la ciuspide \')

Ei(A'z, s) = N(a')* (i (2s, A, " Aw)N(y)*
+MN(a)27I¢ (25 — 1, A AL N(y)
+ 2rm(a/)N(y)1/2 Z TkaQIS(l)stl/Q(Ya l)€27riTr(a:l)’

leb*
10
donde
TN () = e Y T N (a)*
qeA; A
q|b’0l

Demostracion. Sea k una cispide, A su clase de ideales correspondiente y a
un ideal en A. Entonces, por el Lema 8 tenemos

N(y)*
Ei(z,5) = M(a)*A(2s) ) ;
(a,ﬁ)ea@/ox |N(CKZ + B)’Q
(e, 8)#0

Luego, por la férmula para la accién de GG en la "parte imaginaria” de X,
tenemos

N(y)*
E(A'z,s) = M(a)**A(2s _
(e =m@as) Y e
(a,B)/0
0#(an’'—Bo’ ,a&’—pp’)Ca
Sea [ un elemento del modulo dual de b’. Entonces, el coeficiente de Fourier
correspondiente a [ estd dado por

k.k'

2
a ) = ———— E(A'z, s)e
89 = 51 e, B

Consideremos el término independiente de x:
A(2s
() = Uol((Fb),)
M(a)227 2= VD*N(y)*m T (s)™ I'(2s)"
B N(6')v/D
222D ()20 (0)* "2 N(y )7 T (s)™ ['(25)"
N(b) '

—2miTr(€x) dx.

N(a)*N(y)*
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Entonces,

—2miTr(lx)

@ (y,8) = G(s) Z /Fb’ de’

(a,B) /0>
0#(an’—Bo’, o' —Bp’)Ca

Para calcular esta serie dividimos los términos en dos conjuntos. Primero,
para los términos donde a = 0, tenemos que

Z 1 5 / e—QWiTT(lx)dX _ Z 1 5 / 6—27riTr(lx)dX
IN(B)[™ JF, IN(B)\ * Jr,

(8)/0% b ( )/o b
0#6(0"p) Ca 04 (3

{ b)\ﬁm )—QSCK<2S7AI;1AICI>

272

0

si ]l =0, [ # 0 respectivamente. Luego,

\2s S /% -1
G(s) Z ;25/ o= 2mTr(EX) gy — {gt(a) N(y)*¢i(2s, A L Ap)
Beaa’~1/ox |N(ﬂ)| Eyr
B7#0

si ]l =0, [ # 0 respectivamente.

Ahora consideremos los términos donde « es diferente de cero. Sea
—2miTr(lx)

b(l) == G(s) 3 /F |1\16(az—+5)|23dx’

(a,B) /0
0#(an’—Ba’ ,af'—Bp')Ca
az#0

Por el lema 15 tenemos

727rzTr Ix)
b(l) = G(s) / ~dx
aeaa’/ox BEaa’— 1 Fb/ |N az + O[ﬂ)l
#0

«

—G(s) Y IN@)™ /

acaa’ /0% B€aa’~ 1 Z + ﬁ
a#0

Como « € ad’, tenemos b’ C aa’~!(a)~!. Luego, si tomamos el cociente del
grupo aditivo aa’~!(a)™! médulo b’ obtenemos

—27rzT'r (Ix)

=66 Z Wl 3P [ s

acaa’ /o* Be€aa’~1(a)~1/b! CEL’
a#0
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Ahora, utilizando el cambio de variable x por x — ( y la relacién Tr(Cl) € Z
para ¢ € b’ y [ en el médulo dual de b’, se sigue

7271'1Tr (Ix)
—2s
b(l) =G(s) > IN(a)| Z Z/ = sl
aEau’/oX BEaa’~ 1 l/b/ cew’ Fo—¢ | VA +B |
a#0
Z 2 —27rzT7"(lx)
= G(s) N[ /
a€cad’ /0% BEaa’~ 1 )=1/b/ R™1 xC"2 |N Z +ﬁ)|
a#0

Luego, si utilizamos el cambio de variable x — x — (3, tenemos

1 67271'1'Tr(lx) ]
bl =G(s) Y —s / ———dx ) e
acaa’ /o* ’N(Oé>| R71xC"2 |N(Z)| Beaa’~1(a)=1 /b’
a#0
Ahora, observemos que la aplicacién  +— e? 775 es un caracter del grupo

aditivo aa’~!(a)7!/b’ y representa el caracter trivial si y sélo si
l
Tr(laa (a)™) C Zsii — € a ta0™!
a
sl
0 C aa'a sii aa™ '/~ divide a [ob'.

Por lo tanto

(b’ _
oo e {W si (a)a~ta’"": [ob

Beaa’~1(a)=1 /b 0 en otro caso
Se sigue
Gl(s e—27riT7‘(xl) 1
(ad’) Jprixcr: |N(z)] IN(a)|

acaa’ /0%
0#aata'~1:000/

G(s e—2miTr(xl) N(aa’ )25 !
= sﬁ#,)z / —mdx ) ) L
(aa ) R™1 xC"2 |N(Z)| a€au//0>< |N<Oé)|
0#£aa"ta ~1:000’

Por lo tanto, si [ = 0, entonces

1
b(l) = ——2—-C(2s — 1, A ' A} / ——dx
() QSC( k k ) R X Cr2 ‘N(Z)|28
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Asimismo, si [ # 0,

G(S) , 6727riTr(xl)
b(l) = —lzsd'f’kzs(l)/ ————dx
N(aa’) rrixcre |N(z)|
donde
¥ ()= Y N
qeA; tA
peot

Ahora, por el Lema 14 y la definicién de G(s) tenemos que

k(25— 1, AT AL ) N(y) e

b(l) m(a/)25—2 ’

sil =0y también

b(l) = 2" MN(bD1)* V2 i, () M) /N(y) Kyorya(y, 1),
sil#0. [ |

Corolario 2.1. Sea k = p/o una cuspide, sea a el ideal asociado a k y
b=a"? seaq, = u(z k) yz-=A"(z). Entonces E*(z, s) tiene la siguiente
expansion de Fourier en k

E*(z, ) = (k(25) ¢} + Gie(2s — 1) ¢, ~°
+ or qli/Q 27—17%(1) Ks—l/Z(y*a l) e?m’Tr(lx*)’

%
donde
7, (1) = MN(62) ™ " N(q)*.
T ol

Mas aun, satisface la ecuacion diferencial
AE*(z,s) = (11 + 4ry)s(s — 1)E*(z, s)

Demostracion. La expansién de Fourier de E*(z, s) se sigue al sumar la ex-
pansién de Fourier de cada Ej(z, s). Asimismo, de la ecuacién

A(N(y)®) = (r1 +4rs)s(s — 1)N(y)°

y la ecuacién diferencial de la funcién de Bessel (junto con la propiedad de
decrecimiento de sus derivadas) se sigue la ecuacién diferencial de la serie de
Eisenstein. |
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Corolario 2.2. La serie de Fisenstein E*(z, s) posee una continuacion analitica
en C\{0,1} y satisface la ecuacion funcional

E*(z,s) = E*(z,1 — s),

para todo z € X y s € C\{0,1}. Mds ain, posee un polo simple en s =1 con
residuo S
r1—
Ress—1E*(z,5) = ———
w
Demostracion. Consideremos la expansion de Fourier en la cispide k' = oo:
E*(z,5) = ((25)N(y)" + (i (25 — 1)N(y)' ™

+ 2" N(y)l/2 Z 7—1725(0 stl/Q (y7 l) ezﬁiTT(Il)'

lco— !
140

Luego, por las propiedades analiticas de (f(s) y el rapido decrecimiento de
las funciones de Bessel se siguen las propiedades analiticas de E*(z, s).

Por otro lado, por la férmula del nimero de clases, el residuo de E*(z, s) en
s =1 es igual

Ress—1E*(z,s) = A(1) Ress=1(k(2s — 1)
= E A(1) Ress=1Ck(s)

2
=w 2" 'RA

Corolario 2.3. Sea k una cispide, y sea a el ideal asociado a k y b = a=2.

sea qi, = (z, k) y z* = A71(z). Entonces E(z, s) tiene la siguiente expansion
de Fourier en k

Ck(25 — 1)

E(z,s) =q,+ 5~ g ®
r 172
+ 2* Qk/ Z TI_QS(Z)KS_]_/Q(Y*, l)eQWiTT(lx*)7
Ck(2s) leo*

donde
7.(1) = M6~ > N(g)”.

q entero
q:bol
Mds aun, satisface la ecuacion diferencial

AE(z,s) = (11 +4rq)s(s — 1)E(z, s)
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Demostracion. La expansion de Fourier de E(z, s) se sigue de dividir la ex-
pansién de E*(z, s) por (§(2s). Asimismo, de la ecuacion

A(N(y)®) = (r1 + 4r2)s(s — )N(y)®

y la ecuacién diferencial de la funcién de Bessel (junto con la propiedad de
decrecimiento de sus derivadas) se sigue la ecuacién diferencial de la serie de
Eisenstein. |

Corolario 2.4. Para todo z € X la serie de Eisenstein E(z, s) tiene una con-
tinuacion meromorfa a todo el plano complejo. Es holomorfa en el hemiplano
R(s) > 1/2, excepto por un polo en s =1 con residuo:
2" 'R h
Ress—1(E(z,5)) = —————— Vz € X). I1.9

(B(es) = —ope (EEX) (11.9)
Mas aun la hipotesis de Riemann para el campo de numeros K es cierta si
y sdlo si para todo z € X la funcion E(z,s) es holomorfa en el hemiplano
R(s) > 1/4, excepto por un polo en s = 1.

Demostracion. 1Recordemos la ecuacion (((2s) E(z,s) = E*(z,s). Como
la funciéon gamma de Euler no se anula en el plano complejo los polos de
E(z, s) se encuentran en los ceros de la funcién (x(2s) (contando los ceros
de E*(z, s)). Luego, por las propiedades de la funcién zeta de Dedekind, se
sigue que E(z, s) es holomorfa para R(s) > % excepto por un polo en s = 1
con residuo:

2R h

Ress—1(E(z,s)) = D) (Vz € X).

Por otro lado, si la hipdtesis de Riemann para (k(s) is cierta. Entonce, para
todo z € X, E(z, s) es holomorfa en la regién R(s) > 1 excepto posiblemente
por un polo simple en s = 1. Ahora, supongamos que E(z, s) es holomorfa en
el hemiplano R(s) > i paratodoz € X . Sea s =oc+it talque 0 < o < 1/2
y ¢(2s) = 0, Luego
E*(z,5) = ((2s = D)N(y)' ™
+ 2N o () Koy aly, e )
leo!

10
Como (*(2s — 1) # 0, existe z € X tal que E*(z, s) # 0. Luego, 0 = 1/4. R
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CapriTuLO III

Equidistribucion de secciones
cuspidales

En este capitulo presentaremos los resultados originales de este trabajo.
Primero, expondremos el método de Rankin-Selberg para la variedad modu-
lar de Hilbert y la funcion de Phragmén-Lindelof asociada a la funcién zeta
de Dedekind.

1. La transformada de Mellin y el método de
Rankin-Selberg

Sea a > 0 un entero o infinito. Denotamos por C#(.#) el conjunto funciones
con valores en los complejos definidas en .# de clase C* y con soporte com-
pacto. Asimismo, C(.#) denota el conjunto de funciones complejo valuadas
y continuas definidas en .Z. En adelante fijaremos un conjunto Ay, ..., A\, de
representantes de las céuspides de .#. Para ¢ = {1, ..., h} definimos la medida
soportada uniformemente en la seccién cruzada de las cuspide A; como sigue.

Lema 16. Sea dv), la medida en B(q, k) inducida por la métrica Riemanni-
ana de X. Entonces, en coordenadas locales de k, tenemos que

dv' = (ry + 4rp) /2277271 /DR dXdY,
donde dXdY es la medida de Lebesque en (R™ x C™2) x R™1.

Demostracion. Como A is una isometria, objetos métricos en las coordenadas
z se pueden describir en los coordenadas z*. Por un lado, como el cambio
de variables entre las X’s y las x*’s es mediante una transformacién lineal,
tenemos dX; - --dX, = (2"29(a)?/v/D) dx*. Luego, el elemento de volumen
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inducido por la métrica Riemaniana de % en la subvariedad (x*,y*), para
un y* fijo, esta dada por
dx*

N(y*)

Por otro lado, por la definicién de las coordenadas locales, si § = N(y*),
tenemos

= ¢ '272 VD dX; - dX,.

e

r—1 r—1
yr = (j% exp (ZQYk In ‘gl(f)‘ ) = gt/n H ‘82)
k=1 k=1

para todo i = 1,...,r. La aplicacién (y}) — (logy}) es una isometria entre
(R T dyr/yr) y (R, D00, dt;). Las coordenadas locales de y* se factor-
izan mediante el diagrama conmutativo... donde f denota la transformacion
lineal

f(Yl, -~-7Y7'717 lOg qA)

ggl) % Y1
| (r) r) Yro1
2log (g4 ‘ Erlq log §
Luego, la medida inducida en la subvariedad N(y*) = ¢ por la medida

[Tizy dy; /v es ignal a
(r1 + 4r9) 2 2" R Y, - - dY, 1,

donde dY; ---dY,_; denota la medida de Lebesgue en R"1.
[ |

Definicién 1. Sea A una cuspide. Sea ¢, Y, X las coordenadas locales de z
en la cispide \. Para f € C(.#) sea f la funcién en las variables ¢, Y, X tal
que f(q,Y,X) = f(z). Para ¢ definimos

0= [y

donde dXdY denota la medida de Lebesgue en (R™ x C2) x R™1.

f q,Y,X) dXdY,
_ 1

1
2

Observacién 11. La medida m; es independiente de la eleccion de A. Por
el lema 16, m; es la medida inducida por la métrica riemaniana de .# en la
seccién cruzada de la cuspide A a altura gq.
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Observacién 12. Por la topologia de la variedad modular de Hilbert una
funcién continua f pertenece a C¢(.#) siy s6lo si le corresponde una funcién
en X, de clase C e invariante por I', tal que existe una costante 7' > 0 tal que
para todo ¢ = {1,..., h} si z € X satisface u(z, \;) > T, entonces f(z) = 0.

Definicién 10. Para cada f € C”’(//l) y i € {1,...,h} consideremos la
transformada de Mellin de m;(f,q):

/ milf, )2, (IIL.1)

Proposicién 9. Parai € {1, ..., h}, la integral que define a M;(f,s) converge
absolutamente en el hemiplano R(s) > 1 y uniformemente en bandas oy >
R(s) > gp > 1. Por lo tanto define una funcién holomorfa en R(s) > 1.

Demostracién. Sea f € CO(.#4) una funcién continua y de soporte compacto.
Por la observacién (12) existe 7' > 1, que depende sélo de f, tal que si
i(z,A;) > T entonces m;(f,q) = 0. Sea || f| = sup,c ,{|f(z)]}. Como
m;i(f,q) < fll., entonces, para R(s) > 1 tenemos

TU*l
M <l (57) donde s =0

Por lo tanto, la integral M(f,s) converge absolutamente en el hemiplano
R(s) > 1 y uniformemente un bandas de la forma o, > R(s) > oo > 1.
Luego define una funcién holomorfa en esa regién. |

Observacién 13. La trasformada de Mellin definida por II1.1, es extricta-
mente hablando la trasformada de Mellin clésica de la funcién m;(f, q)qg~*.
Sin embargo nosotros la llamaremos la transformada de Mellin de m;(f, q).

Observaciéon 14. Sea [C%(.#)]* el espacio dual de C¢(.#) con la topologia
débil-estrella. Entonces, la aplicacién

M {R(s) > 1} = [CL( )],

dada por

s = M;( /ml, 51%, R(s) > 1

define una funcién holomorfa débil.
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El siguiente teorema se conoce como el método de Rankin-Selberg para la
variedad modular de Hilbert.

Teorema 7. Sea f € CO(A) una funcion continua y de soporte compacto.
Entonces, para R(s) > 1, tenemos

w2 RVD M,(f, s) = / E, (z,s) f(z) dv(z). (II1.2)

M

Demostracion. Sea s en el hemiplano R(s) > 1. Entonces,

/% Baa.8) f2) do(a) = [ 30 oz A f(a) du(a)

RISSVNE

Como f tiene soporte compacto la doble integral de la ecuacién anterior es
convergente . Entonces, por el teorema de Fubini, tenemos

| Buess@ie = [ wmrys@ae.

Para evaluar la tultima serie seleccionamos un conjunto 7,7z, ... de repre-

sentantes de I'y,\I" y remplazamos la variedad modular .# por un domino

fundamental F'. Luego, para cada v; = [ij ?j
J

] , por la propiedad de inva-
j

rianza de la medida de volumen, se tiene

/FM(’V(Z%&)SJ‘“(Z) dv(Z)I/ (2, Ai)* f(z) du(z).

y(F)

Si sumamos en j se obtiene que la serie (II1.3) es igual a

S [ ey s dute)

Como Uj’;l 7;(F) es un dominio fundamental para la accién de I'y, en X,
tenemos

Z/.(F)M(Z’)‘i)s f(z)dv(z) —/F (2, )° f(z) do(z).

A \X

'De hecho como el volumen de la variedad modular es finito es suficiente que f decresca
rapidamente en las ctispides.
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Luego, podemos evaluar esta integral sobre cualquier dominio fundamental
de I'y,. Por lo tanto, si escribimos a z en coordendas locales respecto de \;,
se tiene

/X(FM)M(Z,A,-)sf( z)dv(z) 22R;/_/ / /éq fX,Y.q @

w2 RVD M

Definicién 11. Para q > 0 definimos la medida de probabilidad

ml(f;Q)++mh<f7Q)
h

m(f,q) = (f € Co(A)).

Luego, si consideramos la trasformada de Mellin de m:

M(f,5) ::/o m(f,a)e hZM (I11.4)

tenemos el siguiente corolario del teorema de Rankin-Selberg.

Corolario 1.1. Sea f € CO(#). Para R(s) > 1, tenemos
w2 RVD M(f, s) = %/ E(z,s) f(z)dv(z)
V4

por lo que la trasformada de Mellin M(f, s) tiene las mismas propiedades que
E(z,s). Esto es, My(s) se extiende a una funcion meromorfa en s, reqular
en §R( ) > 5 e:z:cepto posiblemente por un polo en s =1, con residuo

Ress—1Mg(s) /f )du(z (ITL.5)

vol

Mads atn, la hipotesis de Riemann para el campo de niumeros K se satisface si
y sdlo si para toda f € CO(A), la aplicacion My (s) es reqular para R(s) > 1,
excepto posiblemente por un polo simple en s = 1.

Demostracion. Sea f de soporte compacto y sea sg un cero de (k(s). Si para
toda f se tiene M7(sp) = 0, entonces E(z,s9) = 0 para todo z € X, lo cual
es una contradiccién. Luego, existe f con la propiedad M%(sp) # 0.
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Bajo esta hipdtesis, se tiene que

M(f,s) = %///{ E(z,s)f(z)dw(z) (s € C),

es holomorfa y podemos escojer f tal que M(s) no es cero para un cero
fijo de (x(2s). Por lo tanto E(z,s) es holomorfa en la regién R(s) > 1 y se
satisface la hipdtesis de Riemann para el campo K. |

Observacién 15. La funcion
M (s) = (k(28) M(s).

tiene una continuacién holomorfa excepto posiblemente con dos polos simples
en s =0y s=1. Mas ain satisface la ecuacién funcional

Mi(s) = M1 = s),

Necesitamos estimar las series de Eisenstein. Para esto, definimos las series
de Eisenstein truncadas: para T > 0 una contante fija,

Ex(z, ) sig; <T
Ex(z,s) — ¢ —¢(s)q; > sig;>T

E;(z,s) = {

La siguiente proposicién se conoce como la relaciéon de Maass Selberg. Dare-
mos una demostraci’lon utilizando el método de Rankin-Selberg (cf. [Sel])

Proposicién 10. Para s # s y s+ s # 1, se satisface
Ts+s’—1 . ¢(S>¢(S/)T1—s—s’)

/ET(Z, s)EY(z,s") dv(z) =C (

s+s —1
Lo (Tss’qs(s') - Ts’ws(s))
s— s

donde C' = w1217 \/DR A

Demostracién. Primero, por la expansién de Fourier de E(z, s) en las distin-
tas ctispides, E¥(z, s) decae rdpidamente cuando ¢, — oo y uniformemente
en s, si § permanece en un conjunto compacto dentro de la regién regular. Por
lo tanto, el lado izquierdo de la ecuacién anterior es una funcién meromorfa
en sy s que es regular en la regién regular de la series de Eisenstein.
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Ahora, supongamos que R(s") > R(s) + 1 > 2. Para ¢ > 0 definimos

1sig>T
) =
(9) {OsiqST

Sea F' un dominio fundamental para la accién del grupo modular de Hilbert.
Para ¢ =1, ..., h tenemos las puntas de F' definidas por

Fi={zcF : ¢>T}

Luego, tenemos que

/ E'(z, s) ET(Z,Sl)dU(Z):/E(Z,S)ET(LS/)CZU(Z)
V% F

_ /F E(z,5) (E(z.s') - Y or(q)a) dv(z)

=1

zh:/ E(z, s)(q:)"~ dv(z),

=1

Los tdltimos términos se pueden calcular independientemente. Primero, recorde-
mos que para R(s) > 1 se tiene |E(z, s)| < E(z, R(s)). Luego

h

/F E(z, s)(E(z y)—Zé (4:)q; )dv(z) =

=1

/FE(ZS (2,5 Zqz )dv(z +Z/ E(z, 5)q dv(z) =
Z/FE(ZVS) > ve)du(z +Z/ E(z, 5)q dv(z) =

i=1 yelN\T=Ty,)
h

;/FA.—FE(ZSqldU —i—Z/ E(z,s)q du(z),

donde F), es un dominio fundamental para la accion de F,\i en X. Como la
unién disjunta de Fy, — F'y F' — F& es igual al conjunto

FEZ{Z:%<T}QF)\“

la dltima ecuacién es igual a

h
> [ Blas)adot)
i—1 7N,
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Luego, si consideramos la coordenadas locales en \;, obtenemos

o XY
R hz/ /% /% o
’dQ'L

_ C( Ts+s -1 N ¢(8)T8 —s)

s+s —1 s'—s

donde C' = 2""2y/DRhw~". Por otro lado, el segundo término es igual a

s dqZ
a

(a9~ dotz) = =5 > 0() [ (ai + o)l )al

Esto muestra la identidad de Maass-Selberg para R(s’) > R(s)+1 > 2. Como
ambos lados de la identidad son funciones holomorfas, se tiene la identidad
para todo s y s’ en la regién regular de ambos lados de la ecuacién. [ |

El volumen de la variedad modular

En esta seccion aplicaremos el procedimiento de Maas-Selberg para calcular
el volumen de la variedad modular de Hilbert.

Sea f : 2 — C una funcién invariante por el grupo modular I'. De manera
similar a las series de Eisenstein, tenemos los coeficientes de Fourier de f en
las distintas ctspides. Asimismo, podemos definir la funciones truncadas f7,
para un 7' suficientemente grande.

Podemos ver que, si sustituimos E(z, s) en la prueba del teorema de Maass-
Selberg, por la funcién f(z) = 1, y su correspondiente funcién truncada,

Proposicién 11. (ver [Wen06]) Para R(s') > 1

| v =c (T_l ) szs(sfi:fs,)

con C = 2""2\/DRhw™'. Luego esta identidad se satisface en la region
donde ambos lados de la ecuacion es reqular
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Demostracién. Primero, por la expansién de Fourier de ET(z, s) en las distin-
tas cuspides, ET(z, s) decae rdpidamente cuando g, — oo y uniformemente
en s, si § permanece en un conjunto compacto dentro de la regién regular. Por
lo tanto, el lado izquierdo de la ecuacién anterior es una funcién meromorfa
en sy s’ que es regular en la regién regular de la series de Eisenstein.

Ahora, supongamos que R(s") > R(s) + 1 > 2. Para ¢ > 0 definimos

1sig>T
5 _
(9) {OSiQST

Sea F' un dominio fundamental para la accién del grupo modular de Hilbert.
Para ¢ =1, ..., h tenemos las puntas de F' definidas por

Fi={zcF : ¢>T}

Luego, tenemos que

| BN s o) = [ ) B ) o)
:/Ff(z) (E(z,s’)—Z(ST(%)QQ‘S/)CZU(Z)
h
s) f(2)(g)' " dv(z),
];/F% q )

Los ultimos términos se pueden calcular independientemente. Primero, recorde-
mos que para R(s) > 1 se tiene |E(z, s)| < E(z, R(s)). Luego

h

[ 1@ = 3 el iv(z) -
h h .
[ 1@ EE =S awe Y [ v -

h
2 / /(2 1Oy, v2) do(z) + 3 / @) du(z) =
vET, \(F T'y,) i=1 YF-Fp
h

h
S [ swdae =Y [ @ d),

=1
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donde F), es un dominio fundamental para la accién de I'y, en X. Como la
unién disjunta de Fy, — F'y F — F& es igual al conjunto

Fy ={z:¢ <T}NF),
la tltima ecuacién es igual a
Y| f(@)g dv(e)
=1 A
Luego, si consideramos la coordenadas locales en \;, obtenemos

h 1 1
’ C &0 2 2~ /dXZdedqz
z)q; dv(z) = — / / X, Yi, 4i)g; ——=——
S [ ot = 557 [ [ [ vt S

_1 ;
5 )

h h

=Yo0ls) [ pa o) = -5 o) [

2
i=1 i=1 T Ik

Esto muestra la identidad de Maass-Selberg para R(s’) > R(s)+1 > 2. Como
ambos lados de la identidad son funciones holomorfas, se tiene la identidad
para todo s y s’ en la regién regular de ambos lados de la ecuacién. [

Como ambos lados de la ecuacién son funciones meromorfas, la identidad
se satisface en la regiéon donde ambos lados de la ecuacion es regular.

Proposicién 12. El volumen de la variedad modular de Hilbert es igual a

9=8ratl r=n D3/2 (1 (2),
En particular tenemos el resultado de Siegel para K totalmente real
7" D32 («(2).
. Asimismo tenemos, para K cuadratico complejo

(2m) 2 D32 (k(2).
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Demostracion. Por la proposicién 11 tenenemos Para R(s’) > 1

///{T E(z, s )dv(z) = C ( S,T/_ll ) ¢(82,TSI>

con C =27 +y/DRhw'. Considerando el resido en s = 1 se sigue

vol(Mr)Resy—1E(z,s') = C(—1+) (I11.6)

tomando el limite cuando T — oo obtenemos la siguiente proposicion.
|

2. La funcién de Phragmén—Lindelof y el teo-
rema de Littlewood

En esta secion describiremos el comportamiento asintético en bandas verti-
cales de la funcion zeta de Dedekind.

Recordemos que dadas dos funciones f y g definidas en R y con valores en
los complejos escribimos

f(z) = O(g(z)) cuando z — oo,
si existe M > 0y x9 > 0 tal que

|f(@)] < M |g(x)]

para todo = > z.
Sea o un numero real y uk (o) la cota inferior de los nimeros [ > 0 tales que
Ck(o +it) = O(|t|") cuando || — co.

Como la funcién zeta de Dedekind esta acotada uniformemente para o >
oo > 1 por (k(0op) se sigue ux (o) = 0 para todo o > 1.

Por la férmula de Stirling tenemos

[(0 + it) ~ v/2m |t|7 /% eIt/
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cuando t — 400, uniformemente en bandas oy < 0 < 01. Esto es

m’t‘o—lﬂ €—7r|t|/2

y
S PR

=1 cuando [t| — o0

uniformemente en bandas de ancho finito. Luego, por la ecuacion funcional:

Ck(s) = k(1 —s)

tenemos
1

p(o) = n(5 =)

para o < 0. Por lo tanto, por la teoria de funciones de Phragmén—Lindelof,
pk satisface las propiedades (ver Lang [Lan94, pp. 266] y Titchmarsh [Tit88,
pp. 95] para una exposicién detallada):

= Lk es continua no creciente y no negativa

» Lk es convexa, i.e., la curva y = uk (o) no tiene puntos sobre la recta
que uno cualesquira dos de sus puntos.

» k(o) =0sio>1y k(o) =n(3 —0)sio<0.
Mas atn, por el principio Phragmén—Lindel6f tenemos que
k(o +it) = O(tl)

uniformemente en bandas 0y < o < gy para [ = [(0g, 01).

La hipétesis Lindelof para el campo K nos dice

{,UK(U) - voz(% —o0) ifo< (I1L.7)

k(o) if o >

N—= N[

Lo cual es equivalente a:

1
(K(§ +it) = O(t°) para todo € > 0. (IIL.8)
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Teorema de Littlewood

En esta seccién mostraremos una consecuencia clasica de la hipétesis de Rie-
mann para la funcién zeta de Dedekind. Nuestra demostracién es una tra-
duccién del libro de [Tit88], en el cual se encuentra expuesto el caso K = Q.

Necesitaremos dos lemas preliminares.

Lema 17. (Borel-Caratheodory) Sea f una funcion holomorfa en un disco
cerrado de radio R y centro en el origen. Sea || f||, = max|f(z)| para |z| =
r < R. Entonces

2r R+r

A

£ (0)]-

Lema 18. (Tres circulos) Sea f(z) una funcion holomorfa definida en el
anillo. r1 < |z| < r3. Sea M(r) el mdzximo de |f(z)| en el circulo |z| = r.
Entonces, log M (r) es una funcion conveza del logaritmo log(r). Esto es

rs )

log (T—) log M (r3) < log <T—3> log M (r1) + log <—> log M (r3)

1 T T

para cualquier terna de circulos de radios v < ry < r3.

Supongamos la hipdtesis de Riemann para (k(s). Entonces, si definimos

log (x(s)

en el conjunto conexo es regular para o > 1/2 (excepto en s = 1)

Teorema 8. (Littlewood) Si la hipdtesis de Riemann para (k(s) es cierta,
entonces

log ¢k (s) = O (log t)* 7"}

uniformemente en la region 1/2 < o9 < o < 1.

Demostracion. Primero aplicamos el teorema de Borel-Carathéodory a la
funcién log (k(s) y los circulos de centro 2 + it y radios r = 3/2 —46/2 y
3/2—9 (6 > 0). Por las propiedades de la funcién pg (o), en el circulo mayor
tenemos

R(log Ck(s)) = log [k (s)| < Alogt.
Ademés log (k(2 + it) es un funcién acotada. Por lo tanto, en el circulo de
radio menor
2(3/2—-4/2)

S {Ologt) + O}

mdx [log Ck (s)] <
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Por lo tanto
log (k(s) = O(logt) (I11.9)

uniformemente para o > 1/2 4 ¢ y cualquier § > 0.

Ahora para encontrar una mejor aproximacion aplicamos el teorema de los
tres circulos a los circulos con centro oy + it y radios

7"120'1—1—5, 9 =01 — O, 7'320'1—1/2—5,

donde 1/2 + 6 < gy < 0. La aplicacion (k(s) estd acotada en el circulo de
radio menor y satisface I11.9 en el circulo de radio mayor. Sea M el mdédulo
maximo en el circulo central. Entonces

M S A((S)(log t)log(rg/m)/log(m/rl)

ahora

14+6—

“5>/1og(1+ 1/2

log(ry/r1)/ log(rs/r1) = log(1 + p—— m)

<2(14+6—0)+e¢
si o1 = 01(0, €) es suficientemente grande. Por lo tanto
log Gk (s) = O{ (log 1)+~ *<}
Como 0 y € se pueden escojer suficiente pequenos se sigue el resultado. H

Corolario 2.1. St la hipotesis de Riemann para K es verdadera, entonces

Pame>0y02%:
—elogt < log|Ck(s)| < elogt; s=o+it, t > ty(e),
Esto es
Ck(s) = O(t)
para todo e >0, s =0+ it,o > % cuando |t| — oo.
o = O
Demostracion. Por el teorema de Littlewood tenemos
[log Ck(s) < M(logt)®,
para a menor que uno. Luego, 11para todo € > 0, existe ty(€) tal que

—elogt < log|Ck(s)| < elogt (t > to(e))
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En particular, la hipétesis de Lindellof es una cosencuencia la hipétesis de
Riemann. Estas estimaciones puede encontrarse en [Tit88] (Capitulo XIV, p.
337, férmulas (14.2.5) y (14.2.6) y Lang [Lan94] (Capitulo XIII, p. 267).

3. El método de Zagier para un campo de
numeros.

En esta seccién mostraremos nuestros resultados. Comenzaremos acotando
la transformada de Mellin mediante el siguiente lema (ver [Sar80, pp. 735]
lemma 3.2 un versién similar para superficies hiperbdlicas).

Lema 19. Sea % < o < 1. Entonces existe ty tal que

Bs(0)
M3 <

. (t>tg,e>0)

para o < R(s) < 2; donde B(0) es una constante que depende de o y un
numero finito de derivadas de f.

Demostracion. Consideremos la representacién 7. Primero estimaremos

M(f,s) :/ E(z,s) f(z) dv(z).
M
Sea A el operador de Laplace-Beltrami de X. Como
AE(z,s) = (1 + 4ry)s(s — 1)E(z, s)

tenemos que

(ry + ) M(f, 5) = /W AE(z,5) f(z) dv(z)

1
s(s—1)
Integrando por partes, se tiene que

1 1
oD /// AE(z, s)f(z)dv(z) = Y /% E(z, s)A f(z) dv(z)

Luego si T' > 0 es suficientemente grande y tal que el soporte de f esta con-
tenido en {¢; < T'} entonces

(r1 + 4r) M(f, 5) = 5<51_ 3 //; E(z, 5)Af(2)dv(z)
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Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

(1 +4m2) M) < 5

Supongamos que R(s) > % Luego, por la proposicién 10 la norma L? de las
series de Eisenstein truncadas esta dado por

/ ‘ET(Z>S>‘2CZQ}(Z> _C (TQU—I o ’¢(3)‘2T1_20>
M

IAFIZ|E™9)]):-

20—1

o (T%t@ . T—Qit¢(8))

21t

donde s = o +it,t # 0,0 # % y C' = 2"""Ry/Dhw~". Por lo tanto podemos
acotar HET(~, s) Hz esencialmente por ¢(s) en bandas verticales de ancho finito
(excepto para o = 5 y t = 0). Para estimar ¢(s), recordemos

o(s) 2r2 12 ['(s — %)” [(2s — 1) (k(2s — 1)
S) =

VDT (s)1 T'(25)2 (k(25)
Por la formula de Stirling tenemos

(0 + it) ~ v2m |t|77 % e mli/2

cuando ¢t — +o00, uniformemente en bandas oy < o < ;. Luego
22 w2 (s — ) (25 — 1)
VDT (s)r1 T'(2s)r

cuando t — 400

~ DR T (267

Por otro lado, como o = R(s) > 1, tenemos

k(25 — 1) = O(t)

para [ > % > ux(20 — 1) . Més a 1in,
I pi(a)
Ck(2s) 2 N(a)?®

donde p(a) es la funciéon de Moebius:

1 si a se descompone como un producto par de primos distintos
—1 si a se descompone como un producto impar de primos distintos

0 en cualquier otro caso
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Por lo tanto, existe tg > 1 tal que

1]
o(s)] < 111.10
S g car — ) (40
Por lo tanto,
B;(0)
< €
’M(f7s>| — S(S _ 1)
para alguna constante by(o) independiente de f. [ |

Recordemos que dadas dos funciones f, g definidas en R y g > 0, escribimos

cuando x tiende a cero, si
lim f()/g(x) = 0.
z—0

Teorema 9. Sea K un campo de nimeros algebraicos. Sea f una funcion en
M de soporte compacto. Entonces

my(f) = m(f) +o(¢"*™)  (¢-0)
para todo 0 < e < 1/2.

Demostracion. Sea f € C° () una funcién diferenciable y de soporte com-
pacto en .Z . Entonces, la trasformada de Mellin

M(f.s) = /% E(z, 5)f ()dw(z)
es holomorfa en la regién
R(s) > © = £ sup{R(s) | G(s) = 0)

excepto (posiblemente) por un polo simple en s = 1 con residuo

1
i) = s | F@)dua)

vol(

Como

Mt = [ " mg(f)ada,
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para R(s) > 1, por el teorema de inversion de Mellin tenemos

1 2+i00
my(f) = =— M;(s)g' #ds. (ITI.11)

2m 2—i00

Por la estimacién del Lema 19 se sigue que la integral de la funcién M (s)q' %,
sobre la frontera de la banda vertical % < 09 < 0 < 2, existe y por el teorema
del residuo de Cauchy es igual a m(f) = Ress—1(My(s)g'~?). Esto es

1 o[>~ 1 o
m(f):mq(f)—ﬁ/ ./\/lf(§+00+zt)qz 0g it dt.

Ahora, la funcién M (3 + oo +it) es integrable con respecto de la medida de
Lebesgue unidimensional dt. Luego, por el teorema de Riemann-Lebesgue

lim
q—0

/ Mf(§ +ao+it)q’tdt‘ = 0.
Por lo tanto,

‘/ My(5 + 00 + z‘t)qi—"Oq”dt‘ — g2

/ Mf(§ + ag +it)q"dt

= o(gz ™).

Esto es
my(f) = m(f) + o(q"*~).
|

Lema 20. Si la hipotesis de Riemann para la funcion zeta de Dedekind es

cierta. Entonces para todo i < 0o < %, existe to > 0 tal que

Mol < <20 2

para todo s con oy < R(s) <2 y R(s) # 1/2. Donde [s(c) es una constante
que depende principalmente de oy y de un numero finito de derivadas de f.

Demostracion. Primero estimaremos
o(s) = (i(2s — 1) /¢ (2s)

en la regién oy < R(s) < 2, bajo la hipdteis de Riemann para la funcién zeta
de Dedekind (k(s). Por la proposicién 8, para todo € > 0,

(x(2s)™ = O(t),
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uniformemente en oy < R(s) < 2. Por otro lado, para |l > n = u(—1/2),
tenemos ((2s — 1) = O(t') uniformemente en la regién oy < R(s) < 2. Por
lo tanto, por la férmula de Stirling, se sigue

#(s) = O(t"/*+°),
para todo € > 0, uniformemente en oy < R(s) < 2.

Luego, de manera analoga al Lema 19, se tiene que un ntmero suficiente de
derivadas de f, nos aseguran

(M)l =0O(Is(s =DIT") (5] = o0)
para R(s) # 1/2 y uniformemente en oy < R(s) < 2. [ |

Teorema 10. La hipdtesis de Riemann para la funcion zeta de Dedekind K
es cierta si y solo si para toda funcion diferenciable f en # y de soporte
compacto, tenemos

my(f) =m(f) +ola™)  (¢2-0)
para todo 0 < e < 1/4.

Demostracion. Si mg(f) = m(f) + O(qi~*) para todo € > 0 y todas las
funciones f € C°(.#), entonces My(s) es una funcién holomorfa (excepto
por un polo en s = 1) en el hemiplano R(s) > i + ¢, para todo € > 0, por lo
que la hipétesis de Riemann paral el campo K es cierta. Para mostrar esta
afirmacion supongamos que m,(f) = m(f) + k(q), donde k(q) = O(q17°)
cuando ¢ — 0. Como existe A suficientemente grande tal que m,(f) = 0 si
q > A, tenemos

M (s) = / ma(f)a*dg

- / (m(f) + k(@)gdq

0

m(f)A!

A
= / k(q)q° 2dq (I11.12)

Luego, como k(g) = O(q17¢) la integral en el lado derecho de la ecuacién
I11.12 converge absolutamente y uniformente en el hemiplano R(s) > 1 + e.
Por el teorema de convergencia uniforme de Weistrass, tenemos que define
una funciéon holomorfa en esa region.
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Sea f € CX(#) una funcién diferenciable y de soporte compacto en ..
Supongamos que la funcién zeta de Dedekind K satisface la hipotesis de
Riemann. Entonces, la trasformada de Mellin

M(f.s) = [ Bl f(@)dola)

M

es holomorfa en la regién

R(s) > -

excepto (posiblemente) por un polo s = 1 de residuo

1
m(f) = i /%f(Z)dv(Z)-

Por el teorema de inversion de Mellin tenemos

1 24100
my(f) = — M;(s)g' #ds. (IT1.13)

270 Jo oo

Por las estimacion del Lema 19, para todo 0 < € < 3/4, la integral de la fun-
cién M(s)q' ™%, sobre la frontera de la banda vertical }l + e < o < 2, existe.
Por el teorema del residuo esta integral es igual a m(f) = Ress=1(M(s)) y

I B
malf) = 5 [ Myt it Vi
Luego,
1 = 1 ; —it 3¢
mg(f) = Ress=1(M;(s)) + - Mf(é_i +e+it)g "qicdt.

Nuevamente por el teorema de Riemann-Lebesgue :

my(f) = m(f) + o(gi ™).
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