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Introduccion

El estudio, propuesta y disefio de nuevos materiales en la tltima década con propiedades
Opticas novedosas ha permitido crear o al menos proponer diversos dispositivos para controlar
el flujo de la luz con el fin de utilizarlos en aplicaciones abocadas tanto en la industria de
telecomunicaciones como en aplicaciones biomédicas. Desde 1954 Tellegen consideré una generalizacién
de las ecuaciones constitutivas para describir medios con respuesta lineal, hoy en dfa conocidos
como medios bianisotrépicos. Estos sistemas son tales que el vector de desplazamiento no sélo es
generado por campos eléctricos sino también por campos de induccién magnética. Asimismo, los
campos de intensidad magnética son producidos tanto por campos de induccién magnética como
por campos eléctricos. De esta forma para caracterizar un medio bianisotrépico no sélo basta con
conocer los tensores de permitividad dieléctrica y de permeabilidad magnética sino que ademds es
necesario determinar dos tensores més conocidos como tensores electromagnéticos que establecen
nuevas correlaciones entre campos eléctricos y magnéticos. Es conveniente mencionar que este tipo de
relacién constitutiva es equivalente, a orden lineal, a una relacién constitutiva en la que por ejemplo
el campo de desplazamiento no sélo dependa del valor del campo eléctrico sino que también de sus
derivadas locales. Es decir, serd indispensable conocer el valor del campo eléctrico en al menos dos
puntos lo cual manifiesta la no localidad de esta relacién constitutiva. Si en cambio, tomamos la
transformada de Fourier de la relacién constitutiva mencionada obtenemos una expresion que depende
explicitamente del vector de onda lo cual exhibe directamente la dispersién espacial de este tipo de
medio. Posteriormente, Van Vleck en 1965 utilizando argumentos de la mecédnica cudntica mostré que
es imposible tener medios bianisotrépicos, sin embargo la idea de crear artificialmente estos medios
fue retomada a finales de los afios 90 utilizando para ello sistemas compuestos y artificiales formados
por estructuras periédicas de longitudes caracteristicas espaciales mucho menores que la longitud de
onda de la senal propagante en el medio. Volveremos a este punto mds adelante.

A finales de los anos 60’s el cientifico ruso Victor Veselago fue el primero en suponer la existencia de
un material con indice de refraccién negativo. En particular, mostro que si la permitividad dieléctrica y
la permeabilidad magnética son negativas esto implica un indice de refraccién negativo y un velocidad
de fase en direccién opuesta a la direccién de la velocidad de grupo y la densidad de energia[l].
Sin embargo, no consiguié encontrar nada que poseyera las propiedades electromagnéticas necesarias,
haciendo que sus ideas fueran cayendo en el olvido.

En el ano 2001 Pendry propuso la construccién de una lente perfecta basada en la unién de una
capa de dieléctrico comiin con otra de un medio hoy conocido como metamaterial, cuya permitividad
dieléctrica y permeabilidad magnética son negativas simultdneamente. Dicha lente es perfecta en el
sentido de que su resolucién minima no estd limitada por el valor de la longitud de onda de la luz
debido a que la imagen resulta formarse a través de la superposicién de ondas electromagnéticas
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evanescentes. Los metamateriales son también conocidos como materiales izquierdos ya que la simple
refraccién de una onda plana proveniente de un dieléctrico comiin a través de una frontera plana
con un metamaterial da lugar a una refraccién cuyo dngulo de refraccién es el negativo del que se
tendria en un dieléctrico ordinario. Otra propiedad peculiar de los metamateriales es el hecho de que
la energia electromagnética en ellos, se propaga en direccién antiparalela al vector de onda dando
lugar con ello a que al propagarse una senial, en estos medios, su fase y camino éptico disminuya en
lugar de aumentar. Aprovechando esta propiedad ciertos autores han propuesto la construccién de
un dispositivo completamente invisible en el que se combinan de forma adecuada un metamaterial
con un medio ordinario. En base a estos medios se han propuesto en la iltima década muchos y
muy diversos dispositivos con propiedades inicas con un gran potencial de aplicabilidad en variados
ambitos cientificos y tecnolégicos.

Entre la gran variedad de materiales considerados en la literatura cientifica actual es conveniente
resenar a los materiales cuyas propiedades épticas pueden ser periédicas en una, dos o tres dimensiones,
los cuales son denominados hoy en dia, en general como cristales foténicos que han sido el motivo de
una ardua investigacién reciente. Conceptualmente se conciben en analogia con los sélidos cristalinos
en donde la luz (fotones) asume el lugar de los electrones de valencia al propagarse por la reticula de
atomos ionizados estructurados en alguna de las redes de Bravais que formalmente constituye a un
cristal Esta conformacién de los cristales sélidos genera la aparicién de una estructura de bandas para
cada electrén de valencia, en el limite en el que no interacciona con otros electrones, en la que los niveles
energéticos individuales caracteristicos de sistemas atémicos aislados se agrupan apretadamente para
formar bandas de energia permitidas separadas por brechas o bandas prohibidas. Los cristales foténicos
exhiben también una estructura de bandas a pesar de que sus estructuras no necesariamente adquieren
alguna de las redes de Bravais y de que su periodicidad se puede limitar a solo ser bidimensional o
unidimensional. Evidentemente, en este caso las bandas de energia serdn proporcionales a la frecuencia
de los fotones por lo que la luz estard condicionada a propagarse, o no, en estos medios con base a
su frecuencia. La investigacién actual en materia de cristales foténicos los senialan como una forma
alternativa y més rédpida de transmisién de informacién|2].

Un sistema particular de cristal foténico unidimensional lo constituyen los cristales liquidos
colestéricos, en los cuales el eje uniaxial del tensor dieléctrico local o director del material gira
uniformemente en torno a una direccién fija mientras va avanzando a lo largo de esta misma direccion;
formando un arreglo periédico que da lugar a una hélice que puede ser de lateralidad derecha o
izquierda. Estos materiales existen en la naturaleza y un ejemplo de ellos es el muy mencionado
colesterol benzoato que estd presente en la sangre. Los colestéricos presentan una estructura de bandas
sencilla en la que aparece una brecha parcial en un intervalo de frecuencias para cuando la lateralidad
de la polarizacién circular de la luz coincide con la de la hélice. En tal intervalo, el cristal liquido se
comporta como un filtro polarizador circular que sélo transmite luz de cierta polarizacién circular,
digamos, derecha (izquierda) mientras que refleja totalmente la luz polarizada izquierda (derecha).
Fuera de dicho intervalo y para longitudes de onda méds cortas que el periodo espacial de la hélice, el
vector de polarizacién lineal de luz que se propaga, gira siguiendo la helicidad del cristal liquido de tal
forma que al emerger de una capa de este material, ha cambiado la direccién de su polarizacién. Este
fenémeno, conocido como actividad dptica, es exhibido también por una solucién de azicar diluida
pero para el caso del colestérico el poder rotatorio del sistema es gigantesco porque puede producir la
rotacién de algunos radianes en el vector de polarizacién de la luz en una capa de material de tan solo
media micra de espesor.

Como mencionamos arriba, es posible construir metamateriales o medios bianisotrépicos tomando
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ventaja del hecho de que la luz cuya longitud de onda es suficientemente larga no alcanza a discernir los
detalles finos estructurales de arreglos cuyas dimensiones espaciales tipicas son menores que la longitud
de onda. Por tanto, en lugar de utilizar valores locales tanto para el tensor de permitividad dieléctrica
como para el tensor de permeabilidad magnética serd necesario definir valores unicos efectivos de
los mismos, vdlidos para todo el material; a pesar de que internamente el medio es intrinsecamente
inhomogéneo. Este procedimiento se efectia utilizando una teoria de promediacién u homogenizacién.
En esta tesis revisaremos una teoria de promediacién basada en un desarrollo en ondas de Bloch de
la solucién de las ecuaciones de Maxwell para un medio periédico general que satisface las ecuaciones
constitutivas de Tellegen para posteriormente aplicar dicho formalismo a un cristal liquido colestérico
y con ello obtener los valores efectivos de sus tensores dieléctrico y magnético.

El objetivo central de esta tesis es calcular los tensores efectivos de permitividad dieléctrica y
permeabilidad magnética de un cristal liquido colestérico en el limite de longitud de onda muy larga
utilizando una teoria de promediacién espectral (espacio de Fourier) a segundo orden basada en un
desarrollo de ondas de Bloch de las ecuaciones de Maxwell e indagar la posibilidad de encontrar
regiones de frecuencia en donde estas propiedades puedan ser simultdneamente negativas. Si esto
se logra se habra propuesto un metamaterial cuya estructura interna es la de un cristal liquido
colestérico. La semblanza de este trabajo es la siguiente. En el capitulo dos daremos una revisién
de lo que son los cristales, concretamente de los cristales foténicos y sus posibles aplicaciones en la
fabricacién de metamateriales, discutiendo algunos aspectos de éstos. En el capitulo tres revisaremos la
propagacién de ondas electromagnéticas en diversos medios partiendo de sus ecuaciones constitutivas,
comenzaremos con medios isotrépicos y homogéneos como el vacio. Finalmente estudiaremos un medio
estratificado uniaxial particularizando para el caso de un cristal liquido colestérico y calcularemos su
estructura de bandas para el caso de incidencia normal. En el capitulo cuatro construiremos una
teoria de promediacién para cristales foténicos desarrollando la solucién de las ecuaciones de Maxwell
en series de Fourier y restringiremos nuestro modelo a una aproximacién que tome en cuenta el
esparcimiento de hasta dos fotones. Aplicaremos el formalismo de homogenizaciéon encontrado para
calcular los elementos de los tensores efectivos dieléctrico y magnético de un cristal liquido colestérico
como funcién de la frecuencia de la onda propagante. En el capitulo cinco discutiremos nuestros
resultados y esgrimiremos nuestras conclusiones.



Capitulo 1

Mesofases

Solidos, liquidos y gases son los estados méds comunes de la materia, pero no son los tinicos. Los
cientificos hacen uso de la palabra fase (Fig.(1.1)) para describir un estado de equilibrio especifico de
la materia. Existe un cambio de fase el cual se produce a una temperatura precisa, se dice que una
transicién de fase ocurre a esa temperatura. Algunos de los cambios importantes que tiene lugar en
una transicién de fase es la cantidad de orden entre las moléculas de la sustancia[3]

Las moléculas en la fase de cristal liquido son libres de moverse en la mayor parte de ésta, ademéds
tienden a permanecer orientadas en una direccién determinada. Esta caracteristica es muy diferente
a lo que sucede en un sélido o en un liquido, por lo tanto, se requiere denotar a esta condicién como
una nueva fase o estado de la materia.

1.1. Nematicos

Los neméticos', denotados por N, son fases épticamente uniaxiales[4]. Sus principales caracterfs-
ticas se resumen en los siguientes puntos:

1. Una propiedad de la fase nematica es que realmente fluye y presenta la apariencia macroscépica
de un liquido debido a que presenta un desorden posicional.

2. Existe un cierto orden en la direccién de las moléculas, pues tienden a estar dirigidas hacia un
eje comtin, llamado vector director 7 : R® — R3, (Fig.(1.2)). Opticamente, un nemético es un
medio uniaxial con el eje éptico a lo largo del director[5].

3. La direccién de n es arbitraria en el espacio[5], ademds de ser un eje de simetria de
rotacién continua. Lo complicado consiste en definir inequivocamente una direccién adecuada
en cada molécula. Sin embargo, el proceso tiene sentido, por la razén de que n es definido
experimentalmente. Los vectores 1 y —n son equivalentes.

4. Las fases nemédticas sélo se producen con materiales que no hacen distincién entre derecha e
izquierda. Es decir, que son invariantes ante una reflexién especular, ya que se pueden superponer
con su reflejo.

!La palabra ”nematic” fue inventada por G. Friedel[5], haciendo referencia a la fase de un cristal liquido.
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Liguido-cristaling Liguido

Temperaturo

Figura 1.1: Tlustracién esquemética de las fases sélida, liquido-cristalina y liquida[3].

Figura 1.2: Capa Nemética. Arreglo de moléculas parecidas a una barra en la mesofase nemética.
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Figura 1.3: Mesofase colestérica. Se representa como una pila de capas nématicas[6].

1.2. Colestéricos

De los primeros cristales liquidos en estudiarse fueron los éteres de la colesterina. Su
comportamiento al variar la temperatura no se parecfa a nada de lo conocido, podrfa decirse que
presentan una conducta combinada de sélidos y liquidos. Hoy en dia se denominan colestéricos.

Por su estructura, los colestéricos constan de una cantidad grande de capas neméticas. La distancia
entre las capas vecinas, que llamamos 7", es aproximadamente del orden de nandémetros. Otra
caracteristica de estos cristales es que los ejes 6pticos de estas capas tienen un giro en cierto dngulo?.

. . , o . .,
Si nos movemos a lo largo del eje z, luego de un nimero de capas de %, su orientacién es la

misma que en la primera capa. La magnitud h es una distancia denominada como paso de la espiral
o de la hélice (Fig.(1.3)) que forman en el espacio los extremos de las moléculas que yacen en las
capas sucesivas[6]. Donde h = (%) b (b es la distancia entre capas vecinas y tiene dimensiones de
nanémetros), dentro de la cual las moléculas se dan la vuelta en el espacio en 360°, es el doble del
periodo de una red peculiar[6]. El éngulo « constituye la centésima parte de una revolucién completa
(360°), o sea, cerca de 1°.

En la red periédica del colestérico (la espiral colestérica) existe una estricta alternacién de la
orientacién de las moléculas. Sin embargo, en cada capa nemdtica las moléculas pueden cambiar de
posicién y desplazarse libremente a lo largo de los planos, sin destruir casi la espiral, las moléculas
pueden saltar de capa en capa, pero esto no es tan ficil.

Las particularidades de la estructura de los colestéricos se observan con méds intensidad al variar
la temperatura de la sustancia y bajo influencias externas, ejemplo de ello podria ser la radiacién

entre dos capas vecinas dicho dngulo es una magnitud pequefia a = 0,5°
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4-Pentyl-4’-cyanobiphenyl (5CB)

CsHul CN | 5A

20A

Figura 1.4: Molécula 4-Pentyl-4’-cyanobiphenyl. Este tipo de moléculas tienen una tamafo de 20 a ~30A

ultravioleta, neutrénica y otras que puedan modificar la estructura de las moléculas. La espiral
colestérica demuestra toda la gama de colores sensibles a los mds pequenios deterioros de esta red
peculiar. Esto ejemplifica el permanente interés en el estudio y empleo de los cristales liquidos
colestéricos.

En la naturaleza las moléculas pueden ser especularmente simétricas y asimétricas. Por ejemplo,
las moléculas del nemadtico son especularmente simétricas[6]. La mayoria de los cristales sélidos no
poseen simetria especular, es decir, existen bien en la forma derecha como en la forma izquierda, atun
asf existen excepciones.

La obtencién de moléculas derechas e izquierdas en cantidades necesarias para la ciencia fue una
de las aportaciones hechas por los quimicos. Lo malo es que los cristales liquidos no se encuentran
con tanta frecuencia en la naturaleza. De hecho, los cristales liquidos constan de moléculas orgdnicas
(compuestos de carbono, hidrégeno, oxigeno, nitrégeno y otros). Entre los compuestos inorgdnicos no
se han encontrado cristales liquidos, de todas formas, en principio, no se excluyen.

Con la ayuda de la sintesis quimica se obtiene el compuesto necesario para dar paso a la creacién
del cristal liquido. Pero esto dista de ser tan simple. Para llevar a cabo la sintetizacién de los cristales
liquidos, con frecuencia hace falta realizar de 15 a 20 etapas quimicas intermedias, sin contar la
purificacién y los posteriores andlisis.

Al hablar de los cristales liquidos, podemos decir que las moléculas que los componen son bastante
complejas. Por ejemplo la molécula 4-Metoxi-benciliden-4’-butilanilina (MBBA[6]), relativamente
sencilla, hay 18 dtomos de carbono, 21 dtomos de hidrégeno y un dtomo de oxigeno, otro ejemplo
es la molécula 4-Pentyl-4’-cyanobiphenyl (5CB[6]) (Fig.(1.4)).

Si queremos un cristal liquido con estructura espiral, tenemos que examinar las peculiaridades
de la sintesis de las moléculas especularmente asimétricas. Sucede que las moléculas derechas e
izquierdas forman sus propios cristales con una geometria diferente, si s6lo queremos una de las dos
moléculas pueden emplearse tres métodos. La sintesis de las moléculas complejas que no poseen simetria
especular se lleva a cabo méds a menudo, partiendo de las simples moléculas-semiproductos derechas e
izquierdas[6]. La relacién que existe entre las moléculas de los colestéricos y neméticos es que ambas
tienen grandes sectores planos hacia una sola direccién pero la molécula del colestérico ademds tiene
un sector en forma de espiral. He aquf la diferencia del colestérico con el nemético.
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Figura 1.5: Colocacién de las moléculas espirales en las capas neméticas vecinas.

Tanto las moléculas derechas como las izquierdas, forman en el espacio, una espiral del colestérico,
llamada “orientacion twist™. La estructura laminar? del colestérico surge en la sustancia misma sin
necesidad de agentes externos. En otro tipo de cultivos de cristales sélidos, los defectos que pudieran
caracterizarlos, ocurren por defectos de la misma red cristalina u otros factores.

La forma alargada de las moléculas permite agruparlas paralelamente, obteniendo una capa fina.
Ajustando una molécula de la otra se tiene el balance de las fuerzas que actian sobre ellas[6]. Es
posible colocar otra capa nemética, teniendo cada capa su propio eje 6ptico (L1 y Lg). Las moléculas
de ambas capas estdn paralelas colocadas a una distancia, como se muestra en la Fig.(1.5), que es
aproximadamente igual a la suma del grosor de la primera capa y la altura del saliente espiral de
la otra. Concluyendo, los vectores Li y Lo forman un éngulo pequeno « (Fig.(1.5)), para lograr un
equilibrio de las fuerzas y al mismo tiempo las moléculas obtienen una libertad determinada para sus
giros. Otro pardmetro importante del colestérico es el paso de la hélice (o paso de la espiral) h, entonces
las magnitudes « y h, son los pardmetros de la sustancia que consta de moléculas concretas[6].

Si el cristal liquido colestérico se ve sometido a radiacién intensa, las moléculas del colestérico
pierden sus propiedades espirales. Por tal motivo, el dngulo « se va haciendo menor y el paso de la
hélice h mds grande. LLa manera en como varia el paso de la espiral nos lo da la luz polarizada que pasa
por una pelicula colestérica. Una de las propiedades mds impresionantes es el giro de la polarizacién
de la luz a medida de su paso en el grosor de la pelicula[6].

En el siglo XIX se descubrié el giro de la polarizacién de la luz en el cuarzo. Dicho fenémeno
consiste en que la luz, al ser polarizada en una direccién, al atravesar el cristal a lo largo del eje del
tornillo, es polarizada en otra direccién, formando un dngulo ¢ con respecto a la direccién original. El
dngulo ¢ es directamente proporcional al grosor del cristal[6].

3Def. Torsién
*de capas
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Se fabrican colestéricos con un gran paso de espiral para fines cientificos y préacticos. Si la luz incide
perpendicularmente, ésta se encontrara polarizada a lo largo del eje éptico del colestérico. La forma de
propagacion de la luz es el resultado de la interferencia entre la onda incidente y la onda emitida por
los electrones de las moléculas bajo la accién del campo de la onda primarial6]. En el caso de que la
longitud de onda de la luz sea menor al tamano del paso de la espiral del colestérico, la concordancia
de la propagacién de las ondas primarias y secundarias corresponde de hecho al giro del campo ﬁ en
el rayo que atraviesa la capa[6]. De este modo, la luz estd polarizada linealmente en la misma direccién
que el eje éptico en la superficie inferior de la pelicula.

Si ahora la longitud de onda es mayor que el paso de la espiral, no es necesario descomponer al
campo E en dos componentes (paralela y perpendicular), ya que existen una cantidad inmensa de
ejes 6pticos, con diferente direccién, sin poder hacer una eleccién por alguno. La manera que se pueda
emplear para polarizar los rayos serfan los giros del vector del campo eléctrico alrededor del eje de
la espiral colestérica bien de modo dextrégiro, o bien levégiro, correspondientes a un cuadro de la
posicién instantdnea del vector E en el eje de los rayos luminosos[6]. Solo semejantes movimientos
del vector E en el siguiente momento hacen que la luz llegue al nuevo punto con la direccién que E
ha tenido en el punto anterior[6]. El resultado de la interferencia de las ondas primaria y secundaria
determina la velocidad de la luz en el medio.

La disparidad de las velocidades de las ondas con diferente polarizacion se hace mas evidente si la
diferencia entre el paso de la espiral y la longitud de la onda luminosa es poca. Lo antes mencionado
hace ver la importancia del giro de la polarizacién lineal de la luz al salir de la pelicula del colestérico[6].
Si tenemos que el paso de la espiral es pequeno (i.e., la diferencia entre las velocidades de los rayos
que atraviesan la pelicula), al salir de la pelicula, los vectores del campo girardn a los rayos en sentido
dextrégiro y levégiro en un dngulo aproximadamente igual[6].

Por eso, la suma vectorial de los campos que nos dard de nuevo una luz polarizada, estard girada
con respecto de la polarizacién de entrada, en un dngulo pequeno . En el otro caso, si el paso de
la espiral y la diferencia en la velocidad de los rayos resultan ser grandes, los campos a la salida
del colestérico girardn en sentido dextrégiro y levégiro en dngulos diferentes. Por lo tanto, su suma
vectorial® dard un giro con respecto de la polarizacién a la entrada de un dngulo notorio ¢y. Las
longitudes de las ondas de la luz visible son comparables con el paso de los colestéricos.

El fenémeno del giro de la polarizacién de la luz (Fig.(1.6)) se denomina actividad éptica de la
sustancial6]. El fenémeno es extremadamente sensible a las minimas modificaciones en la estructura
de la sustancia y las interacciones de las moléculas, permitiendo obtener informacion de las posiciones
de las moléculas. Y en los cristales liquidos colestéricos hay una gran actividad éptica, que sirve en
varias ramas de la ciencia.

En el colestérico otra propiedad caracteristica es la reflexién selectiva de la luz, muy relacionada con
la actividad éptica de éste. Debido a que el colestérico refleja la luz con una longitud de onda escogida,
del tamano del paso h de la espiral colestérica. Por tal motivo es muy interesante su comprension.

Sabemos que el rayo de luz no sélo atraviesa la pelicula en dos rayos de distinta polarizacién
circular, sino también es reflejado de la pelicula a merced de la interferencia de las ondas secundarias.
Por ejemplo, si un rayo incide sobre una espiral colestérica derecha, con una longitud de onda igual

5 . ., .
°polarizacién a la salida
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Figura 1.6: Giro de la polarizacién de la luz, al atravesar el rayo una capa del colestérico con un paso muy grande de

la espiral[6].

Figura 1.7: La reflexién selectiva surge al coincidir la longitud de la onda luminosa con el paso de la espiral del

colestéricol6].

al tamano del paso de la espiral, jqué pasaria cuando la onda de polarizacién es izquierda (i.e., E
gira en sentido dextrégiro alrededor del eje del colestérico)? Podria suceder que el campo E coincida
con el eje éptico del colestérico en direccién, mientras mas se adentra la onda en la pelicula el vector
E en cada punto nuevo resultard girado en un mismo dngulo que el eje 6ptico del colestérico[6]. Esta
similitud permite el paso libre de la luz en la pelicula. Esta pelicula tiene una pila de capas totalmente

iguales, de grosor % Y el eje 6ptico de la pelicula gira 180° a una distancia % sobre la espiral del
colestérico. Esto significa el regreso a su anterior orientacion.

Cuando el paso de la espiral del colestérico es igual a la longitud de onda de la luz incidente, el

grosor de semejante pelicula es exactamente igual a la mitad de la longitud de onda, como se ve en la
Fig.(1.7).

Es importante senialar que la interferencia de los rayos incidentes resulta en una amplificacién de

la luz reflejada, por ser la suma del campo E de cada una de las ondas. Si la luz natural incide sobre
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un colestérico, con cualquier polarizacién y cualquier longitud de onda, solo se verd reflejada por el
colestérico aquella que cumpla todas las condiciones indispensables.

La mayor parte de los colestéricos reflejan la luz visible[6]. El tener un conjunto de colestéricos con
diferentes pasos de las espirales nos ponen a disposicién una gama de juego de colores.

Ahora es claro que en los colestéricos es posible dar orientacién de los ejes épticos a partir de
un campo eléctrico, sin afectar a las moléculas, por tanto puede variar la espiral espacial del modo
deseable, incluso desenrollarla, haciendo el paso tan grande como se desee. Aplicando el campo eléctrico
E perpendicularmente al eje del tornillo, obligaremos a las moléculas girar, con cierta polarizacién, a
lo largo de los ejes, asi que todas ellas, sin excepcién alguna, se acomoden paralelamente al campol[6].
Transformando el colestérico a un nemético.

Otra caracteristica del colestérico es la variacién del color en funcién de la temperatura. El color
de la pelicula del colestérico depende de la temperatura en el mismo grado que el paso de la espiral
es sensible al calentamiento o enfriamiento[6]. Al someter una pelicula colestérica a temperatura alta,
ésta se pondrd azul, y al bajar la temperatura comienza a adquirir un color rojo. Lo que nos sugiere
que al enfriar el colestérico el paso de la espiral crece, y al calentarlo, disminuye. Entonces al variar
la temperatura del colestérico, unos cuantos grados, surge una modificacién, de varios centenares de
nandémetros, del paso de la espiral, la cual haria que la pelicula pueda adquirir todos los colores del
arco iris.

En resumen, los estados comunes de la materia son: sélido, liquido y gaseoso, aunque no son
los unicos. Se emplea la palabra fase para describir un estado de equilibrio, donde la estabilidad se
refiere a una cierta temperatura y un estado diferente es el cristal liquido o liquido-cristalino que
tiene propiedades de las fases liquida y sélida. Entre los cristales liquidos existen dos que van a ser
parte de nuestro estudio; la fase nemdtica y la fase colestérica, la relacién entre ambas fases es que
un colestérico estd formada de varias capas nemadticas y cada capa forma un dngulo con respecto a la
otra, dando lugar a una espiral. Las particularidades de la estructura colestérica se observa al variar
la temperatura de la sustancia y bajo agentes externos. El cristal liquido colestérico tiene la propiedad
de la reflexién selectiva de la luz esto quiere decir que si la luz natural incide sobre éste con cualquier
polarizacién y cualquier longitud de onda, sélo serd reflejada aquella que sea del tamano de la espiral.
Pero veremos més adelante un andlisis de esta propiedad. El siguiente capitulo abordaremos el tema
de los cristales, mds concretamente los cristales foténicos, los cuales sirven para crear materiales con
propiedades especiales.



Capitulo 2

Cristales

Los cristales son un sistema espacial de 4tomos, iones o moléculas, los cuales forman una estructura
cristalina. Esta estructura posee una periodicidad. Entonces, en los cristales, los 4tomos, los iones o las
moléculas se agrupan dando lugar a arreglos que se repiten, y a esa repetitividad, en tres dimensiones,
se denomina red cristalina.

La red cristalina tiene la propiedad de tener simetria traslacional, esto significa que cualquier punto
de la red se puede obtener de otro punto aplicando una traslacién. Otro concepto muy importante para
describir a un cristal es la celda unitaria, la cual es un paralelepipedo que al aplicarle una traslacién
genera toda la red cristalina.

Otra propiedad de los cristales, es que la energia potencial U que caracteriza a la estructura
cristalina, es una funcién periédica en el espacio, donde su valor en cualquier punto es el resultado de
la contribucién de todos los dtomos. Debido a la periodicidad atémica que origina bandas de energias
prohibidas para los electrones, la banda prohibida es definida como la diferencia de energia entre la
banda de valencia y la banda de conduccién. La banda de valencia contienen aquellos electrones unidos
en enlaces covalentes[7]. La banda de conduccién contiene aquellos electrones que no estén unidos y
que estén libres y pueden moverse en el cristal[7]. La estructura ordenada del cristal hace que los
electrones en la drbita méds externa de cualquier dtomo queden influenciados por todos los dtomos
dentro del cristal.

En el caso de un cristal foténico la distribucién espacial de la constante dieléctrica origina
bandas prohibidas[8], haciendo posible construir materiales que tenga dichas bandas, manipulando
la propagacién de los fotones con determinadas energias.

2.1. Cristales Fotdnicos

Los cristales fotonicos (PCs, por sus siglas en inglés) son materiales artificiales que tienen la ventaja
del control de la luz, con base en que su caracteristica principal de su estructura periédica, desde el
punto de vista éptico, puede estar en uno, dos o tres dimensiones[9] (Fig.(2.1)).

Otro motivo por el cual los PCs han recibido mucha atencién, es que si se emplean ciertos materiales
y la forma de la celda unitaria, es posible obtener una banda prohibida foténica. En esta regién las

9
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3D

Figura 2.1: Formas simples de un cristal foténico. Los arreglos muestran la celda unitaria de tamafio a. Cada color en

la figura representa un material diferente[10]

EWs no atraviesan la estructura. Para el cdlculo de esta banda es necesario resolver las Ecuaciones de
Maxwell. En ausencia de fuentes, tanto la densidad de corriente y la densidad de carga son cero, ademas
los campos son monocromaticos, es decir, son proporcionales a e~“*. Con todas estas suposiciones la

resolucion de las ecuaciones (3.3) y (3.4) para el campo E, se deriva la siguiente ecuacién de onda

V x Vx E(T) = %e(r)E(r). (2.1)
Ecuaciones similares pueden ser derivadas para los demds campos. Debemos de tomar en cuenta
que cada material en el PC se supone que tiene un valor escalar de la permitividad que lo caracteriza,
a pesar de que podria incluirse materiales con propiedades magnéticas. Las soluciones de la Ec.(2.1)
dan los modos con los que pueden propagarse las ondas electromagnéticas a través del PC. Una forma
habitual de dar las soluciones de la Ec.(2.1) se llama la estructura de bandas[10]. Por mencionar otros
ejemplos que se han desarrollado a partir de este tipo de estructuras, las cuales poseen una banda
prohibida foténica, son: gufas de ondas, ldseres, interruptores eléctricos y espejos mejorados[9-12]. Por
dltimo, la banda prohibida foténica en estructuras dieléctricas aparece en una regiéon de frecuencias
donde la longitud de onda A es del mismo orden que la red constante a[10]. En los cristales foténicos
dieléctricos la propagacién de las ondas electromagnéticas es siempre admisible para la regién de bajas
frecuencias en A >> a[10].

2.1.1. Ciristales Fotonicos en el limite de longitud de onda larga

La region de longitud de onda larga se caracteriza por A >> a (Fig.(2.1)) (donde a es el tamano de
una celda unitaria) , lo importante de dicha caracteristica son los fuertes alcances en la propagacién de
las ondas, ya que las ondas electromagnéticas, al cumplir la condicién anterior, tienen nula observacién
de los pequenos detalles de la estructura que atraviesa, percibiendo a los cristales foténicos como
homogéneos. Lo cual lleva al entendimiento de que las propiedades 6pticas del medio se pueden
estudiar a través del uso de los pardmetros efectivos del sistema, como la permitividad y permeabilidad
promedio junto con las diddicas electro-magnéticas efectivas.

En el limite de longitud de onda larga, los cristales foténicos pueden ser utilizados como medio de
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(e<0,u>0) (e>0,u>0)
Plasmas Dieléctricos
(<0,u<0) (e>0,u<0)

No se encuentran en la naturaleza

,_ ) Materiales Gyrotropic magnetic
pero son fisicamente realizahles

Figura 2.2: Clasificacién de materiales de acuerdo con sus valores de € y [4.

dispositivos 6pticos tales como lentes, prismas y polarizadores, pero con caracteristicas disenadas por
la seleccién de la forma y los ingredientes en la celda unitaria[10].

El interés de la comunidad cientifica, en estos tltimos anos, sobre el limite de longitud de
onda larga se origina de los experimientos que llevé a cabo Smith y sus colaboradores[10]. Estos
refleren que es posible recrear materiales artificiales con caracteristicas particulares, es decir, el
mencionado compuesto artificial teniendo valores negativos de la permitividad y la permeabilidad
y, en consecuencia, un material con un indice de refraccién negativo, asi como medios girotrépicos y
bianisotrépicos. Con el estudio de estas propiedades, ha sido encontrado este intervalo de frecuencia
en la regién de longitud de onda larga.

Estos materiales artificiales son llamados "metamateriales” debido a que sus propiedades no se
encuentran en la naturaleza. Pero jcémo es posible obtener los pardmetros efectivos para estos nuevos
materiales? En la literatura pueden ser encontrados varios métodos para este propdsito. Por mencionar
algunos de ellos serian la derivacién experimental, métodos numéricos y teorias de campo medio. Cada
una de ellas tienen sus pros y contras, sin embargo, brindan la posibilidad de un conocimiento sobre
estos pardmetros efectivos (e y u).

2.1.2. Metamateriales

Materiales con la propiedad de que € y i sean, simultdneamente, negativos tienen muchos nombres y
terminologias, tales como: “doblemente negativos (DNG)”, "materiales izquierdos”, "medio backward-
wave”[15] o simplemente “metamateriales”, por nombrar algunos. El tltimo término hace referencia al
hecho de que los materiales no se encuentran en la naturaleza. Una representacion grifica se muestra
en la Fig.(2.2). La dificultad en la obtencién de los valores negativos, al mismo tiempo, de € y u se
encuentra en el hecho de que las frecuencias de resonancia para que € < 0, tienden a ser mucho més
grandes que las frecuencias de resonancia para que pu < 0[16]. Victor Veselago fue de los primeros en
mostrar que al tener una permitividad dieléctrica y una permeabilidad magnética negativas implica
un indice de refraccién negativo y presenta una velocidad de fase y una velocidad de grupo que se
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propagan en direccién opuesta (esto permite el paso de determinado intervalo de frecuencias, de una
senial, y atentan el paso del resto). Ademas, los metamateriales presentan un efecto Doppler inverso,
de modo que la frecuencia de las ondas disminuye en lugar de aumentar al acercarse la fuente[17].

Pardmetro de un medio Doblemente Negativo

El fenémeno de la refraccién negativa se estudia teniendo en cuenta que la dispersién de una
onda es incidente en forma oblicua entre un medio izquierdo y un medio comin[15]. Ziolkowski y
Heyman analizaron este concepto mostrando que en un medio DNG el indice de refraccién puede ser
negativo[15]. A continuacién discutimos este punto, los valores ¢, p1 y n = /eu/eopg son complejos,
los cuales pueden ser escritos en su representacién polar como

0w
= . Mio =r e (2.2)

n = /eu/eopg = /rerae T2, (2.3)

Es necesario que la parte imaginaria de n sea positiva para un medio pasivo ya que no aporta
energfa a la senal y por tanto la parte real de la exponencial debe ser decreciente implicando que

0<i(0+9¢) < (2.4)

Si las partes reales de € y p son negativas, es decir, cosf < 0 y cos ¢ < 0, entonces

F<i0+9) < (2.5)

Para satisfacer (2.4) y (2.5), debemos tener simultdneamente

T<i0+¢)<nm (2.6)

y, por tanto, un indice de refraccién negativo

ng = Re[n] = \/ror, cos 3(0 + ¢) < 0. (2.7)

El requisito de que n tenga una parte imaginaria positiva, nos conduce a concluir que, si € y u
tienen partes reales negativas, la parte real de n debe ser negativa. En un sentido fundamental, esta
conclusién se puede decir que se deriva de la causalidad, la cual exige que £(w), u(w) y n(w) deban
ser complejos[16]. Si una onda, desde el vacio, incide en un material doblemente negativo, de acuerdo
a la ley de Snell tenemos

sin 1 = nsin 6y, (2.8)

donde los dngulos A1 y 02 son de incidencia y transmisién, respectivamente, y como n < 0 implica que
sin A2 < 0. Los rayos refractados se curvan hacia el mismo lado de la normal, como los rayos incidentes
(ver Fig.(2.3)). Una aplicacién potencial es la posibilidad de hacer lentes planas con un metamaterial.
Otro caso, es la propagacién de una onda plana sobre dicho material, escrita como

—

E = Ege!tbr=wt), (2.9)
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Rayos Vectores de Onda
(direccién del flujo de energia)

a)

0, 0,

Rayos Vectores de Onda
(direccion del flujo de energia)
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Figura 2.3: Rayos y vectores de onda cuando la luz incide desde el vacio sobre un medio con fndice de refraccién (a)
n > 0y (b) n < 0. En este tltimo caso, la direccién del vector de onda y, por tanto, la velocidad de fase es opuesta a

la direccién del flujo de energia[16].

H = Hye!Fr=«1), (2.10)

al sustituir las ecuaciones (2.9) y (2.10) en la ecuaciones de Maxwell (3.1), (3.2), (3.3) y (3.4)
obtendremos

k-E =0, (2.11)
k-B=0, (2.12)
kx E=wp(w)H, (2.13)
kx H=—we(w)E. (2.14)

Haremos la sustitucién de los campos E y H para obtener el vector de Poynting S. Entonces de
la Ec.(2.13) y de la Ec.(2.14) se tiene los campos

L .
E= -5k xH, (2.15)
H= sk E, (2.16)

! Usamos esta ecuacién sin tomar en cuenta la densidad de corriente.
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por lo tanto

S = s E x (k< E), (2.17)

S = iz |K(E-E) - E(k- E)|, (2.18)
d_ kE?

= on@) (2.19)

— —
si ahora hacemos la misma sustitucién del vector H, el vector S es

S = kH? (2.20)

we(w) "

Sie(w) >0y p(w) > 0 el vector de Poynting apunta hacia la direccién del vector de onda k. En el
caso contrario (¢(w) < 0y p(w) < 0), el vector de Poynting apunta en direccién opuesta a la direccién
del vector de onda k. En este caso, la velocidad de fase estd en direccién opuesta a la direccién del
flujo de energfa[l16].

Medio doblemente negativo con indice de refraccién igual a cero

Los metamateriales, donde la permitividad y/o la permeabilidad son cercanas a cero, el indice
de refraccién es mucho menor que uno, ofrecen interesantes aplicaciones. Dichas aplicaciones son,
por ejemplo, desfasadores, acopladores y resonadores compactos, por mencionar algunos. El estudio
realizado por Ziolkowski® detalla las propiedades de propagacién y dispersién de un metamaterial que
corresponde al espacio libre y tiene un indice de refraccién igual a cero.

Se ha demostrado que los campos electromagnéticos en un medio con indice cero pueden adquirir
un cardcter estdtico en el espacio, sin embargo, se mantienen dindmicos en el tiempo, de tal manera
que la fisica subyacente sigue estando asociada con los campos propagantes[15]. En la Fig.(2.4),el
punto rojo es el lugar en el que se localizarian los materiales con indice cero.

Aplicaciones

Los metamateriales prometen cambios verdaderamente revolucionarios en sectores de los campos
de la electrénica y de la opto-electrénica, ademéds de ser ya utilizados con éxito en teléfonos méviles.
En la actualidad, la actividad investigadora en el campo de la invisibilidad u ocultamiento con
metamateriales estéd dando grandes pasos, debido al interés de las Fuerzas Armadas de distintos paises
que dedican importantes esfuerzos de investigacién y recursos econémicos para conseguir una ventaja
sobre los sensores utilizados por el oponente[17].

Una de las aplicaciones potenciales que més a llamado la atencién de la comunidad cientifica es el
concepto de lente perfecta® (introducido por Sir John B. Pendry, en el articulo "Negative Refraction
Makes a Perfect Lens" publicado en el ano 2000), donde sugiere la construccién de dicha lente a partir
de metamateriales que, teéricamente, no estaria limitada por la longitud de onda utilizada[17]. La

?Para mds detalle de este estudio ver [15]
3Pendry comenzé con la observacién de que la resolucién de una lente convencional estd limitado por el hecho de que
las ondas evanescentes no contribuyen a la imagen.
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Figura 2.4: Los medios con indice cero se encuentran en la interseccién de los diferentes tipos de materiales[15].

/y\
\/\/

Figura 2.5: En una losa plana de un material con indice negativo, de ancho d, se producen dos focos, uno en el interior
del material y el otro fuera, cuando el punto de origen esta a una distancia [ < d de este. Con € = —ggy U = — U,

no hay ondas reflejadas cuando el objetivo estd en el vacio y la imagen real aparece a una distancia 2d del objeto[16].

Fig.(2.5) es un ejemplo de una lente de Pendry. El desafio en este caso es diseniar un metamaterial con
muy baja absorcién, ya que, un grado de absorcién pequeno del material puede limitar bdsicamente
la resolucién que tedricamente es posible con una lente plana NIM* [16]. Incluso, si no hay absorcién,
se necesitaria tener un objeto muy cercano a la superficie de la lente. Por lo tanto la realizacion de la
lente no serfa posible con cualquier metamaterial realista. Ziolkowski y Heyman, a partir de un estudio,
concluyeron que el efecto de lentes perfectos es sélo posible cuando €/eg = u/pg = —1 y cuando no
existe ninguna absorcién o dispersién en el medio. El concepto de superlente también puede extenderse
al ambito de las ondas actsticas.

Otras disciplinas cientificas que podrian beneficiarse con este tipo de lentes son la medicina y la
microbiologia. Construir microscopios épticos con estos "superlentes" se obtendria una resolucién tan
elevada que se alcanzaria a ver el movimiento de virus o moléculas de ADN en una célula humana.

4 Negative Index Medium



16 CAPITULO 2. CRISTALES

Podemos resumir que los cristales son un sistema espacial de dtomos, iones o moléculas los
cuales forman una estructura que posee una periodicidad (la energia potencial U es una funcién
periédica) que debido a ésta genera bandas de energias prohibidas para los electrones. En el caso de
los cristales foténicos la distribucién espacial de la constante dieléctrica origina, de igual forma, pero
para fotones, bandas prohibidas, pudiendo controlar la propagacién de la luz en el cristal. Se han
podido desarrollar estructuras, a partir de cristales foténicos, con valores de e, u < 0, mejor conocidas
como "metamateriales” o ”materiales izquierdos”. Victor Veselago mostré que al tener la permitividad
dieléctrica y la permeabilidad magnética negativas implicaba un indice de refraccién negativo. El hecho
de que el sistema tenga un indice refraccién negativo significa que el campo generado (E y H ) cambia
de direccién al atravesar el cristal foténico, propiamente el indice de refraccién es mayor a cero, y
tiene que serlo porque sino no habria propagacién de la onda. Lo que sigue es observar como una onda
electromagnética se propaga en diferentes medios, mostrando una relacién matematica a partir de las
Ecuaciones de Maxwell.



Capitulo 3

Propagacion de ondas en algunos
medios materiales

La comprension de cémo las ondas electromagnéticas (EWs, por sus siglas en inglés) se propagan
en la materia ha tenido un papel importante en el avance cientifico. Existen una gama de aplicaciones
(medicina, aerondutica, telecomunicaciones, la éptica y electrénica, etc.) donde se ha desarrollado o
mejorado el conocimiento de la interaccién entre las EWs y la materia, ademds su amplio intervalo
espectral permite un vasto nimero de aplicaciones.

El estudio de la propagaciéon de las EWs estd basado en la solucién de las Ecuaciones de
Maxwell[18]. Ademds, dichas ecuaciones describen a un medio macroscépico, y son de la siguiente
forma en el Sistema Internacional de unidades:

Ley de Gauss:

V-D=p, (3.1)
Ley de Gauss para el campo magnético:
V.-B=0, (3.2)
Ley de Faraday:
VxE=-2 (3.3)
Ley de Ampére:
VxH=J+2 (3.4)

_ = = —

donde F, B, D y H son el campo eléctrico, la induccién magnética, el vector desplazamiento y el campo

magnético, respectivamente, p es la densidad de carga libre y J es la densidad de corriente. Para dar
solucién a las Ecuaciones de Maxwell debemos conocer las relaciones constitutivas (estas definen las
relaciones entre los campos macroscopicos) y para el caso de medios bianisotrépicos lineales tienen la
forma [10]

D=¢-E+Y-H, (3.5)

17
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B=C-E+7u-H, (3.6)

donde ¢ es la didgdica de permitividad dieléctrica, ﬁ es la diddica de permeabilidad magnética, y, )? y z
son las diddicas electro-magnéticas. Estos cuatro pardmetros definen completamente las propiedades
electromagnéticas del medio y dependen, en general, del vector de onda y la frecuencia de la EW
que se propaga[l0]. Cabe senalar que los pardmetros antes mencionados pueden obtenerse a través
de experimentos, numéricamente o en algunos casos analiticamente. Se han desarrollado materiales
artificiales con pardmetros especificos, € o u, o ambas, que son una funcién periédica en el espacio
conocidos como cristales foténicos (véase la seccion 2.1).

3.0.3. Ecuacién de Continuidad

De la Ec(3.4) se obtiene una relacién muy sencilla entre la densidad de corriente J y la densidad
de carga eléctrica p, entonces al aplicar la divergencia en ambos lados de la igualdad obtenemos

Vo (Vx i) =V (T+9), (3.7)
si la divergencia del rotacional es cero entonces
ﬁ-f+%(ﬁjﬂ:m, (3.8)
sustituimos la Ec(3.1) en esta tltima tenemos por resultado

V-J+% =0 (3.9)

Esta es la ecuacién de conservacién de carga en medios homogéneos e isotrépicos.

3.1. Ecuaciones de Maxwell en el Vacio

Al estar en el vacio entonces no existen cargas ni corrientes, por tanto las ecuaciones de Maxwell
(ecuaciones 3.1, 3.2, 3.3 y 3.4), en el Sistema Internacional de unidades, se reducen a:
Ley de Gauss:

V-E=0, (3.10)
Ley de Gauss para el campo magnético:
V-B=0, (3.11)
Ley de Faraday:
VxE=-9 (3.12)

Ley de Ampeére:

VxB=249E (3.13)
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3.1.1. Ecuacién de Onda del Vacio

Entonces partimos de la Ley de Faraday, Ec(3.12). Aplicamos el rotacional en ambos lados de la
ecuacion

V x (V x B) = -V x (%1;’) . (3.14)
Aqui utilizamos la propiedad del doble rotacional siguiente: V x (ﬁ x M ) = 6(6 M ) —V2M que
nos lleva a
V(V-E) - V2 = -2(V x B). (3.15)
Al sustituir las Ec(3.10) y Ec(3.13) en la relacién anterior nos da como resultado
~V?E=-19F (3.16)
por lo tanto
— 2
VIE - 598 =0. (3.17)

Ahora usamos la Ley de Ampére para obtener la ecuacién de onda para el campo magnético
aplicando el rotacional

V x (Vx B) =V x (i%ﬁ) (3.18)

empleamos la propiedad del doble rotacional, anteriormente mencionada, para obtener el siguiente
resultado

V(V-B)-V2B=L2(VxE), (3.19)
con la sustitucién de las Ec(3.11) y Ec(3.12) en la ecuacién anterior tenemos
— 2
VB - $28 =0. (3.20)

V2E - LTE — o, (3.21)
VB - LZB . (3.22)

3.2. Ecuaciones de Maxwell en medios materiales

3.2.1. Ecuacién de Onda en un medio material homogéneo y conductor

En el caso para el cual las ondas electromagnéticas se mueven a través de un medio material,
tomamos la Ley de Faraday (Ec.(3.3)) y le aplicamos el rotacional de la siguiente manera

—

V% (VxE)=-Vx (%ff) : (3.23)
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por la propiedad del doble rotacional V x (V x E) = V(V - E) — V2E la ecuacién tiene la forma de

—

V(V-E)—V?E = -3(V x B), (3.24)

siB = ,uﬁ con i = p.pol, 1, es la permeabilidad magnética relativa, pg es la permeabilidad magnética
del vacio e I es la matriz identidad, entonces

V(V-E) = V2 = —u2(V x H), (3.25)
sustituimos la Ec(3.4) dando
V(V-E) - V2E = —uf (J+92), (3.26)
esto implica que
Vi 273 aJ 9*D

sustituimos D = eE con & = &,e0] (e es la permitividad relativa) y J=0E

- . . )

\Y% (%) —V?E = —ua%—f — ME%TJQE, (3.28)
— n 2

~V?E = o — %%, (3.29)

por tanto la ecuacién de onda es de la forma

27 OE PPE _
Ya tenemos una ecuacién cerrada para el campo eléctrico en un medio, solo nos falta obtener

una ecuacion similar para el campo magnético. Realizamos los mismos pasos con la Ley de Ampeére
(Ec.(3.4))

Vx (VxH) =V x (J+22), (3.31)
utilizamos la propiedad del doble rotacional
V(V-H)-V*H =V xJ+2(VxD), (3.32)

— — —

siV-H=0,Jy 5, al sustituirlas en la ecuacion anterior nos da como resultado
H=0VxE+e2(VxE), (3.33)
sustituyendo la Ec.(3.3)
=2 B 2B
V' H=-0% 2% (3.34)
sélo falta poner todo en términos de H , sabemos que B = uﬁ , entonces obtenemos como resultado
2 13 H 2H
—-V*H = —,ua%—t - ME%T, (3.35)

por tanto la ecuacién de onda es de la forma

-2 o 5
VH — podll - pe%l = . (3.36)
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El estudio de las soluciones de estas ecuaciones diferenciales nos permitird determinar de qué forma
se propaga el campo.

3.2.2. Solucién de la Ecuacién de Onda en un medio homogéneo e isotrépico

Las ondas electromagnéticas mds simples son las ondas planas uniformes que se propagan a lo
largo de una direccién fija en un medio sin pérdida. Para el campo eléctrico tenemos que la ecuacién
de onda es la Ec(3.30). El caso mds simple para dar solucién a la ecuacién de onda, se trata cuando el
medio es lineal, homogéneo e isotrépico, es decir, el vacio (0 = 0). La forma de la Ec(3.30) es ahora

-2 o o
VE - ue?k =0, (3.37)
ponemos el laplaciano en forma cartesiana
2 2 2 = 2
%%+§F+%JE—W%§:Q (3.38)
supongamos como solucién la siguiente relacién para el campo eléctrico

B = Byeik-m)—iot

5 (3.39)
donde k = (ky, ky, k2) y T = (x,y, z) entonces derivamos el campo
DB — _j2Bpei(k )it (3.40)
?;Tt? = —k2Eel (k- m)-it, (3.41)
OE — _J2Epei(h )it (3.42)
y la segunda derivada para el campo eléctrico con respecto al tiempo
%2—5 = 7w2ﬁoei(z'?)_m, (3.43)
sustituimos las ecuaciones (3.40), (3.41), (3.42) y (3.43) en la Ec(3.37) con lo cual obtenemos
_kgﬁoei(??)%wt _ sz"’Oei(z-?)fiwt _ kgﬁoei(ﬁ-?)%wt 4 w2N8E‘=Oei(z-?)—iwt — 0, (3.44)
factorizando a E nos da
(2 4 K2 4 k2 — ) By ()it — (3.45)
para que se cumpla la condicién debe pasar que
K2+ k24 k2 -2 =0, (3.46)

K24 k2 k2= (2)%, (3.47)
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esta iltima ecuacion es la relacidn de dispersion del vacio.

De forma andloga se puede calcular la solucién de la ecuacién de onda para el campo magnético,
luego entonces, de la Ec(3.36) tenemos

(&+&+&)B-ngE =0 (3.48)
Lo siguiente es suponer como solucién a

—

B = Byeilk-m)=iwt, (3.49)
y al calcular las segundas derivadas, tenemos

—

— (k2 + k2 + k2 — w?pe) Boe'tk )=t = (3.50)

Podemos ver que la relacién de dispersion (3.47) es la misma para el campo magnético. Por otro
lado, sustituyendo las ecuaciones (3.39) y (3.49) en las ecuaciones (3.10) y (3.11) se obtiene

—

By =0, (3.51)

T

ol

. By =0, (3.52)

lo que significa que k es perpendicular tanto a Fy como a By. En definitiva, afirmamos que el campo
eléctrico y magnético se propagan en un direccién, oscilando en planos diferentes.

En el espacio libre &r =i, = 1y 0 =0, no existe atenuacion, y por lo tanto k = w?eqp (mimero
de onda). Los vectores E y B en el espacio libre, se encuentran en fase debido a que su 1mpedan61a
caracteristica es real. Una onda plana electromagnética se propaga en la direccién del vector E x B
(Fig.(3.1)). Ademds, las densidades de energia eléctrica y magnética[19] son iguales, (véase Fig.(3.2))

coE%/2 .
= (f) =1 (3.53)

3.2.3. Conservacién de la energia

Otro punto importante es establecer cuantitativamente la conservacién de la energia para el campo
electromagnético. La conservacién de la energia se expresa a través del denominado teorema de
Poynting. Ahora bien, la energia total de la materia es la suma de las energfas de las particulas y
el flujo de esta energia, a través de la superficie, o bien, es la suma de la energia transportada por
cada particula que atraviesa la superficie[21]. Para mostrar la forma explicita de la conservaciéon de
la energfa usamos la Ley de Ampére (Ec(3.4)) para expresar todo en términos de los campos E y H,
esto implica

Lﬁ-fd3x:L{E-(ﬁx H)—E- 3D)} &z, (3.54)

donde fv E - Jd3z es la tasa de trabajo total realizado por los campos en un volumen. La Ec.(3.54)
representa una conversion de la energia electromagnética a energia mecdnica o térmica.



3.2. ECUACIONES DE MAXWELL EN MEDIOS MATERIALES 23

‘/ <5
ExB
Figura 3.1: Los vectores E y g viajando en el espacio libre en la direccién positiva a lo largo del eje 2, de una onda

plana. Los vectores son ortogonales y estdn en fase.

2
&E

Figura 3.2: Densidad de energfa como una funcién de z para una onda plana electromagnética viajando a lo largo del
cje 2 en el espacio libre[20]. g E? = o H>.
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— = — — =

Empleamos la siguiente identidad vectorial V - (E x H) = H - (V x E) — E - (V x H) ademés de
la Ley de Faraday (Ec.(3.3)), obteniendo

/Vﬁ.fd%:_/v[ﬁ.(ﬁxm_ﬁ.(vxﬁ)_ﬂ%gﬁ]d%, (3.55)
/E.fd%:_/[ﬁ.@xﬁ)m.%fw.%?]dsx, (3.56)
|4 1%

en electrostdtica la densidad de energia puede ser escrita como %80E2, también es posible tener una
expresién para el campo magnético’, entonces

/Vﬁ.fd%:_/v[ﬁ.@xﬁ)wafgu%ﬂ iz, (3.57)
/VE- Jdz = — /V [ﬁ (Ex H)+ 2 (SpgH? + %50E2)} d*z. (3.58)
Dado que el volumen V' es arbitrario, podemos escribir la Ec.(3.58) de la forma
/VE JdPr = — /V [6 (B x H) + %ﬂ Bz, (3.59)
E-J=-V.-§-% (3.60)

donde el vector S = E x H , representa el flujo de energia, llamado vector de Poynting y la constante
u = %(MOH 24+0FE?) es la densidad de energfa total. El significado fisico de la forma integral (Ec.(3.59))
o diferencial (Ec.(3.60)) es que el negativo del tipo de variacién de la energfa electromagnética dentro
de un cierto volumen es igual al trabajo total realizado por los campos sobre la superficie dentro del
volumen[22]. El teorema de Poynting es una declaracién de la conservacién de la energfa en un campo
electromagnético[19].

El vector de Poynting puede ser utilizado para ver cémo trabaja en casos especiales (en un cubo,
en un capacitor, un alambre que lleva corriente, una carga y un imén, etcétera). En el caso de la luz,
tenemos que la onda tiene dos vectores, E y E, ortogonales entre si y a la direccién de propagacién
de la onda (Fig.(3.3)). En una onda electromagnética, la magnitud de B es 1/¢ veces la magnitud de

—

E [21], y al ser ortogonales, entonces

S| = |E x H|, (3.61)
|S\:Z—g Ex HJ, (3.62)
1 3
|S| = m E x B|, (3.63)
ademds )E X E‘ = %2, entonces sustituyendo tenemos
2
S| = == (3.64)

"o cual significa que se puede tener un término extra que es derivado del tiempo.
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AE

B

Figura 3.3: Los vectores F/, B y S para una onda de luz. v es la direccién de la propagacién de la onda.

19| = <E (3.65)

- NOCZ’

2 1

= Zomg PoT tanto, el flujo de energia por unidad de drea por segundo es

sic
S = gocE?. (3.66)

Si la onda de luz, donde E = Ey cos(wt — kz), la intensidad de luz (S)ang €8

(S)ang = 206 (B 4y (3.67)

porque E esta variando en el espacio. Y la densidad de energia es dada por el valor de u. Usamos el
hecho de que F = Be, por lo tanto, el promedio de densidad de energfa es

(W 40y = 3 (“o (%)2 + €0 <E2>avg> : (3.68)
(Woog =3 (£ 50 420 (82),,,). (3.69)
() g0y = €0 (E?) (3.70)

3.3. Propagaciéon de una onda en medios inhomogéneos y anisotrépi-
cos

3.3.1. Ciristales Liquidos Colestéricos

Los cristales liquidos son medios inhomogéneos y anisotrépicos caracterizados por las siguientes
ecuaciones constitutivas
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D= "-E, (3.71)
B="7-H, (3.72)
donde
T =e I +eqnn, (3.73)
W= p I+ pgnn, (3.74)

en donde g, =€ — €1 ¥ f1o = fy — p son las anisotropfas dieléctrica y magnética. Los valores g y
son las permitividad dieléctrica y permeabilidad magnética paralelas al eje donde se propaga la onda
en el medio, y por tanto, £ y p, son los valores transversales de la permitividad y la permeabilidad.
El producto n7 es conocido como producto diddico (o tensorial).

La construccién del tensor dieléctrico es posible, ya que en cualquier punto un colestérico tiene
un comportamiento como un material uniaxial, a partir de una representacién en términos de diadas,
entonces la Ec(3.73) es de la siguiente forma

1 00 n2  nmgny ngn, €xz Exy Euz

— 2 —

e=ec1 | 01 0 |+ea| nyna ny myn. | = | €yx Eyy Eyz | (3.75)
0 0 1 NNy NNy N €z Eyz Eazz

donde €, =€ + eang, ademds si || = 1 tenemos que . = ( 0 ny ny ) = ( 0 cosf sind ), con
_ _ 2
0=qx,q=T.
Finalmente si sustituimos las ecuaciones (3.39) y (3.49) en la Ec.(3.3) se llega a que kx E=B,lo
cual muestra que F, B y k son una triada de vectores ortogonales.

Hemos propuesto una solucién de tipo de onda plana para las coordenadas transversales y y z
debido a que "y & solo dependen de z. Por tanto, los campos electromagnéticos que describen una
onda electromagnética cuasi-plana en medios materiales, estratificados a lo largo del eje z, es decir,
e =¢e(x) y W = p(x), son

b5 (F,1) = @ () eilhuythaz—ot) (3.76)
§ (?)71:) — ? (x) ei(kyy—i—kzz—wt), (377)
—

donde € (z) = e, (x)i+ey (x)i+es (@) k, b (z) =by (x)i+by(z)j+b, (x)k . De la Ec(3.12), de la
cual tenemos una relacién entre el campo eléctrico y magnético, haremos el cédlculo del rotacional de
E y la derivada de E) con lo que obtendremos un sistema de ecuaciones, para esto definimos la fase
¢ =1 (kyy + k.z — wt) con el objetivo de simplificar la notacion.

1 j k
o] o) o)
VXxE=| # By % | (3.78)
eze? eye?¥ ee?
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=" .
VxE = (ik‘ye“’ez —1k.e¥ey, —e¥ %e; + ik ee,, e‘p% — zkye“’ex) . (3.79)
A continuacion derivamos temporalmente el campo magnético tomando en cuenta su dependencia

monocromatica
OB _ Obye? . , Obye? ~ | Ob.e? ]
S = TR+ A+ THk, (3.80)
- ~

%—? = —iwe?b,t — iwe¥byj — iwe?b k. (3.81)

Esto conlleva a obtener tres ecuaciones escalares para las amplitudes

ikye?e, —ik.efe, = iweb, = b, = %kyez — %kzey, (3.82)
—e@% +ik.e¥e; = iwe¥b, = % = tk,e; — iwby, (3.83)
ew% —ikye¥e, = iwe?b, = dey = tkye, + iwb,. (3.84)

De las tres ecuaciones resultantes sélo una es algebraica, esta serd de gran ayuda para el siguiente
sistema de ecuaciones. Si hacemos las operaciones de la Ec(3.13) tenemos que

VxB=| & & & | (3.85)
b.e¥ bye? b.e?
VxB= <zk e?b, — ik e‘pby,—e‘pabz + ik, ewbw,ew — tkye¥b ) (3.86)
luego entonces
(m ¢#b, — ik.ePby, —e? =+ ik,ePb,, P ML — ik, cfh ) = e 2L, (3.87)

Para obtener el vector de desplazamiento 5, sustituimos las ecuaciones (3.75) y (3.76) en la
Ec.(3.71), de tal forma que

. Eex Ezy Eaz eze? Exn€s€? + Egyeye? + exze ¥
D=1 ey eyy €y eye? | = | eyzere? +eyye e’ +ey.e.e? | (3.88)
€z Eyz Ezz e e¥ Ep€ze? + Eyeye? + e e.e%

Derivando esta expresién con respecto al tiempo nos da como resultado

~ Oe?¥ Oe?® Oe?®
92 = i(eamea%r + 5xyey% + Ex2€: %) (3.89)
oe¥
+J (eyeea 7 + eyyey B 8t +eyze %)
Oe?¥
+k (ewex—at + szyey—at + ezzez—gt ) .

Luego igualamos nuestros resultados, con lo que obtuvimos en la Ec.(3.87)

ikye¥b, — ik,e¥by = —eoplyiwegper€? — E0pgIWE pyeye? — E0flgiwE e €%,
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y despejando la componente longitudinal del campo eléctrico da como resultado

e. = ksby  kybs  Exyey  egzes (3 90)
33 EQMHQWE EQMHQWE Exx Exx ’

asf como las derivadas de las componentes transversales de los campo magnéticos

_6¢% + ik, e¥b, = —eopgiweyrere? — eoplgiweyyeye? — oflgiwey € e
52 = ik by + €oplgiweypey + E0plgiweyyey + E0flgiWey ez, (3.91)
ob . . . .
e¥ ot — ikye¥by = —eopgiwe peee?” — oplgiweyeye? — eopyiwe, e e”
ob. . . . .

De nueva cuenta hemos obtenido una ecuacién algebraica y dos diferenciales. Las dos ecuaciones
algebrdicas (3.82) y (3.90) las sustituimos en las ecuaciones (3.83), (3.84), (3.91) y (3.92), ya que estas
ecuaciones dependen de e, y b,, para tener un sistema de ecuaciones que emplearemos mds adelante,
que sélo dependa de componentes y y 2z, comenzando con las relacionadas al campo eléctrico

%e; = ik (eojgzim o 505§Zz$92 o E?;jy o 65?) — iwby

> G = fatme, — Heve, — b - (W - ) b (3.93)
L = ik, (Ofofiy — g — 5) +iwb,

= %% _ _ikgxa;z €, — ikgmezy ey + (iw — 60::38“) b, + %by. (3.94)

Y, por iltimo, haremos la sustitucién para las ecuaciones relacionadas al campo magnético

b, 1 1 . kzby — kybs  eayey  egses
Ox - Zkz (kaez szey) + ,Lbozwgym (EOILLOWEII EoHoWETT Exx Ezz (395)
+eoppiweyyey + Eofigiwey €,
_ ikzky . E0QIWEYsEL 2 ik . £0HQIWEYLEmy
== Y + 50#01w€yz - T am (5 + | — w + 50#0ZW€yy - T an ey
thyeyzbs tk2Eyzby
Exx _I— Exx ’
oby _ - 1 1 ; kzby kyb, Ezyly Exz€z
ox Zky (wkyez B wkzey) — E0HIWE Ly E0MoWEDE  EOMoWEzz  Ezx  Eaw (3'96)

—EQQIWE 2y €y — EQfQIWE 22 €

ik? ) ; iy k . ;
= ( Y — goUgtWe, + aOMOWE”E“> e, + (—71 U2 — E0pgIWE 2y + 760”07’“)5“”8“”’) ey

w Ezx Exx

+ikyszzbz _ ikzszzby‘

Ezx Exx

koky
w

OEzy€uz

+ dey. — W) y 0 = €opgw, ¥ COMO
el tensor dieléctrico es simétrico tenemos que €, = €24, €zy = Eyzy Eyz = €2y

Podemos expresar todo en forma matricial con kg = (
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e 0 0 0 0 .
62 0 0 0 0 ez
0 Yy _ 2 . 2 Yy
oz - . ik . ide 3.97
gz | b, Ko ——F tideyy — —* 0 0 b, (3.97)
xrx
b k2 . . de 2 . b
Y 1—L —ide,, +i—=2= —iKg 0 0 v
w Exx
ikpeps tkzEay ikzky . ik?
Exx Exx 5fzz‘ 9 6511 €y
thyez:  ikyEay . Ry iky ks e
— ——— W+ : : Y
- Exx Exx . 0xz ,6511
0 0 _ tkyeya ikzEya b,
Exx Exx
0 0 _ ikyeze ikzeza by
Exx Exx

Por lo tanto es conveniente introducir el vector de 4 componentes, donde ¥ es un campo
— —
representado por componentes del campo E y B, transversales a la direccién de propagacién de
la onda electromagnética cuasi-plana

2 _ M. (3.98)

Esta es la ecuacion de propagacion de la luz en un cristal liquido colestérico. Ain cuando es una
ecuacion de primer grado es todavia complicada su soluciéon. Cuando la luz incide sobre el eje de
la hélice, podemos definir los valores de las componentes de esta forma: ky,k, — 0; €4y,€2. — 0;
€22 — €1 + €450 6; Eyy — €1 + Eq cos? 6; €yz — Eqsinf cos . De esta manera, la matriz queda de la
siguiente forma

e, 0 0 0 —ww e,
K €y B 0 0 w 0 €y (3.99)
ox | p, | €0 oweq sin 6 cos O €0 oW (é]_ + &, cos? 0) 0 0 b, |’ ‘

by —iE0 oW (5L + g4 8in? 0) —1E0howeg Sin  cos 0 0 0 by

e, 0 0 0 1w e,
- . 0 . o, Tl ‘v (3.100)

b, —iwegoEa sinf cos @  —iwegpy (EJ_ + &4 81n 0) 0 0 b,

by WEQ g (EJ_ + &, cos? 9) TweQ pEq Sin O cos 6 0 0 by

Lo que haremos es aplicar la Transformacién de Oseen[23] al campo W, esto implica una rotacién

— —
® = RV donde R es una matriz de rotacién de 4x4, obteniendo una matriz de entradas constantes

cos —sinf 0 0
sinf cos@ 0 0
R= 0 0 cosf —sinfd |- (3.101)
0 0 sinf cos@

Nétese que esta rotacién por un dngulo 6 se hace en los planos de los campos eléctricos y magnéticos
simultdneamente.

U=(e e b by)
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— — —
Despejamos a ¥ = ¥ = R™!®, y la sustituimos en la Ec(3.100)

— 11— = —
=+ R4 = MR O, (3.102)
todo esto con el fin de poder simplificar la ecuacién %—‘i’ =M E}, ya que sélo se puede calcular la

solucién analiticamente cuando M es una matriz constante. Entonces

R7YE _ RGBT (3.103)
= 4% = (RMR™' - RIE) B (3.104)
— 4% _ (R'MR+ R T (3.105)

Por tanto, después de efectuar estas operaciones se obtiene la siguiente expresién

0 —q 0 1w
ds _ q 0 —iw 0 -
e d iveopes 0 g | T (3.106)
iweothy (Ea +€1) 0 g 0
o bien
0 1q 0 w
i3 _ —iq 0 —w 0 -
e _ ; A K (3.107)
weopty (Ea +€1) 0 —iqg 0

Como se mencioné anteriormente, la Ec.(3.107) contiene una matriz de elementos constantes. A
partir de esta matriz obtendremos una relacién, por medio del cédlculo de sus eigenvalores. Entonces,
para calcular los eigenvalores tenemos que resolver det(H — (1) = 0, donde I es la matriz de identidad
de 4z4 y [ es el llamado eigenvalor correspondiente, luego

- 1q 0 w
—iq -1 —w 0
H-1I= . ) (3.108)
0 —weoppeL  —l ig
weop (€a +€1) 0 —iq -l
calculamos el determinante
det(H —1I) = 1*— (2¢* + w’eopg (ca +261)) I* + ¢* — weoug (ea +251) ¢*  (3.109)
wiedude ) (ea +e1),
si definimos las variables adimensionales A y Q a través de la siguientes expresiones [ = Ag,
w250,u0 = 2¢? entonces transformamos esta ecuacién de cuarto grado en
A — (2+9Q%(ca+2e1)) A2 +1— Q% (g, +221) + Q%1 (ea +21) =0. (3.110)

Resolviendo la Ec.(3.110), que es una ecuacién algebraica, a partir de 2 = =bFyvhi—dac W, obtenemos
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0= :F\/(5a+25L)(1+A2):|:\/53(1+A2)2+16A25L(5a+5L) (3111)

2¢) (eatel) :

Q(w/q)

P
™

A(l/q)

Figura 3.4: Relacién de dispersién para la propagacién de modos electromagnéticos en una espiral colestérica.

Esta relacién entre Q y A, para el valor real de A, es llamada la relacién de dispersion, la cual nos
determina cuatro modos. Al graficar la relacién de dispersién, donde los valores e, = 0,3y ¢, = 2,5
[5], es posible ver dichos modos (Fig.(3.4)).

Al haber graficado la Ec.(3.111), se muestra varias caracteristicas que determinan a un cristal
liquido colestérico. Para hablar de estas caracteristicas, es 1til considerar el caso A = 0 (es decir,
[ =0). Entonces la Ec.(3.111) queda

2

w €at2e1Fes _ 0, (3.112)

22 T 26 (eatey)

donde 2 = é"—q, despejamos w para conocer los valores donde se forma la brecha en la Fig.(3.4), entonces

at2 2
w(0) = Feqy | g S (3.113)
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///// 111111111111/, /11111111111,

Circular derecha
E |

>

Figura 3.5: Reflexién de una onda circular sobre una espejo convencional. En la superficie del espejo el campo reflejado

Q)
\__@m

Onda incidente —»

<+«—— Onda reflejada

E’ es opuesto al campo incidente F[5].

denotaremos esas dos partes con el signo (-) y (+), respectivamente,

w_(0) = Tcnq”, (3.114)
cq
w+(0) = E?

donde my = /& y m1 = \/€1. Tanto w_(0) como w(0) describen una onda polarizada lineal.
Las caracteristicas de polarizacién de las ondas en un colestérico son:

1. La luz reflejada es circularmente polarizada.

2. Si tomamos a la onda incidente en dos componentes de polarizaciones circulares opuestas, una de
las componentes es fuertemente reflejada en forma de la espiral colestérica y la otra componente
se transmite sin reflexién selectiva[24]. Véase Fig.(3.5).

Al intervalo w_(0) < w < w(0) se le lama brecha parcial de frecuencial5]. Esta "banda" visible
significa que un colestérico se comporta como un filtro de ondas electromagnéticas, ya que en dicho
intervalo sélo permite el paso de la luz polarizada circularmente contraria a la direccién de la hélice.
Otra caracteristica de un colestérico es la reflexiéon de Bragg que da lugar al fenémeno de Bragg
circular[24]. Por lo tanto, esta brecha [w_(0),w4(0)] corresponde al rango de frecuencias para posibles
reflexiones de Bragg][5].

En conclusién hemos visto como se propaga una onda cuasi-plana en un medio, llegando a la
solucién que representa una superposicién de ondas planas donde su solucién es analitica si su
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incidencia es normal, sino es asi, entonces la solucién tendria que ser por medio de métodos numéricos
y el comportamiento es cualitativamente igual. Esto pasa debido a la forma en como construimos
el tensor dieléctrico. Pudimos mostrar el comportamiento de un cristal liquido colestérico como un
filtro de ondas electromagnéticas, esto porque presenta una brecha parcial de frecuencias. Entonces
por iltimo construiremos una teoria de promediacién para cristales foténicos, con la estructura de un
cristal liquido colestérico, desarrollando la solucién de las ecuaciones de Maxwell en series de Fourier
y tomando solo en cuenta el esparcimiento de hasta dos fotones.



Capitulo 4

Promediacién de propiedades
electromagnéticas

4.1. Ecuaciones Basicas

Es directo comprobar que las ecuaciones de Maxwell (3.3) y (3.4) pueden ser representadas en
forma matricial, para el caso de campos monocrométicos y en ausencia de fuentes, de la siguiente

manera
Ry =i2Mg, (4.1)
donde
rot 0

R= < 0 7ot ) ’ (4.2)

0 —-0. Oy
rot = 0. 0 -0 |, (4.3)

—0y Oy 0

en donde los vectores ¥ y ¢ estdn definidos como

—1/2— =1/2%¢
- 29 € - =0 g 44
Y= =12y = ——1/2 | (44)
Z0 20 g

el valor E = \/e0/ 1o es la impedancia del vacio y M es un tensor de intercambio de 6x6

ME(_OIé>, (4.5)

donde I es el tensor de identidad de 3x3. Las relaciones constitutivas (3.5) y (3.6), para medios
bianisotrépicos se pueden expresar como A[25]

34
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6 = Al (4.6)
(7)) (7

v = - IR (4.7)
Clr wilr

en donde ¢ y p son los tensores de permitividad dieléctrica y de permeabilidad magnética,
respectivamente. Y  y x son pseudotensores generados por el campo eléctrico y el campo magnético,
respectivamente. Para medios sin pérdidas, el tensor material v debe ser Hermitiano|[25].

Usando el método de desarrollo en ondas de Bloch se consigue definir el modelo homogéneo para
medios bianisotrépicos. Segin este procedimiento, el tensor v que define las propiedades materiales del
sistema, que para un cristal satisface la condicién de periodicidad '7(7 + 5) = ’y(?), es desarrollado
en una serie de Fourier[25], como

v(r)=>_v(p)exp [ikop : 7“] ; (4.8)
P
donde k:oﬁ son los vectores red del espacio reciproco. Debido al teorema de Bloch el campo
electromagnético se puede representar en términos de modos normales definidos como

3T) = S e |iho(i +11) - 7. (49)

— —

donde kon es el vector de Bloch y 1 (p') son las amplitudes de Fourier de las ondas de Bloch[25]. Si
sustituimos las ecuaciones (4.8) y (4.9) en la Ec.(4.6) tenemos el siguiente resultado

o= | S [is - 7] | | o) e fitalii +5) -7 | (4.10)
p p’

expresdndola en una forma mads compacta como

§ = SEAE) e ihop + G427 (1.11)
Sea o
9(7) = So()exp [iko(ii +7) -7 (4.12)
sustituyendo ¢(7) en (4.11) obtenemos
S0 exp [ihoi-+1)- 7] = SSE00 exp ik + () 7] @1

multiplicamos a la ecuacién anterior por % exp [—iko(ﬁ +9p") - ?}
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—
/!

> QﬁapP%@_p);ﬂ

™
)
|

N — —
1

ST 000 exo [ika(F +5/ ) 7.

(4.14)
Integramos en ambos lados de la igualdad

2
==
/

Sows [ ew italy ~ ") 7| a7 = SS90 [

o0

ewk%@+ﬂ—ﬂ%ﬂd?

(4.15)
se puede ver que en las integrales anteriores estd definida una ” Delta de Kronecker” expresada en la
base de Fourier, es decir

1 > i(tﬂ*tﬁl) T -
E d’]" = 57:’”’ (416)
— 0o
donde
Sim = { 0 agan (4.17)
1 a;=a,
entonces podemos expresar a la Ec.(4.15) como
Z¢(P)5p,p” = ZZ’Y(H)"‘?(Z’/)‘SH = = (4.18)
D == p+p'.p
P p
teniendo una funcién dependiente del vector p”
(") =2 A0" = )Y (). (4.19)
p/

Partiendo ahora de la Ec.(4.1) tenemos lo siguiente

= | " (f(?)> y (g(?)) , (4.20)

que explicitamente significa

L 0 o) 9,0
rot (¢(r)) = aqu_()?) _()) —0,(7) |- (4.21)
—0y0(T)  Outb(T) 0

Efectuando las operaciones para cada entrada de la matriz anterior, obtenemos

—

pl

(4.22)
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—
—

donde 7 = (2,y,2), n = (ng,ny,n.) y p' = (0,9}, 1)

0,0(7) = i | UG ex [iko (e +14) + (g + 1) + (2 + 1) - (e, 2)] | (428)

/

p

realizando el producto escalar y derivando con respecto al eje x, determinamos que

—

&C@)(?) = iko(ngs + p;)zg(p’) exp [iko ((ne + pi)x + (ny + )y + (n. +pl)z)] (4.24)

—
/

P

. . . - — - —
de manera andloga se realizan las mismas operaciones para 0y (r) y 0,1¢(r), por tanto

Dyt (7) = iko(n, +p§,)2$(17) exp [iko ((nz + pi)z + (ny + )y + (n. +02)z)] (4.25)
0.9(7) = iko(n. + p’z);z_lj(;) exp [iko (1 + pl)x + (ny + )y + (02 +)2)] - (4.26)

Entonces la forma de la matriz de rotacion es

- 0 (et s N L
rot <w(r)> = iko (n, +p.) 0 —(ng +p.) | SSv(p) exp [z‘ko(n +p)- r] , (4.27)
—(ny +py) (e +p}) 0 v

definimos una constante o como

0 —(ns+p.)  (ny+py)
a=| (n;+p.) 0 —(ne +1,) |, (4.28)
—(ny +py) (e + ) 0
por tanto
- ) 0 -7 R
Ry (1) =ik ( Cg N > Sob(p') exp [zko(n +9)- r] . (4.29)
p/

En la otra parte de la Ec.(4.1) se tiene que i M ¢, sustituimos (4.19) dando el siguiente resultado

MGG =M — 7)o (), (4.30)

p/
juntamos las dos partes de la Ec.(4.1) llegando a

o (5 0 ) S0Wen ik + ) 7| =M~ )00 (4.31)
p/
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si definimos

a 0
S_<O a), (4.32)
entonces
iRSZ O exp fika(i + 1) 7| = M0 )00, (433)
o’ p’
con lo que
SEUw) e ik +4) 7| = MEA - )00 (434)
o’ P’

—

Si separamos de la suma los términos p’ = p”, 0 de la Ec.(4.34) se obtiene

SY(p") = My(0)v(p") + My(p")v(0)+ M 3 (" —p)v@), (4.35)
p'#p",0
que después de agrupar términos comunes tenemos
(5= 27(0)) (") = My (0) + M X A0 =), (4.36)
p'#p’",0

luego multiplicamos por el tensor inverso de intercambio (M 1), definido en la Ec.(4.5), con lo cual
llegamos a

= (10) = M7 S) p ") = 4@ P(0) + X A - P ), (4.37)
p'#p”,0
al efectuar el producto M~'- S nos queda la expresién como
(0 L\ T T e
0= 0 0 (") =Y (0)+ X " )Y ), (4.38)
p'#p"”,0
si introducimos la notacién . .
4(0) = < £(0) x(0) ) . (4.39)
¢(0) w(0)
Por lo tanto todo queda de la siguiente forma
—( =(0) “)H“>w@ﬂ=ﬂﬂwmn+ S A0 -pw),  (440)
C(O) -« M(O) p'#p", 0
o bien, como
P(p") = GE @) (0)+GO") X A" — ) (), (4.41)
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donde hemos definido al operador G como

. - -1

G(d") = — ( 0) x(0)+a ) . (4.42)
¢(0)—a  p(0)

El modelo macroscépico efectivo estd definido implicitamente de la componente de la longitud de

onda larga de la onda de Bloch (Born and Huang 1954)[25] El tensor efectivo del material < v >, de

orden cero, estd definido por la relacién QS( ) =<7 > w( ). Asi, tomando en cuenta la Ec.(4.19), y

—

-
p” = 0, uno obtiene

6(0) = A0 0), (143
<> 9(0) = Sv-#" )00 (444

A continuacién obtenemos la aproximacién, que proviene del primer término de la Ec.(4.44), la
cual se relaciona con el esparcimiento de dos fotones.

— ~>_,~>

<> 0(0) = 4(0)(0) + 1(—p") (). (4.45)

El porqué de sélo tomar en cuenta el esparcimiento hasta dos fotones se debe que estd representa la
primera correccién en donde se usa la estructura, después de solo considerar una simple promediacién
del medio. Este orden de aproximacién, también es consistente con el espiritu general de la
aproximacion basada en el limite de longitud de onda larga pués permite toma en cuenta solo una
desviacién de la luz por la reticula perlodlca

Asimismo, 'y estd definida tomando p 6 en la Ec.(4.45) y dada por la componente de Fourier de
orden cero de 7( ), la cual nos dice 7( ) = 7 (correspondiendo a una promedio espacial). Si ademds

sustituimos el factor de orden cero de la Ec.(4.41), entonces

— N — — —

<y >9(0) =y9(0) +y(=p")GE") (") (0). (4.46)
Por lo tanto, el tensor efectivo del material al siguiente orden estd dado por

— — —

<7y >=7+75(=p")GE N (4.47)
4.2. Medios dieléctrico y magnético

Al estar en un medio anisotrépico simple, que no presenta una bianisotropia implicita (¢ = x = 0),
los tensores dieléctrico y magnético son periédicos a lo largo del eje x, entonces supondremos que sus
promedios espaciales tienen simetria uniaxial como

_ (e 00
e=| 0 e 0 |, (4.48)
0 0 gl



CAPITULO 4. PROMEDIACION DE PROPIEDADES ELECTROMAGNETICAS

40
(w00
W= 0 pu; O (4.49)
0 0 py
Dada la simetria uniaxial del medio, es posible expresar al vector de Bloch, sin pérdida de
generalidad, como n = % = (ng,0,n;). Por lo cual G, tomando periodicidad uniaxial a lo largo
de z, es de la forma
B _ -1
Gd)=—{ = %) . (4.50)
—a p

Entonces si sustituimos los valores €, v «, en la ecuacién anterior se obtiene
0

-1

SH 0 0 0 —MNy
0 g1 0 N, 0 _(n:v +p/)
N 0 0 €1 0 ng+yp 0
ng+p 0 i 0

—N, 0
0

0

—(nz +p) 0

o también podemos expresar a (G, la cual se puede invertir explicitamente y reescribir como una matriz

a bloques, como'
G — _ Gee Gem
Gme Gmm
en donde cada uno de los bloques estd definido por
ey —(natp')? 0
g1
HHL
Gee = 0 g2
—nz(nz+p')
9 0
eip) —(ng+p')? 0
g2 e
Gmm - 0 g1
—nz(ne+p’)
92
E1 Ny
0 g1
—pan
Gem = gé z (O
—&)(natp
0 o
—H Nz
0 92
1Ny
Gme = ;—1 0
0 p (na+p
g2

Lvéase apéndice A donde se encuentran los cdlculos realizad

0 I

(4.52)

)

(4.53)

EHML_nE
g1
—nz(na+p)
92
0
ELH *"3
g2
0
Ky (ne+p')
92

(4.54)

(4.55)

(4.56)

0s
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L

», ﬁmﬂﬂtx

Figura 4.1: Incidencia de la luz sobre un colestérico. Al pasar la luz por el colestérico, ésta serd polarizada circularmente

en direccién contraria a la hélice.

Se observa que, ain cuando estamos en un medio anisotrépico simple (i.e. x=(=0), el tensor G
contiene elementos no nulos los cuales podrian acoplar los campos eléctricos y magnéticos, ya que los
subtensores Gep ¥ Gme son no nulos. Las cantidades, g1 y g2, dependen del pardmetro p = %, donde
L es el periodo del medio y A es la longitud de onda de la luz como se muestra en la Figura (4.1). Si
A — 00, entonces las matrices Gep, v Ge tienden a cero.

4.2.1. Cristal liquido colestérico quiral

A continuacién se analizara el caso simple de un medio periédico unidimensional, que tiene la
misma estructura de un cristal liquido colestérico quiral, el cual analizamos en la seccién (2.4.1).
Anteriormente se defini6 el tensor dieléctrico en la Ec(3.73), a partir de esta expresién construiremos
los tensores dieléctrico y magnético, girando a lo largo del eje x, para el cristal. El resultado de las
operaciones nos ofrece el desarrollo en serie de Fourier del tensor dieléctrico? e(x) como

€l +é€q cos? o 0 0
e(z) = 0 el + Zsina 0 (4.57)
0 0 g1+ % sin? «

+é~_1€—iqz + é-leiqa: + 5_26—2iqx + §2e2iqx7

donde
0 1 Fi
fa=%sin2a| 1 0 0 |, (4.58)
Fi 0 0
0 0 0
fig=sinal O 1 Fi |. (4.59)
0 F¢ -1

2véase apéndice B donde se encuentran los cdleulos realizados
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De manera anéloga, se construye el tensor magnético p(z), por tanto

py + p, cos? a 0 0
plx) = 0 1y + Lesin?a 0 (4.60)
0 0 .+ % sin? o

—|—U_1€_7'qx + Ulequ + U_2e—21qx + U2€2qu,

donde
0 1 Ti
vip =Eesin2a| 1 0 0 |, (4.61)
F: 0 O
0 0 O
Vg = B sinfal 0 1 i |. (4.62)
0 F -1

La luz que incide sobre el medio, tiene una longitud de onda larga (A >> L), por lo cual sélo
es posible hablar de un valor efectivo de los tensores dieléctrico y magnético. Por tanto, al usar los
coeficientes de la serie de Fourier (Ec.(4.58), Ec.(4.59), Ec.(4.61) y Ec.(4.62)) de los tensores dieléctrico
y magnético, construidos, podremos obtener el tensor efectivo del material utilizando el formalismo
<>,

Comenzamos evaluando G sobre 4p’ y £2p’, donde p’ es la periodicidad del medio que hemos
discutido arriba, en la Ec.(4.47), lo cual se puede escribir de la siguiente forma

<y >=74+1G@ )71 + 7 1G(=P )1 +72G(20 )y o + 7_2G(—2D )ys, (4.63)

7, esta relacionado con los coeficientes &; y v; con i = 41, +2. El resultado final® para el tensor efectivo
total del material se puede expresar como

<e> <x>
= 4.64
<> <<C> <M>>, (4.64)
en donde < € > estd dado por

0 0 O

<e>=f—¢eiu, | 0 &y ey |, (4.65)
" "
0 €35 €33

2 2
"o n —nZ+e; p | —4p
E99 = E33 = InE—2nZ(4p2+e i )+ (=A% Fe i, )?)° (466)

"o no_ ip' Ny
€28 = S50 = T gnz (T re L) (A e ) (4.67)
el tensor magnético es obtenido similarmente de la Ec.(4.65), de tal forma que el resultado final se

: : : " " < 2 2
obtiene intercambiando €7; por p;;, y ademds, egu, por pge | .

3 véase seccion B.1
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0 0 O
<p>=pn- uzﬂ 0 &5 e |,
0 &5y €5y
no_ —n2+ep, —4p”?
P22 = 133 = (i —2nZ(ap2+e  p )+ (—4p>Fe p)?)’

no_oono_ ip'ng
P23 = K32 = nion2(@p2+e ) )+(—4p2+erp, )2

Los pseudotensores < ¢ > y < x >son de la siguiente forma

0 0 0
< C >=<X >T: —Eallg 0 C,2/2 ,2,3 ’
0 (35 (33

"o —ip' (—n2—e p | +4p'?)
22 7533 7 2(ni—2nZ(4p e py )+ (4 Hepn )?)’
"o ng(—n2+e) p +4p'?)
23 7 532 7 Al -2nZ(4p?He p )+ (—4p P e py )P’

donde el superindice t significa conjugaciéon compleja y transposicion.
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(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

Consideremos como ejemplo especifico valores de ¢4 = 0,3, ¢; =2, u, =0,1, u; =1y n, =1,
podemos graficar cada una de las entradas del tensor efectivo del material (4.64). A partir de esto se
verdn los posibles valores negativos que toman la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética,
al incidir una longitud de onda mayor en comparacién con la periodicidad del medio (que en este caso
es el periodo o paso de la hélice). A continuacién se presentan las graficas de los valores efectivos,
obtenidos con la teoria descrita aqui, de < e >, < u >, < { >y < x > como funcién del pardmetro
adimensional p = A/L, donde s6lo se muestran dos intervalos para los cuales aparecen las zonas

negativas de dichas funciones.
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Figura 4.2: Valor efectivo de los tensores dieléctrico y magnético. Se muestran dos intervalos donde se observa la

divergencia de: a) < €yy >y < flyy > b) < €22 >y <y, >

La Fig.(4.2) muestran los resultados de graficar las ecuaciones (4.65) y (4.68) donde podemos ver
intervalos en los cuales los valores efectivos de los tensores dieléctrico y magnético divergen hacia
valores negativos esto debido a la resonancia entre la periodicidad de la onda electromagnética y
le estructura periédica del colestérico, esta resonancia se manifiesta de forma divergente porque en
nuestro modelo hemos ignorado completamente la posible absorcién ocasionada por el medio, si no
hubiéramos tomado esta consideracién del material las divergencias que aparecen serfan sustituidas
por maximos locales y habrfan contribuciones imaginarias en los elementos diagonales de los tensores
efectivos < e >y < u >.
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Figura 4.3: Valores efectivos de los elementos no diagonales de los tensores dieléctrico y magnético. Se muestran dos
intervalos donde se ven valores negativos de: a) Im < Eyz > € Im < Hyz =5 b) Im < Ezy > € Im < Moy >

Las contribuciones imaginarias de los elementos no diagonales del tensor dieléctrico (Fig.(4.3)) no
estdn asociadas a disipacién sino a la actividad éptica del medio que se manifiesta girando el plano de
polarizacién de la onda incidente.
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Figura 4.4: Valores efectivos de los elementos no diagonales de los pseudotensores electro-magnéticos. Se muestran dos

intervalos donde se ven valores negativos de: a) < Cyz >e <Xy, > b) < Czy >e < Xy >

Una peculiaridad que observamos al emplear el concepto de limite de longitud de onda larga es que
el medio muestra valores efectivos de pseudotensores electro-magnéticos ain cuando, en principio, se
analizé un medio anisotrépico simple, esto sucede por la correlacién existente entre los campos eléctrico
y magnético. Los valores efectivos en la Fig.(4.4) presentan divergencias de los pseudotensores en los
planos yz y zy. Los elementos de la diagonales de los pseudotensores (Fig.(4.5)) también presentan
contribuciones imaginarias debido a la actividad 6ptica del medio.
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Figura 4.5: Valores efectivos de los pseudotensores electro-magnéticos. Se muestran dos intervalos donde se observa la

divergencia de: a) Im < ny >y Im < Xyy =3 b) Im<(,, >yIm<y,, >



Capitulo 5

Discusién y Conclusiones

El estudio realizado en la tesis se enfoc6 en los cristales foténicos (cuyos pardmetros son una
funcién periddica) los cuales ofrecen la inferencia del control de la luz. Si se utilizan ciertos materiales
y una forma de la celda unitaria es posible obtener una banda foténica prohibida, a pesar de que sus
estructuras no necesariamente adquieren alguna de las redes de Bravias y de que su periodicidad se
puede limitar a solo ser bidimensional o unidimensional. De hecho, los cristales foténicos son utilizados
para la construccién de materiales con la permitividad dieléctrica y la permeabilidad magnética
negativas, conocidos como "Metamateriales”, por lo que es posible construir metamateriales o medios
bianisotrépicos tomando ventaja del hecho de que la longitud de la onda de la luz sea mayor a las
dimensiones espaciales del medio, no alcanzando a discernir los detalles finos estructurales de los
arreglos. Por tanto en lugar de utilizar valores locales tanto para el tensor de permitividad dieléctrica
como para el tensor de permeabilidad magnética serd necesario definir valores unicos efectivos de
los mismos, vdlidos para todo el material; a pesar de que internamente el medio es intrinsecamente
inhomogéneo. Este procedimiento se efectia utilizando una teoria de promediacién u homogenizacion.

Por medio de la solucién a las Ecuaciones de Maxwell encontramos los modos normales de una
estructura con las caracteristicas de un cristal liquido colestérico, ya que éste es un sistema particular
de un cristal foténico unidimensional donde el tensor dieléctrico del material gira uniformemente en
torno a una direccién fija mientras va avanzando a lo largo de esta direccién. Se mostré la presencia
de una brecha parcial de frecuencia la cual significa que un colestérico se comporta como un filtro de
ondas electromagnéticas (caracteristica importante de un cristal foténico), ya que en dicho intervalo
s6lo permite el paso de la luz polarizada circularmente contraria a la direccién de la hélice. Otra
importante caracteristica del colestérico es la reflexién de Bragg que da lugar al fenémeno de Bragg
circular, en donde la onda incidente puede ser vista en dos componentes de polarizaciones circulares
opuestas, una de las componentes es fuertemente reflejada en forma de la espiral colestérica y la otra
componente se transmite sin reflexién selectiva.

Usamos el método de desarrollo en ondas de Bloch de la solucién de las ecuaciones de Maxwell
para un medio periédico general que satisface las ecuaciones constitutivas de Tellegen, con el propésito
de definir el modelo homogéneo para medios bianisotrépicos. Segin este procedimiento, el tensor
que define las propiedades materiales del sistema, el cual debe cumplir la condicién de periodicidad, es
desarrollado en una serie Fourier[25], ademds, debido al teorema de Bloch el campo electromagnético
se puede representar en términos de modos normales. Donde obtuvimos una aproximacién que toma en
cuenta el esparcimiento de hasta dos fotones (Ec.(4.47)). Dicha aproximacién contiene un operador G el
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cual acopla a los campos eléctrico y magnético, asi como a los pseudotensores electro-magnéticos. En el
caso donde los pseudotensores electro-magnéticos son cero, el operador G contiene elementos no nulos.
Se tomé en cuenta el esparcimiento de dos fotones porque se tiene una estructura periédica entonces
podemos extrapolar los resultados para toda la estructura, ademds de que un cristal foténico, debido
a su periodicidad en su constante dieléctrica presenta bandas de energia prohibidas restringiendo la
energia de los fotones a un intervalo de valores especificos, dichas bandas dependen de la direccién de
la periodicidad dieléctrica y de las distancias que definen dicha periodicidad.

Conforme al modelo homogéneo obtenido se analizé el caso simple de un medio periédico
unidimensional, que tiene la misma estructura de un cristal liquido colestérico quiral. Se construyé el
tensor dieléctrico, girando a lo largo del eje x, para el cristal, dando por resultado un desarrollo en serie
de Fourier del tensor dieléctrico e(x) y de forma anédloga se construyo el tensor magnético u(x). A partir
de estos valores y del operador GG, obtuvimos una expresiéon para el tensor efectivo del material < v >
el cual nos define las propiedades 6pticas del material. Consideramos los valores de ¢, = 0,3, €| = 2,
te = 0,1, u, =1y ny =1, para graficar cada una de las entradas del tensor efectivo del material
(4.64). Al trabajar en el limite de longitud de onda larga, y como estamos en un medio periédico,
existen oscilaciones de las propiedades eléctricas y magnéticas, las ecuaciones resultantes (Ec.(4.65),
Ec.(4.71), para i véase el apéndice B.1) confirman la presencia de susceptibilidades dieléctricas y
magnéticas promedio en las estructuras periédicas, que debido a su periodicidad, presentan una regién
con valores negativos (Fig.(4.2)) para cierto intervalo de frecuencias. Estas zonas negativas aparecen
como consecuencia de la resonancia entre la periodicidad de la onda electromagnética y la estructura
periddica del colestérico. Esta resonancia se manifiesta como divergencia propiamente, debido a que
en nuestro modelo hemos ignorado completamente la posible absorcién ocasionada por el medio. Las
contribuciones imaginarias de los elementos no diagonales del tensor dieléctrico (Fig.(4.3)), asi como
de los pseudotensores (Fig.(4.5)), estdn asociadas a la actividad éptica del medio que se manifiesta
girando el plano de polarizacién de la onda incidente. También encontramos valores efectivos para los
pseudotensores ( y X, a pesar de que el medio es anisotrépico, esto confirma que el campo eléctrico
induce una polarizacién magnética y que el campo magnético genera una polarizacién eléctrica. En la
Fig.(4.4) se presentan divergencias de los pseudotensores en los planos yz y zy. Con este resultado,
determinamos la posibilidad de emplear una estructura colestérica para construir un cristal foténico
con valores negativos de € y p.

Como ya se comentd, estos valores negativos de la permitividad dieléctrica y permeabilidad
magnética nos permitirian obtener un material con un indice de refraccién negativo (metamaterial),
estos materiales alteran el comportamiento natural de la luz, esto quiere decir que si el indice de
refracciéon de un medio es negativo, de acuerdo con la ley de Snell, el 4ngulo refractado también deberd
ser negativo (Fig.(2.3) b)). Aprovechando esta caracteristica puede aplicarse una capa de metamaterial
sobre otro material, y que por su asombrosa capacidad para "evitar” las ondas electromagnéticas,
se puede conseguir la invisibilidad de éste 1ltimo debido a que la luz rodea el objeto como un rio
sobre una roca. Con el fin de que sus propiedades funcionen en frecuencias del orden de las ondas
electromagnéticas, las componentes estructurales de un metamaterial deberian ser, en principio, més
pequenas que la longitud de onda de la radiacién electromagnética con la que interactia.



Apéndice A

Medios dieléctrico y magnético

En este apartado se va a mostrar la forma de determinar la matriz inversa G. Lo que haremos es
aplicar el método de adjuntos y determinantes, por ser una matriz cuadrada su determinante debe
ser diferente de cero para la existencia de la matriz inversa. De la siguiente relacién partiremos para
hacer el cdlculo

-1 M
M~ = gion (A.1)
donde M¢ es la matriz de adjuntos de M,
é‘H 0 0 0 —MNy 0
0 el 0 n, 0 —(ng +p')
1 0 0 €1 0 ng+p 0
det(G) = 0 n, 0 ” 0 0 , (A.2)
—n, 0 ng+p 0 i 0
0 —(e+p) 0 0 0 m
o de la forma
det(G) = 8“83_/1,“/1,3_ —eeLpy (ng + 1) —geLpin?

+eypini(ne + ') — ey (e +1')° + ey (ne +1')* (A.3)

—52LM||/LNL§ +elpng+ ﬂuuni(% +7')%,

a continuacién factorizamos los términos g, —enly —|| (ne +p')?

det(G) = eperpy(eapyps — pin? — py(ne +p)?)
—e1nZ(espypy — pinz — py(ng +1')?) (A4)
—e|(ne + p')2(€m||m —pyn?— (g + P)?),
realizamos otra factorizaciéon obteniendo por resultado

det(G) = (gjerps —e1n? — ey(ne + p)*) eLpypr — pin? — py(ne +p)?), (A.5)
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definimos a g1 = g p) —ein? —ej(ne +p')? y g2 = ELM| L — pyn?— ) (g + p')2. Por lo tanto el
determinante de G es

det(G) = g192. (A.6)

Lo siguiente es obtener el adjunto de cada entrada para formar la matriz adjunta de G. Comenzamos
por la entrada G171, entonces

€1 0 n, 0 —(ng +p)
0 €1 0 ng+yp 0
Gll = n, 0 M” 0 0 s (A?)
0 Ny +p/ 0 Ky 0
—(nz +p') 0 0 0 K1

haciendo las operaciones necesarias llegamos a la siguiente relacion

Gu = eyt —enpd (ne +p)? —erpind (A.8)
i ni(ng + ') — ey (e +1')° + pyy(ne +9')*,

factorizamos los términos comunes

Gu=cipy (erppy — pyn? — py(ne +p')?) = (ng + ') (eLpypy — pin? — py(ne +p)?),  (A.9)
por lo tanto el adjunto de G11 es

G = (erpy — (na +p))g2. (A.10)

De manera andloga, se realizaron las operaciones para los adjuntos de cada entrada de la matriz

G.

Para la entrada G13 su adjunto es

Gy = —eLpyponz(ng +p') + pini(ng +p) + pynz(ng + ')
= —nz(ng +p) ey — pini — py(ne +1')%), (A.11)
Gi3 = —na(ng +p')ga. (A.12)

Para la entrada G15 su adjunto es

Gfs = €iu\|uwz - ELMLWE — e pynz(ng + p)?
= ean(erpypr — pin? — py(ne +p')%), (A.13)
G‘fg) =€,1n,gs. (A.14)

Para la entrada (G99 su adjunto es
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Gl = epermpd —epyps(ne + ') — ey n’
= pyps(ggeLny —ein? —ej(ng +p')?),

Gy = by L 91,

Para la entrada Go4 su adjunto es

Gy = —eperpin. +eip i n.(ng +p)> +eip n

= —pyna(ejeps —ein? —gy(ne + )%,

G‘214 = —Hnzg1-

Para la entrada Gag su adjunto es

G = ejermypy (e + 1) — ey (ne +p)* — eLpyn?(ng +p')
= py(ne + 1) (EeLp, —ein? —y(ne +p)?),

G496 = w(ne + ).

Para la entrada G31 su adjunto es

G4 = —epppinz(ng +p) + pind(ne +p') + pynz(ng + p')?
= —n(ng +pl)(5J_MHML - umi - M||(nac +p')2),

G = —nz(ng +p)g.

Para la entrada (G33 su adjunto es

GYs = gLt —eypin? — eppyps (ne + 1)
—€LH||Man +pnt A+ M||”g(”as +p)?
= (g —nd)(epyp, — pyn? — py(ne +p)%),

d
Gz = (€||m - ”3)92-

Para la entrada G5 su adjunto es

GYs = —ejeLmyps (e + ')+ gppyni(ng +p') + ey (ne +p')?
= —¢(ne +p')(€m||m - mni - Mu(nx +p/)2),

G5 = —¢(na +)g2.

Para la entrada (G492 su adjunto es

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)



Giy = —ejeLpin: +epuin(ne +p)" +erpn?

= —,LLJ_nz(anEJ_MJ_ — €J_nz - 5“(”3& +p/)2)7

GgQ = —H1M:g1-

Para la entrada G44 su adjunto es

Gl = gt —eip(ne +1')° — gperpy (ne +p')? + ) (ng + p)*

—e% yn3 + e1n’(ng + ')
= (e1py — (na+9))(ggeLpy —eini —gj(ne +9)?),

Gl = (eipy — (ne +7))g1.

Para la entrada G4¢ su adjunto es

Gls = €eL(0) —eperp n.(ne + 1) +eynz(ne + 1) + e1n.(0)
He1n3(ng +p')
= —n.(ne +p)(ggeLp, —ein’ +g(ne +p)?),
GZG = _nz(naz + p,)gl-

Para la entrada G51 su adjunto es

Gh = tppin. —erpind —erpyna(ng + )
= ean(erpypy — pons —py(ne + )%,
Ggl = &1MNzg2.

Para la entrada G's3 su adjunto es

Gy = —ejeLpypy (ne +p') + ey (ng +p') + gy (ne +p')°
= —g(ne +p')(eLppp, + pin? + ) (1 +7)?),

Gg?, = _5||(nx + ') g2.

Para la entrada G55 su adjunto es

d
Gss = ejelmms —ejerpin; — ejeLiy(ne +p')*

epeL(erpyps — poin? — py(ne +p)?),

d
G55 = 5“5ng.

Para la entrada Gge su adjunto es
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(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)

(A.36)

(A.37)
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62
+n%(0) — EL,anz(nz + ')
w(na +P)(EgeLpL = einl = g (na + 7))

Ggo = ) (nz +p')g1-

Para la entrada Gg4 su adjunto es

d
(;64

5\\5L(0) — EHEL,MJ_TLZ(R:E +p/) + Ean(nx +
—e1m,(0) + €||7”L§(7”Lx +7p)

Gg4 = _nz(nx + p,)gl-
Para la entrada Ggg su adjunto es

d
(;66

+ein; — gjeLpy(ne + p')?

(€LM” — nz)(fnﬂlu - €Ln§ - 5\\(”1‘ +p/)2)7

Ggo = (e —n2)g1.

—en:(0) + e Ly (e + 1) = ey (ne +p)°

’

p)?

—n.(ng +9') (e eLpy —eini —g(ng +p)?),

2 2 2 2 2 2
ety — ejeLpn; +egnz(ng +p')* — el yn:
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(A.38)

(A.39)

(A.40)

(A.41)

(A.42)

(A.43)

Los adjuntos Gf, = G{, = G{; = G4, = G35 = G35 = G, = G§, = G5 = G, = Gis = G5 =
Gy = GY, = G = G4, = Gy = G4, = 0. A partir de la Ec(A.1), la matriz inversa G es de la forma

(eop) —(na+p))go —nz(na+p')ge

0
192 192
g9 K191 919
0 ——— 0
9192 )
—nz(nz+p’)g2 0 (e —n2)g2
G = — 9192 9192 o
(erpy —(a+p)*)on
g192
0 0
—nz(na+p)g1
g192
E1M292
0 9192
—H1M2g1
0 9192 0 ,
0 —e||(nz+p')g2
g192
o 0 ZHin=01 0
9192 ,
gLnzg2 ) —&||(nz+p')g2 0
gi192 ( L /) g192
p|(nz+p7)g1
0 AE )

9192

0
€||€LY2
9192

py (nz+p)g1

g192
0

—nz(na+p)g1

(eLmy=nZ)gr

g192

9192

(A.44)
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por lo tanto

eip —(natp’)? —na(natp’) eins 0
9 9 91 —_—
kL —uine py(na+p')
0 g2 0 , 75 0 / -
—nz(na+p') 0 SHLTE —euatr)
- o g1 g1
€= 0 —mne eip —(natp’)? —naney) | (AAD)
92 / 92 g2
ELTtz 0 —e(natp’) 0 g|EL 0
” (na+p") ” / o 2
n _ c —n2
0 Bl g =1z (e tp') 0 sipy—n?

92 g2 92



Apéndice B

Cristal liquido colestérico quiral

Realizaremos la construccién de los tensores dieléctrico y magnético del cristal liquido (medio
periédico). A partir de la sustitucién, del seno y el coseno en su forma exponencial y dado el vector
director 7 = (cos a, sin a cos g, sin asin qz), en la Ec(3.73), tenemos lo siguiente. Primero calculamos
la diddica nn, entonces

2

cos” « COs o sin o cos qx cos o sin a:sin qx
nn = | cosasinacosqx sin? o cos? qx sin® acos gz singr | , (B.1)
cosasinasingz sin? a cos gz sin gz sin? asin? gz

. Ao >
luego determinaremos cada una de las entradas del tensor . Para ("¢7)11

(E)11 = €1 +eqcos?a, (B.2)

esta entrada la dejamos asi porque no aparece el valor gx. Luego entonces, la siguiente entrada es de
la forma

(") 12 = €4 5in @ cos a cos g, (B.3)

. . iqT —iqz . . . L. . . . .
sustituimos cos gxr = % y la identidad trigonométrica sin o cosa = %sm 2a, lo cual implica

1) iqx —iqx

— a . q q

(€)12 = — sin 2 <%) , (B.4)
después separamos los términos e’y e~%* dando como resultado

(E)12 = L€' sin 20 + e "4 sin 20, (B.5)

Anslogamente, se realizaron las operaciones para encontrar las entradas (2)13, ('€ )21 y (& ')a1
> . .
,del tensor €. Los resultados son los siguientes, para (2)13

(€")13 = €4 sin @ cos arsin g, (B.6)

ei4T _p—iqw

donde sin gz = 57

, entonces

(T3 = & sin 20 (%) , (B.7)
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— .4 . . .
("€ )13 = —Srie" ™ sin 200 + Spie” "1 sin 20y,

tenemos que (2 )12 = ()21 por tanto

«— ; . g .
("€)21 = §e'sin2a + e "7 sin 20,

ademds (€")13 = (2")31 por tanto

— .4 . . .
("€7)31 = —Srie"? sin 200 + Sgie” """ sin 20,

Ahora la entrada (€")22 es

(T2 = €1 + &4 sin? a cos? g,

con la sustitucién de cosgxr =

iqx —iqx . .
% desarrollamos el binomio y nos da

“— . 2iqx —2iqx ].
(T2 =€) +egsin’a (etf—i-2> ,

por lo tanto

2

Zigz sin” a,

(€2 =¢€1 + 1 sin? o + Te sin? o + %e—qu

para entrada (€")23 tenemos

> . 9 .
("€")23 = &4 8in“ asin g cos g,

PRERN o .2 eiqz_efiqa: eiqa:_;'_efiqz
("€")a3 = g4 sin a( 57 >< 5 ),

realizando el producto y separando las exponenciales obtenemos como resultado

— . 94 . . 94 .
((e )23 = —%Zequ sin? o + Seie 292 gin?
las entradas (2" )23 = ()32 por lo tanto
— . 94 . . 94 .
((e )23 = —%zequ sin? o + Seie 297 gin? .
214 >
Por ltimo, para (€")s33
> . .
(T)33 = €1 + &4 sin? asin? g,
I . iqT _o—iqT .
sustituimos sin gz = “—57—— teniendo por resultado
> . ] . —2 .
(€3 =cL+% sin? o — %equ sin? o — Ze 2iar ¢in? q.

Por lo tanto el tensor dieléctrico es

o7

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)
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£ + €4 082 o 0 0
T = 0 L+ % sin? o 0
0 0 gL+ sin? o
0 sin2a  isin2a
+5 sin 2ar 0 0 e '
78in 2 0 0
0 sin2a —isin 2«
+ sin 2 0 0 et (B.20)
—¢sin 2 0 0
0 0 0
+ 1 0 sinfa isin?a | e%®
0 isinfa —sin?a
0 0 0
+ 1 0 sinfa —isinZa | ¥9%,
0 —isinla —sin?2a

El tensor magnético 1 se puede construir de igual forma que el tensor ¢, partiendo de la Ec(3.73)

W=y + pgid. (B.21)

. . >, —
Ansdlogamente, las operaciones realizadas para la obtencién del tensor ¢, las emplearemos para
. s . . <«
determinar el tensor magnético. Esto implica que, para (1 )11

()11 = pp + pq cos” a, (B.22)

para (1)a2
((,17)22 =p, + “7“ sin? o + %‘lequ sin? o + %6_2iqm sin? v, (B.23)

para (H)33
(7)33 = p) + Lo sin?a — %equ sin v — %“e*%qx sin? o, (B.24)

para (ﬁ)lz y (ﬁ)m

e = ()21 = Lee® sin 20 + Eee % gin 2, B.25
1 4
para (11)13 v (1)31
()13 = ()31 = —%z’eiq‘” sin 2 + ’ﬁl—“ie*iq’: sin 2a, (B.26)

y, por tltimo, para (11)2s y (11)32

_ _,Uiaz-e%qw

(B)2s = ()32 = =& sin? a + ’Z—aie_ziqm sin? a. (B.27)

. <
Con las cuales podemos formar el tensor magnético p
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f) + p, cos? a 0 0
W= 0 B+ “7“ sin? o 0
0 0 wy + %l sin? o
0 sin2a  isin 2« .
+5 sin 2av 0 0 e "
18in 2« 0 0
0 sin2a  —1sin 2« ‘
+E sin 2« 0 0 e'1* (B.28)
—18in 2a 0 0
0 0 0 ‘
+’f1—a 0 sin®a  isin®a e 2l
0 isin?a —sin?a
0 0 0 ‘
+’ﬁ1—a 0 sin®a —isin?a | e?4®,
0 —isin2a —sin?a

B.1. Tensor efectivo del material

El tensor efectivo del material estd expresado como la suma de los promedios espaciales de &(7),
w(r), ¢(7) y x(7). Entonces, el tensor es de la forma

<Y >=74+1GE)Vv_1 + V721G )11+ 72G20 )y _o + 72 G(—2D")7a, (B.29)

hacemos la sustituciéon de la matriz G(p') y de las componentes de la serie de Fourier (Ec.(4.58),
Ec.(4.59), Ec.(4.61) y Ec.(4.62)), teniendo

62 0 > (B.30)

tomamos en cuenta que a = 5 y n, = 0, por lo tanto el tensor efectivo es

0 e X// >
<y >= _ ) - , B.31
v ( 0 7 ) < C” N// ( )

donde
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0

" =cqpy | O
0

0

W'=pgei | 0
0

0

CN = —Eallg 0
0

0

X" = —¢capty | 0
0

APENDICE B.

21
I

CRISTAL LIQUIDO COLESTERICO QUIRAL

)
/._L ?

(B.32)
0 0
—nZ+e p) —4p™ ip'ng B.33
4(ng—2n2(4p°Herp ) H(—4p?teip,)?) ni—2nZ(4pHeip ) H(—4p2te p )? , (B.33)
ip'n —n24e p, —4p’
T x L
ng—2n2(4p?+e p ) +(—4p2teipy)? Ang—2nZ(4p" 2 te ) H(—4pP e py )?)
0 0
—n24ey p, —4p” ip'na B.34
4(nE—2n2(4p2+ep ) H(—4p2+e1p)?)  ni—2nZ(4pHeip ) H(—4pPteip, )? , (B.34)
ip'ng —n2teip, —4p”
ng—2nZ(4p?+e py )+(—4p?teipy)? Ang—2ni(4p 2 te py ) H(—4pP e py )?)
0 0
—ip/ (—n2—e) p| +4p'?) ng(—n2+e i p) +4p?) B.35
2E -2 Uy Lp )+ (—Ap e i) A2 p e p )4 e | (B35)
ng(—ng+ep +4p™) —ip’(—nz—eip, +4p")
4(ng—2n2(4p2+e i p ) )+ (—4p2teipy)?)  2ni—2nZ(4p%+erp) )H(—4p?+eipn)?)
0 0
ip'(—n2—e p, +4p'?) ne(—n2+ep, +4p?) B
2(ng—2n2(4p"2+eip, )H(—4pPHerp)?)  A(ni—2nZ(4dp2teip, )H(—4p e py)?) (B.36)
ng(—n2+e p, +4p'? ip' (—n2—e | p | +4p'?
4(nE—2n2(4p2+ep ) H(—4p2+e1pn)?)  2(ni—2nZ(4ptep) )+H(—4p2tep,)?)
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