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Introduccion

En 1967, el psicélogo Stanley Milgram [6] hizo una serie de experimentos
que lo condujeron a concluir que cualesquiera dos extranos estan conectados
por una cadena de personas de longitud de a lo mas seis. En 1999, Barabasi
observo que en ciertas partes del internet, dos paginas web cualesquiera estan
conectadas por a lo mas 19 clicks una de otra. Hay muchos ejemplos mas en
los que se ha observado que muchas redes o graficas, que modelan procesos
reales, poseen el llamado efecto de mundo pequerio, con dos tratamientos
propios de él, la distancia promedio pequena para cualesquiera dos vértices
de la grafica y el efecto de agrupamiento en el cual cualquier par de nodos
es mas probable que sean adyacentes si comparten un vecino.

En 1999, muchos grupos de investigacién concluyeron independientemente
que muchas redes, como el internet, redes sociales, etc.[ 7,8,9,10,11,12,13,14,15,
16,17,18,19 y 20 ] poseen la propiedad de ser libre de escala. Una grafica libre
de escala es aquella en que la probabilidad de que un vértice tenga grado k es
proporcional a k=7 para alguna constante positiva 2 < 3. Usando el modelo
de grafica aleatoria, combinada con la propiedad de ser libre de escala con
2 < B < 3, demostraremos que casi seguramente la distancia promedio es del
orden de loglog(n) y tiene didmetro del orden de log(n).

También se han dado intentos de modelar el efecto de agrupamiento, la
manera mas comun es agregar aristas aleatoriamente a una cuadricula o algo
similar. Algunos de estos modelos se pueden encontrar en [21,22,23 y 24].

Muchos modelos de graficas propuestos atrapan uno solo de los aspectos
del efecto de mundo pequeno; al parecer hay dificultades para relacionarlos.

En este trabajo se busca definir dos modelos de graficas para luego “jun-
tarlos” en una sola, de tal forma que se tenga los dos aspectos del efecto de
mundo pequeno en ella, es por eso el uso del término grafica hibrida. Ademés
la exposicion de tales conceptos se hacen de una manera totalmente accesible
a la mayoria de los estudiantes de la carrera de matematicas ya que no se



parte de ningtin concepto anterior; todo lo necesario se define y hay realmente
pocos teoremas usados que no son demostrados.

El trabajo se organiza como sigue: En el Capitulo 1 se define el concepto
de grafica aleatoria con una sucesién de grados esperados dados; también se
demuestra en tal capitulo lemas y teoremas que serviran como base para de-
mostrar los teoremas centrales, que seran de gran utilidad para desarrollar el
concepto de efecto de mundo pequeno en las graficas hibridas. En el Capitulo
2 demuestro los teoremas centrales que acabo de mencionar. En el Capitulo
3 defino el otro modelo de gréafica que necesito; este modelo serd definido co-
mo grafica local, este capitulo es muy breve ya que el modelo considerado es
relativamente simple. En el Capitulo 4 considero un modelo hibrido que com-
binara el modelo expuesto en el Capitulo 1 con el concepto de grafica local,
desarrollado en el Capitulo 3. En la primera seccion del mismo se muestra que
la grafica local es fuerte, es decir, si tengo una grafica hibrida puedo extraer,
mediante un algoritmo, la grafica local con un minimo de error. La segunda
seccion tiene como propdsito mostrar que la grafica hibrida combina los dos
aspectos del fenomeno de mundo pequeno, la distancia promedio pequena y
el efecto de agrupamiento.



Capitulo 1

Graficas aleatorias con grados
esperados dados

1.1. Conceptos basicos

Comenzaremos esta seccién definiendo conceptos bésicos de teoria de
graficas.

Definicién 1.1. Una grdafica G es un arreglo de tres conjuntos ordenados
{V(G), E(G),¥g}, donde V(G) es un conjunto de vértices, E(G) es un con-
Junto, ajeno a V(G), de aristas y una funcion de incidencia Vg que asocia a
cada arista con un par de vértices (no necesariamente distintos) de G. Si e
es una arista y w y v son vértices tales que g(e) = uv, entonces se dice que
e une a u y v; los vértices u y v se llaman extremos de e.

Definicién 1.2. El grado, deg(v), de un vértice v en G es el nimero de
aristas de G que inciden con v, cada lazo (arista que comienza y termina en
el mismo vértice) cuenta como dos aristas incidentes.

Definicién 1.3. Una grdfica G es conexa si dados calesquiera dos vértices u
y v en G, existe un camino de v a u.

Ahora definiremos algunos conceptos matematicos que nos serdn de gran
utilidad en el resto de este trabajo.

Definicién 1.4. Se dice que f : N — R es f(n) = O(g(n)) si Ik > 0 y Ing
tal que Vn > no | f(n)| < klg(n)]



Definicién 1.5. Se dice que f : N — R es f(n) = O(g(n)) si Ik; > 0,
Fkz > 0y Ing tal que Vn > ng kilg(n)| < [f(n)] < kafg(n)|

Definicién 1.6. Se dice que f : N — R es f(n) = o(g(n)) si Ve > 0 Ing
tal que sin > ng se cumple que | f(n)| < €|g(n)|
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La siguiente definicién es clave en todo el trabajo, ya que con el siguiente
tipo de graficas desarrollaremos los resultados de esta tesis.

Definicién 1.7. Consideramos una clase de grdficas aleatorias; a cada una
de ellas se le asigna una sucesion de grados esperados(es la esperanza de la
variable aleatoria grado) w=(wy,ws, ...,wy). La probabilidad p;; de que ezista
un arista entre un vértice v; y un vértice v; es w;w;p para cualesquiera i Yy
j. Se tiene que p es (D w;)~! y supondremos que el méx;{w?} < >, wy, esto
asequra que p;; < 1 para toda i y j.

Remarcamos el hecho de que méx;{w?} # >, wy implica que la suce-

sién es graficable (en el sentido que satisface las condiciones necesarias y
suficientes para que una sucesion represente una grafica [1]) excepto que no
necesitamos que los w; sean enteros. Hay que notar que este modelo permite
una probabilidad diferente de cero para los lazos. El niimero de lazos es muy
pequeno (de orden pequeno) comparado con el nimero total de aristas. De es-
ta manera, los lazos tienen un efecto pequeno sobre las diversas propiedades
de las gréficas formadas con este modelo, como la distancia promedio, el
indice de agrupamiento, etcétera.
Denotaremos una géfica aleatoria con una sucesion de grados esperados w
por G(w). Por ejemplo, la gréfica aleatoria tipica G(n,p) (ver [2].) de n
vértices y densidad de aristas p es sélo una grafica aleatoria con una sucesion
de grados esperados (pn, pn,..., pn). Nuestro modelo es también diferente al
modelo libre de escala.

Ahora necesitaremos algunas definiciones para algunas cantidades que
asociaremos con G y G(w).

Definicién 1.8. En una grdfica G, el volumen de un subconjunto S de
vértices en G se define como vol(S)= 3" _sdeg(v), donde deg(v) es el grado
del vértice v; es decir, el volumen de S es la suma de los grados de todos
los vértices en S. Para una grdfica G en G(w), el grado esperado de v; es
ezactamente w; y el volumen esperado de G es Vol(G)=)_,w;. Para k > 2,
definimos el momento k-ésimo del volumen esperado por Vol (S) = 3, cgwf
y escribimos Vol (G) = >, wk.



Definicién 1.9. En una grdfica G, la distancia d(u,v) entre dos vértives u
y v es la longitud del camino mds corto que une a u con v (si éste existe). En
una grdfica conexa G, la distancia promedio de G es el promedio sobre todas
las distancias d(u,v) para w y v en G. Consideraremos grdfica poco densas
que a menudo no son conexas. St G no es conexa, definiremos la distancia
promedio como el promedio entre todas las distancias d(u,v) para pares u y
v en la cual ambos pertenecen a el mismo componente conezo.

Definicién 1.10. El diametro de G es la mdzima distancia d(u,v), donde
u y v estan en el mismo componente conexo. Claramente, el didmetro es al
menos tan grande como la distancia promedio.

Todas las gréaficas con las que trabajaremos tipicamente tienen un tnico
componente conexo grande, llamado el componente gigante, una fraccién im-
portante de aristas.

Definicién 1.11. El grado promedio de seqgundo orden se define como:

Volo(G) Y, w?

J: pu—
VOll(G) Zz Wi

Definicién 1.12. La sucesion de grados esperados W para una grdafica G de
n vértices en G(w) se dice que es fuertemente esparcida si cumple con las
siguientes propiedades:

i) El grado promedio de sequndo orden satisface que 0 < log(d) = o(log(n))

it) Para alguna constante ¢ > 0, todos, excepto o(n) vértices, tienen grado
esperado w; que satisface w; > ¢ . El grado esperado promedio d, definido
como d = ) . “ | es estrictamente mayor que 1, es decir, d > 1+ € para
algun valor positivo € independiente de n.

Definicién 1.13. La sucesion de grados esperados w para una grifica G so-
bre n vértices en G(w) se dice admisible si la siguiente condicion se cumplen,
ademds del hecho de que w es fuertemente esparcida.

iii) Existe un subconjunto U que satisface:

Voly(U) log(d) log(log(n))
dlog(n)

Volo(U) = (14 0(1))Voly(G) <



La primera restriccién nos dice que d estd creciendo junto con n, pero
de manera mds lenta. Esta crece lo suficientemente rapido como para que
el componente mas grande conexo tenga una fraccion importante de nodos
con grado esperado 1. La segunda restriccién nos dice que pueden existir
nodos con grado promedio significativamente mayor a d; pero no demasiados;
esta condicién acota superiormente el niimero de nodos con grado promedio
grande.

Definicién 1.14. La sucesion de grados esperados w para una grifica G de
n vértices se llama especialmente admisible si i) se reemplaza por i’) y iii) se
reemplaza por iii’);

i’) log(d) = O(log(d)).

i1’ ) Existe un subconjunto U que satisface

Vols(U) = O(Vola(G))—

log(d)

Volo(U) > dVoly(G)/d.

La primera restriccion de la definicién anterior tiene una explicacion simi-
lar a la de la definicién 1.13, sélo que ésta es menos fuerte, es decir, se cumple
de manera mas facil. Nos dice que d crece con la misma rapidez que d; esto
nos asegura que no hay explosiones; es decir, el nimero de nodos con grados
esperados grandes estan acotados superiormente.

Definicién 1.15. Un componente conexo C, se llama e-pequeno para un
€ < 1 si el volumen de C es a lo mds €V ol(G).

Definicién 1.16. Decimos que un componente es c-gigante si su volumen es
al menos ¢ Vol(G), para alguna constante ¢ > 0.

Para un subconjunto S de vértices, una medida tipica es el numero de
vértices en S lo cual llamaremos el orden o tamano de S. Para una gréfica
aleatoria clasica G(n,p), un componente gigante es un componente conexo
que tiene al menos c.n vértices, para alguna constante ¢ > 0. Nuestra defini-
cién de componente gigante involucra el volumen en lugar del tamano de la
grafica. De hecho, la definicion de componente gigante que usa el tamano de
la gréfica simplemente no funciona para graficas con una sucesion de grados
esperados dados. Lo anterior es ilustrado por el siguiente ejemplo.
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Ejemplo: Consideraremos la sucesion de grados w que consiste en n®
vértices con peso 2 y los otros vértices con peso 0. Donde « es una constante
que satisface + < o < 1. La gréfica aleatoria G(w) es la unién de la gréfi-
ca aleatoria G(n®, n%) y algunos vértices aislados. Entonces el componente
conexo mas grande claramente no tiene O(n) vértices.

Definicién 1.17. En una grdafica G, denotamos a T'y(u) al conjunto de
vértices en G a distancia k del vértice u

Ie(u) ={v e G:du,v) =k}

Definicién 1.18. Sea S un conjunto de vértices de una grdfica G, denotamos

a T';(S) al conjunto de vértices en G\S a distancia i de cualesquiera de los
nodos de S.
[(S) ={veG\S,ueS:du,v) =k}

Definicién 1.19. La distancia entre cualesquiera dos conjuntos S y T de
vértices, denotada por d(S,T), se define como la longitud del camino mds
corto que conecta a los conjuntos S y T

d(S,T) = min{d(u,v)|u € S,v € T}

1.2. Lemas y teoremas

En esta seccion demostraremos lemas y teoremas que serviran de base
para los resultados del siguiente capitulo.

Primero consideraremos la probabilidad de tener un componente conexo
de tamano k. Suponga que tenemos un subconjunto de vértices S = {v;,, viy, ..., vy, }
CON PESOS Wy, , Wiy, ..., W;, .Para eso demostraremos unos lemas importantes:

Lema 1.1. El valor esperado E(X}) del nimero de componentes conezxas con
tamano k es a lo mds

E(Xk) < Z wilwiQ...wikVOl(S)k_ka_lG_VOZ(S)(1_(VOZ(S)/VOI(G)))
S

donde la suma se hace sobre todos los posibles conjuntos S de k vértices.

11



Prueba: La probabilidad de que S no esté conectado con ningtin otro
vértice del resto de la grafica es

H (1 — wiw;p)
v, €8,0;¢S
~ e_vaiES,ngéswiwj

— =PV Ol(S)(Vol(G)=~Vol(S)) (1‘1)

Si S es un componente conexo, la grafica inducida por S contiene al menos
un arbol generador T'. La probabilidad de que contenga un arbol generador
T fijo es

Pr(T) = H Wi; Wi, P-

(viy iy )EE(T)

Entonces la probabilidad de que la grafica inducida por S contenga un arbol

generador es
Z Pr(T) = Z H Wi; Wi, P-
T T

('Uij Vi )EE(T)

donde T' corre sobre todos los drboles generadores posibles sobre S.

Por una generalizacion del teorema de el arbol-matriz, el cual se puede
ver enunciado y probado en [3], la suma de arriba es igual al determinante de
cualquier matriz subprincipal de £ — 1 por k£ — 1 de la matriz D — A, donde
A es la matriz

0 Wiy Wig P =00 Wi Wiy P

Wiy Wiy P 0 T WipWy P
A= . .
wikwil wz-kwiQ v O

y D es la matriz diagonal diag(w;, (Vol(S)—wi, )p, ..., w;, (Vol(S)—w;, —wi, ) p).
Calculando el determinante, concluimos que

> P(T) = wi,wiy..w;, Vol (S)2p4 (1.2)
T

Combinando (1.1) y (1.2) tenemos el resultado.

12



Lema 1.2. Para una € < —, el valor esperado E(Y}) del nimero de compo-
nentes conexas e-pequenas de tamano k es a lo mds

E(Y;) < anwu w,kVOZ(S)”“ 2 k—1,~Vol(S)(1—¢)

donde la suma es sobre todos los conjuntos de vértices S de tamano k con
Vol(S) < Vol(G).

Prueba: La prueba se sigue inmediatamente del lema anterior.
O
Algunos de los resultados principales de este capitulo son los siguientes
tres teoremas:

Teorema 1.1. Para cualquier e < 1/2 y d > ﬁ ~ (1+2¢)1,4715...,
en una grdfica aleatoria G(w) con grado promedio d, casi sequramente ca-
da componente conexo que tiene volumen e-pequeno tiene tamano a lo mds

log(n) ~ log(n) ~
TTTo8(@) og(4) 1210801 0) La cota superior TTioa(d)_loa(@) Para componentes pequenos
es asintoticamente la mejor para d grandes.

Prueba: Suponga que G es una grafica en G(w) con un grado promedio
esperado d > 1 + §. Queremos mostrar que el nimero esperado E(Y}) de
componentes conexas e-pequenas de tamano k es chico.

Del Lema 1.2 podemos extraer una cota superior, f (k).

Zwuwzz kaVol(S)’“ 2 =1, Vol(S)(1—e)

Usando el hecho de que la funcién z2—2e=*(1=9) alcanza su méximo en x =

13



(2k — 2)/(1 — €), tenemos que

f Zwllwlg WszOZ(S)k 2 Hk—1 7VOI(S)(1*€)

S?

Z B 2k—2 2k 2, (2k—2)
1—6

2k 2€7Vol(S)(176)

IN

S
k k: 1 2% —
< 2h—2 ,2k—2
-k k’k (1—e>
1 2
< k % —k
1 4
< k.
~ dp(k — 1)2(d6(1 — 6)2)

La desigualdad de arriba es 1til cuando d > ﬁ lo cual es proporcionado

log(n)
1+log(d)—log(4)—2e <

por el teorema que estamos demostrando. Si k satisface que

2log(n)
k< T oa(d) —log(4) 3¢ entonces

1 1

flk) < dnp(k —1)2 - 0(10g(n)

).
2log(n)
1+log(d)—log(4)—2

1 1
a O(nlog(n)

Cuando k satisface que - < k < n, tenemos que

Jk) < An2p(k —1)2

).

Para ko = 7 HOg(Cl;))g_(lZ;( pymrE la probabilidad de que un componente e-pequeno

tenga tamano k > kg es a lo mas

log(n) 1 1
]Dzk Jk 1 + log(d) — log(4) — 26'0<10g(n)) + ”-O(Fg(n)) =o(1).

Entonces casi seguramente, el tamano de los componentes e-pequenos es a lo
. 1
mas ko = 0g(n) . Hemos demostrado el teorema.
1+log(d)—log(4)—2e
Para mostrar que la cota superior que se dice en el teorema es asintética-

mente la mejor posible para d grandes consideraremos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo: Consideraremos una grafica aleatoria con los siguientes pesos
como sucesion de grados esperados. Asumiremos que d > 10.

Hay n3 vértices con peso (d— 1)n§ + 1. Cada uno de los n — n3 vértices
tienen peso 1. El grado promedio es exactamente d.

Sea S7 el conjunto de vértices con peso 1, y Sy el conjunto de vértices
con peso (d — 1)n§ + 1. Sea G; la grafica inducida de G sobre 5;, para
i = 1,2. La grafica G5 es una gréfica aleatoria clasica G(N,p), con N = ns y
Np =n3((d—1)n3 +1)%/(nd) = O(v/N). Casi seguramente G5 es conexo. De
hecho, G5 esta contenido en el componente gigante de GG. Sea ¢ el nimero de
vértices que no estan el el componente gigante. Decimos que ¢ esta acotado
por 0.

Para probar lo anterior, consideraremos un proceso de derivacion especial.
Primero tomaremos en cuenta todas las aristas de G5. Entonces examinare-
mos la frontera de Sy en Si, la 2-frontera de Sp, y asi sucesivamente, de
manera que eventualmente expondremos todos los vértices del componente
gigante de G. Para cualquier vértice u € Sy, la probabilidad de que u esté en
['(Sy) es
(d—1)n'?+1

nd
El tamano de I'(S2) puede ser aproximado por la distribucién binomial con
N =n—n*3yp=1—ec i, Entonces, con probabilidad alta, el tamafio es
alrededor de (1 — e'*an). Estimaremos el tamaiio de T';(S;) para i > 1 por
induccién. Suponga que |I';(.S;)| estd muy concentrada en a;n para alguna
constante a; para i > 2. Sea ¢; = 1 — Z;C:l a;. Para cualquier vértice u que
no estd en |J;; I'(5;), la probabilidad de que u € I';;1(S52) es

1—(1- JKERESE BRPEs

aq

Yyl —e d.

1= (1= —)

El tamano de I';;1(S2) puede ser aproximado por la distribucién binomial

con N =c¢nyp=1—e 4. Por definicién de a;, tenemos que

a

aj+1 = Cz(]- — 6_7).

ag

Cit1 = C — Qi1 = Ge

Entonces

l—c;

7
—ay _ 1 _ 7
Ci+1201||€d :(1—el+d)e d
k=1

15



De la expresién anterior de recurrencia para c¢;, vemos que el limite ¢ =
lim;_,ooC; existe y satisface que

c=(1- e’”%)e’lgc.

Es facil ver que la ecuacién anterior tiene una solucién unica para ¢ € [0, 1] ,
para d > 1 y la solucién para ¢ se incrementa como una funcién de d. Como
hemos escogido a d > 10, c estd acota por 0. Lo que aseguramos esta probado.

El tamano del segundo componente mas grande puede ser estimado como
sigue. Después de remover el componente gigante de GG, la grafica resultante

es una gréfica aleatoria cldsica G(t,p) cont =cny p= -5 = <. Por [2], el

componente mas grande de G(t, ;) con d < 1 tiene tamano a lo mas
log(n) —5/2log(log(n)) _ (14 o(1))log(n)
€ —1—log(%) log(d) —log(c) =1+ ¢

1 ’ . o 1
o esta asintoticamente cerca a 7 Hog(d)—Toz(d)

do d es grande y € es arbitrariamente pequena. Esto completa la prueba del
teorema.

La constante cuan-
log(d)

O
El siguiente lema nos sera ttil para probar el siguiente teorema, la prueba
del mismo puede encontrarse en [4].

Lema 1.3. Sean Xy, ..., X,, variables aleatorias independientes con
Pr(X;=1)=np;

Para X = > a;X;, tenemos que E(X) = > a;p; y definimos a v =
S a?pi. Entonces tenemos que

42
PriX < B(X)—)\) <ew (1.3)
2
Pr(X > E(X) + \) < e 7wi07m (1.4)
donde a = max{ay, as, ..., an}.
Teorema 1.2. Para cualquier € < 1/2 y li_e <d < 1%67 en una grdfica

aleatoria G(w) con grado promedio d, casi sequramente cada componente

conezo con volumen e-pequeiio tiene a lo mds —2"_  Lq cota supe-
peq d—1—log(d)—ed" P
. log(n) ~ Ly .
TIOT T "log(@) PTG componentes pequenos es asintoticamente la mejor para
d grandes.
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Prueba: Los métodos para probar el lema anterior no funcionan para
demostrar este teorema por lo que recurriremos a otros para acotar supe-
riormente a f(k), la cota superior de E(Y}). Para eso partiremos en dos a la
funcién f(k).

f(k) = fi(k) + folk)

donde
1 = Wi Wiy .- Wi, V O Tt e s
f (k?) Z Wi, kV l(s)k 2pk 1_—Vol(S)(1 e)’
Vol(S)<dk
2 = Wiy Wi .. Wi, V O TCptT e L
f (k?) Z Wi kv l(s)k 2pk 1, ,—Vol(S)(1—e)
Vol(S)>dk

Para acotar a f (k) notamos que 22#~2¢7*(179) e una funcién creciente cuan-

do z < (2k — 2)/(1 — €). Entonces tenemos que
Vol(s)2k72erol(S) < (dk>2k72efdk(1fe)
Como Vol(S) < dk < (2k —2)/(1 — €), esto implica que

filk) = Z Wiy Wiy .3, Vol (S)F =2 ph—Le=VollS)1-9)
Vol(S)<dk
P
< Z o Vol(s)Zk’erfVol(S)(lfe)
Vol(S)<dk
k-1

P —2_—dk(1—e
Z = (dk)2k 26 dk(1—e)
Vol(S)<dk

k—1
n\ p o dk(lc
(k) v (dk)Qk 26 dk(1—e)

nk pk-t 2%—2 —dk
s r -2 _—dk(1—¢)
< e (dk)**~“e
1 k 12k (d(1—e)—1)k
< (e

IN

IN

n d k
- w(ed(u)q)
Ahora consideraremos a fy(k). Como 22722179 es una funcién decreciente

cuando = > (2k — 2)/(1 — €), tenemos que
Vol(s)k—Qe—Vol(S)(l—e) < (dk)kz—Qe—dk(l—e)
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Usando que Vol(S) > dk > 'I_

f. Entonces, tenemos que

fk) = ) wiywi,ew;, Vol(S)F2pk e VelS)1=9
Vol(S)>dk
< Z Wiy Wiy e g, P ()2 A=)
Vol(S)>dk

<Y wiy Wiy i pF (d)F 2RO
S

< VOZ(G) (dk) ~2,~dk(1—c)
k;
k _—(d(1—e
< d2k2 = JFeldl=e)=Dk
n d

k
< W(e(d(l—e)—l))

Junto, tenemos que

2n de
Fk) = k) + folb) < T (cmgp)"

Si —d(lfe)fglflog(d)e <k< d(lfe)fglflog(d)’ tenemos que

2 1

k< —=0 .

Si %ﬂ)g(d) < k < n, entonces

2 1

flk) < —75 =0

ndk? (n log?(n)

Sea k; = m la probabilidad de tener un componente e-pequeno

de tamano k > k; es a lo mas

log(n) 1 1 )

Entonces casi seguramente el tamano de un componente e-pequeno es a lo

o loa(n)
mas k; = CWE)EW‘
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Para ver que la cota superior es la mejor posible consideraremos el si-

guiente ejemplo. En la gréafica aleatoria G(n, %) con d < 1, el componente

log(n)—5/2log(log(n))
d—1—log(d)

mas grande tiene tamano de alrededor ,ver [2], como se
desea.
O

Antes de probar el siguiente teorema, probaremos algunos lemas.

Lema 1.4. Suponga que una grdfica aleatoria G en G(w) tiene grado prome-
dio d > 146, y contiene un subconjunto conexo que tiene mds de C.log(n)
vértices, donde C= {(ng—g@)7 10}. Entonces casi seqguramente eziste un com-
ponente gigante en G.

Prueba: Para demostrar lo anterior utilizaremos los teoremas 1.1 y 1.2.
Supongamos que la grafica en cuestién sigue con las hipotesis del lema pero
que no tiene un componente gigante, entonces, todos sus componentes deben
ser pequenos; por lo tanto se cumplirian los teoremas 1.1 o 1.2 dependiendo
el valor de d.

Casol: 1+d0<d <2

Se sigue que:

c > 2 > !
— 6—log(d)  d—1—log(d) — eid

Para alguna €.

Lo anterior contradice el teorema 1.2, por lo que se concluye que si existe
un componente gigante en G.

Caso 2: 2 < d

Se sigue que:

1
1+ log(d) —log(4) + 2log(1 — €2)

C>10 >

Para alguna e,.
Lo anterior contradice el teorema 1.1, por lo que se concluye que si existe
un componente gigante en G.

O

Lema 1.5. Una subgrdfica inducida H en G € G(wW) es una grdfica aleatoria
con una sucesion de grados esperados W' que consiste en w;, = w;Vol(H)p
para v; € H

19



Prueba: Esto sigue facilmente del hecho de que el grado esperado de v;
en H es justamente
Z wiwjp = w;Vol(H)p
JEV(H)
O

Lema 1.6. Suponga que en una grdfica aleatoria G € G(w), existe M (inde-
pendiente de n) tal que w; < M Vi, y el grado promedio esperado d > 1+ 0,
donde § es una constante positiva. Entonces sequramente G tiene un unico
componente gigante.

Prueba: Haremos un proceso de construcciéon; primero escogeremos un
vértice u con peso mayor a 1 y llevaremos a cabo una bisqueda de su com-
ponente conexo. Sea Xj la suma de todos los pesos de los vértices a una
distancia k de u. Suponga que X < eVol(G) para € < 1/2, es decir, todos
estos vértices forman un componente e-pequeno; ademas de que § > 2¢ Para
cualquier v;, la probabilidad de que diste de u en k+1 es X w;p. Entonces el
valor esperado de Xy 1 es Y Xypw;p > (1 — €)Xqd. Por el lema
1.4, tenemos que

vjnoinvolucrados

Pr(Xp < (1— ) Xpd —\) < e M/

donde v = Y7, Xpwip < M X, d. Escogiendo a A = X;(d — 1 — €)/2, tenemos

que
~ (d—1—¢)2

1
Pr(Xgg < §(d —1—€)Xy) <e  smd X

Para cada k, X}, se incrementa por un factor de (d — 1 —¢) > 1 con una

2
712
probabilidad de error de ¢* | donde ¢ = e~ it . Como ) ; ¢/ converge, existe
una constante ty que satisface Ztho ¢/ < 1 — € para una constante positiva
€. Con una probabilidad positiva constante, X, se incrementa al menos por
un factor de %(ci—i— 1) > 1s1 X >t.

Como ty es una constante absoluta, el evento X; > t; pasa con una
probabilidad positiva constante. Si este proceso se detiene répido (es decir,
la componente es e-pequena), entonces comenzamos de nuevo escogiendo otro
vértice con peso mayor a 1; hay suficientes de estos vértices, al menos hay
d—1

&7 n. Después de a lo mas ©(log(n)) intentos, el componente gigante se

revelara.

O
Ahora demostraremos a otro de los principales lemas de este capitulo.
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Lema 1.7. Suponga que G es una grifica aleatoria en G(w) con una susesion
de grados esperados dada w. Si el grado promedio esperado d es estrictamente
mayor a 1, entonces lo siguiente se cumple:

(1) Casi sequramente G tiene un unico componente gigante. Adn mds,
el volumen del componente gigante es al menos (1 — \Q/LE +0(1))Vol(G) si

d>12=14715..., y es al menos (1 — %g(d) +0(1))Vol(G) sid < 2.
(2) El segundo componenete mds grande tiene una talla casi sequramente
de O(224).

log(d)

Prueba: Sea y < 1 una constante que satisface (1 — y)?d > 1+ /2 (por
ejemplo, escoge a y = 1 — d/4). Ordenamos los vértices de tal forma que
w; < ws < ... < wy. Sea ig el indice que denota al entero mas grande que

satisface:
Zwi > yVol(G) (1.5)
i>io
Supongamos que w;, > 2/y, utilizando la subgréfica H; inducida por los

ultimos n — ¢ vértices veremos, por el lema 1.5 que sus grados son mayores
a 2:

2 VOZ(G)
Vol(G)

Esta subgréfica inducida contiene una gréfica Erdos—Renyl G(n— 1o, n—2z0)
entonces ésta contiene un componente de ¢i(n — ig) vértices para alguna
constante cy.

Si suponemos que w;, < % consideramos la grafica inducida por los
primeros iy vértices, Hy. Por el lema 1.5, y (1.5) se tiene que el Vol(Hy) =
(1—y)*dn, entonces tiene grado promedio de al menos 1+ § 3 Atin maés, todos
los vértices de esta subgrafica estdn acotados por ¥ utlhzando el lema 1.6 se
concluye que tiene un componente gigante de medlda Calg Unico.

De definicién de grafica aleatoria con grados esperados dados se tiene que:

2
w; = w;Vol(Hy)wp > =Vol(Hy)p >
Y

max{w?} < sz Vol(G)

max{w?} < VOZ(G)
max{w;} < /Vol(Q)

Entonces H; y H, tienen al menos /n vértices. Utilizando el lema 1.4 se
concluye que G tiene al menos un componente gigante. Ahora demostraré la

21



unicidad del conponente gigante. Para eso supongamos que existen al menos
dos componentes gigantes Sy y So; entonces, por definicion, existen ¢y, co > 0
tal que:

Vol(S1) = e1Vol(G)
Vol(Ss) = coVol(G)

La probabilidad de que S7 y S; no estén conectados por una arista es a lo
mas:

—WuWyp — _ZuES JwE Sy WulWvp
Hu€S1,v€SQ € € ! 2

_ erol(S1)Vol(Sg)p

_ e—C1CQVOl(G)2p

_ e—ClCQVOl(G)
< efclcgn
< eC1c2 log(n)
— pac
Pero n=“¢ = o(1); entonces la probabilidad de que las componentes gigantes
estén conectadas es al menos 1- o(1); por lo tanto el componente gigante es
casi seguramente 1nico.

Ahora probaremos la primera parte de la afirmacion (1). Para eso supon-
gamos que ésta no se cumple, es decir, sea d > e, entonces el volumen de el

componente gigante es menor a (1 — \/Ld? + 0(1))Vol(G), por lo tanto existe

e<(1-— % +0(1)) tal que el volumen del comonente gigante G es:

Vol(G1) = eVol(G)

Podemos aplicar el teorema 1.1, entonces el volumen del componente gigante

es a lo més log(n) por lo tanto, existe al menos un vértice
1+log(d)—log(4)+2 log(lf? ’ )

con esperanza w mayor o igual al promedio:
Vol
S eVol(G) > ce‘/Ol(G)
log(n) log(n)

1+log(d)—log(4)+21log(1—e)
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Entonces

Ya que por la definicién de grafica aleatoria con grados esperados dados
méx{w?} < Vol(G).

Por lo tanto, la primera parte de (1) esta probada.

La otra parte de la afirmacién (1) también la probaré por contradiccion.
Suponga que 1 < d < e, entonces el volumen del componente gigante, G5 es
menor a (1 — %f(d) +0(1))Vol(G), es decir, existe € < 1 — %j’r(d) + o(1)
tal que

Vol(Gs) = €Vol(G)

log(n)

Por el teorema 1.2, el volumen del componente gigante es a lo mas T T Toa(d)—d"

Entonces existe al menos un vértice mayor o igual al promedio,

€Vol(G)  Vol(G)

= C.
— log(n) €
d—l—lfg(d)—ed log(n)

méx{w?} > Vol(G)!

por definicion de grafica aleatoria con grados esperados dados esta es una
contradiccién; por lo tanto (1) se cumple.
Ahora demostraré que el tamano del segundo componente mas grande es

O(féggg ), esto se sigue de los teoremas 1.1 y 1.2 ya que si d > e entonces; por
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el teorema 1.1 el segundo componente mas grande,G3, tiene a lo mas tamano
log(n) :
e T +1Og(§)_log( > es decir,
Vol(Gy) < log(n) _ log(n) : lolg(n) _ , log(n)
1+ log(d) —log(4)  log(d) +log(3)  llog(3)[log(d)  log(d)
Por lo tanto Vol(G3) = OGEEZ)))
Sid < e, por el teorema 1.2, se tiene que el componente mas grande tiene
tamano a lo mas:

logn
Vol(G3) < ————
oNGs) < T Jogd

Pero, para 1 < d < e, se tiene que

log(d)

4 N S S
034 < T =T " log()

<1

Por lo tanto; para M > 1 se tiene que

log(d)

——— <M
d—1—log(d) =

Entonces

VollGs) < o " 10a@ =~ Miog(a)

En conclusién, Vol(G3) = O(}?EEZ)) )

O

También probaremos algunos teoremas y lemas relacionados con las dis-

tancias y vecindades en G(w). Estos hechos seran ttiles para las pruebas de
teoremas propuestos mas adelante.

Lema 1.8. En una grifica aleatoria G en G(w) con una sucesion de grados
esperados W= (w1, ws, ...,w,) , para cualquier par fijo de vértices (u,v), la

distancia d(u,v) entre u y v es mayor que {%} con probabilidad de

Wy Wy

d(d—1)

—C

al menos 1 - e

Prueba: Sea k = (%) , de lo anterior se tiene que

k10g~(d) = log(Vol(G)) — ¢
log(d)* =log(Vol(G)) — ¢
d* = Vol(G)e™®

24



Por otro lado cualquier sucesion de vértices 7 = (u = vg, vy, ..., Vj_1,v; =
v); la probabilidad de que 7 no sea un camino de G es:

P(7 no sea un camino)= 1 - P(7 sea un camino)
pero tenemos que:

N _ 2 2
P(7 es un camino)= w,w;, pwi, Wi, p...wWs,_,Wyp = WyWpWy, - Wi, P
entonces

o)1 2 2 _ 1
P(7 no es un camino)=1 wywyw;, ...wj_ p’ donde p = Vol @)

Ahora tomemos en cuenta la desigualdad FKG que nos dice lo siguiente
(una prueba de esta desigualdad se puede encontrar en [5]):

Si A y B son eventos decrecientes entonces P(AN B) > P(A) P(B)

Lo anterior lo aplicamos a los eventos A= 7 no sea un camino de longitud
J v B= que la longitud de 7 sea menor o igual que k, evidentemente

P(d(u,v) > k)=P(AN B)
Pero
P(A)= Hil,...,z’j,l(l — wuwvw%...w?jilpj)
P(B)= [T}, (1 — wuwyw? .w? )

Entonces, por la desigualdad FGK se concluye que:

P(d(u,v) > k) > H H (1— wuwvwi...w?jilpj)

J=1i1,enij

—wauwe YNZL pI (T W)Y
—wawp((32; W?P)kil_l)/(zi "%'2/3_1)
—wuwye=¢/d(d—1)

Wy Wy
— ==——_€

d(d—1)

por la definicién de k el lema queda demostrado.

—C

(AVARN AV,
— o o o
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Lema 1.9. En una grdfica aleatoria G € G(w), para cualesquiera dos sub-
conguntos S y T de vértices, tenemos que:

Vol(I(S) N T) > (1 - 2e)Vol(S) Y22l

con probabilidad de al menos 1-e=¢ donde I'(S) = {v :v ~u € S y
v S}, yel Vol(S) satisface:

2cVols(T)Vol(G)
e2Vol3(T)

eVoly(T)Vol(G)
VOlg (T)

<Vol(S) < (1.6)

Prueba: Sea X la variable aleatoria que nos indica que un vértice v; € T
estd en I'(S), es decir,

X]:{l UjEF(S)
0 v; ¢ I(S)

Ademas sabemos que

PX;=1) =1—Il,es(1 = wiw;p)
Tomando en cuenta que N =| S |y C ={1,...,N}
1— H(l—wiwjp):l—l—i—wijwi— Z wkwlw]sz_i_
vies i=1 k€Ck#L

+ Z wkwlwmw?pB + ...+
kL meCk#l#m

+(=1)N Z wm...wanJNpN

n1,..,nNECN1#...F#ny
Entonces

1-— H (1 —wiwjp) = w;pVol(S) — Z wkwlw]?pQ +...+
vi€S kI€CkAL

+(=1)N Z Why - Wy Wi pN

ni,..,nNEC,N1#...£nN

Pero
Z wkwlw?f < Volg(S)w?p2
kIE€Ck#l
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y

3.3 N N N
Zk,l,meCk;él;ém WrWiWmW; p +..+(=1) Enl,,.,nNGC,nl;ﬁ...;énN Wry o Wy W P 2
0

por lo tanto,
P(X;=1)=1—-]],,es(l —wiw;p) > w;pVol(S) — ‘/01(5’)2<,<J2p2
Por el lema 1.3:

P(X > E(X)=X)=1-P(X <E(X)=)\)>1-e"/*

tomando a A = /2cVol(S)Vol3(T)p, se tiene que

—2cVol(S)Volg(T)p

PIX>FEX)-AN)>1—e 2w
donde
v >3 w(Vol(S)w,p) = Vol(S)p S, wd = Vol(S)pVols(T)
Entonces

P(X>E(X)—\)>1—¢ (1.7)

Por otro lado tenemos que

Vol(T ij (1.8)
Entonces
E(Vol(I'(S)NT)) = ;wj(l - ];[S(l — wiw;p))
> :Zij((wjpv‘lfol(S)) Vol(S)%w?p?)
= g(wjszOl(S) — Vol(S)’wip?)

= pVol(S)Voly(T) — Vol(S)*Vols(T)p* (1,9)

Por (1.7), (1.8) y (1.9) se tiene que con probabilidad de al menos 1 —e~¢
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Vol(D'(S)NT) = Z w; X; > Vol(S)Voly(T)p—Vol(S)Vols(T) p—/—2cVol(S)Vols(T)p

Vj er

(1.9)
Ademas, de la desigualdad de la izquierda de (1.7)

2cVols(T)Vol(G)
e2Voly(T')?
2cVols(T)Vol(S) < 2cVols(T)Vol(S)Vol(G) <
Voly(T)?Vol(S)? — Vols(T)?Vol(S)? -
V2V ols(T)Vol(S) < eVoly(T)Vol(S) (1.10)
Por la desigualdad de la derecha de la expresién (1.7)

< Vol(S)

Voly(T)Vol(G)

Vol(S) <e Vols(T)

Vols(T)Vol(S)? < eVoly(T)Vol(G)Vol(S)p?
< eVolaVol(S)p (1,12)

Sustituyendo (1.11) y (1.12) en (1.10)
Vol(T'(S)NT) > (1 —2e)Vol(S)Volo(T)p

O

Lema 1.10. Para cualesquiera dos subconjuntos ajenos Sy T de vértices con
Vol(S)Vol(T) > cVol(G), tenemos que:

Pr(d(S,T)>1)<e
donde d(S,T) denota la distancia entre S y T.

Prueba: Para cualesquiera vértices v; € S'y v; € T, la probabilidad de
que v;v; NO es una arista es

1 —ww;p
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Como las aristas se eligen de manera independiente

P(S,T)>1) = ] (1—ww)
UiESUjET
< erol(S)Vol(T)p

<e°
O

Lema 1.11. Suponga que G es una grdfica aleatoria sobre n vértices tal que
min{w,w;p} > Cl%("),con una constante ¢ < 2. G tiene grado promedio d
estrictamente mayor a 1. Entonces para cualquier vértice v fijo en el compo-
nente gigante, si T = o(/n), entonces existe un indice igc < coT. Y con una

probabilidad de al menos 1 - o(n™1), tenemos que
Vol(Tj,(u)) > 7
donde denotamos a I';(S) = I'(I';_1(S)) para i > 1 y I'1(S) = ['(9).

Prueba: Sea 1t = % donde M es una constante mayor a 1. Evidentemente

T= - o(v/n)
Por otro lado tomemos a k = |1 ] —1. Como u estd en el componente gigante,
Vol(T'x(u)) > 1. Existe un camino ug, ug, ..., ux que satisface la condicién de
que u; € I';(u) para 1 < j < k. Escribiremos vy = u.
Sea f(u;) una funcién que denota el nimero de vértices y, donde u;y es
una arista pero y no es ninguno de los ug, uy, ..., ux vértices.
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Calcularemos la probabilidad de que f(u;) < I como

T
d

Pr(f(u;) <3) < i (n - I; - 1) H H wysi p)(1 = wjieiy)

i, —k—l—1 1y

T
d

nt clog(n)y, o . 5w
SZ TE

s ||

(C log(n))l e,(n,k,lfl)cl%(n)
!

IN

=0

< (c log(n))ﬁe—(n—k—pg)cl%(n)

—
Il MRH
o

=|

(r103)

< (clog(n))ie 0= w elostn,

= o(n=")

Para cualquier € > 0 pequena- Las f(u;) son variables aleatorias independi-
entes. La probabilidad de que f(u;) <7 para 0 < j <k es a lo més

0((n—a+e)k+1) — 0<n—1)

si € es suficientemente pequeno.
Con probabilidad de al menos 1—o(n™!) existe un indice 1 < ig < k+1 <
7 que satisface que f(uy-1) > 7. Entonces Vol(I'y,(u)) > 7.
[

30



Capitulo 2

Teoremas relevantes para G(w)

Ahora propondremos el siguiente teorema; central en este capitulo.

Teorema 2.1. Para una grdfica aleatoria G con una sucesion de grados
esperados admisible (wy, ...,w,) la distancia promedio es casi sequramente

log(n)
(1 + O(l))m

Prueba: Del lema 1.7 sabemos que con una alta probabilidad el com-
ponente gigante de la grafica tiene un volumen de al menos O(Vol(G)). Del
mismo lema sabemos que las otras componentes tiene un volumen de a lo mas
O(ﬁiig; ). Como % es mucho menor a Vol(G) se concluye que la distancia
promedio estd determinada basicamente por el componente gigante.

Observamos que para cualquier vértice v en el componente gigante, apli-

cando el lema 1.11 con i < C’.e.ii% ; entonces I';, (u) satisface que
1
Vol(Ty (u)) > €280
log(d)

con probabilidad 1 — o(1).
Ahora utilizaremos el lema 1.9, conT = G, S = I';,(u) y ¢ = 2log(log(n)).
Esto es posible ya que, por ser GG admisible .
2cVol3Vol(G) < 2cd log(n) _ 4dlog(n)
e2Vol3(G)  ~ log(d)log(log(n))Voly(G)  log(d)Voly(G)
41 1
__doeln) _elog(n) _ i )
Vol(G)log(d)  log(d)
Siempre y cuando

Vol(Ty (u) < /. 22G)

< 6VOZ3<G) Vol(G)
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el lema 1.9 nos dice que

Vol(Ty, (u) > (1 — 26)d.280)

log(d)

v/ eV ol(G) log(d) 1

elog(n) )'210g((1—26)ai)

Cc

con probabilidad de 1 — e™°.

Aplicandolo i; veces con i; = log(

se tiene que

Vol(Ti i (1)) > €((1 - 26)d)" iiini — Vo[

con probabilidad 1 —i1e™¢ =1 — o(1).
Teniendo i + i1 = (1 + 0(1))%.
Por otro lado, sea v un vértice en el componente gigante; por un anélisis

anslogo existen enteros i) e i} que satisface que il + i, = (1 + (1)) ta]

log(d)
que Vol(L'y 1 (v)) = 1/cVol(G) con probabilidad 1 — o(1).

Por el lema 1.10, aplicado a los conjuntos I'jy1;, (u) v Ty 14 (v) se tiene
que con probabilidad 1 — o(1) existe un camino entre u y v con longitud
(1+ 0(1))%. Entonces, casi seguramente, la distancia promedio de una
grafica con una sucesién de grados esperados admisible es (1 + 0(1))%.

Corolario 2.1. Si np > ¢ > 1 para alguna constante ¢, entonces casi sequ-

ramente, la distancia promedio de G(n,p) es (1 + 0(1))11)0;((;2), proveyendo a
% se va a infinito como n — o0.
Prueba: Esto se sigue tomando a w; = np y U como el conjunto de

todos los vértices. Fs fdacil verificar que en el caso en el que w es admisible
el teorema 2.1 aplica.
O

Teorema 2.2. Para una grdfica aleatoria con una secesion de grados espe-

cialmente admisible (w1, ...,wy,) el didmetro es casi seguramente ©(log(n)/log(d)).

Prueba: Aplicando el lema 1.8, escogiendo a ¢ = elog(n), para una € > 0

fija, se tiene que con probabilidad de al menos 1 — %ne la distancia entre

u y v satisface que:

log(Vol(G)) — elog(n)
d(u,v) > log(d) (2.1)
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Pero Vol(G) = dn entonces log(Vol(G)) = log(d) + log(n). Como 1135((2)) =
o(1) se tiene que % = o(1) entonces log(d) = o(1)log(n). Por lo tanto
log(Vol(G)) = (1 + o(1)) log(n).

Sustituyendo lo anterior en (2.1)

d(u,v) > SHoW)logn) —elog(n) _ ) qy)loe(n

log(d) log(d)

ea, casi seguramente, la distancia promedio de

con probabilidad 1 — o

1),
G es al menos (14 o(1 ))1

J

Para la cota superior hacemos un analisis analogo al del teorema anterior;
lo inico que hay que verificar es la condicion de cota inferior para la aplicacion
del lema 1.9; esto se verifica ya que G es especialmente admisible
2cVol3Vol(G) < 2cMdlog(n) _ 4Mdlog(n)

e2Vol3(G)  ~ log(d)log(log(n))Voly(G)  log(d)Vols(G)
4M 1 1
__AMlogln) __clog(n) _ 1
Vol(G)log(d) ~ log(d) ~
Por lo tanto se tiene una cota superior, concluyendo que el didmetro es

log(n)
o log(d) )

O

Corolario 2.2. Sinp = ¢ > 1 para alguna constante c, entonces casi sequ-
ramenteel didmetro de G(n,p) es ©(log(n))

Prueba: Se sigue del teorema 2.2
OJ

Definicién 2.1. Para grdficas aleatorias con una sucesion de grados esper-
ados dados que satisfacen una distribucion libre de escala con exponente [3,
1

asumiré que los grados esperados son de la forma w; = ci” B=1 para © que
satisface que ig <1 < n + 1.

Por la definicion anterior:

n+ig n+ig n+ig n+ig n
1 1 1 1 B—1 ;-1
Vol(G)zg wizg ci ﬁflzcg i R i R i R n AT
io 0 =2

=10 1=10 =10

Entonces:
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Vol(G) 05—17{&

d = YoUG)  ob=L

n £—2
Por lo tanto 52
c=2 " Zanr
5—1
También sabemos que:
wio =1m

(2.3)

donde m es el grado esperado maximo e 7 es el vértice donde se comienza

el conteo. Entonces: )

—5=7

— i P
m = cig

Sustituyendo (2.3) en (2.4) :

—9 1

6—1
—5= mpB—-1 __1
iy ” “ag_2" "
iﬁ:ig 1
0

mp—1
o dB—2,,
ZO_(Eﬂ) n

(2.4)

(2.5)

Por lo tanto, ¢ depende del grado promedio e 7y depende del grado méximo

esperado m. 3
Ahora calcularemos a d si § > 3. Por definicion:

n+1ig n+1ig n+1ig

Volo(G) =Y w?= Y imi =2y i

1=10 =10 =10

g Vou(G) ST o2 o
Vol(G) — B=l,l-a= B3

(2.6)



(5 —2) 1 (8 —2)°

= dn -1 = d 2.7
G-1(3-3) G-1(-3) 27)
Si B = 3 se tiene que:
n+ig n—+ig n+ig n+io 1 n+1 1
Voly(G Zw =c Zzﬂl—c Zz Nc/ —,:cz/ ~ = ALn(n+1)
1=10 1=10 1=1i0 v 1 ¢
Entonces:
- Voly(G) _ 2Ln(n +1) ¢ 1dn:
d= = —1L 1) = L 1
1 1 2m 1 B 1 2m , 1 d

Si 2 < 8 < 3 se encuentra que

n+ig n+ig
S A 26 —1 ., 2
Voly (G Ew—cgzﬂlfvc i F1xc i Pl =c"——n B-1
0 3-p

i=ig i=ig

Entonces
 Vel(@) @ g 2
d — VO 2<G) /B 3 - — Cﬁ n—% _ (/8 ) d (29)
Vol(G) C’B—:;nl_f1 -8 (3-0)(B-1)
En conclusion (52
—92)2
| mheed, p>3
d= %d(g,n(:%(zg +gm)) B=3
-2
TR 2<f<3

De lo anterior podemos concluir que las graficas libres de escala con expo-
nentes (5 en cada uno de los casos de la ecuacion anterior son diferentes entre
si.

El desarrollo que acabamos de hacer nos da pie a la demostraciéon de otro
de los teoremas centrales de este trabajo.

Teorema 2.3. Para una grdfica libre de escala con exponente > 3 y grado
promedio d estrictamente mayor a 1, casi sequramente la distancia promedio
es (1+ 0(1))10%3)) y el didmetro es @(log( ).
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Prueba: Basta demostrar que este tipo de graficas son admisibles y es-
pecialmente admisibles y aplicar los teoremas 2.1 y 2.2.

Primero demostraremos que este tipo de gréficas cumplen la propiedad i)
de la definicién de gréafica admisible.

P.D. log(d) = o(log(n))

j_ _(B=2? _ (B-2) —g7
Se sabe que d = 0063 ~ Caa" 7

-2
logcg73

. _1 .
Sin>e 71 se tiene que:

=2 8

log(c) 3—3 1 5—2
log(n) > loge E+% _ %
(e + 3 i 1) log(n) > log(c)g ::23
elog(n) > log(c)g : § -3 i : log(n)
¢log(n) > 1095(6)6 — 2t = log(d)

g—3
Por lo tanto log(d) = o(log(n)).
Ahora demostraremos la propiedad i’) para este tipo de gréficas.

P.D. log(d) = O(log(d))
Sabemos que

. _ 9\2
PR
(B—=1)(B-3)
Entonces
7 (8 —2)? (8—2)°
logd =lo d=lo + log(d
s =18l -9 = G —nE—g) T
Pero —%~2" _ o5 una funcién continua bien definida en [4,00) y lim (522
(B-1)(B-3) ) O0) Y I 00 [5T)(5=3)

1, por lo tanto, por la regla de L’Hopital, se tiene que % estd acotada.

Supongamos que ¢q es la cota, entonces:

(8 —2)

log((ﬁ D= 3)) + log(d) < log(co) + log(d)
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Como log(d) es una funcién continua y el lim, ., log(z) = oo se puede
afirmar que existe dy tal que si d > dy se tiene que log(cy) < log(d), por lo
tanto:

log(co) + log(d) < 2log(d)

Por lo tanto

log(d) < 2log(d)

Concluimos que log(d) = O(log(d)). Falta demostrar la propiedad ii) para
este tipo de graficas.

P.D. Para alguna constante ¢ > 0, todos, excepto o(n) vértices tienen un
grado esperado que satisface w; > . Como

Wi = i iy < i < m4 g
-1
min{w;} = ¢(n +ig)#F1
1
sid =c(n+ip)FT

se cumple que
w; > ¢ para todo ig <1 < n + 1

otra parte de la propiedad ii) que debemos demostrar es la siguiente

P.D. El grado promedio esperado es de la forma d > 1+ ¢

Pero esto se cumple por hipétesis.

Sélo resta desmostrar la existencia de un conjunto U de vértices que
cumplen las propiedades iii) y iii’). Para eso consideraremos un conjunto U,
que consiste en todos los vértices con peso menor o igual a d%y donde y es
un numero fijo. Antes de verificar las propiedades iii) y iii’) desarrollaremos
algunas expresiones. Primero calcularemos el Voly(U,) para eso necesitamos
determinar el indice en el que el peso es igual a d%y.

=2
w; dﬁ—l

1 —2
lzd%

6—1 —1
1 1y

1P-1 =nf-ly

i :ny—(ﬁ—l)



Por lo tanto

n n n )
2
Voly(Uy) = E wl=c? g iR / it =
n

—ny—(8-1) —(8-1) y~ D
i=ny ny
_ 2P N L _ (8—-2)° pe %5 —1 525 (,—(B—1)\1—
~5=s e TEonEogt " g W)
2 2
B2 pp B=2" -9 _

‘%6—295§>” (-1 -3
— 2 _ n(l — ¢y~ B-3).
BRCENICED R

Ahora calcularemos a Vol3(Uy) si > 4

Vols(U) = Y. wi= Y diriw

i:ny*(ﬁ*” i:ny*(ﬁ*l)
n
3 sB—14 3 .,
~C =C ot ey =
—(5-1) B—4 "
ny

2
_ (B —2) 3 %ﬁ - 1(n1_% . nl—i —(ﬁ—2)(1—%)

Oy - :
_ - 3(1 — o~ (B4
DS LR R

Si f = 4 se tiene que:
n n n 1
Vols(U,) = Z w=¢c Z it 03/ - =
T'Ly7<ﬁ71) ny7(3*1> n
= cSLm'|Zy_(5_1) = 2—7d3nLny3

Si 3 < [ < 4 se tiene el mismo resultado que para [ > 3; excepto que
en lugar de poner (§ — 4) se reemplaza por (4 — (3); es decir,

Voh(Uy) = _<51 )—2(?_ (1 o7
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Por lo tanto concluimos que

(8-2)° —(B-4
ol -y ") p>4
Vol(Uy) = { d*nLn(y®) B=4 (2.10)
(8-2)° —(4—
& ey (4=A)) 3<f<4
Ahora consideraremos tres casos para demostrar las propiedades iii) o iii’).
Caso 1: § > 4. Escogemos a y = ni y U = U,, entonces

= d? (5_2)2 n 0 = 0 10)
Volo(U) = & (5 (1 +o(1) = (1 +~ (1))Vola(G)

9 log(d)
Entonces la sucesion de grados libre de escala es admisible y especialmente
admisible.

Caso 2: f = 4. Para probar que la sucesién es admisible escogemos a
log(n)
y=-eV Tes@iosios . Entonces U = U, satisface que

Vols(U)
VOZQ (U)

= (1+4+o0(1))d

Volo(U) = —B =2 1 4 o(1)) = (1 + o(1))Vola(G)

(B —=1)(8—3) )
Vols(U) 5 2 ) _, d  log(n)
Volo(U) (1+o(1)dglog(y) <zog(d) loglog(n)

Entonces, la sucesion de grados libre de escala con § = 4 es admisible.
Para probar la condicién de admisibilidad especial escogemos a y = 4.
Entonces U = U, satisface que

_p =221
Voly(U) =d G103 (1 =7 +o(1))

= (Z +0(1))Voly(G)

~ dVoli(G).

Vola(U) .
Volo(U) (1+ 0(1))d§d10g(4)
d
~ Y@



Como el grado promedio estd acotado superiormente por una constante se
concluye que la sucesion es especialmente admisible.
Caso 3: 3 < B < 4. Para probar que la sucesiéon es admisible escogemos a
log(n) . Entonces, U = U, satisface que

Y= Tog(d) log{log(n))
(F =2+ o(1)

Voly(U) = d? n=(1+0(1))Voly(G)

(B—=1)(B-3)
Vols(U) _ o (B=2)(B=3) 1/u-p
vow) T GET A
_o(—L
log(d)

Por lo tanto, la sucesion es admisible.
Para probar la condicién de ser especialmente admisible escogemos a y =

(8 — 2)<5i3>. Entonces U = U, satisface que

_ (8 —2) 1
Veb(U) =G5 - Eogr oW
= (d+ o(1))Vol(G)
Volz3(U) (B=2)B=3) 1/up
von@) MG
d
= oe@”
Entonces la sucesion es especialmente admisible y la prueba esta completa.

O
El siguiente teorema es el ultimo que demostraremos en este capitulo, éste
y el anterior son fundamentales para llegar a las conclusiones del capitulo 4.

Definicién 2.2. FEl nicleo de una grdfica aleatoria libre de escala con expo-
nente 3 es el conjunto S; tal que

St = {U,;sz- >t = nm}
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Teorema 2.4. Suponga que una grafica aleatoria libre de escala con expo-
nente 3 tiene grado promedio mayor estricto que 1 y un grado mdximo m
que satisface que o(log(m)) = log(n)/log(log(n)). Si 2 < < 3, casi sequ-
ramente el didmetro es ©(log(n)) y la distancia promedio es a lo mds del
O(log(log(n))).
Para el caso en el que f = 3, la grdfica aleatoria libre de escala tiene
diametro casi seqguramente de O(log(n)) y la distancia promedio es ©(log(n)/ log(log(m))).

Prueba: Para demostrar el teorema para el caso en el que 2 < g < 3
probaremos una serie de afirmaciones.

Afirmacién 2.1. El didmetro del nicleo es casi sequramente del O(log(log(n)))

Lo anterior se sigue del hecho de que el ntcleo contiene una grafica Erdos-
Renyi G(n/,p) donde n’ = ct?~nyp= V%?G), esto ultimo ya que
wiw; +2

Dij = Ve 2 Vo) = P

De [2] la subgrafica es casi seguramente conexa. Usando un resultado en [25]

el diametro de la subgrafica es a lo mas 1L°gg(;n,) Pero
log(n/)  log(ent®™t) log(ctﬂ_l) +log(n)  log(ct”') +log(n)
log(pn’) log(#z(c)ctﬁ—ln) log(£- g;) (8 — 3) log(t) + log(5ia)
log(ct?~1) + log(n) log(ct?~1) log(n)
(8 — 3)log(t) og(n) (8 —3)log(t)
Pero tenemos que % = o(1) entonces el didmetro de la grafica G(n/, p)

esta acotado por

DG, p)) < (1+ o(1))(5 %0,

Ademss, para k > (14 o(1))(++ %) se tiene que

(1 + 0( ))( (ﬁ ! 3)) 10g(llo(;g(n)

(n)
log(log

41



1 log(n)
(8 —3) log(log(n)

D(G(n',p)) < (1 +o(1))(

(14 o(1))(

Afirmacién 2.2. Casi todos los vértices con grado al menos log(n) estdin
casi sequramente dentro de una distancia de O(log(log(n))) del nicleo

Para ver lo anterior, comenzamos con un vértice uy con grado esperado

wo > log(n). Aplicamos el lema 1.10 con S = ug, T = u; y ¢ = ‘1/05((72) donde ug

es el vértice con grado esperado wg y u; es el vértice con grado esperado wy >

1 — . 4 .
(10;’&))@*2)5 (s es una constante que definiremos més adelante), concluimos

que con probabilidad de al menos 1 —e™¢ ug es vecino de u;. Repitiendo este
proceso encontramos un camino g, , ..., s teniendo a u, como el vértice

wo

log(n))ﬁ con probabilidad de al menos (1 — e ¢)* donde s

1

es una constante que satisface que log(wg) > loglz’i(g’&)) > log(log&))(ﬂ?*)ﬂ

Ahora sélo falta probar que s = O(log(log(n))). Lo anterior se deriva del
hecho que

con grado ws > (

log(n) o -
togliog(n)) — % iog(m) T

log(n) 1 wo 1
ogllog(m) = (=2 2 iogtm)) = 52y
log(n) I
og(log(n) ~ \(5—2)’

log(log(n) — log(log(10g(n))) > slog( )

Vv

)

Pero log(log(n)) > log(log(n)) — log(log(log(n))); por lo tanto

log(log(n)) > slog( ( )

p-2)
M log(log(n)) > s

donde M = (log(ﬁ))fl-
Concluimos que s = O(log(log(n)))
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Afirmacion 2.3. Para vada vértice u en el componente gigante, con prob-

abilidad 1 — o(1), v estd dentro de una distancia de O(log(log(n))) de
vértice de grado al menos log(n)

un

Para probar la afirmacién anterior notamos que de (1.15) y de la definicién
de grado esperado en una grafica aleatoria libre de escala se concluye que el

(8-2)
(B-1)

grado esperado minimo w,,;, = d cond > 1.

Sea S la i-ésima vecindad de u, y sea T' = (Wpin, @) el conjunto de vértices
con pesos entre Wy, v aWmin donde a es una constante que sera escogida mas

tarde (es una constante relativamente grande).

Tenemos
AWmin AWmin is )
Vol(T Z w N/ wdw = c/ 1 B-Ddi
donde Zl = (g(g:; )(6_1) e Zf (di ,B_ g)(ﬁ 1)
Entonces
Bl G G, _ B=1 c(B-1),, cB-1
Vol(T) m o 0= )i il ) = L2 (LT Dyme (C00
p-2 (6—2)"ad (B —2) d(p—2)

1

= dn71((a 'nF- 1)/3 2_pi1) =dn(a®f - 1)

Por otro lado

AWmin

AWmin if -1 -3
Volo(T Z w N/ widw = 02/ iTFdi = 62(§ 3)2'%37—? o

Wmin

R = S = NVl NN Gl c(B-1)""
=G i) =G =) - Gy )
_(ﬁ 2) 2—ﬁ_ 1%15_3_%1;:
— _ -8
“G-ap-n Y
Por ultimo
Vols(T a:inw R /w::m Widw = 3 /ij i_%di = 3(2 : i)w—?‘;f
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_035 1 i%—iﬁ 2035_1 i(ﬁ_1>,8—4__ B—4
—(;5;)4)(]” ﬁz 1) (5—4)((ad(5—2)> (d(ﬁ—2)) )
— 3., T a 1nﬁ11 5_4—n%

wzgpiﬁ (Pl )
_ - Sp(adf —
RRCER R
Para poder aplicar el lema 1.9 el Vol(I'(S)) debe satisfacer
Vol(T(S)) > %xgg; Vol(G)
_2, (B-2n s B=2 0 B a2 (B-3)%B—1)
:_C( (B_ ) (aﬂ—4_1))((6_ ) (6_ ) (a3—ﬂ_1)2))

<\ F-1PE-1) (5 -2
2 (B3P (@P-1) 2 (B-3
cE-2E-H@7-1)" cF-29(B-1

y

VOlQ(T)
Vel(T(s)) < e

B2 (B 13- 1)

= EonE " D e 1)

(BB @ -1)  (-1D(E-4)
G-2(6-3)" @7 -1) " B-2(F-3)d

Las dos ecuaciones anteriores son faciles de satisfacer escogiendo valores
apropiados de a, ¢ y e. Por ejemplo a = ¢ = logloglog(n) y € = . Sea
T = logloglog(n), aplicando el lema 1.11 existe ¢q e iy < co7 tal que

Vol(Ty,(u)) > 7

con probabilidad 1 — o(n™') = 1 — o(1). Por el lema 1.9 con probabilidad
l—e*“=1- 7, €l volumen de I';(u) para i > ig crecera a razon de

dn’ " 2(8—1)(B - 3)

si I';(u) tiene un volumen no muy grande, entonces, después de a lo mas

VoloT) 1. (5-2)
29 =~ DG —am -

d*n(a®>P—1))( (a*7)
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2loglog(n)
(3—PB)log(a)
de al menos log?(n).
Aplicando el lema 1.10 esto implica que con un paso adicional podemos
llegar a un vértice con grado al menos de log(n) con probabilidad de al menos

1 — e~ 18°(™ E] ndmero total de pasos es

= o(loglog(n)) pasos llegaremos a un vértice con grado esperado

¢oT + o(log(log(n))) + 1 = o(log(log(n)))

La probabilidad de que u no esté conectado por un camino de longitud
o(log(log(n))) a un vértice con grado al menos de log(n) es

N
log(log(n))

Afirmacion 2.4. Para cada vértice u en el componente gigante, con proba-
bilidad de 1 —o(1), u estd dentro de una distancia del O(log(n)) de un vértice
con grado al menos del O(log(n)). Entonces, con probabilidad de 1 — o(1), el
diametro es ©(log(n)).

o(1) + o(log(log(n))) +em B ) = (1)

Para probar lo anterior hacemos un procedimiento analogo a la demostracion

de la afirmacién pasada. Aplicamos el lema 1.10 escogiendo a a = 100,
3
¢ =3log(n), e=1y7= (96)(%1005_2 log(n)). Con el mismo ar-

gumento concluimos que la probabilidad de que v no esté conectado por un
camino de longitud del O(log(n)) a un vértice de grado O(log(n)) es

cot? + O(log(log(n)))e 2108™ 4 o= log*(n) — o(=)
El niimero total de pasos es a lo mas

coT + O(log(log(n))) + 1 = O(log(n))

Por lo tanto, con probabilidad 1 — o(n™?) se cumple la primera parte de la
afirmacién.

De la primera parte de la afirmacién hemos derivado una cota superior
para el didmetro de la grafica; O(log(n)).

Ahora estableceremos una cota inferior de orden de log(n). Recordemos
(8-2).
(6-1)’

Existen (1— (%)5 ~1n de estos vértices. Para cada vértice u, la probabilidad

que Wpin = d consideraremos todos los vértices con grado menor a d.
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de que u tenga un tnico vecino con peso menor a d es:

Zwv<d WyWy P H(l — Wywjp)

J#v
~ wy, Vol (S (Wmin, %))pe”“
~ (1= (=) D™

Note que la probabilidad anterior es mas grande que una constante e. En-
tonces con probabilidad e.log(n) encontramos un camino de longitud log(n)
contenido en S(Win, (%)) Por lo tanto, el didmetro de la grafica aleatoria
G propuesta en el teorema es O(log(n)).

Combinando la afirmaciones 1, 2, y 3 derivamos una cota superior para
la distancia promedio del O(log(log(n))), por lo que el primer parrafo del
teorema queda demostrado. (Se encuentra una mejor cota superior para la
distancia promedio en [26] donde se hace un analisis mucho més cuidadoso y

se concluye que tal cota es (2 + 0(1))%)_
B—2

Ahora demostraremos el teorema para el caso en el que 5 = 3.
Sea T el conjunto de vértices con pesos menores a t. Entonces tenemos
que



Entonces, para que se satisfaga el lema 1.9 se tiene que

2V ols(T)Vol(G)  2¢"E(t — Dnd  2¢(% —1)
€2V ol3(T) ~ 62(7“1 log(%) ) ~ 621092(%)

Ahora tomaremos en cuenta la siguiente afirmacion que es una consecuencia
inmediata del lema 1.9

Afirmacion 2.5. Suponga que una grafica aleatoria lz’bre de escala con expo-
nente = 3 tiene grado promedio d. Para cualquier e < , ¢ >0, y cualquier

;
conjunto de vértices S que satisface que Vol(S) > fgl ;l 7y Y Vol(S) < ns,

satisface que

Vol(I'(S)) > (1 — 26)dlog( YWol(S)

d
con probabilidad de al menos 1 — e~ ¢

Afirmacion 2.6. Para un vértice u en el componente gigante, con probabi-
lidad de al menos 1 — m, el volumen de T';,(u) es al menos log®(log(n))

para alguna i; = O(log®(log(n)).

Para probar lo anterior usamos el lema 1.11 con la eleccion de 7 =

log®(log(n)). Entonces, con probabilidad de al menos 1— m existe una con-

stante C'y un indice iy que satisface que ig < C'log®(log(n)) y Vol (T, (u)) >
tog® (log (1))

Afirmacién 2.7. Con probabilidad de al menos 1—0(@), un subconjunto
S con Vol(S) > log®(log(n)) tiene Vol(Ty(S)) > m sii > %
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Para demostrar la afirmacion anterior aplicamos la afirmacién 1.5 repeti-
damente. En cada paso escogemos a ¢ = log®log(n), € = m yt=

2. 2. . . .
dZ—fl log?($%) donde a; se define recursivamente como sigue. Primero defin-

2c

imos a ap > log’(log(n)). Para i > 1 definimos a a;+1 = 15a;log(a;). Ve-
mos que a;; > a; y a; > log®(log(n)). Probaremos por induccién que
Vol(I';(S)) > a;. Por la afirmacién 1.6 se vale para ¢ = 0. Suponga que

se vale para i. Verificamos las condiciones de la afirmacién 1.5

z _ a logQ(%)
e T 2c (log(S%) + 2log(log(5%)))2
- ea;
- 2c
_ EVol(l'y(S))
- 2¢c

Entonces podemos aplicar la afirmacién 1.5

d, 2t
Vol(Ti41(S)) > (1 — 26)a,§log(5)
d
> " al .
> Tg%ilos(a:)
= Gjq1

10e

Ahora probaremos de manera inductiva que a;,1 > (i + s)""* para s = e’d .
Asumiremos que ay = log®(log(n)) > s° ya que s estd acotada. Para i + 1,

tenemos

Qi1 = 1_Oai log(a)

d )
> 1—0(@ + 8)""(i + s) log(i + s)

, d
~ (2 + 1 + S)Z+1+81—O€ 10g(l + S)

> (Z + 1 + S)i+1+s

log(mn)

Entonces hemos probado que a; > (i+s)""*. Sea i =

s=(1+ 0(1))%. Entonces

,L' + S)H—S
m

a; =
>
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Afirmacién 2.8. Con probabilidad de al menos 1 — o(m), un subcon-

gunto S con Vol(S) > m satisface que Vol(I';(S)) > +/nlog(n) si i >
(1+0(1))(og(v/n)—log(m))
log(§ log(m))

Aplicaremos la afirmacion 1.5 escogiendo a ¢ = log®(log(n)), € = m
y t = m. Las condiciones para poder aplicar la afirmacién 1.5 son verificadas
a continuacion

Vol(S) >m
2c 277"
€2 log(zjm)

Aqui usaremos el hecho de que m > n°. Con probabilidad 1 — O(m)

el volumen de T';(S) crece a razén de (1 — 2¢)d como i se incrementa. La
afirmaciéon queda probada.

Por el lema 1.10, casi seguramente la distancia entre dos conjuntos con
peso mayor a /nlog(n) es a lo més 1. De las afirmaciones 1.5, 1.6, 1.7 y
1.8, casi seguramente la distancia entre dos vértices u y v en el componente
gigante serd

2(0(log® (log(n)))) + (1 + o<1>>%+
(L o) log(y/7) — log(m) _ logln)
log(g log(m)) log(log(m))

Hemos demostrado una parte del caso § = 3.
Ahora derivaremos la cota superior para el didmetro, necesitaremos las
siguientes afirmaciones.

Afirmacion 2.9. Para cualquier vértice u en el componente gigante, con
probabilidad de al menos 1— =5, el volumen de T';,(u) es al menos de 8¢*log(n)

para alguna io = O(log(n)).

Escogemos a 7 = 8etlog(n) y aplicamos el lema 1.11. Entonces existe
una constante C' y un indice ig < 8Ce*log(n) y Vol(T;,) > 8e*log(n) con
probabilidad de al menos 1 —n=3
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Afirmacién 2.10. Con probabilidad de al menos 1 — n™=3, cualquier sub-
conjunto S con Vol(S) > 8e*log(n) satisface que Vol;(S) > y/nlog(n) si

. log(n)
v > 21§g(d)'

Para probar la afirmacién 1.5 escogiendo a ¢ = 4log(n), € = i yt= 5~
Notamos que

2

2c qd

4
glogz(%) = 8e¢" log(n)

4

Por la afirmacién 1.5 con probabilidad 1 — n~* en cada paso, el volumen de

la i-ésima vecindad de S crece a razon de
d 2t
1 —2¢)=log(—)=d
(1 - 295 log(5)
si el volumen de I';(S) es O(y/n). La afirmacién estd probada.
Por las afirmaciones anteriores, con probabilidad de al menos 1 — }1, para
cada par de vértices u y v en el componente gigante , la distancia entre u y

v es a lo mas
log(n)
2log(d)
La cota inferior para el didmetro se calcula de manera idéntica que para
el caso 2 < 8 < 3.
Por lo tanto, cuando = 3 el didmetro es del O(log(n)).
El teorema esta probado.

2(O(log(n)) + )+ 1= 0(log(n))
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Capitulo 3

Graficas locales

Este capitulo es breve ya que solo se define el concepto de grafica local.
No por la brevedad es menos importante ya que estas definiciones y teore-
ma aqui demostrado seran de suma importancia para definir y entender el
concepto de gréfica hibrida.

Definicién 3.1. Una grdfica local es altamente conexa. Para ser precisos,
usaré dos parametros para describir la conectividad local. Para cualesquiera
dos enteros fijos k > 2 y 1l > 2, una grdfica L es llamada localmente (k,1)-
conexa st para cualquier arista uv, existe al menos | caminos ajenos por
aristas (es decir, ningiun par de caminos tienen una arista en comin) con
longitud a lo mds k que unen a u y a v (incluyendo la arista uv).

Por definicién, la union de dos graficas localmente (k, 1)-conexas es local-
mente (k,l)-conexa. La maxima subgrafica (k,[)-conexa, H, es la union de
todas las subgraficas localmente (k, [)-conexas de GG. Entonces, para cualquier
grafica (G, la maxima subgrafica localmente conexa es tnica. Remarco que
una gréfica (k,[)-conexa no necesariamente es conexa. Por ejemplo, la unién
disjunta de dos graficas (k,1)-conexa es todavia (k,[)-conexa.

Ahora mostraremos un algoritmo simple para encontrar la maxima sub-
grafica localmente (k,[)-conexa.

Algoritmo(k,[):

Para cada arista e = uwv, checar si hay [ caminos disjuntos por aristas con
longitud a lo més k£ que unen a v y v en la grafica G. Si no, elimina la arista
e de GG. Se sigue con este procedimiento hasta que ningin arista tenga que
ser removido.
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Teorema 3.1. Para cualquier grdfica G, el algoritmo(k,l), encuentra la inica
subgrdfica mdzima localmente (k,l)-conexa sin importar el orden en que se
escogieron las aristas.

Prueba: Sea H' una grafica producto del algoritmo (k,[), donde el orden
de las aristas que se fue removiendo es arbitrario. Supongamos que ésta es
maxima, entonces es suficiente mostrar que H = H'.

Sea G = Hy D Hy D Hy D ... D H, = H' la sucesién de las subgréficas
intermedias que produce en cada paso el algoritmo (k, ). Probaré que H C H;
para todo ¢ = 0,1,2, ..., por induccién sobre ¢. Es facil verlo para ¢ = 0 ya
que H C Hy = G. Ahora supondremos que H C H;. Parai+1, sea e; 11 = uv,
la arista que se remueve en el paso 7 + 1. Es suficiente mostrar que uv no
es una arista de H. De otra manera hay [ caminos disjuntos de H uniendo
auyv. Como H C H;, existen caminos en H que también son caminos en
H;. De acuerdo con el algoritmo, este no puede ser removido, lo cual es una
contradiccion. Entonces, tenemos que H C H;,1 y H C H, = H'.

En la otra direccién, como H’ es localmente (k,[)-conexa, tenemos que
H' C H. H es la méxima gréfica con esta propiedad. La prueba estd completa.

OJ
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Capitulo 4

Graficas hibridas libres de
escala

4.1. El modelo de grafica hibrida libre de es-
cala

Si una gréfica es libre de escala, entonces el grado promedio y la conectivi-
dad (es decir, la distribucién de sus componentes conexas) estaran comple-
tamente determinadas por el exponente de la ley de potencia . Sin embargo,
para la mayoria de las graficas reales, la ley de potencia se sigue sélo para
cierto rango de grados, a saber, para grados que no son muy pequenos y no
muy grandes. Consideraremos el siguiente modelo con la condicién de que la
mayoria de los ejemplos de graficas masivas satisfacen una ley de potencias
con exponente 3 > 2

Modelo M(n,3,d, m) donde

en es el nimero de vértices,

o3 > 2 es la potencia de la ley de potencia,

od cs el grado promedio esperado,

em es el grado esperado maximo (o la cota superior para el rango de
grados que obedecen la ley de potencia) y m? = o(nd).

Consideraremos, como ya lo hicimos en el capitulo 2, que el vértice i —
19 + 1, v;, tiene grado esperado:

1

w; =ci B-1

para ig < 7 < n + 1. Donde, como vimos en el capitulo 2, ¢ depende de
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el grado promedio d e iy depende del méaximo grado esperado m. Es facil ver
que el nimero de vértices de grado esperado dado entre k y k+1 es del orden
de ¢k=? donde ¢ = ¢?}(3 — 1) como se requiere para la ley de potencias.
Consideraremos las siguientes expresiones que ya demostré en el capitulo 2:

Por otro lado, sea f(z) = 8=2dx"#-1. Los grados esperados (o pesos) son

También se considerard un modelo alternativo M'(n, 3,d, m), en el cual
a cada vértice x se le asigna un peso f(y), donde y es un nimero real que se
escoge de manera uniforme del rango (ig,n). Se puede demostrar ficilmente
que los dos modelos son equivalentes (para ig < n) en el sentido de que cada
propiedad que se vale para una gréafica aleatoria en M casi seguramente se
vale para la misma grafica en M’ y viceversa.

Una grafica hibrida consiste en dos partes, una grafica global y una grafica
local. El conjunto de aristas de una grafica hibrida es la uniéon ajena de
conjuntos de aristas de la gréafica global y de la grafica local. El conjunto de
nodos se comparte entre las dos graficas. Los parametros relacionados son:

o3, el exponente de la ley de potencia.

od, el grado promedio

em, el grado esperado maximo (o la cota superior del rango de grados
que obedecen la ley de potencias)

o/ la grafica local.

Es importante tomar en cuenta que para una grafica dada, todos los
pardametros son sencillos de calcular y estimar. Entonces, es muy facil cons-
truir una simulacion de una grafica con los parametros dados.

La grafica hibrida H(n,5,d,m, L):

La gréfica local L es localmente (k,[)-conexa con grados acotados. El
vértice v; de H tiene peso w; donde wy, ws, ..., w,, satisfacen una distribucion
de ley de potencias con exponente > 2 usando el modelo M’'(n,3,d, m).
También se asumira que d > 1.

Para cualesquiera dos puntos u y v, la probabilidad de que exista una
arista entre ellos se denota por p(u,v), que se define como

1 si uv es una arista de L
pu,v) =

WyWyp €N otro caso

o4



Se vera que la grafica local es fuerte en el sentido de que puede ser extraida
y recuperada de la gréfica hibrida casi en su totalidad.

Teorema 4.1. Para cualesquiera constantes fijas M,k > 2, yl > 3, suponga
que L es una grdfica (k,l)-conexa con grados acotados por M. Sea L' una
subgrdfica mdzima (k,l)-conexa en la grdfica hibrida H(n, 5,d,m, L) con m =
o(n2~1). Entonces L' satisface que:

1) L C L'. El nimero esperado de aristas en L'\L es pequeo, es decir,
e(L') —e(L) = O(m).

2) El grado de los vértices en L estdan casi sequramente acotado por arriba
por M + f%} — 1.

3) El diametro D(L") de L' es a lo mas D(L).

Prueba: De las definiciones concluimos que L C L'. Para demostrar
la propiedad 1) consideraremos aristas en L' que no estdn en L, a éstas
las llamaremos aristas sobrevivientes. Llamaremos a la distancia entre dos
vértices en L la distancia local, denotada por dy. La vecindad de un vértice
en L se le llama vecindad local. La i-ésima vecindad de v consiste en todos
los vértices dentro de una distancia local no mayor a i de v.

Ahora probaremos el siguiente enunciado para probar facilmente 1).

Casi seqguramente todas las aristas sobrevivientes uv tienen vértices ex-
tremos con distancias locales dp(u,v) a lo mds k.

Para probar lo anterior supongamos lo contrario, es decir, que v y v son
dos vértices con d(u,v) > k, entonces cualquier trayectoria de longitud a lo
mas k en L' de u a v tiene que contener al menos una arista sobreviviente
(si esto no ocurriera entonces dr(u,v) = k). Como esta arista uv sobrevive
después de que el algoritmo termind, existen al menos [ aristas en L’ de la
1-ésima vecindad local de u a la j-ésima vecindad local de v, coni+j = k—1.
Como los grados locales estan acotados por M, el nimero de vértices en la
1-ésima vecindad local de u es a lo mas

4 Mt )

s i

; M* = <2M
De manera similar, el nimero de vértices en la j-ésima vecindad local de v
es a lo mds 2M7. Hay a lo mds 2Mx2Mj = 4Mk — 1 pares de tales vértices.
Para cada par la probabilidad de ser escogidos aleatoriamente para la grafica
hibrida es menor o igual a m?p. Entonces la probabilidad de que uv sobreviva
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es a lo mas -
(")t = o)
[ n?
Esta probabilidad es muy pequena, por lo tanto, casi seguramente, todas las
aristas que sobreviven tienen dr(u,v) < k.

Por lo tanto la proposiciéon es cierta.

Ahora consideraremos el nimero esperado de aristas sobrevivientes, las
cuales tienen puntos extremos con distancias locales en L a lo mas k. Es-
cogemos un vértice u. Hay a lo mas 2M* vértices con distancia local a lo
mas k de u. El nimero esperado de aristas sobrevivientes uv es a lo mas
>wen 2MFw,mp = 2MFm = O(m).

Como los vértices en L tienen grado a los mas M; para calcular la cota
superior de los grados de los vértices en L’ se tiene que primero calcular
la cota superior de el grado de un vértice que es extremo de una arista
sobreviviente. Supongamos que tal vértice es u y calcularemos el niimero de
aristas uv sobrevivientes. Como seguramente v estd a una distancia local de
u de a lo més k (quitando la arista uv), existen a lo mas 2M* v’s posibles.
La probabilidad de que existan igual o mas de [1] v’s con uv sobreviviente

es a lo mas ok .
i
(i ot oo
Por lo tanto existen a lo mas [é} — 1 v’s con esta propiedad, entonces si u
estd en L tiene grado a lo mas M + [L] — 1.

El enunciado 2) queda demostrado.

Sea g(n) una funcién que crece muy lentamente y cuando n crece se apro-
xima a infinito. existen a lo mas 4M29(™"™ pares de vértices con una distancia
local a lo més g(n) de un vértice dado u. La probabilidad de que existan [
aristas sobrevivientes con distancia local de a lo mas g(n) de un vértice dado
u es a lo mas

(7)o = ot

n2

1_1
para alguna funcién que crece lentamente g(n) = o(log”—"). Casi segura-

mente, para todo vértice u, existen a lo mas [ — 1 aristas sobrevivientes con
distancia local a lo mas k de u.

Sea (u,v) un par de vértices con dr(u,v) = D(L). La distancia entre u y
v en la gréfica hibrida puede ser reducida (de la distancia local de u y v) por
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aristas sobrevivientes. Cada arista sobreviviente puede reducir la distancia
de u y v en alos mas k — 1. Por lo tanto D(L') < D(L).
El enunciado 3) queda demostrado.
OJ

4.2. El fenémeno de mundo pequeno en grafi-
cas hibridas libres de escala

La mayoria de las graficas locales tienen diametros grandes y distancias
promedio también numerosa. Sin embargo, con los hiperlinks adicionales (es
decir, aristas de la grafica global libre de escala), la distancia promedio de la
grafica hibrida puede reducirce significativamente.

En una grafica hibrida H, G denota a la grafica global libre de escala como
se definié en la seccién anterior. Sea w = (wq, we, ..., wy, ) la sucesion de grados
esperados de G. Diremos que el vértice v; tiene peso w; y diremos que para
un subconjunto S de vértices, tenemos que Vol(S) = > qw;i y Vol(G) =
> w;. También para k > 1, tenemos que Voli(S) = 3, .gwf. En particular,
el grado promedio de segundo orden d es justamente Voly(G)/Vol(G). Los
siguientes teoremas se siguen inmediatamente de los teoremas demostrados
en el capitulo 1.

Teorema 4.2. Para una grdfica hibrida H(n,3,d, m, L) con > 3, casi se-

gj;((’i; y el didmetro es O(log(n))

guramente, la distancia promedio es (140(1))

Prueba: Se sigue inmediatamente del teorema 1.5, nada mas que el
diametro disminuye en magnitud por las aristas agregadas por la grafica
local, por lo que el didmetro no necesariamente sigue la cota inferior pero
sigue manteniendo la cota superior por lo que éste sera del O(log(n))

O

Teorema 4.3. Para una grdfica hibrida H(n,(,d,m,L) con 2 < < 3,
casi sequramente la distancia promedio es O(loglog(n)) y el diagmetro es

O(log(n)).
Para una grifica hibrida H(n,3,d,m, L) con = 3, casi sequramente la
distancia promedio es O(log(n)/loglog(n)) y el didmetro es O(logn).

Prueba: Se sigue inmediatamente del teorema 1.6, pero pasa lo del teo-
rema anterior, las cotas superiores para el didmetro y las distancias promedio
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siguen siendo validas pero no necesariamente las cotas inferiores.

O

Para el rango 2 < 8 < 3, las graficas libres de escala estan presentes en

muchas redes reales. Podemos reducir el diametro si se dan algunas condi-
ciones adicionales.

Definicién 4.1. Una grdfica local se dice que tiene dimension isoperimétrica
. L 1

§ si para cada vértice v en L y cada entero k < (loglogn)s, hay al menos k°

vértices en L a distancia k de v.

Teorema 4.4. En una grdfica hibrida H(n, 5,d,m, L) con 2 < 3 < 3 supon-

ga que la grdfica local tiene dimension isoperimétrica §. Entonces casi sequ-
1

ramente el diametro es O((logn)?)

Prueba: Sabemos que en la grafica global el diametro es del O(log(n)),
pero si tomamos en cuenta la distancia local, tenemos que cualesquiera dos
vértices estan a distancia a lo més (loglog(n))s entonces la distancia de
estos dos vértices estaré acotada por (log(n))s. Como (log(n))s < log(n) se
concluye que el didmetro se vera reducido con la introduccién de la grafica
local, por lo que el didmetro serd del O((log(n))s).

0
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Conclusiones

En este trabajo se hizo el esfuerzo de conjuntar varios trabajos hechos
anteriormente, ampliando las demostraciones y en algunos casos dando de-
mostraciones propias. Esto con el objetivo de tener una vision general y
accesible a cualquier estudiante de la carrera de matematicas sobre el tema
tratado; no se necesita tener conocimientos previos de teoria de graficas, ya
que todas las definiciones y elementos para las demostraciones son propor-
cionados (exceptuando unos pocos).

En el capitulo 2 de este trabajo se pudo ver, en esencia, que las graficas
aleatorias con una sucesion de grados esperados libres de escala capturan
uno de los aspectos fundamentales del efecto de mundo pequeno, la distancia
promedio del orden de log(n) si > 3, de orden de loglog(n) si2 < <3y
del orden de lolgolgo(gnzl) para 3 = 3, lo que significa que hay una trancisién en
el caso en el que é = 3. El efecto de agrupamiento no es modelado satisfac-
toriamente por estas graficas.

Por esa razon se inspira el capitulo 4, el hecho de que se anada una grafica
local que atrapa el efecto de agrupamiento nos garantiza que tal modelo
captura el efecto de mundo pequeno en su totalidad.

Una de las preguntas que me hago y que desgraciadamente no se aborda
en este trabajo es la adicion de gréaficas locales con otras caracteristicas;
tendriamos resultados més ricos?. Para cada grafica real con efecto de mundo
pequeno y libre de escala se tiene una grafica local distinta que la modela?.

Evidentemente se deja como distintas lineas de trabajo el hecho de ex-
perimentar incluso con el concepto de grafica hibrida con distintos modelos
de grafica local y global.

Un articulo sumamente interesante para ampliar el conocimiento del tema
es [27] donde se encuentra un tipo de generalizacién del concepto de grafica
hibrida en el sentido en que se desarrollan resultados tomando en cuenta
graficas locales arbitrarias y gréaficas globales arbitrarias, mostrando asi que
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la uniéon de un componente global con una distancia promedio grande y un
componente local con una distancia promedio grande nos da como resultado
una grafica hibrida con una distancia promedio de O(log(n)); mostrando
ademas el efecto de agrupamiento, teniéndose asi el efecto de mundo pequeno.
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