
Universidad Na
ional Autónoma deMéxi
oFa
ultad de Cien
ias
Comparativo entre 
lasi�
adoresbayesianos y redes neuronales
T E S I SQUE PARA OBTENER EL TÍTULO DE:ACTUARIOPRESENTA:AMÉRICA ANDREA SANDOVAL ZÁRATE

DIRECTOR DE TESIS:DR. RAMSÉS HUMBERTO MENA CHÁVEZ



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



2



A mi familia.A mis amigos.



ii



Agrade
imientos
Agradez
o la 
olabora
ión del Dr. Ramsés Mena Chávez, quien tuvo la pa
ien-
ia ne
esaria para ayudarme a llevar a buen termino este trabajo. También quieroagrade
er a los sinodales y en parti
ular, al Dr. Martín Romero Martínez, quien
olaboraró en la edi
ión y revisión del presente.A mis amigos,Vanessa, Veroni
a, Ja
ob y Brenda que observaron y 
olaboraronen las distintas etapas de elabora
ión de esta tesis. A Rafael, que ha sido parteimportante de mi vida en los últimos años, gra
ias por el apoyo, la pa
ien
ia y la
omprensión.A mis alumnos, que de espe
ial manera 
uestionaron los avan
es de este trabajo.Y de manera espe
ial, a mi madre, que gra
ias a sus esmero y apoyo he podidorealizar todo lo que me he propuesto.

Améri
aiii



iv Agrade
imientos



Contenido
Introdu

ión 11. Redes neuronales 51.1. Neuronas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.2. La neurona de M
Cullo
h-Pitts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71.3. Algoritmos de aprendizaje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81.3.1. Regla de Hebb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91.3.2. Per
eptrón . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111.3.3. Regla de Widrow-Ho� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121.3.4. Per
eptrón multi
apa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141.3.5. Regla delta generalizada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171.3.6. Redes neuronales probabilistas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191.4. Apli
a
iones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212. Distribu
iones ini
iales 232.1. Teorema de Bayes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242.2. Distribu
iones ini
iales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252.2.1. Distribu
iones 
onjugadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25v



vi CONTENIDO2.2.2. Distribu
iones ini
iales 
on máxima entropía . . . . . . . . . . 262.2.3. Distribu
iones no informativas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272.3. Estima
ión bayesiana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282.4. Integra
ión Monte Carlo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292.5. Métodos de Monte Carlo vía Cadenas de Markov . . . . . . . . . . . 302.5.1. Métodos de Monte Carlo vía 
adenas de Markov . . . . . . . . 312.5.2. Cadenas de Markov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312.5.3. Metropolis-Hastings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322.5.4. Algoritmo Metropolis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332.5.5. Muestreo independiente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332.5.6. Muestreo de Gibbs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 342.6. Optimiza
ión Monte Carlo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343. Redes bayesianas 393.1. Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 403.1.1. Independen
ia 
ondi
ional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 403.1.2. Grá�
as y probabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 423.2. Redes de Markov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 433.2.1. Propiedades de Markov sobre DAGs . . . . . . . . . . . . . . 453.3. Redes Bayesianas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 453.4. Algoritmo de propaga
ión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 473.5. Redes dis
retas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 493.6. Clasi�
adores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 503.6.1. Aprendizaje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51



CONTENIDO vii3.6.2. Redes bayesianas 
omo 
lasi�
adores . . . . . . . . . . . . . . 533.6.3. Naive Bayes aumentado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 543.7. Maximiza
ión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 564. Rinitis alérgi
a 594.1. Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 604.2. Cono
iendo Weka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 634.2.1. Red neuronal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 634.2.2. Naive-Bayes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 664.2.3. Red bayesiana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 674.3. Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 684.4. Con
lusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 715. Con
lusiones 731. Cadenas de Markov 75



viii CONTENIDO



Introdu

ión
En esta tesis se exploran dos herramientas para el modelado de datos, las redesneuronales y las redes bayesianas. Con el �n de tener los 
on
eptos ne
esarios para
omparar estos modelos se estudian las de�ni
iones y algoritmos usados en redesneuronales, así 
omo algunos 
on
eptos de estadísti
a bayesiana y teoría de grá�
as.En Estadísti
a bayesiana, a partir de informa
ión a priori del problema se de�neuna distribu
ión ini
ial para el parámetro de interés a la que se puede in
orporarinfoma
ión mediante el teorema de Bayes resultando en la distribu
ión posterior delparámetro.Las redes bayesianas son la representa
ión grá�
a de un modelo jerárqui
o quedes
ribe las rela
iones de independen
ia 
ondi
ional entre variables, se de�ne unadistribu
ión ini
ial para esta grá�
a y un pro
edimiento de aprendizaje del que seobtiene una distribu
ión posterior. Una vez obtenida la distribu
ión posterior se tienela posibilidad de utilizar el modelo para la explora
ión de es
enarios, 
omo una redde 
lasi�
a
ión o para tareas de predi

ión.Para el propósito de este do
umento, interesa explorar la 
apa
idad de 
lasi�
a-
ión de las redes neuronales y las redes bayesianas, por ello los temas se desarrollande la siguiente manera: 1



2 Introdu

iónEn el Capítulo 1, se de�ne la unidad bási
a de pro
esamiento de una red neuronal,la neurona, y algunas estru
turas que pueden formarse a partir de ella, llegando aformar modelos tan 
omplejos 
omo el per
eptrón multi
apa. Se expli
an también losalgoritmos de aprendizaje utilizados por los modelos de redes neuronales usuales.En el Capítulo 2, se aborda el paradigma bayesiano, de�niendo 
on
eptos 
omodistribu
ión ini
ial y distribu
ión posterior, así 
omo el prin
ipio de a
tualiza
iónimplí
ito en el teorema de Bayes.Además, se des
riben algunos algoritmos usados en la genera
ión de númerosaleatorios que son usados en la integra
ión numéri
a de las expresiones 
orrespon-dientes a los estimadores a tratar. Estos métodos son utilizados en los algoritmos deaprendizaje para redes bayesianas.Dentro del Capítulo 3, se de�ne el 
on
epto de red bayesiana y se expli
a la pa-rametriza
ión de estas estru
turas a través de teoría de grá�
as. También, se in
or-pora el 
on
epto de independen
ia 
ondi
ional ne
esario para de�nir la d-separa
ión,(Pearl,1985).Al de�nirse las redes bayesianas 
omo grá�
as a
í
li
as dirigidas (DAG), el pro-
eso de aprendizaje es un pro
edimiento jerárqui
o que se lleva a 
abo re
orriendola grá�
a de nodos padre a nodos hijo. Como resultado de este pro
eso se obtienenlas distribu
iones posteriores de 
ada nodo.El modelo más simple de red bayesiana se 
ono
e 
omo Naive-Bayes, que 
onsi-dera los atributos de la 
lase 
omo variables independientes entre sí. Otros modelospermiten formar un árbol que exprese las rela
iones entre los atributos de la 
lase,Naive-Bayes aumentados (TAN ), (Cheng,2001).Con el �n de 
omparar el desempeño de los modelos des
ritos, se utiliza un



Introdu

ión 3
onjunto de datos sobre el tratamiento de rinitis alérgi
a para ejempli�
ar 
ada unode los modelos. En el Capítulo 4 se des
riben los resultados obtenidos al usar unared neuronal, un Naive-Bayes y una red bayesiana general (BAN ).Los resultados que se muestran son obtenidos usando paquetes para minería dedatos, del software estadísti
o R, la librería rattle. Para gran parte de los modelospresentados es utilizado el software Weka (Waikato Enviromental for KnowledgeAnalysis), desarrollado por la Universidad de Waikato, Nueva Zelanda.
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ión



Capítulo 1
Redes neuronales
Las redes neuronales son modelos matemáti
os que se 
omponen de un 
onjunto defun
iones llamadas neuronas. Para fa
ilitar su 
omprensión, las redes neuronales po-seen una representa
ión grá�
a. Por ejemplo, la red neuronal más sen
illa se 
omponede datos de entrada x y una neurona, que pro
esa los datos 
omo y = f(x).A 
ontinua
ión se presentan los modelos usuales de redes neuronales. La presenteexposi
ión está basada en An Introdu
tion to Neural 
omputing (Alexander,1990),Redes de neuronas arti�
iales (Isasi Viñuela,2004), Fundamentals of neural networks(Faussett,1994) y An Introdu
tion to neural networks (Anderson,1995).
1.1. NeuronasEn esta se

ión se presenta la idea general de redes neuronales 
omo un modelomatemáti
o basado en el pro
esamiento de estímulos de las neuronas biológi
as.El sistema nervioso se 
ompone de 
élulas espe
ializadas en el pro
esamiento de5



6 Capítulo 1. Redes neuronalesestímulos denominadas neuronas que varían de forma y tamaño dependiendo del tipode estímulos que les 
orresponda pro
esar. Las neuronas se 
omponen por dendritas,que son rami�
a
iones de la neurona dedi
adas a la re
ep
ión de estímulos. El 
uerpode la neurona se denomina soma, el 
uál tiene una prolonga
ión delgada llamadaaxon, 
uya fun
ión es ser la línea de transmisión entre una neurona y otra.

Figura 1.1: Representa
ión de una neurona biológi
a.Las neuronas son las 
élulas de mayor longitud en el 
uerpo humano, 
uando losaxones llegan a un punto de an
laje desarrollan una arbores
en
ia en 
uyas terminalesse lleva a 
abo la sinapsis, que 
onsiste en un pro
eso que permite a una 
élula afe
tarla a
tividad de las otras.En el modelo biológi
o que se tiene sobre el fun
ionamiento de las neuronas,la re
ep
ión de estímulos se lleva a 
abo por parte de las dendritas, estos estímulosprovienen de otras neuronas. El soma y las dendritas pro
esan los estímulos re
ibidosy, el resultado es transmitido a lo largo del axon, hasta llegar a las rami�
a
ionesque pasarán la informa
ión a otras neuronas mediante la sinapsis.Las neuronas están delimitadas por una delgada membrana formada por lípidos



1.2. La neurona de M
Cullo
h-Pitts 7y proteínas 
uya fun
ión es separar el interior de la neurona 
on el exterior. Cadaneurona tiene su propia membrana que la separa de las otras.Las estru
turas formadas por las 
onexiones neuronales, se denominan redes neu-ronales y de�nen estru
turas 
on 
omportamientos de alta 
omplejidad. Tratandode imitar este 
omportamiento surgieron modelos llamados redes neuronales que
onsisten en la 
omposi
ión de fun
iones que representan rela
iones se
uen
iales yjerárqui
as.El modelo más sen
illo de red neuronal se 
ompone de una sola neurona, estemodelo se 
ono
e 
omo la neurona de M
Cullo
h-Pitts.1.2. La neurona de M
Cullo
h-PittsEn 1943, Warren M
Culloh y Walter Pitts presentaron un modelo del fun
ionamientode una neurona en su artí
ulo A logi
al 
al
ulus of the ideas immanent in nervousa
tivity, véase [13℄. M
Culloh y Pitts proponen una neurona de estados binario, 
uyoestado puede modi�
arse de a
uerdo a la intensidad de las señales provenientes delas salidas de otras neuronas. La neurona tiene de�nida una fun
ión que le permite
ambiar de estado 
uando se sobrepasa un umbral θ, esta fun
ión se denomina fun
iónde a
tiva
ión. La fun
ión de a
tiva
ión está de�nida 
on base a la suma de losprodu
tos de los valores de salida de las otras neuronas y sus pesos sinápti
os,
y =

n
∑

i=1

wi · xi (1.1)Así, la salida de la red queda estable
ida por,
s =







1 si y > θ

0 e.o.
.



8 Capítulo 1. Redes neuronales
x1

x2... y | θ s

xn

w1

w2

wnFigura 1.2: Neurona de M
Culloh-Pitts.donde x1, x2, . . . , xn representan las entradas 
orrespondientes a las señales de lasinapsis de una neurona biólogi
a. Cada señal se pondera 
onsiderando el peso aso-
iado wi, i = 1, . . . , n. Tanto los valores de entrada 
omo los pesos toman valoresreales, si los valores de entrada son normalizados, enton
es 0 < xi < 1 y 0 < θ < 1.La modi�
a
ión de los valores de los pesos se determinan mediante una serie de reglasque llamaremos algoritmo de aprendizaje.1.3. Algoritmos de aprendizajeLa adaptabilidad permite a los organismos re
ono
er patrones del entorno que tienenrelevan
ia para su sobreviven
ia. Por ello, es de interés estudiar 
ómo se lleva a 
aboeste pro
eso de re
ono
imiento, tras años de estudio se han propuesto varias reglasque en fun
ionamiento lo semejan. Estas reglas 
onsideran el apendizaje para unasola neurona, aunque se extienden para toda una red, adaptando 
ada uno de lospesos sinápti
os hasta obtener la respuesta deseada, esto se 
ono
e 
omo pro
eso deentrenamiento. Algunos de los pro
edimientos más 
ono
idos son:1. Regla de Hebb



1.3. Algoritmos de aprendizaje 92. Per
eptrón3. Regla de Widrow-Ho�En adelante, 
onsidérese un 
onjunto de p ve
tores, que des
riben p objetos 
on
iertas 
ara
terísti
as, sele

ionaremos k ve
tores que sirvan 
omo ve
tores de entre-namiento para la red; luego, los p − k ve
tores restantes servirán 
omo ve
tores devalida
ión, es de
ir, ayudarán para de
ir qué tan bueno fue el entrenamiento de lared, mediante la 
ompara
ión entre y y η(x), donde η(x) es la predi

ión de y a partirde x. El aprendizaje de una red neuronal 
onsiste en determinar los valores de lospesos a partir del 
onjunto de entrenamiento. En las se

iones siguientes se des
ribenlos modelos usuales de redes neuronales así 
omo el algoritmo de aprendizaje usadopara 
ada modelo.
1.3.1. Regla de HebbSe distingue por ser la regla más sen
illa de aprendizaje, fue propuesta por DonaldHebb, en su libro Organization of Behavior (1949). Esta regla 
onsiste en la modi�-
a
ión de los pesos sinápti
os de manera tal que si dos neuronas están 
one
tadas ya
tivas, el peso entre ellas será in
rementado en propor
ión a esta a
tividad.El algoritmo de aprendizaje se lleva a 
abo 
omo sigue:El nivel de a
tiva
ión de la neurona de pro
esamiento está dado por bi, al ini
iovale 1, y se 
onsidera 
omo otro peso dentro de la red por lo que se toma en 
uentapara el 
al
ulo de y.



10 Capítulo 1. Redes neuronales
1

x1

x2 y...
xn

b

w1

w2

wn

Figura 1.3: Ilustra
ión del aprendizaje mediante la regla de Hebb.
Ini
ializar: los pesos, wi = 0Para todo ve
tor de entrenamiento t y 
ada ve
tor de salida sA
tivar las neuronas de entrada, xi = tiCal
ular los valores para las neuronas de salida, y, 
omo en (1.1)Si y > θ Enton
esAjustar los pesos, wj(xi) = wj−1(xi) + xi yAjustar bi = bi−1 + yFin SiFin Para



1.3. Algoritmos de aprendizaje 111.3.2. Per
eptrónDurante los 60's el 
on
epto de per
eptrón fue introdu
ido por Frank Rosen-blatt (1962), Minsky y Papert. El per
eptrón es una generaliza
ión de la neurona deM
Cullo
h-Pitts, la versión original del per
eptrón 
onsta de tres 
apas:1. Retina: es la 
apa de entrada de los datos (x).2. Capa o
ulta: es la 
apa que pro
esa la informa
ión (ε).3. Capa de salida: es la salida de la red (s).
x1 ǫ1(x) s1

x2 ǫ2(x) s2... ... ...
xn ǫk(x) skFigura 1.4: Grá�
a de un per
eptrón.El per
eptrón extrae informa
ión espe
í�
a en 
ada una de sus 
apas, por lo quees utilizado 
omo una herramienta para el re
ono
imiento de patrones. El per
eptrónes utilizado en problemas linealmente separables, es de
ir, para distinguir entre dosposibles 
lases se puede trazar una línea o plano que las separe.La fun
ión de a
tiva
ión para 
ada neurona es la fun
ión es
alón 
on un umbralarbitrario θ. Las señales enviadas entre la 
apa o
ulta y la 
apa de salida son de



12 Capítulo 1. Redes neuronalesnaturaleza binaria. La salida de las neuronas se de�ne 
omo una fun
ión apli
ada ala 
ontribu
ión de�nida por (1.1), es de
ir, si = f(ε), la fun
ión de a
tiva
ión queda
omo sigue:
si(ε) =



















1 si ε > θ

0 si − θ ≤ ε ≤ θ

−1 si ε < −θ

(1.2)En el per
eptrón, los pesos wij de la 
apa de pro
esamiento ha
ia la 
apa de salidason ajustados de a
uerdo a una regla de aprendizaje. Para 
ada entrada durante elentrenamiento, la red deberá 
al
ular una salida, esto nos ayudará a obtener el gradode error. Los pesos de la red deberán ajustarse de a
uerdo a lo siguiente:
wj(xi) = wj−1(xi) + α t xi,donde t = {−1, 1 } y α la tasa de aprendizaje. El término t es usado 
omo 
orre
iónde los pesos en 
aso de haber un error de 
lasi�
a
ión.El entrenamiento de la red 
ontinuará hasta que el error exhibido sea mínimo:Cuando existe más de una 
apa o
ulta el algoritmo de entrenamiento utiliza laregla de Widrow-Ho� para la a
tualiza
ión de los pesos wij.1.3.3. Regla de Widrow-Ho�En 1960, Widrow y Ho� propusieron un sistema denominado Adaptative LinearNeuron (Adaline), que 
onsta de una sola neurona que re
ibe entradas de las otras

n 
élulas. Consideremos el valor ini
ial de a
tiva
ión de la neurona de salida, 
omo
1, sus salidas serán {−1, 1}.El pro
eso de aprendizaje, 
ono
ido 
omo regla delta o regla de Widrow-Ho�,
onsiste en en
ontrar los pesos que minimizan la diferen
ia entre el valor de salida
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Ini
ializar: pesos y el valor de a
tiva
ión de 
ada neurona, de manera aleatoria, y
0 ≤ α ≤ 1Mientras la 
ondi
ión de paro sea falsaPara todo ve
tor de entrenamientoEstable
er el valor del 
onjunto de entrada, xiCal
ular ε =

∑n
i=1wi · xiApli
ando la fun
ión des
rita en (1.2) a 
ada neurona.A
tualizamos los pesos:Si s 6= t Enton
es

wj(xi) = wj−1(xi) + α t xiEn 
aso 
ontrario
wj(xi) = wj−1(xi)Fin SiFin ParaEvaluar la 
ondi
ión de paro.Fin Mientras



14 Capítulo 1. Redes neuronalesdel patrón ingresado y el valor de salida esperado:
Error =

1

2

N
∑

n=1

(η − s(ε))2 (1.3)de donde, η es la salida esperada del ve
tor de entrenamiento, y s(ε) representa lasalida produ
ida por la red.El algoritmo de entrenamiento queda 
omo sigue:Ini
ializar: los pesos de forma aleatoria, y estable
er la tasa de aprendizaje α.Mientras la 
ondi
ión de paro sea falsaPara todo ve
tor de entrenamiento xEstable
er las a
tiva
iones de la 
apa de entrada, xiEvaluar las entradas de la red en las neuronas de salida
ε(x) =

∑n
i=1 xi · wiA
tualizar pesos y el nivel de a
tiva
ión de la salida,

wj(xi) = wj−1(xi) + α (t− s(ε))xiFin ParaEvaluar 
ondi
ión de paro.Fin MientrasLa manera en 
ómo se minimiza el error es utilizando un pro
eso iterativo en elque los patrones van pasando uno a uno por la red, y el 
ambio en los pesos vienedado por la regla de des
enso del gradiente.1.3.4. Per
eptrón multi
apaEn 1969, Minsky y Papert mostraron que la 
ombina
ión de varios per
eptronessimples podía ser una solu
ión ade
uada al tratamiento de problemas no lineales.



1.3. Algoritmos de aprendizaje 15Sin embargo, no presentaron una solu
ión a la estima
ión de los pesos de la 
apade entrada a la 
apa o
ulta. Posteriormente, en 1986, Rumelhart, Hinton y Willian,presentaron una manera de ajustar los pesos a través de las neuronas o
ultas pararedu
ir el error de predi

ión, este pro
edimiento se 
ono
e 
omo regla delta genera-lizada.El diseño del per
eptrón multi
apa 
onsta de más de una 
apa o
ulta, donde serealizará un pro
esamiento no lineal de los ve
tores re
ibidos. Otra 
ara
terísti
a esque presenta 
one
tividad total, lo que signi�
a que todas la neuronas de la 
apaanterior están 
one
tadas 
on todas las neuronas de la siguiente 
apa.
x1 ǫ1(x) s1

x2 ǫ2(x) s2... ... ...
xn ǫk(x) sk

. . .

. . .

. . .Figura 1.5: Vista del modelo per
eptrón multi
apa.Sea un per
eptrón multi
apa 
on C 
apas, 
onsiderando la 
apa de entrada y la
apa de salida, nos quedan c− 2 
apas o
ultas, y sea nc el número de neuronas en la
apa c, c = 1, 2, . . . , C. La matriz W c, es la matriz de pesos de la 
apa c a la 
apa
c+1; U c, el ve
tor de umbrales de las neuronas de la 
apa c, y yci la a
tiva
ión de laneurona i en la 
apa c.Para la 
apa de entrada, y1i = xi, para i = 1, 2, . . . , n1 y 
ada xi una entrada



16 Capítulo 1. Redes neuronalesdel ve
tor de entrenamiento. Las neurona o
ultas de la red pro
esan informa
iónapli
ando la fun
ión de a
tiva
ión a la suma de los produ
tos de las a
tiva
iones porsus pesos:
yci = f

(

nc−1
∑

j=1

wc−1
ji yc−1

j + uc
i

)

, (1.4)donde wc−1
ji es el peso de la neurona j de la 
apa c− 1 a la neurona i de la 
apa c.Para el per
eptrón multi
apa, la fun
ión de a
tiva
ión debe 
umplir 
on 
iertas
ara
terísti
as: 
ontinua, diferen
iable y monótamente de
re
iente, y para efe
tos de
ómputo, su derivada debe ser fá
il de 
al
ular. Las fun
iones más utilizadas son lafun
ión sigmoidal, tangente hiperbóli
a, gausiana, entre otras.Algoritmo de retropropaga
ión Para el per
eptrón multi
apa el algoritmo deaprendizaje utilizado se formula 
omo un problema de minimiza
ión, el de minimizarel error total de la red,

E =
1

N

N
∑

n=1

e(n),tal que N es el número de patrones y e(n) el error 
ometido por la red para el patrón
n.

e(n) =
1

2

nc
∑

i=1

(ηi(n)− yi(n))
2,
on ηi(n) las salidas esperadas y yi(n) las salidas dadas por la red.Como el aprendizaje de la red debe realizarse para minimizar el error total, elmétodo más usado, 
onsiste en una su
esiva minimiza
ión de los errores para 
adave
tor, e(n), en lugar de minimizar el error total E. Cada parámetro de la red semodi�
a para 
ada ve
tor de entrada n:

w(n) = w(n− 1) − α
∂e(n)

∂w
. (1.5)



1.3. Algoritmos de aprendizaje 17El término de retropropaga
ión se utiliza debido a la manera en que se implementael método del des
enso del gradiente, pues el error 
ometido a la salida de la red espropagado ha
ia atrás, ha
iéndolo un error para 
ada una de las neuronas o
ultas dela red.1.3.5. Regla delta generalizadaLa regla delta tiene 
omo propósito evaluar la derivada par
ial en (1.5). Sea unper
eptrón multi
apa 
on C 
apas, para des
ribir el pro
eso de a
tualiza
ión de pesosy umbrales es ne
esario distinguir dos 
asos,i) para los pesos y umbrales de la 
apa o
ulta C − 1 a la 
apa de salida,ii) para los demás pesos y umbrales, de la 
apa 1 a la 
apa C − 1.Caso i)Sea wc−1
ji , el peso de la neurona j de la 
apa o
ulta c−1 a la neurona i de la 
apade salida. Usando (1.5), el 
ambio en el peso de la 
apa c− 1 queda:

wc−1
ji (n) = wc−1

ji (n− 1) − α
∂e(n)

∂wc−1
ji

,
onsiderando que el peso wc−1
ji sólo afe
ta a la neurona i, y dada la de�ni
ión de e(n)se obtiene,

∂e(n)

∂wc−1
ji

= −(xi(n) − yi(n))
∂yi(n)

∂wc−1
ji

.Enton
es, por (1.4),
∂yi(n)

∂wc−1
ji

= f ′

(

nc−1
∑

j=1

wc−1
ji yc−1

j (n) + uc
i

)

yc−1
j (n).



18 Capítulo 1. Redes neuronalesAhora se de�ne δi(n) 
omo el término aso
iado a la neurona i de la 
apa de salida yal patrón n,
δi(n) = −(xi(n) − yi(n)) f

′

(

nc−1
∑

j=1

wc−1
ji yc−1

j (n) + uc
i

)

.Por lo anterior, wc−1
ji (n) queda 
omo sigue,

wc−1
ji (n) = wc−1

ji (n− 1) − αδci (n) y
c−1
j (n).Los umbrales también se modi�
an, de a
uerdo a la siguiente expresión

uc
i(n) = uc

i(n− 1) + αδci (n).Caso ii)Considérense los pesos de la 
apa c− 2 a la 
apa c− 1, por (1.5) wc−2
kj se de�ne
omo

wc−2
kj (n) = wc−2

kj (n− 1) − α
∂e(n)

∂wc−2
kj

.A diferen
ia de wc−1
kj , wc−2

kj afe
ta a las neuronas de las 
apas siguientes, por tanto el
ambio en los pesos de la 
apa c− 2 se tomará en 
uenta en la salida de la red,
∂e(n)

∂wc−2
kj

= −
nc
∑

i=1

(xi(n) − yi(n))
∂yi(n)

∂wc−2
kj

.Hay que tomar en 
uenta que ∂yi(n)

∂wc−2

kj

in�uye en la a
tiva
ión de la neurona j de la
apa c−1 y que el reto de las a
tiva
iones de las neuronas en esta 
apa no dependende éste. Por tanto,
∂yi(n)

∂wc−2
kj

= f ′

(

nc−1
∑

j=1

wc−1
ji yc−1

j (n) + uc
i

)

wc−1
ji

∂yc−1
j (n)

∂wc−2
kj

,



1.3. Algoritmos de aprendizaje 19de�niendo δci (n) 
omo en i),
δci (n) = −(xi(n) − yi(n)) f

′

(

nc−1
∑

j=1

wc−1
ji yc−1

j (n) + uc
i

)

,enton
es,
∂e(n)

∂wc−2
kj

= −
nc
∑

i=1

δci (n)
∂yc−1

j (n)

∂wc−2
kj

.Ahora,
∂yc−1

j (n)

∂wc−2
kj

= f ′

(

nc−2
∑

j=1

wc−2
kj yc−2

k (n) + uc−1
i

)

yc−2
k (n),y sea

δc−2
j (n) = f ′

(

nc−2
∑

j=1

wc−2
kj yc−2

k (n) + uc−1
i

)

nc
∑

i=1

δci (n)w
c−1
ji .La regla de modi�
a
ión de pesos se de�ne,

wc−2
kj (n) = wc−2

kj (n− 1) − αδc−2
j (n)yc−2

k (n),
on k = 1, 2, . . . , nc−2 y j = 1, 2, . . . , nc−1. Por su parte los umbrales se adaptaránde a
uerdo a lo siguiente,
uc+1
j (n) = uc+1

j (n− 1) + αδc+1
j (n),
on j = 1, 2, . . . , nc+1 y c = 1, 2, . . . , c− 2.1.3.6. Redes neuronales probabilistasLas redes neuronales probabilistas son modelos utilizados prin
ipalmente para la
lasi�
a
ión de patrones y se 
onstruyen usando probabilidad 
lási
a. Por ejemplo,supongamos que el problema es 
lasi�
ar los ve
tores {x1, x2, . . . , xn} en k 
lases



20 Capítulo 1. Redes neuronalesusando una fun
ión que minimi
e el 
osto del error de 
lasi�
a
ión. Una regla dede
isión para 
lasi�
ar un ve
tor de entrada en la 
lase A es la siguiente:
hAcAfA > hBcBfB,donde hA es la distribu
ión ini
ial de la 
lase A, cA es la fun
ión de pérdida aso
iadaa 
lasi�
ar erróneamente un ve
tor de la 
lase A 
omo un elemento de la 
lase B, y

fA es la fun
ión de densidad aso
iada a la 
lase A.Para estimar fA y fB a partir de los ve
tores de entrenamiento, se usa:
fA(x) =

1

(2π)n/2σn

1

mA

mA
∑

i=1

exp

{

−
(X −XAi

)T (X −XAi
)

2σ2

}

,de donde XAi
es el i-ésimo ve
tor de entrenamiento de la 
lase A, n es la dimensiónde los ve
tores, y mA es el número de ve
tores de entrenamiento.

Figura 1.6: Representa
ión de una red neuronal probabilista.



1.4. Apli
a
iones 21Estas redes están 
ompuestas por 
uatro 
apas, la de entrada (xi), la de patrones(zAj
,zBk

), la de unidades de pro
esameinto (resumen de 
lasi�
a
ión, fA y fB) y la desalida (y). A través de la 
apa de entrada se introdu
en los ve
tores los ve
tores deentrenamiento; en la 
apa de patrones, hay una neurona por 
ada atributo de 
ada
lase 
uya salida se identi�
a 
on alguna unidad de pro
esamiento (fA y fB en lagrá�
a). Finalmente, para ubi
ar al ve
tor 
omo pertene
iente a una 
lase se observala salida de la última 
apa, y, que indi
a a qué 
lase pertene
e el ve
tor ingresado.1.4. Apli
a
ionesLas apli
a
iones de las redes neuronales son tan diversas debido a que en 
omporta-miento tratan de imitar el fun
ionamiento de los sistemas biológi
os, y éstos realizantareas sumamente diversas y 
omplejas. Por ejemplo, mediante un pro
eso de apren-dizaje un sistema biológi
o puede re
ono
er e imitar sonidos, al tiempo en que lesaso
ia un signi�
ado; realiza la identi�
a
ión de imágenes y las rela
iona 
on 
on-
eptos.El aprendizaje realizado por 
ualquier organismo le permite identi�
ar patro-nes que le serán de utilidad para su ade
uado desenvolvimiento en el medio. Comomen
iona Masumi Ishikawa,La extra

ión de las reglas que determinan el 
omportamiento de los da-tos es importante porque es la llave a la solu
ión de la adquisi
ión del
ono
imiento.Las redes neuronales han in
ursionado en 
ampos 
omo la Estadísti
a, en laestima
ión de series de tiempo, prin
ipalmente índi
es �nan
ieros, y en la 
lasi�
a
ión



22 Capítulo 1. Redes neuronalesde patrones; el re
ono
iento de se
uen
ias de ADN, ha resultado de utilidad enGenéti
a; la representa
ión de modelos 
limáti
os, ha ayudado a los meteorólogos aha
er predi

iones de los 
ambios 
limáti
os que podrían darse en los próximos años.Las redes neuronales son usadas en la mejora en la identi�
a
ión y 
lasi�
a
iónde patrones, se habla de valida
ión 
ruzada 
omo una herramienta estadísti
a parala valida
ión de un modelo. La 
ontribu
ión de los patrones de entrenamiento me-diante el algoritmo de retropropaga
ión es estimada y esa informa
ión es usada parasele

ionar los patrones que serán de utilidad para la valida
ión 
ruzada (Friendri
hLeis
h, Kurt Hornik & Lakhmi C. Jain, NN
lassi�ers: Redu
ing the 
omputational
ost of 
ross-validation by a
tive pattern sele
tion).El manejo de informa
ión es un tema que ha 
obrado relevan
ia en los últimosaños, sobretodo 
on el desarrollo de los sistemas de bases de datos (DBMS). Fre-
uentemente, se estable
en rela
iones entre la informa
ión, y para ello ésta debe serpre
isa; la idea de Janusz Ka
przyk (Fuzzy Logi
 in DBMS's and querying), es in-
orporar informa
ión impre
isa a las rela
iones, en prin
ipio, Zvielv y Chen (1986)modi�
aron el modelo entidad-rela
ión de manera tal, que en las 
onsultas se advierteuna mayor fexibilidad, 
omo la distin
ión 
ualitativa entre respuestas y la posibilidadde usar 
ondi
iones difusas en éstas.Para más ejemplos del uso de redes neuronales y redes neuronales probabilísti
asse puede 
onsultar [16℄.



Capítulo 2
Distribu
iones ini
iales
En este 
apítulo se abordan los 
on
eptos que enmar
an el paradigma bayesiano.El paradigma bayesiano 
onsta de 3 etapas, la primera 
onsiste en la 
ole
ta de unamuestraX en una pobla
ión; la segunda, se basa en la modela
ión de una distribu
iónde probabilidad dada por la informa
ión de la muestra; �nalmente, se lleva a 
aboun pro
eso de a
tualiza
ión de la distribu
ión de probabilidad mediante el Teoremade Bayes. Para mayor detalle ver The Bayesian Choi
e (Robert,1994).En este 
apítulo también se presentan algoritmos usados fre
uentemente en estadís-ti
a bayesiana que basan su fun
ionamiento en la de�ni
ión de 
adenas de Mar-kov. Para mayor profundidad en el tema veáse Monte Carlo Statisti
al Methods(Robert,2004), Markov Chain Monte Carlo in Pra
ti
e (Wilks,1996).23



24 Capítulo 2. Distribu
iones ini
iales2.1. Teorema de BayesMediante la de�ni
ión de probabilidad 
ondi
ional y el teorema de Bayes podemos
omprender la rela
ión existente entre las observa
iones y los parámetros. Si A y Eson eventos, el teorema de Bayes se 
onsidera 
omo el prin
ipio de a
tualiza
ión de
p(A) a p(A | E), donde E es el resultado de un experimento que ha sido observado.Teorema 2.1 Teorema de Bayes Sea {E1, E2, . . . , En} una 
ole

ión de eventosmutuamente ex
luyentes y exhaustivos, 
ada uno de ellos 
on probabilidad distintade 
ero. Sea B un evento de manera que p(B | Ei) es 
ono
ida. Enton
es p(Ei | B)queda dada por

p(Ei | B) =
p(B | Ei)p(Ei)

∑n
i=1 p(B | Ei)p(Ei)

.Bayes y Lapla
e 
onsideraron que la in
ertidumbre sobre el parámetro θ puede sermodelada mediante una distribu
ión de probabilidad π, llamada distribu
ión a priorio distribu
ión ini
ial. El Teorema de Bayes es utilizado para de�nir la distribu
iónque 
ondi
ionada a la informa
ión aportada por la muestra X servirá para realizarinferen
ia. Esta distribu
ión se denomina distribu
ión a posteriori o posterior, π(θ |

x), y se de�ne de la siguiente manera
π(θ | x) =

f(x | θ)π(θ)
∫

f(x | θ)π(θ)dθ
. (2.1)Es de
ir, la distribu
ión posterior es propor
ional a la verosimilitud dada unadistribu
ión ini
ial, esto se interpreta 
omo la a
tualiza
ión de la distribu
ión ini
ialutilizando la informa
ión disponible en la muestra X sobre el parámetro θ.



2.2. Distribu
iones ini
iales 252.2. Distribu
iones ini
ialesPara la apli
a
ión del teorema de Bayes es ne
esario de�nir una distribu
ión ini-
ial. La distribu
ión ini
al π es una fun
ión que resume toda la informa
ión ini
ialdisponible sobre el parámetro. Dos té
ni
as 
omúnmente utilizadas son las distribu-
iones ini
iales 
onjugadas y las distribu
iones no informativas.2.2.1. Distribu
iones 
onjugadasUna té
ni
a usada fre
uentemente para la 
onstru

ión de distribu
iones ini
iales
ontinuas 
onsiste en la ele

ión arbitraria de una π dentro de las familias de densi-dades 
ono
idas en donde los parámetros pueden ser determinados por informa
iónprevia.Un 
aso parti
ular de distribu
iones ini
iales son las distribu
iones 
onjugadas quese 
ara
terizan porque la distribu
ión in
ial y la distribu
ión posterior pertene
en ala misma familia paramétri
a.De�ni
ión 2.2 Una familia F de distribu
iones de probabilidad sobre Θ se di
e
onjugada para una fun
ión de la muestra f(x | θ) si, para 
ada π ∈ F , la distribu
iónposterior π(θ | x) también pertene
e a F .Si la distribu
ión ini
ial pertene
e a F , enton
es, para 
ualquier tamaño de mues-tra n y 
ualquier valor de las observa
iones, la distribu
ión posterior deberá pertene-
er a la misma familia. Por ejemplo, 
onsideremos que la distribu
ión ini
ial π(θ) esuna distribu
ión Gamma G(α, β) y que la distribu
ión muestral f(x | θ) es una dis-tribu
ión Poisson θ
∑

i xi exp−nθ . Luego, la distribu
ión posterior es una distribu
iónGamma G(α + nx̄, β + n):
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iones ini
iales
π(θ | x) ∝ β

Γ(α)
(βθ)α−1 exp−βθ θ

∑
i xi exp−nθ

∝ θα+
∑

i xi−1 exp−(β+n)θEnton
es, la distribu
ión ini
ial Gamma es 
onjugada 
on la distribu
ión muestralPoisson.2.2.2. Distribu
iones ini
iales 
on máxima entropíaUna de las maneras para de�nir una distribu
ión ini
ial es mediante el 
on
epto deentropía desarrollado por Jaynes y Shannon. La entropía se de�ne 
omo una medidade informa
ión 
ontenida en un 
onjunto de elementos. Para una distribu
ión deprobabilidad dis
reta la entropía se de�ne 
omo
ε(π) = −

∑

i

π(θi) log(π(θi)). (2.2)donde π es la distribu
ión ini
ial para el parámetro θ. Esta 
antidad había sidointrodu
ida por Shanon(1945) 
omo una medida de la informa
ión de la distribu
ión,usalmente utilizada en teoría de la informa
ión y pro
esamiento de imágenes.Se di
e que π es una distribu
ión ini
ial 
on máxima entropía si de las distri-bu
iones propuestas es la que tiene mayor entropía, es de
ir, la que aporta menorinforma
ión sobre la distribu
ión de los elementos. Sea π0 un modelo alternativoa π, la diferen
ia de entropías se de�ne 
omo un valor esperado 
on respe
to a ladistribu
ión de referen
ia π0

ε(π) = Eπ0

[

log

(

π(θ)

π0(θ)

)]

.Esta 
antidad se interpreta 
omo una medida de dis
repan
ia entre la distribu
ión πy la distribu
ión π0.



2.2. Distribu
iones ini
iales 272.2.3. Distribu
iones no informativasOtra forma para espe
i�
ar distribu
iones ini
iales es utilizar una distribu
ión noinformativa, llamadas así debido a la falta de informa
ión ini
ial. Las distribu
ionesno informativas tienen la restri

ión de que la distribu
ión propuesta no debe asignarmayor probabilidad a ninguno de los posibles valores del parámetro θ.Ini
ial de Lapla
e Dada la falta de informa
ión, se 
ara
terizan los valores delparámetro mediante una distribu
ión ini
ial uniforme. Esta distribu
ión asigna igualprobabilidad a 
ada uno de los valores en el espa
io paramétri
o, al no haber infor-ma
ión sobre el parámetro no hay razones para asignar una mayor probabilidad aun valor del parámetro.Ini
ial de Je�reys Si no se 
ono
e mayor informa
ión sobre el parámetro θ, enton-
es el 
ono
imiento de θ dada una muestra X debe ser el mismo para alguna fun
iónde θ. En este 
aso, la distribu
ión propuesta por Je�reys se basa en la fun
ión deinforma
ión de Fisher,
I(θ) = EΘ

[

(

∂ log f(x | θ)

∂θ

)2
]

.La distribu
ión de Je�reys queda 
omo sigue:
π∗(θ) ∝ [det(I(θ))]

1

2 .Esta fun
ión de informa
ión se ve in
luída en la de�ni
ión de otras fun
iones deinforma
ión 
omo el 
riterio de informa
ión bayesiana, BIC o el 
riterio de informa-
ión de Akaike, AIC.



28 Capítulo 2. Distribu
iones ini
ialesLas distribu
iones no informativas aportan la mínima informa
ión sobre el pára-metro por lo que son distribu
iones 
on máxima entropía.2.3. Estima
ión bayesianaCuando se 
uenta 
on la distribu
ión ini
ial π(θ) la inferen
ia sobre θ queda dada porla distribu
ión posterior π(θ | x). Cuando se quiere estimar mediante una 
antidadde interés h(θ) un estimador de h(θ) es la media posterior Eπ[h(θ) | x]. En el 
asogeneral, se 
uanti�
a el error de estimar θ mediante una fun
ión de pérdida, L(θ, δ),véase [7℄, donde δ es la regla de de
isión y θ el parámetro de interés, dada unadistribu
ión ini
ial π el estimador es solu
ión de
mı́n
δ

Eπ[L(θ, δ) | x]. (2.3)Otros métodos usados para la estima
ión son máxima verosimilitud (ML) y máximadistribu
ión posterior (MAP)[14℄. El método MAP bus
a un valor para θ que maxi-mi
e la distribu
ión posteior π(θ | x). Este método permite in
orporar eviden
ia a laestima
ión. En la mayoría de los 
asos las expresiones obtenidas por ambos métodosde estima
ión no son tratables analíti
amente por lo que la búsqueda de solu
ionesllama al uso de métodos numéri
os.Cuando se tiene la distribu
ión posterior π(θ | x) es posible evaluar la pre
isiónde la estima
ión, 
omo el error 
uadráti
o posterior
Eπ[(δπ(x)− h(θ))2 | x],donde δπ(x) es el etimador de h(θ).



2.4. Integra
ión Monte Carlo 29Otro de los usos de la inferen
ia bayesiana es en problemas de predi

ión. Si x sedistribuye π(x | θ) y z es una observa
ión, se puede evaluar la probabilidad de quela observa
ión z provenga de π(x | θ) 
omo π(z | θ, x).Una vez estable
idos los 
on
eptos bási
os para la estima
ión bayesiana se des-
riben té
ni
as usuales empleadas en la apli
a
ión de estadísti
a bayesiana.2.4. Integra
ión Monte CarloEn mu
hos 
asos la obten
ión de los estimadores bayesianos requiere de la integra-
ión de expresiones altamente 
omplejas, por lo que el uso de métodos numéri
osse ha
e ne
esario. En general, el estimador bayesiano bajo una fun
ión h(θ) y unadistribu
ión ini
ial π es la solu
ión de (2.3), véase [21℄:
Eπ[h(θ)] =

∫

Θ

h(θ)π(θ | x)dθ (2.4)donde el problema a resolver es la evalua
ión de la integral, para ello se utilizauna muestra {θ1, θ2, . . . , θm} generada por la distribu
ión f para aproximar a (2.4)mediante un promedio ergódi
o,
h̄m =

1

m

m
∑

i=1

h(θi), (2.5)
h̄m 
onverge 
asi seguramente a Ef [h(θ)] por la Ley Fuerte de los Grandes Números.Más aun, 
uando h2 tiene esperanza �nita bajo f . Otro método para evaluar laintegral es el muestreo por importan
ia.De�ni
ión 2.3 El método de muestreo por importan
ia es una evalua
ión de (2.4)basado en la genera
ión de una muestra {θ1, θ2, . . . , θn} dada una distribu
ión ins-
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iones ini
ialestrumental g y aproximando,
Ef [h(θ)] ≈

1

m

m
∑

j=1

f(θj)

g(θj)
h(θj). (2.6)Este método se basa en una representa
ión alternativa de (2.4):

Ef [h(θ)] =

∫

Θ

h(θ)
f(θ)

g(θ)
g(θ)dθLa fun
ión instrumental g tiene po
as restri

iones y puede ser elegida 
omo unadistribu
ión fá
il de simular. La muestra {θ1, θ2, . . . , θn} puede ser usada repetida-mente 
on diferentes fun
iones y para distintas distribu
iones de f . Si la distribu
ión

g tiene 
olas más ligeras que f , no se 
onsidera una distribu
ión ade
uada debido aque la varianza para algunas fun
iones h no será �nita.La evalua
ión de integrales se basa en la genera
ión de una muestra {θ1, θ2, . . . , θn}proveniente de una distribu
ión f . Para la genera
ión de la muestra se utilizan mé-todos Monte Carlo vía 
adenas de Markov.2.5. Métodos de Monte Carlo vía Cadenas de Mar-kovTanto el enfoque bayesiano 
omo el fre
uentista requieren de la integra
ión numéri
ade los estimadores para realizar inferen
ia sobre los parámetros del modelo, unode los métodos utilizados 
onsiste en integrar una fun
ión mediante el método deMonte Carlo usando 
adenas de Markov, es de
ir, usar una muestra {θ1, θ2, . . . , θn}proveniente de una fun
ión f . Existen varias maneras para 
onstruir estas muestras,pero la mayoría son 
asos parti
ulares de Metropolis y Hastings [22℄.



2.5. Métodos de Monte Carlo vía Cadenas de Markov 31Para la evalua
ión de (2.4) se utilizan métodos numéri
os, los métodos más usadosse expli
an a 
ontinua
ión.2.5.1. Métodos de Monte Carlo vía 
adenas de MarkovEl método de Monte Carlo evalúa (2.4), mediante muestras {xi : i = 1, 2, . . . , n} dela distribu
ión π(·), por medio de (2.5).Hay que notar que {xi} no ne
esariamente independientes. Las muestras {xi}pueden ser generadas por algún pro
eso que arroje muestras 
on soporte en π(·)una 
adena de Markov hasta M de manera que π(·) se 
onsidera una distribu
iónesta
ionaria.De�ni
ión 2.4 Un método de Monte Carlo vía 
adenas de Markov (MCMC) parala simula
ión de una distribu
ión f es un método que produ
e una 
adena de Markovergódi
a {Xn} 
uya fun
ión esta
ionaria es f .Para un valor ini
ial arbitrario x0, una 
adena {Xn} es generada usando la fun
iónde transi
ión 
on fun
ión esta
ionaria f . El uso de una 
adena {Xn} produ
ida porun MCMC es idénti
o a usar una muestra independiente e idénti
amente distribuidagenerada por f .2.5.2. Cadenas de MarkovSupongamos que se genera una se
uen
ia de variables aleatorias {X0, X1, . . .}, tal quepara 
ada t ∈ {0, 1, 2, . . .}, el siguiente estado Xt+1 depende úni
amente del estadoanterior Xt y no de toda la 
adena, de forma que p(Xt+1 | Xt) sólo dependerá delestado Xt. Esta se
uen
ia se denomina 
adena de Markov, y p(· | ·) se llama fun
ión
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iones ini
ialesde transi
ión, que indi
a la probabilidad de transi
ión del estado Xt al estado Xt+1.Se di
e que una 
adena es homogénea en el tiempo si p(· | ·) no depende de t.Bajo 
iertas 
ondi
iones de regularidad, la 
adena olvida su estado ini
ial y pm(· |

X0) eventualmente 
onvergerá a una distribu
ión esta
ionaria o invariante (φ(·)) queno dependerá ni del valor ini
ial ni del tiempo. Veáse ( Apéndi
e 1).2.5.3. Metropolis-HastingsEste algoritmo 
omienza de�niendo la distribu
ión objetivo f y una densidad instru-mental q(y | x) de�nida 
on respe
to a la medida dominante.Este algoritmo produ
e una 
adena de Markov {Xn} donde el estado Xt+1 eselegido por un primer muestreo a un punto Y proveniente de la distribu
ión instru-mental q(· | Xt), nótese que la distribu
ión propuesta sólo depende de Xt. El punto
Y es a
eptado 
on probabilidad p(Xt, Y ),

p(X, Y ) = mı́n

(

1,
π(Y )q(X | Y )

π(X)q(Y | X)

)

. (2.7)Si el punto Y es a
eptado, el siguiente estado Xt+1 toma el valor de Y , y en 
asode que sea re
hazado, la 
adena no se mueve, es de
ir, Xt+1 = Xt.Cuando se 
al
ula la media 
omo en (2.5), los valores Yt pueden ser aso
iados
on pesos del estilo mt/T , donde mt es el número de ve
es que los valores fueronre
hazados antes de a
eptar Yt.Metropolis-Hastings es un algoritmo genéri
o de�nido para todas las f y g, sinembargo es ne
esario pedirles mínimas 
ondi
iones de regularidad. El soporte de fdebe estar in
luido en el soporte de q.



2.5. Métodos de Monte Carlo vía Cadenas de Markov 33Teorema 2.5 Sea {Xn} la 
adena produ
ida por este algoritmo. Cada distribu
ión
ondi
ional q 
uyo soporte in
luye al de f ,1. la fun
ión de transi
ión de la 
adena satisfa
e f(x)q(x | y) = f(y)q(y | x).2. f es la distribu
ión esta
ionaria de la 
adena.Por 
onstru

ión, la 
adena tiene una distribu
ión invariante, f , si también esuna 
adena aperiódi
a y Harris re
urrente, enton
es el teorema ergódi
o apli
a paraestable
er el resultado de 
onvergen
ia para (2.5).A 
ontinua
ión se des
riben 
asos parti
ulares del algoritmo Metropolis-Hastings.2.5.4. Algoritmo MetropolisEste algoritmo sólo 
onsidera distribu
iones simétri
as, de forma que q(X | Y ) =

q(Y | X) para toda X y Y . Resulta 
onveniente elegir distribu
iones que generen
ada 
omponente de Y 
ondi
ionalmente independiente dado Xt. Por lo anterior,(2.7) queda
p(X, Y ) = mı́n

{

1,
π(Y )

π(X)

}

,un 
aso espe
ial del algoritmo son las 
aminatas aleatorias, para las 
uales q(Y |

X) = q(|X − Y |).2.5.5. Muestreo independienteEs un algoritmo Metropolis-Hastings que propone q(Y | X) = q(Y ), es de
ir, lafun
ión instrumental q no depende de Xt, para esta versión, la probabilidad de a
ep-
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iones ini
ialesta
ión se es
ribe 
omo
p(X, Y ) = mı́n

{

1,
π(Y )/q(Y )

π(X)/q(X)

}

.Para que este algoritmo fun
ione ade
uadamente, q(·) debe ser una buena apro-xima
ión a π(·), pero es más seguro 
uando q(·) tiene 
olas más pesadas.2.5.6. Muestreo de GibbsEs un 
aso parti
ular del de 
omponentes individuales de Metropolis-Hastings. Laprin
ipal diferen
ia radi
a en la propuesta de distribu
ión a utilizar para simular Y·i:
qi(Y·i | X·i, X·−i) = π(Y·i | X·−i).Los puntos Y·i propuestos siempre son a
eptados pues p(X·−i, X·i, Y·i) será 1.Los métodos presentados tienen la �nalidad de proveer de una visión general delos métodos utilizados usualmente para la genera
ión de variables aleatorias, todo
on la �nalidad de a
er
arse a la distribu
ión de un 
onjunto de datos dado mediantedistribu
iones propuestas.2.6. Optimiza
ión Monte CarloComo se observa, el problema 
onsiste en resolver (2.4), para ello se utilizan métodospara generar variables aleatorias. El problema expuesto en (2.4) se resume en lasiguiente expresión:

máx
θ∈Θ

h(θ). (2.8)Se distinguen dos usos para el pro
eso de genera
ión de variables aleatorias. Elprimero, es en las té
ni
as de explora
ión esto
ásti
a que 
onsisten en la búsqueda



2.6. Optimiza
ión Monte Carlo 35del máximo (mínimo) de una fun
ión usando des
enso del gradiente. El segundo usose basa en la aproxima
ión probabilista a la fun
ión objetivo h, uno de los algoritmosmás 
ono
idos es el EM (expe
tation-maximization algorithm), véase [21℄.Explora
ión esto
ásti
aUna primera forma de resolver (2.8) es simular una distribu
ión uniforme sobre Θ,y usar la aproxima
ión h∗
m = máx(h(u1), . . . , h(um)), donde ui ∼ UΘ. Este método
onverge 
uando m tiende a in�nito, aunque no toma en 
uenta alguna propiedadespe
í�
a de h. En este método 
uando el 
al
ulo del estimador h(·) es 
ostoso elnúmero de evalua
iones de la fun
ión h se mantiene al mínimo. Este he
ho lleva are
ono
er 
iertas propiedades de h, si es una fun
ión positiva y si ∫

Θ
h(θ)dθ < +∞,la solu
ión de (2.8) se redu
e a en
ontrar las modas de la distribu
ión h.Método del gradienteEs un método numéri
o que produ
e una se
uen
ia {θj} que 
onverge a la solu
iónexa
ta de (2.8), θ∗, 
uando el dominio Θ ⊂ Rd y la fun
ión es 
onvexa. La se
uen
ia

θj se 
onstruye de manera re
ursiva mediante la siguiente expresión,
θj+1 = θj + pj ▽ h(θj), pj > 0, (2.9)donde ▽h es el gradiente de h.Simulated AnnealingEste algoritmo fue introdu
ido por Metropolis en 1953 al minimizar una fun
ión enun 
onjunto �nito, pero también se apli
a en el pro
eso de optimiza
ión sobre un
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iones ini
iales
onjunto 
ontinuo.La idea fundamental en este método es que un 
ambio de es
ala, llamado tem-peratura, permite movimientos más rápidos sobre la super�
ie de la fun
ión h amaximizar, que es llamada energía. Rees
alando par
ialmente permite la atra

ión aun máximo lo
al, dada una temperatura T > 0, una muestra θT1 , θ
T
2 , . . . generada dela distribu
ión π(θ). Como T de
re
e hasta 
asi ser 
ero, los valores simulados de ladistribu
ión se en
uentran 
on
entrados en una ve
indad del máximo lo
al.Comenzando en θ0, X es generado de una distribu
ión uniforme sobre una ve
in-dad de θ0, de manera más general X puede generarse a partir de una distribu
ión

g(|X − θ0|), y el nuevo valor de θ es generado 
omo sigue,
θ =







X 
on probabilidadp = exp(△h/T ) ∧ 1

θ0 
on probabilidad1− pdonde △h = h(X) − h(θ0), X es a
eptado 
on probabilidad 1, lo que signi�
a que
θ0 siempre 
ambia su valor. Por otro lado, si h(X) < h(θ), X es a
eptado 
onprobabilidad distinta de 
ero. Esta propiedad permite al algoritmo es
apar de laatra

ión de θ0 si θ0 fuera un máximo lo
al de h, 
on una probabilidad que dependede la ele

ión de T , 
omparado 
on el rango de la densidad g.Este algoritmo modi�
a la temperatura 
on 
ada itera
ión:Ini
ializar: Simular X de una distribu
ión instrumental 
on densidad g(|X − θ0|),A
eptar θi+1 = X 
on probabilidad pi = exp(△hi/Ti) ∧ 1 en otro 
aso θi+1 = θiA
tualizar TiaTi+1Una importante 
ara
terísti
a de este algoritmo es que existen resultados de 
on-vergen
ia para espa
ios �nitos. Las siguientes 
onsidera
iones se toman en 
uenta



2.6. Optimiza
ión Monte Carlo 37para el des
enso de la temperatura en el algoritmo des
rito:De�ni
ión 2.6 Dado un espa
io de estados �nito ε y una fun
ión h a maximizar:1. El estado ej ∈ ε puede ser al
anzado, a una altura h, desde un estado ei,si existe una se
uen
ias de estados (ei, . . . , en) que unen ei 
on ej, tal que
h(ek) ≥ h para k = 1, 2, . . . , n.2. La altura de un máximo ei es el valor mayor de di tal que existe un estado ejtal que h(ej) > h(ei), el 
ual puede ser al
anzado a una altuta h(ej) + di desde
ei.Los métodos des
ritos serán utilizados para realizar el pro
eso de estima
iónbayesiano que, una vez de�nida una distribu
ión ini
ial, 
onsiste en la a
tualiza
iónde la distribu
ión ini
ial a partir de la informa
ión aportada por la muestra.
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Capítulo 3
Redes bayesianas
Las redes bayesianas son modelos probabilistas 
ompuestas por unidades llanadasnodos que 
orresponden a 
ada una de las variables del problema. Por ejemplo, la�gura (3.1) modela la rela
ión entre edad y rinitis alérgi
a:Edad RinitisFigura 3.1: Red que representa la rela
ión entre las variables edad y pade
er rinitis alérgi
a.La �e
ha en la �gura (3.1) indi
a una rela
ión de dependen
ia 
ondi
ional entre lavariable edad y el desarrollo de rinitis alérgi
a, es de
ir, la distribu
ión de la variableRinitis depende del valor que tome la variable Edad.Uno de los usos de las redes bayesiabas es la modela
ión de rela
iones de 
ausalidadya que, de a
uerdo 
on Wermuth y Lauritzen [15℄, los supuestos de independen
ia
ondi
ional son el elemento bási
o para la des
rip
ión del 
ono
imiento. El 
on
epto39



40 Capítulo 3. Redes bayesianasde 
ausalidad es un 
on
epto 
omplejo que Judea Pearl trata en su libro Causality,sin embargo, para propósitos de esta tesis, las redes bayesianas serán utilizadas 
omomodelos de 
lasi�
a
ión, es de
ir, modelos que predi
en la pertenen
ia de un sujetoa una 
lase.Algunos de los textos usados para desarrollar este 
apítulo son Probabilisti
 Net-works and Expert Systems (Cowell,1999), Pattern Re
ognition and Neural Networks(Ripley,1996) y Bayesian Network Classi�ers (Friedman,1997). Otro texto utilizadoes A 
onstrait-propagation to probabilisti
 reasoning (Pearl,1985).3.1. PreliminaresLos problemas de modela
ión que se enfrentan fre
uentemente requieren la modela-
ión de las aso
ia
iones entre 
ausas y 
onse
uen
ias. Des
ribir 
ómo se estable
enestas rela
iones resulta difí
il 
uando el número de variables a analizar es grande.Para resolver este problema, se han desarrollado modelos que ayudan simpli�
ar laespe
i�
a
ión de las rela
iones estable
idas. Una de estas herramientas son las re-des probabilistas, que 
onsisten en la representa
ión grá�
a de las proposi
iones deindependen
ia 
ondi
ional.3.1.1. Independen
ia 
ondi
ionalSupongamos una grá�
a 
on tres nodos que representan variables aleatorias, X , Yy Z, de manera que los nodos están 
omuni
ados y no forman 
i
los, la �gura (3.2)muestra 
ómo puede darse la 
omuni
a
ión entre los nodos.Cada una de las grá�
as representan diferente rela
iones de jerárquia que se
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en en rela
iones de dependen
ia, por ejemplo, en la primera �gura, X y Zson nodos hijo de Y , es de
ir, X y Z dependen de Y . La �gura 
entral muestra ladependen
ia de Z ha
ia Y y éste a su vez depende de X , por lo que Z dependeindire
tamente de X a través de Y . En la �gura de la dere
ha se observa a losnodos X y Z 
on un nodo hijo 
omún Y , o sea, dos variables que tienen un efe
toen 
onjunto. A pesar de la diferente interpreta
ión de las grá�
as, la 
omuni
a
iónentre X y Z se lleva a 
abo a través de Y , se manera que Z es 
ondi
ionalmenteindependiente de X dado Y .De�ni
ión 3.1 De la �gura (3.2) de
imos que Z es 
ondi
ionalmente independientea X dado Y , Z ⊥ X | Y , si para 
ada pareja (y, x) de (Y,X), tenemos que p(Z |

Y = y,X = x) = p(Z | Y = y).De la de�ni
ión de independen
ia 
ondi
ional se derivan propiedades útiles parala parametriza
ión de una grá�
a, las propiedades son las siguientes:1. Simetría, si X ⊥ Y | Z enton
es Y ⊥ X | Z.2. Des
omposi
ión, supongamos W una variable aleatoria, si X ⊥ Y W | Z en-ton
es X ⊥ Y | Z.3. Unión débil, si X ⊥ Y W | Z enton
es X ⊥ Y | (Z,W ).
X Y Z X Y Z X Y ZFigura 3.2: Posibles formas de 
omuni
a
ión entre nodos.
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ión, si X ⊥ Y | Z y X ⊥ W | (Z, Y ) enton
es X ⊥ (Y,W ) | Z.5. Interse

ión, si X ⊥ W | (Z, Y ) y X ⊥ Y | (Z,W ) enton
es X ⊥ (Y,W ) | Z.Estas propiedades tienen interpreta
ión desde el punto de vista de la informa-
ión que representa 
ada una de las variables, (Paz,1987), les llaman axiomas sobregrá�
as. El axioma de simetría estable
e que para 
ualquier estado de Z, Y no pro-por
iona informa
ión de X y vi
eversa. El axioma de des
omposi
ión mani�esta quesi los valores 
onjuntos de dos variables son irrelevantes, enton
es por separado tam-bién lo son. El axioma de unión débil indi
a que si W y Y 
ontienen informa
iónirrelevante para X el pro
eso de a
tualiza
ión sobre W no ha
e que la informa
ión de
Y sea relevante para X . El axioma de 
ontra

ión mani�esta que si W es irrelevantepara X después de haber re
ibido informa
ión irrelevante de Y , enton
es W ya erairrelevante para X antes de re
ibir informa
ión de Y .Consideremos una grá�
a no dirigida G = (V,E) y una distribu
ión de probabili-dad p sobre el 
onjunto de variables V . Las propiedades de independen
ia 
ondi
ionalse extienden a la distribu
ión p.3.1.2. Grá�
as y probabilidadConsideremos una grá�
a no dirigida G, 
onformada por una familia de vérti
es C deforma que para 
ada dos vérti
es hay un arista que los une, para 
ada c ∈ C se tieneuna fun
ión poten
ial φc, de forma que la fun
ión de probabilidad aso
iada a C quedes
rita por

p(x) =
∏

c∈C

φc(xc), (3.1)



3.2. Redes de Markov 43Para parametrizar la grá�
a G es ne
esario tenga la estru
tura de árbol, en 
asode que la grá�
a no lo sea se rea
omodan los nodos de forma que G se al
an
euna estru
tura de árbol T . Para la grá�
a T la distribu
ión p se interpreta 
omo ladistribu
ión 
onjunta determinada por el produ
to de las densidades de 
ada nodo.También se parametriza la grá�
a usando subgrá�
as 
ompletas de T a las quellamaremos 
lanes.Ahora, sea B = {Xv} una 
ole

ión de sub
onjuntos del 
onjunto de vérti
es
V . Para 
ada B ∈ B, φB(x) denota la fun
ión poten
ial para xB = (xV )V ∈B. Lafa
toriza
ión de la grá�
a se distingue por ser una distribu
ión jerárqui
a.De�ni
ión 3.2 (Ditribu
ión jerárqui
a) Una distribu
ión 
onjunta de p de X es
B − jerárqui
a si su densidad p se fa
toriza de la siguiente manera

p(x) =
∏

B∈B

φB(x) (3.2)donde φB(x) es una fun
ión poten
ial para xB = (xV )V ∈B.3.2. Redes de MarkovSea G = (V,E) una grá�
a no dirigida, y sea {Xv}v∈V una 
ole

ión de variablesaleatorias. Se de�ne una fun
ión poten
ial φA sobre XA para sub
onjuntos 
ompletosde A ⊂ G, esto indi
a que los 
lanes de G son elementos de A, de forma que ladensidad puede fa
torizarse 
omo en (3.2).Aso
iado 
on la grá�
a G existen algunas propiedades que una medida de proba-bilidad p sobre X debe 
umplir para G sea de�nida 
omo red de Markov. Pearl (1985)de�ne un I −map 
uando las rela
iones de dependen
ia son representadas mediante
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a no dirigida, tal que para α y β dos vérti
es están separados por γ, si estasepara
ión indi
a independen
ia 
ondi
ional se di
e que G es Markov globlal. Para unpar de vérti
es α y β, no rela
ionados, podemos en
ontrar un 
amino por el que α y βsean 
ondi
ionalmente independientes dado ese 
amino, esta 
ara
terísti
a se 
ono
e
omo la propiedad de Markov para parejas de vérti
es. Para 
ada vérti
e α ∈ G, éstees 
ondi
ionalmente independiente a los otros nodos dada la frontera de α. Estaspropiedades son equivalentes a las propiedades de independen
ia 
ondi
ional.Sean Ci y Cj 
lanes adya
entes en el árbol T , podemos aso
iar al arista que losune su separador (3.3), S = Ci∩Cj de nodos de T . De esta manera si se 
onsidera unafun
ión φc para 
ada c ∈ C, también tendremos una fun
ión φs para 
ada separador
s ∈ S, de forma que

p(Xv) =

∏

c∈C φc(xc)
∏

s∈S φs(xs)
, (3.3)donde {φc, c ∈ C} y {φs, s ∈ S} de�nen las fun
iones poten
iales de p.

A B

C D

E

FFigura 3.3: En esta grá�
a se puede ver los 
onjuntos C1 = A,B y C2 = B,D, separadospor el nodo E.



3.3. Redes Bayesianas 453.2.1. Propiedades de Markov sobre DAGsLas propiedades de independen
ia para las grá�
as de Markov pueden extendersesen
illamente a grá�
as dirigidas, de manera que una grá�
a a
í
li
a dirigida D ad-mite una parametriza
ión si existe una distribu
ión de�nida por p(x) =∏v∈V p(Xv |

Xpa(v)).Una propuesta alternativa para esta propiedad está dada por Pearl y Verman(1990). Men
ionan que un 
amino dirigido es una se
uen
ia de vérti
es que formenun 
amino Π de α a β en D, un 
amino se di
e bloqueado por S si éste 
ontiene unvérti
e γ ∈ Π tal que γ ∈ S y α está d− separado de β por S, es de
ir, α ⊥ β | S.Un 
amino dirigido que no está bloqueado por S se di
e que está a
tivo. Dos sub-
onjuntos A y B se di
en d− separados por S si todos los 
aminos dirigidos de A a
B están bloqueados por S.3.3. Redes BayesianasLas redes bayesianas son grá�
as a
í
li
as dirigidas (DAG), donde 
ada uno de losvérti
es representan una variable; y los ar
os, las aso
ia
iones entre ellas.

A

B C

D EFigura 3.4: Grá�
a a
í
li
a dirigida (DAG).La �gura 3.4 representa una red bayesiana donde la dire

ión de los ar
os indi
a



46 Capítulo 3. Redes bayesianasuna rela
ión entre variables, por ejemplo, se puede hablar de una rela
ión de jerarquíaentre los nodos {B,C} y {A}, donde {A} es el nodo padre y {B,C} los nodos hijode A. El modelo grá�
o se de�ne mediante una fun
ión 
onjunta basada en fun
ionespoten
iales φc aso
iadas a 
ada 
onjunto de nodos c.La parametriza
ión de una grá�
a dirigida se de�ne de manera distinta, sea una
DAG de�nida por un 
onjunto de vérti
es V , para los que se distringue una rela
iónjerárqui
a, la fun
ión de probabilidad aso
iada a la (3.1) se espe
i�
a mediante unadistribu
ión 
ondi
ional de Xv, v ∈ V , dados sus padres, Xpa(v),

p(x) =
∏

v∈V

p(Xv | Xpa(v)) (3.4)donde p(Xv | Xpa(v)) es la probabilidad del nodo v dados sus prede
esores dire
tos.Observemos la fun
ión 
onjunta que des
ribe la parte de la grá�
a 3.4 formada porlos nodos {A,C,E}. La rela
ión entre A y C se estable
e por p(C | A), la rela
iónentre los tres nodos se des
ribe por p(x) = p(E | C,A); la in�uen
ia del nodo A sobreel nodo E se realiza a través de C, enton
es p(x) = p(E | C)p(C | A)p(A).Se observa que para una grá�
a dirigida G y una fun
ión 
onjunta p(x) quesatisfaga las restri

iones de independen
ia, la grá�
a no dirigida de G, Gm, tambiénpuede representar las rela
iones de independen
ia no bajo la misma parametriza
ión
p(x).Trabajando 
on la representa
ión general del árbol, los algoritmos que se usanmodi�
an la fun
ión poten
ial mediante una serie de pasos que se interpretan 
omoel paso de informa
ión entre nodos.



3.4. Algoritmo de propaga
ión 473.4. Algoritmo de propaga
iónLa �gura 3.1 se parametriza por p(Rinitis | Edad), se se ha observado Edad=25, en-ton
es esta informa
ión puede in
orporarse al modelo 
omo p(Rinitis | Edad = 25).De modo general, las redes bayesianas permiten observar los efe
tos de la in
orpo-ra
ión de informa
ión (eviden
ia ε) al modelo, es de
ir, p(x) es a
tualizada 
omo
p∗ = p(x)IXA=x∗

A
, donde XA = x∗

A ha sido observado.Sea U un 
onjunto de variables, ya sea un 
lan o un separador, de manera que larepresenta
ión marginal de este 
onjunto de variables se expresa 
omo
p∗(xU) = p(xU | ε)p(ε).La 
onstante de normaliza
ión para 
ada U será p(ε), obteniendo así p(xU | ε)que permitirá transmitir el efe
to de la informa
ión a 
ada 
lan. En resumen,

p(Xv | ε) =

∏

c∈C pc(xc | ε)
∏

s∈S ps(xs | ε)
.En el pro
eso de propaga
ión de eviden
ia se distinguen dos fases, la de re
ole

ióny la fase de distribu
ión de eviden
ia sobre el árbol T. La primera, 
onsiste en lare
ole

ión de informa
ión pasando informa
ión de un 
lan a otro. En la segunda, el�ujo de informa
ión regresa por el re
orrido de 
ole
ta obteniendo las probabilidadesposteriores de 
ada 
lan.Pensemos en una grá�
a a
í
li
a dirigida 
on 3 nodos, X , Y y Z, de manera que

Y es separador de X y Z.Cuando X = x se di
e que se ha in
orporado informa
ión al modelo, y es pro-pagada a las otras variables a través de las rela
iones representadas en la grá�
a,en este 
aso, se a
tualiza la distibu
ión de Z por medio de Y , por 
onsiguiente, la



48 Capítulo 3. Redes bayesianasdistribu
ión posterior de Z 
onsiderando (3.4) queda dada por
p(Z | X = x) =

∑

Y

p(Z | Y )p(Y | X = x).Una vez que la eviden
ia ha sido propagada, se realiza un pro
eso de a
tualiza
iónde las distribu
iones que 
onsiste en a
tualizar X dado que se ha observado X = x,
p∗(X = x) = p(X = x | Z = z).De modo general, para 
ada vérti
e Xv sea p(Xv) su distribu
ión marginal:

p(Xv) =
∑

pa(Xv)

p(Xpa(Xv))p(Xv = xv | pa(Xv) = xpa(Xv)),y se desea 
al
ular p∗(Xv) = p(Xv = xv | ε), donde ε es la eviden
ia. Hay queobservar dos eventos, ε−v que denota el evento de 
ondi
ionar sobre los des
endientesde v, y ε+v indi
a que se 
ondi
iona sobre las varibales restantes que 
onforman la
ubierta de Markov para v. Usando la regla de Bayes:
p∗(Xv) ∝ p(ε−v | Xv, ε

+
v )p(Xv | ε

+
v ) = p(ε−v | Xv)p(Xv | ε

+
v ).Cada vérti
e mantiene una versión de ℓ(x) =

∏

u p(ε
−
u | Xv) y ν(Xv) = p(Xv =

xv | ε
+
v ). Luego, p∗(Xv) ∝ I(Xv ∈ Sv)ℓ(Xv)ν(Xv). Cuando se tiene informa
ión en elvérti
e, p(ε−v | Xv ∈ Sv), ésta es usada para a
tualizar ℓ(pa(Xv)), p(ε−v | Xpa(Xv)).Luego, en forma des
endiente para a
tualizar a los hijos de v, p(Xv | Xv ∈ Sv, ε

+
v , ε

−
v ).

X Y ZFigura 3.5: Grá�
a a
í
li
a dirigida 
on tres nodos.



3.5. Redes dis
retas 49Las redes bayesianes representan las rela
iones de independen
ia 
ondi
ional en-tre las variables. A 
ontinua
ión se detallan los 
on
eptos bási
os de independen
ia
ondi
ional.3.5. Redes dis
retasSi una grá�
a no dirigida es un árbol, 
ualquier vérti
e puede 
onsiderarse 
omola raíz. La forma de árbol más simple es una 
adena de vérti
es que es modeladapor una 
adena de Markov. Los 
ál
ulos sobre una 
adena de Markov dependen delorden de los vérti
es. Las 
adenas de Markov se de�nen mediante una fun
ión detransi
ión P (Xt = j | Xt−1 = i), mientras que un árbol de Markov se espe
i�
a por
P (Xv | Xpa(v)). Partiendo de la estru
tura de árbol, se etiquetan los vérti
es en ordenas
endente desde la raíz, de manera que 
ada vérti
e sea pre
edido por sus nodospadre:

P (Xv) =
∏

i

P (Xi | Xj, j < i) =
∏

i

P (Xi | Xpa(i)) (3.5)

Figura 3.6: Las �e
has en la grá�
a indi
an el �ujo de la informa
ión.



50 Capítulo 3. Redes bayesianasEn una red probabilista se manejan varias variables de forma simultánea, por loque son agrupadas en 
lanes, y se 
onstruye una distribu
ión 
onjunta sobre el árbolde 
lanes, en este 
aso (3.5) se 
onvierte en la representa
ión poten
ial. Las redesbayesianas son un 
aso parti
ular de las redes de Markov.3.6. Clasi�
adoresUn 
lasi�
ador es una fun
ión que asigna un objeto a una 
lase a partir de un
onjunto de atributos. Uno de los 
lasi�
adores más efe
tivos es el llamado naive-Bayes des
rito en varios artí
ulos, Duda y Hart(1973), y Langley et al. (1992).La red que des
ribe a un 
lasi�
ador naive-Bayes indi
a que la variable de la 
lasees el nodo padre de 
ada atributo, P (C | A1, A2, . . . , An).
C

A1 A2 . . . AnFigura 3.7: Grá�
a de un 
lasi�
ador naive-Bayes.El pro
edimiento de 
lasi�
a
ión es apli
ar la regla de Bayes al 
ál
ulo de la pro-babilidad de C dado el 
onjunto de atributos {A1, A2, . . . , An} y luego prede
ir la
lase, tomando la que tenga mayor probabilidad. Se ha
e un supuesto de indepen-den
ia 
ondi
ional entre los atributos dada la 
lase.El objetivo es indu
ir una red que des
riba mejor la distribu
ión de los datos de



3.6. Clasi�
adores 51entrenamiento, esto se logra utilando una fun
ión que 
ali�
a a 
ada red dentro del
onjunto de posibles redes.El modelo naive Bayes no toma en 
uenta las 
orrela
iones entre atributos, aun-que estas 
orrela
iones pueden permitir una mejor des
rip
ión de los datos del mo-delo. El naive Bayes aumentado (TAN)(Friedman et al.) plantea una modi�
a
iónal modelo naive Bayes para in
orporar las 
orrela
iones.Por ejemplo, para el modelo naive Bayes, si la 
lase C es la variable que indi
aestar enfermo o no de rinitis, y, edad y sexo son los atributos de la distribu
ión
p(Edad, Sexo | Rinitis) es la distribu
ión ini
ial, que se a
tualiza 
omo p(Rinitis |

Edad, Sexo) dados los valores de la variables edad y sexo.3.6.1. AprendizajeSea U = {A1, A2, . . . , An}, donde {A1, A2, . . . , An} es el 
onjunto de atributos quede�nen a la 
lase C. La estru
tura grá�
a que se usa de�ne a la 
lase C 
omo la raíz,y 
ada atributo tiene 
omo nodo padre al nodo de la 
lase, pa(Ai) = C, la fun
ión
onjunta que des
ribe esta estru
tura queda:
p(A1, A2, . . . , An, C) = p(C)

∏

i

p(Ai | C)Usando la de�ni
ión de 
ondi
ionalidad,
p(C | A1, A2, . . . , An) = αp(C)

∏

i

p(Ai | C)donde α es la 
onstante de normaliza
ión.El problema de aprendizaje 
onsiste en en
ontrar la mejor red que des
riba a
T , a partir T = {u1, u2, . . . , uk} ∈ U , un 
onjunto de datos de entrenamiento. Lo



52 Capítulo 3. Redes bayesianasusual es introdu
ir una fun
ión que evalue 
ada red 
on respe
to al 
onjunto deentrenamiento, esta fun
ión es 
ono
ida 
omo fun
ión s
ore.Las fun
iones s
ore tienen 
omo propósito propor
ionar informa
ión a
er
a deuna distribu
ión, de manera que podemos elegir una red D tal que 
onsiderando eltamaño de la red y los datos, PD sea mínima. Existen diferentes versiones de fun
ioness
ore 
ada una in
orporando distintos elementos.Sea D = {G,Θ} y T = {u1, u2, . . . , un} el 
onjunto de entrenamiento, 
onsidé-rense ui observa
iones independientes. Se de�ne la informa
ión aportada por 
adaobserva
ión 
omo log(1/p(xi)), si hay n observa
iones, se puede a�rmar que en pro-medio el valor ui será observado N · p(ui) ve
es. Enton
es para n observa
iones lainforma
ión total se de�ne 
omo,
I =

n
∑

i=1

n · p(ui) log(1/p(ui)). (3.6)La informa
ión promedio [6℄, I/n, se 
ono
e 
omo entropía H(p). La entropía fuede�nida por Shannon en 1948 y, tiene propiedades teóri
as que permite 
uanti�
arla informa
ión des
rita por la distribu
ión p (2.2).Se supone una distribu
ión p para el 
onjunto de entrenamiento, y se propone unadistribu
ión q para el mismo 
onjunto. El problema 
onsiste en dar una 
antidad quemida la dis
repan
ia entre los modelos q y p, para 
ada ui esta 
antidad se de�ne
omo log(p(ui)/q(ui)), por lo que la 
ompara
ión de entropía entre dos p y q seexpresa 
omo sigue
H(p, q) =

n
∑

i=1

p(ui) log
p(ui)

q(ui)
.Otra 
antidad usual, es la llamada entropía relativa, mejor 
ono
ida 
omo infor-



3.6. Clasi�
adores 53ma
ión de Kullba
k-Leiber:
KL(p, q) =

(

log
p(u)

q(u)

)

p

.Para el 
aso de grá�
as las distribu
iones p y q están dadas por las distribu
ionesde la redD = {G,Θ} y la del 
onjunto de entrenamiento T = {u1, u2, . . . , un},respe
tivamente.La fun
ión s
ore MDL (minimal des
ription length) de una red D dado T estádada por:
MDL(D | T ) = H(D, T ) +

logn

2
D (3.7)donde H(D, T ) indi
a la entropía, en el segundo término D indi
a el número deparámetros en la red. Otra fun
ión s
ore que basa su de�ni
ión en el 
on
epto deentropía, es el 
riterio de informa
ión de Akaike (AIC),

AIC(D | T ) = H(D, T ) +D (3.8)La fun
ión s
ore favore
e grá�
as 
ompletas, para ello el primer término de (3.7)redu
e la 
omplejidad de la red penalizando aquellas que 
ontegan mu
hos paráme-tros.3.6.2. Redes bayesianas 
omo 
lasi�
adoresSe puede indu
ir una red D que represente P (A1, A2, . . . , An, C). Dado un 
onjuntode entrenamiento, 
ada ui ∈ T es una tupla de la forma (ai1, a
i
2, . . . , c

i), que son losvalores de los atributos y el valor de la variable de la 
lase C. Se puede rees
ribir lalog-verosimilitud respe
to a las ui:
LL(D | T ) =

k
∑

i=1

log(PD(c
i | ai1, . . . , a

i
n)) +

k
∑

i=1

log(PD(a
i
1, . . . , a

i
n)) (3.9)



54 Capítulo 3. Redes bayesianasEl primer término estima la probabilidad de una 
lase dados los atributos.La de�ni
ión de atributos relevantes se basa en la no
ión de 
ubierta de Markovde la variableX , es de
ir, los nodos ve
inos de X . Condi
ionando sobre este 
onjuntoa X , se di
e que X es 
ondi
ionalmente independiente de otras variables en la red.Los algoritmos de aprendizaje eligen los atributos relevantes para prede
ir la
lase, la ele

ión he
ha por el pro
edimiento re�eja el sesgo de la fun
ión de s
ore,en parti
ular, la fun
ión MDL, que penaliza la adi
ión de atributos a la 
ubierta deMarkov de la variable 
lase.La fun
ión MDL puede espe
ializarse para la tarea de 
lasi�
a
ión, restringiendola log-verosimilitud en (3.9), de manera que sea la log-verosimilitud 
ondi
ional deuna red D dado el 
onjunto T , CLL(D | T ) =
∑k

i=1 log(PD(C
i | Ai

1, . . . , A
i
n)).3.6.3. Naive Bayes aumentadoEste modelo permite espe
i�
ar las aso
ia
iones entre atributos, por lo que grá�
a-mente existe un ar
o entre ellos. Un ar
o de Ai a Aj impli
a que existe una rela
iónde dependen
ia 
ondi
ional entre Ai y la 
lase dado Aj .En este tipo de redes la variable de la 
lase no tiene nodos padres y 
ada atributotiene al menos un atributo 
omo padre además de la variable 
lase.El pro
edimiento de aprendizaje para estas estru
turas está des
rito por Chow yLiu (1968) y Pearl (1988).Una grá�
a a
í
li
a dirigida sobre {X1, X2, . . . , Xn} es un árbol si pa(Xi) 
ontieneexa
tamente un padre para 
ada Xi, a ex
ep
ión de la raíz. El árbol se des
ribeidenti�
ando el padre de 
ada nodo, la fun
ión t : {1, 2, . . . , n} 7→ {0, 1, . . . , n} de�neun árbol sobre {X1, X2, . . . , Xn} si para exa
tamente una i se tiene que t(Xi) = 0
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adores 55(raíz) y no existe una se
uen
ia i1, . . . , ik tal que t(ij) = ij+1 para i ≤ j ≤ k y
t(ik) = i1 (no hay 
i
los). La fun
ión que de�ne a un árbol es una donde pa(Xi) =

{Xpa(Xi) si t(i) > 0} y pa(Xi) = ∅ si t(i) = 0.El pro
edimiento des
rito por Chow y Liu [9℄, redu
e el problema a elegir unárbol expandido de peso máximo 
on máxima verosimilitud, 
onsiste en sele

ionarun sub
onjunto de ar
os tal que esta 
on�gura
ión forme un árbol y la suma de lospesos en los ar
os sea máxima.1. Cal
ular la fun
ión de informa
ión mutua, IP̂D
(Xi, Xj), entre 
ada par i 6= j,

IP (X, Y ) =
∑

x,y

P (x, y) log
P (x, y)

P (x)P (y)
(3.10)2. Construir una grá�
a no dirigida en la que los vérti
es son las variables X . Lospesos de 
ada ar
o están dados por la fun
ión de informa
ión mutua.3. Construir un árbol expandido de peso máximo4. La grá�
a obtenida se 
onvierte en una grá�
a dirigida al elegir una variable
omo raíz y �jar las dire

iones de los ar
os en dire

ión 
ontraria a ella.

C

A1 A2 . . . AnFigura 3.8: Es
tru
tura de un naive-Bayes aumentado (TAN)



56 Capítulo 3. Redes bayesianasEl problema 
onsiste en en
ontrar una fun
ión que de�na un árbol de manera quela log-verosimilitud se maximi
e. Este problema de optimiza
ión se resuelve usandoel pro
edimiento anterior, y usando la fun
ión 
ondi
ional de informa
ión mutua enlugar de (3.10):
IP (X, Y | Z) =

∑

x,y

P (x, y, z) log
P (x, y | z)

P (x | z)P (y | z)El 
ál
ulo de la fun
ión se realiza para el 
onjunto de atributos, �nalmente, se intro-du
e un vérti
e C y se agrega un ar
o de C a 
ada Ai. De esta manera tenemos unades
rip
ión más ade
uada de las rela
iones existentes entre atributos y la 
lase, porlo que la grá�
a obtenida ya puede utilizarse para prede
ir la 
lase de un ui que nopertenez
a al 
onjunto de entrenamiento.3.7. Maximiza
iónPara en
ontrar la máxima 
on�gura
ión se 
onsidera el paso de informa
ión entrenodos y se bus
a la 
on�gura
ión tal que maximi
e su fun
ión poten
ial.Se tiene una distribu
ión p sobre T , parametrizada por φc y φs, si se desea 
ono
erla 
on�gura
ión grá�
a más probable de todas las variables, se modi�
a el algoritmode propaga
ión sustituyendo la de�ni
ión de marginaliza
ión por la siguiente,De�ni
ión 3.3 (Max-marginaliza
ión) Sea V el 
onjunto de vérti
es, y W ⊆ U ⊆ Vla expresión MUWφ denota la marginal máxima de φ sobre W de�nida por
MUWφ(x) = maxz∈UWφ(z, x).La probabilidad de la 
on�gura
ión de un 
lan, está dada por pmax

c (XC), que indi-
a la probabilidad que esa 
on�gura
ión de nodos tiene, es de
ir, es la probabblidad



3.7. Maximiza
ión 57aso
iada a XC = xc, enton
es (3.3) se rees
ribe 
omo
p(Xv | ε) =

∏

c∈C p
max
c (xc)

∏

s∈S p
max
s (xs)

(3.11)Sea U ∈ C y W un ve
ino de U , pmax
W (XW ) pasa de W a U , y U debe en
ontrar la
on�gura
ión que maximi
e su fun
ión poten
ial, la 
on�gura
ión Xmax

U , pasa 
omoeviden
ia a sus ve
inos. Se 
onstruye un árbol expandido de peso máximo.



58 Capítulo 3. Redes bayesianas



Capítulo 4
Rinitis alérgi
a
En publi
a
iones médi
as se han utilizado redes de 
lasi�
a
ión 
on el �n de prede
irel tratamiento a utilizar, 
on este �n, en este 
apítulo se analiza un 
onjunto de datosprovenientes de medi
iones de pa
ientes 
on rinitis alérgi
a.La rinitis alérgi
a es la primera 
ausa de 
onsulta en Alergología y su prevalen
iamundial se estima entre 10 y 25 por 
iento (Be
erril Ángeles,2010)(Diágnosti
o ytratamiento de rinitis alérgi
a. J30. Guía de prá
ti
a médi
a).Por otro lado, las redes bayesianas 
omo 
lasi�
adores han tenido parti
ipa
ión ennumerosas áreas, entre ellas la medi
ina, han desarrollado un papel de asisten
iaen el diágnosti
o de múltiples pade
imientos (Bonis,2004) Sistemas informáti
os desoporte a la de
isión 
líni
a). 59



60 Capítulo 4. Rinitis alérgi
a4.1. PreliminaresDe
isiones 
líni
asLa 
lasi�
a
ión es uno de los problemas que requiere de informa
ión que permita laestima
ión de una probabilidad que indique la pertenen
ia de un sujeto a una 
lasebasándose en la eviden
ia. Dado un 
onjunto de n objetos, éstos serán 
lasi�
ados en
K 
lases , 
ada objeto tiene aso
iado un ve
tor de medi
iones (atributos), x ∈ R

p.La propor
ión de 
asos de la 
lase k en la pobla
ión se de�ne por πk, mientrasque la distribu
ión de la 
lase k se identi�
a por pk(x). El propósito es 
lasi�
arun objeto en alguna de las K + 2 posibles de
isiones, 1, . . . , K,D,O, basados en laobserva
ión X = x, las de
isiones 1, . . . , K indi
a que el objeto 
orresponde a la 
lase
k, la de
isión D indi
a duda de la 
lase a la que pertene
e el objeto, �nalmente, lade
isión O indi
a que el objeto no pertene
e a ninguna de las K 
lases.Los modelos de apoyo a la desi
ión 
líni
a están diseñados para formalizar el pro-
eso de 
lasi�
a
ión, ayudando al personal sanitario a tomar de
isiones � preventivas,diagnósti
as o terapéuti
as �. Los primeros modelos surgieron a �nales de los 
in
uen-ta, utilizadan algoritmos lógi
os sobre la informa
ión introdu
ida. Otra estrategiain
luyo el uso del teorema de Bayes que asumía independen
ia entre los síntomas opruebas, rela
ión que en la mayoría de los 
asos no puede estable
erse 
on 
laridad.A �nales de los o
henta, se desarrolla un sistema que una vez introdu
idos losdatos era 
apaz de elaborar la 
adena de razonamiento dedu
tivo basado en el 
ono
i-miento de la �siopatología humana mediante el 
ual se obtiene una respuesta. Estossistemas se en
uentran bajo la evalua
ión de expertos, 
onsiderando si la respuestadada sería la que un médi
o experto en el área propor
ionaría.



4.1. Preliminares 61Rinitis alérgi
aLa rinitis alérgi
a es una enfermedad in�amatoria 
róni
a de la mu
osa nasal, 
uyossíntomas prin
ipales, desen
adenados por la exposi
ión a alérgenos, son la rinorrea,obstru

ión nasal, prurito nasal y estornudos. Fre
uentemente, los pa
ientes 
on ri-nitis alérgi
a presentan síntomas 
onjuntivales y de asma. En en 
aso de los niñosque la presentan rinitis alérgi
a, tienen mayor riesgo de presentar asma si no se trataade
uadamente.Los ante
edentes familiares y la exposi
ión a ambientes adversos 
omo el taba-quismo familiar, á
aros del polvo y epitelios de animales, son fa
tores de riesgo parael desarrollo de la rinitis alérgi
a [3℄.El tratamiento farma
ológi
o ade
uado es difí
il de determinar debido a las rea
-
iones se
undarias que puede desen
adenar, el tramatamiento más e�
az para larinitis alérgi
a es el uso de esteroides nasales, sin embargo en la prá
ti
a 
líni
a sonmás usados los antihistamíni
os.Los antihistamíni
os de primera genera
ión tienen efe
tos sedantes y ani
olinérgi-
os. Los de segunda genera
ión 
ausan po
a seda
ión, tienen un ini
io de a

ión másrápido y su efe
to dura más de 24 horas. En adultos mayores no se re
omienda el usode antihistamíni
os de primera genera
ión por su a

ión sobre el sistema nervioso
entral.Los esteroides nasales se 
onsideran la primera línea de tratamiento de la rinitisalérgi
a persistente, sobre todo en la obstru

ión, y se ha demostrado que dosisre
omendadas no afe
tan el 
re
imiento. Los des
ongestionantes son muy efe
tivospara aliviar la obstru

ión nasal, pero no se re
omienda su uso en menores de un añopor su margen estre
ho entre dosis terápeuti
as y tóxi
as. Tampo
o es re
omendado
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asu uso en adultos mayores, embarazadas, pa
ientes 
on hipertensión, 
ardiopatía,hipertro�a prostáti
a, glau
oma y los que usan β-bloqueadores e inhibidores de laMAO (monoaminooxidasa).El tratamiento de la rinitis alérgi
a se vuelve 
omplejo de determinar. Por eso elmejor tratamiento para 
ada pa
iente depende de sus 
ara
terísti
as, por ejemplo,variables 
omo edad y sexo son determinantes para indi
ar el mejor fárma
o paratratamiento.Con el �n de estudiar la 
apa
idad predi
tiva de los modelos de redes neuronales yredes bayesianas, se utiliza un 
onjunto de datos que 
ontiene informa
ión de 
uatrohospitales sobre el medi
amento que se administra a pa
ientes 
on rinitis alérgi
a.En total, se tienen datos de 2200 pa
ientes. Las variables medidas son:1. Edad (Age)2. Sexo (Sex)3. Presión sanguínea (BP)4. Nivel de 
olesterol (Cholesterol)5. Nivel de sodio (Na)6. Nivel de potasio (K)Las medi
iones de los niveles de sodio y potasio en la sangre son in
luídos debidoa que fun
ionan 
omo elementos mediadores del inter
ambio 
elular. Algunos de losmedi
amentos usados para el tratamiento de la rinitis alérgi
a aumentan los nivelesde a
tividad de la Na/K adenín trifostasa, 
uya modula
ión es un posible me
anismode la a

ión antialérgi
a.



4.2. Cono
iendo Weka 63En este ejemplo, se pretende prede
ir de 5 medi
amentos, que se etiquetan 
omoDrugA, DrugB, DrugC, DrugX y DrugY, el medi
amento a usar para el tratamientode nuevos pa
ientes basados en las 
ara
terísti
as del pa
iente.4.2. Cono
iendo WekaEste paquete 
onsiste en una 
ole

ión de algoritmos útiles en tareas de regresión,aso
ia
ión y 
lasi�
a
ión, todos ellos implementados en Java. Weka es un paquete deminería de datos de distribu
ión libre, desarrollado por la Universidad de Waikato.El nombre de Weka ha
e referen
ia a un ave endémi
a de Nueva Zelanda.En esta tesis se utiliza la se

ión de Classify, que nos permite implementar algorit-mos des
ritos previamente en este do
umento. Los modelos usados en la 
lasi�
a
iónde patrones que se utilizarán son:1. Per
eptrón multi
apa.2. Clasi�
ador naive-Bayes.3. Red Bayesiana general.Luego del periodo de entrenamiento, los modelos fueron evaluados usando un
onjunto de entrenamiento y uno de validad
i�ón, 60 y 40 por 
iento respe
tivamente.En las se

iones siguientes se expli
an los resultados de los ajustes de los modelos.4.2.1. Red neuronalEl modelo de red neuronal que se utiliza es un per
eptrón multi
apa (MultilayerPer-
eptron), donde las variables 
ategóri
as son 
odi�
adas en sus 
ategorías y todos los
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aatributos 
ontínuos son normalizados, y las neuronas usan la fun
ión sigmoide 
omofun
ión de a
tiva
ión. Se usa el algoritmo de retropropaga
ión expli
ado en (1.3.4).

Figura 4.1: Per
eptrón 
on una neurona y una 
apa o
ulta.Se observa mayor pre
isión 
on un mayor número de neuronas y de 
apas o
ultas,sin embargo, el modelo se vuelve difí
il de interpretar. A 
ontinua
ión se muestrala pre
isión al
anzada 
on distinto número de neuronas en dos 
apas o
ultas, para
ada modelo se in
luye el por
entaje de elementos 
lasi�
ados 
orre
tamente y elestadísti
o kappa.Debido a la 
omplejidad los modelos, en adelante nos referiremos al per
eptrón
on una 
apa o
ulta.
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Figura 4.2: Per
eptrón 
on 5 neuronas y dos 
apas o
ultas.Cuadro 4.1: Pre
isión obtenida por un per
eptrón 
on una 
apa o
ulta.Número de neuronas Pre
isión Estadísti
o kappa1 70.34 0.54262 90.34 0.8613 93.40 0.90534 98.97 0.98535 98.86 0.9837



66 Capítulo 4. Rinitis alérgi
aCuadro 4.2: Pre
isión_A 
orresponde al modelo sin estimar y Pre
isión_B 
on estima
iónde distribu
ión. Fárma
o Pre
isión_A Pre
isión_BDrugA 0.918 0.929DrugB 0.928 0.952DrugC 0.959 0.958DrugX 0.942 0.942DrugY 0.89 0.8914.2.2. Naive-Bayes

Figura 4.3: Clasi�
ador Naive-Bayes para el modelo de rinitis alérgi
a.El 
lasi�
ador NaiveBayes implementado en Weka tiene dos versiones, la primeramantiene la distribu
ión empíri
a de los datos, y la segunda supone una distribu
iónnormal para las variables en la red. Se utilizan ambas versionas y se 
ompara lapre
isión del 
lasi�
ador 
on y sin estima
ión de distribu
iones.Como se observa en la tabla (4.2), la ganan
ia en pre
isión entre el modelo 
on ysin estima
ión es marginal, por lo que se 
onserva el modelo que utiliza la distribu
ión
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iendo Weka 67empíri
a de los datos.4.2.3. Red bayesianaSe utiliza el 
lasi�
ador BayesNet para evaluar dos modelos de redes bayesianas, uno,el 
lasi�
ador Naive-Bayes aumentado, y el segundo una red bayesiana general.

Figura 4.4: Modelo grá�
o de un TAN usando la fun
ión de informa
ión MDL.

Figura 4.5: Red bayesiana general generada por una muestra obtenida mediante el algo-ritmo Simulated Annealing.
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aCuadro 4.3: Pre
isión observada por los modelos de redes bayesianas.Pre
isiónModelo TAN 0.9136Modelo Red bayesiana general 0.91251. Usando el algoritmo des
rito en (3.6.3) se 
ontruye un Naive Bayes aumentado(TAN), utilizando 
omo fun
ión de informa
ión la fun
ión MDL (3.7). Estepro
edimiento da 
omo resultado la grá�
a (4.4).2. Mediante el método simulated annealing,(2.6) se genera una muestra para eva-luar la fun
ión de informa
ión mutua (3.10) dentro del algoritmo (Chow,1968)que genera la grá�
a (4.5).Se observan una pre
isiones similares para ambos modelos, sin embargo, en elmodelo de la red bayesiana general el atributo sexo no resultó in
luido en la grá�
a.4.3. ResultadosLa tabla (4.4) muestra la pre
isión de 
ada uno de los modelos utilizados, es impor-tante men
ionar que la pre
isión por sí sola no es un indi
ador para de
idir el mejormodelo, todo depende del propósito de estudio.La pre
isión fue 
al
ulada 
omo el por
entaje de elementos 
orre
tamente 
la-si�
ados del 
onjunto de valida
ión, el 
onjunto de datos (n=2200) fue dividido endos 
onjuntos, el 60% 
omo 
onjunto de entrenamiento y el resto 
omo 
onjuntode valida
ión. El estadísti
o κ es un índi
e entre las 
on
ordan
ias observadas y el



4.3. Resultados 69Cuadro 4.4: Pre
isión observada por 
ada modelo.Modelo Pre
isión Estadísti
o κPer
eptrón multi
apa, 1 neurona 0.7022 0.5415Per
eptrón multi
apa, 5 neuronas 0.9886 0.9837Naive-Bayes 0.9147 0.8767Red bayesiana,TAN 0.9136 0.8783Red bayesiana, simulated annealing 0.9125 0.8765total de observa
iones, de tal forma que se ex
luyen las 
on
ordan
ias atribuiblesal azar. Toma valores entre -1 y 1, mientras más 
er
ano a 1 mayor es el grado de
on
ordan
ia.El per
eptrón multi
apa 
on 5 neuronas se observa 
omo un buen 
lasi�
ador,pero no es un modelo que muestre una rela
ión entre las variables. Al mismo tiempo,los modelos basados en el teorema de Bayes también resultan buenos 
lasi�
adores,
on la ventaja de que su estru
tura grá�
a representa las rela
iones de independen
iaentre los atributos y la 
lase.El 
lasi�
ador naive-Bayes sólo toma en 
uenta la rela
ión entre los atributos 
onla 
lase, e ignora la rela
ión que entre ellos pueda existir, por lo que no expli
a en sutotalidad las rela
iones entre las variables. Con todo y ello, predi
e mejor el uso delos fárma
os C, X y A 
omo tratamiento de la rinitis alérgi
a.El modelo de�nido por la grá�
a TAN indi
a la aporta
ión de informa
ión de
ada variable 
on respe
to a la 
lase y al menos a otro atributo, (3.10), para deter-minar la grá�
a de peso máximo se utiliza una fun
ión que 
ali�que a la red, Wekautiliza varias fun
iones, entre ellas la fun
ión de entropía, (2.2),la fun
ión minimum
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aCuadro 4.5: Pre
isón para 
ada fárma
o.Fárma
o PM, 1 
apa NB BN-TAN BN_SADrug Y 0.973 0.89 0.943 0.948Drug C 0 0.959 0.894 0.894Drug X 0.466 0.942 0.89 0.89Drug A 0 0.918 0.858 0.853Drug B 0 0.928 0.935 0.935des
ription length, (3.7),el 
riterio de Akaike, entre otras.En la grá�
a TAN se observa una aso
ia
ión entre las variables Na y K, esto puedeexpli
arse debido a que la 
on
entra
ión de una está en dependen
ia de la otra. Lavariable sexo no tiene gran aporta
ión, sin embargo este modelo no re
haza ningúnatributo. Por su parte, la variable que mide presión sanguínea está rela
ionada 
onla edad del pa
iente, en el 
aso del nivel de 
olesterol muestra una rela
ión 
on lamedi
ión de presión sanguínea.La grá�
a resultante al usar el algoritmo simulated annealing, muestra que elatributo sexo no es relevante para el modelo y exhibe una tasa de 
lasi�
a
ión similaral obtenido usando todas las variables. Esta grá�
a elimina redundan
ias 
on respe
toal modelo TAN y pone de mani�esto las rela
iones más importantes.Ambas redes 
umplen 
on el propósito de resolver el problema de maximiza
iónpropuesto en (3.7), las dos tienen una estru
tura grá�
a pare
ida y los valores de lasfun
iones de informa
ión son similares. En ambos modelos, la estru
tura grá�
a no esúni
a, y no hay garantía de que la dire

ión de las aristas sea la 
orre
ta, esto debido



4.4. Con
lusiones 71a que la dire

ión es asignada 
on el propósito de en
ontrar una red que minimi
e elerror de predi

ión.4.4. Con
lusionesEl fun
ionamiento de las redes neuronales 
onsiste en en
ontrar una rela
ión fun
io-nal entre los elementos de entrada y los de salida, por lo que fun
ionan bien 
omo
lasi�
adores. Como se observó mejoran su pre
isión 
on un mayor número de 
a-pas o
ultas. Sin embargo, mu
hos autores men
ionan que su fun
ionamiento 
omouna 
aja negra y su estru
tura no admiten una expli
a
ión de las aso
ia
iones entrevariables.Como vemos en las grá�
as del per
eptrón multi
apa, distinguimos entre la 
apade entrada y la de salida, sin tener una idea 
lara de la intera

ión de las variables
on las 
apas o
ultas. Si sólo interesara el poder predi
tivo del modelo las redesneuronales serían las indi
adas.Por su parte, las redes probabilistas también resultan 
lasi�
adores e�
a
es, 
onla ventaja de que in
luyen las rela
iones de independen
ia 
ondi
ional entre variablesen el modelo. Las rela
iones de independen
ia 
ondi
ional que se estable
en ha
enque el modelo sea sen
illo de entender y de modi�
ar. La des
rip
ión grá�
a de estasrela
iones ha
e posible identi�
ar la intera

ión entre variables permitiendo agruparvariables rela
ionadas o eliminar variables que tengan po
o impa
to, 
omo es el 
asode la variable de sexo en la red bayesiana.
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Capítulo 5
Con
lusiones
El propósito de este trabajo es observar el desempeño de dos modelos matemáti
osusados en la 
lasi�
a
ión de elementos, las redes neuronales y las redes bayesianas. Enel ejemplo presentado ambos modelos son usados 
on el �n de 
omparar su e�
a
ia
omo modelos predi
tores.La modela
ión de un problema mediante redes neuronales resulta en un modelo fun-
ional que al asignar un peso a 
ada una de las variables, de�ne un modelo predi
tivoque nos ayuda a indi
ar la pertenen
ia de un elemento a una 
lase. Las redes neu-ronales son e�
a
es 
lasi�
adores, su naturaleza fun
ional no permite estbla
er unarela
ión entre las variables involu
radas.Por otro lado, las redes bayesianas son modelos que representan las rela
iones deindependen
ia 
ondi
ional entre las variables por lo que también son usadas en lamodela
ión de 
ausalidad. Las rela
iones de independen
ia en las redes bayesianas sepueden estable
er a priori utilizando la informa
ión 
ono
ida del problema, o bien,utilizando fun
iones de informa
ión 
uya evalua
ión mide la informa
ión que una73
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lusionesvariable X aporta a una variable Y , es de
ir, si el estado tomado por X inter�ere enla de�ni
ión del estado que puede tomar la variable Y .El modelo de redes neuronales asume una rela
ión no lineal entre todas las variables,por ello, en la representa
ión grá�
a las redes presentan 
one
tividad total sin queesto indique una verdadera in�uen
ia de una variable sobre las demás. Mientrastanto, las redes bayesianas reprodu
en las rela
iones de independen
ia por lo quegrá�
amente la 
onexión entre una variable y otra indi
a la in�uen
ia que una tienesobre la otra. En el ejemplo, se utilizan fun
iones de informa
ión para determinar lamagnitud de esta in�uen
ia.Los algoritmos de aprendizaje entre ambos modelos representan diferentes ámbitos dela informa
ión. Las redes neuronales aprenden mediante fun
iones que representanrela
iones se
uen
iales y jerárqui
as, mientras que las redes neuronales utilizan elteorema de Bayes.En base a los resultados obtenidos, se observa que ambos modelos fun
ionan 
omopredi
tores, sin embargo dependerá del problema para para determinar el modelo autilizar.



Apéndi
e 1
Cadenas de Markov
Un pro
eso esto
ásti
o se entiende 
omo un pro
eso aleatorio que evolu
iona en eltiempo, se 
onsidera una variable aleatoria X y los posibles estados {x1, x2, . . . , xt}que puede tener en el tiempo dis
reto.Una 
adena de Markov es una se
uen
ia de variables aleatorias, 
on espa
io deestados E, que modi�
an su estado en el tiempo, 
on una probabilidad de transi
iónentre un estado al tiempo t y otro en el tiempo t+1. Esta probabilidad de transi
iónse espe
i�
a para los posibles estados que puede tomar la variable aleatoria X , su-ponemos que X tiene un espa
io de estados �nito, enton
es, en el tiempo t, X puedetomar 
ualquiera de sus n estados, y en el tiempo t+1, X puede tomar n−1 estadosdifernte o no 
ambiar. De esta manera se deben espe
i�
ar n× n probabilidades detransi
ión, que pueden expresarse en una matriz M de n × n, que se 
ono
e 
omomatriz de transi
ión.Cada una de las entradas de la matriz M indi
a la probabilidad de transi
ióndel estado i al estado j en el paso de una unidad de tiempos, es de
ir, pij ≤ 0, y se75



76 Apéndi
e 1. Cadenas de Markovespe
i�
an 
omo pij = p(Xt+1 = i | Xt = j); si además la suma de sus �las es 1,
∑n

j=1 pij = 1, enton
e a M se le llama matriz esto
ásti
a.De a
uerdo a la de�ni
ión de pro
eso esto
ásti
o es posible 
ono
er la probabili-dad de que el estado j sea al
anzado a partir del estado i en k unidades temporales,es de
ir, pkij = p(Xk−1 = j | X0 = i, X1 = i1, . . . , Xk−2 = ik−2). Parti
ularmen-te, se llama 
adena de Markov a un pro
eso donde las probabilidades de transi
iónsatisfa
en la siguiente propiedad,
p(Xt+1 = j | X0 = i, X1 = i1, . . . , Xt = it) = p(Xt+1 = j | Xt = it).Esta propiedad indi
a que las 
adenas de Markov no guardan memoria de sus
ambios de estado, por lo que sólo basta 
ono
er su estado previo. Las 
adenas deMarkov permiten determinar la probabilidad de que el pro
eso entre en algún estadoa un 
ierto tiempo, sin embargo, desta
a el he
ho de que o
urridas varias transi
ionesestas probabilidades 
onvergen a valores parti
ulares.Por medio de la expresión de Chapman-Kolmogorov es posible 
al
ular las pro-babilidades de transi
ión a partir de estados intermedios de la 
adena, lo 
ual quedaexpresado de la siguiente manera:

pn+m
i,j =

∑

z∈E

pni,zp
m
z,j = p(Xn+m = j | X0 = i).Donde E indi
a un espa
io de estados �nito, y pn+m

i,j indi
a la entrada (i, j) dela (n + m)−ésima poten
ia de la matriz de transi
ión M . Cuando el número detransi
iones tiende a in�nito se puede observar un 
omportamiento asintóti
o,
ĺım
n→∞

[M ]n = Q.

Q es una matriz que 
ontiene un ve
tor invariante π. Al observar la evolu
ión dela matriz M pueden distinguirse los siguientes tipos de estados:



771. Absorbentes, p(Tx = 1 | X0 = x) = 1.2. Transitorios, p(Tx < ∞ | X0 = x) < 1.3. Re
urrentes, p(Tx < ∞ | X0 = x) = 1.donde Tx indi
a el tiempo en el que la 
adena entra por primera vez al estado x luegode que el estado ini
ial fue x. Utilizando estas de�ni
iones se han identi�
ado 
adenasque des
riben un 
omportamiento parti
ular y para las que se tienen resultadosde 
onvergen
ia, estas 
adenas se 
ono
en 
omo 
adenas espe
iales y se expli
an a
ontinua
ión.Cadenas espe
ialesLa idea de 
onvergen
ia de una 
adena de Markov tiene que ver 
on la probabilidadde que la 
adena tome un estado e 
uando se han observado t transi
iones, y ttiende a ∞. En esta se

ión se des
riben las llamadas 
adenas regulares y 
adenasabsorbentes.Una 
adena de Markov se di
e que es regular si existe alguna poten
ia de lamatriz de transi
ión M que tenga todas sus entradas estri
tamente positivas. Paraeste tipo de 
adenas existe el siguiente resultado:Teorema 1.1 Sea M la matriz de transi
ión de una 
adena de Markov regular
{Xn}n∈N 
on espa
io de resultados �nito. Se 
umplen enton
es las siguientes propie-dades:1. Si n tiende a in�nito, las poten
ias de Mn se aproximan a una matriz Q tal



78 Apéndi
e 1. Cadenas de Markovque todos sus renglones son iguales a un mismo ve
tor q de probabilidad 
on
omponentes estri
tamente positivas.2. El vertor q resulta ser el ve
tor de probabilidad invariante para la 
adena y para
ualquier otro ve
tor v tal que vM = v.3. ĺımn→∞ p(Xn = x) = qx, para algún x ∈ E, y ĺımn→∞ py(Xn = x) = qx donde
x, y ∈ E. La probabilidad qx es la x−ésima 
omponente de q.Lo que nos indi
a este teorema es que, dada una 
adena regular a partir de la poten
ia

n−ésima de la matriz de transi
ión las probabilidades de transi
ión no van a 
ambiary podrá 
ono
erse el 
omportamiento límite de la 
adena.Se di
e que una 
adena de Markov es absorbente si para una matriz de transi
ión
M se identi�
a al menos un estado absorbente y, que desde 
ualquier estado noabsorbente es posible ir a alguno absorbente. El resultao para este tipo de 
adenasqueda resumido de la siguiente manera:Proposi
ión 1.2 Si {X} una 
adena absorbente enton
es, para 
ada estado x ∈ E,

p(existe n ∈ N tal que Xn ∈ A | X0 = x) = 1.Donde A es un 
onjunto de estados absorbentes, de manera que A ⊂ E.Considérese A un 
onjunto de E de estados absorbentes, la proposi
ión indi
a quedada una 
adena absorbente 
on probabilidad uno se puede llegar a un estado ab-sorbente partiendo de 
ualquier estado de la 
adena. Las demostra
iones de estaproposi
ión y el teorema anterior pueden 
onsultarse en (Caballero,2004).



79Existe la generaliza
ión de los teoremas de 
onvergen
ia y se basa en la de�n
i
ióndel tiempo promedio de re
urren
ia� es de
ir, 
on qué rapidez se vuelve a entrar aun estado. Este teorema de generaliza
ión se trata en (Caballero,2004).
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