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Introduccion

En esta tesis se exploran dos herramientas para el modelado de datos, las redes
neuronales y las redes bayesianas. Con el fin de tener los conceptos necesarios para
comparar estos modelos se estudian las definiciones y algoritmos usados en redes

neuronales, asi como algunos conceptos de estadistica bayesiana y teoria de graficas.

En Estadistica bayesiana, a partir de informaciéon a prior: del problema se define
una distribucion inicial para el parametro de interés a la que se puede incorporar
infomacion mediante el teorema de Bayes resultando en la distribucién posterior del

parametro.

Las redes bayesianas son la representacion grafica de un modelo jerarquico que
describe las relaciones de independencia condicional entre variables, se define una
distribucién inicial para esta grafica y un procedimiento de aprendizaje del que se
obtiene una distribucion posterior. Una vez obtenida la distribucion posterior se tiene
la posibilidad de utilizar el modelo para la exploracion de escenarios, como una red

de clasificacion o para tareas de prediccion.

Para el proposito de este documento, interesa explorar la capacidad de clasifica-
cion de las redes neuronales y las redes bayesianas, por ello los temas se desarrollan

de la siguiente manera:



2 Introduccién

En el Capitulo 1, se define la unidad basica de procesamiento de una red neuronal,
la neurona, y algunas estructuras que pueden formarse a partir de ella, llegando a
formar modelos tan complejos como el perceptron multicapa. Se explican también los
algoritmos de aprendizaje utilizados por los modelos de redes neuronales usuales.

En el Capitulo 2, se aborda el paradigma bayesiano, definiendo conceptos como
distribucion inicial y distribucién posterior, asi como el principio de actualizacion
implicito en el teorema de Bayes.

Ademads, se describen algunos algoritmos usados en la generacion de nimeros
aleatorios que son usados en la integracion numeérica de las expresiones correspon-
dientes a los estimadores a tratar. Estos métodos son utilizados en los algoritmos de
aprendizaje para redes bayesianas.

Dentro del Capitulo 3, se define el concepto de red bayesiana y se explica la pa-
rametrizacion de estas estructuras a través de teoria de gréaficas. También, se incor-
pora el concepto de independencia condicional necesario para definir la d-separacion,
(Pearl, 1985).

Al definirse las redes bayesianas como graficas aciclicas dirigidas (DAG), el pro-
ceso de aprendizaje es un procedimiento jerarquico que se lleva a cabo recorriendo
la grafica de nodos padre a nodos hijo. Como resultado de este proceso se obtienen
las distribuciones posteriores de cada nodo.

El modelo més simple de red bayesiana se conoce como Naive-Bayes, que consi-
dera los atributos de la clase como variables independientes entre si. Otros modelos
permiten formar un arbol que exprese las relaciones entre los atributos de la clase,

Naive-Bayes aumentados (TAN), (Cheng,2001).

Con el fin de comparar el desempeno de los modelos descritos, se utiliza un
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conjunto de datos sobre el tratamiento de rinitis alérgica para ejemplificar cada uno
de los modelos. En el Capitulo 4 se describen los resultados obtenidos al usar una
red neuronal, un Naive-Bayes y una red bayesiana general (BAN).

Los resultados que se muestran son obtenidos usando paquetes para mineria de
datos, del software estadistico R, la libreria rattle. Para gran parte de los modelos
presentados es utilizado el software Weka (Waikato Enviromental for Knowledge

Analysis), desarrollado por la Universidad de Waikato, Nueva Zelanda.
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Capitulo 1

Redes neuronales

Las redes neuronales son modelos mateméaticos que se componen de un conjunto de
funciones llamadas neuronas. Para facilitar su comprension, las redes neuronales po-
seen una representacion grafica. Por ejemplo, la red neuronal més sencilla se compone
de datos de entrada z y una neurona, que procesa los datos como y = f(z).

A continuacion se presentan los modelos usuales de redes neuronales. La presente
exposicion esta basada en An Introduction to Neural computing (Alexander,1990),
Redes de neuronas artificiales (Isasi Vinuela,2004), Fundamentals of neural networks

(Faussett,1994) y An Introduction to neural networks (Anderson,1995).

1.1. Neuronas

En esta seccion se presenta la idea general de redes neuronales como un modelo
matematico basado en el procesamiento de estimulos de las neuronas biologicas.

El sistema nervioso se compone de células especializadas en el procesamiento de
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estimulos denominadas neuronas que varian de forma y tamano dependiendo del tipo
de estimulos que les corresponda procesar. Las neuronas se componen por dendritas,
que son ramificaciones de la neurona dedicadas a la recepciéon de estimulos. El cuerpo
de la neurona se denomina soma, el cuél tiene una prolongacion delgada llamada

axon, cuya funcion es ser la linea de transmision entre una neurona y otra.

Sinapsis ,\ / Dendritas
Neurona s

previa J Cuerpo de la
\ v neurcna (soma) Sinapsis

Sinapsis

Neurona
siguiente

Figura 1.1: Representacion de una neurona biologica.

Las neuronas son las células de mayor longitud en el cuerpo humano, cuando los
axones llegan a un punto de anclaje desarrollan una arborescencia en cuyas terminales
se lleva a cabo la sinapsis, que consiste en un proceso que permite a una célula afectar
la actividad de las otras.

En el modelo biologico que se tiene sobre el funcionamiento de las neuronas,
la recepciéon de estimulos se lleva a cabo por parte de las dendritas, estos estimulos
provienen de otras neuronas. El soma y las dendritas procesan los estimulos recibidos
y, el resultado es transmitido a lo largo del axon, hasta llegar a las ramificaciones
que pasaran la informacién a otras neuronas mediante la sinapsis.

Las neuronas estan delimitadas por una delgada membrana formada por lipidos



1.2. La neurona de McCulloch-Pitts 7

y proteinas cuya funcion es separar el interior de la neurona con el exterior. Cada
neurona tiene su propia membrana que la separa de las otras.

Las estructuras formadas por las conexiones neuronales, se denominan redes neu-
ronales y definen estructuras con comportamientos de alta complejidad. Tratando
de imitar este comportamiento surgieron modelos llamados redes neuronales que
consisten en la composicion de funciones que representan relaciones secuenciales y
jerarquicas.

El modelo méas sencillo de red neuronal se compone de una sola neurona, este

modelo se conoce como la neurona de McCulloch-Pitts.

1.2. La neurona de McCulloch-Pitts

En 1943, Warren McCulloh y Walter Pitts presentaron un modelo del funcionamiento
de una neurona en su articulo A logical calculus of the ideas immanent in nervous
activity, véase |13]. McCulloh y Pitts proponen una neurona de estados binario, cuyo
estado puede modificarse de acuerdo a la intensidad de las senales provenientes de
las salidas de otras neuronas. La neurona tiene definida una funcién que le permite
cambiar de estado cuando se sobrepasa un umbral 6, esta funcion se denomina funcion
de activacion. La funcion de activacion estd definida con base a la suma de los

productos de los valores de salida de las otras neuronas y sus pesos sinapticos,

y = iwzxz (1.1)
i=1

Asi, la salida de la red queda establecida por,
1 siy>4

0 e.o.c.
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Figura 1.2: Neurona de McCulloh-Pitts.

donde zq, xo,..., x, representan las entradas correspondientes a las senales de la
sinapsis de una neurona bidlogica. Cada senal se pondera considerando el peso aso-
ciado w;,7 = 1,..., n. Tanto los valores de entrada como los pesos toman valores
reales, si los valores de entrada son normalizados, entonces 0 < xz; <1y 0 < 6 < 1.
La modificacion de los valores de los pesos se determinan mediante una serie de reglas

que llamaremos algoritmo de aprendizaje.

1.3. Algoritmos de aprendizaje

La adaptabilidad permite a los organismos reconocer patrones del entorno que tienen
relevancia para su sobrevivencia. Por ello, es de interés estudiar como se lleva a cabo
este proceso de reconocimiento, tras anos de estudio se han propuesto varias reglas
que en funcionamiento lo semejan. Estas reglas consideran el apendizaje para una
sola neurona, aunque se extienden para toda una red, adaptando cada uno de los
pesos sinapticos hasta obtener la respuesta deseada, esto se conoce como proceso de

entrenamiento. Algunos de los procedimientos mas conocidos son:

1. Regla de Hebb
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2. Perceptron

3. Regla de Widrow-Hoff

En adelante, considérese un conjunto de p vectores, que describen p objetos con
ciertas caracteristicas, seleccionaremos k vectores que sirvan como vectores de entre-
namiento para la red; luego, los p — k vectores restantes servirin como vectores de
validacion, es decir, ayudaran para decir qué tan bueno fue el entrenamiento de la
red, mediante la comparacion entre y y n(z), donde n(x) es la prediccion de y a partir
de z. El aprendizaje de una red neuronal consiste en determinar los valores de los
pesos a partir del conjunto de entrenamiento. En las secciones siguientes se describen
los modelos usuales de redes neuronales asi como el algoritmo de aprendizaje usado

para cada modelo.

1.3.1. Regla de Hebb

Se distingue por ser la regla mas sencilla de aprendizaje, fue propuesta por Donald
Hebb, en su libro Organization of Behavior (1949). Esta regla consiste en la modifi-
cacion de los pesos sinapticos de manera tal que si dos neuronas estan conectadas y

activas, el peso entre ellas sera incrementado en proporcion a esta actividad.
El algoritmo de aprendizaje se lleva a cabo como sigue:

El nivel de activacion de la neurona de procesamiento estd dado por b;, al inicio
vale 1, y se considera como otro peso dentro de la red por lo que se toma en cuenta

para el calculo de y.
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Figura 1.3: Tlustracion del aprendizaje mediante la regla de Hebb.

Inicializar: los pesos, w; = 0
Para todo vector de entrenamiento ¢ y cada vector de salida s
Activar las neuronas de entrada, r; = t;
Calcular los valores para las neuronas de salida, y, como en (1.1)
Siy > 6 Entonces
Ajustar los pesos, w;(z;) = w;—1(x;) + 2y
Ajustar b; = b,_1 + y
Fin Si

Fin Para
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1.3.2. Perceptron

Durante los 60’s el concepto de perceptron fue introducido por Frank Rosen-
blatt (1962), Minsky y Papert. El perceptron es una generalizacion de la neurona de

McCulloch-Pitts, la version original del perceptron consta de tres capas:
1. Retina: es la capa de entrada de los datos ().
2. Capa oculta: es la capa que procesa la informacion (¢).

3. Capa de salida: es la salida de la red (s).

O () —©
O )0

Figura 1.4: Gréfica de un perceptron.

El perceptron extrae informacion especifica en cada una de sus capas, por lo que
es utilizado como una herramienta para el reconocimiento de patrones. El perceptron
es utilizado en problemas linealmente separables, es decir, para distinguir entre dos
posibles clases se puede trazar una linea o plano que las separe.

La funcién de activaciéon para cada neurona es la funcion escalon con un umbral

arbitrario 6. Las senales enviadas entre la capa oculta y la capa de salida son de
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naturaleza binaria. La salida de las neuronas se define como una funciéon aplicada a

la contribucion definida por (1.1), es decir, s; = f(¢), la funciéon de activacion queda

como sigue:
1 sie>¥0
sie)=4q¢ 0 si—-6<e<¥ (1.2)
—1 sie< —6

En el perceptron, los pesos w;; de la capa de procesamiento hacia la capa de salida
son ajustados de acuerdo a una regla de aprendizaje. Para cada entrada durante el
entrenamiento, la red deberd calcular una salida, esto nos ayudara a obtener el grado

de error. Los pesos de la red deberan ajustarse de acuerdo a lo siguiente:
wi(z;) = wj—i(z;) + atay,

donde t = {—1, 1} y « la tasa de aprendizaje. El término ¢ es usado como correcion

de los pesos en caso de haber un error de clasificacion.

El entrenamiento de la red continuara hasta que el error exhibido sea minimo:
Cuando existe mas de una capa oculta el algoritmo de entrenamiento utiliza la

regla de Widrow-Hoff para la actualizacion de los pesos wj;.

1.3.3. Regla de Widrow-Hoff

En 1960, Widrow y Hoff propusieron un sistema denominado Adaptative Linear
Neuron (Adaline), que consta de una sola neurona que recibe entradas de las otras
n células. Consideremos el valor inicial de activacion de la neurona de salida, como
1, sus salidas seran { —1, 1}.

El proceso de aprendizaje, conocido como regla delta o regla de Widrow-Hoff,

consiste en encontrar los pesos que minimizan la diferencia entre el valor de salida
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Inicializar: pesos y el valor de activacién de cada neurona, de manera aleatoria, y
0<a<l1
Mientras la condicion de paro sea falsa
Para todo vector de entrenamiento
Establecer el valor del conjunto de entrada, z;
Calculare = Y 7" w; -y
Aplicando la funcion descrita en (1.2) a cada neurona.
Actualizamos los pesos:
Si s # t Entonces
wi(z;) = wi—i(z;) + atw,
En caso contrario
wj(z;) = wj-1(z;)
Fin Si
Fin Para
Evaluar la condicion de paro.

Fin Mientras
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del patron ingresado y el valor de salida esperado:
N

Error = % Z(n — s(e))? (1.3)

n=1

de donde, 1 es la salida esperada del vector de entrenamiento, y s(¢) representa la
salida producida por la red.

El algoritmo de entrenamiento queda como sigue:

Inicializar: los pesos de forma aleatoria, y establecer la tasa de aprendizaje .
Mientras la condicion de paro sea falsa

Para todo vector de entrenamiento x
Establecer las activaciones de la capa de entrada, z;
Evaluar las entradas de la red en las neuronas de salida
() = Yz wi
Actualizar pesos y el nivel de activacion de la salida,
wi(z;) = wj—i(x;) + o (t— s(e))x;

Fin Para

Evaluar condicion de paro.

Fin Mientras

La manera en como se minimiza el error es utilizando un proceso iterativo en el
que los patrones van pasando uno a uno por la red, y el cambio en los pesos viene

dado por la regla de descenso del gradiente.

1.3.4. Perceptrén multicapa

En 1969, Minsky y Papert mostraron que la combinacion de varios perceptrones

simples podia ser una soluciéon adecuada al tratamiento de problemas no lineales.
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Sin embargo, no presentaron una solucion a la estimacion de los pesos de la capa
de entrada a la capa oculta. Posteriormente, en 1986, Rumelhart, Hinton y Willian,
presentaron una manera de ajustar los pesos a través de las neuronas ocultas para
reducir el error de prediccion, este procedimiento se conoce como regla delta genera-
lizada.

El diseno del perceptron multicapa consta de méas de una capa oculta, donde se
realizard un procesamiento no lineal de los vectores recibidos. Otra caracteristica es
que presenta conectividad total, lo que significa que todas la neuronas de la capa

anterior estan conectadas con todas las neuronas de la siguiente capa.

@—_,_...q@
® _...ﬁ@

F - -6

Figura 1.5: Vista del modelo perceptron multicapa.

Sea un perceptron multicapa con C' capas, considerando la capa de entrada y la
capa de salida, nos quedan ¢ — 2 capas ocultas, y sea n. el nimero de neuronas en la
capa ¢, ¢ = 1, 2,..., C. La matriz W¢, es la matriz de pesos de la capa c a la capa
c+1; U¢, el vector de umbrales de las neuronas de la capa ¢, y y¢ la activacion de la

neurona ¢ en la capa c.

Para la capa de entrada, y} = x;, parai = 1, 2,..., n; y cada x; una entrada



16 Capitulo 1. Redes neuronales

del vector de entrenamiento. Las neurona ocultas de la red procesan informacion
aplicando la funciéon de activacion a la suma de los productos de las activaciones por

Sus pesos:
Ne—1
c __ c—1 _ c—1 c
yi = f E Wi Y; o g, (1.4)
J=1
donde w;-i_l es el peso de la neurona j de la capa ¢ — 1 a la neurona ¢ de la capa c.
Para el perceptron multicapa, la funcion de activacion debe cumplir con ciertas
caracteristicas: continua, diferenciable y monoétamente decreciente, y para efectos de

computo, su derivada debe ser facil de calcular. Las funciones més utilizadas son la

funcion sigmoidal, tangente hiperbolica, gausiana, entre otras.

Algoritmo de retropropagaciéon Para el perceptron multicapa el algoritmo de
aprendizaje utilizado se formula como un problema de minimizacion, el de minimizar

el error total de la red,

n.

> (i) = (),

1=

con 1;(n) las salidas esperadas y y;(n) las salidas dadas por la red.
Como el aprendizaje de la red debe realizarse para minimizar el error total, el
método més usado, consiste en una sucesiva minimizacion de los errores para cada

vector, e(n), en lugar de minimizar el error total E. Cada parametro de la red se

modifica para cada vector de entrada n:

de(n)

w(n) = wn—-1) — « B

(1.5)
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El término de retropropagacion se utiliza debido a la manera en que se implementa
el método del descenso del gradiente, pues el error cometido a la salida de la red es
propagado hacia atras, haciéndolo un error para cada una de las neuronas ocultas de

la red.

1.3.5. Regla delta generalizada

La regla delta tiene como proposito evaluar la derivada parcial en (1.5). Sea un
perceptron multicapa con C' capas, para describir el proceso de actualizacion de pesos

y umbrales es necesario distinguir dos casos,
i) para los pesos y umbrales de la capa oculta C' — 1 a la capa de salida,
ii) para los demés pesos y umbrales, de la capa 1 a la capa C' — 1.

Caso 1)
Sea, ch-i_l, el peso de la neurona j de la capa oculta c—1 a la neurona ¢ de la capa
de salida. Usando (1.5), el cambio en el peso de la capa ¢ — 1 queda:

de(n)
owe '

Jt

ws N (n) = wji_l(n— 1) — «

considerando que el peso w]‘?i_l solo afecta a la neurona 7, y dada la definicion de e(n)

se obtiene,
de(n) _ dyi(n)
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Ahora se define 9;(n) como el término asociado a la neurona i de la capa de salida y

al patron n,

Por lo anterior, w;»i_l(n) queda como sigue,
wy; () = wii(n—1) — adf(n)y; " (n).
Los umbrales también se modifican, de acuerdo a la siguiente expresion

ui(n) = ug(n —1) + adi(n).

(2

Caso ii)
Considérense los pesos de la capa ¢ — 2 a la capa ¢ — 1, por (1.5) w,ﬁ;z se define

como
de(n)

c—2"
Qwy

c—2 _ c—2
wi;“(n) = wi;"(n—1) — «
A diferencia de w,‘;]_.l, wg;Q afecta a las neuronas de las capas siguientes, por tanto el

cambio en los pesos de la capa ¢ — 2 se tomara en cuenta en la salida de la red,

de(n) - dyi(n)
ez = — Q) _@i(n) — wi(n))5—=
owy ; Owy
Hay que tomar en cuenta que gyi—c(,"g influye en la activacion de la neurona j de la
W

capa c— 1y que el reto de las activaciones de las neuronas en esta capa no dependen

de éste. Por tanto,

' Ne—1 8 q—l
Ouln) (Z Wi g ) + u> wit 20

— ji T o=2
Owy Owy
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definiendo 6f(n) como en i),

7j=1
entonces,
S dy; "' (n)
- d;(n 3
Owkj Z Owkj
Ahora,
8yq_l(n) — c—2 ¢ c— c—
ﬁ:f/ Z 2yk2()+ui1 yk2(n)a
Wi j=1
y sea

Ne—2 Ne
52(n) = f <Z w2y (n) + ug—1> 8¢ (n) wi .
La regla de modificacion de pesos se define,
wii(n) = wi*(n = 1) — ad;~*(n)y;~*(n),

conk =1,2,...,n.oyy =1,2,..., n._1. Por su parte los umbrales se adaptaran

de acuerdo a lo siguiente,

uSt(n) = uSt (n — 1) + adt(n),

conj =12 ....ng1yc=12...,¢c—2.

1.3.6. Redes neuronales probabilistas

Las redes neuronales probabilistas son modelos utilizados principalmente para la
clasificacion de patrones y se construyen usando probabilidad cléasica. Por ejemplo,

supongamos que el problema es clasificar los vectores {x1,zy,...,2,} en k clases
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usando una funciéon que minimice el costo del error de clasificacion. Una regla de

decision para clasificar un vector de entrada en la clase A es la siguiente:

hacafa > hpepfs,

donde h4 es la distribucion inicial de la clase A, ¢4 es la funcién de pérdida asociada
a clasificar errébneamente un vector de la clase A como un elemento de la clase B,y
fa es la funcion de densidad asociada a la clase A.

Para estimar f4 y fp a partir de los vectores de entrenamiento, se usa:

fa(z) = ¥i Zexp {—(X — X)) (X = Xa) } ’

(2m)/20™ m o 202

de donde X4, es el i-ésimo vector de entrenamiento de la clase A, n es la dimension

de los vectores, y my4 es el nimero de vectores de entrenamiento.

Figura 1.6: Representacion de una red neuronal probabilista.
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Estas redes estan compuestas por cuatro capas, la de entrada (x;), la de patrones
(24;,2B, ), la de unidades de procesameinto (resumen de clasificacion, f4 y fp) y la de
salida (y). A través de la capa de entrada se introducen los vectores los vectores de
entrenamiento; en la capa de patrones, hay una neurona por cada atributo de cada
clase cuya salida se identifica con alguna unidad de procesamiento (fa y fp en la
grafica). Finalmente, para ubicar al vector como perteneciente a una clase se observa

la salida de la altima capa, y, que indica a qué clase pertenece el vector ingresado.

1.4. Aplicaciones

Las aplicaciones de las redes neuronales son tan diversas debido a que en comporta-
miento tratan de imitar el funcionamiento de los sistemas biologicos, y éstos realizan
tareas sumamente diversas y complejas. Por ejemplo, mediante un proceso de apren-
dizaje un sistema biolégico puede reconocer e imitar sonidos, al tiempo en que les
asocia un significado; realiza la identificacion de imagenes y las relaciona con con-
ceptos.

El aprendizaje realizado por cualquier organismo le permite identificar patro-
nes que le seran de utilidad para su adecuado desenvolvimiento en el medio. Como

menciona Masumi Ishikawa,

La extraccion de las reglas que determinan el comportamiento de los da-
tos es importante porque es la llave a la solucion de la adquisicion del

conocimiento.

Las redes neuronales han incursionado en campos como la Estadistica, en la

estimacion de series de tiempo, principalmente indices financieros, y en la clasificacion
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de patrones; el reconociento de secuencias de ADN, ha resultado de utilidad en
Genética; la representacion de modelos climéaticos, ha ayudado a los meteordlogos a
hacer predicciones de los cambios climéticos que podrian darse en los préximos anos.

Las redes neuronales son usadas en la mejora en la identificacion y clasificacion
de patrones, se habla de validacién cruzada como una herramienta estadistica para
la validacién de un modelo. La contribucion de los patrones de entrenamiento me-
diante el algoritmo de retropropagacion es estimada y esa informacion es usada para
seleccionar los patrones que seran de utilidad para la validacion cruzada (Friendrich
Leisch, Kurt Hornik & Lakhmi C. Jain, NNclassifiers: Reducing the computational
cost of cross-validation by active pattern selection).

El manejo de informacién es un tema que ha cobrado relevancia en los dltimos
afos, sobretodo con el desarrollo de los sistemas de bases de datos (DBMS). Fre-
cuentemente, se establecen relaciones entre la informacion, y para ello ésta debe ser
precisa; la idea de Janusz Kacprzyk (Fuzzy Logic in DBMS’s and querying), es in-
corporar informacion imprecisa a las relaciones, en principio, Zvielv y Chen (1986)
modificaron el modelo entidad-relaciéon de manera tal, que en las consultas se advierte
una mayor fexibilidad, como la distincion cualitativa entre respuestas y la posibilidad
de usar condiciones difusas en éstas.

Para més ejemplos del uso de redes neuronales y redes neuronales probabilisticas

se puede consultar [16].



Capitulo 2

Distribuciones iniciales

En este capitulo se abordan los conceptos que enmarcan el paradigma bayesiano.
El paradigma bayesiano consta de 3 etapas, la primera consiste en la colecta de una
muestra X en una poblacion; la segunda, se basa en la modelacion de una distribuciéon
de probabilidad dada por la informacion de la muestra; finalmente, se lleva a cabo
un proceso de actualizacion de la distribucion de probabilidad mediante el Teorema

de Bayes. Para mayor detalle ver The Bayesian Choice (Robert,1994).

En este capitulo también se presentan algoritmos usados frecuentemente en estadis-
tica bayesiana que basan su funcionamiento en la definiciéon de cadenas de Mar-
kov. Para mayor profundidad en el tema vedse Monte Carlo Statistical Methods

(Robert,2004), Markov Chain Monte Carlo in Practice (Wilks,1996).

23
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2.1. Teorema de Bayes

Mediante la definicion de probabilidad condicional y el teorema de Bayes podemos
comprender la relacion existente entre las observaciones y los parametros. Si Ay E
son eventos, el teorema de Bayes se considera como el principio de actualizacion de

p(A) a p(A| E), donde E es el resultado de un experimento que ha sido observado.

Teorema 2.1 Teorema de Bayes Sea {E1, Fs, ..., E,} una coleccion de eventos
mutuamente excluyentes y exhaustivos, cada uno de ellos con probabilidad distinta
de cero. Sea B un evento de manera que p(B | E;) es conocida. Entonces p(E; | B)

queda dada por

p(B | Ei)p(E;)
Z?zl p(B | Ei)p(£;) '

p(E; | B) =

Bayes y Laplace consideraron que la incertidumbre sobre el parametro 6 puede ser
modelada mediante una distribuciéon de probabilidad 7, llamada distribucién a prior:
o distribucion inicial. EI Teorema de Bayes es utilizado para definir la distribuciéon
que condicionada a la informacion aportada por la muestra X servird para realizar
inferencia. Esta distribucion se denomina distribucion a posteriori o posterior, m(6 |
x), y se define de la siguiente manera

fz | 0)m(0)

1) = T om@)a

(2.1)

Es decir, la distribucion posterior es proporcional a la verosimilitud dada una
distribucion inicial, esto se interpreta como la actualizacion de la distribucion inicial

utilizando la informacion disponible en la muestra X sobre el pardmetro 6.
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2.2. Distribuciones iniciales

Para la aplicacion del teorema de Bayes es necesario definir una distribucion ini-
cial. La distribucioén inical 7 es una funciéon que resume toda la informacion inicial
disponible sobre el parametro. Dos técnicas cominmente utilizadas son las distribu-

ciones iniciales conjugadas y las distribuciones no informativas.

2.2.1. Distribuciones conjugadas

Una técnica usada frecuentemente para la construccion de distribuciones iniciales
continuas consiste en la eleccion arbitraria de una 7 dentro de las familias de densi-
dades conocidas en donde los parametros pueden ser determinados por informacion
previa.

Un caso particular de distribuciones iniciales son las distribuciones conjugadas que
se caracterizan porque la distribucion incial y la distribucién posterior pertenecen a

la misma familia paramétrica.

Definiciéon 2.2 Una familia F de distribuciones de probabilidad sobre © se dice
conjugada para una funcion de la muestra f(x | 0) si, para cada m € F, la distribucion

posterior m(0 | x) también pertenece a F.

Si la distribucion inicial pertenece a F, entonces, para cualquier tamano de mues-
tra n y cualquier valor de las observaciones, la distribucion posterior debera pertene-
cer a la misma familia. Por ejemplo, consideremos que la distribucion inicial 7(6) es
una distribucion Gamma G(a, ) y que la distribucion muestral f(z | #) es una dis-
tribucion Poisson 62 % exp~"? . Luego, la distribuciéon posterior es una distribucion

Gamma G(a + nz, f + n):
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(0] ) o< %(59)0‘_1 exp P9 92 ¥ expm?
o Ha—i-zi zi—1 eXp—(B—l—n)G
Entonces, la distribucion inicial Gamma es conjugada con la distribucién muestral

Poisson.

2.2.2. Distribuciones iniciales con maxima entropia

Una de las maneras para definir una distribucion inicial es mediante el concepto de
entropia desarrollado por Jaynes y Shannon. La entropia se define como una medida
de informacion contenida en un conjunto de elementos. Para una distribucion de
probabilidad discreta la entropia se define como

e(m) ==Y _m(6;)log(m(6;)). (2.2)

i

donde 7 es la distribucion inicial para el parametro 6. Esta cantidad habia sido
introducida por Shanon(1945) como una medida de la informacion de la distribucion,
usalmente utilizada en teoria de la informaciéon y procesamiento de imagenes.

Se dice que 7 es una distribucién inicial con maxima entropia si de las distri-
buciones propuestas es la que tiene mayor entropia, es decir, la que aporta menor
informacion sobre la distribucién de los elementos. Sea my un modelo alternativo
a m, la diferencia de entropias se define como un valor esperado con respecto a la

distribucién de referencia mg

() = w19 (25 )

Esta cantidad se interpreta como una medida de discrepancia entre la distribucion m

y la distribucion .



2.2. Distribuciones iniciales 27
2.2.3. Distribuciones no informativas

Otra forma para especificar distribuciones iniciales es utilizar una distribucién no
informativa, llamadas asi debido a la falta de informacion inicial. Las distribuciones
no informativas tienen la restriccion de que la distribucion propuesta no debe asignar

mayor probabilidad a ninguno de los posibles valores del parametro 6.

Inicial de Laplace Dada la falta de informacion, se caracterizan los valores del
parametro mediante una distribucion inicial uniforme. Esta distribucion asigna igual
probabilidad a cada uno de los valores en el espacio paramétrico, al no haber infor-
macion sobre el parametro no hay razones para asignar una mayor probabilidad a

un valor del parametro.

Inicial de Jeffreys Sino se conoce mayor informacion sobre el parametro ¢, enton-
ces el conocimiento de # dada una muestra X debe ser el mismo para alguna funcion

de 6. En este caso, la distribucion propuesta por Jeffreys se basa en la funcion de

(8log£éx | 9))2] |

La distribucion de Jeffreys queda como sigue:

informacion de Fisher,

1(6) = Ee

D=

7(0) o< [det(1(0))]z.

Esta funcion de informacion se ve incluida en la definicion de otras funciones de
informacién como el criterio de informacion bayesiana, BIC o el criterio de informa-

cion de Akaike, AIC.
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Las distribuciones no informativas aportan la minima informacioén sobre el para-

metro por lo que son distribuciones con maxima entropia.

2.3. Estimacién bayesiana

Cuando se cuenta con la distribucion inicial 7(6) la inferencia sobre 6 queda dada por
la, distribucion posterior (6 | x). Cuando se quiere estimar mediante una cantidad
de interés h(f) un estimador de h(f) es la media posterior E[h(f) | x]. En el caso
general, se cuantifica el error de estimar 6 mediante una funciéon de pérdida, L(6,0),
véase |7|, donde ¢ es la regla de decision y 6 el parametro de interés, dada una

distribucién inicial 7 el estimador es solucion de
méin EL[L(0,6) | z]. (2.3)

Otros métodos usados para la estimacion son méaxima verosimilitud (ML) y méaxima
distribucion posterior (MAP)[14]. El método MAP busca un valor para 6 que maxi-
mice la distribucion posteior w(6 | z). Este método permite incorporar evidencia a la
estimacion. En la mayoria de los casos las expresiones obtenidas por ambos métodos
de estimacion no son tratables analiticamente por lo que la buisqueda de soluciones
llama al uso de métodos numeéricos.

Cuando se tiene la distribucion posterior m(6 | ) es posible evaluar la precision

de la estimacién, como el error cuadratico posterior
Er[(6x(x) — h(9))* | =],

donde §,(z) es el etimador de h(0).
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Otro de los usos de la inferencia bayesiana es en problemas de prediccion. Si z se
distribuye m(z | ) y z es una observacion, se puede evaluar la probabilidad de que
la observacion z provenga de m(x | ) como 7(z | 0, x).

Una vez establecidos los conceptos basicos para la estimacion bayesiana se des-

criben técnicas usuales empleadas en la aplicacion de estadistica bayesiana.

2.4. Integracion Monte Carlo

En muchos casos la obtencion de los estimadores bayesianos requiere de la integra-
cion de expresiones altamente complejas, por lo que el uso de métodos numeéricos
se hace necesario. En general, el estimador bayesiano bajo una funcién h(6) y una

distribucion inicial 7 es la solucion de (2.3), véase [21]:

E.[h(0)] = /@ h(0)r(0 | )df (2.4)

donde el problema a resolver es la evaluacion de la integral, para ello se utiliza
una muestra {6;,6s,...,60,,} generada por la distribucion f para aproximar a (2.4)

mediante un promedio ergodico,

B = — 3 (00, (2.5)

h,, converge casi seguramente a E¢[h(0)] por la Ley Fuerte de los Grandes Numeros.
Ma4s aun, cuando h? tiene esperanza finita bajo f. Otro método para evaluar la

integral es el muestreo por importancia.

Definicion 2.3 El método de muestreo por importancia es una evaluacion de (2.4)

basado en la generacion de una muestra {6y,0s,...,0,} dada una distribucion ins-
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trumental g y aproximando,

BN ~ o S 103, (2:6)

FEste método se basa en una representacion alternativa de (2.4):

E,[h(9)] = / h(@%g(e)de

La funcién instrumental g tiene pocas restricciones y puede ser elegida como una
distribucion facil de simular. La muestra {60,0,,...,0,} puede ser usada repetida-
mente con diferentes funciones y para distintas distribuciones de f. Si la distribucion
g tiene colas mas ligeras que f, no se considera una distribucién adecuada debido a
que la varianza para algunas funciones h no serd finita.

La evaluacion de integrales se basa en la generacion de una muestra {6, 0, ...,0,}
proveniente de una distribucion f. Para la generacion de la muestra se utilizan mé-

todos Monte Carlo via cadenas de Markov.

2.5. Métodos de Monte Carlo via Cadenas de Mar-
kov

Tanto el enfoque bayesiano como el frecuentista requieren de la integracion numeérica
de los estimadores para realizar inferencia sobre los pardmetros del modelo, uno
de los métodos utilizados consiste en integrar una funciéon mediante el método de
Monte Carlo usando cadenas de Markov, es decir, usar una muestra {6, 6s,...,0,}
proveniente de una funcion f. Existen varias maneras para construir estas muestras,

pero la mayoria son casos particulares de Metropolis y Hastings |22].
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Para la evaluacion de (2.4) se utilizan métodos numéricos, los métodos mas usados

se explican a continuacion.

2.5.1. Meétodos de Monte Carlo via cadenas de Markov

El método de Monte Carlo evalia (2.4), mediante muestras {z;: ¢ = 1,2,...,n} de
la distribucion 7 (-), por medio de (2.5).

Hay que notar que {z;} no necesariamente independientes. Las muestras {z;}
pueden ser generadas por algin proceso que arroje muestras con soporte en m(-)
una cadena de Markov hasta M de manera que 7(-) se considera una distribucion

estacionaria.

Definicion 2.4 Un método de Monte Carlo via cadenas de Markov (MCMC) para
la simulacion de una distribucion f es un método que produce una cadena de Markov

ergddica {X,} cuya funcion estacionaria es f.

Para un valor inicial arbitrario z, una cadena { X,,} es generada usando la funcion
de transicion con funcion estacionaria f. El uso de una cadena {X,} producida por
un MCMC es idéntico a usar una muestra independiente e idénticamente distribuida

generada por f.

2.5.2. Cadenas de Markov

Supongamos que se genera una secuencia de variables aleatorias { Xy, X1, ...}, tal que
para cada t € {0,1,2,...}, el siguiente estado X;,; depende tnicamente del estado
anterior X; y no de toda la cadena, de forma que p(Xyy1 | X;) solo dependera del

estado X;. Esta secuencia se denomina cadena de Markov, y p(- | -) se llama funcion
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de transicion, que indica la probabilidad de transicion del estado X; al estado Xy, 1.
Se dice que una cadena es homogénea en el tiempo si p(- | -) no depende de t.

Bajo ciertas condiciones de regularidad, la cadena olvida su estado inicial y p™(- |
Xo) eventualmente convergera a una distribucion estacionaria o invariante (¢(-)) que

no dependera ni del valor inicial ni del tiempo. Vedse ( Apéndice 1).

2.5.3. Metropolis-Hastings

Este algoritmo comienza definiendo la distribucion objetivo f y una densidad instru-
mental ¢(y | =) definida con respecto a la medida dominante.

Este algoritmo produce una cadena de Markov {X,} donde el estado X;.; es
elegido por un primer muestreo a un punto Y proveniente de la distribucion instru-
mental ¢(- | X;), notese que la distribucion propuesta solo depende de X;. El punto

Y es aceptado con probabilidad p(X;,Y),
YigX|Y
p(X,Y) = mn (1, %) | (2.7)
T

Si el punto Y es aceptado, el siguiente estado X;,; toma el valor de Y, y en caso
de que sea rechazado, la cadena no se mueve, es decir, X;,1 = Xj.

Cuando se calcula la media como en (2.5), los valores Y; pueden ser asociados
con pesos del estilo m; /T, donde m; es el numero de veces que los valores fueron
rechazados antes de aceptar Y;.

Metropolis-Hastings es un algoritmo genérico definido para todas las f y g, sin
embargo es necesario pedirles minimas condiciones de regularidad. El soporte de f

debe estar incluido en el soporte de q.
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Teorema 2.5 Sea {X,} la cadena producida por este algoritmo. Cada distribucion

condictonal g cuyo soporte incluye al de f,
1. la funcidn de transicion de la cadena satisface f(z)q(x | y) = f(y)q(y | x).

2. f es la distribucion estacionaria de la cadena.

Por construccion, la cadena tiene una distribucion invariante, f, si también es
una cadena aperiodica y Harris recurrente, entonces el teorema ergodico aplica para
establecer el resultado de convergencia para (2.5).

A continuacion se describen casos particulares del algoritmo Metropolis-Hastings.

2.5.4. Algoritmo Metropolis

Este algoritmo solo considera distribuciones simétricas, de forma que ¢(X | V) =
q(Y | X) para toda X y Y. Resulta conveniente elegir distribuciones que generen
cada componente de Y condicionalmente independiente dado X;. Por lo anterior,

(2.7) queda

p(X,Y) = min{l,%},

un caso especial del algoritmo son las caminatas aleatorias, para las cuales ¢(Y |

X) = q(|X =Y.

2.5.5. Muestreo independiente

Es un algoritmo Metropolis-Hastings que propone ¢(Y | X) = ¢(Y), es decir, la

funciéon instrumental ¢ no depende de X, para esta version, la probabilidad de acep-
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tacién se escribe como

) ©(Y)/q(Y)
PX.Y) :m{lm}

Para que este algoritmo funcione adecuadamente, ¢(-) debe ser una buena apro-

ximacion a m(-), pero es més seguro cuando ¢(+) tiene colas més pesadas.

2.5.6. Muestreo de Gibbs

Es un caso particular del de componentes individuales de Metropolis-Hastings. La

principal diferencia radica en la propuesta de distribuciéon a utilizar para simular Y;:

Los puntos Y.; propuestos siempre son aceptados pues p(X._;, X.;,Y,;) sera 1.

Los métodos presentados tienen la finalidad de proveer de una vision general de
los métodos utilizados usualmente para la generacion de variables aleatorias, todo
con la finalidad de acercarse a la distribucion de un conjunto de datos dado mediante

distribuciones propuestas.

2.6. Optimizacién Monte Carlo

Como se observa, el problema consiste en resolver (2.4), para ello se utilizan métodos
para generar variables aleatorias. El problema expuesto en (2.4) se resume en la
siguiente expresion:

mitx h(6). (2.8)

Se distinguen dos usos para el proceso de generacion de variables aleatorias. El

primero, es en las técnicas de exploracion estocastica que consisten en la bisqueda
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del maximo (minimo) de una funciéon usando descenso del gradiente. El segundo uso
se basa en la aproximacion probabilista a la funciéon objetivo h, uno de los algoritmos

més conocidos es el EM (expectation-mazimization algorithm), véase [21].

Exploracion estocastica

Una primera forma de resolver (2.8) es simular una distribucion uniforme sobre O,
y usar la aproximacion b}, = méax(h(u),...,h(u,)), donde u; ~ Ug. Este método
converge cuando m tiende a infinito, aunque no toma en cuenta alguna propiedad
especifica de h. En este método cuando el calculo del estimador h(-) es costoso el
nimero de evaluaciones de la funcion h se mantiene al minimo. Este hecho lleva a
reconocer ciertas propiedades de h, si es una funcion positiva y si f® h(0)df < 400,

la solucion de (2.8) se reduce a encontrar las modas de la distribucion h.

Método del gradiente

Es un método numérico que produce una secuencia {#;} que converge a la solucion
exacta de (2.8), %, cuando el dominio © C R y la funcién es convexa. La secuencia

¢, se construye de manera recursiva mediante la siguiente expresion,
Ojr1=10;+p; v h(0;),p; >0, (2.9)
donde v/, es el gradiente de h.

Simulated Annealing

Este algoritmo fue introducido por Metropolis en 1953 al minimizar una funcién en

un conjunto finito, pero también se aplica en el proceso de optimizacién sobre un
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conjunto continuo.

La idea fundamental en este método es que un cambio de escala, llamado tem-
peratura, permite movimientos mas rapidos sobre la superficie de la funciéon A a
maximizar, que es llamada energia. Reescalando parcialmente permite la atraccion a
un maximo local, dada una temperatura 7" > 0, una muestra 07,67 ... generada de
la distribucion w(#). Como T decrece hasta casi ser cero, los valores simulados de la
distribucion se encuentran concentrados en una vecindad del maximo local.

Comenzando en 6y, X es generado de una distribucion uniforme sobre una vecin-
dad de 6y, de manera mas general X puede generarse a partir de una distribucion

g(|X — 6y]), y el nuevo valor de 6 es generado como sigue,

p X con probabilidadp = exp(Ah/T) A 1

0y con probabilidadl — p

donde Ah = h(X) — h(6y), X es aceptado con probabilidad 1, lo que significa que
0y siempre cambia su valor. Por otro lado, si A(X) < h(f), X es aceptado con
probabilidad distinta de cero. Esta propiedad permite al algoritmo escapar de la
atraccion de 6 si 0y fuera un méaximo local de h, con una probabilidad que depende
de la eleccion de T', comparado con el rango de la densidad g.

Este algoritmo modifica la temperatura con cada iteracion:

Inicializar: Simular X de una distribucion instrumental con densidad g(|X — o),
Aceptar 6;11 = X con probabilidad p; = exp(Ah;/T;) A1 en otro caso 0,41 = 6;

Actualizar T;aT;, 4

Una importante caracteristica de este algoritmo es que existen resultados de con-

vergencia para espacios finitos. Las siguientes consideraciones se toman en cuenta
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para el descenso de la temperatura en el algoritmo descrito:

Definicién 2.6 Dado un espacio de estados finito € y una funcion h a maximizar:

1. El estado e; € ¢ puede ser alcanzado, a una altura h, desde un estado e;,
si existe una secuencias de estados (e;,...,e,) que unen e; con e;, tal que

h(ex) > h para k =1,2,... n.

2. La altura de un mdzimo e; es el valor mayor de d; tal que existe un estado e;
tal que h(e;) > h(e;), el cual puede ser alcanzado a una altuta h(e;) + d; desde

€;.

Los métodos descritos seran utilizados para realizar el proceso de estimacion
bayesiano que, una vez definida una distribucioén inicial, consiste en la actualizacion

de la distribucion inicial a partir de la informacion aportada por la muestra.



38

Capitulo 2. Distribuciones iniciales



Capitulo 3

Redes bayesianas

Las redes bayesianas son modelos probabilistas compuestas por unidades llanadas
nodos que corresponden a cada una de las variables del problema. Por ejemplo, la

figura (3.1) modela la relacion entre edad y rinitis alérgica:

Figura 3.1: Red que representa la relacion entre las variables edad y padecer rinitis alérgica.

La flecha en la figura (3.1) indica una relacién de dependencia condicional entre la
variable edad y el desarrollo de rinitis alérgica, es decir, la distribucion de la variable
Rinitis depende del valor que tome la variable Edad.

Uno de los usos de las redes bayesiabas es la modelacion de relaciones de causalidad
ya que, de acuerdo con Wermuth y Lauritzen [15], los supuestos de independencia

condicional son el elemento basico para la descripcion del conocimiento. El concepto

39
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de causalidad es un concepto complejo que Judea Pearl trata en su libro Causality,
sin embargo, para propositos de esta tesis, las redes bayesianas seran utilizadas como
modelos de clasificacion, es decir, modelos que predicen la pertenencia de un sujeto
a una clase.

Algunos de los textos usados para desarrollar este capitulo son Probabilistic Net-
works and Ezpert Systems (Cowell,1999), Pattern Recognition and Neural Networks
(Ripley,1996) y Bayesian Network Classifiers (Friedman,1997). Otro texto utilizado

es A constrait-propagation to probabilistic reasoning (Pearl,1985).

3.1. Preliminares

Los problemas de modelacion que se enfrentan frecuentemente requieren la modela-
cion de las asociaciones entre causas y consecuencias. Describir como se establecen
estas relaciones resulta dificil cuando el nimero de variables a analizar es grande.
Para resolver este problema, se han desarrollado modelos que ayudan simplificar la
especificacion de las relaciones establecidas. Una de estas herramientas son las re-
des probabilistas, que consisten en la representacion grafica de las proposiciones de

independencia condicional.

3.1.1. Independencia condicional

Supongamos una grafica con tres nodos que representan variables aleatorias, X, Y
y Z, de manera que los nodos estan comunicados y no forman ciclos, la figura (3.2)
muestra como puede darse la comunicacion entre los nodos.

Cada una de las graficas representan diferente relaciones de jerarquia que se
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traducen en relaciones de dependencia, por ejemplo, en la primera figura, X y Z
son nodos hijo de Y, es decir, X y Z dependen de Y. La figura central muestra la
dependencia de Z hacia Y y éste a su vez depende de X, por lo que Z depende
indirectamente de X a través de Y. En la figura de la derecha se observa a los
nodos X y Z con un nodo hijo comun Y, o sea, dos variables que tienen un efecto
en conjunto. A pesar de la diferente interpretacion de las graficas, la comunicacion
entre X y Z se lleva a cabo a través de Y, se manera que Z es condicionalmente

independiente de X dado Y.

Definicion 3.1 De la figura (3.2) decimos que Z es condicionalmente independiente
a X dado Y, Z 1L X |'Y, si para cada pareja (y,x) de (Y, X), tenemos que p(Z |
V=y X=1)=pZ]Y =y).

De la definicién de independencia condicional se derivan propiedades ttiles para

la parametrizacion de una grafica, las propiedades son las siguientes:

1. Simetria, si X L Y | Z entonces Y L X | Z.

2. Descomposicion, supongamos W una variable aleatoria, si X L YW | Z en-

tonces X LY | Z.

3. Union débil, si X L YW | Z entonces X LY | (Z,W).

®-0-0 OW-0-0 ®W-0O-0

Figura 3.2: Posibles formas de comunicacion entre nodos.
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4. Contraccion, si X LY | Zy X LW | (Z,Y) entonces X L (Y, W) | Z.
5. Interseccion, si X L W | (Z,Y)y X LY | (Z,W) entonces X L (Y, W) | Z.

Estas propiedades tienen interpretacién desde el punto de vista de la informa-
cién que representa cada una de las variables, (Paz,1987), les llaman axiomas sobre
graficas. El axioma de simetria establece que para cualquier estado de Z, Y no pro-
porciona informacion de X y viceversa. El axioma de descomposicion manifiesta que
si los valores conjuntos de dos variables son irrelevantes, entonces por separado tam-
bién lo son. El axioma de unién débil indica que si W y Y contienen informacion
irrelevante para X el proceso de actualizacion sobre W no hace que la informacion de
Y sea relevante para X. El axioma de contraccion manifiesta que si W es irrelevante
para X después de haber recibido informacion irrelevante de Y, entonces W ya era
irrelevante para X antes de recibir informacion de Y.

Consideremos una grafica no dirigida G = (V, E) y una distribucion de probabili-
dad p sobre el conjunto de variables V. Las propiedades de independencia condicional

se extienden a la distribucion p.

3.1.2. Graficas y probabilidad

Consideremos una grafica no dirigida G, conformada por una familia de vértices C de
forma que para cada dos vértices hay un arista que los une, para cada ¢ € C se tiene
una funcion potencial ¢., de forma que la funcion de probabilidad asociada a C que

descrita por

p(x) =[] telze). (3.1)
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Para parametrizar la grafica G es necesario tenga la estructura de arbol, en caso
de que la grafica no lo sea se reacomodan los nodos de forma que G se alcance
una estructura de arbol T'. Para la grafica T' la distribucion p se interpreta como la
distribuciéon conjunta determinada por el producto de las densidades de cada nodo.
También se parametriza la grafica usando subgraficas completas de T a las que
llamaremos clanes.

Ahora, sea B = {X,} una coleccion de subconjuntos del conjunto de vértices
V. Para cada B € B, ¢p(r) denota la funciéon potencial para xg = (zy)yes. La

factorizacion de la grafica se distingue por ser una distribucion jerarquica.

Definicion 3.2 (Ditribucion jerdrquica) Una distribucion conjunta de p de X es
B — jerdrquica si su densidad p se factoriza de la siguiente manera
pla) = [ ¢n() (3.2)
BeB

donde ¢p(x) es una funcion potencial para xg = (Tv)yes-

3.2. Redes de Markov

Sea G = (V, E) una grafica no dirigida, y sea {X,},ev una coleccion de variables
aleatorias. Se define una funciéon potencial ¢4 sobre X 4 para subconjuntos completos
de A C G, esto indica que los clanes de G son elementos de A, de forma que la
densidad puede factorizarse como en (3.2).

Asociado con la grafica G existen algunas propiedades que una medida de proba-
bilidad p sobre X debe cumplir para G sea definida como red de Markov. Pearl (1985)

define un I — map cuando las relaciones de dependencia son representadas mediante
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una grafica no dirigida, tal que para oy 8 dos vértices estan separados por 7, si esta
separacion indica independencia condicional se dice que G es Markov globlal. Para un
par de vértices a y 3, no relacionados, podemos encontrar un camino por el que a y g
sean condicionalmente independientes dado ese camino, esta caracteristica se conoce
como la propiedad de Markov para parejas de vértices. Para cada vértice o € G, éste
es condicionalmente independiente a los otros nodos dada la frontera de «. Estas
propiedades son equivalentes a las propiedades de independencia condicional.

Sean C; y C; clanes adyacentes en el arbol T', podemos asociar al arista que los
une su separador (3.3), S = C;NC; de nodos de T'. De esta manera si se considera una
funcion ¢, para cada ¢ € C, también tendremos una funcién ¢, para cada separador

s € §, de forma que

Hcec ¢C($C)
HsES ¢8(£L'8) ’

donde {¢.,c € C} y {¢s,s € S} definen las funciones potenciales de p.

p(Xy) = (3.3)

Figura 3.3: En esta grafica se puede ver los conjuntos C; = A, B y Co = B, D, separados

por el nodo FE.
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3.2.1. Propiedades de Markov sobre DAGSs

Las propiedades de independencia para las graficas de Markov pueden extenderse
sencillamente a graficas dirigidas, de manera que una grafica aciclica dirigida D ad-
mite una parametrizacion si existe una distribucion definida por p(x) = [, P(Xy |
Xpa(v))-

Una propuesta alternativa para esta propiedad estda dada por Pearl y Verman
(1990). Mencionan que un camino dirigido es una secuencia de vértices que formen
un camino Il de o a # en D, un camino se dice bloqueado por S si éste contiene un
vértice v € Il tal que v € S y « estd d — separado de  por S, es decir, « L §|S.
Un camino dirigido que no esta bloqueado por S se dice que esta activo. Dos sub-
conjuntos A y B se dicen d — separados por S si todos los caminos dirigidos de A a

B estan bloqueados por S.

3.3. Redes Bayesianas

Las redes bayesianas son graficas aciclicas dirigidas (DAG), donde cada uno de los

vértices representan una variable; y los arcos, las asociaciones entre ellas.

/@\

Figura 3.4: Grafica aciclica dirigida (DAG).

La figura 3.4 representa una red bayesiana donde la direccion de los arcos indica
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una relacion entre variables, por ejemplo, se puede hablar de una relacion de jerarquia
entre los nodos {B,C} y {A}, donde {A} es el nodo padre y {B, C} los nodos hijo
de A. El modelo grafico se define mediante una funciéon conjunta basada en funciones

potenciales ¢, asociadas a cada conjunto de nodos c.

La parametrizacion de una grafica dirigida se define de manera distinta, sea una
DAG definida por un conjunto de vértices V', para los que se distringue una relacion
jerarquica, la funcion de probabilidad asociada a la (3.1) se especifica mediante una

distribucion condicional de X,,, v € V', dados sus padres, X,4(),

p(ﬂ?) = Hp(Xv | Xpa(v)) (34)

veV

donde p(X, | Xpa(w)) es la probabilidad del nodo v dados sus predecesores directos.
Observemos la funcion conjunta que describe la parte de la grafica 3.4 formada por
los nodos {A, C, E}. La relacion entre A y C' se establece por p(C | A), la relacion
entre los tres nodos se describe por p(z) = p(E | C, A); la influencia del nodo A sobre

el nodo E se realiza a través de C, entonces p(z) = p(E | C)p(C | A)p(A).

Se observa que para una grafica dirigida G y una funcion conjunta p(z) que
satisfaga las restricciones de independencia, la grafica no dirigida de G, G™, también

puede representar las relaciones de independencia no bajo la misma parametrizacion
p(z).
Trabajando con la representacion general del arbol, los algoritmos que se usan

modifican la funcién potencial mediante una serie de pasos que se interpretan como

el paso de informacion entre nodos.
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3.4. Algoritmo de propagacion

La figura 3.1 se parametriza por p(Rinitis | Edad), se se ha observado Edad=25, en-
tonces esta informacion puede incorporarse al modelo como p(Rinitis | Edad = 25).
De modo general, las redes bayesianas permiten observar los efectos de la incorpo-
racion de informacion (evidencia ¢) al modelo, es decir, p(z) es actualizada como
p* = p(x)Ix,=s,, donde X4 = 2% ha sido observado.

Sea U un conjunto de variables, ya sea un clan o un separador, de manera que la

representacion marginal de este conjunto de variables se expresa como

p*(zv) = pru | €)p(e).

La constante de normalizacion para cada U serd p(e), obteniendo asi p(zy | €)
que permitira transmitir el efecto de la informacién a cada clan. En resumen,

Hcec pC(Ic | 5)
Hsespé’(:vs | 5)'

p(Xy|e) =

En el proceso de propagacion de evidencia se distinguen dos fases, la de recoleccion
y la fase de distribucion de evidencia sobre el arbol 7. La primera, consiste en la
recoleccion de informacion pasando informaciéon de un clan a otro. En la segunda, el
flujo de informacion regresa por el recorrido de colecta obteniendo las probabilidades
posteriores de cada clan.

Pensemos en una grafica aciclica dirigida con 3 nodos, X, Y y Z, de manera que
Y es separador de X y Z.

Cuando X = z se dice que se ha incorporado informaciéon al modelo, y es pro-
pagada a las otras variables a través de las relaciones representadas en la grafica,

en este caso, se actualiza la distibuciéon de Z por medio de Y, por consiguiente, la
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distribucion posterior de Z considerando (3.4) queda dada por
p(Z | X=2)=>Y pZ|YV)p(Y|X =2).
Y
Una vez que la evidencia ha sido propagada, se realiza un proceso de actualizacion
de las distribuciones que consiste en actualizar X dado que se ha observado X = z,
pr(X=z)=pX=z|Z=2).

De modo general, para cada vértice X, sea p(X,) su distribuciéon marginal:

p(Xv) = Z p(Xpa(Xu))p(Xv =Ty | pa’(XU) = xpa(Xu))a
pa(Xy)

y se desea calcular p*(X,) = p(X, = =, | €), donde ¢ es la evidencia. Hay que
observar dos eventos, €, que denota el evento de condicionar sobre los descendientes
de v, y & indica que se condiciona sobre las varibales restantes que conforman la

cubierta de Markov para v. Usando la regla de Bayes:
Pr(Xo) xpley | Xo, e)p(Xo | &) = pley | Xo)p(Xo | &)

Cada vértice mantiene una version de ¢(z) = [, p(e, | Xo) vy v(X,) = p(X, =
x, | €F). Luego, p*(X,) x I(X, € 8,)¢(X,)v(X,). Cuando se tiene informacion en el
vértice, p(e, | X, € Sy), ésta es usada para actualizar ((pa(X,)), p(e; | Xpa(X,)).

Luego, en forma descendiente para actualizar a los hijos de v, p(X, | X, € S, ¢/, ;).

vy ~voto

D—0—-0

Figura 3.5: Grafica aciclica dirigida con tres nodos.
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Las redes bayesianes representan las relaciones de independencia condicional en-
tre las variables. A continuacion se detallan los conceptos béasicos de independencia

condicional.

3.5. Redes discretas

Si una grafica no dirigida es un arbol, cualquier vértice puede considerarse como
la raiz. La forma de arbol més simple es una cadena de vértices que es modelada
por una cadena de Markov. Los calculos sobre una cadena de Markov dependen del
orden de los vértices. Las cadenas de Markov se definen mediante una funcion de
transicion P(X; = j | X;_1 = i), mientras que un arbol de Markov se especifica por
P(X, | Xpa(w))- Partiendo de la estructura de arbol, se etiquetan los vértices en orden
ascendente desde la raiz, de manera que cada vértice sea precedido por sus nodos
padre:

P = [T PG X505 < ) = [T POG | Xpa) (35)

i i

Figura 3.6: Las flechas en la grafica indican el flujo de la informacion.
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En una red probabilista se manejan varias variables de forma simultanea, por lo
que son agrupadas en clanes, y se construye una distribucién conjunta sobre el drbol
de clanes, en este caso (3.5) se convierte en la representacion potencial. Las redes

bayesianas son un caso particular de las redes de Markov.

3.6. Clasificadores

Un clasificador es una funciéon que asigna un objeto a una clase a partir de un
conjunto de atributos. Uno de los clasificadores mas efectivos es el llamado naive-
Bayes descrito en varios articulos, Duda y Hart(1973), y Langley et al. (1992).

La red que describe a un clasificador naive-Bayes indica que la variable de la clase

es el nodo padre de cada atributo, P(C' | Ay, Ag, ..., Ay).

©

Figura 3.7: Grafica de un clasificador naive-Bayes.

El procedimiento de clasificacion es aplicar la regla de Bayes al calculo de la pro-
babilidad de C' dado el conjunto de atributos {A;, As, ..., A,} v luego predecir la
clase, tomando la que tenga mayor probabilidad. Se hace un supuesto de indepen-
dencia condicional entre los atributos dada la clase.

El objetivo es inducir una red que describa mejor la distribucion de los datos de
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entrenamiento, esto se logra utilando una funciéon que califica a cada red dentro del
conjunto de posibles redes.

El modelo naive Bayes no toma en cuenta las correlaciones entre atributos, aun-
que estas correlaciones pueden permitir una mejor descripcion de los datos del mo-
delo. El naive Bayes aumentado (TAN)(Friedman et al.) plantea una modificacion
al modelo naive Bayes para incorporar las correlaciones.

Por ejemplo, para el modelo naive Bayes, si la clase C' es la variable que indica
estar enfermo o no de rinitis, y, edad y sexo son los atributos de la distribucién
p(Edad, Sexo | Rinitis) es la distribucion inicial, que se actualiza como p(Rinitis |

Edad, Sexo) dados los valores de la variables edad y sexo.

3.6.1. Aprendizaje

Sea U = {A1, Ay, ..., A,}, donde {Ay, As, ..., A,} es el conjunto de atributos que
definen a la clase C'. La estructura grafica que se usa define a la clase C' como la raiz,
y cada atributo tiene como nodo padre al nodo de la clase, pa(A4;) = C, la funcion

conjunta que describe esta estructura queda:
P(A1, As, ..., Ay, C) = p(C) Hp(Ai | C)
Usando la definicion de condicionalidad,
p(C'| A1, As, ..., Ay) = ap(C) Hp(AZ- | C)

donde « es la constante de normalizacion.
El problema de aprendizaje consiste en encontrar la mejor red que describa a

T, a particr T = {uy,ug,...,ur} € U, un conjunto de datos de entrenamiento. Lo
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usual es introducir una funciéon que evalue cada red con respecto al conjunto de
entrenamiento, esta funcion es conocida como funcién score.

Las funciones score tienen como proposito proporcionar informaciéon acerca de
una distribucion, de manera que podemos elegir una red D tal que considerando el
tamano de la red y los datos, Pp sea minima. Existen diferentes versiones de funciones
score cada una incorporando distintos elementos.

Sea D = {G,0} y T = {uy,us,...,u,} el conjunto de entrenamiento, considé-
rense u; observaciones independientes. Se define la informacién aportada por cada
observacion como log(1/p(x;)), si hay n observaciones, se puede afirmar que en pro-
medio el valor u; sera observado N - p(u;) veces. Entonces para n observaciones la

informacion total se define como,

I = Z n - p(u;) log(1/p(u;)). (3.6)

=1

La informacion promedio [6], I /n, se conoce como entropia H(p). La entropia fue
definida por Shannon en 1948 y, tiene propiedades tebricas que permite cuantificar
la informacion descrita por la distribucion p (2.2).

Se supone una distribucion p para el conjunto de entrenamiento, y se propone una
distribucion ¢ para el mismo conjunto. El problema consiste en dar una cantidad que
mida la discrepancia entre los modelos ¢ y p, para cada u; esta cantidad se define
como log(p(u;)/q(u;)), por lo que la comparacion de entropia entre dos p y ¢ se

expresa como sigue

)
1

Otra cantidad usual, es la llamada entropia relativa, mejor conocida como infor-

H(p,q) = > _ p(u;) log ];EZ
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macion de Kullback-Leiber:

p(u
KL(p,q) = (log Q) :
q(u)/,
Para el caso de graficas las distribuciones p y g estdn dadas por las distribuciones
delared D = {G, ©} y la del conjunto de entrenamiento 7" = {uy, us, . . ., u, },respectivamente.

La funciéon score MDL (minimal description length) de una red D dado T esta

dada por:
logn
2

MDL(D | T) = H(D,T) + —=D (3.7)

donde H(D,T) indica la entropia, en el segundo término D indica el ntmero de
parametros en la red. Otra funcién score que basa su definicion en el concepto de

entropia, es el criterio de informacion de Akaike (AIC),
AIC(D|T) = H(D,T) + D (3.8)

La funcion score favorece graficas completas, para ello el primer término de (3.7)
reduce la complejidad de la red penalizando aquellas que contegan muchos parame-

tros.

3.6.2. Redes bayesianas como clasificadores

Se puede inducir una red D que represente P(A;, As, ..., A,,C). Dado un conjunto
de entrenamiento, cada u; € T es una tupla de la forma (ai,dal, ..., c"), que son los
valores de los atributos y el valor de la variable de la clase C'. Se puede reescribir la
log-verosimilitud respecto a las u;:

LL(D|T) = log(Po(c' | ai,...,a}))+ Z log(Pp(at,...,a)) (3.9)

i=1



54 Capitulo 3. Redes bayesianas

El primer término estima la probabilidad de una clase dados los atributos.

La definicion de atributos relevantes se basa en la nocién de cubierta de Markov
de la variable X, es decir, los nodos vecinos de X . Condicionando sobre este conjunto
a X, se dice que X es condicionalmente independiente de otras variables en la red.

Los algoritmos de aprendizaje eligen los atributos relevantes para predecir la
clase, la eleccion hecha por el procedimiento refleja el sesgo de la funcion de score,
en particular, la funcion MDL, que penaliza la adicion de atributos a la cubierta de
Markov de la variable clase.

La funcion MDL puede especializarse para la tarea de clasificacion, restringiendo
la log-verosimilitud en (3.9), de manera que sea la log-verosimilitud condicional de

una red D dado el conjunto T, CLL(D | T) = ¢ log(Pp(C* | A%,..., AL)).

3.6.3. Naive Bayes aumentado

Este modelo permite especificar las asociaciones entre atributos, por lo que gréfica-
mente existe un arco entre ellos. Un arco de A; a A; implica que existe una relacion
de dependencia condicional entre A; y la clase dado A;.

En este tipo de redes la variable de la clase no tiene nodos padres y cada atributo
tiene al menos un atributo como padre ademas de la variable clase.

El procedimiento de aprendizaje para estas estructuras esta descrito por Chow y
Liu (1968) y Pearl (1988).

Una grafica aciclica dirigida sobre { X3, X, ..., X, } es un arbol si pa(X;) contiene
exactamente un padre para cada X;, a excepcion de la raiz. El arbol se describe
identificando el padre de cada nodo, la funcion ¢ : {1,2,...,n} — {0,1,...,n} define

un arbol sobre {X7, Xo,..., X, } si para exactamente una ¢ se tiene que t(X;) = 0
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(raiz) y no existe una secuencia iy,...,4 tal que t(i;) = i;4q parai < j < ky
t(ix) = i1 (no hay ciclos). La funcion que define a un arbol es una donde pa(X;) =
{Xpa(xy) st t(i) > 0} y pa(X;) = 0 sit(i) = 0.

El procedimiento descrito por Chow y Liu [9], reduce el problema a elegir un
arbol expandido de peso maximo con maxima verosimilitud, consiste en seleccionar
un subconjunto de arcos tal que esta configuracion forme un arbol y la suma de los

pesos en los arcos sea maxima.

1. Calcular la funcién de informacion mutua, I (X;, X;), entre cada par i # j,

Ip(X,Y) =Y Plz,y)log % (3.10)

2. Construir una grafica no dirigida en la que los vértices son las variables X. Los

pesos de cada arco estan dados por la funcién de informacion mutua.
3. Construir un arbol expandido de peso méaximo

4. La grafica obtenida se convierte en una grafica dirigida al elegir una variable

como raiz y fijar las direcciones de los arcos en direccion contraria a ella.

©

Y

Figura 3.8: Esctructura de un naive-Bayes aumentado (TAN)
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El problema consiste en encontrar una funcion que defina un arbol de manera que
la log-verosimilitud se maximice. Este problema de optimizacion se resuelve usando
el procedimiento anterior, y usando la funciéon condicional de informaciéon mutua en
lugar de (3.10):

P,y | 2)
z|2)P(y| 2)

Ip(X,Y | 2) = ZP:By, ) log B

El célculo de la funcion se realiza para el conjunto de atributos, finalmente, se intro-
duce un vértice C'y se agrega un arco de C' a cada A;. De esta manera tenemos una
descripcion mas adecuada de las relaciones existentes entre atributos y la clase, por
lo que la gréfica obtenida ya puede utilizarse para predecir la clase de un u; que no

pertenezca al conjunto de entrenamiento.

3.7. Maximizacion

Para encontrar la maxima configuracion se considera el paso de informacion entre
nodos y se busca la configuracion tal que maximice su funcion potencial.

Se tiene una distribucion p sobre T', parametrizada por ¢. y ¢, si se desea conocer
la configuracion grafica mas probable de todas las variables, se modifica el algoritmo

de propagacion sustituyendo la definicion de marginalizacion por la siguiente,

Definicion 3.3 (Maz-marginalizacion) Sea V' el conjunto de vértices, yW C U CV

la expresion Myw ¢ denota la marginal mdxima de ¢ sobre W definida por

MUW¢(ZE) = maIzeUWCb(Z, 1’)

La probabilidad de la configuracion de un clan, esta dada por p**(X¢), que indi-

ca la probabilidad que esa configuracion de nodos tiene, es decir, es la probabblidad
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asociada a X¢ = ., entonces (3.3) se reescribe como

[ece P (2)
Hses D (IS)

Sea U € C'y W un vecino de U, pjp** (Xw) pasa de W a U, y U debe encontrar la

p(Xy | €)=

(3.11)

configuraciéon que maximice su funcién potencial, la configuracion X%, pasa como

evidencia a sus vecinos. Se construye un darbol expandido de peso mdzimo.
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Capitulo 4

Rinitis alérgica

En publicaciones médicas se han utilizado redes de clasificacion con el fin de predecir
el tratamiento a utilizar, con este fin, en este capitulo se analiza un conjunto de datos

provenientes de mediciones de pacientes con rinitis alérgica.

La rinitis alérgica es la primera causa de consulta en Alergologia y su prevalencia
mundial se estima entre 10 y 25 por ciento (Becerril Angeles,2010)(Didgnostico y

tratamiento de rinitis alérgica. J30. Guia de practica médica).

Por otro lado, las redes bayesianas como clasificadores han tenido participacion en
numerosas areas, entre ellas la medicina, han desarrollado un papel de asistencia
en el didgnostico de miultiples padecimientos (Bonis,2004) Sistemas informdticos de

soporte a la decision clinica).
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4.1. Preliminares

Decisiones clinicas

La clasificacion es uno de los problemas que requiere de informacion que permita la
estimacion de una probabilidad que indique la pertenencia de un sujeto a una clase
basandose en la evidencia. Dado un conjunto de n objetos, éstos seran clasificados en
K clases , cada objeto tiene asociado un vector de mediciones (atributos), x € RP.
La proporcion de casos de la clase k en la poblacion se define por ., mientras
que la distribucion de la clase k se identifica por pg(x). El proposito es clasificar
un objeto en alguna de las K + 2 posibles decisiones, 1,..., K, D, O, basados en la
observacion X = x, las decisiones 1, ..., K indica que el objeto corresponde a la clase
k, la decision D indica duda de la clase a la que pertenece el objeto, finalmente, la
decision O indica que el objeto no pertenece a ninguna de las K clases.

Los modelos de apoyo a la desicion clinica estan disenados para formalizar el pro-
ceso de clasificacion, ayudando al personal sanitario a tomar decisiones “ preventivas,
diagnosticas o terapéuticas”. Los primeros modelos surgieron a finales de los cincuen-
ta, utilizadan algoritmos logicos sobre la informacion introducida. Otra estrategia
incluyo el uso del teorema de Bayes que asumia independencia entre los sintomas o
pruebas, relacion que en la mayoria de los casos no puede establecerse con claridad.

A finales de los ochenta, se desarrolla un sistema que una vez introducidos los
datos era capaz de elaborar la cadena de razonamiento deductivo basado en el conoci-
miento de la fisiopatologia humana mediante el cual se obtiene una respuesta. Estos
sistemas se encuentran bajo la evaluacion de expertos, considerando si la respuesta

dada seria la que un médico experto en el drea proporcionaria.
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Rinitis alérgica

La rinitis alérgica es una enfermedad inflamatoria cronica de la mucosa nasal, cuyos
sintomas principales, desencadenados por la exposiciéon a alérgenos, son la rinorrea,
obstruccion nasal, prurito nasal y estornudos. Frecuentemente, los pacientes con ri-
nitis alérgica presentan sintomas conjuntivales y de asma. En en caso de los ninos
que la presentan rinitis alérgica, tienen mayor riesgo de presentar asma si no se trata
adecuadamente.

Los antecedentes familiares y la exposicion a ambientes adversos como el taba-
quismo familiar, acaros del polvo y epitelios de animales, son factores de riesgo para
el desarrollo de la rinitis alérgica [3].

El tratamiento farmacologico adecuado es dificil de determinar debido a las reac-
ciones secundarias que puede desencadenar, el tramatamiento més eficaz para la
rinitis alérgica es el uso de esteroides nasales, sin embargo en la practica clinica son
més usados los antihistaminicos.

Los antihistaminicos de primera generacion tienen efectos sedantes y anicolinérgi-
cos. Los de segunda generacion causan poca sedacion, tienen un inicio de accion méas
rapido y su efecto dura mas de 24 horas. En adultos mayores no se recomienda el uso
de antihistaminicos de primera generacion por su accidén sobre el sistema nervioso
central.

Los esteroides nasales se consideran la primera linea de tratamiento de la rinitis
alérgica persistente, sobre todo en la obstruccion, y se ha demostrado que dosis
recomendadas no afectan el crecimiento. Los descongestionantes son muy efectivos
para aliviar la obstruccion nasal, pero no se recomienda su uso en menores de un ano

por su margen estrecho entre dosis terapeuticas y toxicas. Tampoco es recomendado
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su uso en adultos mayores, embarazadas, pacientes con hipertension, cardiopatia,
hipertrofia prostatica, glaucoma y los que usan (-bloqueadores e inhibidores de la
MAO (monoaminooxidasa).

El tratamiento de la rinitis alérgica se vuelve complejo de determinar. Por eso el
mejor tratamiento para cada paciente depende de sus caracteristicas, por ejemplo,
variables como edad y sexo son determinantes para indicar el mejor farmaco para
tratamiento.

Con el fin de estudiar la capacidad predictiva de los modelos de redes neuronales y
redes bayesianas, se utiliza un conjunto de datos que contiene informacion de cuatro
hospitales sobre el medicamento que se administra a pacientes con rinitis alérgica.

En total, se tienen datos de 2200 pacientes. Las variables medidas son:
1. Edad (Age)
2. Sexo (Sex)
3. Presion sanguinea (BP)
4. Nivel de colesterol (Cholesterol)
5. Nivel de sodio (Na)

6. Nivel de potasio (K)

Las mediciones de los niveles de sodio y potasio en la sangre son incluidos debido
a que funcionan como elementos mediadores del intercambio celular. Algunos de los
medicamentos usados para el tratamiento de la rinitis alérgica aumentan los niveles
de actividad de la Na/K adenin trifostasa, cuya modulacion es un posible mecanismo

de la accién antialérgica.
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En este ejemplo, se pretende predecir de 5 medicamentos, que se etiquetan como
DrugA, DrugB, DrugC, DrugX y DrugY, el medicamento a usar para el tratamiento

de nuevos pacientes basados en las caracteristicas del paciente.

4.2. Conociendo Weka

Este paquete consiste en una coleccion de algoritmos utiles en tareas de regresion,
asociacion y clasificacion, todos ellos implementados en Java. Weka es un paquete de
mineria de datos de distribucion libre, desarrollado por la Universidad de Waikato.
El nombre de Weka hace referencia a un ave endémica de Nueva Zelanda.

En esta tesis se utiliza la seccion de Classify, que nos permite implementar algorit-
mos descritos previamente en este documento. Los modelos usados en la clasificacion

de patrones que se utilizaran son:
1. Perceptron multicapa.
2. Clasificador naive-Bayes.
3. Red Bayesiana general.

Luego del periodo de entrenamiento, los modelos fueron evaluados usando un
conjunto de entrenamiento y uno de validadcién, 60 y 40 por ciento respectivamente.

En las secciones siguientes se explican los resultados de los ajustes de los modelos.

4.2.1. Red neuronal

El modelo de red neuronal que se utiliza es un perceptron multicapa (MultilayerPer-

ceptron), donde las variables categoricas son codificadas en sus categorias y todos los
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atributos continuos son normalizados, y las neuronas usan la funciéon sigmoide como

funcion de activacion. Se usa el algoritmo de retropropagacion explicado en (1.3.4).

00¢

-3 > Druge

Cholesterol

Figura 4.1: Perceptréon con una neurona y una capa oculta.

Se observa mayor precisiéon con un mayor nimero de neuronas y de capas ocultas,
sin embargo, el modelo se vuelve dificil de interpretar. A continuacién se muestra
la precision alcanzada con distinto nimero de neuronas en dos capas ocultas, para
cada modelo se incluye el porcentaje de elementos clasificados correctamente y el
estadistico kappa.

Debido a la complejidad los modelos, en adelante nos referiremos al perceptron

con una capa oculta.
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Figura 4.2: Perceptron con 5 neuronas y dos capas ocultas.

Cuadro 4.1: Precisién obtenida por un perceptrén con una capa oculta.

Niamero de neuronas | Precision | Estadistico kappa
1 70.34 0.5426
2 90.34 0.861
3 93.40 0.9053
4 98.97 0.9853
5 98.86 0.9837
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Cuadro 4.2: Precision A corresponde al modelo sin estimar y Precision B con estimacion

de distribucién.

Farmaco | Precision A | Precision B
DrugA 0.918 0.929
DrugB 0.928 0.952
DrugC 0.959 0.958
DrugX 0.942 0.942
DrugY 0.89 0.891

4.2.2. Naive-Bayes

Figura 4.3: Clasificador Naive-Bayes para el modelo de rinitis alérgica.

El clasificador NaiveBayes implementado en Weka tiene dos versiones, la primera
mantiene la distribucién empirica de los datos, y la segunda supone una distribucién
normal para las variables en la red. Se utilizan ambas versionas y se compara la
precision del clasificador con y sin estimacion de distribuciones.

Como se observa en la tabla (4.2), la ganancia en precision entre el modelo con y

sin estimacion es marginal, por lo que se conserva el modelo que utiliza la distribuciéon
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empirica de los datos.

4.2.3. Red bayesiana

Se utiliza el clasificador BayesNet para evaluar dos modelos de redes bayesianas, uno,

el clasificador Naive-Bayes aumentado, y el segundo una red bayesiana general.

Figura 4.4: Modelo grafico de un TAN usando la funcién de informacion M DL.

Figura 4.5: Red bayesiana general generada por una muestra obtenida mediante el algo-

ritmo Simulated Annealing.
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Cuadro 4.3: Precision observada por los modelos de redes bayesianas.

Precisién

Modelo TAN 0.9136
Modelo Red bayesiana general | 0.9125

1. Usando el algoritmo descrito en (3.6.3) se contruye un Naive Bayes aumentado
(TAN), utilizando como funcion de informacion la funcion M DL (3.7). Este

procedimiento da como resultado la grafica (4.4).

2. Mediante el método simulated annealing,(2.6) se genera una muestra para eva-
luar la funcion de informacion mutua (3.10) dentro del algoritmo (Chow,1968)

que genera la grafica (4.5).

Se observan una precisiones similares para ambos modelos, sin embargo, en el

modelo de la red bayesiana general el atributo sexo no result6 incluido en la grafica.

4.3. Resultados

La tabla (4.4) muestra la precision de cada uno de los modelos utilizados, es impor-
tante mencionar que la precision por si sola no es un indicador para decidir el mejor
modelo, todo depende del proposito de estudio.

La precision fue calculada como el porcentaje de elementos correctamente cla-
sificados del conjunto de validacion, el conjunto de datos (n—2200) fue dividido en
dos conjuntos, el 60% como conjunto de entrenamiento y el resto como conjunto

de validacion. El estadistico x es un indice entre las concordancias observadas y el
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Cuadro 4.4: Precision observada por cada modelo.

Modelo Precision | Estadistico x
Perceptron multicapa, 1 neurona 0.7022 0.5415
Perceptron multicapa, 5 neuronas 0.9886 0.9837
Naive-Bayes 0.9147 0.8767
Red bayesiana, TAN 0.9136 0.8783
Red bayesiana, simulated annealing | 0.9125 0.8765

total de observaciones, de tal forma que se excluyen las concordancias atribuibles
al azar. Toma valores entre -1 y 1, mientras més cercano a 1 mayor es el grado de
concordancia.

El perceptron multicapa con 5 neuronas se observa como un buen clasificador,
pero no es un modelo que muestre una relacion entre las variables. Al mismo tiempo,
los modelos basados en el teorema de Bayes también resultan buenos clasificadores,
con la ventaja de que su estructura grafica representa las relaciones de independencia
entre los atributos y la clase.

El clasificador naive-Bayes s6lo toma en cuenta la relacion entre los atributos con
la clase, e ignora la relaciéon que entre ellos pueda existir, por lo que no explica en su
totalidad las relaciones entre las variables. Con todo y ello, predice mejor el uso de
los farmacos C, X y A como tratamiento de la rinitis alérgica.

El modelo definido por la grafica TAN indica la aportacion de informacion de
cada variable con respecto a la clase y al menos a otro atributo, (3.10), para deter-
minar la grafica de peso méaximo se utiliza una funciéon que califique a la red, Weka

utiliza varias funciones, entre ellas la funcién de entropia, (2.2),la funcién minimum
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Cuadro 4.5: Precison para cada farmaco.

Farmaco | PM, 1 capa | NB | BN-TAN | BN SA

Drug Y 0.973 0.89 0.943 0.948

Drug C 0 0.959 0.894 0.894
Drug X 0.466 0.942 0.89 0.89
Drug A 0 0.918 0.858 0.853
Drug B 0 0.928 0.935 0.935

description length, (3.7),el criterio de Akaike, entre otras.

En la grafica TAN se observa una asociacion entre las variables Na y K, esto puede
explicarse debido a que la concentracion de una estd en dependencia de la otra. La
variable sexo no tiene gran aportacion, sin embargo este modelo no rechaza ningin
atributo. Por su parte, la variable que mide presion sanguinea estd relacionada con
la edad del paciente, en el caso del nivel de colesterol muestra una relacién con la
medicion de presion sanguinea.

La grafica resultante al usar el algoritmo simulated annealing, muestra que el
atributo sexo no es relevante para el modelo y exhibe una tasa de clasificacion similar
al obtenido usando todas las variables. Esta grafica elimina redundancias con respecto

al modelo TAN y pone de manifiesto las relaciones mas importantes.

Ambas redes cumplen con el proposito de resolver el problema de maximizacion
propuesto en (3.7), las dos tienen una estructura grafica parecida y los valores de las
funciones de informacion son similares. En ambos modelos, la estructura grafica no es

unica, y no hay garantia de que la direccion de las aristas sea la correcta, esto debido
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a que la direccién es asignada con el proposito de encontrar una red que minimice el

error de prediccion.

4.4, Conclusiones

El funcionamiento de las redes neuronales consiste en encontrar una relacion funcio-
nal entre los elementos de entrada y los de salida, por lo que funcionan bien como
clasificadores. Como se observd mejoran su precision con un mayor numero de ca-
pas ocultas. Sin embargo, muchos autores mencionan que su funcionamiento como
una caja negra y su estructura no admiten una explicacion de las asociaciones entre
variables.

Como vemos en las graficas del perceptron multicapa, distinguimos entre la capa
de entrada y la de salida, sin tener una idea clara de la interaccion de las variables
con las capas ocultas. Si s6lo interesara el poder predictivo del modelo las redes
neuronales serian las indicadas.

Por su parte, las redes probabilistas también resultan clasificadores eficaces, con
la ventaja de que incluyen las relaciones de independencia condicional entre variables
en el modelo. Las relaciones de independencia condicional que se establecen hacen
que el modelo sea sencillo de entender y de modificar. La descripcion grafica de estas
relaciones hace posible identificar la interaccion entre variables permitiendo agrupar
variables relacionadas o eliminar variables que tengan poco impacto, como es el caso

de la variable de sexo en la red bayesiana.
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Capitulo 5

Conclusiones

El proposito de este trabajo es observar el desempeno de dos modelos matematicos
usados en la clasificacion de elementos, las redes neuronales y las redes bayesianas. En
el ejemplo presentado ambos modelos son usados con el fin de comparar su eficacia

como modelos predictores.

La modelaciéon de un problema mediante redes neuronales resulta en un modelo fun-
cional que al asignar un peso a cada una de las variables, define un modelo predictivo
que nos ayuda a indicar la pertenencia de un elemento a una clase. Las redes neu-
ronales son eficaces clasificadores, su naturaleza funcional no permite estblacer una

relacion entre las variables involucradas.

Por otro lado, las redes bayesianas son modelos que representan las relaciones de
independencia condicional entre las variables por lo que también son usadas en la
modelacion de causalidad. Las relaciones de independencia en las redes bayesianas se
pueden establecer a prior: utilizando la informacion conocida del problema, o bien,

utilizando funciones de informacion cuya evaluaciéon mide la informacién que una
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variable X aporta a una variable Y, es decir, si el estado tomado por X interfiere en
la definicion del estado que puede tomar la variable Y.

El modelo de redes neuronales asume una relacion no lineal entre todas las variables,
por ello, en la representacion grafica las redes presentan conectividad total sin que
esto indique una verdadera influencia de una variable sobre las demés. Mientras
tanto, las redes bayesianas reproducen las relaciones de independencia por lo que
graficamente la conexion entre una variable y otra indica la influencia que una tiene
sobre la otra. En el ejemplo, se utilizan funciones de informaciéon para determinar la
magnitud de esta influencia.

Los algoritmos de aprendizaje entre ambos modelos representan diferentes ambitos de
la informacion. Las redes neuronales aprenden mediante funciones que representan
relaciones secuenciales y jerdrquicas, mientras que las redes neuronales utilizan el
teorema de Bayes.

En base a los resultados obtenidos, se observa que ambos modelos funcionan como
predictores, sin embargo dependerd del problema para para determinar el modelo a

utilizar.



Apéndice 1

Cadenas de Markov

Un proceso estocastico se entiende como un proceso aleatorio que evoluciona en el
tiempo, se considera una variable aleatoria X y los posibles estados {1, xs, ..., 2}

que puede tener en el tiempo discreto.

Una cadena de Markov es una secuencia de variables aleatorias, con espacio de
estados FE, que modifican su estado en el tiempo, con una probabilidad de transiciéon
entre un estado al tiempo ¢ y otro en el tiempo ¢+ 1. Esta probabilidad de transicion
se especifica para los posibles estados que puede tomar la variable aleatoria X, su-
ponemos que X tiene un espacio de estados finito, entonces, en el tiempo ¢, X puede
tomar cualquiera de sus n estados, y en el tiempo t+ 1, X puede tomar n — 1 estados
difernte o no cambiar. De esta manera se deben especificar n x n probabilidades de
transicion, que pueden expresarse en una matriz M de n X n, que se conoce como
matriz de transicion.

Cada una de las entradas de la matriz M indica la probabilidad de transicion

del estado 7 al estado j en el paso de una unidad de tiempos, es decir, p;; <0, y se
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especifican como p;; = p(Xyp1 = i | Xy = j); si ademds la suma de sus filas es 1,
Z?leij =1, entonce a M se le llama matriz estocéstica.

De acuerdo a la definicion de proceso estocastico es posible conocer la probabili-
dad de que el estado j sea alcanzado a partir del estado ¢ en k unidades temporales,
es decir, pf; = p(Xp—1 = j | Xo = i,X1 = i1,..., Xp—o = ip_). Particularmen-
te, se llama cadena de Markov a un proceso donde las probabilidades de transicion

satisfacen la siguiente propiedad,
P(Xip1 =7 | Xo=14,X1 =d1,..., Xy = iy) = p(Xps1 = J | Xy = ir).

Esta propiedad indica que las cadenas de Markov no guardan memoria de sus
cambios de estado, por lo que s6lo basta conocer su estado previo. Las cadenas de
Markov permiten determinar la probabilidad de que el proceso entre en algin estado
a un cierto tiempo, sin embargo, destaca el hecho de que ocurridas varias transiciones
estas probabilidades convergen a valores particulares.

Por medio de la expresion de Chapman-Kolmogorov es posible calcular las pro-
babilidades de transicién a partir de estados intermedios de la cadena, lo cual queda
expresado de la siguiente manera:

P = ol = p(Xnem = 5 | Xo = 1).

zeE

Donde E indica un espacio de estados finito, y pz;rm indica la entrada (i,7) de
la (n + m)—ésima potencia de la matriz de transicion M. Cuando el nimero de

transiciones tiende a infinito se puede observar un comportamiento asintotico,

lfm [M]" = Q.

n—oo

() es una matriz que contiene un vector invariante m. Al observar la evolucion de

la matriz M pueden distinguirse los siguientes tipos de estados:
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1. Absorbentes, p(T, = 1| Xog =) = 1.
2. Transitorios, p(T, < oo | Xo =1x) < 1.
3. Recurrentes, p(T, < oo | Xo =1z) = 1.

donde 7T}, indica el tiempo en el que la cadena entra por primera vez al estado x luego
de que el estado inicial fue z. Utilizando estas definiciones se han identificado cadenas
que describen un comportamiento particular y para las que se tienen resultados
de convergencia, estas cadenas se conocen como cadenas especiales y se explican a

continuacion.

Cadenas especiales

La idea de convergencia de una cadena de Markov tiene que ver con la probabilidad
de que la cadena tome un estado e cuando se han observado ¢ transiciones, y ¢
tiende a co. En esta seccion se describen las llamadas cadenas regulares y cadenas
absorbentes.

Una cadena de Markov se dice que es regular si existe alguna potencia de la
matriz de transicion M que tenga todas sus entradas estrictamente positivas. Para

este tipo de cadenas existe el siguiente resultado:

Teorema 1.1 Sea M la matriz de transicion de una cadena de Markov regular
{ X, }nen con espacio de resultados finito. Se cumplen entonces las siguientes propie-

dades:

1. Sin tiende a infinito, las potencias de M™ se aproriman a una matriz ) tal
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que todos sus renglones son iguales a un mismo vector q de probabilidad con

componentes estrictamente positivas.

2. El vertor q resulta ser el vector de probabilidad invariante para la cadena y para

cualquier otro vector v tal que vM = v.

3. im0 p(X,, = @) = ¢, para algin v € E, y lim,_,. p, (X, = x) = ¢, donde

x,y € E. La probabilidad q, es la x—ésima componente de q.

Lo que nos indica este teorema es que, dada una cadena regular a partir de la potencia
n—eésima de la matriz de transicion las probabilidades de transiciéon no van a cambiar
y podra conocerse el comportamiento limite de la cadena.

Se dice que una cadena de Markov es absorbente si para una matriz de transicion
M se identifica al menos un estado absorbente y, que desde cualquier estado no
absorbente es posible ir a alguno absorbente. El resultao para este tipo de cadenas

queda resumido de la siguiente manera:

Proposicion 1.2 Si {X} una cadena absorbente entonces, para cada estado x € E,
plexiste n € N tal que X, € A| Xg=2x) = 1.

Donde A es un conjunto de estados absorbentes, de manera que A C E.

Considérese A un conjunto de E de estados absorbentes, la proposicion indica que
dada una cadena absorbente con probabilidad uno se puede llegar a un estado ab-
sorbente partiendo de cualquier estado de la cadena. Las demostraciones de esta

proposicion y el teorema anterior pueden consultarse en (Caballero,2004).
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Existe la generalizacion de los teoremas de convergencia y se basa en la defincicion
del tiempo promedio de recurrencia,, es decir, con qué rapidez se vuelve a entrar a

un estado. Este teorema de generalizacion se trata en (Caballero,2004).
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