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Introduccion

“ La simetria es una idea por la cual, el hombre de todas la épocas ha tratado
de comprender y crear la belleza, el orden y la perfeccion.”

Hermann Weyl

Simetria es ese equilibrio que se manifiesta en toda la naturaleza desde el ele-
mento mds pequefio, mds simple del mundo inorgdnico hasta los sistemas mas
organizados del mundo orgénico, haciéndose extensivo tanto a la creacién artistica
del hombre como al hombre mismo.

La simetria (que en griego significa “medida”), es un fenémeno fundamental
en el arte, la ciencia y la naturaleza que ha sido capturado, descrito y analizado
usando conceptos matematicos; es un rasgo caracteristico de formas geométricas,
sistemas, ecuaciones, objetos reales o entidades abstractas que esté relacionado con
su invariancia bajo ciertas transformaciones geométricas. En el arte fue resultado
de planteamientos geométricos que se ejercieron desde las primeras manifestacio-
nes artisticas y adquirié gran importancia en el Renacimiento, cuando resurge el
clasicismo, época en la que los artistas dedicados al perfeccionamiento del realis-
mo se interesaron por aplicar la ciencia en el arte. Este concepto se aprecia también
en arquitectura, en obras como las pirdmides de Egipto, los templos griegos, las
mezquitas drabes, y las iglesias goticas entre otras. En las Bellas Artes, pintura y
escultura, la simetria ha llegado a ser a menudo un método de creacién. Simetria y
proporcion han sido exaltados en todos los tiempos y ambitos como dos cualidades
determinantes de la concepcidn estética. En musica se manifiesta también, existen
composiciones en las que se encuentran distribuciones de notas generadas de for-
ma bilateral, traslaciones o rotaciones de media vuelta, esto se puede apreciar por
ejemplo en composiciones de musica cldsica de J.S. Bach, por no mencionar més.

Si bien la simetria es una caracteristica de la forma, la cual no depende del
movimiento, ésta permanece constante bajo ciertos tipos de movimientos en el
plano.

En este trabajo se estudian cierto tipo de simetrias en el plano desde el punto
de vista matemadtico. Especificamente se tratan los llamados grupos ornamentales
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VIII 0. Introduccién

del plano, que son grupos de transformaciones (movimientos) del plano.

Los grupos ornamentales del plano son grupos de transformaciones isométricas
del plano en si mismo, esto es, aquellas que preservan distancias. Estas transfor-
maciones son simetrias de los frisos, las rosetas y los tapices.

Una roseta es un patrén formado al rotar una figura un cierto dngulo un nimero
finito de veces, estos patrones ademds de la rotaciéon pueden ser generados utli-
zando otras isometrias como la reflexion. Se demuestra que si un grupo es finito
entonces es diédrico o ciclico [Teorema de Leonardo].

Un friso es un cubrimiento de una regién del plano limitada por dos rectas pa-
ralelas. Los frisos son cubrimientos de regiones de longitud infinita pero de ancho
finito. Estos patrones estdn formados por la repeticion de alguna figura, es decir, el
patrén puede ser generado al aplicar una traslacion a una figura una infinidad de
veces. Ademas de las traslaciones hay algunas otras isometrias que dejan invariante
a un patrén de frisos. De éstos, existen siete grupos diferentes que se distiguen por
el tipo de simetria utlizada de modo que el patrén se mantiene fijo.

Un tapiz es el cubrimiento del plano formado por la repeticion de alguna figura.
El patrén puede ser generado al aplicar traslaciones a la figura en dos direcciones
no paralelas una infinidad de veces. También hay otras simetrias distintas a la tras-
lacién que generan el cubrimiento del plano. A los grupos de tapiz se les llama
también grupos cristalograficos. Este nombre proviene del estudio de los cristales
que se agrupan bajo ciertas simetrias. En 1891, el cristalografo E.S. Fedorov de-
mostré que existen 17 grupos distintos de tapices, que se diferencian por el grupo
de simetrias que los generan.

Es sorprendente el niimero reducido de grupos que existen para la infinidad de
disenos a los que pueden dar lugar.

Los drabes presentan un gran desarrollo del concepto de simetria. La religién
islamica prohibe la representacion de figuras de la naturaleza. Por este motivo, sus
manifestaciones artisticas buscaban la belleza en los disefios geométricos, esto se
ve reflejado especialmente en los frisos, las rosetas y los tapices. El arte de llenar
el plano por repeticién de figuras alcanzé su médxima expresiéon en la Alhambra
de Granada. Su conocimiento de las simetrias alcanzoé tal grado de magnitud que
utilizaron sabiamente en sus decoraciones los 17 grupos de simetria plana. Resulta
también sorprendente el hecho de que Leonardo da Vinci haya determinado las
posibles simetrias de cipulas y nichos sin destruir la simetria del nicleo [5] hace
mds de 500 afios.



Capitulo 1

Isometrias en el plano

1.1. Isometrias en el plano

En este trabajo, por una isometria entenderemos una isometria del plano Eu-
clidiano. Se supondrd que las propiedades elementales de las transformaciones del
plano y los grupos son conocidas. En este capitulo, en primera instancia, se dan las
definiciones y las propiedades generales que parecieron significativas para el desa-
rrollo de los capitulos siguientes. Asimismo, con la finalidad de que las demostra-
ciones principales de los cuatro siguientes capitulos sean més claras, se demuestran
propiedades que se utilizan en estas demostraciones y que no forman parte del co-
nocimiento general sobre transformaciones, ya sea porque son de mucho detalle o
porque generalmente se ven en los cursos desde un enfoque mds algebraico que
geométrico.

1.2. Definiciones y propiedades generales

Una transformacion f en el plano es una colineacién si y sélo si para toda
recta [, f(I) es una recta. Una transformacién f en el plano es una involucién si
y sélo si f2 = Id. Una transformacién f en el plano es una isometria si y sélo si
preserva distancias, esto es, si AB = f(A)f(B). Una isometria se llama directa si
conserva el sentido del plano. En caso contrario se llama inversa. Las isometrias
son colineaciones ya que mandan rectas en rectas. Asimismo, preservan segmentos,
puntos medios, rayos, angulos, tridngulos, paralelismo, perpendicularidad, etc.

Una traslacién del plano es una transformacion definida por un par de puntos
Py Q de tal forma que R’ es el transformado de R si y s6lo si PQ = RR" y PQ es
paralelo a RR’, y la denotamos 7pg. Dados dos puntos Py Q, hay una tnica trasla-
cién que mapea P en Q. Las traslaciones son isometrias directas. Dos traslaciones



2 1. Isometrias en el plano

TA,B'Y Tc,p son iguales si y solo si 0 CABD es un paralelogramo. Si P # Q, Tpg

>
no fija ningin punto y transforma en si mismas a las rectas paralelas a PQ. Si 7
es una traslacion, entonces / es paralela a 7(I) para toda recta [. La composicion de
traslaciones es una traslacion o la identidad. Dos traslaciones conmutan.

™ .Q

Una rotacion en el plano es una transformacion definida por un punto C y un
angulo 60 de tal forma que deja fijo al punto C y si R # C, R’ es el transformado de
R siy sdlo si CR = CR’ y el dngulo dirigido RCR’ = 0, y la denotamos pc ). Al
punto C se la llama centro de la rotacién y al angulo 6, dngulo de rotacién. Dados
dos puntos Py Q las rotaciones que mandan P en Q, deben tener centro en un punto
C de su mediatriz. Si 0 # k(360°), para toda k > 0, p(c,g) s6lo deja fijo al punto
C y transforma en si mismos a los circulos con centro en C. Las rotaciones son
isometrias directas. Las rotaciones con el mismo centro conmutan y con distintos
centros no conmutan.

/

PCa.0PC, ,6(B) /
O poyopc.0(B) S

Una rotacion de angulo 0 con centro en C, seguida por una rotacién de angulo
¢ con centro en D es una rotacién de dngulo (6 + ¢) y centro en O donde O es el



tercer vértice del tridngulo con base en CD y dngulos adyacentes 0/2y ¢/2. En el
caso en el que la suma (0 + ¢) sea cero o k(360°), es una traslacion.

Dado un punto C, llamamos media vuelta con centro en C a la rotacién de 180°
con centro en C y la denotamos por oc. Las medias vueltas son involuciones. El
punto medio de los puntos A y op4) es P. La media vuelta op fija al punto A si y
s6lo si A = Py la recta [ permanece invariante si y s6lo si P estd en [. El producto
de dos medias vueltas, con centros en A y B respectivamente, es una traslacion en
la direccion de AB y de longitud 2AB. En particular si Q es el punto medio de Py
R, entonces 0gop = Tpr = OROQ.

Dada una recta m, llamamos reflexién a la transformacién tal que R’ es el
transformado de R si y s6lo si m es la recta perpendicular al segmento RR’ que
pasa por M el punto medio de RR’, y la denotamos o,,. A la recta m se le llama el
eje de reflexion. La reflexion es una isometria involutoria e inversa que intercambia
los semiplanos determinados por m. La reflexion oy, fija al punto P si y sélo si P
estd en m, fija a la recta ! puntualmente si y sélo si [ = m y deja invariante a
cualquier recta [, diferente de m, si y sélo si I es perpendicular a m. El producto de
dos reflexiones 0, 0, conmuta si y s6lo si m =n o m es perpendicular a 7.

m
o [ ]
Om
n
On On
[ J [ J
Om
[ ]
Om On
m=n
®

Toda traslacién es producto de dos reflexiones en rectas [, m perpendiculares
a la direccidn de la traslacion. La distancia entre las rectas es la mitad del despla-
zamiento de la traslacion. Toda rotacidn con centro en un punto C y angulo 6 es
producto de dos reflexiones en rectas I, m que se intersectan en el punto C y tales
que la medida del dngulo dirigido de [ a m es 6/2.
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N0/2

Toda media vuelta op es producto de dos reflexiones en cualesquiera dos rectas
perpendiculares en P.

Om

ap

Si las rectas I, m, n son perpendiculares a la recta b, entonces hay rectas tnicas
p, 4. tales que 0,,0; = 0,0, = 04,0, donde p y g son perpendiculares a b. Si las rectas
I, m, n son perpendiculares a la recta b, entonces ¢,0,,,0; es una reflexion o, en una
recta v perpendicular a b.



oy, @

o

El producto de cuatro reflexiones es producto de dos reflexiones.

Una reflexién paso es una traslacion seguida de una reflexion en direccidn per-
pendicular a la traslacién. Al eje de la reflexion se le llama eje de la reflexién paso.
Las reflexiones paso dejan invariante a su eje. La reflexion paso es una isometria
inversa. Una reflexién paso se puede ver como el producto de tres reflexiones, dada
la reflexion paso y con eje de reflexion c, existen rectas a y b perpendiculares a c,
tales que y = 0.0p0,.

4N | 4

Tq

N

Una reflexién paso es la composicion de una reflexién en una recta a seguida
de una media vuelta alrededor de un punto fuera de a. Una reflexion paso es la
composicion de una media vuelta alrededor de un punto A seguida de una reflexién
en una recta que no pasa por A. Si el punto P estd fuera de la recta [, entonces
opo; 'y oj0p son reflexiones paso cuyo eje es la recta perpendicular a / por P. Una
traslacion que fija a la recta c conmuta con una reflexién paso con eje c. El cuadrado
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de una reflexion paso es una traslacién en la direccion de su eje. Las rectas p, g, v
no son concurrentes ni tienen una recta perpendicular comun si y solo si 0,040, €s
una reflexion paso.

Toda isometria se puede expresar como producto de a lo mads tres reflexiones.
Las isometrias se clasifican como pares o impares, se dice que son pares cuando
se pueden expresar como producto de dos reflexiones y se dice que son impares
cuando se pueden expresar como una reflexién o como producto de tres reflexiones.
Las transformaciones del plano que son isometrias son las traslaciones, rotaciones,
reflexiones y reflexiones paso. Las isometrias pares son la traslacion y la rotacidn.
Las isometrias impares son la reflexion y la reflexién paso. Las isometrias directas
son las isometrias pares. Las isometrias inversas son las isometrias impares. Una
isometria par involutoria es una media vuelta. Una isometria impar involutoria es
una reflexion.

Si a y  son isometrias tales que a(P) = B(P), a(Q) = (Q) y a(R) = B(R)
para tres puntos no colineales P, Q, R, entonces a = f. Las isometrias se pueden
clasificar por el nimero de puntos que dejan fijos. Tres puntos no colineales quedan
fijos siy solo si la isometria es la identidad. Dos puntos quedan fijos si y sélo si es
una reflexion. En este caso, toda la recta que los contiene queda fija punto a punto.
Un punto queda fijo si y s6lo si es una rotacion, en particular puede ser una media
vuelta. Ningtin punto queda fijo si y sélo si es una traslacién o una reflexién paso.

Las transformaciones en el plano forman un grupo al que se llamara G.Las iso-
metrias forman un subgrupo de G al que se llamard 7. Las involuciones forman
un subgrupo de G. Las traslaciones forman un subgrupo abeliano de 7 al que se
llamara 7. Las rotaciones con el mismo centro forman un subgrupo abeliano de 7.
Las traslaciones y medias vueltas forman un subgrupo de 7 al que se llamard 7.
Las reflexiones generan a 7. Las isometrias pares (traslaciones y rotaciones) for-
man un subgrupo de  al que se llamara &.

1.3. Otras propiedades de las isometrias

Proposicion 1.1. El punto medio del segmento determinado por un punto P cual-
quiera 'y y(P) su imagen bajo una reflexion paso y con eje c, estd en la recta c.

Sean a y b dos rectas perpendiculares a c tales que y = 0.0,0,. Sea P un punto
cualquiera en el plano y [ la recta perpendicular a ¢ por P. Existe m una recta
perpendicular a c tal que 0,0, = 0,,0].



P ga(P) ob0a(P)
u u m
(& J
\n
0.004(P)

Sea M el punto de interseccién de m y ¢, P y M son dos puntos distintos tales
que Y(P) = 0.0p04(P) = 6.014,01(P) = 6.0m(P) = om(P), por lo tanto M es el punto
medio del segmento determinado por Py y(P).

Proposicion 1.2. Sea o una isometria par que manda un punto P en un punto Q,
entonces a = 040y, donde m es la mediatriz de PQ y q es cualquier recta por Q.

Sean Py Q dos puntos en el plano, sea M el punto medio del segmento PQ y
m su mediatriz.

La unica traslacién que manda P en Q es Tpg. Pero 1pg = 0401, donde g es la
paralela a m por Q.

Las rotaciones que mandan P en Q, deben tener centro en un punto C de m1, ya
que es la mediatriz de PQ. Esto es, para todo C en m existe una rotacién p(c ) que
manda P en Q, donde 6 es el angulo dirigido entre CP y CQ para cada punto C en
m. Pero p(c,g) = 040m, donde ¢ es la recta que pasa por C y Q, ya que el dngulo
entre m 'y q es 0/2 por ser m la mediatriz de PQ.
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Inversamente, si ¢ es una recta que pasa por Q y un punto cualquiera de m,
entonces 0,0y, €s una rotacion que manda P en Q.

Por lo tanto, las isometrias pares que mandan P en Q son exactamente las iso-
metrias 0,0, donde m es mediatriz de PQ y g es cualquier recta por Q.

Proposicion 1.3. Sea o una isometria impar que manda a un punto P en un punto
Q entonces a = 040p1, donde M es el punto medio de PQ y q es cualquier recta

por Q.

Sea & una isometria impar que lleva P a Q. Sea n = I<3—Q) La isometria ao,
es una isometria par, ag, = 040, por la proposicion 1.2, donde g es cualquier
recta por Q y m la mediatriz de PQ. Por tanto a = 040m0y. Las rectas n'y m son
perpendiculares y se intersectan en M el punto medio de PQ, por lo tanto 0,0, =
OMY & =040M-

Inversamente, si g es una recta por Q, entonces o401 €s una reflexion paso o
una reflexion.

Por lo tanto las isometrias impares que mandan P en Q son exactamente las
isometrias 0,0 donde M es el punto medio de PQ y g es cualquier recta por Q.

Definicién. Sean « y  dos isometrias. A la isometria aﬁa'l se la llama la conju-
gada de f8 por a.



Proposicion 1.4. Sean a y  dos isometrias, entonces la conjugada de 5 por a es
una involucion si'y sélo si B es una involucion y By su conjugada tienen la misma
paridad.

La isometria afa~! es una involucién si y sélo si (afa')? = Id, pero (afa~')?
= (aBaY) (aBa ) = ap?a~ly ap?a~! =1d siy sélo si f2 = Id. Por lo tanto afa™?
es una involucioén si y sélo si § es una involucion, con lo que queda demostrada la
primera parte de la proposicion.

Ahora, ya que a 'y ! tienen la misma paridad, aBa ! tiene la misma paridad
que 3.

Proposicion 1.5. Si P es un punto, m una recta y & una isometria, entonces la
conjugada de la media vuelta op por a es la media vuelta o,p) y la conjugada de
la reflexion oy, por « es la reflexion o ).

Ya que op es una involucién par, por la proposicién 1.4, agpa~! es una involu-
cién par, por lo tanto es una media vuelta. Ademds, (aopa™)(a(P)) = (aop)(P) =
a(P), por lo tanto a(P) es el centro de la media vuelta.

Anilogamente, ya que 0, es una involucién impar, ao,,&~! es una involucién

impar, por lo tanto es una reflexion. Ademas, si P es un punto cualquiera de la recta
m, (aoma~t) (a(P)) = @, (P) = a(P), por lo tanto a(m) es su eje de reflexion.

Proposicion 1.6. Si A y B son dos puntos y & una isometria, entonces la conjugada
de la traslacion ta g por a es la traslacion Tu(a),a(B)-

Sea M el punto medio del segmento AB, entonces a(M) es el punto medio del
segmento a(A)a(B). Ademds, Taop = OMOA Y Ta(A)a(B) = Oa(M)Ta(A)» POI lo tanto
OL’L'A,BO(_l = OZGMO‘AOZ_l = (XO‘MOZ_l(FAOK_ = 0a(M)Oa(A) = Ta(A),a(B), COMO s queria
demostrar.

Proposicion 1.7. Si C es un punto, 6 un dngulo distinto de cero y a una isometria,
entonces la conjugada de la rotacion p(c,g) por « es la rotacion pc),+e), donde
el signo positivo aplica si a es una isometria par y el negativo cuando a es impar.

Primero se analizara la conjugada de p(cg) por o; para cualquier recta [ en el
plano. Sea m la perpendicular a [ por C. Existe una recta n por C tal que p(cg) =
Gnam.
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) 012 [ 1]

m = oy(m) oi(c)

O ¢

El dngulo dirigido entre m y n es 6/2. Ahora, o;(m) y o;(n) se intersectan
en 0;(C) y el angulo dirigido entre o;(m) y o;(n) es por lo tanto —6/2 de donde
GZP(C,Q)Ul_l = OlOnGmal'l = OZUnOZ_lOszGl_l = Ogy(n)Oay(m) = P(o;(C),—0)-

Si a = 0;05 entonces ap(clg)oc‘l = 01(0sp(co)05 1)01‘1 = P(a(C),+0)» con el signo
positivo de O reemplazando dos signos negativos. Si & = 07050, el signo de O
vuelve a ser negativo.

Proposicion 1.8. Si y es una reflexion paso con eje c y a una isometria, entonces
la conjugada de 'y por a es una reflexion paso con eje a(c).

Sea y una reflexién paso con eje c¢. Ya que Y no es una involucién, por la
proposicién 1.4, 0()/04_1 tampoco lo es. Asimismo, 0()/04_1 es una isometria impar,
ya que y lo es. Por lo tanto a)/oc‘l es una isometria impar que no es involutiva, es
una reflexion paso. Ademads, si Q es un punto cualquiera en a(c), existe un punto P
en c tal que a(P) = Q, por lo tanto (aya=1)(Q) = (aya™)(a(P)) = ay(P) = a(R),
con Ren c, yaque c es el eje de y. Se tiene entonces que a(R) estd en a(C) y el eje
de la reflexion paso es a(C).

Proposicion 1.9. Sean ¢ una recta, P y Q dos puntos en c tales que ©(P) = Q,
entonces 0.TpQ = TpQOc-

Sean m y g dos rectas perpendiculares a ¢ tales que Tpg = 040,
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Por lo tanto, 0, y 0, conmutan con 0. ya que m y q son perpendiculares a ¢ y
se tiene 0. TpQ = 0c(0q0m) = (040c)om = 04(0c0m) = 04(0m0c) = (040m)0c = TpQOC.

Proposicion 1.10. Sean O y O’ dos puntos en el plano tales que O’ # O y sean
p y « dos rotaciones tales que p = po,0) y & = p(or,) para 0y ¢ dos dngulos
diferentes de 0, entonces a~ ' p~'ap' es una traslacion diferente de la identidad.

Se tiene que p' = p(o,ig), P~ = p(0,-io) ¢ L = p(0r,~¢)- La composicion a o ap!
es una traslacién diferente de la identidad si la suma de los dngulos de las rotacio-
nes que la componen es 0. Ya que i0 + ¢ + (—i0) + (—=¢) = 0, la composicion es
una traslacion.

Proposicion 1.11. Sean A y B dos puntos distintos en el plano y M el punto medio
del segmento AB entonces oy = TABOA.

Ya que T4A,B =0MOA, S€ tiene que T4, BOA = O0MOAO0A = (TMGEl =0M-

Proposicion 1.12. Sean c una recta y A un punto en c, entonces 6,04 = GAC. = Oy,
donde a es la recta perpendicular a c por el punto A.

Sea a la recta perpendicular a c por el punto A. La media vuelta 64 = 6.0,, ya
que las rectas c y a son perpendiculares en A. Por lo tanto 0,04 = 0.0.0, = ogoa =
0,. Las reflexiones 0. y 0, conmutan, ya que sus ejes son perpendiculares, por lo
tanto 040, = 0.0,0. = afag = 0, como se queria demostrar.
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1. Isometrias en el plano




Capitulo 2

Grupos ornamentales del plano

2.1. Grupos de simetria

Si F es cualquier figura del plano, el conjunto ‘W de isometrias que dejan F
invariante es un subgrupo de 7 el grupo de las isometrias del plano. A este grupo
W asociado a F, se le llama grupo de simetrias de F. Por lo tanto, una simetria ¢
estd en el grupo de simetria de F si y s6lo si ¢(F) = F. En este caso F es un figura
simétrica.

Se llama a m recta de simetria para un conjunto S de puntos si 5,,(S) = S.

Se llama a P punto de simetria para un conjunto S de puntos si op(S) = S.

La isometria v es una simetria para un conjunto S de puntos si a(S) = S.

Lema 2.1. Si P es un punto de simetria para un conjunto S de puntos, y o es una
simetria de S, entonces a(P) es un punto de simetria para S. Si m es una recta de
simetria para un conjunto S de puntos y o es una simetria de S, entonces a(m) es
una recta de simetria para S.

Si P es un punto de simetria de S, op estd en el grupo ‘W se simetrias de S.
Si las isometrias @ y op estdn en el grupo W se simetrias de S, entonces aopa ™!
estd en S, pero por la proposicién 1.5 aopa~! = Oq(p)» Por lo tanto o,(p) estd en W
y a(P) es un punto de simetria para S.

Analogamente, si 7 es una recta de simetria de S, o, estd en el grupo W de
simetrias de S, entonces ag,,,a ! estden S, pero aoua = O(m) estden Wy am)
es una recta de simetria para S.

Toda figura simétrica F estd compuesta por una regién fundamental K que se
repite, mediante rotaciones, traslaciones, reflexiones y reflexiones paso. Al actuar
el grupo de simetrias de F sobre K, se obtiene la figura F.

13
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A estos grupos de simetrias, como ya se ha dicho, se les llama grupos orna-
mentales del plano.

A los grupos finitos se les llama grupos de Leonardo o de roseta. En el siguiente
capitulo se demostrara que si el grupo de isometrias W de una figura F es finito,
entonces el grupo W no contiene ninguna traslacion diferente de la identidad, esto
es, WNT =1Id, donde 7 es el grupo de traslaciones del plano.

i

® 4%

——

@ ¢

En el caso de grupos infinitos basta con analizar aquellos que su subgrupo de
traslaciones sea generado por una o dos traslaciones no paralelas ya que cualquier
otra traslacion en el plano puede ser generada por estas dos.

A los grupos infinitos se les llama grupos de frisos en el caso en que su sub-
grupo de traslaciones sea generado por una traslacion y grupos de tapices o cris-
talogréficas si su subgrupo de traslaciones estd generado por dos traslaciones no
paralelas.

¢ O
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Si ‘W es un grupo de frisos, entonces existe T € 7 tal que W N T = (7). Un
friso es un cubrimiento de una regién del plano limitada por dos rectas paralelas.
Los frisos son cubrimientos de regiones de longitud infinita pero de ancho finito.

Si ahora ‘W es un grupo de tapices, entonces existen 71y 72 € 7 tal que WNT~
= (711, T2). Un tapiz es un cubrimiento de todo el plano
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Capitulo 3

Grupos de Leonardo

3.1.

Los grupos de Leonardo

Ahora se analizardn los grupos finitos de isometrias.

Teorema 3.1 (Teorema de Leonardo). Si ‘W es un grupo finito de isometrias del
plano, entonces ‘W es isomorfo a un grupo diédrico o un grupo ciclico.

La demostracién de este teorema se hard mostrando que los elementos de estos
grupos finitos, ademds de la identidad, pueden ser solamente rotaciones con centro
en un punto fijo y reflexiones en rectas que pasan por este punto.

Sea W un grupo finito de isometrias.

a)

b)

Ninguna traslacion diferente de la identidad puede ser miembro de “W.

Supongamos que 7 es una traslacion, T # Id, si T € W, entonces el grupo
(T) que es un grupo ciclico infinito serfa un subgrupo de W por lo que ‘W
seria infinito. Por tanto W N7 = Id.

Ninguna reflexion paso puede ser miembro de un grupo finito de isometrias

w.

Supongamos que « es una reflexion paso tal que & € W, un grupo finito de
simetrfas, entonces a® € W, pero a? = 7T es una translacién diferente de la
identidad, por lo que ‘W no puede contener tampoco una reflexion paso.

Esto es, los elementos de ‘W, diferentes de la identidad s6lo pueden ser:
rotaciones y reflexiones.

Si ‘W no tiene reflexiones, entonces ‘W = C,,, para alguna n, donde C,, es
el grupo ciclico de orden 7. En el apéndice se encuentra una descripcion del

17
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3. Grupos de Leonardo

d)

grupo ciclico de orden # asi como la del grupo diédrico de orden n, D,,.

Considérese que ‘W # Id, esto es, existe p € ‘W tal que p = p(o,6), con O #
360°.

Ya que p € ‘W, entonces (p) C ‘W, lo que implica que {p) es un grupo finito,
esto es, existe n tal que p” =Id, y (p) = Cy; por lo tanto si ‘W contiene una
rotacién p, entonces ‘W tiene como subgrupo a C,, para alguna 1.

Si @ € W tal que @ = p(or,4) con O" # O, entonces por la proposicién 1.10
a'lp'iapi es una translacion y a'lp'iapi € W contradiciendo el hecho de
que ‘W es finito. Por lo tanto todas las rotaciones de ‘W tienen el mismo
centro.

Sea S = {a € W | a es una rotacién}, se demostrard que toda & € S es de la
forma X, donde « es un elemento de S.

Ya que S es finito, existe a(p,g) € S, con 0 < 6 < 360°, tal que 6 es minima.
Sea a(o,¢) € S, con ¢ > 0. Entonces ¢ — k6, no puede ser un entero positivo
menor que O para ninguna k, por ser 0 minimo, por lo tanto existe k € IN tal

- i = = aj
que ¢ — kO = 0. Es decir, p =kO'y X0.0) = X0,¢)°

Esto es, si ‘W contiene tdnicamente rotaciones, entonces ‘W = C,,, para al-
guna .

Supongamos ahora que W es un grupo finito que contiene al menos una
reflexion.

En primer lugar, el subconjunto de ‘W de las isometrias pares es un subgrupo
finito de W, ya que el producto de isometrias pares es una isometria par, la
identidad es una isometria par y la inversa de una isometria par es par. Por lo
visto en los incisos a y c las Gnicas isometrias pares son las de C,;; por tanto
C, es un subgrupo propio de “W. Esto es, las tinicas isometrias pares de W
son las 1 rotaciones p, p%, p3, ..., p™ = Id, con p = p(0,0), con 6 # 360°.

Sea 0 € ‘W, una reflexion, entonces las isometrias op, sz, Gp3, ...,0p" son
n isometrias impares diferentes, esto es n reflexiones diferentes, por lo visto
en el inciso b. Supongamos que hubiera m reflexiones diferentes en ‘W, en-
tonces 11 < m, por otro lado si multiplicamos las m reflexiones por la derecha
por o, se obtienen isometrias pares, por lo que m < n; porlotantom =ny
W tiene n reflexiones.

Ademas, el eje de cada una de las reflexiones tiene que pasar por O, si no de
otra manera se tendria una reflexion paso en ‘W, lo cual ya se vio que no es
posible.
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Por lo tanto, en este caso se tienen dos posibilidades ‘W = C,, o bien si ‘W
# C, = W =D, y queda demostrado el teorema.
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Capitulo 4

Grupos de frisos

4.1. Generalidades y restricciones

Ya se habian definido los grupos de frisos tales que ¥ N7 = (1) Estos grupos
son infinitos por ser (T) un grupo ciclico infinito y fijan todas las rectas paralelas a
7. En particular se llama centro del friso a la recta por el punto medio de cualquier
perpendicular a las paralelas que determinan el friso, y por la definicidn, ésta queda
invariante.

Los patrones de frisos los podemos pensar como la repeticion infinita de alguna
figura, es decir, el patrén puede ser generado al aplicar la traslacion T a una figura
una infinidad de veces.

Se dice que AB es la longitud de la traslacion si T = T4p y se dice que T4p es
mas corta 0 menor que T¢cp, si AB < CD.

La caracteristica fundamental de un patrén de friso es que queda invariante por
alguna traslacion “més corta”.

Para determinar los diferentes grupos, primero se verd cudles isometrias no
pueden ser elementos de los grupos de frisos; esto es, que no dejan fija a c. De
esta forma, considerando las simetrias bajo las cuales la recta ¢ si queda invariante,
veremos que hay solamente siete posibles tipos de patrones de frisos.

A continuacidn se ven las restricciones para que una isometria pertenezca a un
grupo de frisos.

a) Ninguna traslacién puede ser diferente de 7", por la definicion del grupo de
frisos.

b) Las unicas rotaciones que pueden ser elementos de ¥ son las medias vueltas
con centro en algtin punto de c, el centro del friso, ya que de otra forma, la
recta ¢ no queda fija.

21



22 4. Grupos de frisos

¢) Las unicas reflexiones que pueden ser elementos de ¥ tienen a ¢, o a rectas
perpendiculares a ¢ como ejes, ya que de otra forma, la recta ¢ no queda fija.

d) Las tunicas reflexiones paso son las que tienen eje ¢ ya que si ) es una refle-
Xion paso, entonces )/2 = 7’ una traslacion en la direccién de su eje.
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Resumiendo tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 4.1. Las isometrias que dejan invariante al centro del friso son:

e Traslacion de la forma t" en la direccidn de c.
e Media vuelta con centro en un punto de c.
e Refexion sobre c y sobre rectas perpendiculares a c.

e Reflexion paso con eje c.

Para la construccion de los grupos, se usard la proposicion 4.1 y se usara la
siguiente notacion, elegimos un punto A sobre la recta ¢ de la siguiente manera:
si F contiene medias vueltas, entonces llamamos A al centro de una de las me-
dias vueltas; si ¥ no contiene medias vueltas, pero contiene reflexiones en rectas
perpendiculares a ¢, entonces llamamos A a la interseccion de una de estas rectas
con c; si ¥ no contiene medias vueltas, ni reflexiones en rectas perpendiculares a
¢, llamamos A a cualquier punto sobre c.

Sea A; = T/(A). Entonces Ay = A. Como 7"(A;) = 7"*(A), entonces toda
traslacion en ¥ debe mandar a cada A; en una A;. Sea M el punto medio de A'y
Aj y sea M; = 7/(M). Entonces M; es el punto medio de A; y A;;1 y también el
punto medio de Ay y Apiy1.

Como ya se ha dicho, toda figura simétrica estd compuesta por una regién fun-
damental k que se repite al actuar el grupo de simetrias de F sobre k para obtener
la figura F.

Ademas, se le llama region de traslacion para el grupo ¥, a los rectangulos
determinados por la traslacién mas corta en #, y reticula de traslacion al conjunto
de regiones de traslacion.

En la imégen se ha sefialado con doble linea la regién fundamental y con linea
simple la region de traslacion.
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Para nombrar a los grupos se utiliza # con subindice 1 cuando el friso no tiene
media vuelta y subindice 2 cuando si tiene media vuelta. Llamaremos ¥ superindi-
ce 1 cuando el friso tiene reflexion en el centro, ¥ superindice 2 cuando tiene so-
lamente reflexion en rectas perpendiculares al centro y finalmente llamaremos ¥
superindice 3 cuando el friso tiene reflexién paso.

4.2

Construccion de los grupos de frisos

Para construir los grupos, se considera en primera instancia los que conservan
la orientacidn, esto es, los que estdn generados por isometrias pares.

Y

2)

El primer grupo a considerar es el generado solamente por 7. Definimos

F1=(1).

%1 contiene Unicamente isometrias pares, ya que la composicion de las tras-
laciones es una traslacién y éstas son isometrias pares. Ademds ¥ es un
grupo ciclico infinito.

AO Az

Este grupo no tiene punto de simetria, no tiene recta de simetria y no esté fijo
por una reflexién paso. 7 conserva la orientacién.

Si el grupo ¥ tiene unicamente isometrias pares, se considera al siguiente
grupo al aumentar 7 con una media vuelta.

Consideremos que g4 estd en F, entonces también oy estd en F ya que
opm es el producto 7o 4 por la proposicion 1.11. Por lo tanto, # contiene las
medias vueltas con centro A; y centro M;.

Ahora supongamos que P es el centro de alguna media vuelta en ¥, enton-
ces la traslacion opo 4 estd en ¥ . Por lo tanto opoa(A) = A, para alguna 7.
Entonces op(A) = A, y P es el punto medio de A y A;. ¥ contiene exac-
tamente aquellas medias vueltas que tienen centro A; y aquellas con centro
M;.
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Sea ¥, = (T,04). Como To4 = op por la proposicién 1.11 entonces es una

]

involucién y to4 = 4T L. Asi todo elemento de %5 es de la forma o ATi.

También F, = (04, 0OMm), ya quUe OMT = 0 4.

Este grupo tiene punto de simetria y su centro no es una recta de simetria.
%> conserva la orientacion.

Si F solamente tiene isometrias pares, entonces tiene que ser 7 o F5. Las
Unicas otras posibilidades son aumentar #1 o ¥, por isometrias impares.
Primero se considerard aumentar estos grupos con reflexiones.

3) Ahora vamos a considerar aumentar a 7 con reflexiones.
Definimos el grupo de frisos 7711=<T, 0c). Como 70, = 0.7 por la proposicion

1.9, Tll es un grupo abeliano y todo elemento en él es de la forma OéTi. Si
n#0, (fll contiene a la reflexién paso con eje ¢ que manda a A en A,.

Este grupo no tiene punto de simetria y su centro c es una recta de simetria.

4) Ahora consideremos aumentar a 47 con una reflexién sobre una recta a per-
pedicular a c. En este caso suponemos que A estd en a. Entonces # contiene a
7% 5,, la reflexién en la recta perpendicular a c en A;, y ¥ contiene a 72*1q,,
que es la reflexion en una recta perpendicular a ¢ en M;.

Si suponemos que ¥ contiene otra reflexion o;, | # ¢ ya que la media vuelta
0.0, no estd en . Entonces [ es perpendicular a c. Luego, ¥ contiene a la
traslacion 00,4, que debe mandar a A en A, para alguna #, esto es, 0,0, =
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5)

", y por lo tanto 0;(A) = Ay, para alguna n # 0. Esto implica que [ es per-
pendicular a c en algiin A; o en algiin M;. Entonces # contiene exactamente
las reflexiones en rectas perpendiculares a ¢ en A; y aquellas reflexiones en
rectas perpendiculares a c en M;, para cada i.

Definimos el grupo de frisos le = (1, 0,) donde a es perpendicular a c en A.

Como To, = 0,71, entonces todo elemento de ’Ff es de la forma affcl. ’ff
no contiene a o, pero contiene a las reflexiones en las rectas perpendiculares
a c que pasan por A; y M;.

Este grupo no tiene puntos de simetria, tiene rectas de simetria, y su centro
no es una recta de simetria.

Definimos el grupo de simetrias 7"21 de la siguiente manera.
Este grupo lo obtenemos al aumentar a ¥, con una reflexién sobre la recta c.

Sea 7—"21 = (1,04,0.). Como o, conmuta con Ty 04 por las proposiciones

1.9 y 1.11, entonces todo elemento de 7721 es de la forma algaf‘l’[i. Sin # 0,
entonces Tzl contiene la reflexién paso o.t" con eje c que manda a A en A,,.
También, Tzl contiene a %540, que es la reflexién en la recta perpendicular
acenA;yat¥*lo 0., lareflexién en la recta perpendicular a c en M;. Sia
es la recta perpendicular a c en A, entonces ?’21 =(T,04,0.).
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6)

Este grupo tiene un punto de simetria y su centro es una recta de simetria.

Vamos a aumentar a %5 con otra reflexién. Supongamos que ¥ contiene una
media vuelta y la reflexion en una recta g. Si g # c y q es perpendicular a ¢
en A;, o g es perpendicular a ¢ en M;, regresamos a 7"21 Para obtener algo
nuevo, debemos suponer que g no coincide con ningtin A; y ningin M;. Ya
que Oq(A) debe ser el centro de una media vuelta en F por el lema 2.1 (con
a = 0g), la Unica posibilidad es que g sea el bisector perpendicular de AM;
para alguna i. Por el mismo lema ¥ contiene a las reflexiones en la mediatriz
de AM; para cada i. En particular # contiene a 6, donde p es la mediatriz de

AM,;. Si larecta a es perpendicular a c en A, entonces F no puede contener
a0y y aog, ya que la traslacién 0,0, mandarfa a A en M, que es imposible.
Mais atin, como 6,0, = 0,004, entonces F no puede contener a Opyad.

Definimos el grupo de frisos ‘7:22 = <T, aA,ap> donde p es la mediatriz de

AM. Notemos que 7:22 contiene la relexion paso 0,04 con eje ¢ que manda a

— — 2 — 2 _
AenM. Seay = 0,04. Como T = y*y 0, = y0y, entonces F; = (y,04),
y como ya se habia observado ?'22 no contiene a ..

Este grupo tiene punto de simetria, tiene recta de simetria, pero el centro no
es recta de simetria.
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7

Se han considerado todos los casos para ¥ en que no contiene una reflexion
paso. Ahora aumentaremos ¥ con reflexiones paso.

La dltima posibilidad para aumentar a 7 es considerar las reflexiones paso.
Supongamos que ¥ contiene la reflexion paso a. Por lo tanto, a tiene eje ¢ y
a2 es una traslacién que fija a c. Hay dos casos: a® = 1" y a® = 72**1 para
algin entero 7. Supongamos que existe 7 € IN tal que a®> = 72". Como a y T
conmutan, (a7™")? es la identidad. Entonces la isometria involutoria impar
at™" es o.. Es decir, « = 0.1". En este caso F contiene a 6. y 0,7 para

cada entero m, lo que nos dice que estamos de regreso a 7'11.

Ahora supongamos que a®> = t"*1, entonces (17"a)? es 7. Sea y = T "a,

Y es una isometria impar cuyo cuadrado es 7. Por lo tanto y debe ser la
Ginica relexién paso con eje ¢ que manda a A en M. Ya que 2" = 1"y
y2m+l = 7y las reflexiones paso en F son exactamente aquellas de la

m
forma 7"y

Definimos el grupo 7:13 = (y) donde y es la reflexién paso con eje ¢ tal que

y?=r1.

Este grupo no tiene punto de simetria, no tiene recta de simetria, pero estd fijo
por una reflexion paso.

Para ver con mayor claridad el hecho de que estos son los tnicos grupos de
frisos véase la siguiente tabla:
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F-l = {'r)
Media vuelta No Si
Fi Fa
Reflexion en ¢ No si No si
Fi v Fa 2
Reflexion ) i ) )
perpendicular a No 51 No St No Si No Si
larecta c
F1 53 F ° Fa ¥z o F}
Reflexion paso Nolsi|nol st |Ne | ST ° No | st | nol si & No | si
Grupos posibles Fi|F2|F2|ee|eee 7l L] JFz |ooo| F2 |ooo| O Fi|ooo

® Esta opion no es posible ya que entones se tendria una media vuelta en F
®® Fsta opidn no es posible ya que entones se tendria una media vuelta en F
®®e I] orypo F| contiene a la reflexién paso con eje en ¢, por lo tanto esta opeidn no es posible.
o Esta opcidn no es posible ya que F) contiene reflexiones en perpendiculares a c.

0O El grupo F; contiene reflexiones en perpendiculares a c.

Q0O En estos casos, si una reflexion pase se aumentara a alguno de estos grupos, o bien se tendria una
traslacion mds corta a T o se tendria nuevamente el grupo F3
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Capitulo 5

Grupos de tapices

5.1. Generalidades y restricciones

Ahora vamos a considerar a los grupos de isometrias cuyo subgrupo de trasla-
ciones es generado por dos traslaciones no paralelas.

Un grupo de tapiz ‘W es un grupo de isometrias cuyas traslaciones son exac-
tamente aquellas en (71, 72) donde si T = Topy T2 = Ta,c entonces A, B, C son
puntos no colineales.

La reticula de traslacién para W determinada por el punto P es el conjunto de

todas las imagenes de P bajo las traslaciones de W. Como cada traslacion en el

]
21’

reticula de traslacién donde A;; = ’c 7} (A).

grupo de tapiz ‘W es de la forma entonces todos los puntos A;; forman un

C A01JA11 jAQI

- A
[ [ fu ]
77 7

Una regi6n de traslacion para ‘W con respecto al punto A y las traslaciones
generadoras 71 y T es un cuadildtero con vertices Ajj, Ajy1, jr Ai,]-+1, Y Ait1,j+1-
Una regién de traslacion es siempre un paralelogramo.
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Se pueden clasificar las reticulas en 5 tipos diferentes. Si la reticula tiene una
region de traslacion cuadrada se llama una reticula cuadrada. Si tiene como regién
de traslacién un rombo con un par de angulos de 60° se le llama hexagonal. Esto
es porque en este caso, los puntos en la reticula mds cercanos a algtn vértice de la
region y los otros puntos de la regién forman un hexdgono. Si la reticula tiene como
regién de traslacién un rombo, entonces se llama rémbica, asi que las reticulas
cuadradas y hexagonales son un tipo especial de reticulas rémbicas. De manera
andloga se tienen las reticulas rectangulares y en general las reticulas en forma de
paralelogramo.

R SR = I

Reticula en forma

Reticula cuadrada  Reticula hexagonal Reticula rombal Reticula rectangular
de paralelogramo

Un punto P es un n-centro para un grupo ‘W de isometrias si las rotaciones en
W con centro en P forman un grupo ciclico finito C,, con n > 1. Si P es un n-centro
para un grupo de simetria de una figura, entonces a P se le llama también n-centro
de la figura. Un centro de simetria de la figura es un n-centro para cualquier n. Asi,
si P es un 4-centro para una figura, entonces P es un punto de simetria de la figura
ya que op = p%P,90°)' En este caso P es un punto de simetria de la figura, pero P no
es un 2-centro. En el caso de que Q sea un 3-centro para alguna figura, Q no es un
punto de simetria, ya que P(2Q,120°) F00, pf’Qllzoo) =1d # 0q.

Al igual que en el caso de los frisos, para determinar los diferentes grupos de
tapices, primero se verdn algunos resultados generales y las diferentes restricciones
para que las isometrias formen parte de ellos.

Primero veremos las isometrias pares.
Lema 5.1. Si © € ‘W, entonces 1" € ‘W, para toda n, por la definicion de ‘W.

Lema 5.2. En todo grupo ‘W existen traslaciones de longitud minima por el prin-
cipio del buen orden.

Lema 5.3. Si P es un n-centro para ‘W, a una isometria en W'y a(P) = Q, enton-
ces Q es un n-centro para ‘W, para la misma n.
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Si a(P) = Q, de las ecuaciones ap(p,@)a‘l = PQ,+0) Y Ot_lp(ng)O( = P(Px¢p) S€
tiene que Q es un n-centro si y sélo si P es un n-centro, para la misma 7.

Lema 5.4. Si p = pip3e0o/n) Y P’ = P(az60°/ny con P # Ayn > I estdn en un grupo
de tapiz ‘W, y 11, T2 son las traslaciones generadoras de ‘W, entonces 2AP es
mayor o igual que la longitud de la traslacion minima de ‘W .

La composicion p(p3e0°/n)0(A,~360°/n) €StA €n ‘W y ya que es una traslacion,
entonces es de la forma P(P360° /1) P(A,~360° /1) = "L'li Té para algunas i, j; por lo tanto,
pp360/my(A) = T Th peaze00 im)(A) = Aij.

Esto es, si n = 2 entonces A, P, Al-j son colineales y P es el punto medio de

AAjj y 2AP = AAjj y si n > 2 entonces el tridngulo APA;; es isdsceles y por la
desigualdad del tridngulo 2AP = AP + PA;; > AA;j.

Lema 5.5. Si P es un n-centro para ‘W, entonces n = 1, 2, 3, 4, 6. A este resultado
se le llama la restriccion cristalogrdfica.

Supéngase que P es un n-centro para el grupo W. Sea Q # P un n-centro para
la misma 7 y a la menor distancia posible de P. La existencia de Q esta asegurada
por los lemas 5.3 'y 5.4. Sea R = p(g360°/n)(P)-

P=S S P p P S P
Q
R
R Q R Q i @ S B ?
n==6 n=4 n=23 n=2 n=>5

Entonces R es un n-centro y PQ = QR. Sea S = p(r 360°/n)(P)(Q). Entonces S
es un n-centro y RQ = RS. Si P = S, entonces el tridngulo es equildtero y n = 6.
Si P # S, entonces por ser la distancia PQ la minima entre dos n-centros y PQ =
QR, se tiene que SP > RQ. En el caso de que SP = RQ, se tiene que el cuadrilatero
SPRQ es un cuadrado y n = 4. En el caso de que SP > RQ, si los puntos no son
colineales se tiene un trapecio isdsceles con la base menor igual a los lados, por
lo tanto, son lados de un hexdgono regular y n = 3; si los puntos son colineales
entonces 1 = 2. Queda claro que se han agotado las posibilidades, por lo tanto estas
son las Unicas opciones para un #n-centro, pero veamos que si # = 5 se tiene SP <
PQ, que no es opcidn vilida.
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Lema 5.6. Si en un grupo ‘W, hay un 4-centro, entonces el grupo no tiene ni 3-
centros, ni 6-centros.

Si en W hay un 4-centro, entonces existe una rotacién p = rhopgge) en algtin
punto P, si hubiera un 6- centro, entonces existiria una rotacion p’ = p(,60°) €n
algtin punto Q. La composicidn de las rotaciones es una rotacién de dngulo 30°, que
estaria en ‘W lo que no es posible por la restriccion cristalografica. Andlogamente
para el caso de un 3-centro.

Ahora veremos el caso de las isometrias impares.

Lema 5.7. Si 0} estd en el grupo ‘W de tapices, entonces | es paralela a la diagonal
de una region de trasalacion rombica de ‘W o bien es paralela a un lado de una
region de traslacion rectangular de ‘W .

Sea A un punto en / y sea 74 p una traslacion mds corta distinta de la identidad

en W.

a) Si AP # I, AP no es perpendicular a [.

-1
e
Como AP = AQ y A, P, Q no son colineales, entonces <TA,p, TA,Q> es el
grupo de las traslaciones en ‘W y I contiene a la diagonal de una regién de
traslacion.

Sea Q = 0;(P), entonces 740 € W, yaque 740 = Ty5(4), 0(P) = 07T4,p0

b) Si AP =10 AP es perpendicular a [.

Sea a la perpendicular a AP en A, sea m la mediatriz de AP. Sea n = g,(m).
Sea T4 R la traslacion mds corta que no estd en (74 p). Si R estd fuera de la

franja acotada por m y 1, entonces T=1 74 g es mds corta que T g.
i y APTA, ,
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m

Considerando 74 r y su inversa, se puede afirmar, sin pérdida de generalidad,
que R es tal que esta en m, en a o entre ellas.

>
Sea S = 0;(R), supongamos que R estd entre a y m. Si | = AP, entonces
«—>
TASTAR €S una traslacion mds corta que T4 p. Si [ es perpendicular a AP,
entonces Ts ATA R €s una traslacion mas corta que T4 p. Por lo tanto R estd en
moena

m"m_.p

n

Si R estd en m, entonces (TaRr, TA,s) = {TAP, TAR) YAQUE TASTAR =TAP Y
[ es paralela a la diagonal de una region de traslaciéon rombica (cuadrilatero
ARPS). Andlogamente si R estd en a, [ es paralela a un lado de una regién
de traslacion rectangular para ‘W.

Lema 5.8. Si un grupo ‘W de tapices tiene una reflexion paso, entonces ‘W tiene
una region de traslacion que es rombica o rectangular.

Sea ‘W tal que contiene una reflexion paso que fija la recta I pero que no con-
tiene reflexiones. El grupo més pequefio que contiene la traslacién y la reflexion
paso que fijan [ es 72, ya que de los grupos de frisos s6lo 1 , F2 y 7713 no contie-
nen reflexiones y 7 y 92 no tienen isometrias impares. ?'13 estd generado por una



36 5. Grupos de tapices

reflexion paso y con eje [. Por tanto yz es la traslacion mds corta que fija [. Sea A
un punto en [. Sea a la perpendicular a [ en A, m = y(a), p = y*(a) y P = y*(A),
por tanto T4 p es la traslacién més corta en ()). Sea 74 p la traslacién més corta en
W que no estd en <y2>. Ya que lepfc A,B No puede ser mds corta que T4 g se puede

suponer sin pérdida de generalidad que Bestienao Bestientreay p.

B
N P
\ v
m
A a

Si B estd en a, ‘W tiene una regién de traslacion rectangular y [ es paralela a un
lado de la region de traslacion rectangular. Si B estd entre a y p, sea C = 0;(B), por
tanto T4 c = )/TA,B)/_l y Ta,c estd en ‘W. Entonces 74,74 B = )/2 y B estd en m. El
paralelogramo ABPC es un rombo y 1 contiene a una de sus diagonales, como se
queria demostrar.

l
P
Yy
B C
m
A a

Lema 5.9. Si una reflexion paso en un grupo de tapices ‘W fija la reticula de
traslacion de ‘W, entonces ‘W contiene una reflexion.

Si una reflexién paso y lleva el punto A al punto P en la reticula de traslacion
determinada por A para el grupo de tapices W, entonces ) seguida de la traslacién
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Tp4 s una isometria impar que fija al punto A, por tanto es una reflexion.

5.2. Construccion de los grupos

Para la construccién de los grupos de tapices iniciaremos por los que no tienen
isometrias inversas, esto es, solamente tienen traslaciones y rotaciones.

1) W esta generado sélo por el par de traslaciones 74 g y T4,c con A arbitrario
y tal que A, By C son no colineales.

En este caso ‘W = W, donde Wy = (tap, Tac) = (Tap TapTac) Este
grupo no tiene centro de simetria y no estd fijo por una isometria impar. La
region fundamental y la region de traslacion coinciden y son un paralelogra-
mo.

A
l:gronﬁmdmﬂemal / A / A / Py / A /
| A A
et O VO VO V>V,
/A 4/
n, | A

Vectores de traslacion

s

1

Reticula de rrasiacion

2) Si ‘W, ademds de (T4, Tac) tiene un 2-centro en A y todo centro de si-
metria en W es un 2-centro, entonces todo punto A;; en la reticula de tras-
lacién determinada por A es un 2-centro al igual que los puntos medios de
cualesquiera dos puntos en la reticula.

Si A es un 2-centro, 04 € W. Sean oy = TABOA, ON = TACOA Y OF =

onoaopm. Los puntos M, N, E son 2-centros y el cuadrilitero ABCD es la
region de traslacion.
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Todo punto A;; en la reticula de traslacion determinada por A es un 2-centro
asi como los puntos medios de cualesquiera dos puntos en la reticula. Estos
son los tinicos centros de simetria. ‘W = W, donde Wo = (Tap, Tac,04)
= (oMOEON). A W5 se le llama también p2 en la notacién cristalogréfica.
La region de traslacion es un paralelogramo ABCD en la figura anterior, y la
regién fundamental es el paralelogramo sombreado en la misma figura.

»

Region fundamental

c o e g |

Y S sy y sy
Region de mrastacion ' ‘ '. ‘ "

Ty

T2
Reticula de trasfacién
Veciores de rmraslacion

3) Si ‘W tiene un 3-centro en A y no tiene 6-centros, entonces todo centro de
simetria de W es un 3-centro y A es el centro de un hexdgono cuyos vértices
son 3-centros. Todos los centros de simetria de ‘W estin determinados por
A'y su 3-centro mas cercano.

Por el lema 5.6 de este capitulo, ‘W no puede tener 4-centros. Tampoco
puede tener 2-centros, ya que si hubiera alguno en un punto P, entonces la
composicion pa —120°)p(p,180°) estaria en ‘W, y ‘W tendria un 6-centro. Sea
G el 3-centro mds cercano a A y sea | tal que p(G 120°)0(A,120°) = P(],240°)-
Entonces | es un 3-centro y el tridangulo AG] es equilatero.
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Las imédgenes de G y | bajo las potencias de p(4,120°) son los vértices de un
hexdgono. Haciendo uso repetidamente de este argumento se tiene que los
3-centros estdn configurados como se muestra en la figura anterior. M4s aun,
P(G,120°)TA,G Y P(120°)TA,j son iguales a p(Q 120°), donde Q es el centroide
del tridngulo AG]J. Por lo tanto T4 c y Ta,; no estin en ‘W, o Q serfa un
3-centro mas cercano a A que G, contrario a la hipétesis.

G
A Q
J

Por lo tanto, si 74 p es la traslacion mds corta de ‘W, B no es vértice del
hexdgono de los 3-centros mds cercanos a A. Se definen By C por 74p =
0(G,~120°)P(A,~120°) Y TA,C = P(G,~120°)P(A,120°), ENtONCES T4 B Y Ta,C son las
traslaciones mas cortas de ‘W que llevan A a los 3-centros mas cercanos. Por
lo tanto T4 p y T4,c generan al subgrupo de traslaciones de “W.
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W =W; donde W3 = <TA,BTA,CP(A,120°)> = <P(A,120°)P(G,120°)>- AWssele
llama p3 en la notacidn cristalografica. La region de traslacion es hexagonal,
esto es un rombo con dos dngulos opuestos de 60°, ABCD en la figura si-
guiente y la regién fundamental es el rombo CGHB, sombreado en la misma
figura, con A, B,C y D centros de hexagonos y GH lado comiin de dos de
ellos.

A
— aAbd ab A
c D A A A

A B A,‘ A ‘
Regidn de traslacion A

1
Rericula de traslacion
T

Vectores de traslacion

4) Si W tiene un 4-centro en A, entonces no hay 3-centros, ni 6-centros en W.
Mas atn, el centro de simetria mas cercano a A es un 2-centro M, y A es
el centro de un cuadrado cuyos vértices son 4-centros y cuyos lados estan
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bisecados por 2-centros. Todos los centros de simetria estdn determinados
por Ay M.

Por el lema 5.6, si A es un 4-centro de ‘W, cualquier otro centro de simetria
es un 2-centro o un 4-centro. Sea M el centro de simetria mas cercano a A.
Si M es un 4-centro y se define K por o = p(m,90°)(4,90°), K s un 4-centro
mads cercano, contrario a la hipétesis, por lo tanto M es un 2-centro. Sea E
tal que p(i,180°)P(A,-90°) = P(E,90°)- E es un 4-centro.

I

Las imagenes de E y las de M, bajo las potencias de la rotacion p(4,9¢), son
respectivamente los vértices y los puntos medios de un cuadrado con centro
en A, donde las imagenes de M son 2-centros y las de E son 4-centros, tal y
como se queria demostrar.

c D
- 5"
/
EI:. ........ M.“. ............ ’ E
: 2/
it
]\4//Y A M B
K
B M/// """"""" "

Sea Z, tal que T4 p04 = 0z. La traslacion 74 g no estd en ‘W , ya que en
ese caso Z seria un centro de simetria mas cercano a A que M. Con N =
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M’ = pa90e)(M), TAB = OMOA, Y TaCc = ONOA, €l cuadrilitero NAME es
un cuadrado y T4 gy Ta,c son las traslaciones mds cortas que generan su
subgrupo de traslaciones. Por tanto ya se han determinado todos los centros
de simetria.

Sea W = W4, donde (W4 = <TA,B1 TA,C/ P(A,90°)> = <P(A,90°)/ p(E,90°)>, con
E el centro del cuadrado ABCD. A W} se le llama p4 en la notacion cris-
talogréafica. La region de traslacion es un cuadrado ABCD que se muestra
sombreado en la figura, y la regién fundamental es el cuadrado sombreado,
AMEN en la misma figura.

C AZA”A

N E

=

. N4 a4«

Regicn de waslocion

FAFAZLA

T2

Reticwla de iraslaciin

Vectores de traslacion

5) Si ‘W tiene un 6-centro en A, entonces no hay 4-centros en “W. Mds aun, el
centro de simetria mas cercano a A es un 2-centro M, y A es el centro de un
hexdgono regular cuyos vértices son 3-centros y cuyos lados estdn bisecados
por 2-centros. Todos los centros de simetria estan determinados por A y M.

Por el 5.6, si A es un 6-centro de ‘W, cualquier otro centro de simetria es un
2- centro, un 3-centro o un 6-centro. Sea M el centro de simetria mas cercano
a A. Si M es un 3-centro o un 6-centro, se define F tal que p(,120°)0(A,60°)
= p(E180°), ¥ F €s un n-centro més cercano a A que M. Por tanto, M es un
2-centro.
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Se define G por la ecuacién p(1,180°)0(4,~60°) = P(G,120°)> POr tanto G es un
3-centro o un 6-centro. Si G es un 6-centro, se define | por la ecuacién
P(G,60°)P(A60°) = P(j120°) ¥ J €s un 3-centro mds cercano a A que M. Por
tanto G es un 3-centro. Las imdgenes de G bajo las potencias de pa 60°) son
3-centros y son los vértices de un hexagono regular con centro en A.

Gl’

G

4\"' M
W,

G”" G”f”

Gfﬂf

Sean B = op(A) y C = pae0°)(B), entonces B y C son 6-centros de ‘W. Los
centros de simetria determinados por el 6-centro A y el 2-centro M tienen la
configuracion mostrada en la siguiente figura. Con N = p(4 60c)(M), N es un
2-centro de ‘W. De esta forma, los vértices de los hexdgonos son 3-centros,
los puntos medios de los lados son 2-centros y los centros de los hexdgonos
son 6-centros, con lo queda demostrado el teorema.
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Ya que un 6-centro debe ir a un 6-centro bajo cualquier elemento de W,
OMOA Y ONOA son las traslaciones mds cortas de “‘W. Por tanto T4 y Tac
generan el subgrupo de traslaciones de ‘W. Sea ‘W = W, donde Wy =
<TA,B, TAC, P(A,60°)> = <P(A,60°),0'M>, donde el tridngulo ABC es equilétero
y M el punto medio de AB. A ‘Wj se le llama p6 en la notacion cristalografi-
ca. La region de traslacién hexagonal, esto es un rombo con dos dngulos
opuestos de 60°, ABCD en la siguiente figura y la region fundamental es el
cuadrilatero sombreado, NAMG en la misma figura.

y N
Regidn fundamental
AAZEALS
A

PR
,

Regicin de traslaciin D\ J )
/ 4\ ¢\

L ~_

Vertores de traslacidn

Keticula de fraslacion

Estos son los tnicos grupos de tapices que no contienen isometrias impa-
res, como se puede ver en la siguiente tabla, donde la diagonal de la tabla
corresponde a los grupos que sélo tienen un tipo de n-centros.



45

No tiene isometrias impares
¢ Tiene n-centros?
No St
Wi Otros n- 2-centros 3-centros 4-centros 6-centros
Centros
2-centros W, 1 We 2 Wiy 3 We 6
3-centros Ws 2 Wg 4 5 Wﬂ 6
4-centros W4 3 5 3 5
6-centros We 2 We 6 5 6

1: Inciso 2. 2: Si ‘W tiene 2-centros y 3-centros, tiene 6-centros ya que
0(0,180°)P(P120°) = P(or,60°) Y por el inciso 5 es We. 3: Inciso 4. 4: Inciso
3.5: Lema 5.6. 6: Inciso 5.

Los demds grupos se construyen ampliando con reflexiones y reflexiones
paso estos cinco grupos, de manera andloga como se hizo en los frisos. Se
obtienen los siguientes grupos:
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5. Grupos de tapices

Grupo
Wi

Generadores

Region de
traslacion

Descripcion

Region fundamental
sombreada

Wi
Py

(Ta,B,TAC)

<7'A,B-,7'A,B«,7'A,C>

paralelogramo

Las unicas isometrias son las trasla-
ciones, no tiene centro ni recta de
simetria.

C

cm

(TA,B,TA,Cc,0AD)

<7'A,Byo'AD>

rombo

Ademds de las traslaciones no
paralelas, que tienen todos los
grupos, tiene reflexion con eje
sobre la diagonal de la region de
traslacion. Tiene reflexiones paso
cuyos ejes son distintos a los de
reflexion. No tiene centro de
simetria. No todos los ejes de
reflexion son rectas de simetria.

Wi

pm

(Ta,B,TA,C,0AC)

<TA‘,C7 OAC, 0AIE>

rectdangulo

Tiene reflexion con eje paralelo
a uno de los lados de la region
de traslacion.

Los ejes de las reflexiones paso
coinciden

con los de reflexion.

No tiene centro de simetria.

o N oF

pg

<7'A,B>TA,07'7>

(v, €

rectangulo

No tiene reflexiones, pero si reflex-
iones paso. No tiene centro de
simetria, ni recta de simetria.

CABD Es la region de traslacion
M: punto medio de AB
N: punto medio de AC

E: punto medio de las diagonales de la region de traslacion
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Grupo

Wo

Generadores

Region de
traslacion

Descripcion

Region fundamental
sombreada

Wo
p2

(TA,BsTA,C,0A)

(onm,0m,0N)

paralelogramo

Las rotaciones son de amplitud
180°. No hay reflexiones ni
reflexiones paso.

Todo centro de simetria es un
2-centro.

C
N,

A

M

W;

cmm

<TA,B~, TA,C,0AE, UBE>

(0AE,0BE,OM)

rumbo

Las rotaciones son de amplitud
180°. Los ejes de reflexicn estdn
sobre las diagonales de la region
de traslacion. Todo centro de
simetria es un 2-centro. No todos
los centros de simetria estdn
sobre rectas de simetria y no
todos los ejes de simetria pasan
por centros de simetria. no tiene
reflexion paso.

w3

pmm

(TA.B,TAC,TAM; TAN)

(0AM,OME, AN, ONE)

rectdangulo

Las rotaciones son de amplitud
180°. Los ejes de reflexion son
paralelos a los lados de la region
de traslacion. Todo centro de
simetria es un 2-centro. Todo
centro de simetria estd sobre una
recta de simetria. No tiene
reflexion paso.

pmg

(Ta,B,TA,C,0A,0P)

(0a,0Nn,0pP)

rectangulo

Las rotaciones son de amplitud
180°. No tiene reflexion. Los ejes
de las reflexiones paso son
paralelos a un lado de la region
de traslacion. Todo centro de
simetria es un 2-centro. Tiene
rectas de simetria. Todas las
rectas de simetria son paralelas.

pPgg

(TA,B,TA,CH0A,7)

= (77 €>

donde " y € son
reflexiones paso
conejespyq

rectdngulo

Las rotaciones son de amplitud
180°. No tiene reflexion. Los ejes
de las reflexiones paso son
perpendiculares y paralelos a los
lados de la region de traslacion.
Todo centro de simetria es un
2-centro. No tiene rectas de
simetria.

CABD es la region de traslacion
M: punto medio de AB
N: punto medio de AC
E: punto medio de las diagonales de la region de traslacion
P: punto medio de AM
p: mediatriz de AM

g: mediatris de AN
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Grupo

Generadores

Region de
traslacion

Descripcion

Region fundamental
sombreada

p3

<7'A.B- TAC P(A.12[10)>

<P(A.120°)7 /)(G.120°)>

hexdgonal

Las rotaciones son de ampli-
tud 120°. Solo tiene
3-centros. No hay reflexiones
ni reflexiones paso. Todo
centro de simetria es un
3-centro. Todo centro de
simetria es centro de un
hexdgono cuyos vértices son
3-centros. No tiene rectas de
simetria.

p3ml

<TA,B~, TA,Cs P(A,120°)5 UAG>

(p(a.1200): P(G,120°) TAG)

hexdgonal

Las rotaciones son de ampli-
tud 120°. Sélo tiene
3-centros. El eje de reflexion
estd sobre una diagonal de la
region de traslacion. Todo
3-centro estd sobre una recta
de simetria. No tiene reflex-
ion.

S
oo}

p3lm

<7'A,B~TA,C~/7(A,120°)A,°'BC>

<0(A,120°)~, P(G,120°)5 UBC>

hexdgonal

Las rotaciones son de ampli-
tud 120°. Sélo tiene
3-centros. El eje de reflexion
estd sobre otra diagonal de la
region de traslacion. Todo
3-centro no estd sobre una
recta de simetria. No tiene
reflexion paso.

o

CABD es la regicn de traslacion
A: 3-centro cualquiera

G: 3-centro mds cercano a A.
H: 3-centro tal que los tridngulos CGH y BGH son equildteros
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Grupo Region de o Region fundamental
W, Generadores FeeliEi Descripcion sombreada
Wy <T - > Las rotaciones de menor C D
4,8 74,05 P(A,90°) amplitud son de 60°. También
p4 _ tiene rotaciones de 120°y E
- cuadrada 180°. No hay reflexiones ni N
<P(A,900 ) P(E.90° )> reﬂe.\’mneslpam; No tiene
rectas de simetria.
A M B
Las rotaciones de menor
1 LT  00°
Wy (74,8, 74,01 P(A00), TAE) aﬂl[)ll{b’ld' son de 90 : C D
También tiene rotaciones
pdm . de 180°. El eje de reflexion %
sadrada e.vta. .’mbre la dtagto’nal de la N
(P(4,90°): P(,90°): TAE) regidn de traslacion. Las
rectas de simetria pasan
por 4-centros. No tiene A M B
reflexion paso.
) Las rotaciones de menor ¥
Wi amplitud son de 90°. Tam- c D
<7'A,ByTA.Cy/)(A,90°)-, UMN> s x 3
4 bién tiene rotaciones de
pg _ 180°. Las rectas de simetria N
cuadrada
no pasan por los 4-centros.
<P(A,90°)»0' MN> Los ejes de las reflexiones
A M B

paso no son paralelos a
ningiin eje de reflexion.

CABD es la region de traslacion
M: punto medio de AB
N: punto medio de AC
E: punto medio de las diagonales de la region de traslacion
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Grupo Gereradores Region de Descripcion Regicon fundamental
We traslacion sombreada
Las rotaciones de menor
amplitud son de 60°. Tumbién
We <TA,37 TA,C, P(A,60°)> tiene rotaciones de 120°y C D
180°. Los 6-centros son
p6 _ centro de un hexdgono cuyos N
- hexdgono Vértices son 3-centros y cuyos
<P(A 60°); UM> lados son bisecados pur'
’ 2-centros. No hay reflexiones
ni reflexiones paso. No tiene A M B
rectas de simetria.
1 Las rotaciones de menor
Ws (Ta.8,Ta.0: P(a60) OC) amplitud son de 60°.
6m También tiene rotaciones C
P = de 120°y 180°. Los ejes de
< P(A60°)s O’Mc> hexdgono reflexion pa.‘yan p(/)r los N
centros de simetria. Los
ejes de las reflexiones paso
no coinciden con los ejes A M B
de reflexion.
CABD es la region de
traslacion.
M: punto medio de AB
N: punto medio de AC
A: 6-centro cualquiera
G: 3-centro mds cercano

Los resultados y descripciones anteriores se concretan en el llamado Teore-
ma de Feodorov: Existen 17 grupos cristalograficos no isomorfos. Estos se
clasifican de acuerdo con su subgrupo de rotaciones:

1. Grupos sin rotacién: Wy, ‘W} Wf(Wi’

2. Grupos con rotacién de orden 2: W5, ‘W; ‘W% (Wg ‘VV;*.
3. Grupos con rotacién de orden 3: “WSs, (W;, ‘W§

4. Grupos con rotacion de orden 4: Wy, ‘Wi, (Wi.

5. Grupos con rotacién de orden 6: Wy, (Wé.
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e Simetrias de un poligono regular de 7 lados.

Dado un poligono regular con n lados, cuyos vértices son A1, A, ..., A;,. Sea
O el centro del circulo circunscrito a sus vértices, 0 = 21t/ny, p = p(o,0) la
rotacién con centro en O y dngulo 6. Sea C,, = (p).

s A3

P'(Aj) = Ais j(modn)

Cy, es un grupo ciclico de orden 1, ya que p" = p(0,16) = P(0,2) = Id. Por lo
tanto, C,; es un grupo abeliano y los elementos de C,; dejan fijo al poligono.
El grupo C,, es isomorfo al grupo Z,, bajo la asociacién: 1 — p, ya que pipj
— p1+ ],

Pero, éstas no son las tnicas simetrias de un poligono regular, también es
invariante bajo ciertas reflexiones. Para encontrar el grupo de simetria que
incluya las reflexiones, consideremos al vértice A; en el eje Xy a O en el
origen de los ejes cartesianos y consideremos ¢ = 0.
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El poligono regular de 7 lados queda fijo bajo la accion de p = po,9) y de
0 =0x Yy ademds p" = 0% = Id. Ya que las simetrias del poligono forman un
grupo y que el poligono queda fijo por las n isometrias pares, las rotaciones
0, pz, p3, ..,p" =1d , y por las isometrias impares po, pza, p3c7, ., plo=o,
el grupo de isometrias tiene al menos 27 elementos, ya que todas éstas son
diferentes.

Por otro lado, si consideramos los dos vértices adyacentes del poligono, A
y A», bajo cualquier simetria del poligono la imagen de A puede ser cual-
quiera de los n vértices del poligono y la imagen de A, debe ser alguno
de los dos vértices adyacentes a la imagen de A;. La imagen del resto de los
vértices queda determinada por estas dos, por lo tanto el nimero de simetrias
del poligono es a lo mas 2n, lo que junto con el resultado anterior implica
que hay exactamente 2n simetrias del poligono de 7 lados. Estas son las que
hemos enlistado. A este grupo se le llama el grupo diédrico de orden #, se
denota por D, y se tiene que D), = (p, 0).

Veamos ahora como se puede expresar los productos op, apZ, ap3, ..,op"en
funcién de los elementos de D,, que ya se han descrito.

apk es una reflexién sobre una recta por O, ya que es un producto de tres
reflexiones sobre rectas que pasan por el mismo punto, por lo tanto ka es
una involucién y apk = (ka)‘l, lo que implica que apk = p‘ka = p"‘ka. Con
esta ecuacion y las ecuaciones p" = 02 = Id, se puede encontrar la tabla de
Cayley del grupo.

Mas atin, todos los productos pko son reflexiones, por lo que los elementos
del grupo diédrico son n rotaciones y 7 reflexiones.
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En el caso de que n sea par, los ejes de reflexién son las rectas que unen
vértices opuestos y los puntos medios de lados opuestos y en caso de que 7
sea impar los ejes de reflexion son las rectas que pasan por cada vértice y el
punto medio del lado opuesto.

Cabe mencionar que C;, es un subgrupo de D,,.
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