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Resumen

En el presente trabajo se calcula la amplitud de fidelidad para pertur-
baciones isoespectrales bajo la teoria de matrices aleatorias. Ejemplos de
este tipo de perturbaciones son las rotaciones y traslaciones en el espacio
fase. Aqui las trataremos desde un punto de vista mas general, consideran-
do perturbaciones generadas mediante una transformacién de semejanza
del hamiltoniano no perturbado, ya que estas transformaciones no varian el
espectro de eigenvalores.

Se utilizan sistemas con invariancia ante inversion temporal, es decir,
miembros genéricos del GOE, asi como sistemas en donde la invariancia
ante inversién temporal es violada, los cuales pertenecen al GUE. Se realizan
promedios sobre los ensembles a los que pertenecen los sistemas y se discuten
las propiedades encontradas en términos de cantidades estadisticas tipicas
de la teoria de matrices aleatorias como son el factor de forma y el tiempo
de Heisenberg.

Finalmente, se trabaja un modelo de osciladores acoplados a los que
se les perturba isoespectralmente mediante una rotacion en el espacio fase
y se mide su fidelidad. Se discuten los resultados obtenidos y se analiza la
relacion con el resultado de matrices aleatorias desarrollado aqui.



Abstract

In the present work we calculate the fidelity amplitude for isospectral
perturbations under framework of random matrix theory. Rotations and
translations in phase space are examples of this kind of perturbations. He-
re we adopt a more general point of view, using perturbations generated
through a similarity transformation of the unperturbed hamiltonian, since
this perturbations do not change the eigenvalue spectrum.

We use time-reversal invariant systems, namely, generic members of
GOE, as well as systems in which time-reversal invariance is violated, which
belong to GUE, and focus on the ensemble average results. The properties
found are discussed in terms of typical statistical quantities belonging to
random matrix theory such as the form factor and Heisenberg time.

Finally, a model of coupled oscillators which is perturbed in isospectral
form through a rotation in a phase space is worked and we compute its
fidelity. Results are discussed and compared with the random matrix model
developed here.
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“ .. If we allowed this equalization to proceed for a certain time, and then
reversed the motions of all the molecules, we would observe a disequalization.
Howewver, if the number of molecules is very large, as it is in a gas, any slight
deviation from absolute precision in the reversal will greatly shorten the time

during wich disequalization occurs ... Furthemore, if we take account of the fact

that no physical system can be completely isolated from its surroundings but is in

principle interacting with all other molecules in the universe, and if we believe

that the number of these latter molecules is infinite, then we may conclude that
s impossible for temperature-differences to arise spontaneously ... 7.

William Thompson, 1874



Capitulo 1

Introduccion

La fidelidad surge como una cantidad importante en relacién a la pa-
radoja de la reversibilidad del tiempo en mecanica estadistica, ya que mide
que tan diferente es la evolucion hacia atras en el tiempo con respecto al
estado inicial después de que el sistema interactué con el medio ambiente.
Actualmente sus aplicaciones van mas alla de este problema, convirtiéndose
en los ultimos anos en un concepto muy importante en caos cuantico, asi co-
mo en un area muy prolifica en teoria de la informacion cuantica debido
a que su estudio es crucial para el desarrollo de exitosos dispositivos que
haran posible la computadora cuantica.

Por otra parte, debido a que los modelos de matrices aleatorias han te-
nido bastante éxito en describir un extenso campo de fenémenos en fisica,
desde elasticidad hasta fisica de particulas [I, 2], asociados en cierto senti-
do con caos, han surgido numerosos trabajos que han intentado hacer una
formulacién de la fidelidad desde este marco de referencia [3, [4].

La motivacién para estudiar las perturbaciones isoespectrales surge de tra-
bajar con un sistema de dos osciladores con potencial de acoplamiento
cudrtico, previamente estudiado en [ [6], cuya energia no cambia al pertur-
barlo mediante rotaciones en el espacio de configuracion. Lo que nosotros
observamos es que la fidelidad decae a tiempos muy cortos comparado con
el tiempo de Heisenberg, lo cual no es lo tipico en los sistemas que han sido
estudiados mediante esta cantidad [4].
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Al revisar los trabajos previos, se encuentra que sélo en [7), [§] se han aplica-
do perturbaciones isoespectrales a una cantidad similar a la fidelidad. En [7]
se interesaron en medir la sensibilidad de los estados iniciales mediante el
traslape de estados desplazados en el espacio fase respecto a los mismos
estados sin desplazar, mientras que en [8] se investig el decaimiento de fi-
delidad en el limite semiclasico para un paquete de onda que es reconstruido
después de perturbar el sistema mediante una traslacion en el espacio fase.
En ambos casos la traslacion del espacio fase deja invariante el espectro de
energias, pero como ellos utilizan el rotor pateado como hamiltoniano de
prueba es dificil comparar cuantitativamente los resultados obtenidos con
los nuestros, ya que miden la fidelidad como funcion del numero de patadas
aplicadas al sistema.

Dado que no existen resultados universales para el decaimiento de fide-
lidad ante perturbaciones isoespectrales y con la intenciéon de explicar el
decaimiento a tiempos tan cortos para el oscilador cuartico, en este trabajo
se analiza la amplitud de fidelidad para este tipo de perturbaciones desde el
formalismo de la teoria de matrices aleatorias, para lo cual se utilizan hamil-
tonianos invariantes ante inversién temporal y rotaciones (GOE), asi como
aquellos en que la invariancia temporal es violada (GUFE), obteniendo re-
sultados validos para estados iniciales aleatorios.

En lo que resta de este capitulo se menciona en forma somera el trabajo
previo realizado por los matematicos en el area de las perturbaciones isoes-
pectrales. Enseguida se define lo que es la fidelidad y se mencionan algunos
comportamientos universales importantes. Finalmente se relata brevemente
la historia de las matrices aleatorias y se introducen algunas cantidades im-
portantes para la estadistica de eigenvalores y eigenvectores de los grupos
clasicos.

En el capitulo 2 se calcula la amplitud de fidelidad para perturbaciones iso-
espectrales utilizando hamiltonianos genéricos del GUE, es decir, sistemas
en donde la invariancia temporal se ha violado. Se realiza un promedio sobre
todo el ensemble y se encuentra una férmula asintética para dimensiones
N > 1. Al final del capitulo se compara numéricamente el comportamiento
para dimensiones pequenas con la férmula asintética.



1.1. Isoespectralidad

En el capitulo 3 se calcula la amplitud de fidelidad utilizando hamilto-
nianos cuya representacion matricial es real y simétrica, es decir, miembros
genéricos del GOE, y que mediante una transformacién de semejanza uni-
taria su representacion se vuelve hermitiana. Se realiza un promedio sobre
el GOE y GUE, y se encuentra una formula asintética para dimensiones
N > 1. De nuevo, al final del capitulo se compara numéricamente el com-
portamiento para dimensiones pequenas con la férmula asintética.

En el capitulo 4 se calcula la amplitud de fidelidad utilizando hamilto-
nianos genéricos del GOE, pero ahora con perturbaciones isoespectrales
dadas por una transformacién de semejanza ortogonal del hamiltoniano ini-
cial. Asimismo se realiza un promedio sobre el ensemble y se encuentra una
formula asintotica para N > 1, cuyo comportamiento es muy similar al del
capitulo 3. Enseguida se compara numéricamente el comportamiento para
dimensiones pequenas con la formula asintotica.

En el capitulo 5 se mide la fidelidad de un sistema compuesto de dos
osciladores acoplados mediante un potencial cuartico, aplicando perturba-
ciones que rotan el espacio de configuracién. Se obtienen resultados para el
régimen caotico del sistema y se comparan estos resultados con lo obtenido
mediante la teoria desarrollada aqui para los sistemas GOE, encontrando
de forma heuristica concordancia en el valor del tiempo al cual decae la
fidelidad, asi como con su valor estacionario.

Finalmente en el capitulo 6 se hace un breve resumen de los principales
resultados y se formulan algunas conclusiones, asi como el posible trabajo
futuro.

1.1. Isoespectralidad

Las perturbaciones isoespectrales son aquellas que no varian el espectro
de eigenvalores. En general desde el punto de vista fisico, la isoespectrali-
dad se presenta entre hamiltonianos relacionados por una transformacion
de semejanza.

Entre los matematicos ha sido de interés buscar superficies no isométricas
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que presentaran isoespectralidad desde que Kac [9] formulara la pregunta
en 1966: Can you hear the shape of a drum? Es decir, jexisten dos do-
minios con el mismo espectro de eigenvalores necesariamente congruentes
6 isometricos? Numerosos trabajos surgieron intentando dar respuesta sobre
variedades muy particulares, de interés puramente matematico, hasta que
Gordon [10] respondié la pregunta negativamente para el caso de superficies
en forma de tambor, es decir, superficies euclidianas de dos dimensiones con
condiciones de frontera de Dirichlet y operador de Laplace en la membra-
na. De esta manera quedd demostrado que no se puede oir la forma de un
tambor, ya que pueden existir dos superficies de distinta forma que generen
el mismo espectro.

La unica evidencia fisica para verificar el resultado de Gordon se debe a
dos experimentos de Sridhar et al. En el primero [I1], analizan dos billares
no isométricos, de los que se proponen en [I0], mientras que en [12] se
sitian algunos dispersores para asi lograr que la dindmica sea cadtica. Sin
embargo, los resultados de esta tesis estaran enfocados a perturbaciones
que rotan 6 trasladan el sistema, es decir, a perturbaciones isoespectrales
isométricas.

1.2. Fidelidad

La inestabilidad clasica se define usualmente como la separacion expo-
nencial en el tiempo de dos trayectorias cercanas. En mecénica cudntica uno
podria intentar medir la sensibilidad del sistema ante variaciones de la fun-
cién de onda inicial; sin embargo, el operador de evolucion es unitario y por
lo tanto preserva el producto interno (i.e. la distancia) entre dos estados,
por lo que no hay separacion exponencial respecto a la variacién del estado
inicial. Por otro, lado existe una cantidad alternativa que nos permite medir
la sensibilidad de la dindmica ante perturbaciones del hamiltoniano; esta es
la fidelidad.

En términos generales, la fidelidad mide la desviacién de un estado inicial
que se evoluciona bajo la accién de un hamiltoniano H, y se regresa en el
tiempo con un hamiltoniano perturbado H,. Si la perturbacién es pequena
podemos suponer que la dependencia en el parametro de perturbacién e es
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lineal:

H.(t) = Ho(t) + €V (1), (1.1)

en donde V(t) es la perturbacion aplicada a H,. Por otro lado el operador
de evolucién asociado a los hamiltonianos es:

. t

U. =Texp <—%/ dt’HE(t’)> : (1.2)
0

siendo 7' el operador de orden en el tiempo. De esta manera, la amplitud

de fidelidad para algin estado inicial arbitrario |¥) se define como [3]:

f(t) = (Wo())[Wc(t)) = (U|Us(=t)Uc()|¥) = (Mc(1)), (1.3)

donde M, (t) es conocido como operador eco. La fidelidad es simplemente el
modulo al cuadrado de la amplitud de fidelidad

Fe(t) = |f®)*. (1.4)

La sensibilidad a las perturbaciones medida mediante la fidelidad nos permi-
te naturalmente hacer comparaciones entre la situacion cuantica y la clasica.
Para sistemas clasicos la fidelidad da la misma sensibilidad exponencial ba-
jo perturbaciones en el hamiltoniano que las obtenidas ante variaciones de
las condiciones iniciales [4].

La fidelidad cuéntica puede comportarse de una manera muy diferente a
la clasica, mostrando una rica variedad de regimenes. Por ejemplo, para
tiempos cortos comparado con el tiempo de Heisenberg ¢ (ver apéndice A),
se puede escribir la serie de Born para el operador eco y quedarse a segundo
orden, con lo que se obtiene la respuesta lineal de la fidelidad:
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donde V (t) = Uy (—t)V (t)Up(t), estd en la representacién de interaccién. Aho-
ra, si definimos ¥ = fot dt'V ('), la fidelidad adquiere la forma:

2

F(t)=1- % (E2(1)) — (2(1))*} + O(), (1.6)
y al considerar que en sistemas con limite clasico caético la varianza de X(t)
va como (X%(t)) — (X(¢))? x t, mientras que para sistemas con limite clasico
integrable es proporcional a t?, resultado que se puede deducir cldsicamen-
te mediante la ecuacion de difusion e intuitivamente se entiende que en la
dindmica regular las variables tienen menos obstaculos en su camino com-
parado con la cadtica; se encuentra que la fidelidad decae como una funcién
lineal en el tiempo para dindmicas cadticas, y como una funcién cuadratica
para regulares.

Por otro lado, para tiempos atin més cortos, del orden del tiempo de Zeno,
la fidelidad siempre decae cuadraticamente, sin importar si la dinamica es
cadtica o regular [13].

1.3. Teoria de matrices aleatorias

La teoria de matrices aleatorias (RMT, por sus siglas en inglés) es un
nuevo tipo de mecéanica estadistica, donde en vez de tener un ensemble de
estados gobernados por el mismo hamiltoniano, se tiene un ensemble de
hamiltonianos gobernados por la misma simetria.

Esta teoria fue introducida en estadistica matematica por Wishart en 1928
[14]. Muchos matematicos trabajaron después en esta area por interés pura-
mente tedrico. En 1935 Elie Cartan clasifica los ensembles segin la simetria
que se conserva [15] y el primer libro que contiene los resultados matemati-
cos més relevantes lo publicé L. K. Hua en 1959 [16]. En la década de 1950
Wigner la utiliza para tratar con los eigenvalores y eigenvectores de sistemas
cuanticos complejos de muchos cuerpos. En ese dominio, RMT ha tenido
aplicaciones exitosas para la descripcion de las fluctuaciones espectrales de
los niicleos atémicos, asi como de dtomos y moléculas complejas [17]. F.J.
Dyson y M.L. Mehta hicieron calculos analiticos detallados en la década
de 1960, Mehta publicé en 1967 un libro en donde describe las principales
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técnicas desarrolladas hasta ese momento [18].

El interés en la teoria de matrices aleatorias se renovd enormemente cuando
Casati et al., guiados por las ideas de Michael Berry, publican la primera
evidencia de que las ideas de RMT pueden ser aplicables a los espectros de
todos los sistemas cadticos [19]. Sin embargo, la formulacién mas aceptada
y general de este resultado, conocida como conjetura de caos cuantico, se
publicé en un articulo de Bohigas, Giannoni y Schmidt en 1984 [20].

En lo que ahora se conoce como la versién clasica, la teoria de matrices
aleatorias maneja tres ensembles gaussianos de matrices hermitianas, cada
uno para un distinto grupo de transformaciones candnicas. Estos ensembles
se definen en términos de las propiedades de simetria del hamiltoniano [2]:

= Para sistemas con invariancia ante inversiéon temporal y con simetria
rotacional, la matriz hamiltoniana H se puede elegir real y simétrica

H=H" (1.7)

= Para los sistemas sin invariancia ante inversion temporal las matrices
H son hermitianas:
H=H" (1.8)

» Para los sistemas con invariancia ante inversién temporal con spin 1/2
y sin simetria rotacional, el hamiltoniano se escribe en términos de las
matrices de Pauli o,

3
HY, L~y Ho, (19)
y=1

donde HY es simétrica y H” son antisimétricas.

En los tres casos, la densidad de probabilidad de encontrar una matriz par-
ticular dentro del ensemble esta dada, en general, por la funciéon gaussiana:

Pns(H) < exp <—ﬁ)\—];[t7‘H2> . (1.10)
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Las propiedades de simetria y las funciones de peso Pys(H) son invarian-
tes bajo transformaciones ortogonales, unitarias y simplécticas del hamilto-
niano, para 8 = 1, 2 y 4, respectivamente. Es por ello que a estos ensembles
se les conoce como GOE, GUE y GSE (por sus siglas en inglés: Gaussian
Orthogonal, Unitary y Symplectic Ensemble, respectivamente).

Por otro lado, cada miembro Hgz de estos ensembles puede representarse
en la forma:

Hy = WEW™, (1.11)

donde E son matrices diagonales que contienen los eigenvalores de H, y
W son matrices ortogonales, unitarias 6 simplecticas (dependiendo de si
B =1, 26 4), las cuales contienen los eigenvectores de Hy. Esto y el hecho
de que la distribucién de probabilidad (LI0) depende explicitamente de
los eigenvalores de Hg, implica que la distribucion de los eigenvalores debe
ser independiente de la de sus eigenvectores, es decir, al medir propiedades
estadisticas de los ensembles podemos tratar por separado los eigenvalores
y eigenvectores de dichos ensembles.

1.3.1. Estadistica de eigenvectores

La estadistica de los eigenvectores de los ensembles definidos en la sec-
cién anterior es la estadistica de los elementos de los grupos ortogonales,
unitarios 6 simplécticos, con su respectiva medida, que en este caso al ser
grupos compactos de Lie, poseen una tunica medida invariante, que es la
medida de Haar.

En general es de interés calcular promedios de productos de elementos de ei-
genvectores sobre todo el ensemble. Estos promedios se pueden ver también
como integrales sobre dichos grupos bajo la medida de Haar. En general
los elementos de un eigenvector estan correlacionados con los elementos de
cualquier otro; sin embargo, cuando trabajamos con matrices de dimension
N — oo, estos elementos se vuelven variables gaussianas con varianza 1/N
y las correlaciones desaparecen, lo que hace mucho mas sencillo el calculo
de los promedios.

En este trabajo estaremos interesados en calcular promedios de produc-
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tos de elementos de dos columnas sobre el grupo ortogonal, asi como sobre
el grupo unitario. Las técnicas que se siguen para este calculo fueron desa-
rrolladas primeramente por Ullah y Porter [22] 23]; sin embargo, en nuestro
analisis estos promedios se tomaron de los trabajos de Gorin [24, 25] y de
Collins et al. [20], por ser mas sencilla el dlgebra.

1.3.2. Estadistica de eigenvalores

La distribucién de eigenvalores a primeros vecinos P(s) es una de las
cantidades mas importantes en RMT que se emplea para estudiar propie-
dades estadisticas de los eigenvalores. Esta distribucion consiste en medir
los espaciamientos s, = F,, — E,_; de energias adyacentes.

En 1977 en un articulo de Berry y Tabor [27], se muestra que genéricamente
para sistemas de dos o mas dimensiones cuya dinamica clasica es comple-
tamente integrable, la funcién de distribucion es poissoniana P(s) = e ¢, es
decir, muestran un espectro aleatorio. La excepcién més importante es el
oscilador armonico, cuya distribucién de espaciamiento a primeros vecinos
encuentran que es P(s) = d§(s — 1), cuando las frecuencias son inconmensu-
rables.

Por otro lado, en un articulo de Casati et al. de 1980 [19], se da la pri-
mera evidencia de que los sistemas clasicamente no integrables que tienen
las mismas simetrias que el GOE, GUE y GSFE, siguen la misma distribu-
cion de eigenvalores que el correspondiente ensemble.

Estas distribuciones adquieren la forma dada en la ecuaciéon ([LI2) para
matrices de 2X2. Sin embargo, se ha encontrado que describen con alta
precisién el espectro de matrices aleatorias para dimensiones arbitrarias.
Este resultado se debe a Wigner y se le conoce como Wigner surmise [28].
En la figura (IT]) se grafican estas distribuciones para los ensembles clasi-
COS.

2
P(s)={ 2gc7°  GQUE (1.12)
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Poisson ——
14y GOE —
GUE ——

GSE ——

1.2

P(s)

Figura 1.1: Distribucién de eigenvalores a primeros vecinos para los ensembles
GOE, GUE y GSE de dimensiéon N = 2.



Capitulo 2

Hamiltonianos del GUE

En este capitulo se obtiene una expresion de la amplitud de fidelidad
bajo perturbaciones isoespectrales, valida para hamiltonianos genéricos del
GUE. Primero, se define la forma de realizar la perturbacion isoespectral y
después se mide la amplitud de fidelidad al aplicar este tipo de perturbacion
al hamiltoniano. Posteriormente, el cédlculo se restringe al caso en que la
dimensiéon N > 1 para poder asi llegar a una expresion asintoética sencilla.
Al final del capitulo se calcula numéricamente la amplitud de fidelidad para
dimensiones pequenas y se compara el resultado con la férmula asintotica
encontrada previamente.

2.1. Definicion de la perturbacién

Sea Hj la representacién matricial de dimensiéon N de un hamiltoniano
cuya invariancia ante inversion temporal se viola, es decir, un miembro del
GUE, el cual se puede representar por una matriz hermitiana compleja.
Definimos H, como la matriz semejante de H,

H, = U "HyU,, (2.1)

donde U, es la transformacion de semejanza tal que U, € U(N), es decir, es
una matriz unitaria de dimensién N. Se define U, como la exponenciacién
de una matriz hermitiana compleja h de la misma dimensién que Hy:

11
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U, = eih (2.2)

donde a es un parametro real. Ademas

E=V;'HyV, y A=V'av (2.3)

donde E,A son matrices diagonales y reales de dimension N, las cuales
contienen los eigenvalores de Hy, h, respectivamente; V;,V € U(N), son las
matrices que contienen sus eigenvectores.

2.2. Amplitud de fidelidad

Con las definiciones dadas en la seccion anterior, la amplitud de fideli-
dad para perturbaciones isoespectrales en sistemas que no son invariantes
ante inversion temporal, se obtiene de la siguiente manera:

£(t) = (W]t et )
— <\I’|‘/071€iEt‘/OU(:1‘/071€7iEt‘/0Ua|\P>
— <\I/\Vo_leiEtVoVe_iA“V_lVb_le_iEt%VeiA“V_l‘/b_l%]\I/>, (24)

donde en la ultima igualdad hemos multiplicado por la unidad V; 'V;. Si se
define

@) = Vo|¥) y W = V,V e U(N),
la amplitud de fidelidad toma la forma
fa(t) = (Bl P W e AW e EHY 27 =1 | B), (2.5)

Si se escribe el operador eco resultante en términos de sus elementos de
matriz y se desarrolla el estado inicial |®) en la base de W, se obtiene

fa(t) — Z CrCmei(Ei7Ek)t€i(Al7Aj)aWijW;jWMW;Z

ijklm
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donde ¢;, para i € {1,...,n} son los coeficientes de expansion de |®). Ademss,
se utilizo el hecho de que la matriz W es unitaria, por lo que W} =Wy .
Denotando los promedios sobre el GUE por (e),, la amplitud de fidelidad
promediada sobre este ensemble toma la forma:

(Fult)) g = 5 D2 (BT, (O200), (W WL WalWi),,  (26)
ijkl

donde se utilizé un doble indice en el promedio de la amplitud de fidelidad
para enfatizar que se ha realizado un promedio para h independiente del
promedio para H,. Ademas, se utilizé el hecho de que (cic,,), = 6 /N [24],
dado que al promediar H, sobre el GOE implica que VO recorre todo el
grupo unitario U(N), por lo que sin importar la forma especifica de |¥),
automaticamente se estd realizando un promedio sobre estados iniciales
aleatorios |®) = V,|¥). Por otro lado, con ayuda de [24] 25], se obtiene que
los promedios sobre el grupo unitario U(N) para los elementos de la matriz
W estan dados por:

2

NNTD si(i=k)y (=1
NONTD i(i=k)y (j#I)
W W W W) = N st (i 2.7
< J kj kl ’Ll>2 m s (Z 7é k) _y (] _ l) ( )
monowen SLE#ER) Y (G #D.

Este resultado se puede escribir en términos de deltas de Kronecker,

* . 1 (1 —0a)(1 = d;)
<‘/VijijWleVil>2 = m |:5ik + 0, — N1 2 (2.8)

Utilizando esta ultima expresién, la ecuacién (2.0) se convierte en:

<fa(t)>272 1 ) Z <ei(Ei*Ek)t>2 <€i(Al7Aj)a>2 [5“6 + 5jl o (1 - 5ik)(1 — 5jl):|

:27 —
N2(N +1 o N — 1

1 .
i(A—A )a i(E;—Ep)t
ST S ) e (),
2 2
_ (E; Ek)t i(Al—A")a .
(N—l)N2N+1 <Ze > <Ze 7 >
2 2

i#l

(2.9)
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Por otro lado, introduciendo el factor de forma

KéV(T) _ % <Zei7'(5i5j)> - % < > (2.10)
ij 8 B

donde el superindice N se utiliza para denotar que el orden del factor de
forma varia con la dimension del espacio de Hilbert, y el subindice hace
referencia al ensemble sobre el cual estamos promediando, que en este caso
es B = 2. De esta manera podemos escribir

N
E eiTE,L'
i

> PP = NKY () - Ny

o (2.11)
D et Ae = NKY(a) — N.

J#l

En términos del factor de forma se obtiene funcionalmente la siguiente ex-
presién para la amplitud de fidelidad:

_KY (@) + Ky K(a)K5'(t) — K (a) — K () + 1

(fal®)e == 77 N DV LD (2.12)

2.3. Amplitud de fidelidad para N > 1

Si nos restringimos al caso en que N > 1, podemos expresar el factor
de forma en una manera sencilla:

Kg(m) =1+ 08() — by, (2.13)

donde §(7) es la delta de Dirac, y a b5 se le conoce como factor de forma
espectral, el cual tiene una forma particular para cada valor de 3, es decir,
para cada simetria (ver el apéndice A). De esta manera, al sustituir el re-
sultado asintético (con 8 = 2) dado en la Ec. (ZI3) para el factor de forma
espectral, se obtiene
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1

(FalTaz2 = 5 (24+6(7) + 6(a) — B3(7) — B(e)) -
57 [(18(0) = B(@)) (1 + 8(r) — B3(7)) + Bi(0) + B3(r) — 6(r) — () — 1] =
7 [240(r) 4 6(0) — B(r) ~ ()] — 57 (5(0) — B3(0)) (5(r) ~ B3(7))

(2.14)

donde ahora el tiempo y la magnitud de la perturbacion estan en unidades
de su respectivo tiempo de Heisenberg: 7 =t/ty y o = a/ay.

Para satisfacer la condicién N > 1 se mantuvieron solamente los términos
de orden O(1) y O(1/N). Para esto, primero se reescribieron las funciones
delta de Dirac que aparecen en la Ec. (2.14]), usando una funcién Sy escala-
ble con N, que cumpliera con las condiciones de que asintéticamente tienda
a la delta de Dirac y que sea una funcién normalizada:

Al,z'm NSy (z) = 6(x) tal que / NSy(z)dz =1 V' N eN.
Ademas, dado que estamos en el limite de dimensiones N grandes, la den-
sidad de niveles de energias p(FE) se vuelve préacticamente constante (ver
apéndice A), y puesto que el factor de forma esta relacionado con el médulo
al cuadrado de la integral de p(E) [29], una buena eleccién para la funcién
Sy €es

sin(Nwz)|?

Sn(w) = N

(2.15)

De esta manera, la aproximacién para la amplitud de fidelidad promediada
sobre hamiltonianos Hy,h € GUE, cuya dimensién N > 1, resulta ser

(fa(T))ap = Sn(7) + Sn(a) — Sn(7)Sn(a)+
1 (2.16)

& (2 05(7) (Sn(a) = 1) + B3 (a) (S (7) - 1)]

En la figura 2] se grafica esta expresion, para 7, € [0,1.5], con N = 100.
Ademas en la figura se graficaron cortes en dos dimensiones para a €
{0.01,0.5,1}.
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Figura 2.1: Aproximacién de (fa(7))s, para N > 1 al variar los parametros
T,a € [0,1.5]. Se fij6 N = 100.

0.03 T
0=0.01 ——
0=0.5
o=l ——
0.025
0.02
— 0.015
0.01
0.005
D 1 L
0 0.5 1 15 2

T

Figura 2.2: Aproximacién de (fa(7)),, para N > 1 al variar 7 € [0,1.5] y
a € {0.01,0.5,1}. Se fijé N = 100.
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fir—e0)
0.04

0.03

0.02

0.01

I 1 L ] L L 1 1 I 1 I 1 L L I 1 L 1 L 1 1 I 1 1 I I 1 1 1 L a
.0 0.2 0.4 .6 0.8 1.0 12 1.4

Figura 2.3: Valor asintético de (fa(T — 00))4 5. Se fijé N = 100.

Si nos fijamos en el valor asintético de ([2I6]), es decir cuando 7 — oo,
encontramos que:

(fa()gy — Sn(a) + 2=by(a), (2.17)

T—00 N

En la figura se grafica este valor asintotico. Podemos ahora entender el
comportamiento de la Ec. (ZI6). Vemos que para valores de o > < el valor
estacionario de (f,(t)),, estd en en el rango [, ], con la condicién de que
si @ es de orden O(1/N), la funcién Sy(a) debe estar en su minimo, lo cual

ocurre para a = % con k € {1,..., N}. Ademas, el minimo de la Ec. (ZI0)
como funcion solamente del tiempo, esta en 7 = 1/N y se encuentra que
1-b3()

para a > + este valor es funcién de —&=. Es por esto que, por ejemplo,
en la figura el minimo de la amplitud de fidelidad para o = 0.5 es

1-b3(a=0.5 . . .

% = 0.005, mientras que su valor estacionario, dado por la Ec. (Z1I7),
< 1.5 1 2 [ M

esta en %2, el cual cae en el rango [+, %] como es de esperarse por el analisis

hecho.
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2.4. Amplitud de fidelidad para dimensiones
pequenas

Si el espacio de Hilbert generado por H, es pequeno no podemos uti-
lizar la aproximacién de la Ec. (2I6) para la amplitud de fidelidad, ya
que en esa expresion se utiliza el factor de forma espectral b5, que es un
resultado valido solamente cuando N — oo. En este caso se debe utilizar
la expresion (2.12)); sin embargo, aunque para dimensiones pequenas existe
una forma funcional del factor de forma [I8], esta es algebraicamente dificil
de manipular, por lo que se obtuvo numéricamente diagonalizando matrices
hermitianas y promediando distintas realizaciones sobre el GUE.

En la figura 2.4] las lineas punteadas muestran la amplitud de fidelidad
para N =10y a = 0.1,0.5,1, al haber promediado H, y h sobre 5000 miem-
bros del GUE, mientras que las lineas continuas son el resultado obtenido
con la férmula asintética, dada por la Ec. (2.I6). Se puede observar que
ambos comportamientos son muy similares; el promedio del error relativo,
considerando sélo los puntos después del minimo de la amplitud de fideli-
dad, es de: 0.83 ,0.11 y 0.62 para a = 0.1, 0.5 y 1, respectivamente. Estos
valores concuerdan con lo esperado, ya que el error debe de ser del orden
O(1/N). Lo anterior se debe fundamentalmente a que los promedios de los
elementos de matriz W sobre U(N), dados por la Ec. (2.7), difieren en el or-
den de 1/N entre los primeros 3 casos y el iltimo, que viene a ser el caso de
las correlaciones entre dos vectores de W. Sin embargo, estas correlaciones
no se presentan cuando N — oo, mientras que para el caso de dimension
pequena si. Es por ello que se hereda esta diferencia de orden 1/N entre la

Ec. 24) y la (2I0).

Finalmente, antes de cerrar este capitulo, es necesario mencionar que el pro-
medio de la fidelidad (ver Ec. (IL4])) para H, y h sobre GUE es igual al modu-

lo al cuadrado del promedio de la amplitud de fidelidad: (F,(t)), ,=| (fa(7)),., I?;
con un error de 1/N. Esto se debe al resultado encontrado en [4], donde se
demuestra que:

(FO) = R
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0.3

0.2 r

01t ||

0.05

Figura 2.4: Promedio de amplitud de fidelidad para N =10y a = 0.1,0.5,1. La
linea continua es el resultado asintético dado por la Ec. (2.16]) y la linea punteada
el resultado numérico de ([2.12]).

En este caso ((e)) denota un promedio sobre estados aleatorios. Dado que
en nuestro caso el promedio sobre el ensemble implica automaticamente un
promedio sobre estados aleatorios, tenemos que ((e)) ~ (o), ,, por lo que la
diferencia de orden 1/N entre el promedio de la amplitud de fidelidad y la
fidelidad, se sigue conservando.



20

2. Hamiltonianos del GUE




Capitulo 3

Hamiltonianos del GOE
perturbados con el grupo
unitario

En este capitulo se realizan el mismo tipo de cédlculos hechos en el
capitulo 2, pero ahora utilizando hamiltonianos reales simétricos del GOE
cuya perturbacion los convierte en hermitianos complejos. Primero se defi-
ne la forma de realizar la perturbacién isoespectral y después se aplica la
perturbacion para medir la amplitud de fidelidad. Posteriormente, el calcu-
lo se restringe al caso en que la dimension N > 1, para asi llegar a una
expresion asintotica sencilla. Al final del capitulo se calcula la amplitud
de fidelidad para dimensiones pequenas y se compara el resultado con la
version asintética.

3.1. Definicion de la perturbacién

Sea H, la representacién matricial de dimensiéon N de un hamiltoniano
invariante ante inversion temporal, es decir, una matriz real y simétrica.
Definimos H, como la matriz semejante de H,

H, = U, "H,U, (3.1)

donde U, es la transformacién de semejanza, tal que U, € U(N), es decir,
son matrices unitarias de dimension N y ademas H, es ahora una matriz

21
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hermitiana. Se define U, como la exponenciacién de una matriz hermitiana
h de la misma dimension que H,

U, = eioh (3.2)

donde a es un parametro real. Ademas

E =V, 'HyV, Yy A=V"'hV (3.3)

donde A, E son matrices diagonales y reales de dimension N, las cuales con-
tienen los eigenvalores de Hy, h, respectivamente, mientras que V, € O(N) y
V € U(N) son las matrices que contienen sus eigenvectores.

3.2. Amplitud de fidelidad

Con las definiciones dadas en la seccién anterior, la amplitud de fide-
lidad para perturbaciones isoespectrales en sistemas invariantes ante inver-
sion temporal, se obtiene de la siguiente manera:

fa (t) — <q)|eiE’tWefiAawflefiEtWEiAawfl|q)>’

donde se ha renombrado de nuevo |®) = V;|¥) y W = V,V, tal que W € U(N).
Al hacer el mismo analisis que en el capitulo anterior y utilizado la definicién
del factor de forma dado en la Ec. (2.I0) se obtiene la siguiente expresién
para la amplitud de fidelidad promediada sobre miembros H, del GOE y h
del GUE:

_K(a) + K () K (@)K (t) — K3(a) — K (t) + 1

(faltpy == DO SENCRY

donde ahora KM (t), Ky(a) son los factores de forma para los elementos F
del GOE y A del GUE, respectivamente.
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3.3. Amplitud de fidelidad para N > 1

El procedimiento para encontrar el promedio de la amplitud de fideli-
dad para N > 1, es el mismo que el del capitulo anterior, sélo que ahora
necesitamos sustituir el valor asintético del factor de forma para la simetria

correspondiente. Al hacer esto, se encuentra que la aproximacién de la am-
plitud de fidelidad es

(fa(T))1 5 = Sn(7) + Sn(a) — Sn(1)Sn(a)+
1 (3.5)

= [24 03(r) (Sw(@) — 1) + B(a)(Sn(7)  1)],

donde los subindices 1,2, se utilizan para expresar que se hizo un promedio
para H, sobre GOE (8 = 1) y otro promedio independiente para h sobre
GUE (B =2).

En la figura 3.1l se grafica este resultado para 7 € [0,1.5] y o € {0.01,0.5,1},
al dejar fijo N = 100. Asimismo, el andlisis hecho en la seccién anterior para
el valor asintético se cumple también en este caso (ver Ec. (ZIT)), pero,
dado que el comportamiento temporal es ahora funcién de b} (que a su vez
estd dado en funcién de logaritmos), este valor se alcanza a tiempos mucho

mas largos. Ademds el minimo en la amplitud de fidelidad también viene

—b3(a)

=2—, lo cual se puede verificar al observar la figura 3.1

dado por -

3.4. Amplitud de fidelidad para dimensiones
pequenas

Si el espacio de Hilbert generado por H, es pequeno debemos utilizar
la aproximacién de la Ec. (84) para la amplitud de fidelidad, ya que en esta
expresion se utiliza el factor de forma espectral b5, que como mencionamos
en el capitulo anterior, es un resultado valido solamente cuando N — co.
En este caso el factor de forma se obtuvo numéricamente diagonalizando
matrices reales simetricas para K, y hermitianas complejas para K3; pro-
mediando distintas realizaciones sobre el GOFE y GUE, respectivamente.
En la figura se grafica la amplitud de fidelidad dada por (B4, fijan-
do N = 10, asi como utilizando los valores de a = 0.1,0.5 y 1. Las lineas
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0.025

0.015

0.005

T

Figura 3.1: Aproximacién de (fa(7)); o para N > 1 al variar 7 € [0,1.5] y
a € {0.01,0.5,1}. Se fij6 N = 100.

0.3

0.2

015

01

Figura 3.2: Promedio de amplitud de fidelidad para N =10y a = 0.1,0.5,1. La
linea continua es el resultado asintético dado por la Ec. (83]) y la linea punteada
el resultado numérico de (B4)).
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punteadas muestran este resultado al haber promediado H, y h sobre 5000
miembros del GOE, GUE, respectivamente; las lineas continuas son el re-
sultado dado por la ecuacién asintética ([B.0). Se puede observar que ambos
comportamientos son muy similares; el promedio del error relativo, consi-
derando sélo los puntos despiies del minimo de la amplitud de fidelidad, es
de: 0.727, 0.612 y 0.968, para o = 0.1, 0.5 y 1, respectivamente. Este error
es del orden O(1/N), como era de esperarse por la discusién hecha en la la
seccion [2.4] ya que en este caso también W e U.

Finalmente, por el mismo argumento que el dado al final de la seccién
241 se cumple también que el promedio de la fidelidad es igual al modulo al
cuadrado de la amplitud de fidelidad: (F,(t)), ,=| (fa(7)), |, con un error
de orden 1/N.
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Capitulo 4

Hamiltonianos del GOE

En este capitulo se obtiene de nuevo una expresion de la amplitud de
fidelidad bajo perturbaciones isoespectrales, pero ahora vélida para hamil-
tonianos genéricos del GOE cuya perturbacién no cambia su representacion
matricial. Primero, se define la forma de realizar la perturbacién isoespec-
tral y después se aplica la perturbacion para medir la amplitud de fidelidad.
Posteriormente el célculo se restringe al caso en que la dimensiéon N > 1
para poder asi llegar a una expresion asintética sencilla. Al final del capitulo
se calcula la amplitud de fidelidad para dimensiones pequenas y se compara
el resultado con la version asintética.

4.1. Definicién de la perturbacién
Sea Hj la representacién matricial de dimensiéon N de un hamiltoniano

invariante ante inversion temporal, es decir, una matriz real y simétrica.
Definimos H, como la matriz semejante de H,

H, = 0;'H,0, (4.1)

donde O, es la transformacién de semejanza , tal que O, € O(N), es decir,
son matrices ortogonales de dimension N. Se define O, como la exponen-
ciacion de una matriz hermitiana antisimétrica h del mismo rango que Hy:

0, = e (4.2)

27
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donde a es un parametro real. Ademas
E=V;'HV, y A=V 'V (4.3)

donde V4,V € O(N), son las matrices que contienen los eigenvectores de Hy,
h, respectivamente, mientras que F,A son matrices de dimension N que
contienen sus eigenvalores. E es diagonal y real, pero, dado que V € O(N),
A es de la forma:

A0 0 0
0 X
0 A 0 0 O
1 .
A=— ' 4.4
i 0 0 0 A ' ( )
=X 0
O 0

para A, real. Los eigenvalores de h diferentes de cero son +\,. En el caso
de dimensién impar A siempre tiene al menos un renglén y una columna
iguales a cero.

4.2. Amplitud de fidelidad

Con las definiciones dadas en la seccién anterior, el promedio de la
amplitud de fidelidad se obtiene de la siguiente manera:

alt) = (W]elf0te )
— <\I’"/b_leiEt‘/oOgl‘/b_le_iEt‘/oOa‘\I/>

— (lP|‘/OfleiEt‘/OVeanV71‘/OflefiEt‘/OVeAavfl‘/ofl‘/d\I,> (45)
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donde en la tltima igualdad hemos multiplicado por la unidad V; 'Vj.
Ademas, si se define

) = Vo[ V) y W =1,V € O(N),

la amplitud de fidelidad toma la forma

fa(t) = (®|FWe AW e FH Y 20 1 D), (4.6)

Queremos escribir el operador eco resultante en términos de sus elementos
de matriz. Para lograr esto, primero observamos que

cos(aN;) *sin(a);) 0
Fsin(aA;) cos(aAr)
0 0
+Aa ) .
cos(aAn) tsin(aln)
2 2
F sin(a)\% ) cos(a)\% )

(4.7)

donde hemos consideramos el caso en que A es de dimension par y que 2r =
N, es decir, no hay eigenvalores iguales a cero. De esta manera, podemos
escribir el operador ([.7) como

(eiAa)

i = S0, €08 (ag) & (—1) 04 (1 — 8,,) sin (adg), (4.8)

donde los subindices latinos recorren la matriz en bloques de 2X2, por lo
que van de 1 hasta N/2, mientras que los subindices griegos recorren los
elementos de los bloques, por lo que sélo adquieren el valor 1 6 2. Siguiendo
esta misma notacién de indices dobles, podemos ahora escribir los elementos
de matriz del lado derecho de (4.0) de la siguiente manera:

<q)’eiEtWe—Aaw—le—iEtWeAaw—l ’(I)> —
2 N/2

= Z Z C:uctﬂl’ (eiEt)w,jy le&’éf (e_Aa)kgylp VVl;.,lmg

prép  ijkl
oTdxyY MNopq
—iEt Aa -1 _
X (6 )mo,nf Wn770¢ (6 )ogb,px WPX#I#’ -
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2 N/2

_ * iE;, t

= DD a1 5150, Wi ke
nvép  ijkl

o X MNopq
X (8110, cos (arg) — (—1)%61 (1 — &¢,) sin (aXy))

X Wma’lpefiEm"témn&TWnT’mb

X (50p5¢x cos (al,) + (_1)¢50p(1 — 04y sin (a)‘O)) Wappx =

2 NJ/2

= > chucque T (5, cos (adr) — (=1)8(1 = b,) sin (a\y))
pnép ik (49)

opxp mod

X ((5¢X cos (a),) + (=1)?(1 — ) sin (a)\o)) Wikt Wonor ko Wino,06 Waw,ox

donde ¢;, son los coeficientes de desarrollo de |®) en la base de W. Ademaés
se utilizé el hecho de que la matriz W es ortogonal, por lo que W, = Wy, ;...
Ahora se promedia la amplitud de fidelidad para H, sobre GOE, y h sobre
un ensemble de matrices hermitianas antisimétricas con la medida de Haar.
Se obtiene la siguiente expresion:

1 2 N/2 o
(fat))y 4 = v Z Z <e (Fip Ekp)t>1 (8,605, cos (a;) cos (aX;)+
pvépot ijkl
(—1)76,¢(1 — d,,) cos (aX;) sin (aX;) — (—1)"0,- (1 — 6,¢) sin (a);) cos (aX;)—
(=D)"(=1)7(1 = bue) (1 = 857 ) sin (aX;) sin (ar)) 4 (Wip i Wip.je Whpto Witz ) »
(4.10)

donde ahora denotamos los promedios sobre el GOE por (e),, mientras que
() , denota un promedio al recorrer un ensemble de matrices antisimétricas.
El doble indice en el promedio de la amplitud de fidelidad (e), , se refiere a
que se ha realizado un promedio sobre H, independiente del de h. Ademés,
por el mismo argumento dado en el capitulo 2, el promedio sobre O(N)
implica un promedio sobre estados aleatorios, por lo que los coeficientes ¢;,
de nuevo cumplen que (c}c,,)y = 0;m /N [24].

Para volver més transparente el cdlculo de los promedios de productos
de elementos W sobre el grupo ortogonal, podemos primero recorrer la
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matriz W por bloques de 2X2, para la cual el conjunto de subindices
{ip, jv, j&, kp,lo,lT} los renombramos como {a,b,c,d, e, f}, tal que

<Wiu,qukp,j£Wkp,laWiu,lT>1 — <WadecheWaf>1 . (411)

Los diferentes valores de los promedios para el operador de la derecha en
(@1d)) se puede obtener de forma compacta con ayuda de la férmula de
Weingarten[26] (Ver apéndice B)

(WaeWaWaeWay), = m [5bf5ce + 0ad(0pcley + 5be5cj)] +

4.12
[5bcaef(1 + 0ad) + Opeber (14 0uq) + 20aap0ce ], (4.12)

(n— 1)n(n+2

donde ¢, son las deltas de Kronecker y n = N/2. De esta manera, al recorrer
también las submatrices de 2X2 obtenemos

TO k T oT
W WiieWipto Wnie )y =ttty (013 + 0000 + 0]+
R — T k loT k kp clro .
(N—l)]Vl(N-i-?) [550(1 + 51'5) + 5JV5(1 +0; p) + 251557V£]

Aqui 5“ __________ =116, 5, . Al sustituir el resultado anterior en (ZI0), encon-
tramos que en este caso el promedio de la amplitud de fidelidad adquiere la

forma

(fat)) 14 = 7= 1)(2N+2 + & <Zel(E Ek)t>
1

N N/2 N/2
m <N2_ <Zel(Ei_Ek)t> ) <<ZC082(GAJ')> _ <Zsin2 ((IAJ)>
ik 1 j A j N

N/2
+2 <Z cos(ah;) COS(M)> )

gl

(4.14)



32 4. Hamiltonianos del GOE

Teniendo ahora en cuenta las identidades trigonométricas

1 2 1 1 . )
0082(9) _ +C(2)S( 0) _ 5 4 Z (6219 4 67219)
1-— 20 1 1 . )
sin?(6) = % L (e ) (4.15)
1, . . . .
cos(6) cos(¢) = 1 (61(0+¢>) 4 e i0F+0) 4 (i(0-0) 4 e—l(e—aﬁ)) ,

podemos escribir la Ec. ([EI4) como

N
_ —2 N+1 i(E;—Ep,)t
(fa)14 = ToTors + TN <Ze< k) > +
1

ik
N/2

3 ( 2iad; | e—2iakj>+ (4.16)

-1 (E;—E})t
(N—1)N2(N+2) ( <Ze § > ) <
1 J

N/2
Z <eia()\j+>\l) Lemiay ) o glah =)y oia(y —,\l))> .
gl A
De manera similar a los capitulos 2 y 3, se define el factor de forma para el
ensemble de matrices hermitianas antisimétricas de la siguiente manera:

N/2
N/2 ia(X;—A;)
K™ = 57 <Ze % M> (4.17)
A

t) en (2.10), la Ec. ([@I4) se ve de la

Con esta definicién y la dada para KV (

siguiente forma:

(N+DEN(©H | N KM@ <NK54V/2 ”

—2
D(N+2)  (N-DN(N +2)

<f“—(t)>1,A TIN-DN+2) TN o

N/2 N/2
I <Z (ezia,\ o~ 2iaN; ) I Z ( A +A) —ia(/\j+/\z)>> )
A

J

(4.18)



4.3. Amplitud de fidelidad para N > 1 33

4.3. Amplitud de fidelidad para N > 1

Para encontrar una expresién sencilla de la amplitud de fidelidad nos
restringiremos al caso en que N > 1. En este limite las correlaciones de
m puntos para el ensemble de matrices hermitianas antisimétricas son las
mismas que las correlaciones del GUE [30](Ver apéndice C). Por lo tanto
KY?(a) = K)Y?(a). Ademés, debido a que las correlaciones de un punto
siguen el comportamiento de una delta de Dirac, las podemos representar
por la funcién S que definimos en la seccién 2.3

<Z ei‘“j> ~ nS,(a). (4.19)

Sustituyendo ahora las correlaciones de un punto en ([£I8)) por la funcién
S apropiada, obtenemos la expresion

2 (N + 1)K (t)

(fa@))1 4 = E O R o

N — K} (t) o (4.20)
DV ) (Sx/2(20) + 483 5(a) + K2{(@))

donde se usé del hecho que S, (—a) = S,.(a), ya que es una funcién simétrica
por definicién. Ahora, ya que estamos en el caso en que N > 1, podemos
sustituir los factores de forma en términos de las funciones bi(a) y b3 (ver
Apéndice A), dando como resultado

(fal)y 4 == ss + % [1+ NSx(7) = b3(7)] + 5z [N — NSn(7) + b3(7)] X

[Sny2(20) + 55 (@) + 1+ FSnja(a) — b3(a)],
(4.21)

donde ahora 7 = t/ty y a = a/ay , es decir, el tiempo y la magnitud de
la perturbacion estan en unidades de su respectivo tiempo de Heisenberg.
Asimismo, al igual que en el caso GUE, las deltas de Dirac que aparecen
en la expresién asintética del factor de fueron sustituidas por la funcién
S. Finalmente, quedandonos solamente con los términos de orden O(1) y
O(N~') obtenemos que la amplitud de fidelidad para N >> 1, promediada
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Figura 4.1: Aproximacién de (fa(7)); 4 para N > 1 al variar los parametros
T, € [0,1.5]. Se fij6 N = 200.

sobre hamiltonianos Hy miembros del GOFE y hamiltonianos h que recorren
un ensemble de matrices antisimétricas es:

(fa®))1a = Sn(T) + 3Sn/2() (1 + Sny2(a)) = 39n(7)Sny2(0) (1 + Snja(e))
1

2+ bL(7) (2Sw/2() (1 + Swya(a)) — 1) + (B3(@) — Snya(20)) (Sn(7) — 1)].
(4.22)

TN

Con la misma S definida en la Ec. (2IH), en la figura A1l se graficé la
ecuacion anterior (£22) para 7, € [0,1.5], dejando fijo N = 200. Ademés
en la figura se graficaron cortes para a = {0.01,0.5,1}, donde se puede
observar mas claramente que el decaimiento de fidelidad es similar al caso
en que se mezclan simetrias (ver figura [3.1).

Si nos fijamos en el valor asintético de ([A22), es decir cuando 7 — oo,
encontramos que:

2 —b3(a) + Sn/2(2c)

(fa®))ya = 35n/2(a)(1 + Sxpa(a)) + ~ . (4.23)
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0.015 T
0=0.02 ——
a=0.5
o=l ——
0.0125
0.01

0.0075

0.005

0.0025

Figura 4.2: Aproximacién de (fo(7)); 4 para N > 1 al variar 7 € [0,1.5] y
a € {0.01,0.5,1}. Se fij6 N = 200.

f(t—>00)
0.020

0.015

0.010

‘ﬁillhtwww. o

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.4

Figura 4.3: Valor asintético de (fa(7 — 00)); 4. Se fijé N = 200.
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En la figura se grafica este valor asintotico. Podemos ahora entender
que la principal diferencia entre (3.3) y (4.22]), se debe a que para valores
de o € [0, ;] el valor estacionario de ([.2) varfa con 3Sn/2(a)(1+ Sy/2(@)),
mientras que para (3.0 va como Sy («). Asimismo tenemos que para o > ﬁ
el valor estacionario de (f,(t)), , estd en el rango [, %], con la condicion
de que si a es de orden O(NL/z), la funcién Sy/2(a) esté en su minimo, lo
cual sucede para a = Ni/z con k € {1,...,N/2} y al igual que en el caso
en que se mezclan simetrias, este valor se alcanza a tiempos mucho mas
largos debido a que el comportamiento temporal de la amplitud de fidelidad
esta determinado por b3(7). Ademas, se sigue cumpliendo que el minimo de

1 1-b3(a)

N3 €8 funcién de —3

la amplitud de fidelidad, para o >
tiempo 7 =1/N.

y se alcanza al

4.4. Amplitud de fidelidad para dimensiones
pequenas

Al igual que en el caso GUE, si el espacio de Hilbert generado por H,
es pequeno no podemos utilizar la aproximacién de la Ec. ([£22), ya que
en esa expresion se utilizan los factores de forma espectral v y b3, que son
resultados validos solamente cuando N — oo. En este caso se debe utili-
zar la expresién (AI4) 6 (4I0); sin embargo, como ya se menciono en el
capitulo 2, aunque para dimensiones pequenas existe una forma funcional
del factor de forma, esta es dificil de manipular, por lo que nuevamente se
obtuvo numéricamente diagonalizando matrices reales simetricas, asi como
matrices ortogonales, utilizando los eigenvalores de las primeras y las eigen-
fases de las segundas; promediando distinastas realizaciones sobre el GOFE
y el grupo ortogonal O.

En la figura [£4] las lineas punteadas muestra la amplitud de fidelidad para
N/2 =10y a = 0.2,0.5,1, al haber promediando H, sobre un ensemble de
m = 5000 miembros del GOE, asi como h sobre un ensemble de matrices
hermitianas antisimétricas del mismo nimero de miembros m; las lineas
continuas muestran el resultado con la féormula asintética, dada por la Ec.
(I22). Se puede observar que ambos comportamientos son muy similares,
con un error relativo de: 0.108, 0.036 y 0.047, para a =0.2, 0.5 y 1, res-
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0125
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0.075

0.05 ¢

0025 FIiY

Figura 4.4: Promedio de amplitud de fidelidad para N = 20 y a = 0.2,0.5, 1.
La linea continua es el resultado asintético dado por la Ec. [@22]), y la linea
punteada el resultado nimerico (EI4)

pectivamente. Estos valores concuerdan con lo esperado, ya que al igual
que en el caso GUE, el error debe de ser del orden O(1/N), debido a que
los promedios de los elementos de matriz W sobre O(N), dados por la Ec.
(13), también varian en un orden 1/N entre las correlaciones de un vector
y la de dos vectores. Las tultimas correlaciones no aparecen cuando N — oo,
hereddndose esté diferencia de orden entre las ecuaciones ([L.14) y ([E22]).

Finalmente, es necesario mencionar que el promedio de la fidelidad es igual
al modulo al cuadrado del promedio de la amplitud de fidelidad (F,(t)), , =
| (fa(t)), 4 |?, con un error de orden 1/N [4]. Esto es valido solamente cuando
los estados iniciales |¥) son reales, ya que para en el GOFE los operadores
que involucran al estado en un orden mayor que bilineal (como es el caso de
la fidelidad), hacer el promedio sobre el ensemble no implica un promedio
sobre estados aleatorios complejos[31]. Por ello, en el caso de estados ini-
ciales complejos no podemos aplicar el resultado (2.18]) mencionado al final
del capitulo 2.
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Capitulo 5

Modelo Dinamico

En este capitulo se desarrolla el sistema estudiado en [5 6] que con-
siste de dos osciladores con potencial de acoplamiento cuartico. Primero se
explica como construir su matriz hamiltoniana y después se mide la fideli-
dad perturbando el sistema con rotaciones en el espacio de configuracién.
La perturbacion hecha a este sistema es isoespectral, por lo que al final
del capitulo se compara el decaimiento de fidelidad de este sistema con lo
obtenido mediante el formalismo de matrices aleatorias, discutiendo asi la
validez y alcance de los modelos encontrados en los capitulos anteriores.

5.1. Definicion del sistema y la perturbacién

Se construyé la matriz hamiltoniana de dos osciladores cuanticos aco-
plados

1
H = i(pf +p3) + auqt + awgy + as(q — q2)*, (5.1)

donde ay,a, > 0. Este sistema es clasicamente integrable cuando as = 0,
mientras que casi la totalidad del volumen del espacio fase corresponde a
dindmica cadtica para valores negativos de as. Para que el sistema no se
disocie se debe cumplir que [5]:

1
‘043’ < 1—6(041 + ag). (52)

Debido a que (B5.J]) es un polinomio de grado par, se conserva la paridad,

39



40 5. Modelo Dinamico

es decir, el operador de paridad P conmuta con el hamiltoniano: [P, H] = 0.
Por eso, si hacemos uso de esta simetria, la representacién matricial de H
en la eigenbase de P se reduce a la forma de bloque

H®) 0

donde los eigenestados de H® serdn pares y los de H® impares. Para
construir las submatrices H® y H® se utiliz la base de dos osciladores
armonicos en segunda cuantizacién, con un par de operadores de ascenso y
descenso independientes para cada grado de libertad:

h R - Imwih | .
qr = D (ap + aL), pr = i1/ 2k (a;rC —ay). (5.4)

Se cumple asi que [ax,d]] = dx,, para k = 1,2. Los elementos de matriz de
H son de la forma

muwh . . . R
Honymy myng = —T(ml,m2|(a1 - ‘IDQ + (az — a£)2|n1,n2>—|—
h? . R . . R . . R
ST (my, malay (ay + al)* 4 ag(as + ab)* + as(ay + al — as — al)*ng, no),

(5.5)

donde se consideré el caso en que las frecuencias de oscilacion fueran iguales
wp = Wy = W.

La metodologia para construir H® y H® es la siguiente: primero se fijé el
numero maximo de cuantas N, = n; + n, y después se contaron todas las
combinaciones de n; y n, que dan la paridad deseada. Por ejemplo, la matriz
H® para N, = 2, toma la siguiente forma

(00|H®|00) (00|H®[02) (00|H™|11) (00|H ™ |20)
oo _ (02|H®|00) (02|H®|02) (02|H®|11) (02|H®|20) (5.6)
| @ E®I00) (A1H®™|02) (11|HP11) (11|HP|20) |- '
(20| H®|00) (20|H®[02) (20|H™|11) (20|H ™ |20)

Para este mismo valor de N,, la matriz H®, es
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@ _ ( (01[H®]o1) (01|H®|10)
A _<<10|H(P)|01> (10| H®|10) (5.7)

Nétese que, en general las matrices H® y H® son de dimensién distin-
ta. Ahora, para poder comparar resultados estadisticos con la teoria de
matrices aleatorias es necesario que no se mezclen eigenvalores de distinta
simetria, por lo que es indistinto si trabajamos con H® 6 H®  siempre y
cuando trabajemos con una paridad definida, por lo que de aqui en adelante
cuando nos refiramos a H sera a alguno de estos bloques.

Consideremos ahora una perturbaciéon isoespectral dada por una rotacion
en el plano ¢;q,. Para hacer esto se puede utilizar la transformacion de

coordenadas
(i )= (oi i )(8) o9

donde q; y ¢, son las coordenadas del hamiltoniano perturbado H' = H+0H.
Explicitamente el hamiltoniano rotado como funcién de v es de la forma

(p? + p3) + [ cos(y)* + ag sen(y)* + as(cos(y) — sen(y))*]q}

l\’)l}—t

H'(7) =
4o cos(7y)? sen(y) + day cos(y) sen(y)? — 2a3(2 cos(27y) — sen(4v))]q} ¢

+[-
+ [6(c1 + ag) cos(y)? sen(vy)? + 6as cos(27)?]qiqs

+ [~4a; cos(7y) sen(y)? + das cos(y)? sen(y) — 2as(2 cos(27) + sen(47))]q1¢5
+ [an sen(y)" + ag cos(y)" + as(cos(y) + sen(v))]g;.

(5.9)

Como las funciones trigonométricas dadas en (£.9) no dependen de la po-
siciéon, la representacion matricial de H'(y) es muy similar a la de H. Para
obtener H'(), s6lo se deben modificar los elementos diferente de cero en la
matriz H (Ec. (&) por el factor trigonométrico adecuado.
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5.2. Analisis de Fidelidad

Nos interesa ahora obtener la fidelidad en el régimen cadtico del siste-
ma, ya que la teoria desarrollada en los capitulos anteriores aplica solamen-
te para esta dindmica. Para obtener numéricamente la matriz hamiltoniana
(59) se utilizaron los parametros a;=35.15, a,=76.2 y a3=-5.0, que son
los mismos utilizados en [6] para la dindmica caética. Asimismo, se fijé el
nimero de cuantas en N, = 80, siendo la dimension de la matriz H re-
sultante de N = 1681; esta se eligié que fuese par. Una vez construida la
matriz se diagonalizo para encontrar sus eigenvalores {E]}Y | y eigenvec-
tores {|¢7)}+_, para distintos angulos v, observando que efectivamente el
espectro de eigenvalores permanece invariante al perturbar el sistema con
rotaciones arbitrarias. De esta manera, utilizando el estado inicial

200
0) = > Qo). (5.10)
k=101
donde los ¢} son coeficientes aleatorias reales, se calculé la fidelidad como
funcion de ~ con ayuda de las ecuaciones (L3]) y (I4))

N 200 2

E(r) =D > e torgllen| (5.11)
j=1 k=101

los ¢} son los coeficientes de desarrollo del estado | W) en la base de {|¢})}i_,.
En la figura5.1lse muestran los resultados obtenidos para y=1°, 2°, 3°, 4°, 5°
y 6° grados (6 lo que es lo mismo /180, 7/90, 7/60, 7 /45, 7/36 y /30 radia-
nes, respectivamente), donde se midi6 el tiempo 7 en unidades del tiempo de
Heisenberg ¢4 (ver apéndice A), calculado sobre el rango de energias donde
esta definido |¥). Se observa que, independientemente del angulo de pertur-
bacién, la fidelidad decae aproximadamente a 7.0.05, esto se puede ver mas
claramente en la figura [5.2] donde se graficé la fidelidad para tiempos mas
cortos. También se hicieron pruebas con otros estados iniciales combinacién
lineal de distinto rango de eigenestados, observando que el minimo varia
ligeramente al variar el estado inicial, pero su valor se mantiene cercano a
0.05 y dentro del orden de magnitud O(1072).

Queremos ahora comparar los resultados obtenidos aqui, con el modelo de
fidelidad obtenido mediante la teoria de matrices aleatorias en los capitulos
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Figura 5.1: Fidelidad del sistema (G.]]) al perturbarlo con rotaciones de dngulo
v =1°,2°,3°4° 5° y 6°. Se utilizé el estado inicial dado en la Ec. (5.10).
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Figura 5.2: Ampliacion de la figura [5.1] para tiempos pequenos.
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anteriores. Primero notamos que nuestro sistema es invariante ante inversion
temporal [5], por lo que debemos utilizar los resultados obtenidos en el
capitulo 4 para sistemas GOE. Ademas, debido a que en el modelo RMT,
la amplitud de fidelidad decae a tiempos 7, = 1/N para perturbaciones
a > 2/N, podemos suponer que existe cierta dimension asociada al sistema
N, y que, si consideramos 7,, = 0.05, ésta es aproximadamente N, ~ 1/7,, =
20. Por otro lado, para a > 2/N el valor estacionario de la amplitud de
fidelidad se debe encontrar en [1/N,,2/N,]|, mientras que el de la fidelidad,
al ser el médulo al cuadrado de la amplitud de fidelidad, debe estar en
el rango [1/N?2,4/NZ]. Por ello, si es valido que N, = 20, en nuestro caso
el valor estacionario de la fidelidad, que llamaremos F,., se debe encontrar
entre los valores [0.0025,0.0100]. En el cuadro [5.1] se escribe el promedio
de F. para las perturbaciones estudiadas anteriormente, asi como para los
dngulos v = 10°,30°,45° y 90°. Este promedio se realizé en el dominio de
T € [1,2], ya que en el modelo de RMT el valor estacionario se alcanza para
valores 7 > 1 (ver figura [.2]).

v ° | ~ rad. F,
1 10.0175 | 0.8419
2 10.0349 | 0.5000
3 10.0524 | 0.2080
4
5
6

0.0698 | 0.0631
0.0873 | 0.0184
0.1047 | 0.0099
10 | 0.1745 | 0.0099
30 | 0.5236 | 0.0044
45 | 0.7854 | 0.0031
57 10.9948 | 0.0033
90 | 1.5708 | 0.0031

Cuadro 5.1: Promedio de F, en el rango 7 € [1, 2] para distintos valores de . En
la primera columna se escribe v en grados y en la segunda en radianes.

Se puede observar en el cuadro superior que para v > 6°, valor que deno-
taremos como 7., el promedio de F, esta dentro del rango esperado por el
modelo RMT, sin que este valor disminuya mas alla de la cota inferior de



5.2. Analisis de Fidelidad 45

30°
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If2

Figura 5.3: Decaimiento de fidelidad para sistema (5.0) al perturbarlo con rota-
ciones de angulo v = 6°,10°,30°,45°,57° y 90°. Se utiliz6 el mismo estado inicial
que en la figura G511

0.0025, al perturbar el sistema con angulos mayores. Sin embargo, se puede
ver en la figura que el valor 7 al cual decae la fidelidad se vuelve mas
pequeno conforme se perturba el sistema con angulos mas grandes, lo que
no se puede justificar con el modelo RMT.

Un hecho muy sorprendente es que al medir en radianes los angulos de per-
turbacién se encuentra que ~, ~ 0.10 rad= 2/N,, lo que coincide en magnitud
con el valor minimo « predicho por el modelo RMT para el cual se cumple
que 7, = 1/N, y que F, € [1/N?,4/NZ]. De esta manera parece ser que pode-
mos identificar o = ~, cuando el angulo de perturbacion se mide en radianes.

Finalmente en la figura [5.4] se compara la fidelidad de este sistema con lo
obtenido por el modelo RMT para sistemas GOE. Ahi se consider6 N = N,
y se grafic6 el médulo al cuadrado de la Ec. (£22) para a = 0.1 y 1, as{ como
la fidelidad para el modelo dindmico con v = 0.1047 y 0.9948. Se observa que
para v = 0.1047,0.9948 la fidelidad del sistema dindamico fluctiia alrededor
del valor estacionario del modelo RMT para o = 1,0.1, respectivamente,
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Figura 5.4: Se compara el decaimiento de fidelidad del modelo RMT con el modelo
estudiado aqui. Las lineas gruesas muestran el médulo al cuadrado de la Ec. ([£22])
para o = 0.1 y 1. Las lineas delgadas son el resultado del modelo dindmico dado
en la Ec. (5)) para v = 0.1047 y 0.9948, utilizando el estado inicial (5.10).

es decir, aunque los promedios de F, del sistema dindmico caen dentro del
rango esperado, se ve que no siguen apropiadamente los valores predichos.
Ademas, en el cuadro pequeno de esta misma figura se puede observar que
el valor 7 al cual decae la fidelidad difiere ligeramente del modelo RMT.



Capitulo 6

Conclusion

En este capitulo se daran las conclusiones de este trabajo. Empezare-
mos generando las conclusiones particulares de cada capitulo, para final-
mente dar una conclusién general del trabajo.

En el capitulo 2 se desarrollé el modelo de matrices aleatorias para la
amplitud de fidelidad bajo perturbaciones isoespectrales utilizando miem-
bros del GUE. Ahi se encontré una expresiéon analitica para dimensiones
grandes. Se observa que el decaimiento a tiempos cortos estd determina-
do por los términos resultantes de la aproximacién a la delta de Dirac,
mientras que para valores del orden del tiempo de Heisenberg la fidelidad
sigue el comportamiento del factor de forma espectral by(7), con un orden
de magnitud menor que el correspondiente a tiempos cortos. Al evaluar
numéricamente la féormula para dimensiones pequenas y comparar los re-
sultados con la encontrada para dimensiones grandes, se observd que ambas
coinciden con un error relativo menor al 10 %, para el caso en que N = 10.

En el capitulo 3 se desarroll6 de nuevo el modelo de matrices aleatorias pa-
ra la amplitud de fidelidad, pero ahora utilizando matrices simétricas reales
del GOE que al ser perturbadas mediante una transformacién de semejan-
za unitaria se convierten en matrices hermitianas. La diferencia observada
respecto al caso anterior es que para tiempos del orden del tiempo de Hei-
senberg, la fidelidad sigue el comportamiento del factor de forma espectral
del GOE, es decir, su comportamiento esta determinado basicamente por

by (7).
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En el capitulo 4 se desarrollé de nuevo este modelo pero utilizando miem-
bros del GOE como hamiltonianos no perturbados. En este caso el hamilto-
niano fue perturbado mediante una transformacién de semejanza ortogonal,
lo que hizo que el algebra fuera més complicada, debido principalmente a
que fue necesario utilizar un ensemble de matrices hermitianas antisimétri-
cas para generar las matrices ortogonales que transforman al hamiltoniano.
Gracias al sorprendente resultado de que las correlaciones de las matrices
hermitianas antisimétricas son las mismas que las del GUE, es que fue po-
sible concluir el desarrollo algebraico para este caso. En lo demés, para
tiempos del orden del tiempo de Heisenberg, los resultados sélo difieren del
caso GUE en que la dindmica esta determinada por b,(7), mientras que pa-
ra tiempos cortos la forma del decaimiento de la fidelidad es distinta a los
dos casos anteriores, sin embargo se sigue cumpliendo que decae al tiempo
T=1/N.

Finalmente, en el capitulo 5 se midi6 la fidelidad para un sistema com-
puesto de dos osciladores con potencial de acoplamiento cuartico, el cual
se perturb¢ isoespectralmente mediante una rotacién en el espacio de con-
figuracion. Se encontro en el régimen cadtico del sistema que, independien-
temente del angulo de perturbacién, la fidelidad decae a 7,, = 0.05. De esta
manera, al comparar con el modelo de RMT para sistemas GOFE desarrolla-
do en el capitulo 4, se asocié una dimension N, = 1/7,, = 20 al sistema. Con
esta dimensién, el valor estacionario de la fidelidad permanece en el rango
[1/N2,4/NZ] predicho por el modelo RMT. Ademas, se encontré que si se
mide el angulo de perturbacion v en radianes, se puede asociar la magnitud
de este pardametro con la del modelo RMT, es decir, se observa que v ~ a.
Lo que no se observo fue el comportamiento creciente, dado por el modelo
RMT, como funcion del factor de forma espectral.

En suma, hemos encontrado una expresion bastante simple para la am-
plitud de fidelidad bajo perturbaciones isoespectrales dentro del marco de
referencia de la teoria de matrices aleatorias. Para los dos simetrias estudia-
das, el decaimiento a tiempos cortos va como una delta Dirac, mientras que
para valores del tiempo de Heisenberg sigue el comportamiento del corres-
pondiente factor de forma espectral bs(7). Asimismo, la comparacion con el
modelo dinamico nos da indicios de cierta correspondencia con el modelo.
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Sin embargo, estos resultados se obtuvieron de forma heuristica, por lo que
queda pendiente hacer un andlisis mas sistematico, asi como buscar un sig-
nificado fisico de la dimensién asociada al sistema N,.

El posible trabajo futuro serd encontrar una expresion de la fidelidad para
estados coherentes, para asi poder comparar los resultados de RMT con
los obtenidos en [7], 8], pues ahi utilizan estos tipos de estados iniciales en
su expresion de fidelidad. Cabe mencionar que el grupo de Fabrice Mortes-
sagne en Niza, Francia [33] intenta realizar experimentos en relacién con
nuestro trabajo. Ellos utilizaran un interferometro de Mach-Zender para
medir la fidelidad después de mandar un haz de microondas a través de dos
fibras 6pticas cadticas, rotando cierto angulo una respecto a la otra. Por ello
los resultados obtenidos ahi podran servir para validar experimentalmente
nuestro modelo.
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6. Conclusién




Apéndice A
Aspectos de RMT

A continuaciéon se definen algunas cantidades tomadas de la teoria de
matrices aleatorias que han sido utilizadas a lo largo de la tesis.

El promedio de la densidad de niveles, algunas veces llamada densidad de
estados, es el promedio del numero de eigenvalores por unidad de energia en
un ensemble dado. Para dimensiones grandes, el promedio de la densidad
de niveles para los ensembles clasicos esta dado por

TE

0

|E| < 2¥
|E| > 2%
a la que se conoce como ley del semicirculo de Wigner. En el limite £ — 0

la densidad de niveles se vuelve constante (p(F)) = 1, siempre y cuando la
energia se mida en unidades 2N /.

Una cantidad relacionada con la densidad de niveles es el tiempo de Hei-
senberg 74, que viene a ser el tiempo aproximado en que dos eigenvalores
vecinos cruzan el circulo unitario

(Ei+1 - Ei)TH/h ~ 2. (Al)

Unas caracteristicas importantes de los espectros de matrices aleatorias son
sus correlaciones. El factor de forma, que hemos definido en el desarrollo
de la tesis, es una cantidad que mide correlaciones entre dos eigenvalores
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distintos, también llamadas correlaciones de dos puntos. En el limite de
dimensiones grandes esta cantidad se puede escribir como

Koy (1) =1+0(7) - by (7) (A.2)

donde el indice § caracteriza el ensemble, § =1 para GOE 'y 3 = 2 para GUE.
A la funcién b7 se le conoce como factor de forma espectral, y esta dada por

1=2|7| + |7]log(2|7| + 1) si 7| <1
bi(r) = A.
2(7) { —1+ |7|log (;;:;ﬂ) si 7| >1 " (A-3)
y
1—|r| si 7] <1
bi(1) = A4
2(7) { 0 si |7 >17 (A4)

para el ensemble GOE y GUE, respectivamente.



Apéndice B

Integrales del grupo ortogonal
con la funcién de Weingarten

En el articulo de Collins et. al[26] encuentran una expresién compacta
para los distintos valores de las integrales de monomios u;,, ... %;,;, € O(n)
bajo la medida de Haar. Ellos llegan a que

(wisy "'uizk.72k>o(n) = /o( )uilh Uigp o @ Z O ()05 (J)Win (7, 0),

m,0€D},
(B.1)
donde los objetos del lado derecho son:
u ]I: (117---71216) y v]] - (j17"'7j2k)-
= D, es el conjunto de parejas formadas con los indices {1,...,2k}.

» Wy, (7, o) es la matriz de Weingarten dada por Gy}, tal que Gy, (7, 0) =

n\ﬁVo’\

Para k = 2, que es el caso que se utilizo en el capitulo 4, la matriz de
Weingarten esta dada por

—1

n? n n 1 n+1 —1 -1
Way, = n n® n = -1 n+1 -1 ,
n n n? (n=1)n(n +2) -1 -1 n+1

(B.2)
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por lo que

<ui1j1ui2j2ui3j3ui4j4>O(n) = Z 57r(i17i27i37i4)60'(j17j27j37j4)w2n(7raU) =

m,0€Dgy
n+1
(n _ 1)n(n i 2) (5i1i2 5i3i45.7'1j2 5.7'3j4 + 5i1i3 5i2i4 5]’1‘7'3 5]’2]‘4 + 5i1i45i2i3 5]'1]45]’2]‘3) +
-1

(n _ 1)n(n T 2) (5i1i25i3i45.7'1‘7'35.7'2j4 + 5%’1%’2 5i3i4‘571j4‘572j3 + 5i1i3 5@4 53‘1]'2 5j3j4—|—

iy iq0.

i2i45j1j45j2j3 + 51'11'4 51'21'3 5j1j2 5j3j4 + 51'11'451'21'3 5J’1j3 5j2j4)'

(B.3)
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Renombrando los subindices de las deltas de Kronecker por los de (Z11]),
y observando que dos de ellos se repiten, se llega automaticamente a la
expresion ([AI2]) de la seccién 4.2.



Apéndice C

Factor de forma para matrices
hermitianas antisimétricas

Para verificar la validez del resultado K4(a) = K,(a) (utilizado en la
seccién 4.3), es decir, que el factor de forma para un ensemble de matrices
hermitianas antisimétricas es el mismo que el del GUFE en el limite cuando
N — oo [30], se calculé numéricamente el factor de forma para matrices
hermitianas antisimétricas, asi como para matrices hermitianas complejas,
y se comparo el resultado con la formula asintética del factor de forma para
el GUE (ver apéndice A).

En la parte superior de la figura la linea con puntos muestra el fac-
tor de forma para un ensemble de 2000 matrices hermitianas antisimétricas
de dimensién N = 200, mientras que la linea punteada de la figura inferior
muestra el factor de forma del GUE utilizando 2000 matrices hermitianas
complejas de la misma dimension que en el caso anterior. En ambas figuras,
la linea continua muestra el factor de forma del GUE en el limite asintotico
N — oo . Para el primer caso el error relativo, entre la realizacion numérica
y el valor asintético del GUE es menor al 5%, mientras que en el segundo
caso es menor al 3%. De esta manera se comprueba numéricamente que las
correlaciones son las mismas para ambos ensembles.
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numerico o
14 analitico

12 8
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Figura C.1: Las lineas continuas representan el valor asintético del factor de
forma para el GUE. Los puntos de arriba muestran el Factor de forma para un
ensemble de 2000 matrices hermitianas antisimétricas; mientras que los de abajo
son el factor de forma para el mismo nimero de miembros del GUE. En ambos
casos la dimension de las matrices utilizadas es de N = 200.
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