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Resumen

En el presente trabajo se calcula la amplitud de fidelidad para pertur-
baciones isoespectrales bajo la teoŕıa de matrices aleatorias. Ejemplos de
este tipo de perturbaciones son las rotaciones y traslaciones en el espacio
fase. Aqúı las trataremos desde un punto de vista más general, consideran-
do perturbaciones generadas mediante una transformación de semejanza
del hamiltoniano no perturbado, ya que estas transformaciones no vaŕıan el
espectro de eigenvalores.

Se utilizan sistemas con invariancia ante inversión temporal, es decir,
miembros genéricos del GOE, aśı como sistemas en donde la invariancia
ante inversión temporal es violada, los cuales pertenecen al GUE. Se realizan
promedios sobre los ensembles a los que pertenecen los sistemas y se discuten
las propiedades encontradas en términos de cantidades estad́ısticas t́ıpicas
de la teoŕıa de matrices aleatorias como son el factor de forma y el tiempo
de Heisenberg.

Finalmente, se trabaja un modelo de osciladores acoplados a los que
se les perturba isoespectralmente mediante una rotación en el espacio fase
y se mide su fidelidad. Se discuten los resultados obtenidos y se analiza la
relación con el resultado de matrices aleatorias desarrollado aqúı.



Abstract

In the present work we calculate the fidelity amplitude for isospectral
perturbations under framework of random matrix theory. Rotations and
translations in phase space are examples of this kind of perturbations. He-
re we adopt a more general point of view, using perturbations generated
through a similarity transformation of the unperturbed hamiltonian, since
this perturbations do not change the eigenvalue spectrum.

We use time-reversal invariant systems, namely, generic members of
GOE, as well as systems in which time-reversal invariance is violated, which
belong to GUE, and focus on the ensemble average results. The properties
found are discussed in terms of typical statistical quantities belonging to
random matrix theory such as the form factor and Heisenberg time.

Finally, a model of coupled oscillators which is perturbed in isospectral
form through a rotation in a phase space is worked and we compute its
fidelity. Results are discussed and compared with the random matrix model
developed here.
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“. . . If we allowed this equalization to proceed for a certain time, and then

reversed the motions of all the molecules, we would observe a disequalization.

However, if the number of molecules is very large, as it is in a gas, any slight

deviation from absolute precision in the reversal will greatly shorten the time

during wich disequalization occurs . . . Furthemore, if we take account of the fact

that no physical system can be completely isolated from its surroundings but is in

principle interacting with all other molecules in the universe, and if we believe

that the number of these latter molecules is infinite, then we may conclude that

is impossible for temperature-differences to arise spontaneously . . . ”.

William Thompson, 1874



Caṕıtulo 1

Introducción

La fidelidad surge como una cantidad importante en relación a la pa-
radoja de la reversibilidad del tiempo en mecánica estad́ıstica, ya que mide
que tan diferente es la evolución hacia atrás en el tiempo con respecto al
estado inicial después de que el sistema interactuó con el medio ambiente.
Actualmente sus aplicaciones van más allá de este problema, convirtiéndose
en los últimos años en un concepto muy importante en caos cuántico, aśı co-
mo en un área muy proĺıfica en teoŕıa de la información cuántica debido
a que su estudio es crucial para el desarrollo de exitosos dispositivos que
harán posible la computadora cuántica.

Por otra parte, debido a que los modelos de matrices aleatorias han te-
nido bastante éxito en describir un extenso campo de fenómenos en f́ısica,
desde elasticidad hasta f́ısica de part́ıculas [1, 2], asociados en cierto senti-
do con caos, han surgido numerosos trabajos que han intentado hacer una
formulación de la fidelidad desde este marco de referencia [3, 4].

La motivación para estudiar las perturbaciones isoespectrales surge de tra-
bajar con un sistema de dos osciladores con potencial de acoplamiento
cuártico, previamente estudiado en [5, 6], cuya enerǵıa no cambia al pertur-
barlo mediante rotaciones en el espacio de configuración. Lo que nosotros
observamos es que la fidelidad decae a tiempos muy cortos comparado con
el tiempo de Heisenberg, lo cual no es lo t́ıpico en los sistemas que han sido
estudiados mediante esta cantidad [4].

1



2 1. Introducción

Al revisar los trabajos previos, se encuentra que sólo en [7, 8] se han aplica-
do perturbaciones isoespectrales a una cantidad similar a la fidelidad. En [7]
se interesaron en medir la sensibilidad de los estados iniciales mediante el
traslape de estados desplazados en el espacio fase respecto a los mismos
estados sin desplazar, mientras que en [8] se investigó el decaimiento de fi-
delidad en el limite semiclásico para un paquete de onda que es reconstruido
después de perturbar el sistema mediante una traslación en el espacio fase.
En ambos casos la traslación del espacio fase deja invariante el espectro de
enerǵıas, pero como ellos utilizan el rotor pateado como hamiltoniano de
prueba es dif́ıcil comparar cuantitativamente los resultados obtenidos con
los nuestros, ya que miden la fidelidad como función del numero de patadas
aplicadas al sistema.

Dado que no existen resultados universales para el decaimiento de fide-
lidad ante perturbaciones isoespectrales y con la intención de explicar el
decaimiento a tiempos tan cortos para el oscilador cuártico, en este trabajo
se analiza la amplitud de fidelidad para este tipo de perturbaciones desde el
formalismo de la teoŕıa de matrices aleatorias, para lo cual se utilizan hamil-
tonianos invariantes ante inversión temporal y rotaciones (GOE), aśı como
aquellos en que la invariancia temporal es violada (GUE), obteniendo re-
sultados validos para estados iniciales aleatorios.

En lo que resta de este caṕıtulo se menciona en forma somera el trabajo
previo realizado por los matemáticos en el área de las perturbaciones isoes-
pectrales. Enseguida se define lo que es la fidelidad y se mencionan algunos
comportamientos universales importantes. Finalmente se relata brevemente
la historia de las matrices aleatorias y se introducen algunas cantidades im-
portantes para la estad́ıstica de eigenvalores y eigenvectores de los grupos
clásicos.

En el caṕıtulo 2 se calcula la amplitud de fidelidad para perturbaciones iso-
espectrales utilizando hamiltonianos genéricos del GUE, es decir, sistemas
en donde la invariancia temporal se ha violado. Se realiza un promedio sobre
todo el ensemble y se encuentra una fórmula asintótica para dimensiones
N ≫ 1. Al final del caṕıtulo se compara numéricamente el comportamiento
para dimensiones pequeñas con la fórmula asintótica.
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En el capitulo 3 se calcula la amplitud de fidelidad utilizando hamilto-
nianos cuya representación matricial es real y simétrica, es decir, miembros
genéricos del GOE, y que mediante una transformación de semejanza uni-
taria su representación se vuelve hermitiana. Se realiza un promedio sobre
el GOE y GUE, y se encuentra una formula asintótica para dimensiones
N ≫ 1. De nuevo, al final del caṕıtulo se compara numéricamente el com-
portamiento para dimensiones pequeñas con la fórmula asintótica.

En el caṕıtulo 4 se calcula la amplitud de fidelidad utilizando hamilto-
nianos genéricos del GOE, pero ahora con perturbaciones isoespectrales
dadas por una transformación de semejanza ortogonal del hamiltoniano ini-
cial. Asimismo se realiza un promedio sobre el ensemble y se encuentra una
formula asintótica para N ≫ 1, cuyo comportamiento es muy similar al del
caṕıtulo 3. Enseguida se compara numéricamente el comportamiento para
dimensiones pequeñas con la fórmula asintótica.

En el caṕıtulo 5 se mide la fidelidad de un sistema compuesto de dos
osciladores acoplados mediante un potencial cuártico, aplicando perturba-
ciones que rotan el espacio de configuración. Se obtienen resultados para el
régimen caótico del sistema y se comparan estos resultados con lo obtenido
mediante la teoŕıa desarrollada aqúı para los sistemas GOE, encontrando
de forma heuŕıstica concordancia en el valor del tiempo al cual decae la
fidelidad, aśı como con su valor estacionario.

Finalmente en el caṕıtulo 6 se hace un breve resumen de los principales
resultados y se formulan algunas conclusiones, aśı como el posible trabajo
futuro.

1.1. Isoespectralidad

Las perturbaciones isoespectrales son aquellas que no vaŕıan el espectro
de eigenvalores. En general desde el punto de vista f́ısico, la isoespectrali-
dad se presenta entre hamiltonianos relacionados por una transformación
de semejanza.

Entre los matemáticos ha sido de interés buscar superficies no isométricas
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que presentaran isoespectralidad desde que Kac [9] formulara la pregunta
en 1966: Can you hear the shape of a drum? Es decir, ¿existen dos do-
minios con el mismo espectro de eigenvalores necesariamente congruentes
ó isometricos? Numerosos trabajos surgieron intentando dar respuesta sobre
variedades muy particulares, de interés puramente matemático, hasta que
Gordon [10] respondió la pregunta negativamente para el caso de superficies
en forma de tambor, es decir, superficies euclidianas de dos dimensiones con
condiciones de frontera de Dirichlet y operador de Laplace en la membra-
na. De esta manera quedó demostrado que no se puede óır la forma de un
tambor, ya que pueden existir dos superficies de distinta forma que generen
el mismo espectro.

La única evidencia f́ısica para verificar el resultado de Gordon se debe a
dos experimentos de Sridhar et al. En el primero [11], analizan dos billares
no isométricos, de los que se proponen en [10], mientras que en [12] se
sitúan algunos dispersores para aśı lograr que la dinámica sea caótica. Sin
embargo, los resultados de esta tesis estarán enfocados a perturbaciones
que rotan ó trasladan el sistema, es decir, a perturbaciones isoespectrales
isométricas.

1.2. Fidelidad

La inestabilidad clásica se define usualmente como la separación expo-
nencial en el tiempo de dos trayectorias cercanas. En mecánica cuántica uno
podŕıa intentar medir la sensibilidad del sistema ante variaciones de la fun-
ción de onda inicial; sin embargo, el operador de evolución es unitario y por
lo tanto preserva el producto interno (i.e. la distancia) entre dos estados,
por lo que no hay separación exponencial respecto a la variación del estado
inicial. Por otro, lado existe una cantidad alternativa que nos permite medir
la sensibilidad de la dinámica ante perturbaciones del hamiltoniano; esta es
la fidelidad.

En términos generales, la fidelidad mide la desviación de un estado inicial
que se evoluciona bajo la acción de un hamiltoniano H0 y se regresa en el
tiempo con un hamiltoniano perturbado Hǫ. Si la perturbación es pequeña
podemos suponer que la dependencia en el parámetro de perturbación ǫ es
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lineal:

Hǫ(t) = H0(t) + ǫV (t), (1.1)

en donde V (t) es la perturbación aplicada a H0. Por otro lado el operador
de evolución asociado a los hamiltonianos es:

Uǫ = T̂ exp

(

−
i

~

∫ t

0

dt′Hǫ(t
′)

)

, (1.2)

siendo T̂ el operador de orden en el tiempo. De esta manera, la amplitud
de fidelidad para algún estado inicial arbitrario |Ψ〉 se define como [3]:

f(t) = 〈Ψ0(t)|Ψǫ(t)〉 = 〈Ψ|U0(−t)Uǫ(t)|Ψ〉 = 〈Mǫ(t)〉, (1.3)

donde Mǫ(t) es conocido como operador eco. La fidelidad es simplemente el
módulo al cuadrado de la amplitud de fidelidad

Fǫ(t) = |fǫ(t)|
2. (1.4)

La sensibilidad a las perturbaciones medida mediante la fidelidad nos permi-
te naturalmente hacer comparaciones entre la situación cuántica y la clásica.
Para sistemas clásicos la fidelidad da la misma sensibilidad exponencial ba-
jo perturbaciones en el hamiltoniano que las obtenidas ante variaciones de
las condiciones iniciales [4].

La fidelidad cuántica puede comportarse de una manera muy diferente a
la clásica, mostrando una rica variedad de reǵımenes. Por ejemplo, para
tiempos cortos comparado con el tiempo de Heisenberg tH(ver apéndice A),
se puede escribir la serie de Born para el operador eco y quedarse a segundo
orden, con lo que se obtiene la respuesta lineal de la fidelidad:

Fǫ(t) = |〈Mǫ(t)〉|
2 =

∣

∣

∣

∣

〈T̂ exp

(

−
i

~
ǫ

∫ t

0

dt′Ṽ (t′)

)

〉

∣

∣

∣

∣

2

=

= 1−
ǫ2

~2

∫ t

0

dt′
∫ t

0

dt′′
(

〈Ṽ (t′)Ṽ (t′′)〉 − 〈Ṽ (t′)〉〈Ṽ (t′′)〉
)

+O(ǫ4),

(1.5)
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donde Ṽ (t) = U0(−t)V (t)U0(t), está en la representación de interacción. Aho-
ra, si definimos Σ =

∫ t

0
dt′Ṽ (t′), la fidelidad adquiere la forma:

Fǫ(t) = 1−
ǫ2

~2
{〈Σ2(t)〉 − 〈Σ(t)〉2}+O(ǫ4), (1.6)

y al considerar que en sistemas con ĺımite clásico caótico la varianza de Σ(t)

va como 〈Σ2(t)〉 − 〈Σ(t)〉2 ∝ t, mientras que para sistemas con limite clásico
integrable es proporcional a t2, resultado que se puede deducir clásicamen-
te mediante la ecuación de difusión e intuitivamente se entiende que en la
dinámica regular las variables tienen menos obstáculos en su camino com-
parado con la caótica; se encuentra que la fidelidad decae como una función
lineal en el tiempo para dinámicas caóticas, y como una función cuadrática
para regulares.

Por otro lado, para tiempos aún más cortos, del orden del tiempo de Zeno,
la fidelidad siempre decae cuadráticamente, sin importar si la dinámica es
caótica o regular [13].

1.3. Teoŕıa de matrices aleatorias

La teoŕıa de matrices aleatorias (RMT, por sus siglas en inglés) es un
nuevo tipo de mecánica estad́ıstica, donde en vez de tener un ensemble de
estados gobernados por el mismo hamiltoniano, se tiene un ensemble de
hamiltonianos gobernados por la misma simetŕıa.

Esta teoŕıa fue introducida en estad́ıstica matemática por Wishart en 1928
[14]. Muchos matemáticos trabajaron después en esta área por interés pura-
mente teórico. En 1935 Elie Cartan clasifica los ensembles según la simetŕıa
que se conserva [15] y el primer libro que contiene los resultados matemáti-
cos más relevantes lo publicó L. K. Hua en 1959 [16]. En la década de 1950
Wigner la utiliza para tratar con los eigenvalores y eigenvectores de sistemas
cuánticos complejos de muchos cuerpos. En ese dominio, RMT ha tenido
aplicaciones exitosas para la descripción de las fluctuaciones espectrales de
los núcleos atómicos, aśı como de átomos y moléculas complejas [17]. F.J.
Dyson y M.L. Mehta hicieron cálculos anaĺıticos detallados en la década
de 1960, Mehta publicó en 1967 un libro en donde describe las principales
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técnicas desarrolladas hasta ese momento [18].

El interés en la teoŕıa de matrices aleatorias se renovó enormemente cuando
Casati et al., guiados por las ideas de Michael Berry, publican la primera
evidencia de que las ideas de RMT pueden ser aplicables a los espectros de
todos los sistemas caóticos [19]. Sin embargo, la formulación mas aceptada
y general de este resultado, conocida como conjetura de caos cuántico, se
publicó en un art́ıculo de Bohigas, Giannoni y Schmidt en 1984 [20].

En lo que ahora se conoce como la versión clásica, la teoŕıa de matrices
aleatorias maneja tres ensembles gaussianos de matrices hermitianas, cada
uno para un distinto grupo de transformaciones canónicas. Estos ensembles
se definen en términos de las propiedades de simetŕıa del hamiltoniano [2]:

Para sistemas con invariancia ante inversión temporal y con simetŕıa
rotacional, la matriz hamiltoniana H se puede elegir real y simétrica

H = HT . (1.7)

Para los sistemas sin invariancia ante inversión temporal las matrices
H son hermitianas:

H = H†. (1.8)

Para los sistemas con invariancia ante inversión temporal con spin 1/2

y sin simetŕıa rotacional, el hamiltoniano se escribe en términos de las
matrices de Pauli σγ

H0
mn12 − i

3
∑

γ=1

H(γ)
nmσγ , (1.9)

donde H0 es simétrica y Hγ son antisimétricas.

En los tres casos, la densidad de probabilidad de encontrar una matriz par-
ticular dentro del ensemble está dada, en general, por la función gaussiana:

PNβ(H) ∝ exp

(

−
βN

λ2
trH2

)

. (1.10)
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Las propiedades de simetŕıa y las funciones de peso PNβ(H) son invarian-
tes bajo transformaciones ortogonales, unitarias y simplécticas del hamilto-
niano, para β = 1, 2 y 4, respectivamente. Es por ello que a estos ensembles
se les conoce como GOE, GUE y GSE (por sus siglas en inglés: Gaussian
Orthogonal, Unitary y Symplectic Ensemble, respectivamente).

Por otro lado, cada miembro Hβ de estos ensembles puede representarse
en la forma:

Hβ = WEW−1, (1.11)

donde E son matrices diagonales que contienen los eigenvalores de H, y
W son matrices ortogonales, unitarias ó simplecticas (dependiendo de si
β = 1, 2 ó 4), las cuales contienen los eigenvectores de Hβ. Esto y el hecho
de que la distribución de probabilidad (1.10) depende explicitamente de
los eigenvalores de Hβ, implica que la distribución de los eigenvalores debe
ser independiente de la de sus eigenvectores, es decir, al medir propiedades
estad́ısticas de los ensembles podemos tratar por separado los eigenvalores
y eigenvectores de dichos ensembles.

1.3.1. Estad́ıstica de eigenvectores

La estad́ıstica de los eigenvectores de los ensembles definidos en la sec-
ción anterior es la estad́ıstica de los elementos de los grupos ortogonales,
unitarios ó simplécticos, con su respectiva medida, que en este caso al ser
grupos compactos de Lie, poseen una única medida invariante, que es la
medida de Haar.

En general es de interés calcular promedios de productos de elementos de ei-
genvectores sobre todo el ensemble. Estos promedios se pueden ver también
como integrales sobre dichos grupos bajo la medida de Haar. En general
los elementos de un eigenvector están correlacionados con los elementos de
cualquier otro; sin embargo, cuando trabajamos con matrices de dimensión
N → ∞, estos elementos se vuelven variables gaussianas con varianza 1/N

y las correlaciones desaparecen, lo que hace mucho más sencillo el cálculo
de los promedios.

En este trabajo estaremos interesados en calcular promedios de produc-



1.3. Teoŕıa de matrices aleatorias 9

tos de elementos de dos columnas sobre el grupo ortogonal, aśı como sobre
el grupo unitario. Las técnicas que se siguen para este cálculo fueron desa-
rrolladas primeramente por Ullah y Porter [22, 23]; sin embargo, en nuestro
análisis estos promedios se tomaron de los trabajos de Gorin [24, 25] y de
Collins et al. [26], por ser mas sencilla el álgebra.

1.3.2. Estad́ıstica de eigenvalores

La distribución de eigenvalores a primeros vecinos P (s) es una de las
cantidades más importantes en RMT que se emplea para estudiar propie-
dades estad́ısticas de los eigenvalores. Esta distribución consiste en medir
los espaciamientos sn = En − En−1 de enerǵıas adyacentes.

En 1977 en un articulo de Berry y Tabor [27], se muestra que genéricamente
para sistemas de dos o más dimensiones cuya dinámica clásica es comple-
tamente integrable, la función de distribución es poissoniana P (s) = e−s, es
decir, muestran un espectro aleatorio. La excepción más importante es el
oscilador armónico, cuya distribución de espaciamiento a primeros vecinos
encuentran que es P (s) = δ(s − 1), cuando las frecuencias son inconmensu-
rables.

Por otro lado, en un art́ıculo de Casati et al. de 1980 [19], se da la pri-
mera evidencia de que los sistemas clásicamente no integrables que tienen
las mismas simetŕıas que el GOE, GUE y GSE, siguen la misma distribu-
ción de eigenvalores que el correspondiente ensemble.

Estas distribuciones adquieren la forma dada en la ecuación (1.12) para
matrices de 2X2. Sin embargo, se ha encontrado que describen con alta
precisión el espectro de matrices aleatorias para dimensiones arbitrarias.
Este resultado se debe a Wigner y se le conoce como Wigner surmise [28].
En la figura (1.1) se grafican estas distribuciones para los ensembles clási-
cos.

P (s) =











π
2
se−

π
4 s

2
GOE

32
π
s2e−

4
π s

2
GUE

218

36π3
s4e−

64
9π s

2
GSE

(1.12)
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Figura 1.1: Distribución de eigenvalores a primeros vecinos para los ensembles
GOE, GUE y GSE de dimensión N = 2.



Caṕıtulo 2

Hamiltonianos del GUE

En este caṕıtulo se obtiene una expresión de la amplitud de fidelidad
bajo perturbaciones isoespectrales, válida para hamiltonianos genéricos del
GUE. Primero, se define la forma de realizar la perturbación isoespectral y
después se mide la amplitud de fidelidad al aplicar este tipo de perturbación
al hamiltoniano. Posteriormente, el cálculo se restringe al caso en que la
dimensión N ≫ 1 para poder aśı llegar a una expresión asintótica sencilla.
Al final del caṕıtulo se calcula numéricamente la amplitud de fidelidad para
dimensiones pequeñas y se compara el resultado con la fórmula asintótica
encontrada previamente.

2.1. Definición de la perturbación

Sea H0 la representación matricial de dimensión N de un hamiltoniano
cuya invariancia ante inversión temporal se viola, es decir, un miembro del
GUE, el cual se puede representar por una matriz hermitiana compleja.
Definimos Ha como la matriz semejante de H0

Ha = U−1
a H0Ua, (2.1)

donde Ua es la transformación de semejanza tal que Ua ∈ U(N), es decir, es
una matriz unitaria de dimensión N . Se define Ua como la exponenciación
de una matriz hermitiana compleja h de la misma dimensión que H0:

11
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Ua = eiah (2.2)

donde a es un parámetro real. Además

E = V −1
0 H0V0 y ∆ = V −1hV (2.3)

donde E,∆ son matrices diagonales y reales de dimensión N , las cuales
contienen los eigenvalores de H0, h, respectivamente; V0, V ∈ U(N), son las
matrices que contienen sus eigenvectores.

2.2. Amplitud de fidelidad

Con las definiciones dadas en la sección anterior, la amplitud de fideli-
dad para perturbaciones isoespectrales en sistemas que no son invariantes
ante inversión temporal, se obtiene de la siguiente manera:

fa(t) = 〈Ψ|eiH0te−iHat|Ψ〉

= 〈Ψ|V −1
0 eiEtV0U

−1
a V −1

0 e−iEtV0Ua|Ψ〉

= 〈Ψ|V −1
0 eiEtV0V e−i∆aV −1V −1

0 e−iEtV0V ei∆aV −1V −1
0 V0|Ψ〉, (2.4)

donde en la ultima igualdad hemos multiplicado por la unidad V −1
0 V0. Si se

define

|Φ〉 = V0|Ψ〉 y W = V0V ∈ U(N),

la amplitud de fidelidad toma la forma

fa(t) = 〈Φ|eiEtWe−i∆aW−1e−iEtWei∆aW−1|Φ〉. (2.5)

Si se escribe el operador eco resultante en términos de sus elementos de
matriz y se desarrolla el estado inicial |Φ〉 en la base de W , se obtiene

fa(t) =
∑

ijklm

c∗i cme
i(Ei−Ek)tei(∆l−∆j)aWijW

∗
kjWklW

∗
ml
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donde ci, para i ∈ {1, ..., n} son los coeficientes de expansión de |Φ〉. Además,
se utilizó el hecho de que la matriz W es unitaria, por lo que W−1

nm = W ∗
mn.

Denotando los promedios sobre el GUE por 〈•〉2, la amplitud de fidelidad
promediada sobre este ensemble toma la forma:

〈fa(t)〉2,2 =
1

N

∑

ijkl

〈

ei(Ei−Ek)t
〉

2

〈

ei(∆l−∆j)a
〉

2

〈

WijW
∗
kjWklW

∗
il

〉

2
, (2.6)

donde se utilizó un doble ı́ndice en el promedio de la amplitud de fidelidad
para enfatizar que se ha realizado un promedio para h independiente del
promedio para H0. Además, se utilizó el hecho de que 〈c∗i cm〉2 = δim/N [24],
dado que al promediar H0 sobre el GOE implica que V0 recorre todo el
grupo unitario U(N), por lo que sin importar la forma espećıfica de |Ψ〉,
automáticamente se está realizando un promedio sobre estados iniciales
aleatorios |Φ〉 = V0|Ψ〉. Por otro lado, con ayuda de [24, 25], se obtiene que
los promedios sobre el grupo unitario U(N) para los elementos de la matriz
W están dados por:

〈

WijW
∗
kjWklW

∗
il

〉

2
=



















2
N(N+1)

si (i = k) y (j = l)
1

N(N+1)
si (i = k) y (j 6= l)

1
N(N+1)

si (i 6= k) y (j = l)
−1

(N−1)N(N+1)
si (i 6= k) y (j 6= l).

(2.7)

Este resultado se puede escribir en términos de deltas de Kronecker,

〈

WijW
∗
kjWklW

∗
il

〉

2
=

1

N(N + 1)

[

δik + δjl −
(1− δik)(1 − δjl)

N − 1

]

. (2.8)

Utilizando esta última expresión, la ecuación (2.6) se convierte en:

〈fa(t)〉2,2 =
1

N 2(N + 1)

∑

ijkl

〈

ei(Ei−Ek)t
〉

2

〈

ei(∆l−∆j)a
〉

2

[

δik + δjl −
(1− δik)(1− δjl)

N − 1

]

=
1

N(N + 1)

〈

∑

jl

ei(∆l−∆j)a

〉

2

+
1

N(N + 1)

〈

∑

ik

ei(Ei−Ek)t

〉

2

−
1

(N − 1)N 2(N + 1)

〈

∑

i6=k

ei(Ei−Ek)t

〉

2

〈

∑

j 6=l

ei(∆l−∆j)a

〉

2

.

(2.9)
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Por otro lado, introduciendo el factor de forma

KN
β (τ) =

1

N

〈

N
∑

ij

eiτ(εi−εj)

〉

β

=
1

N

〈∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

i

eiτεi

∣

∣

∣

∣

∣

2〉

β

(2.10)

donde el supeŕındice N se utiliza para denotar que el orden del factor de
forma vaŕıa con la dimensión del espacio de Hilbert, y el sub́ındice hace
referencia al ensemble sobre el cual estamos promediando, que en este caso
es β = 2. De esta manera podemos escribir

∑

i6=k

ei(Ei−Ek)t = NKN
2 (t)−N y

∑

j 6=l

ei(∆l−∆j)a = NKN
2 (a)−N.

(2.11)

En términos del factor de forma se obtiene funcionalmente la siguiente ex-
presión para la amplitud de fidelidad:

〈fa(t)〉2 =
KN

2 (a) +KN
2 (t)

N + 1
−

KN
2 (a)KN

2 (t)−KN
2 (a)−KN

2 (t) + 1

(N − 1)(N + 1)
. (2.12)

2.3. Amplitud de fidelidad para N ≫ 1

Si nos restringimos al caso en que N ≫ 1, podemos expresar el factor
de forma en una manera sencilla:

Kβ(τ) = 1 + δ(τ) − bβ2 , (2.13)

donde δ(τ) es la delta de Dirac, y a bβ2 se le conoce como factor de forma
espectral, el cual tiene una forma particular para cada valor de β, es decir,
para cada simetŕıa (ver el apéndice A). De esta manera, al sustituir el re-
sultado asintótico (con β = 2) dado en la Ec. (2.13) para el factor de forma
espectral, se obtiene
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〈fa(τ)〉2,2 =
1

N

(

2 + δ(τ) + δ(α) − b22(τ)− b22(α)
)

−

1

N2

[

(1 + δ(α) − b22(α))(1 + δ(τ) − b22(τ)) + b22(α) + b22(τ)− δ(τ) − δ(α) − 1
]

=

1

N

[

2 + δ(τ) + δ(α) − b22(τ)− b22(α)
]

−
1

N2

(

δ(α) − b22(α)
) (

δ(τ) − b22(τ)
)

,

(2.14)

donde ahora el tiempo y la magnitud de la perturbación están en unidades
de su respectivo tiempo de Heisenberg: τ = t/tH y α = a/aH .

Para satisfacer la condición N ≫ 1 se mantuvieron solamente los términos
de orden O(1) y O(1/N). Para esto, primero se reescribieron las funciones
delta de Dirac que aparecen en la Ec. (2.14), usando una función SN escala-
ble con N , que cumpliera con las condiciones de que asintóticamente tienda
a la delta de Dirac y que sea una función normalizada:

lim
N→∞

NSN(x) = δ(x) tal que
∫ ∞

−∞

NSN(x) dx = 1 ∀ N ∈ N.

Ademas, dado que estamos en el ĺımite de dimensiones N grandes, la den-
sidad de niveles de enerǵıas ρ(E) se vuelve prácticamente constante (ver
apéndice A), y puesto que el factor de forma esta relacionado con el módulo
al cuadrado de la integral de ρ(E) [29], una buena elección para la función
SN es

SN(x) =

∣

∣

∣

∣

sin(Nπx)

Nπx

∣

∣

∣

∣

2

. (2.15)

De esta manera, la aproximación para la amplitud de fidelidad promediada
sobre hamiltonianos H0, h ∈ GUE, cuya dimensión N ≫ 1, resulta ser

〈fα(τ)〉2,2 ≈ SN(τ) + SN(a)− SN(τ)SN(a)+

1

N

[

2 + b22(τ) (SN(α)− 1) + b22(α)(SN (τ)− 1)
]

(2.16)

En la figura 2.1 se grafica esta expresión, para τ, α ∈ [0, 1.5], con N = 100.
Además en la figura 2.2 se graficaron cortes en dos dimensiones para α ∈

{0.01, 0.5, 1}.
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Figura 2.1: Aproximación de 〈fα(τ)〉2,2 para N ≫ 1 al variar los parámetros
τ, α ∈ [0, 1.5]. Se fijó N = 100.

Figura 2.2: Aproximación de 〈fα(τ)〉2,2 para N ≫ 1 al variar τ ∈ [0, 1.5] y
α ∈ {0.01, 0.5, 1}. Se fijó N = 100.
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Figura 2.3: Valor asintótico de 〈fα(τ → ∞)〉
2,2. Se fijó N = 100.

Si nos fijamos en el valor asintótico de (2.16), es decir cuando τ → ∞,
encontramos que:

〈fα(t)〉2,2 −→
τ→∞

SN(α) +
2− b22(α)

N
. (2.17)

En la figura 2.3 se grafica este valor asintótico. Podemos ahora entender el
comportamiento de la Ec. (2.16). Vemos que para valores de α ≥ 1

N
el valor

estacionario de 〈fα(t)〉2,2 está en en el rango [ 1
N
, 2
N
], con la condición de que

si α es de orden O(1/N), la función SN(α) debe estar en su mı́nimo, lo cual
ocurre para α = k

N
con k ∈ {1, ..., N}. Además, el mı́nimo de la Ec. (2.16)

como función solamente del tiempo, está en τ = 1/N y se encuentra que

para α ≥ 1
N

este valor es función de
1−b22(α)

N
. Es por esto que, por ejemplo,

en la figura 2.2 el mı́nimo de la amplitud de fidelidad para α = 0.5 es
1−b22(α=0.5)

N
= 0.005, mientras que su valor estacionario, dado por la Ec. (2.17),

está en 1.5
N
, el cual cae en el rango [ 1

N
, 2
N
] como es de esperarse por el análisis

hecho.
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2.4. Amplitud de fidelidad para dimensiones

pequeñas

Si el espacio de Hilbert generado por H0 es pequeño no podemos uti-
lizar la aproximación de la Ec. (2.16) para la amplitud de fidelidad, ya
que en esa expresión se utiliza el factor de forma espectral bβ2 , que es un
resultado válido solamente cuando N → ∞. En este caso se debe utilizar
la expresión (2.12); sin embargo, aunque para dimensiones pequeñas existe
una forma funcional del factor de forma [18], esta es algebraicamente dif́ıcil
de manipular, por lo que se obtuvo numéricamente diagonalizando matrices
hermitianas y promediando distintas realizaciones sobre el GUE.

En la figura 2.4 las ĺıneas punteadas muestran la amplitud de fidelidad
para N = 10 y α = 0.1, 0.5, 1, al haber promediado H0 y h sobre 5000 miem-
bros del GUE, mientras que las lineas continuas son el resultado obtenido
con la fórmula asintótica, dada por la Ec. (2.16). Se puede observar que
ambos comportamientos son muy similares; el promedio del error relativo,
considerando sólo los puntos después del mı́nimo de la amplitud de fideli-
dad, es de: 0.83 ,0.11 y 0.62 para α = 0.1, 0.5 y 1, respectivamente. Estos
valores concuerdan con lo esperado, ya que el error debe de ser del orden
O(1/N). Lo anterior se debe fundamentalmente a que los promedios de los
elementos de matriz W sobre U(N), dados por la Ec. (2.7), difieren en el or-
den de 1/N entre los primeros 3 casos y el último, que viene a ser el caso de
las correlaciones entre dos vectores de W . Sin embargo, estas correlaciones
no se presentan cuando N → ∞, mientras que para el caso de dimensión
pequeña śı. Es por ello que se hereda está diferencia de orden 1/N entre la
Ec. (2.4) y la (2.16).

Finalmente, antes de cerrar este caṕıtulo, es necesario mencionar que el pro-
medio de la fidelidad (ver Ec. (1.4)) para H0 y h sobre GUE es igual al modu-
lo al cuadrado del promedio de la amplitud de fidelidad: 〈Fα(t)〉2,2=| 〈fα(τ)〉2,2 |

2,
con un error de 1/N . Esto se debe al resultado encontrado en [4], donde se
demuestra que:

〈〈F (t)〉〉 =
| 〈〈f〉〉 |2 + 1/N

1 + 1/N
. (2.18)
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Figura 2.4: Promedio de amplitud de fidelidad para N = 10 y α = 0.1, 0.5, 1. La
ĺınea continua es el resultado asintótico dado por la Ec. (2.16) y la ĺınea punteada
el resultado numérico de (2.12).

En este caso 〈〈•〉〉 denota un promedio sobre estados aleatorios. Dado que
en nuestro caso el promedio sobre el ensemble implica automáticamente un
promedio sobre estados aleatorios, tenemos que 〈〈•〉〉 ∼ 〈•〉2,2, por lo que la
diferencia de orden 1/N entre el promedio de la amplitud de fidelidad y la
fidelidad, se sigue conservando.
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Caṕıtulo 3

Hamiltonianos del GOE

perturbados con el grupo

unitario

En este caṕıtulo se realizan el mismo tipo de cálculos hechos en el
caṕıtulo 2, pero ahora utilizando hamiltonianos reales simétricos del GOE

cuya perturbación los convierte en hermitianos complejos. Primero se defi-
ne la forma de realizar la perturbación isoespectral y después se aplica la
perturbación para medir la amplitud de fidelidad. Posteriormente, el cálcu-
lo se restringe al caso en que la dimensión N ≫ 1, para aśı llegar a una
expresión asintótica sencilla. Al final del caṕıtulo se calcula la amplitud
de fidelidad para dimensiones pequeñas y se compara el resultado con la
versión asintótica.

3.1. Definición de la perturbación

Sea H0 la representación matricial de dimensión N de un hamiltoniano
invariante ante inversión temporal, es decir, una matriz real y simétrica.
Definimos Ha como la matriz semejante de H0

Ha = U−1
a H0Ua (3.1)

donde Ua es la transformación de semejanza, tal que Ua ∈ U(N), es decir,
son matrices unitarias de dimensión N y además Ha es ahora una matriz

21
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hermitiana. Se define Ua como la exponenciación de una matriz hermitiana
h de la misma dimensión que H0

Ua = eiah (3.2)

donde a es un parámetro real. Ademas

E = V −1
0 H0V0 y ∆ = V −1hV (3.3)

donde ∆, E son matrices diagonales y reales de dimensión N , las cuales con-
tienen los eigenvalores de H0, h, respectivamente, mientras que V0 ∈ O(N) y
V ∈ U(N) son las matrices que contienen sus eigenvectores.

3.2. Amplitud de fidelidad

Con las definiciones dadas en la sección anterior, la amplitud de fide-
lidad para perturbaciones isoespectrales en sistemas invariantes ante inver-
sión temporal, se obtiene de la siguiente manera:

fa(t) = 〈Φ|eiEtWe−i∆aW−1e−iEtWei∆aW−1|Φ〉,

donde se ha renombrado de nuevo |Φ〉 = V0|Ψ〉 yW = V0V , tal queW ∈ U(N).
Al hacer el mismo análisis que en el caṕıtulo anterior y utilizado la definición
del factor de forma dado en la Ec. (2.10) se obtiene la siguiente expresión
para la amplitud de fidelidad promediada sobre miembros H0 del GOE y h

del GUE:

〈fa(t)〉2,2 =
KN

2
(a) +KN

1
(t)

N + 1
−

KN
2
(a)KN

1
(t)−KN

2
(a)−KN

1
(t) + 1

(N − 1)(N + 1)
, (3.4)

donde ahora KN
1 (t), K2(a) son los factores de forma para los elementos E

del GOE y ∆ del GUE, respectivamente.
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3.3. Amplitud de fidelidad para N ≫ 1

El procedimiento para encontrar el promedio de la amplitud de fideli-
dad para N ≫ 1, es el mismo que el del caṕıtulo anterior, sólo que ahora
necesitamos sustituir el valor asintótico del factor de forma para la simetŕıa
correspondiente. Al hacer esto, se encuentra que la aproximación de la am-
plitud de fidelidad es

〈fα(τ)〉1,2 ≈ SN(τ) + SN(a)− SN(τ)SN (a)+

1

N

[

2 + b12(τ) (SN(α) − 1) + b22(α)(SN (τ)− 1)
]

,
(3.5)

donde los sub́ındices 1,2, se utilizan para expresar que se hizo un promedio
para H0 sobre GOE (β = 1) y otro promedio independiente para h sobre
GUE (β = 2).

En la figura 3.1 se grafica este resultado para τ ∈ [0, 1.5] y α ∈ {0.01, 0.5, 1},
al dejar fijo N = 100. Asimismo, el análisis hecho en la sección anterior para
el valor asintótico se cumple también en este caso (ver Ec. (2.17)), pero,
dado que el comportamiento temporal es ahora función de b12 (que a su vez
está dado en función de logaritmos), este valor se alcanza a tiempos mucho
más largos. Además el mı́nimo en la amplitud de fidelidad también viene

dado por
1−b22(α)

N
, lo cual se puede verificar al observar la figura 3.1.

3.4. Amplitud de fidelidad para dimensiones

pequeñas

Si el espacio de Hilbert generado por H0 es pequeño debemos utilizar
la aproximación de la Ec. (3.4) para la amplitud de fidelidad, ya que en esta
expresión se utiliza el factor de forma espectral bβ2 , que como mencionamos
en el capitulo anterior, es un resultado válido solamente cuando N → ∞.
En este caso el factor de forma se obtuvo numéricamente diagonalizando
matrices reales simetricas para K1

2 y hermitianas complejas para K2
2 ; pro-

mediando distintas realizaciones sobre el GOE y GUE, respectivamente.
En la figura 3.2 se grafica la amplitud de fidelidad dada por (3.4), fijan-
do N = 10, aśı como utilizando los valores de α = 0.1, 0.5 y 1. Las ĺıneas
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Figura 3.1: Aproximación de 〈fα(τ)〉1,2 para N ≫ 1 al variar τ ∈ [0, 1.5] y
α ∈ {0.01, 0.5, 1}. Se fijó N = 100.

Figura 3.2: Promedio de amplitud de fidelidad para N = 10 y α = 0.1, 0.5, 1. La
ĺınea continua es el resultado asintótico dado por la Ec. (3.5) y la ĺınea punteada
el resultado numérico de (3.4).
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punteadas muestran este resultado al haber promediado H0 y h sobre 5000

miembros del GOE, GUE, respectivamente; las ĺıneas continuas son el re-
sultado dado por la ecuación asintótica (3.5). Se puede observar que ambos
comportamientos son muy similares; el promedio del error relativo, consi-
derando sólo los puntos despúes del mı́nimo de la amplitud de fidelidad, es
de: 0.727, 0.612 y 0.968, para α = 0.1, 0.5 y 1, respectivamente. Este error
es del orden O(1/N), como era de esperarse por la discusión hecha en la la
sección 2.4, ya que en este caso también W ∈ U .

Finalmente, por el mismo argumento que el dado al final de la sección
2.4, se cumple también que el promedio de la fidelidad es igual al modulo al
cuadrado de la amplitud de fidelidad: 〈Fα(t)〉1,2=| 〈fα(τ)〉1,2 |

2, con un error
de orden 1/N .
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Caṕıtulo 4

Hamiltonianos del GOE

En este caṕıtulo se obtiene de nuevo una expresión de la amplitud de
fidelidad bajo perturbaciones isoespectrales, pero ahora válida para hamil-
tonianos genéricos del GOE cuya perturbación no cambia su representación
matricial. Primero, se define la forma de realizar la perturbación isoespec-
tral y después se aplica la perturbación para medir la amplitud de fidelidad.
Posteriormente el cálculo se restringe al caso en que la dimensión N ≫ 1

para poder aśı llegar a una expresión asintótica sencilla. Al final del caṕıtulo
se calcula la amplitud de fidelidad para dimensiones pequeñas y se compara
el resultado con la versión asintótica.

4.1. Definición de la perturbación

Sea H0 la representación matricial de dimensión N de un hamiltoniano
invariante ante inversión temporal, es decir, una matriz real y simétrica.
Definimos Ha como la matriz semejante de H0

Ha = O−1
a H0Oa (4.1)

donde Oa es la transformación de semejanza , tal que Oa ∈ O(N), es decir,
son matrices ortogonales de dimensión N . Se define Oa como la exponen-
ciación de una matriz hermitiana antisimétrica h del mismo rango que H0:

Oa = eiah (4.2)

27
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donde a es un parámetro real. Además

E = V −1
0 H0V0 y ∆ = V −1ihV (4.3)

donde V0, V ∈ O(N), son las matrices que contienen los eigenvectores de H0,
h, respectivamente, mientras que E,∆ son matrices de dimensión N que
contienen sus eigenvalores. E es diagonal y real, pero, dado que V ∈ O(N),
∆ es de la forma:

∆ =
1

i







































0 λ1

−λ1 0
0 . . . 0

0
0 λ2

−λ2 0
0 0

...
. . .

...

0 0 . . .
0 λr

−λr 0

0
0

. . .

0







































, (4.4)

para λk real. Los eigenvalores de h diferentes de cero son ±λk. En el caso
de dimensión impar ∆ siempre tiene al menos un renglón y una columna
iguales a cero.

4.2. Amplitud de fidelidad

Con las definiciones dadas en la sección anterior, el promedio de la
amplitud de fidelidad se obtiene de la siguiente manera:

fa(t) = 〈Ψ|eiH0te−iHat|Ψ〉

= 〈Ψ|V −1
0 eiEtV0O

−1
a V −1

0 e−iEtV0Oa|Ψ〉

= 〈Ψ|V −1
0 eiEtV0V e−∆aV −1V −1

0 e−iEtV0V e∆aV −1V −1
0 V0|Ψ〉 (4.5)
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donde en la última igualdad hemos multiplicado por la unidad V −1
0 V0.

Además, si se define

|Φ〉 = V0|Ψ〉 y W = V0V ∈ O(N),

la amplitud de fidelidad toma la forma

fa(t) = 〈Φ|eiEtWe−∆aW−1e−iEtWe∆aW−1|Φ〉. (4.6)

Queremos escribir el operador eco resultante en términos de sus elementos
de matriz. Para lograr esto, primero observamos que

e±∆a =





















cos(aλ1) ± sin(aλ1)
∓ sin(aλ1) cos(aλ1)

. . . 0

0 0
...

. . .
...

0 . . .
cos(aλN

2

) ± sin(aλN

2

)

∓ sin(aλN

2

) cos(aλN

2

)





















,

(4.7)

donde hemos consideramos el caso en que ∆ es de dimensión par y que 2r =

N , es decir, no hay eigenvalores iguales a cero. De esta manera, podemos
escribir el operador (4.7) como

(

e±∆a
)

kµ,lν
= δklδµν cos (aλk)± (−1)µδkl(1− δµν) sin (aλk), (4.8)

donde los sub́ındices latinos recorren la matriz en bloques de 2X2, por lo
que van de 1 hasta N/2, mientras que los sub́ındices griegos recorren los
elementos de los bloques, por lo que sólo adquieren el valor 1 ó 2. Siguiendo
esta misma notación de ı́ndices dobles, podemos ahora escribir los elementos
de matriz del lado derecho de (4.6) de la siguiente manera:

〈Φ|eiEtWe−∆aW−1e−iEtWe∆aW−1|Φ〉 =

=

2
∑

µνξρ
στφχψ

N/2
∑

ijkl
mnopq

c∗iµcqψ
(

eiEt
)

iµ,jν
Wjν,kξ

(

e−∆a
)

kξ,lρ
W−1
lρ,mσ

X
(

e−iEt
)

mσ,nτ
Wnτ,oφ

(

e∆a
)

oφ,pχ
W−1
pχ,qψ =



30 4. Hamiltonianos del GOE

=

2
∑

µνξρ
στφχψ

N/2
∑

ijkl
mnopq

c∗iµcqψe
iEiµtδijδµνWjν,kξ

X
(

δklδξρ cos (aλk)− (−1)ξδkl(1− δξρ) sin (aλk)
)

X Wmσ,lρe
−iEmσtδmnδστWnτ,oφ

X
(

δopδφχ cos (aλo) + (−1)φδop(1− δφχ) sin (aλo)
)

Wqψ,pχ =

=

2
∑

µξρ
σφχψ

N/2
∑

ik
moq

c∗iµcqψe
i(Eiµ−Emσ)t

(

δξρ cos (aλk)− (−1)ξ(1− δξρ) sin (aλk)
)

X
(

δφχ cos (aλo) + (−1)φ(1− δφχ) sin (aλo)
)

Wiµ,kξWmσ,kρWmσ,oφWqψ,oχ,

(4.9)

donde ciµ son los coeficientes de desarrollo de |Φ〉 en la base de W . Además
se utilizó el hecho de que la matrizW es ortogonal, por lo queW−1

iµ,jν = Wjν,iµ.

Ahora se promedia la amplitud de fidelidad para H0 sobre GOE, y h sobre
un ensemble de matrices hermitianas antisimétricas con la medida de Haar.
Se obtiene la siguiente expresión:

〈fa(t)〉1,A =
1

N

2
∑

µνξρστ

N/2
∑

ijkl

〈

ei(Eiµ−Ekρ)t
〉

1
〈δνξδστ cos (aλj) cos (aλl)+

(−1)σδνξ(1− δστ ) cos (aλj) sin (aλl)− (−1)νδστ (1− δνξ) sin (aλj) cos (aλl)−

(−1)ν(−1)σ(1− δνξ)(1 − δστ ) sin (aλj) sin (aλl)〉A 〈Wiµ,jνWkρ,jξWkρ,lσWiµ,lτ 〉1 ,

(4.10)

donde ahora denotamos los promedios sobre el GOE por 〈•〉1, mientras que
〈•〉A denota un promedio al recorrer un ensemble de matrices antisimétricas.
El doble ı́ndice en el promedio de la amplitud de fidelidad 〈•〉1,A se refiere a
que se ha realizado un promedio sobre H0 independiente del de h. Además,
por el mismo argumento dado en el caṕıtulo 2, el promedio sobre O(N)

implica un promedio sobre estados aleatorios, por lo que los coeficientes ciµ
de nuevo cumplen que 〈c∗i cm〉2 = δim/N [24].

Para volver más transparente el cálculo de los promedios de productos
de elementos W sobre el grupo ortogonal, podemos primero recorrer la
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matriz W por bloques de 2X2, para la cual el conjunto de sub́ındices
{iµ, jν, jξ, kρ, lσ, lτ} los renombramos como {a, b, c, d, e, f}, tal que

〈Wiµ,jνWkρ,jξWkρ,lσWiµ,lτ 〉1 → 〈WabWdcWdeWaf 〉1 . (4.11)

Los diferentes valores de los promedios para el operador de la derecha en
(4.11) se puede obtener de forma compacta con ayuda de la fórmula de
Weingarten[26] (Ver apéndice B)

〈WabWdcWdeWaf 〉1 =
n+1

(n−1)n(n+2)

[

δbfδce + δad(δbcδef + δbeδcf )
]

+

−1
(n−1)n(n+2)

[

δbcδef (1 + δad) + δbeδcf (1 + δad) + 2δadδbfδce
]

,
(4.12)

donde δ, son las deltas de Kronecker y n = N/2. De esta manera, al recorrer
también las submatrices de 2X2 obtenemos

〈Wiµ,jνWkρ,jξWkρ,lσWiµ,lτ 〉1 =
N+1

(N−1)N(N+2)

[

δlτσjνξ + δkρiµ (δ
ξτ
νσ + δlστjνξ)

]

+

−1
(N−1)N(N+2)

[

δξτνσ(1 + δkρiµ ) + δlστjνξ(1 + δkρiµ ) + 2δkρiµ δ
lτσ
jνξ

]

.
(4.13)

Aqúı δj1 ,...,jni1,...,in
= Πn

k=1δikjk . Al sustituir el resultado anterior en (4.10), encon-
tramos que en este caso el promedio de la amplitud de fidelidad adquiere la
forma

〈fa(t)〉1,A = −2
(N−1)(N+2)

+ N+1
(N−1)N(N+2)

〈

N
∑

ik

ei(Ei−Ek)t

〉

1

+

2

(N−1)N2(N+2)

(

N 2 −

〈

N
∑

ik

ei(Ei−Ek)t

〉

1

)(〈

N/2
∑

j

cos2(aλj)

〉

A

−

〈

N/2
∑

j

sin2 (aλj)

〉

A

+ 2

〈

N/2
∑

jl

cos(aλj) cos(aλl)

〉

A

)

(4.14)
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Teniendo ahora en cuenta las identidades trigonométricas

cos2(θ) =
1 + cos(2θ)

2
=

1

2
+

1

4

(

e2iθ + e−2iθ
)

sin2(θ) =
1− cos(2θ)

2
=

1

2
−

1

4

(

e2iθ + e−2iθ
)

cos(θ) cos(φ) =
1

4

(

ei(θ+φ) + e−i(θ+φ) + ei(θ−φ) + e−i(θ−φ)
)

,

(4.15)

podemos escribir la Ec. (4.14) como

〈fa(t)〉1,A = −2
(N−1)(N+2)

+ N+1
(N−1)N(N+2)

〈

N
∑

ik

ei(Ei−Ek)t

〉

1

+

1
(N−1)N2(N+2)

(

N 2 −

〈

N
∑

ik

ei(Ei−Ek)t

〉

1

)〈

N/2
∑

j

(

e2iaλj + e−2iaλj

)

+

N/2
∑

jl

(

eia(λj+λl) + e−ia(λj+λl) + eia(λj−λl) + e−ia(λj−λl)
)

〉

A

.

(4.16)

De manera similar a los caṕıtulos 2 y 3, se define el factor de forma para el
ensemble de matrices hermitianas antisimétricas de la siguiente manera:

K
N/2
A (a) =

1

N/2

〈

N/2
∑

j=1

eia(λj−λl)

〉

A

(4.17)

Con esta definición y la dada para KN
1 (t) en (2.10), la Ec. (4.16) se ve de la

siguiente forma:

〈

fa(t)
〉

1,A
=

−2

(N − 1)(N + 2)
+

(N + 1)KN
1 (t)

(N − 1)(N + 2)
+

N −KN
1 (t)

(N − 1)N(N + 2)

(

NK
N/2
A (a)

+

〈

N/2
∑

j

(

e2iaλj + e−2iaλj

)

+

N/2
∑

jl

(

eia(λj+λl) + e−ia(λj+λl)
)

〉

A

)

.

(4.18)
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4.3. Amplitud de fidelidad para N ≫ 1

Para encontrar una expresión sencilla de la amplitud de fidelidad nos
restringiremos al caso en que N ≫ 1. En este ĺımite las correlaciones de
m puntos para el ensemble de matrices hermitianas antisimétricas son las
mismas que las correlaciones del GUE [30](Ver apéndice C). Por lo tanto
KN/2
A (a) = KN/2

2 (a). Además, debido a que las correlaciones de un punto
siguen el comportamiento de una delta de Dirac, las podemos representar
por la función S que definimos en la sección 2.3

〈

n
∑

j

eiaλj

〉

A

≈ nSn(a). (4.19)

Sustituyendo ahora las correlaciones de un punto en (4.18) por la función
S apropiada, obtenemos la expresión

〈fa(t)〉1,A =
−2

(N − 1)(N + 2)
+

(N + 1)KN
21
(t)

(N − 1)(N + 2)
+

N −KN
21
(t)

(N − 1)(N + 2)

(

SN/2(2a) +
N
2
S2
N/2(a) +KN/2

2A
(a)
)

(4.20)

donde se usó del hecho que Sn(−a) = Sn(a), ya que es una función simétrica
por definición. Ahora, ya que estamos en el caso en que N ≫ 1, podemos
sustituir los factores de forma en términos de las funciones b12(a) y b22 (ver
Apéndice A), dando como resultado

〈fα(t)〉1,A =− 2
N2 + 1

N

[

1 +NSN(τ)− b12(τ)
]

+ 1
N2

[

N −NSN(τ) + b12(τ)
]

X
[

SN/2(2α) +
N
2
S2
N/2(α) + 1 + N

2
SN/2(α) − b22(α)

]

,

(4.21)

donde ahora τ = t/tH y α = a/aH , es decir, el tiempo y la magnitud de
la perturbación están en unidades de su respectivo tiempo de Heisenberg.
Asimismo, al igual que en el caso GUE, las deltas de Dirac que aparecen
en la expresión asintótica del factor de fueron sustituidas por la función
S. Finalmente, quedándonos solamente con los términos de orden O(1) y
O(N−1) obtenemos que la amplitud de fidelidad para N ≫ 1, promediada
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Figura 4.1: Aproximación de 〈fα(τ)〉1,A para N ≫ 1 al variar los parámetros
τ, α ∈ [0, 1.5]. Se fijó N = 200.

sobre hamiltonianos H0 miembros del GOE y hamiltonianos h que recorren
un ensemble de matrices antisimétricas es:

〈fα(t)〉1,A ≈ SN(τ) +
1
2
SN/2(α)(1 + SN/2(α)) −

1
2
SN(τ)SN/2(α)(1 + SN/2(α))

+
1

N

[

2 + b12(τ)
(

1
2
SN/2(α)(1 + SN/2(α)) − 1

)

+
(

b22(α) − SN/2(2α)
)(

SN(τ)− 1
)]

.

(4.22)

Con la misma S definida en la Ec. (2.15), en la figura 4.1 se graficó la
ecuación anterior (4.22) para τ, α ∈ [0, 1.5], dejando fijo N = 200. Además
en la figura 4.2 se graficaron cortes para α = {0.01, 0.5, 1}, donde se puede
observar más claramente que el decaimiento de fidelidad es similar al caso
en que se mezclan simetŕıas (ver figura 3.1).
Si nos fijamos en el valor asintótico de (4.22), es decir cuando τ → ∞,
encontramos que:

〈fα(t)〉1,A −→
τ→∞

1
2
SN/2(α)(1 + SN/2(α)) +

2− b22(α) + SN/2(2α)

N
. (4.23)
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Figura 4.2: Aproximación de 〈fα(τ)〉1,A para N ≫ 1 al variar τ ∈ [0, 1.5] y
α ∈ {0.01, 0.5, 1}. Se fijó N = 200.

Figura 4.3: Valor asintótico de 〈fα(τ → ∞)〉
1,A. Se fijó N = 200.
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En la figura 4.3 se grafica este valor asintótico. Podemos ahora entender
que la principal diferencia entre (3.5) y (4.22), se debe a que para valores
de α ∈ [0, 1

N/2
] el valor estacionario de (4.2) vaŕıa con 1

2
SN/2(α)(1 + SN/2(α)),

mientras que para (3.5) va como SN(α). Asimismo tenemos que para α ≥ 1
N/2

el valor estacionario de 〈fα(t)〉1,A está en el rango [ 1
N
, 2
N
], con la condición

de que si α es de orden O( 1
N/2

), la función SN/2(α) esté en su mı́nimo, lo

cual sucede para α = k
N/2

con k ∈ {1, ..., N/2} y al igual que en el caso
en que se mezclan simetŕıas, este valor se alcanza a tiempos mucho más
largos debido a que el comportamiento temporal de la amplitud de fidelidad
está determinado por b12(τ). Además, se sigue cumpliendo que el mı́nimo de

la amplitud de fidelidad, para α ≥ 1
N/2

, es función de
1−b22(α)

N
y se alcanza al

tiempo τ = 1/N .

4.4. Amplitud de fidelidad para dimensiones

pequeñas

Al igual que en el caso GUE, si el espacio de Hilbert generado por H0

es pequeño no podemos utilizar la aproximación de la Ec. (4.22), ya que
en esa expresión se utilizan los factores de forma espectral bβ1 y bβ2 , que son
resultados válidos solamente cuando N → ∞. En este caso se debe utili-
zar la expresión (4.14) ó (4.16); sin embargo, como ya se menciono en el
caṕıtulo 2, aunque para dimensiones pequeñas existe una forma funcional
del factor de forma, esta es dif́ıcil de manipular, por lo que nuevamente se
obtuvo numéricamente diagonalizando matrices reales simetricas, aśı como
matrices ortogonales, utilizando los eigenvalores de las primeras y las eigen-
fases de las segundas; promediando distinastas realizaciones sobre el GOE

y el grupo ortogonal O.

En la figura 4.4 las ĺıneas punteadas muestra la amplitud de fidelidad para
N/2 = 10 y α = 0.2, 0.5, 1, al haber promediando H0 sobre un ensemble de
m = 5000 miembros del GOE, aśı como h sobre un ensemble de matrices
hermitianas antisimétricas del mismo número de miembros m; las ĺıneas
continuas muestran el resultado con la fórmula asintótica, dada por la Ec.
(4.22). Se puede observar que ambos comportamientos son muy similares,
con un error relativo de: 0.108, 0.036 y 0.047, para α =0.2, 0.5 y 1, res-
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Figura 4.4: Promedio de amplitud de fidelidad para N = 20 y α = 0.2, 0.5, 1.
La linea continua es el resultado asintótico dado por la Ec. (4.22), y la ĺınea
punteada el resultado númerico (4.14)

pectivamente. Estos valores concuerdan con lo esperado, ya que al igual
que en el caso GUE, el error debe de ser del orden O(1/N), debido a que
los promedios de los elementos de matriz W sobre O(N), dados por la Ec.
(4.13), también vaŕıan en un orden 1/N entre las correlaciones de un vector
y la de dos vectores. Las últimas correlaciones no aparecen cuando N → ∞,
heredándose está diferencia de orden entre las ecuaciones (4.14) y (4.22).

Finalmente, es necesario mencionar que el promedio de la fidelidad es igual
al módulo al cuadrado del promedio de la amplitud de fidelidad 〈Fα(t)〉1,A =

| 〈fα(t)〉1,A |2, con un error de orden 1/N [4]. Esto es válido solamente cuando
los estados iniciales |Ψ〉 son reales, ya que para en el GOE los operadores
que involucran al estado en un orden mayor que bilineal (como es el caso de
la fidelidad), hacer el promedio sobre el ensemble no implica un promedio
sobre estados aleatorios complejos[31]. Por ello, en el caso de estados ini-
ciales complejos no podemos aplicar el resultado (2.18) mencionado al final
del caṕıtulo 2.
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Caṕıtulo 5

Modelo Dinámico

En este caṕıtulo se desarrolla el sistema estudiado en [5, 6] que con-
siste de dos osciladores con potencial de acoplamiento cuártico. Primero se
explica cómo construir su matriz hamiltoniana y después se mide la fideli-
dad perturbando el sistema con rotaciones en el espacio de configuración.
La perturbación hecha a este sistema es isoespectral, por lo que al final
del caṕıtulo se compara el decaimiento de fidelidad de este sistema con lo
obtenido mediante el formalismo de matrices aleatorias, discutiendo aśı la
validez y alcance de los modelos encontrados en los caṕıtulos anteriores.

5.1. Definición del sistema y la perturbación

Se construyó la matriz hamiltoniana de dos osciladores cuánticos aco-
plados

H =
1

2
(p21 + p22) + α1q

4
1 + α2q

4
2 + α3(q1 − q2)

4, (5.1)

donde α1,α2 > 0. Este sistema es clásicamente integrable cuando α3 = 0,
mientras que casi la totalidad del volumen del espacio fase corresponde a
dinámica caótica para valores negativos de α3. Para que el sistema no se
disocie se debe cumplir que [5]:

|α3| <
1

16
(α1 + α2). (5.2)

Debido a que (5.1) es un polinomio de grado par, se conserva la paridad,

39



40 5. Modelo Dinámico

es decir, el operador de paridad P conmuta con el hamiltoniano: [P,H] = 0.
Por eso, si hacemos uso de esta simetŕıa, la representación matricial de H

en la eigenbase de P se reduce a la forma de bloque

H =

(

H(p) 0

0 H(i)

)

, (5.3)

donde los eigenestados de H(p) serán pares y los de H(i) impares. Para
construir las submatrices H(p) y H(i) se utilizó la base de dos osciladores
armónicos en segunda cuantización, con un par de operadores de ascenso y
descenso independientes para cada grado de libertad:

qk =

√

~

2mwk
(âk + â†

k), pk = i

√

mwk~

2
(â†
k − âk). (5.4)

Se cumple aśı que [âk, â
†
l ] = δk,l, para k = 1, 2. Los elementos de matriz de

H son de la forma

Hm1m2,n1n2
= −

mw~

4
〈m1,m2|(â1 − â†

1)
2 + (â2 − â†

2)
2|n1, n2〉+

~2

2mw
〈m1,m2|α1(â1 + â†

1)
4 + α2(â2 + â†

2)
4 + α3(â1 + â†

1 − â2 − â†
2)

4|n1, n2〉,

(5.5)

donde se consideró el caso en que las frecuencias de oscilación fueran iguales
w1 = w2 = w.

La metodoloǵıa para construir H(p) y H(i) es la siguiente: primero se fijó el
numero máximo de cuantas Nc = n1 + n2 y después se contaron todas las
combinaciones de n1 y n2 que dan la paridad deseada. Por ejemplo, la matriz
H(p) para Nc = 2, toma la siguiente forma

H(p) =











〈00|H(p)|00〉 〈00|H(p)|02〉 〈00|H(p)|11〉 〈00|H(p)|20〉

〈02|H(p)|00〉 〈02|H(p)|02〉 〈02|H(p)|11〉 〈02|H(p)|20〉

〈11|H(p)|00〉 〈11|H(p)|02〉 〈11|H(p)|11〉 〈11|H(p)|20〉

〈20|H(p)|00〉 〈20|H(p)|02〉 〈20|H(p)|11〉 〈20|H(p)|20〉











. (5.6)

Para este mismo valor de Nc, la matriz H(i), es
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H(i) =

(

〈01|H(p)|01〉 〈01|H(p)|10〉

〈10|H(p)|01〉 〈10|H(p)|10〉

)

. (5.7)

Nótese que, en general las matrices H(p) y H(i) son de dimensión distin-
ta. Ahora, para poder comparar resultados estad́ısticos con la teoŕıa de
matrices aleatorias es necesario que no se mezclen eigenvalores de distinta
simetŕıa, por lo que es indistinto si trabajamos con H(i) ó H(p), siempre y
cuando trabajemos con una paridad definida, por lo que de aqúı en adelante
cuando nos refiramos a H sera a alguno de estos bloques.

Consideremos ahora una perturbación isoespectral dada por una rotación
en el plano q1q2. Para hacer esto se puede utilizar la transformación de
coordenadas

(

q′1(γ)

q′2(γ)

)

=

(

cos(γ) − sin(γ)

sin(γ) cos(γ)

)(

q1
q2

)

(5.8)

donde q′1 y q′2 son las coordenadas del hamiltoniano perturbado H ′ = H+δH.
Expĺıcitamente el hamiltoniano rotado como función de γ es de la forma

H ′(γ) =
1

2
(p21 + p22) + [α1 cos(γ)

4 + α2 sen(γ)
4 + α3(cos(γ)− sen(γ))4]q41

+ [−4α1 cos(γ)
3 sen(γ) + 4α2 cos(γ) sen(γ)

3 − 2α3(2 cos(2γ)− sen(4γ))]q31q2

+ [6(α1 + α2) cos(γ)
2 sen(γ)2 + 6α3 cos(2γ)

2]q21q
2
2

+ [−4α1 cos(γ) sen(γ)
3 + 4α2 cos(γ)

3 sen(γ)− 2α3(2 cos(2γ) + sen(4γ))]q1q
3
2

+ [α1 sen(γ)
4 + α2 cos(γ)

4 + α3(cos(γ) + sen(γ))4]q42.

(5.9)

Como las funciones trigonométricas dadas en (5.9) no dependen de la po-
sición, la representación matricial de H ′(γ) es muy similar a la de H. Para
obtener H ′(γ), sólo se deben modificar los elementos diferente de cero en la
matriz H (Ec. (5.5)) por el factor trigonométrico adecuado.
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5.2. Análisis de Fidelidad

Nos interesa ahora obtener la fidelidad en el régimen caótico del siste-
ma, ya que la teoŕıa desarrollada en los caṕıtulos anteriores aplica solamen-
te para esta dinámica. Para obtener numéricamente la matriz hamiltoniana
(5.9) se utilizaron los parámetros α1=35.15, α2=76.2 y α3=-5.0, que son
los mismos utilizados en [6] para la dinámica caótica. Asimismo, se fijó el
número de cuantas en Nc = 80, siendo la dimensión de la matriz H re-
sultante de N = 1681; esta se eligió que fuese par. Una vez construida la
matriz se diagonalizo para encontrar sus eigenvalores {Eγ

k}
N
k=1 y eigenvec-

tores {|φγk〉}
N
k=1 para distintos ángulos γ, observando que efectivamente el

espectro de eigenvalores permanece invariante al perturbar el sistema con
rotaciones arbitrarias. De esta manera, utilizando el estado inicial

|Ψ〉 =

200
∑

k=101

c0k|φ
0
k〉, (5.10)

donde los c0k son coeficientes aleatorias reales, se calculó la fidelidad como
funcion de γ con ayuda de las ecuaciones (1.3) y (1.4))

Fγ(τ) =

∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

j=1

200
∑

k=101

cγj c
0
ke

i(Ej−Ek)τ〈φγj |φ
0
k〉

∣

∣

∣

∣

∣

2

, (5.11)

los cγk son los coeficientes de desarrollo del estado |Ψ〉 en la base de {|φγk〉}
N
k=1.

En la figura 5.1 se muestran los resultados obtenidos para γ=1o, 2o, 3o, 4o, 5o

y 6o grados (ó lo que es lo mismo π/180, π/90, π/60, π/45, π/36 y π/30 radia-
nes, respectivamente), donde se midió el tiempo τ en unidades del tiempo de
Heisenberg tH(ver apéndice A), calculado sobre el rango de enerǵıas donde
esta definido |Ψ〉. Se observa que, independientemente del ángulo de pertur-
bación, la fidelidad decae aproximadamente a τ≈0.05, esto se puede ver mas
claramente en la figura 5.2, donde se graficó la fidelidad para tiempos mas
cortos. También se hicieron pruebas con otros estados iniciales combinación
lineal de distinto rango de eigenestados, observando que el mı́nimo vaŕıa
ligeramente al variar el estado inicial, pero su valor se mantiene cercano a
0.05 y dentro del orden de magnitud O(10−2).

Queremos ahora comparar los resultados obtenidos aqúı, con el modelo de
fidelidad obtenido mediante la teoŕıa de matrices aleatorias en los caṕıtulos
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Figura 5.1: Fidelidad del sistema (5.1) al perturbarlo con rotaciones de ángulo
γ = 1o, 2o, 3o, 4o, 5o y 6o. Se utilizó el estado inicial dado en la Ec. (5.10).

Figura 5.2: Ampliacion de la figura 5.1 para tiempos pequeños.
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anteriores. Primero notamos que nuestro sistema es invariante ante inversión
temporal [5], por lo que debemos utilizar los resultados obtenidos en el
caṕıtulo 4 para sistemas GOE. Además, debido a que en el modelo RMT,
la amplitud de fidelidad decae a tiempos τm = 1/N para perturbaciones
α ≥ 2/N , podemos suponer que existe cierta dimensión asociada al sistema
Na y que, si consideramos τm = 0.05, ésta es aproximadamente Na ≈ 1/τm =

20. Por otro lado, para α ≥ 2/N el valor estacionario de la amplitud de
fidelidad se debe encontrar en [1/Na, 2/Na], mientras que el de la fidelidad,
al ser el módulo al cuadrado de la amplitud de fidelidad, debe estar en
el rango [1/N 2

a , 4/N
2
a ]. Por ello, si es válido que Na = 20, en nuestro caso

el valor estacionario de la fidelidad, que llamaremos Fe, se debe encontrar
entre los valores [0.0025, 0.0100]. En el cuadro 5.1 se escribe el promedio
de Fe para las perturbaciones estudiadas anteriormente, aśı como para los
ángulos γ = 10o, 30o, 45o y 90o. Éste promedio se realizó en el dominio de
τ ∈ [1, 2], ya que en el modelo de RMT el valor estacionario se alcanza para
valores τ > 1 (ver figura 4.2).

γ o γ rad. Fe
1 0.0175 0.8419
2 0.0349 0.5000
3 0.0524 0.2080
4 0.0698 0.0631
5 0.0873 0.0184
6 0.1047 0.0099
10 0.1745 0.0099
30 0.5236 0.0044
45 0.7854 0.0031
57 0.9948 0.0033
90 1.5708 0.0031

Cuadro 5.1: Promedio de Fe en el rango τ ∈ [1, 2] para distintos valores de γ. En
la primera columna se escribe γ en grados y en la segunda en radianes.

Se puede observar en el cuadro superior que para γ ≥ 6o, valor que deno-
taremos como γc, el promedio de Fe está dentro del rango esperado por el
modelo RMT, sin que este valor disminuya más allá de la cota inferior de
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Figura 5.3: Decaimiento de fidelidad para sistema (5.1) al perturbarlo con rota-
ciones de ángulo γ = 6o, 10o, 30o, 45o, 57o y 90o. Se utilizó el mismo estado inicial
que en la figura 5.1.

0.0025, al perturbar el sistema con ángulos mayores. Sin embargo, se puede
ver en la figura 5.3 que el valor τ al cual decae la fidelidad se vuelve más
pequeño conforme se perturba el sistema con ángulos más grandes, lo que
no se puede justificar con el modelo RMT.

Un hecho muy sorprendente es que al medir en radianes los ángulos de per-
turbación se encuentra que γc ≈ 0.10 rad= 2/Na, lo que coincide en magnitud
con el valor mı́nimo α predicho por el modelo RMT para el cual se cumple
que τm = 1/Na y que Fe ∈ [1/N 2

a , 4/N
2
a ]. De esta manera parece ser que pode-

mos identificar α = γ, cuando el ángulo de perturbación se mide en radianes.

Finalmente en la figura 5.4 se compara la fidelidad de este sistema con lo
obtenido por el modelo RMT para sistemas GOE. Ah́ı se consideró N = Na

y se graficó el módulo al cuadrado de la Ec. (4.22) para α = 0.1 y 1, aśı como
la fidelidad para el modelo dinámico con γ = 0.1047 y 0.9948. Se observa que
para γ = 0.1047, 0.9948 la fidelidad del sistema dinámico fluctúa alrededor
del valor estacionario del modelo RMT para α = 1, 0.1, respectivamente,
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Figura 5.4: Se compara el decaimiento de fidelidad del modelo RMT con el modelo
estudiado aqúı. Las ĺıneas gruesas muestran el módulo al cuadrado de la Ec. (4.22)
para α = 0.1 y 1. Las ĺıneas delgadas son el resultado del modelo dinámico dado
en la Ec. (5.1) para γ = 0.1047 y 0.9948, utilizando el estado inicial (5.10).

es decir, aunque los promedios de Fe del sistema dinámico caen dentro del
rango esperado, se ve que no siguen apropiadamente los valores predichos.
Además, en el cuadro pequeño de esta misma figura se puede observar que
el valor τ al cual decae la fidelidad difiere ligeramente del modelo RMT.



Caṕıtulo 6

Conclusión

En este caṕıtulo se darán las conclusiones de este trabajo. Empezare-
mos generando las conclusiones particulares de cada caṕıtulo, para final-
mente dar una conclusión general del trabajo.

En el caṕıtulo 2 se desarrolló el modelo de matrices aleatorias para la
amplitud de fidelidad bajo perturbaciones isoespectrales utilizando miem-
bros del GUE. Ah́ı se encontró una expresión anaĺıtica para dimensiones
grandes. Se observa que el decaimiento a tiempos cortos está determina-
do por los términos resultantes de la aproximación a la delta de Dirac,
mientras que para valores del orden del tiempo de Heisenberg la fidelidad
sigue el comportamiento del factor de forma espectral b2(τ), con un orden
de magnitud menor que el correspondiente a tiempos cortos. Al evaluar
numéricamente la fórmula para dimensiones pequeñas y comparar los re-
sultados con la encontrada para dimensiones grandes, se observó que ambas
coinciden con un error relativo menor al 10%, para el caso en que N = 10.

En el caṕıtulo 3 se desarrolló de nuevo el modelo de matrices aleatorias pa-
ra la amplitud de fidelidad, pero ahora utilizando matrices simétricas reales
del GOE que al ser perturbadas mediante una transformación de semejan-
za unitaria se convierten en matrices hermitianas. La diferencia observada
respecto al caso anterior es que para tiempos del orden del tiempo de Hei-
senberg, la fidelidad sigue el comportamiento del factor de forma espectral
del GOE, es decir, su comportamiento está determinado básicamente por
b1(τ).
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En el caṕıtulo 4 se desarrolló de nuevo este modelo pero utilizando miem-
bros del GOE como hamiltonianos no perturbados. En este caso el hamilto-
niano fue perturbado mediante una transformación de semejanza ortogonal,
lo que hizo que el álgebra fuera más complicada, debido principalmente a
que fue necesario utilizar un ensemble de matrices hermitianas antisimétri-
cas para generar las matrices ortogonales que transforman al hamiltoniano.
Gracias al sorprendente resultado de que las correlaciones de las matrices
hermitianas antisimétricas son las mismas que las del GUE, es que fue po-
sible concluir el desarrollo algebraico para este caso. En lo demás, para
tiempos del orden del tiempo de Heisenberg, los resultados sólo difieren del
caso GUE en que la dinámica está determinada por b1(τ), mientras que pa-
ra tiempos cortos la forma del decaimiento de la fidelidad es distinta a los
dos casos anteriores, sin embargo se sigue cumpliendo que decae al tiempo
τ = 1/N .

Finalmente, en el caṕıtulo 5 se midió la fidelidad para un sistema com-
puesto de dos osciladores con potencial de acoplamiento cuártico, el cual
se perturbó isoespectralmente mediante una rotación en el espacio de con-
figuración. Se encontró en el régimen caótico del sistema que, independien-
temente del ángulo de perturbación, la fidelidad decae a τm = 0.05. De esta
manera, al comparar con el modelo de RMT para sistemas GOE desarrolla-
do en el caṕıtulo 4, se asoció una dimensión Na = 1/τm = 20 al sistema. Con
esta dimensión, el valor estacionario de la fidelidad permanece en el rango
[1/N 2

a , 4/N
2
a ] predicho por el modelo RMT. Además, se encontró que si se

mide el ángulo de perturbación γ en radianes, se puede asociar la magnitud
de este parámetro con la del modelo RMT, es decir, se observa que γ ≈ α.
Lo que no se observó fue el comportamiento creciente, dado por el modelo
RMT, como función del factor de forma espectral.

En suma, hemos encontrado una expresión bastante simple para la am-
plitud de fidelidad bajo perturbaciones isoespectrales dentro del marco de
referencia de la teoŕıa de matrices aleatorias. Para los dos simetŕıas estudia-
das, el decaimiento a tiempos cortos va como una delta Dirac, mientras que
para valores del tiempo de Heisenberg sigue el comportamiento del corres-
pondiente factor de forma espectral bβ(τ). Asimismo, la comparación con el
modelo dinámico nos da indicios de cierta correspondencia con el modelo.
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Sin embargo, estos resultados se obtuvieron de forma heuŕıstica, por lo que
queda pendiente hacer un análisis más sistemático, aśı como buscar un sig-
nificado f́ısico de la dimensión asociada al sistema Na.

El posible trabajo futuro será encontrar una expresión de la fidelidad para
estados coherentes, para aśı poder comparar los resultados de RMT con
los obtenidos en [7, 8], pues ah́ı utilizan estos tipos de estados iniciales en
su expresión de fidelidad. Cabe mencionar que el grupo de Fabrice Mortes-
sagne en Niza, Francia [33] intenta realizar experimentos en relación con
nuestro trabajo. Ellos utilizarán un interferómetro de Mach-Zender para
medir la fidelidad después de mandar un haz de microondas a través de dos
fibras ópticas caóticas, rotando cierto ángulo una respecto a la otra. Por ello
los resultados obtenidos ah́ı podrán servir para validar experimentalmente
nuestro modelo.
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Apéndice A

Aspectos de RMT

A continuación se definen algunas cantidades tomadas de la teoŕıa de
matrices aleatorias que han sido utilizadas a lo largo de la tesis.

El promedio de la densidad de niveles, algunas veces llamada densidad de
estados, es el promedio del numero de eigenvalores por unidad de enerǵıa en
un ensemble dado. Para dimensiones grandes, el promedio de la densidad
de niveles para los ensembles clásicos esta dado por

〈ρ(E)〉 =

{ √

1− (πE
2N

)2 |E| < 2N
π

0 |E| > 2N
π

,

a la que se conoce como ley del semićırculo de Wigner. En el ĺımite E → 0

la densidad de niveles se vuelve constante 〈ρ(E)〉 = 1, siempre y cuando la
enerǵıa se mida en unidades 2N/π.

Una cantidad relacionada con la densidad de niveles es el tiempo de Hei-
senberg τH, que viene a ser el tiempo aproximado en que dos eigenvalores
vecinos cruzan el ćırculo unitario

(Ei+1 − Ei)τH/~ ≈ 2π. (A.1)

Unas caracteŕısticas importantes de los espectros de matrices aleatorias son
sus correlaciones. El factor de forma, que hemos definido en el desarrollo
de la tesis, es una cantidad que mide correlaciones entre dos eigenvalores
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distintos, también llamadas correlaciones de dos puntos. En el ĺımite de
dimensiones grandes esta cantidad se puede escribir como

K2β
(τ) = 1 + δ(τ) − bβ2 (τ) (A.2)

donde el ı́ndice β caracteriza el ensemble, β =1 para GOE y β = 2 para GUE.
A la función bβ2 se le conoce como factor de forma espectral, y está dada por

b12(τ) =

{

1− 2|τ |+ |τ | log(2|τ |+ 1) si |τ | ≤ 1

−1 + |τ | log
(

2|τ |+1

2|τ |−1

)

si |τ | > 1
, (A.3)

y

b22(τ) =

{

1− |τ | si |τ | ≤ 1

0 si |τ | > 1
, (A.4)

para el ensemble GOE y GUE, respectivamente.



Apéndice B

Integrales del grupo ortogonal

con la función de Weingarten

En el art́ıculo de Collins et. al[26] encuentran una expresión compacta
para los distintos valores de las integrales de monomios ui1j1 . . . uinjn ∈ O(n)

bajo la medida de Haar. Ellos llegan a que

〈

ui1j1 . . . ui2kj2k
〉

O(n)
=

∫

O(n)

ui1j1 . . . ui2kj2kdu =
∑

π,σ∈Dk

δπ(I)δσ(J)Wkn(π, σ),

(B.1)
donde los objetos del lado derecho son:

I = (i1, . . . , i2k) y J = (j1, . . . , j2k).

Dk es el conjunto de parejas formadas con los ı́ndices {1, . . . , 2k}.

Wkn(π, σ) es la matriz de Weingarten dada por G−1
kn , tal que Gkn(π, σ) =

n|π∨σ|

Para k = 2, que es el caso que se utilizó en el capitulo 4, la matriz de
Weingarten está dada por

W2n =





n2 n n

n n2 n

n n n2





−1

=
1

(n− 1)n(n+ 2)





n+ 1 −1 −1

−1 n+ 1 −1

−1 −1 n+ 1



 ,

(B.2)
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por lo que

〈

ui1j1ui2j2ui3j3ui4j4
〉

O(n)
=

∑

π,σ∈D2

δπ(i1, i2, i3, i4)δσ(j1, j2, j3, j4)W2n(π, σ) =

n+ 1

(n− 1)n(n + 2)

(

δi1i2δi3i4δj1j2δj3j4 + δi1i3δi2i4δj1j3δj2j4 + δi1i4δi2i3δj1j4δj2j3
)

+

−1

(n− 1)n(n + 2)

(

δi1i2δi3i4δj1j3δj2j4 + δi1i2δi3i4δj1j4δj2j3 + δi1i3δi2i4δj1j2δj3j4+

δi1i3δi2i4δj1j4δj2j3 + δi1i4δi2i3δj1j2δj3j4 + δi1i4δi2i3δj1j3δj2j4
)

.

(B.3)

Renombrando los sub́ındices de las deltas de Kronecker por los de (4.11),
y observando que dos de ellos se repiten, se llega automáticamente a la
expresión (4.12) de la sección 4.2.



Apéndice C

Factor de forma para matrices

hermitianas antisimétricas

Para verificar la validez del resultado KA(a) = K2(a) (utilizado en la
sección 4.3), es decir, que el factor de forma para un ensemble de matrices
hermitianas antisimétricas es el mismo que el del GUE en el ĺımite cuando
N → ∞ [30], se calculó numéricamente el factor de forma para matrices
hermitianas antisimétricas, aśı como para matrices hermitianas complejas,
y se comparó el resultado con la fórmula asintótica del factor de forma para
el GUE (ver apéndice A).

En la parte superior de la figura C.1 la ĺınea con puntos muestra el fac-
tor de forma para un ensemble de 2000 matrices hermitianas antisimétricas
de dimensión N = 200, mientras que la linea punteada de la figura inferior
muestra el factor de forma del GUE utilizando 2000 matrices hermitianas
complejas de la misma dimensión que en el caso anterior. En ambas figuras,
la ĺınea continua muestra el factor de forma del GUE en el limite asintótico
N → ∞ . Para el primer caso el error relativo, entre la realización numérica
y el valor asintótico del GUE es menor al 5%, mientras que en el segundo
caso es menor al 3%. De esta manera se comprueba numéricamente que las
correlaciones son las mismas para ambos ensembles.
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Figura C.1: Las lineas continuas representan el valor asintótico del factor de
forma para el GUE. Los puntos de arriba muestran el Factor de forma para un
ensemble de 2000 matrices hermitianas antisimétricas; mientras que los de abajo
son el factor de forma para el mismo número de miembros del GUE. En ambos
casos la dimensión de las matrices utilizadas es de N = 200.
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