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1 Introduccion

En los articulos [3], [4], publicados respectivamente en 1960 y 1961, Zeev Nehari ideé un
método para buscar una solucién de cierta ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden
no lineal demostrando que esta minimizaba a un funcional, asociado a dicha ecuacién, sobre
una variedad diferenciable contenida en el espacio de funciones. Esta idea fue trasladada
con éxito a otros problemas, estableciendo asi las ahora llamadas variedades de Nehari.

De acuerdo con [8] la situacién abstracta en la cual suele definirse una variedad de Nehari
puede delinearse de la siguiente manera: Sea B un espacio de Banach real y ® € C1(B,R)
un funcional del cual estamos interesados en encontrar sus puntos criticos. Supongamos que

u # 0 es un punto critico no trivial de ®. Entonces u debe estar contenido en el conjunto
N :={ue B\ {0}: ®'(u)u = 0}.

El conjunto N recibe el nombre de variedad de Nehari, atin cuando no en todos los casos
resulte ser una variedad. Cuando las hipotesis son adecuadas uno puede encontrar que
existe una funcién v que minimiza a ® sobre N y, méds ain, que esta funcién es un punto
critico del funcional considerado sobre todo el espacio de funciones.

Para la situacién que nos concierne en este trabajo no sera esta variedad de Nehari la
que utilizaremos, pues una hipotesis que suele incluirse en este planteamiento abstracto es
que u = 0 sea un minimo local del funcional ®, lo cual no es un hecho que podamos dar
por sentado para la ecuacion periddica no lineal de Schrodinger, ya que para esta ecuacion
se da el caso en que © = 0 no es un minimo sino un punto silla. Para abordar esta situacion

Pankov introdujo en [5] una generalizacién de la variedad de Nehari, la cual se retomara



en este trabajo.
Para definir la variedad generalizada de Nehari que utilizaremos comencemos por pre-
cisar la ecuaciéon con la cual trabajaremos. Esta es la ecuacién semilineal estacionaria de

Schrodinger, la cual esta dada por

—Au+V(z)u= f(r,u
(x)u = (2 ) .
u € HYRY)
donde definimos H'(RY), y en general H*(RY) para toda k € N como el espacio de
Hilbert de todas las u : RY — R localmente sumables tales que para todo multi-indice

0 < |a] < k, D* existe en el sentido débil y pertenece a L?(R™). El producto interior lo

definimos como

(U, ) e = Z (D%, D) 2

0<a|<k
Més adelante veremos que tiene sentido hablar del operador —A + V sobre H?(RY)
definiéndolo como una extensién autoadjunta del operador —A + V' sobre C*(RY), y que
esta extension es acotada por debajo.
Definamos F'(z,u) fo (x,s)ds. A lo largo del trabajo supondremos que se cumplen las

siguientes condiciones:
(S1) V es continua, 1-periédica en xy,..., 2y vy 0 ¢ o(—A + V), el espectro de —A + V.

(S3) f es continua , 1-periddica en x1,...,zx v | f(x,u)| < a(l + |u[P~!) para algtin a > 0

y p€ (2,2, donde 2* :=2N/(N —2)si N >3y 2" :=4o0osi N =16 2.
(S3) f(z,u) = o(u) uniformemente en x cuando |u| — 0.
(S4) F(x,u)/u* — oo uniformemente en z cuando |u| — co.

(S5) u— f(x,u)/|u| es estrictamente creciente en (—o0,0) y (0, 00).

Utilizando las hip6tesis sobre V, f y auxilidndonos de [10, Lema 3.10] vemos que

® c CHH'RY),R), ®(u):= %/(|Vu|2 + V(z)u?)dz — /F(x,u)dw. (1.2)

RN RN



Notemos que

O (u)[h] = /(Vu -Vh+V(z)uh)dx — /f(a:,u)hda: (1.3)

RN RN
por lo cual los puntos criticos de ® son por definicién (ver por ejemplo [2]) soluciones

débiles de (1.1).

Las condiciones que mediante las hipétesis estamos imponiendo a nuestra ecuaciéon no
son demasiado restrictivas, de hecho debilitan aquéllas requeridas por Pankov en [5]. En
primer lugar no pedimos a f que sea C! sino sélo que sea continua. Ademads, las hipétesis
(S4), (S5) sustituyen una condicién mas fuerte de tipo Ambrosetti-Rabinowitz que suele

ser pedida, ésta es
0 < nF(z,u) < f(z,u)u paraalgin 1 >2 yparatoda u€R\{0},zc R

Las hipotesis consideradas por Pankov eran ya lo suficientemente generales para describir
el comportamiento de algunos fenémenos fisicos y él, de hecho, incluye en el articulo men-
cionado una aplicacion a la teoria de los cristales fotonicos.

Utilizando (S;) definiremos sobre H'(R™) un producto interior equivalente (-,-)g y

subespacios ET, E~ cerrados tales que H'(RY) = Et @ E~ y

o) = gl = 3~ [ Plawda, (1.4
O (u)[h] = (ut,h)g — (u",h)p — /f(x,u)hd:z‘, (1.5)

donde u™,u~ son las componentes de u en los espacios ET, E~. Las expresiones (1.4) y
(1.5) nos seran de gran ayuda al demostrar los resultados que veremos.
Definiremos ahora la variedad de Nehari generalizada, tal como fue introducida por

Pankov en [5]:
M:={ue F\E :®wu=0 y ®(u)v=0 paratoda ve E }. (1.6)

Notemos que si u € E~ \ {0} entonces ®'(u)u = —|ju~||*> = [ f(z,u)udz < 0 asi que, por
RN
definicién, M contiene a todos los puntos criticos no triviales de ®, tal como sucede con

las variedades de Nehari definidas al principio. Nuestro resultado principal es el siguiente:



1.1 Teorema. Suponga que se cumplen (S1) — (S5) y defina ¢ := inf,ep P(u). Entonces

¢ se alcanza, ¢ > 0, y si ug € M satisface ®(ug) = ¢, entonces ug es una solucién débil de
(1.1).
Para demostrar este resultado consideraremos para cada u € E \ E~ los siguientes

conjuntos:

E(u)=E ®Ru=FE ®Ru" (1.7)
y el subconjunto convexo:
E(u) =F +R'u=FE +RTu" (1.8)

donde, como es usual, RT = [0, 00).

El obstaculo mas importante que debemos afrontar para obtener el Teorema 1.1 es que al
suponer sblo continuidad para f no podemos asegurar que M sea una variedad C!, por lo
cual no podemos valernos del principio variacional de Ekeland, el cual juega un papel clave
en la técnica utilizada por Pankov en [5]. Para sortear esto Szulkin y Weth han desarrollado
el siguiente método en el articulo [7] que ahora esbozaremos.

Demostraremos primero que para toda u € F'\ E~ el conjunto M intersecta a E (u) en
exactamente un punto, el cual resulta ser el maximo global tinico de ®| Blu): Denotaremos
a este punto por m(u). Lo siguiente serd demostrar que la funciéon dada por v — m(u)
es continua y, mas aun, que la restriccién de m a S*, la esfera unidad en ET, define un
homeomorfismo entre S* y M.

El paso que daremos a continuacién es, tal como se enfatiza en el articulo [7], una
pieza fundamental en el método que estamos siguiendo: veremos, aplicando el teorema
del valor medio, que a pesar de que m no es necesariamente diferenciable, la composicién
®om : ST — R s resulta serlo. Dado esto y que ST es una variedad diferenciable seremos
capaces de recurrir al principio variacional de Ekeland, pues como veremos ya cerca del
final de la tesis los puntos criticos de ® o m se corresponden 1-1 con los puntos criticos no
triviales de .

El desarrollo de este trabajo se ha dividido en los tres capitulos siguientes de esta forma:



en el capitulo 2 demostraremos la existencia de la extensién autoadjunta de —A + V. y
ademds, apoyandonos en buena medida en la hipétesis (5 ), demostraremos la existencia y
algunas propiedades del producto interno (-, -)g. El capitulo 3 lo dedicaremos a establecer
algunos lemas técnicos que nos seran de ayuda mas adelante, y que se refieren en su mayor
parte a propiedades de f y F, derivadas de las hipotesis (S3) — (S5). Por ultimo, en el
capitulo 4 se presentara el desarrollo del método seguido por Szulkin y Weth que hemos

esbozado anteriormente.



2 El producto interior {-,-)p

Denotemos por L?(RY) al espacio de Hilbert de las funciones reales cuadrado-integrables

y definamos el operador
T:CeRY) c LA(RY) — LA RY), Tu=—Au+Vu,

donde A representa al Laplaciano definido sobre C>®°(RY). Veremos que T tiene una ex-
tensién autoadjunta L : H2(RN) C L*(RY) — L?(RY), a partir de la cual definiremos un
operador |L|z : HY(RY) ¢ L2(RY) — L2(RYN) utilizando el caleulo funcional para opera-
dores autoadjuntos no acotados. Los resultados mediante los cuales haremos esto suelen
enunciarse soélo para espacios de Hilbert complejos, mencionando que es posible demostrar-
los para espacios de Hilbert reales auxilidandose de un proceso de complejificacién por lo
cual comenzaremos por introducir este concepto.

Si H es un espacio de Hilbert real definimos su complejificacion como el espacio complejo

He = H x H con la suma dada por

(1, 91) + (22, 92) = (x1 + T2, 41 + ¥2),
la multiplicacion escalar

(a+if)(z,y) = (ax — By, oy + fr),
y el producto interno

((r1,91), (72, 92)) = (21, 72) — {21, Y2) + (Y1, T2) + (Y1, ¥2),



de manera que
I, )P = [l® + [yl

Observemos que (z,,y,) — (z,y) siy sélo si , = y Yy — .

Definimos también la complejificacién de un operador A en H como
Ac: D(A) x D(A) C Hc — He, Ac(z,y) = (Ax, Ay).

Se verifica directamente de estas definiciones que H¢ es un espacio de Hilbert comple-
jo y que Ac es un operador en H¢. También directamente de las definiciones se verifica
que L?(RY)¢ se identifica como espacio de Hilbert con el espacio de las funciones comple-
jas cuadrado-integrables, y resultados similares para las complejificaciones de H?(RY) y
C>(RY). El resto de las propiedades de la complejificacién que ocuparemos las enunciare-

mos en el siguiente lema.

2.1 Lema. Sea H un espacio de Hilbert real y A un operador en H.
(a) A1 = Ay < (Ai)c = (A2)c.
(b) A es cerrable <= Ac es cerrable.
(c) Si A es cerrable entonces Ac = (A)c.
(d) (A%)c = (Ac)".
(e) A es esencialmente autoadjunto <= Ac es esencialmente autoadjunto.

(f) En el caso en que A es autoadjunto se cumple que A es acotado por debajo <= Ac

es acotado por debajo.
Demostracion.

(a) Esto se obtiene directamente de las definiciones.



(b)

(f)

A cerrable = Ac cerrable se obtiene de manera natural de las definiciones, demostre-
mos la implicacién contraria: sean (), (y,) dos sucesiones tales que x, — z,y, —
x, A(z,) = w1 y A(y,) — wy en H. Esto implica que (z,,0) — (z,0), (y,,0) —
(,0), Ac(zn,0) = (w1,0) v Ac(yn,0) — (w2,0) en He. Como Ac es cerrable se

sigue que w; = wy y de aqui que existe A.
Se sigue de las definiciones.

D((A*)c) C Z((Ac)*) se sigue de las definiciones. Para demostrar la contencién
contraria supongamos que (z,y) € Z((Ac)*) y sea (Ac)*(z,y) = (w1, ws). Tenemos

para toda (u,v) € Z(Ac)
((Au, Av), (z,y)) = (Ac(u, v), (2,y)) = (v, v), (w1, ws)).
Haciendo v = 0 y utilizando la definicién del producto interno en H¢ vemos que
(Au, x) — i{Au, y) = (u,wy) —i{u,wy) paratoda u € Z(A).

Igualando las partes real e imaginaria de esta ecuacién obtenemos que z,y € Z(A*)
y de aqui que (z,y) € Z((A*)c). Més atn, hemos obtenido que (A¢)*(z,y) =
(A*z, A*y) = (A)c(x,y) para toda (z,y) € Z((Ac)*), lo cual concluye la demos-

tracion de este inciso.

Para este resultado haremos uso de los incisos anteriores. Si A es esencialmente

autoadjunto entonces

También se sigue de las definiciones.

10
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Volviendo al operador T' que definimos al inicio de este capitulo tenemos que [9, pag. 306,
ejemplo 1] y [9, Teorema 10.22] implican que Tt es esencialmente autoadjunto, 2(T¢) =
H?*(RM)c y T es acotado por debajo. Este hecho y el Lema 2.1 demuestran nuestra primera

Proposicion.

2.2 Proposicién. T es esencialmente autoadjunto, 2(T) = H*(RY) y T es acotado por

debajo.

El hecho de que la extensién autoadjunta de T' sea precisamente su cerradura nos permite

obtener una relacién entre T y la derivada débil que utilizaremos més adelante.

_ N
2.3 Lema. Para toda v € H*(RY) se cumple Tu = — > 0?u + Vu, donde la derivada se
i=1

considera en el sentido débil.

Demostracion. Utilizando de nuevo [9, pag. 306, ejemplo 1] y [9, Teorema 10.22], vemos
que —A es autoadjunto y que Z(=A + V) = 2(-A) = H*(RY) = 2(T). Supongamos

ahora que u € H2(RY) y sea w € C°(RY). Tenemos que

Observemos que por ser —A autoadjunto y por la definicién de la derivada débil se tiene

N
(—Au, w2 = (u, —Aw) 2 = (— Z@fu, W)z,
i=1
_ N
lo cual junto a la cadena de igualdades de arriba implica que (Tu,w)r: = (= d?u +
i=1

Vu,w)pz. Sélo resta utilizar la densidad de C°(RY) para concluir la demostracién del

Lema. O

11



Para simplificar la notacién en lo que sigue fijemos L := T. Enunciaremos ahora los
resultados de teoria espectral para espacios de Hilbert reales que utilizaremos para definir
el operador | L| 3. S6lo daremos aqui la demostracion de una parte de uno de estos lemas pues
el resto puede demostrarse de manera similar a [6, Teorema 13.24, Teorema 13.30, Teorema
13.33], siendo la diferencia que ahora debemos apoyarnos en la versién para espacios de
Hilbert reales del teorema espectral para operadores acotados, el cual a su vez se apoya en
la teoria espectral para espacios de Banach asi que daremos como referencia el articulo [1],
el cual aborda este tema.

Definamos para toda z,y € H y toda resolucién de la identidad R4 la medida Rﬁy dada
por

Ry, (w) = (R (w)z,y)

para todo conjunto de Borel w.

2.4 Lema. Para cada operador autoadjunto A en un espacio de Hilbert real H existe una
tinica resolucion de la identidad R?, definida sobre los conjuntos de Borel de la recta real,
tal que RA(a(A)) =1y

[e.e]

(Az,y) = / thﬁy(t) para toda x € Y(A),y € H. (2.1)

— 00

Ademds, si para x € H existe z € H tal que

[e.9]

(z,y) = /th;{y(t) para toda y € H (2.2)

—00

tenemos que x € P(A) y Az = z.

Demostracion. Supongamos que x y z cumplen (2.2) y que x € Z(A). Definamos el ope-
rador B : 2(A) @ Re ¢ H — H como B|y) = Ay Bx = z. Notemos que para toda
y € Z(A) y para todo conjunto de Borel w

R}, (w) = (R (w)z,y) = (z, R (w)y) = (R (w)y, x) = R},(w)

12



por lo que

o0 [e.9]

(Bay) = [ tdrd, 0 = [ L, (0) = (Ay.x) = (By.x) = (o, By).

—0o0 —00
Como ademas A es autoadjunto, y por lo tanto simétrico, deducimos que B es un operador
simétrico. Hemos llegado asi a que B es una extension simétrica del operador autoadjunto
A asi que, por maximalidad, se implica que A = B, una contradicciéon. Deducimos que

x € P(A), con lo cual (2.1) y (2.2) implican Az = 2. O

2.5 Lema. Sea A un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert real H y R su

correspondiente resolucion de la identidad.

(a) A cada funcion medible f : R — R le corresponde un operador en H autoadjunto

f(A) caracterizado por

D(F(A)) = {w € H - / FARA, < oo}, (2.3)
(f(A)z,y) = / deﬁy para toda x € D(f(A)),y € H. (2.4)

f(A) también satisface

Hf(A)a:H2 = / deRQl, para toda x € D(f(A)). (2.5)

(b) Se cumple el siguiente teorema de multiplicacion: Si f,g son medibles entonces
f(A)g(A) C fg(A), 2(f(A)g(A)) = 2(9(A) N 2(fg(A)). (2.6)

(c) Si B € B(H) (el conjunto de los operadores lineales y acotados definidos sobre H ) y
BA C AB entonces R*(w)B = BR*(w) para todo conjunto de Borel w.

Demostraremos ahora un par de lemas que nos seran utiles mas adelante. Denotemos

por id a la funcién identidad definida sobre los reales

13



2.6 Lema. Sean A y R* como en el lema anterior. Tenemos que id(A) = A.

Demostracion. Sea x € Z(id(A)), utilizando (2.4) y el Lema 2.4 vemos que

(id(A)z,y) = / thﬁy para toda ye€ H =€ P(A), Ar=1id(A)z,

— o0
por lo cual A es una extension de id(A). Como ambos operadores son autoadjuntos con-

cluimos que A = id(A). O

2.7 Lema. Sea w un conjunto de Borel y g una funcion medible. Manteniendo la notacion

de los lemas anteriores se cumple
R w)(2(g(A))) € 2(g(A)). (2.7)
St ademds g es acotada sobre w tenemos
RA(w)(H) € 2(9(A)). (2.8)

Demostracion. De (2.3) y (2.4) se comprueba que R4 (w) = x,(A) (la funcién caracteristica
del conjunto A) por lo que (2.6) implica que R4 (w)g(A) C gx.(A) = g(A)R*(w), donde
la tltima igualdad se obtiene debido a que 2(g(A)R*(w)) = 2(R*(w)) N Z2(gxw(A)) =
HN P(g9xu(A)) = Z(9x.(A)) también por (2.6). De esto se obtiene (2.7). Si ademds g
es acotada en w la funcién gy, es acotada por lo que Z2(g(A)R4(w)) = Z(gx.(A)) = H.
Como Z(g(A)RYw)) = {z € P(R*(w))|R*(w)x € Z(g(A))} tenemos que se cumple
(2.8). O

. 1 . %
Ya con estos resultados definimos el operador |L|2 como el operador asociado a la funcién

It|2, y definimos también (-,-) 5 como
(u,v)g = (\L\%u, |L|%U>L2 para toda w,v € E := .@(\L\%).
Tenemos el siguiente lema:

2.8 Lema. (F,(-,")g) es un espacio de Hilbert.

14



Demostracion. Utilizando que (—a,a) C R\ (L) para cierto a > 0y (2.5) obtenemos que

lull = I ullz: = /(L)\trdmwauun; para toda w € Z(LJ%),  (29)

auxilidndonos de esto y de la linealidad de ]L]% se prueba que (-, -) g es un producto interno.
Supongamos ahora que (u,,) es una sucesion de Cauchy en E. Por definicién esto implica que
(IL|2u,) es una sucesién de Cauchy en L2(RY), y como éste es completo, existe v € L2(RY)
tal que |L|2u, — v. Ademés, por (2.9), (u,) es una sucesién de Cauchy también en L2(RY),
por lo cual existe u € L2(RY) tal que u, — u en L2(RY). Como |L|2 es un operador cerrado

deducimos que u € E y que |L|%u = v. Tenemos asi que u,, — u en E pues
1 1
[un —ullp = [[|L]7un — [L[>ullL2 — 0.
Esto prueba que E es un espacio de Hilbert con el producto (-, -)g. O

Nuestro siguiente objetivo es demostrar que £ = H'(RY) y que (-, ) induce una nor-
ma equivalente a la usual en H'(RY). Para ello comenzaremos por demostrar algunas
propiedades de |L|, el operador asociado a la funcién [t|. A partir de ahora denotaremos
por R a la resolucién de la identidad asociada a L. También utilizaremos la notacién
QT =R((0,0)),Q" = R((—00,0)). Notemos que por las propiedades de R como resolu-
ci6n de la identidad R(o(L)) = I = R(w) = 0 para todo conjunto de Borel w C R \ o(L),
asf que (57) y el Lema 2.4 aseguran que QT + Q™ =1 — R({0}) = I.

2.9 Lema.
(a) |Llu= LQ* v — LQ~u para toda u € 2(|L)).
(b) (LQ u,v) 2 = (LQ*u, Qv) 2 para todo u € D(|L|),v € LA (RY).
() (LQ u,v)r2 = (LQ~u, Qv) 2 para todo u € D(|L|),v € L*(RYN).
(d) 2(|L]) = H*(RY).

Demostracion.

15



(a) Seau € Z(|L|). Por el Lema 2.5y el Lema 2.6 tenemos que LQ" = id(L)x(0,00)(L) =
ZdX(O,oo)(L) y

u€ 9(L]) = /thRW <00 = /(z’dx(opo)(t))?d}%u,u <oo=u€ P(LQ").

De manera similar se demuestra que v € Z(|L]) = u € Z(LQ~). También por el

Lema 2.5 vemos que para toda v € L2(RY) se cumple

00 [ee) 0
(|L|u,v)p2 = / [t|dR, ., = /thu,v — / tdRy, = (LQ u,v) 2 — (LQ u,v) e,
— 00 0 —00

por lo cual podemos concluir que |Lju = LQTu — LQ ™ u.

(b) Utilizando (2.6) vemos que Q" y L conmutan en Z(|L|), debido a esto y a que Q*

es una proyeccion autoadjunta se cumple el resultado.
(c¢) La demostracién es similar al inciso anterior.

(d) La caracterizacion dada en (2.3), el Lema 2.6 y la Proposiciéon 2.2 implican que

7(ILI) = 2(L) = H*RY).
O

2.10 Lema. |L| es un operador fuertemente mondtono, es decir, existe a > 0 tal que

(|L|u,u)r2 > allul|3. para toda w € D(|L]).

Demostracion. Por hipotesis existe a > 0 tal que (—a,a) C R\ (L), debido a esto y a las

propiedades de R como resolucién de la identidad tenemos que

(LQ u,u)p2 = /th%u + /th%u = /thu,u > aRy, ((a,00)), (2.10)
0 a a

a

0
(LQ u, u) g2 = / tdR, ., + / tdR,, = / tdRy, < —aRy, ((—00,—a)),  (2.11)

—00

a

—00
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sumando las desigualdades y utilizando el Lema 2.9 obtenemos
([Llu,w)r2 = (LQ u, u)r2 — (LQ™wu,u) 12 > aRyu ((a,00)) + @Ry (=00, —a)) = allulZ-.

[]

De aqui en adelante escribiremos u* := Q" u, wu~ := Q u para abreviar la notacién.
Para enunciar y demostrar los lemas que vienen es conveniente introducir algunos conceptos

mas: definamos el producto interior energético como
(u,v)e == (|L|u,v) 2gnyy para toda w,v € Z(|L]),

y la norma enérgetica || - | como la inducida por este producto. Definamos también X,
el espacio energético de |L|, como el conjunto de las u € L?(R"™) para las cuales existe
una sucesién (u,) en 2(|L|) tal que u, — u en L2(RY) y tal que la sucesién (u,) es de
Cauchy con respecto a la norma energética. Estas sucesiones (u,) son llamadas sucesiones
admisibles para wu.

Utilizando [11, Seccién 5.3, Proposicién 3] vemos que podemos extender el producto

interior energético a X, mediante la definicién

(u,v)e = JL%O(un, Un)e paratodas wu,v € X,

donde (u,) y (v,) son sucesiones admisibles para u y v respectivamente, y que (X, (-, )¢)

es un espacio de Hilbert.
2.11 Lema. X, = H'(RY).

Demostracion. Sea u € X, y (u,) una sucesién admisible para u. Utilizando el Lema 2.9

y la ecuacién (2.11) vemos que

[|un — um”i = (| L] (tn = tm), Up — Um) L2
= (L(tp — )", (U — ) Vg2 — (L(Un — Up) ™, (U — Upn) ™ )12
> (Lt — ) (= ) Y12 + @Ry iy iy, ((—00, —a)) .
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Como R es una resoluciéon de la identidad tenemos que R ((—oo, —a)) es una proyeccion
autoadjunta, lo cual implica que aRy, —u,, u,—u., ((—00,—a)) > 0. Notemos también que
por (2.7) QT (2(L)) C Z(L), esto es, QT deja invariante H?(R"). Con esto y el Lema 2.3
vemos que

[t — |2 > (Ltn = )™ (= 1) ¥) 2

N
= (=D 0wy —uh) + V(uy —wh),uy —uf) e

= i [— / (uf —uh)0F (uy — “91 + / Viut —ut)?
= i 10:(y — )72 + /V(u: —uh)?.

Sea ¢ > 0. Por ser convergente en L*(RY) la sucesién (u,) es de Cauchy en L?(RY),
y por la continuidad de Q@ la sucesién (u;}) también es de Cauchy en L?(RY). Como
ademéds V' es acotada y (u,) es por hipdtesis una sucesion de Cauchy respecto a la norma
energética tenemos que existe M € N tal que si n,m > M entonces | [ V(u} —u})? <ey

|, — umlle < €. Utilizando la desigualdad arriba obtenida vemos que para toda n,m > M

> 101 — i < o —anl+ | V0

lo cual implica que (9;u;") es una sucesiéon de Cauchy en L*(RY) para toda i. Como L?(RY)

< 2e,

es un espacio completo deducimos que existe para toda ¢ una v; tal que d;u;} — v;. Se sigue
de aqui que u™ € H'(RY) con d;u™ = v;. Para obtener que v~ € H*(R") partimos otra

vez de la ecuacién (2.11):

(L(un — Up) " (Up, — U) V2 < —aRy, s i —u ((—00, —a)) <0

= Zna M+ / Vi —u)’ <0
N Z 10, — w2 < ‘/v "
=1
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asf que, por argumentos similares a los del caso de u™, podemos concluir que u~ € H'(R"Y),
y de aqui que u € H'(R"). Hemos probado que X, C H'(R"), veamos ahora la contencién
contraria. Sea v € H'(RY), por densidad existe una sucesiéon (u,) en C®(RY) tal que
u, — u respecto a la norma de H*(R"). Por la Proposicién 2.2 sabemos que existe b € R

tal que (Lw,w)r2 > bljw||3, para toda w € Z(L), asi que, utilizando el Lema 2.9 y el Lema

2.3:
[t = wml[Z = (| L] (= ), tn — ) 12
= (Lt — )™, (U = ) ") 2 = (Lt — )™, (Un = Um) ") 12
= (L(tup — Um), (Up, — Um)) 2 — 2(L(Up — Um) ", (Un, — Upm) ) 12
< (L(un = ), (U = )} 12 = 26| (un — )~ [|72

< (L (un = ), (n = ) 2]+ 2/l (1 — ) 7|72,

por lo que sélo resta demostrar que (L(u, — ty,), (4, — Uy,)) es una sucesion de Cauchy

para obtener el resultado. Tenemos que:

(L(tn — ), (Un — Um)) 2] < (=A(un — Um), (Un — Um)) 12|

+ [V (tn = wm), (Un — um)) 12|

= 3l )l | [ Vi

Por la definicién de la norma en H'(RY) y de nuevo por ser V acotada, concluimos. [

2.12 Lema. 2(|L|) = H*(RY) es denso en (E,{-,")g).

Demostracion. Como R, , es una medida finita (2.3) implica que Z(|L|) C E. Veamos
ahora que en efecto es denso. Sea uw € E y definamos u,, = R((—m,m))u para toda
m € N. Denotemos A = R((—m,m)), B = R ((—00, —m] U [m, o)) . Observemos que A =
X(—m,m)(L) por lo que (2.8) implica que u,, pertenece a Z(|L|), y que por las propiedades
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de la resolucion de la identidad I = A + B. Tenemos que

1
I = vl = [11L]2 (w = ) |22

= [[IL]2(1 = A)ulZ»

- / |t|dRBu,Bu-

donde la tdltima igualdad se cumple por (2.5). Dado que para todo conjunto de Borel w se

cumple
Rpy pu(w) = (R(w)Bu, R(w)Bu) 2
= (R(w)R ((—o0, —m] U [m, 00)) u, R(w)R ((—o0, —m] U [m, 00)) u) 12
= Ryu(w N ((—o00, —m| U [m, 0)))

deducimos que
u — |3 = / |t|dRu,u—|—/|t]dRu,u.

Por (2.3) sabemos que el mapeo t — |t| pertenece a L'(R, R,,) asi que de la ecuacién

anterior se sigue que u,, — u, como queriamos demostrar. O
2.13 Lema. X, = F.

Demostracion. Mostraremos primero que X, C E. Sea v € X, y (u,) una sucesién admi-
sible para u. Como %(|L|) C E (2.6) implica que |L| = |L|2|L|2. Usando que ademas |L|2
es autoadjunto tenemos
[t — | = (|L|(tn = tm), tn — ) 12
= (|LI% (tn = ), [ L] (1t = ) 22
= [lun — |l
de donde se sigue que (u,) es una sucesién de Cauchy en E asi que u, — v en E para

alguna v € E por el Lema 2.8. La ecuacién (2.9) implica que alju, — v||3, — 0, lo cual

implica que u = v, esto es, u € FE. Esto prueba que X, C E. Demostraremos ahora que
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los productos internos (-, ) v (-, ) g coinciden sobre X,.. Para esto supongamos ahora que

u,v € X, y sean (u,), (v,) sucesiones admisibles para ellos respectivamente:

<U, U>€ - nli_)lgo<un) Un>e

= lim {|L|Zun, |L|2v,)

n—oo

= lim (up, vn)p
n—oo

Por lo hecho al principio de esta demostracion sabemos que u,, — u y v, — v respecto
a la norma || - ||g, con lo cual se concluye de arriba la coincidencia de las normas. Como

X, es un espacio de Hilbert deducimos que es un subespacio cerrado de E. Puesto que

P2(|L|) C X. C FE la densidad de Z(|L|) en E (Lema 2.12) implica que X, = E. O
2.14 Proposicién. £ = HY(RY) y (HY(RY), (-, ")) es un espacio de Hilbert.
Demostracion. Se sigue del Lema 2.11, el Lema 2.13 y el Lema 2.8. [

La importancia de la norma (-, ) g estd en las propiedades que posee y que demostraremos
a continuacién. Definamos los espacios ET := Z(QT) N HY(RY), B~ :== Z(Q~) N H(RY).
Podemos definir también los operadores en H'(R") dados por Pt := Q" gy, P~ =

Q™ | @®vy ya que por (2.7) y por la Proposicién 2.14 tenemos que

QY (H'(RY)) = Q7 (2(|L|?) € 2(|L|?) = H'(RY)

Q (H'(RY)) = Q (2(|L|?) € 2(|L|?) = H'(RY).

Se verifica directamente de las definiciones que P+, P~ son proyecciones y que Z(P*) C

Et %(P~) C E™.
2.15 Lema. P*, P~ son proyecciones acotadas en H'(RYN).

Demostracién. Veamos que ET es un cerrado de la topologia de H'(RY). Sea (u,) una

sucesién en E1 que converge a un u € H*(RY) respecto a la norma usual en este espacio.
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Queremos demostrar que v € ET. Como u, — u en H'(RY) se cumple también que
u, — uen L*(RY), y dado que Z(Q") es cerrado (donde Z denota el rango del operador)
en L*(RY) (por las propiedades de QT,Q~ como proyecciones espectrales) se tiene que
u € Z(Q"). Como por hipétesis u € H(RY) esto implica que u € E*. De manera similar
se demuestra que E~ es cerrado. Podemos verificar también que H'(RY) = ET & E~.
Demostraremos ahora que P, P~ actian como proyecciones complementarias a ET y E~,
de donde se concluye el resultado. Para ver que Z(P*) = ET ya s6lo necesitamos probar
la contencién Et C Z(P7), para hacer esto supongamos v € Et. Como u € Z(Q™)
tenemos u = QT u, y como u € HY(RY) se implica que u = PTu, de donde se sigue que
u € Z(P"). De forma similar se demuestra que Z(P~) = E~. Resta ver que A (P1) =
E-, 4 (P~) = ET, (donde ./ denota el nicleo del operador) hechos que se desprenden
de que A/ (Q1) = Z(Q7), N (Q7) = Z(QT) por las propiedades de la resolucién de la
identidad R. N

2.16 Proposicion. Las normas asociadas a (-,-)g y (-,-)y1 son equivalentes.

Demostracion. Veamos primero que estas normas son equivalentes en 2(L) = H?*(RY).

Para u € H*(RY) tenemos:

Julfy: = | (uuénauw)
:/(1—V)u2+/<Vu2+§;|]8,-u||2>
< ‘/(1 SV /(w%éuauwﬂ

§/!1 — V\u2—|— |{Lu, u) 2|

+

<1 = Vllsollullz + [{Lu, u) 2|

Por (2.4) y el Lema 2.6 se cumple

‘(LU,U>L2’ S '/thu,u

< / [t Ry = (| Llu, ) 12,
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con esto y el Lema 2.10 obtenemos que

-Vl 1=Vl
ol < (= 1) niuss = (B0 400

Veamos la otra desigualdad: de manera similar a la demostracién de H*(RY) C X, en el

Lema 2.11 llegamos a que existe b € R tal que
lullf < (Lu,w)re — 2b]u |2,

de donde se sigue que
|wm<§]mwp+/ Vi — 2u

N
< Z | Osul|2 + ‘/qu

N
< Z 10l + 1V llsolluliZ2 + 21BIIQ [ 12) 1l 72

+2blu |7

< max{1, [[V]|oo + 2[0[}Hull7-

Con esto queda demostrada la equivalencia de las normas en H?(R"), veamos ahora que
esto se extiende a H'(RY) : Sea u € H'(RY), por densidad existe una sucesion (u,) €
H?(RY) que converge a u con la norma usual de H'(RY), y por lo tanto también con la
norma en L*(RY). Por la equivalencia de las normas esta sucesiéon es de Cauchy con la
norma en E por lo que |L|zu, es de Cauchy en L2(RN), asi que |L|2u, — v para algin
v € L2(RN). Usando que |L|2 es un operador cerrado obtenemos que v = |L|2u. De aqui

que

1= Ve (1= V)l 1
ol < (=0l = (120 1) iz
1= Ve ; 1= Vo
=l < (=) g, = (B2 ) g,

Por otra parte, el Lema 2.12 asegura que existe una sucesion (w,,) en H?(RY) que converge a

u en la norma de E. Como u—w, € H'(RY) para toda n, la desigualdad recién demostrada
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implica que (w,) converge a u también con la norma usual de H*(R"), asf que
lwnllf < max{1, |V [l + 2[b]}wal7n

= [lullf < max{L, [Vl + 2(b/HlullZ,
de donde se concluye el resultado. O
2.17 Lema. E~ = (E")Y, ET = (E7)* en el espacio (E, (-,")g).
Demostracién. Sea u € ET,v € E~. De (2.6) se desprende que Qt|L|z C |L|zQ* y por
la Proposicién 2.14 tenemos que ET = Z(Q") N E, utilizando estos resultados vemos que
Q+|L|%u = ]L]%QJru = |L|%u, lo cual implica que |L]%u € Z(Q%). De manera similar se
demuestra que |L|2v € 2(Q™) asi que

(u,v)p = (|L2u, |L]20) 12 =0,
como esto se cumple para toda u € E*,v € E~ tenemos E* C (E~)*, la igualdad entre

estos conjuntos se obtendra de esta contencién. En la demostracion del Lema 2.15 vimos
que £~ es un cerrado de H'(RY) asi que la Proposicién 2.16 implica que E~ es un cerrado
de E, por lo cual £ = (E~)*@®E~. Recordando que £ = E*@® E~ obtenemos E+ = (E~)*.
Por dltimo, E+ = (E7)+ = E~ = (E*)* utilizando de nuevo que E*, E~ son subespacios

cerrados de F. O

En lo que resta de este trabajo omitiremos frecuentemente el subindice E al referirnos
al nuevo producto interior que hemos definido y a la norma inducida por éste. Para cerrar

este capitulo demostraremos un par de ecuaciones anticipadas en la introduccion.
2.18 Proposicién. Se cumplen las ecuaciones (1.4),(1.5).

Demostracion. Sean u,v € H(RY). Por el Lema 2.12 existe una sucesién (u,) en H2(RY)

que converge a u con la norma || - ||. Para esta sucesiéon se cumple

(U, 0) = (uy,v) = (|Lfuy, 0) g2 = (| Ly, , v)r2

n

= (L, v) 2

N
Z (B, Bi0) 12 + (Vi ) 12
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Por la Proposicién 2.16 se cumple que u,, — u en H'(RY). Esto v el Lema 2.15 implican

<u+7v> - <u—’v> = nﬁ_glo (<u:zrvv> - (u;,v>)

N
= lim (Z (O, O;v) L2+<Vuna V)L >
. =1

= (0, 0w) 2 + (Vv
=1

con lo que se obtienen los resultados deseados. O
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3 Lemas técnicos

Demostraremos ahora algunos lemas que utilzaremos durante el siguiente capitulo.

3.1 Lema. M, ® y || - || son invariantes bajo traslaciones de la forma u +— u(- —a) con

ue H'RY) yaeZV.

Demostracion. Definamos u,(r) = u(zr — a) para todo u € H'(RY). Por lo visto en la
demostracién de la Proposicién 2.18 y por la propiedad (S7) tenemos que

N

(ut,v) — (u",v) = Z(@iu, 00y 2 + (Vu,v) 2

=1
= /(Vu - Vo + V(x)uvdz

RN

= /(Vua -V, + V(z)ugv.de

RN

N
Z (Ota, Ova) 2 + (Viug, Ug) 12

=1

= (u ;—ava> (Ug , Va),

de esta igualdad obtenemos, con v = ut que [[ut]|? = ||uf]|* y con v = v~ que ||[u"|]? =

iz 1%, de aqui que
ull® =l 1%+l 1 = flug 1 + llug 1" = llual®
Usando ahora (1.3), (1.4) y (S2) obtenemos

D(u,) =P(u) y P(ug)ve = D' (u)v
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para todo u,v € H*(RY) y a € Z". De la segunda ecuacién se desprende que &' (u,)v =
®'(u)v_,. Como ademas se verifica que v € E~ si y sélo si v, € E~ concluimos que M es

invariante bajo traslaciones. [

3.2 Lema. Para toda u € L*(RY) existe yo € RY tal que
/ u?dr = méax / ulde.
yeRN
Bi(yo) B1(y)

Demostracion. El caso en que u = 0 es claro asi que podemos suponer ||ul|z2 # 0. Esto

implica que existe z € RY tal que [ w?dxz > 0. Para toda m € N definimos los conjuntos

Bi(z)
Am = Bp(2) \ Bpoi(2). Como Y- [ w?dz = [ w?dx < oo, es decir, la serie converge,
m A, RN
existe My € N t.q. J wde= Y. [ wuldx < [ wu?dzx, porlo cual
RN\ By, (2) m>Mo Ay, Bi(z)

ly — z|| > My +1 = By(y) C RV \ By, (2) = / uwdr < / udr < / u?dz.

Bi(y) RN\ By, (2) Bi(?)
Con esto podemos concluir que

sup /qux: sup /u2dx. (3.1)

yERN YyEBy+1(2)
Bi(y) 0 Bi(y)

Definamos G : Byjy11(2) = R, G(y) = [ wu?dz. Demostraremos que G es continua. Sea

Bi(y)
Yr — y una sucesion en By, 41(z). Tenemos

/u2dx— / wlde| = / wlde — / uldx

1(y) B1(yx) 1(y)\B1(yx) B1(yx)\B1(y)
< / wldx| + / uldx| .
1(y)\B1(yx) 1(y)\B1(y)
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Notemos que

Bi(y) \ Bi(yr) C Bi(y) \ Bi—jy—y,|(v)

= / wldr < /u2dx— / uldx

B1(y)\B1(yx) Bi(y) B jy—y,, ()
= lim / u’dx = 0.
Y=Y
B1(y)\B1(yr)

De manera similar B (yx) \ B1(y) C Biqjy—y,(¥) \ Bi(y) implica lim i u?dx = 0.
YT By (y)\B1(y)
Utilizando estos dos resultados concluimos que G es continua.

Como G estd definida sobre un compacto alcanza su maximo en algiin punto de su dominio

asi que (3.1) implica que existe la yy buscada.

3.3 Lema. Ve > 0:3C. > 0 tal que | f(z,u)| < elul + Clulf/™" Yu € R.

Demostracion. Por (S3) existe § > 0 tal que si |u] < § entonces |f(z,u)| < e]u| asi que
sélo resta demostrar que existe C. > 0 con la cual el resultado se cumple para |u| > 4.
Definamos C. := a(6'7? + 1), donde a es la misma que en (S3) . Tenemos ahora que
ul > 6 = |f(z,u)] < a(l+[uf™)

= a(jul"™" + D~

<a(8'P 4+ 1)[ufft

= Ccluf™

< elu| + Colu[".

]

3.4 Lema. Si (u,) es una sucesion acotada en E tal que u,, — 0 en LP(RY) para la p de

la hipdtesis (Ss) entonces [ f(x,uy)uldr = o(|Jut|) cuando n — oco.
RN

Demostracion. Utilizando el Lema 3.3 obtenemos

/ﬂ%%)uj{dx = /If(x,un)uwl“é/(€|un|IUZ|+Ca|un|”‘1|u7f|>dw
N RN

RN
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Por el teorema del encaje de Sobolev uf € LP y ub™! € Lﬁ, debido a esto y a la

desigualdad de Holder:

/(€IunIIUZ| + CelunP~ uy [)do < eljun| calluy [z + Celluh ™I 2, [l [z

RN

-1
= ellunll 2 llusy 22 + Cellunll 7o lug || o

Combinando las desigualdades y utilizando de nuevo el teorema del encaje de Sobolev y la

equivalencia de las normas obtenemos:

/f(%un)Ude < ellunllzzllug Nz + Cellunlf llug [ 2o
N

-1
< eK'Jup|lug || + C K" [Jun |70 [y |

asi que

J f(@ un)usda

RN

lim <eK'M,
nyoo il
donde M acota a la sucesiéon (u,). Como esto se cumple para toda £ > 0 se concluye el

resultado. O

3.5 Lema. Sea (u,) una sucesion en H*(RY) tal que ®(u,) — 0. Si u, — u entonces
' (u) = 0.

Demostracién. Probaremos primero que u, — u = [ f(z,u,)v — [ f(z,u)v para toda
v € C®(RY). Denotemos por K el soporte de v, ﬂifN sea () un abil\lito acotado tal que
K C Q. Por el teorema de Rellich-Kondrakov u,|q — ulg en L*(Q) y en LP(Q), de aqui
que upxa — uxe en LARY) y en LP(RN). Ademas |f(z,y)| < méx{e, C.}(|y|? + |y|(1’i1))
por lo que [10, A.4] implica que f(-,unxqa) — f(-, uxq) en L2(RN)+ LP/®=D(RN) y de aqui

se deduce que [ f(z,unxo)v — [ f(z,uxq)v lo cual equivale al resultado buscado.
RN RN
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Ahora veamos que u, — u = ®'(u,)v — ®'(u)v para toda v € C° :

O (uy)v = (u,v) — (u, ,v) — / f (@, uy)vde
— (ut v) — (u",v) — /f(:v,u)vd:v = &' (u)v

Como ®'(u,,) — 0 deducimos que ®'(u)v = 0 para toda v € C'2°. Por ultimo basta utilizar

que ® € C'(HY(RY),R) y la densidad de C° en H'(R") para obtener el resultado.

3.6 Lema. Siv, — v en H'(RY) entonces v, — v en L2 _(RY).

Demostracion. Sea K un compacto de RY y U un abierto acotado que le contiene. Utili-
zando el teorema de Rellich- Kondrachov vemos que
v, =v en H'RY) = wv,ly = v|lg en L*U)
= Ul = v|g en L*(K),
como se queria demostrar. O

3.7 Lema. Sean u,, una sucesion en H'(RN), u € HY(RY). Si u, — u entonces, pasando

a una subsucesion, u,(x) — u(x) c.d.s. (casi donde sea).

Definamos para toda m € N el conjunto B,, = {z € RY : ||z|| < m}. Debido al Teorema
de Rellich-Kondrakov tenemos
u, ~u en H'RY)= u,|p, —ulp, en H'(B)
= Up,|p, — ulp, en L'(By),
de donde deducimos que existe una subsucesion (ug,) tal que uy,(z) — u(z) c.d.s. en
By. Repitiendo los argumentos podemos extraer de (u;,) una subsucesién (uq,) tal que
Ug () — wu(z) c.d.s. en By. Continuando de esta forma construimos para toda m € N
una sucesion (u,,,) que sea subsucesion de (up—1,), donde definimos ug, = u,, y tal
que Uy, () — u(x) c.d.s. en By,,. Solo resta aplicar un proceso de diagonalizacion a estas

sucesiones para hallar la subsucesién deseada.
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3.8 Lema. Siu # 0 entonces F(z,u) >0y 1 f(z,u)u > F(z,u).
Demostracion. Veamos el caso v < 0. Supongamos que F(x,u) < 0, como F(z,u) =

fl? —f(z, s)ds esto implica que sy € (u,0) tal que f(x,sg) > 0. Por (S5) obtenemos

S0 . f(iL’,S) f(x,s_o) f(:EaSO)
Vs € (5,0) : ‘S‘ > |%02 > |So‘ > 0.

Sin embargo, utilizando (S3) obtenemos que existe § > 0 tal que

fws)] _ fy)
CREE

lo cual nos conduce a una contradiccion. Podemos concluir que en este caso se cumple la

para toda s € (0,0)

primera desigualdad enunciada. Probemos ahora la segunda desigualdad:

(5 = L2

j%f(x,u)u:f( /—sds>/ —f(x,s)ds = F(x,u).

Con esto queda demostrado el lema para el caso u < 0. El caso u > 0 se demuestra de

< f(z,s) paratoda s € (u,0)

manera similar. O

3.9 Lema. Sean u,s,v € R tales que s > —1 y w := su+v # 0, y sea x € RN. Entonces

f(z,u) [s <§+1)u+(1+s)v] + F(z,u) — F(z,u+w) <O0.

Demostracion. Consideremos fijos x,u,v y definamos z = 2(s) := (1 + s)u + v, de forma

que z = u 4+ w. Definamos también
g:[-Lo0) 2 R, g(s)i= fla,u) |s (5 +1) ut (1+8)| + Fla,u) - F(z,2).

Debemos demostrar que g(s) < 0 para toda s en su dominio que cumpla z(s) # u.
Veamos primero el caso u = 0. En este caso F(x,u) = 0 por definicién, f(x,u) = 0 por
(S3) v F(x,z) > 0 por el Lema 3.8, por lo cual la afirmacion es cierta.

En el caso en que u # 0 se cumple lo siguiente:
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. Flr,(1+s)ut+v)
(50 = lim =G e o =

F(z, (14 s)u+wv)

(14 s)u+v)?

= lim =00 (pues lim =u® > 0)
500 52 500 52
= lim @ = —00
s—0o0 S
= lim g(s) = —o0.
S5—00
Notemos también que g es diferenciable sobre (—1,00) y
g'(s) =uz (f(x,u) _ S 2)) si z#0. (3.2)
u z
Como g es continua sobre [—1,00) y lim g(s) = —oo podemos asegurar que existe sy €
S5—00
[—1,00) tal que g(so) es el valor méximo global de g. Si sp = —1 entonces por el Lema 3.8

tenemos para toda s

9(5) < g(~1) = — 5 fla, wu+ F(z,u) ~ Fla,v) < ~F(z,0) <0

asi que el lema se cumple. Supongamos ahora que sy € (—1,00) de forma que ¢'(s¢) = 0.
Si g(sg) < 0 el resultado se sigue directamente asi que supongamos también g(sg) > 0.

Notemos que si uz < 0 entonces 2 < 0, lo cual junto al Lema 3.8 implica f(x,u)z < 0.

Utilizando esto, que v = z — (1 + s)u y de nuevo el Lema 3.8 obtenemos para toda
s € [~1,00):
wz <0 = g(s) = f(z,u) [(% + s) wt (s +1)(z — (s + 1)u)] + F(z,u) — Flz, 2)
< f(z,u) K? + s) u+(s+1)(z—(s+ l)u)} + %f(x,u)u — F(x,2)
_ _%(s +1)2f (2, wu + (s + 1) f (2, w)z — F(x, 2) < 0.

(3.3)

Dado que g(sg) > 0 (3.3) implica que uz(sg) > 0. Se deduce de esto junto con (3.2), ¢'(s¢) =

0y (S5) que u = z(so), de donde se obtiene al evaluar que g(so) = —353f(z, u)u <0,y de

32



aqui que g(sg) = 0. Tenemos asi que si g(s) > 0 para alguna s entonces g(s) = 0, esto es,

en s se alcanza también el maximo global por lo que podemos repetir el argumento para

mostrar que z(s) = u, lo cual demuestra el lema.
3.10 Lema. [,y F(x,u)dz = o(||ul]*) cuando |ju|| — 0.
Demostracion. Por los Lemas 3.3 y 3.8 tenemos

1
/ F(z,u)dz S/ |F(:E,u)|d$§/ dx
Ry Ry Ry 2

—f(z,u)u

g/ (eluf? + Culul?) de = eljul% + Cellull%.
Ry

]

Como las normas en E y H! son equivalentes el teorema del encaje de Sobolev ( [10,

Teorema 1.8] implica que existen Ks, K, tales que ||ul|z2 < Ks||ul| y [Jullzr < Kp|ju|| para

toda u € H'. Tenemos asi que

lim

lul|—0 ]2

|fRN F({E,U)dl’| < lim (SHuH%Q _I_CEHU‘E}’)
el =0\ ]|ul|? 2

< lim (eK2+ C.KP||ul||P~?
< lin (K3 + CIul)

_ 2
=eK;.

Dado que esto es cierto Ve > 0 se deduce el resultado.
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4 Demostracion del Teorema 1.1

Demostraremos ahora nuestro resultado principal siguiendo el método descrito en la
introduccién. Recordemos que las definiciones de M, E(u) y E(u) se han dado ya en la

pagina 5.

4.1 Proposicion. Siu € M, entonces

O(u+w) < P(u) paratodo we Z:={su+v:s>—-1L,veE },w#0
de forma que u es mdximo global unico de (I)|E(u)-

Demostracion. Sea B : E x E — R la forma bilineal simétrica definida por

B(vy,v) := (v) — v, v9) = /(VvaQ + V(z)nvy)der para vy, ve € E.

RN
Sea w € Z, esto es, w = su + v para s,v tales que s > —1,v € E~. Supongamos también

w # 0. Tenemos la siguiente cadena de igualdades:
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O(u+w) — d(u)

= % [B(u + w,u+w) — B(u,u)] + /(F(m,u) — F(z,u+w))dx
1 R
=3 [B((1+s)u+v,(1+s)u+v)— B(u,u)] + /(F(x,u) — F(z,u+w))dx

RN

([(1 + 5)% — 1} B(u,u) +2(1+ s)B(u,v) + B(v,v))

+
\[\:ﬂ)—‘

(F(z,u) — F(z,u + w))dz

=
z

+
\l\:ﬂ)—‘

(B(u, [(1+5)> = 1] u) + B(u,2(1 + s)v)) + %B(v, v)

(F(z,u) — F(z,u + w))dz

=
z

:_@+B<u,g<§+1>u+(l+s)v> +/(F(x,u)—F(x,u+w))dx.

Ademds como u € M tenemos:

0=3®"(u)z = B(u,2) — / f(z,u)z(z)dr para toda z € E(u).

Definamos Wy = {x € RY : w(x) = 0}. Por hipdtesis R \ W, es un conjunto de medida

positiva. Notando que s (£ +1) u + (14 s)v € E(u) y usando el Lema 3.8 obtenemos
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)
:_@4_/@”(%1&) [s (g—}-l)u—i—(l—l—s)v] —|—F(x,u)—F(x,u—|—w)> dx
:—||U2||2+/<f(x,u) [S <§+1>u+(1+s)v} —|—F(x,u)—F(9c,u—|—w)>da:
Wo
+ / (f(x,u)[s(§+1>u+(1+s)v}+F(a:,u)—F(x,u+w))dx
RN\Wp

Z—@%-/f(m,u) [(1+s)w+s<%s) u} dx

+ / (f(x,u) [s <§+1>u+(1+s)v} +F(m,u)—F(x,u+w)> dx

RN\ W,
||U||2 /fxu d + / (f(x,u)[5<§+1>u+(1—|—s)v}+F(x,u)—F(x,u+w)>dx
RN\ W,
S_HU2|| i / (f(g;,u)[s<;+1)u+(1+s)v]+F(x,u)—F(a:,u+w)>dx.

RN\Woy

Se sigue del Lema 3.9 que ®(u+w) < ®(u). Por ultimo observemos que w € Z < u+w €

E (u) con lo que se asegura que u es el Gnico maximo global de P| Bu)- O

Para el siguiente lema recordemos que el real ¢ se ha definido ya en el enunciado del

Teorema 1.1.

4.2 Lema.
(a) Ja > 0 tal que ¢ = infpy @ > infg, P(u) >0, donde ={ue E":|lul| =a}.
(b) |lut|| > max{||u~||,v2¢} para toda u € M.

Demostracion.
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(a) El Lema 3.10 asegura que existe o > 0 tal que IRN F(z,u)dz < ||ul]* para toda

u € S,. Como S, C Et tenemos que
1 1 1
weSy= 3l = [ Plowds =gt - S|P - [ Pl uds = o)
2 Ry 2 2 Ry

1
= ZOZQ < @(U),

asf que infg, ®(u) > Ta? > 0. Para probar que infy ® > infg, ®(u) basta observar

que para toda v € M se tiene
a .
O(v) > P (WU+) por la Proposicion 4.1
v
> inf ®
> ipf a(u),
de lo cual se deduce el resultado.
(b) Dado que F es no negativa y probamos en (a) que ¢ > 0 tenemos, Yu € M

¢< (™ l* = fla1%)

N | =
N | —

(12 = [la~]?) — / Flz, u)dz <

de aqui que |Jut||? > 2¢ + |lu™||? > max{2¢, [|Ju™||?} = ||Jut|| > max{v/2¢, ||u”||}.
Il

4.3 Lema. SiV C E*\ {0} es un subconjunto compacto, entonces existe R > 0 tal que

® <0 en E(u)\ Br(0) para toda u € V.

Demostracion. Tratemos primero el caso en que ||u|| = 1 para toda u € V, demostremos el
resultado por contradiccién: supongamos que para toda R > 0 existen u € V 'y w € E(u)
con |lw|]| > R tal que ®(w) > 0. Podemos entonces encontrar sucesiones (u,), (w,) con
u, € V,w, € E(u,) y ®(w,) > 0 para toda n tales que ||w,| — oo cuando n — oc.
Como V es un espacio métrico compacto podemos suponer, pasando a una subsucesién,

que u, — u € V, esto es, u € E7\ {0} y ||u]| = 1. Sin pérdida de generalidad supongamos
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también que w,, # 0 para toda n y definamos v,, = w,/||w,| de manera que v, € E(u,) y

Up = SpUp + v, con |s,| = ol Un = % Observemos que
Swy) 1,4, o o F(x, wy)
0< L2 o) )—/—dx. (4.1)
[wnl 27" " [[wn|?
RN
Esto implica que |[v;[|> < 82 = ||va||* = [Jug |I*> = 1 — |lv;||?, 1o cual a su vez implica que

2|Jv,]|> < 1. Obtenemos asi que \/Li = /1 -1 < /1—|v;]]> = [sy] < 1. Debido a esto

podemos suponer que |s,| — s > 0. Como (v,) es una sucesién acotada podemos suponer
también que v, — v. Més atin, por el Lema 3.7 obtenemos que v,(r) — v(z) c.d.s. en RY.
Como u, = uy v, — vt (recordemos que P* es un operador acotado respecto a la norma
definida en E) tenemos también wu,(z) — u(x) c.d.s. y v} (z) — v (x) c.d.s. Observemos

que como vl = s,u,

|$p|tn(2) = su(z) cds. = |vH(z)] — |su(z)| cds.
= vt (2)] = [su(z)] c.d.s.
= [vT| = |sul £0
= v #0,

asi que existe un conjunto A C RY de medida positiva sobre el cual v(x) # 0y v, () —

v(x). En este conjunto se cumple

T ()] = 1 [l (2)] = fo)] i ]| = oo,

por lo cual (Sy), el Lema 3.8 y el Lema de Fatou implican que:

RN A A

[[wn[® [ wy

Sin embargo, esto contradice (4.1) pues s2 — [Ju, ||* < 1.
El caso general se sigue de éste pues E(u) = F (ﬁ) y el conjunto V; = {ﬁ tu eV}
es compacto cuando V lo es, como puede demostrarse utilizando la caracterizacion de

compacto por sucesiones. O
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4.4 Lema. Para cada uw ¢ E~ el conjunto M N E(u) consiste de precisamente un punto

m(u), el cual es el mdzimo global tinico de |,

Demostracion. Como E(u) = E (H +”> para toda u € E \ E~ podemos suponer que
u € ET,|Ju|| = 1. Como puede verse en la demostracion del Lema 4.2(a), ®(tu) > 0 para
t > 0 suficientemente pequena, de lo cual se deduce que 0 < supz Bu <I> Por el Lema 4.3
existe R > 0 tal que ® < 0 sobre E(u) \ Bg(0) asi que

sup®= sup ¢ sup

1 B 1 1
i A Ut P = TP < sup Sflwl? = SR
E(u) Br(0)NE(u) weBR(0)NE(u)

2 wEBR(0)NE (u) 2

Para continuar veremos que ¢ es débilmente semicontinua superiormente sobre E(u): sea
(wy,) una sucesiéon en E(u) tal que w, — wy y wy € E(u). Denotemos w,, = t,u + w,, .
Por ser P* un operador acotado es débilmente continuo y como en espacios de dimension

finita los conceptos de convergencia fuerte y débil son equivalentes, tenemos
Wy, — Wy = thu — tou = t,u — tou.

Utilizando ahora que también P~ es un operador acotado se desprende de nuevo de las

propiedades de la convergencia débil que

| = lm sup(—|[Jw, ).

w, — wy = w, — wy, = —|lwy || > —lminf ||w, |

De la continuidad y no negatividad de F) el Lema 3.7 y el Lema de Fatou deducimos que

lim sup —/F(:c,wn) :—liminf/F(x,wn) < —/F(ac,wo).

RN RN RN

Combinando estos resultados obtenemos la semicontinuidad superior de ¢ :

1 1
w, — wy = limsup ®(w,) = lmsup | <[t ul®* — = ||lw, ||* - /F(m,wn)
Wn—>W0 Wn—>WQ 2 2
RN
1 2
§WWH—4|M! F(a,wo) = ®(wo).
RN
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Definamos ahora una sucesion (u, ) en E(u) tal que 71113010 ®(un) = supp,) ©. Como supg,, P =
SUD . (0" B(w) ® podemos suponer que la sucesion es acotada y pasando a una subsucesion
tenemos u, — ug. Dado que F(u) es un subespacio de E y es cerrado bajo la topologia
fuerte (pues E~ lo es), tenemos que también es cerrado relativo a la topologia débil por lo

cual ug € E(u). Esto implica que ug € E(u) :

At + U, = Uy — Uy = aoU + Uy, ap >0
= AU — Aol

= AU — Aol

= ag > 0.

Utilizando el resultado de semicontinuidad arriba demostrado obtenemos que sup Bu) b =
nlgr;() ®(un) < P(uo) de donde se deduce que ®(ug) = supg,) ®. En particular esto implica
que ug # 0 pues SUD () ® > 0y ® es no positiva sobre E~. Debido a esto existe una
vecindad de ug totalmente contenida en el interior de E (u) respecto a la topologia inducida
por E(u) asi que ug es un punto critico de ®|pw) vy @' (uo)uo = '(ug)v = 0 para toda
v € E(u). Con esto aseguramos que ug € MN E (u) y concluimos utilizando la Proposicion

4.1. [l

4.5 Proposicién. @ es coerciva sobre M, es decir, ®(u) — oo cuando ||ul]| — oo, u €

M.

Demostracion. Probemos este resultado por contradiccién: supongamos que existe una

sucesion (u,) C M tal que ||u,|| = oo v ®(u,) < d para algiin d € [¢,0) (recordemos que

Un
flwnl

¢ = infy; @). Definamos v,, := de forma que tenemos, al tomar subsucesiones, v,, — v
v vp(z) = v(z) c.d.s. en RY por el Lema 3.7. Por el Lema 3.2 para toda n € N existe

yn € RN que satisface

/ (v )2dz = méx / (v 2dz. (4.3)

yeRN
Bl(yn) Bl (y)

Es claro que para toda y,, existe z, € Z" t.q. y, — 2, € [0,1]". Definamos 7_, : E — F,

7_,, (u)(z) = u(x+z,). El Lema 3.1 implica que 7_,, u,, € M, ||7_., un|| = 00y ®(7_,, u,) <
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d para toda n € N. Observemos que ademas (4.3) implica

+\ 2 1
/ T—znun dZL' _ - / (un+)2d$
|7z Un | |7 tn |

B1(yn—2n) B1(yn)

T Un )
— max / (# ) dr
yeRN |7z, tn|
Bi(y—n)
2
+
— méx / <i ) iz,
yeRN HT—znun”

Bi(y)
as que podemos suponer que la sucesién (y,,) es acotada en RY trabajando con las trasla-
ciones de las funciones u,,.
Supongamos que v = 0. Como v, — v = v — vT el Lema 3.6 asegura que v;” — v en

L2

loc

(RY). Por hipétesis y,, € [0,1]" para toda n asf que By (y,) C [—2,2]Y. Como [—2, 2]V

es compacto v = 0 implicarfa [ (v;})?dz — 0, lo cual a su vez implicarfa que
[7272}]\/

/ (v)?dr — 0 cuando n — oco. (4.4)

Bi(yn)

Dado esto el Lema de P.L. Lions (ver [10, Lema 1.21]) implicarfa v;" — 0 en LP(RY) donde
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p es la misma que en la hipétesis S;. Por el Lema 3.3 vemos que para toda e > 0,s € R :

1
/F(:)j Sv )d:v</2f(:1: sv)svtda
RN RN
1 1
< / —elsul|* + =C.|svf |Pdx
2 2
RN
52 +112 s +|P
s e ey 3

5” 2 S + P
< SeRlutl? + SO 2,
52 sP
< EéK + 56@”@3“%

donde K es la constante de la equivalencia de || - || con la norma estdndar de H'(RY).

Haciendo n — oo obtenemos

2
limsup/F(:c sv)de < S—8K2
n—oo 2
RN

Como esto se cumple para toda € > 0 deducimos que [ F(z, sv;})dz — 0. Por el Lema
RN

4.2(b)

20y 17 = [l II* + llog I = llvall* =1,

esto es, [[v;f]|2 > L. Como sv;} € E(uy) para s > 0 la Proposicién 4.1 implica

2
d> ®(u,) > O(sv)) = %HU:{HQ— /F(z sut Sz / z, sv})dr — Z

RN RN
Esto lleva a una contradiccién cuando s > v/4d. Como v = 0 implica (4.4) deducimos que

v #0.

Puesto que |u,(x)| — oo si v(z) # 0 se sigue de nuevo de (S;) y del Lema de Fatou que

/—F(q;, u")v2dac — 00

2
u
RN "

y de aqui que

O(u,) 1 F(z,u,
0= T = ol = o) = [ - oo

[[n? un

RN

cuando n — 0o, una contradiccion. Esto finaliza la demostracion. O
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4.6 Lema. El mapeo E*\ {0} — M, u > m(u) (ver Lema 4.4) es continuo.
Demostracion. Sea u € ET\ {0}. Demostraremos primero la siguiente afirmacion:

si u, —u para una sucesion (u,), C ET\ {0}, entonces (45)
4.5
m(u,) — m(u) para una subsucesion

Como u, u, # 0 para toda n tenemos que u, — u = iy = Foy m(uy,) = ﬁz(HZZH), m(u) =
fﬁ(m), asi que sin pérdida de generalidad podemos suponer que ||u,| = ||u|| = 1 para
toda n, de manera que m(u,) = ||[m(u,) " ||u, + m(u,)".

Por el Lema 4.2(a) tenemos

d(m(u,)) = sup & < sup & = 0 < sup P,

como (|J,, u,) Uu es un compacto el Lema 4.3 implica que existe R > 0 tal que para toda

n

CI)(?/ﬁ(un)) S sup b = sup b S sup ||w+||2 — R2.
E(un) Br(0) weBR(0)

Por la Proposicién 4.5 esto implica que m(u,) es una sucesiéon acotada. Pasando a una

subsucesion podemos suponer que
ty = ||m(u) || =t v m(u,)” —u

. en FE cuando n — oo

donde t > v/2¢ > 0 por el Lema 4.2(b). Por el Lema 4.4, el Lema de Fatou y la semiconti-

nuidad débil por debajo de la norma vemos que:
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®(m(u)) = ([ (w)*[lu+m(u)”) = lim S([[7(u)" |[un + m(u)”)

= lim sup ®(||m(u) " ||u, + m(u)”) < limsup ®(m(u,))

n—oo n—oo

= timsup [ 2 (16 ()| - / F e, un))dz

n—00
RN

1 1, .. N

~ e s ——||m(un)||2—/F(x,m(un))dx

o T Ty
RN

1 1
< ot =l - /F(I,tu—ir Ve
RN

= ®(tu+u,) < (Mm(u)).

Utilizando la parte de unicidad del Lema 4.4 vemos que ®(tu+u; ) = ®(m(u)) = m(u) =

tu + u, . También de la cadena de desigualdades de arriba se deduce

2 n—o00
RN RN

1 1 1 1, _ ~
S — Sl - /F(:z:,tu—i—u*)dx = St +limsup [ — () | - /F(x,m(un))d:c

<

N | —

1
¢+ timsup (5 ) 1)

n—oo

n—oo

+ lim sup —/F(:p,ﬁ%(un))da: ,

RN
y dado que tenemos las desigualdades

Ve 1 A — 1 J—
T (—5\\m<un> H2> < L

n—oo

lim sup —/F(:c,m(un))dw < —/F(m,tu—l—u*)dx

n—00
RN RN

se implica que limsup, _, ., —5||m(u,)7||* = —3|lu;||*. Utilizando de nuevo que 7 (u,) es
acotado pasamos a una subsucesién para la cual ||[m(u,)”|| converge de manera que, por

la igualdad anterior, ||m(u,)~|| = |Ju; ||. Esto junto con la hipétesis de convergencia débil
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implican m(u,)~ — u,. Combinando los resultados obtenidos concluimos que m(u,) =
tnn + M (u,)” — tu+u, = m(u), esto es, se cumple (4.5).

Veamos ahora que (4.5) implica el resultado: Supongamos que m no es continua en u,
entonces existe una sucesién u,, — u tal que m(u,) - m(u). Pasando a una subsucesién
podemos suponer que ||m(u,) — m(u)|| > € para cierta ¢ > 0, sin embargo esta nueva

sucesion contradice (4.5). De aqui concluimos que m es continua en E1\ {0}. O

Consideramos ahora el funcional
U:EP\{0} 5 R, )= d(m(u)),

el cual es continuo por el Lema 4.6. En el siguiente lema veremos, aplicando un par de veces
el teorema del valor medio a la funcién adecuada, que la continuidad de m es suficiente

para asegurar que la composicion U es continuamente diferenciable.
4.7 Proposicién. ¥ € C'(E*\ {0},R), y

= ()T
"(w)z = W@/(ﬁ(w))z para w,z € ET w #0.

SN

Demostracion. Sean w, z como en el enunciado de la proposicién. Definamos u = m(w) €

[lu ]
[[w]]

M, de manera que u = u~ + w. Como w € E*\ {0} podemos elegir 6 > 0 tal que

wy == w+tz € ET\ {0} para |t| < §. Definamos v, = m(w;) € M. Podemos escribir

[lut |
[[wl] 7

ug = u; + sywg con s, > 0. Tenemos que sy = y la funcién (—6,0) — Rt — s; es
continua pues la continuidad de ¢ — wy, el Lema 4.6 y la continuidad de las proyecciones
implican que t — s,w; es continua con lo que si ¢, es una sucesién en (—d,d) tal que

tn, — to € (=9, ) entonces, dado que w; # 0 se cumple

lim ||s, wy, |
[ee]

lim s, = lim 12l
n—00 n—00 ”wth lim ||wtn||
n—oo

= Sto-
El Lema 4.4 y el teorema del valor medio aplicado a la funcion

7 ® (u; + s [w+ 7T (w, —w)]) paratoda 7€ [0,1]
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implican que

~

(wy) — W(w) = Dluy) — B(u) = P(u; + sawy) — P(u™ + sow)
< O(uy + sewr) — Q(uy + spw) = ' (uy + 5w + (W — w)])si(we — w)
= 50®'(u)tz + o(t) cuando t—0

donde 7; € (0,1). Por un argumento similar obtenemos

-~

(wy) — U(w) = D(u; + swy) — B(u~ + sow)
> O(u” + sowy) — P(u™ + sow)
= ®'(u™ + solw + e (wy — w)])so(wy — w)
= 50®'(u)tz + o(t) cuando t—0
donde 7, € (0,1). Combinando estas desigualdades concluimos que la derivada direccional

82(1\1(10) existe y estd dada por

{I\j(wt) — @(U)) _ SO(I)/(U)Z — qu(fﬁ(w))z

(92@(11)) = lim

t—0 t

Esto prueba que 3Z\/I\f(w) es lineal en z, continua y depende de w continuamente asi que el

resultado se sigue por [10, Proposicién 1.3]. ]

Ahora consideraremos la esfera unidad S* := {w € E™ : ||w|| = 1} en E*. Notemos que

la restriccién del mapeo m a ST es un homeomorfismo con inversa dada por

+
M — Stm(u) = — (4.6)

ket

También consideramos la restriccién ¥ : ST — R de ¥ a ST.

4.8 Corolario.
(a) W e (ST)y

U'(w)z = ||m(w)*||®'(m(w))z para z € T,,ST = {v e ET : (w,v) =0}
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(b) (wn)n es una sucesion de Palais-Smale para V si y solo si (m(wy,))n €s una sucesion

de Palais-Smale para ®.

(¢) Tenemos

nfVv=inf® =c.
S+ M

Mads atin, uw € St es un punto critico de VU si y sélo si m(u) € M es un punto critico

de ®, y los correspondientes valores criticos coinciden.
Demostracion.
(a) Es consecuencia directa de la Proposicién 4.7

(b) Sea (wy), una sucesién tal que C' := sup, ¥(w,) = sup, P(Mm(w,)) < oo y sea
up, == m(w,) € M. Dado que ®'(u,)v = 0 para toda v € E(u,),n € Ny que existe

una descomposicion ortogonal
E=Ew,)®T,,S" =F(u,) ®T,,S" (respectoa (,-))
deducimos que V®(u,,) € E(u,)* =T,,ST y usando (a)

[V (w,)[| = sup  ¥'(w,)z
2€Tw, ST
llzll=1
= sup |luy |2 (un)2
2€Tw, ST
I=l=1 (4.7)
= sup  uy|[®(un)2
2€E(un)®Tw, ST
llzl=1

= [y [ (un) |

Por el Lema 4.2(b), la Proposicién 4.5 y la hipdtesis sup,, ®(u,) < oo tenemos que
V2e < |luf|l < sup, ||u)|| < oo. Utilizando estos resultados podemos ya probar
este inciso: si (wy), es una sucesién de Palais-Smale entonces ®(u,,) es una sucesion

acotada y por (4.7) lim ||uf||[|®'(uy)|| = 0. Esto implica que lim v/2c||®(u,)|| =0y
n—oo n—oo
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de aqui que lim ||®'(u,,)|| = 0. Por otra parte supongamos que (u,), es una sucesion
n—o0

de Palais-Smale para ®, entonces la sucesion ¥(w,) es acotada y

, / _ 1 + !
Tim ([0 (wp )| = T [y || ()|
< Mm sup [[ug, |12 (u,)]| = 0
n—0o0 4y

con lo que obtenemos que (w,), es una sucesién de Palais-Smale para .

Tenemos que

inf ¥(u) = inf ®(m(u)) = inf O(w)

ueS+ ueS+ weM

donde la segunda igualdad se cumple porque m|g+ es un homeomorfismo, y en par-
ticular una biyeccion, entre STy M. Ademés, tal como en (b), vemos que para toda
ue St

19 ()| = [I7(u) ™ [[[|@" (7 (w))

por lo cual el Lema 4.2 implica que v € ST es un punto critico de ¥ si y sélo si
m(u) es un punto critico de ®, y de aqui es claro de la definiciéon de ¥ que los valores

criticos coinciden.

[]

Demostracion del Teorema 1.1. Por el Lema 4.2(a) sabemos que ¢ > 0. Més atin, si ug € M

satisface ®(ug) = ¢, entonces m(uy) € ST minimiza ¥ y de aqui que es un punto critico

de VU, asi que uy es un punto critico de ® por el Corolario 4.8. Resta demostrar que en

efecto existe un minimizador u € M de ®|4. Por el principio variacional de Ekeland [10],

existe una sucesion (wy), C ST con ¥(w,) — ¢y ¥'(w,) — 0 cuando n — co. Definamos

up, = m(w,) € M para n € N. Entonces ®(u,,) — ¢y ®(u,) — 0 cuando n — oo por el

Corolario 4.8(b). Por la Proposicién 4.5, (u,) es acotada y de aqui que u,, — u pasando a

una subsucesién. Utilizando el Lema 3.2 definimos 3, € RY tal que

u?dr = max u?d.
yeRN

Bi(yn) Bi(y)
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Tal como en la demostracion de la Proposicién 4.5 suponemos que (y,) es una sucesion
acotada en RY. Si

/ uldr — 0 cuando n — oo (4.8)
Bl(yn)

entonces u,, — 0 en LI(RY) para toda 2 < ¢ < 2*, de nuevo por [10, Lema 1.21]. De esta

forma el Lema 3.4 asegura que [ f(z,u,)uldx = o(||lu)]|) cuando n — oo. Notemos que
RN
también

O ()t
T LACHLH T
n—00 ||u;L"|| n—00

+
@/(un)“_n
(gl

n

< lim ||®'(u)] = 0.

n—oo

Utilizando estos resultados obtenemos que

o[y I) = @' (un )y = fJuy[|* - /f(fﬂ,un)uyfdx = lluy * = o[l )
RN
por lo cual [|u|| — 0 cuando n — oo, contradiciendo el Lema 4.2(b). Deducimos que no se
cumple (4.8) lo cual implica que u,, — u # 0 tal como en la demostracién de la Proposicién
4.5. Ademaés por el Lema 3.5 ®'(u) = 0, esto es, u es un punto critico no trivial de & asi
que u € M por definicién. Resta demostrar que ®(u) = c¢. Por el Lema 3.8, el Lema de

Fatou y dado que (u,), es acotada

e+ o1) = D(uy) — %@’(un)un _ / (%f(x,un)un _ Fla, un)) da

RN

> / (%f(x, W — Fla, u)) dz + o(1) = ®(u) — %@'(u)u +o(1)

RN

= ®(u) + o(1)

De aqui que ®(u) < c. La otra desigualdad se sigue de la definicién de ¢ dado que u €
M. m
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