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Resumen

Esta tesis presenta un estudio de las excitaciones fononicas usando un
nuevo método de renormalizacién para sistemas cuasiperiodicos con
multigrado de libertad por celda. Dicho método es una extensiéon del
método de renormalizacion para un solo grado de libertad por sitio
desarrollado previamente [Sanchez, 2004]. Esta extension se basa en la
técnica de matriz de matrices para la funcién de Green y en la
conmutabilidad de la traza de un producto de matrices. Como ejemplo,
se estudian los modos normales de vibracion en una doble cadena
cuasiperiddica en forma de escalera de tamafio macroscopico. EI estudio
de las excitaciones fondnicas en dicho sistema se realiza calculando la
densidad de estados, la longitud de localizacién via el coeficiente de
Lyapunov y la conductancia de Landauer a través de la transmitancia.
Ademas, se realiza un andlisis comparativo entre las excitaciones
fondnicas y las electronicas.

En particular, la densidad de estados de la doble cadena
cuasiperiddica se calcula en esta tesis mediante dos maneras: el método
de renormalizacion mas convolucién y la nueva extension del método
renormalizacion, con el fin de verificar la validez de dicha extension.
Ademas, esta extension permite estudiar dobles cadenas mixtas, es
decir, dos cadenas con ordenamiento atdmico distinto entre si. Por otro
lado, el calculo de la longitud de localizacion y de la transmitancia se
lleva a cabo usando las matrices de transferencia de tamano 4x4 e
introduciendo el concepto de cadenas efectivas.

Para sistemas periddicos, los espectros obtenidos de las
excitaciones fononicas dentro de la aproximacion de Born-von Karman
son idénticos a los electronicos en el modelo de amarre fuerte, excepto
una traslacion. Sin embargo, estos espectros responden de forma muy
distinta al desorden estructural. Para el caso electrénico, se inicia la
localizacion a partir de los extremos de la banda, en cambio, los fonones
opticos son los mas propensos a la localizacion contrario a los acusticos.
Ademas, la doble cadena permite la existencia de estados de naturaleza
acustica en el centro del espectro, los cuales son poco sensibles al
desorden estructural y pueden emplearse para una transmision
fondnica eficiente en alta frecuencia dentro de un sistema desordenado.
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Introduccion

La fisica estudia las reglas fundamentales de la naturaleza vy
particularmente la fisica del estado solido moderna basada en la
mecanica cuantica es capaz de predecir propiedades fisicas de
materiales y dispositivos. Hoy en dia, los avances en esta rama de la
fisica ha modificado la convivencia de nuestra sociedad a través del uso
de la telefonia celular, la televisién y el automovil. Los dispositivos
electrénicos actuales se basan directamente en nuestro conocimiento de
la fisica del estado sélido.

Los solidos cristalinos estan constituidos por un arreglo periodico
de atomos, el cual se describe a través de una red cristalina de puntos
gue indica la posicion espacial y tiene el minimo volumen conocida como
la celda unitaria primitiva. La correspondiente de la red reciproca se
denomina como la primera zona de Brillouin [Kittel, 1996]. Esta zona
contiene todos los estados cuanticos y en consecuencia cualquier
fendmeno fisico del sistema puede ser analizado usando Unicamente los
estados de dicha zona.

Por otro lado, existen los materiales amorfos cuyo ordenamiento
atomico es desordenado pudiendo ser estructural o sustitucional; en el
primero la posicion de los atomos es aleatoria persistiendo Unicamente
el orden de corto alcance, mientras que en el segundo los atomos de
diferente naturaleza son colocados aleatoriamente en una red periddica.

Una de las consecuencias mas importantes del desorden es la
localizacion de las excitaciones elementales en so6lidos. Existen diversas
formas de cuantificar el grado de localizacion en un sistema
desordenado, por ejemplo mediante el coeficiente de Lyapunov, la razon
de participacion y la estadistica de niveles [Salazar, 2003].

En 1982, Dan Shechtman observo el primer cuasicristal reportando
dos afios después [Shechtman, 1984] sus patrones de difraccion con una
simetria icosaedral tridimensional prohibida por la cristalografia
tradicional. Este descubrimiento fue recientemente reconocido con el
Premio Nobel de Quimica 2011.

Para los matematicos, las funciones cuasiperiédicas han sido
estudiadas desde 50 afios antes de la primera observacion experimental
[Besicovitch, 1932]. Una de las redes cuasiperidédicas mas estudiada es
la de Fibonacci, en la cual se puede variar la naturaleza de sus atomos,
la interaccion entre ellos o0 ambas, es decir, el problema de sitios, de
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enlaces 0 mixto. Una de las caracteristicas mas importantes de los
cuasicristales es su orden orientacional de largo alcance en lugar de la
traslacional en un solido cristalino.

En estos sistemas la cuasiperiodicidad invalida el teorema de Bloch
y la utilizacion del espacio reciproco. Por lo cual, se requieren nuevos
metodos para estudiar los sistemas cuasiperiodicos. Ademas, estos
sistemas son particularmente sensibles a las condiciones de frontera
ficticias, tales como ciclicas o truncadas. Las primeras introducen
estados espurios mientras que las segundas localizan los estados en los
extremos de cada minibanda. Cabe mencionar que los sistemas
cuasiperiddicos poseen espectros singularmente continuos con medida
de Lebesgue igual a cero [Suté, 1989], en otras palabras, dichos
espectros estan constituidos de un numero infinito de minibandas cuyos
extremos son modificados por las condiciones de frontera ficticias.

Uno de los métodos capaces de abordar sistemas cuasiperiodicos de
tamafno macroscépico es el de renormalizacion en el espacio real. Dicho
método tiene la virtud de tener un tiempo computacional que crece en
forma logaritmica con el tamafio del sistema sin introducir
aproximaciones adicionales a los calculos, en comparacién con el método
de diagonalizacion exacta cuyo tiempo de computo crece en forma cubica
con el tamafo del sistema, es decir, usando la capacidad de codmputo
actual se puede estudiar unicamente sistemas menores que 105 atomos.

En esta tesis se presenta una extension del método de
renormalizacion en el espacio real para sistemas con multigrados de
libertad por celda, asi como su aplicacion a una doble cadena
cuasiperiddica de tamafio macroscopico. Las propiedades fisicas
presentadas son calculadas a través de programas desarrollados en el
lenguaje de programacion Fortran.

La presente tesis esta organizada en tres capitulos. En la primera
se comienza con un breve repaso de la teoria de sélidos cristalinos y se
continla con materiales desordenados asi como sistemas
cuasiperiddicos poniendo particular atencion en las redes de Fibonacci.

En el segundo capitulo se introduce el concepto de los modos
normales de vibracion y se discuten hamiltonianos de las excitaciones
fondnicas en el formalismo de segunda cuantizacién. También se
introduce el modelo de Born-von Karman mostrando su separabilidad
en redes cuUbicamente estructurados. Se presenta el método de
renormalizacion en el espacio real para un atomo por sitio y la



extensién en dicho método hacia multigrados de libertad por sitio.
Ademas, se introduce el teorema de convolucibn y su posible
combinacion con el método de renormalizacion.

En el tercer capitulo se presentan la densidad de estados, la
longitud de localizacién a través del coeficiente de Lyapunov y la
conductancia de Landauer mediante la transmitancia obtenidos del
nuevo método de renormalizacion para una cadena doble cuasiperiodica
tipo Fibonacci haciendo una comparacién entre las excitaciones
fondnicas con las electronicas. Se continla con un resumen de
resultados comparativo entre las propiedades fisicas mencionadas. Los
resultados importantes de esta tesis y algunas perspectivas se
presentan en la seccion de conclusiones.

Por altimo, la tesis contiene una seccion amplia de apéndices los
cuales detallan el fundamento fisico y el desarrollo algebraico de los
métodos utilizados. En particular, el apéndice A define la funcion de
Green a través de la ecuacion de Dyson y su correlacion con la densidad
de estados. En el apéndice B se desarrolla el formalismo de las matrices
de transferencia y la aplicacién al problema de la doble cadena. En el
apéndice C se encuentra un resumen del método de renormalizacion
para un atomo por sitio y finalmente en el apéndice D se presentan las
nuevas relaciones de recurrencia de la extension del citado método para
multigrado de libertad por sitio.



Capitulo 1 Orden Atomico en Soélidos

Los solidos macroscépicos son sistemas complejos que tienen 1023
grados de libertad, cuyas propiedades estan intimamente ligadas con el
ordenamiento atomico en éstos. Para inicios del siglo veinte, los
estudios de la difraccion de rayos X revelan la existencia de una
relacibn estrecha entre el orden atémico y las propiedades
macroscopicas de un solido. Por ejemplo, el diamante y el grafito son
variedades alotrdpicas del carbono, es decir, ambos soélidos estan
constituidos por atomos de carbono y tienen propiedades muy distintas
debido al ordenamiento de los mismos como se muestra en la Tabla 1.1.

Tabla 1.1 Algunas propiedades fisicas del diamante y del grafito.

. Orden S . Resistividad | Conductividad Maédulo
Alotropos Atomico Hibridacion | - Densidad Eléctrica Térmica de Young
Diamante | Tetraédrico sp® 3.52g/cm® | 10"-10" Q-m | 2000 W/m-K | 1220 GPa

Grafito Hexagonal Sp? 2.16 glem® | 10°-10°Q:m | 80-250 W/m-K 34 GPa

En este capitulo, se presentan los diferentes tipos de ordenamiento
atomico que se han encontrado en los solidos, tales como cristales,
amorfos y cuasicristales. En estos ultimos, existe un orden intrinseco
derivado de la proyeccidon con pendiente irracional a partir de una red
periddica en un espacio de mayor dimension.

1.1 Arreglo Cristalino

Los sdlidos cristalinos se distinguen de los demas sélidos por su arreglo
periddico de atomos, el cual se describe a través de una red cristalina de
puntos que indica la posicion espacial de la celda unitaria. Existen
Unicamente 14 formas periodicas diferentes de arreglar atomos
idénticos en el espacio tridimensional, las cuales se denominan las
redes de Bravais [Kittel, 1996].

En un espacio tridimensional, la posicion de las celdas unitarias
puede expresarse como

R, =la +la, +la,, (1.1)

donde I, I, y |, son nimeros enteros mientras que a,, & y & son los

vectores base de la red cristalina. La celda unitaria que tiene el minimo
volumen posible se denomina celda unitaria primitiva. Una de las
formas de obtener las primitivas es el método de Wigner-Seitz, como se
muestra en la Figura 1.1 para una red hexagonal bidimensional.




\ / Figura 1.1 Construccién de

una celda de Wigner-Seitz

. para una red hexagonal
bidimensional.

A partir de la red cristalina, se puede definir una red reciproca
mediante la introduccién de sus vectores base b;, b, y b, de la siguiente
forma,
a,xa a a, xa

27 % b2527r—3’xa1 y bSEZﬂ—lx 2

b, =2r——"—, :
a,-a, Xa, a,-a, xa a, -a, Xa,

(1.2)

De modo que bi-aj =276; y los vectores de la red reciproca puede
escribirse como

G, =hb,+hb, +hb, (1.3)

donde h,, h, y h, son nameros enteros. La celda unitaria primitiva de
la red reciproca se denomina como la primera zona de Brillouin [Kittel,
1996].

Una de las formas tradicionales para determinar las posiciones
atomicas en un solido es la difraccion usando rayos X o electrones, como
se muestra en la Figura 1.2, donde la longitud de onda (1) es la misma
durante la difraccion y la interferencia constructiva se obtiene para los
angulos (6) que satisfacen la ley de Bragg [Kittel, 1996],

2dsinf =nA, (1.4)

siendo d la distancia interplanar y n el orden de difraccién. La condicion
de difraccién (1.4) puede expresarse alternativamente a través de las
ecuaciones de von Laue [Kittel, 1996],

k—k,=G, (15)

donde K, y k son los vectores de onda del haz incidente y haz
difractado, respectivamente.



2dsind=n A
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Figura 1.2 Dibujo esquematico de la difraccion

mediante interferencias constructivas en la ley de
Bragg.

En la Figura 1.3 se muestra un tipico patron de difraccion obtenido
de un cristal mediante la microscopia electronica de transmision (TEM).
Cabe mencionar que a partir del patrén de difraccién se obtienen los

vectores de onda K difractada y conociendo el K, incidente se puede
determinar G, mediante la ecuacién (1.5). Analizando una serie de
vectores G, distintos se puede obtener los vectores base de la red
reciproca b;, b, y b, Finalmente, se determina los vectores de la red

cristalina @;, & y & mediante una transformacion inversa de la
ecuacion (1.2).

Figura 1.3 Patron de difraccion de
electrones en la direccion [111]
para un cristal de CasCrz (SiOa)3
[Zou, 2008].

1.1.1 Teorema de Bloch

El electrén en un solido tiene una masa efectiva generalmente diferente
a su masa en el vacio, debido a su interaccion con la red cristalina. La
dindmica de dicho electron en la posicion r estid determinada por el



siguiente hamiltoniano dentro de la aproximacién de campo medio
[Ashcroft, 1976],

n2

i_P
H=_—+V(r). (1.6)

donde V(r)=V(r+R) es una funcion periddica siendo R un vector de la

red cristalina. La solucién de la ecuacion de Schrodinger estacionaria
correspondiente al hamiltoniano (1.6) esta dada por el teorema de Bloch
[Ashcroft, 1976], es decir, su funcién de onda (¥) siempre tiene la
siguiente forma,

¥, (r)=e""u(r), (1.7)

siendo u, (r) =u,(r+ R) una funcion periodica con el mismo periodo de

la red cristalina. Esta funcién de onda no es generalmente periddica en
el espacio real, ya que e'*" puede tener un periodo incomensurado con el
de la red cristalina. Sin embargo, dicha funcion si es periodica en el
espacio reciproco [Ibach, 2009], es decir,

IP|<+c; (r) :\Pk (I’) , (1.8)

donde G es un vector de la red reciproca. En consecuencia, la energia del
electrén o el eigenvalor de la ecuacion de Schrédinger estacionaria
también es una funcidén periddica en el espacio reciproco,

E(k+G)=E(K). (1.9)
Esto conduce a que la primera zona de Brillouin contiene todos los

estados cuanticos del sistema y que cualquier fendmeno fisico puede ser
analizado estudiando uUnicamente los estados de dicha zona. Cabe

. ., 2 .
mencionar que el cuadrado de la funcion de la onda |‘Pk(r)| siempre es

una funcion periddica, en otras palabras, la probabilidad de encontrar el
electrén es la misma en todas las celdas unitarias cuya funcion de onda
se denomina extendida.

1.1.2 Densidad de Estados

Basado en la hipdtesis ergddica de Boltzmann que asume la igualdad
entre el promedio temporal (A) y el promedio sobre el ensamble

tiempo

<A>ensamble’ las mediciones tedricas pueden calcularse a través del
siguiente promedio estadistico,

(Aienso = (Aercamtre = ||| AK) f (E,)d K, (1.10)

7



siendo A cualquier cantidad fisica y f(E) es la funcién de distribucién

gue puede ser de Maxwell-Boltzmann, Bose-Einstein o Fermi-Dirac,
dependiendo de la naturaleza del sistema. Para el caso de que
AKk)=A(E,), el promedio de la ecuacion (1.10) puede reescribirse como

(A)roansre = | AE) f (E)I(E)IE, (1.11)
donde
g(E)dE = [[_dk (1.12)

y la doble integral se efectUa sobre superficies de energia constante. La
funcion g(E) se denomina la densidad de estados (DOS) del sistema que
contiene toda la informacién estructural del mismo, ya que A(E) no
depende del sistema y f(E) depende Unicamente de la naturaleza de las
particulas constituyentes. Por lo tanto, para predecir mediciones de
cantidades fisicas tales como el calor especifico y la conductividad, se
requiere Unicamente conocer la DOS de cada sistema bajo estudio.

A continuacion, se ejemplifica el uso de la DOS analizando el
modelo de Debye para el calor especifico fonénico de un cristal clbico de
s dimensiones. Para el caso de un solo oscilador arménico
unidimensional, la energia (E) esta cuantizada de la siguiente forma

E=(n+1/2)ho, (1.13)

y la energia promedio esta dada por

0

< > Z(n+]/2)ho)exp[—(n+1/2)hm/kBT} inexp(—nx)
E)=120 = fip2=2

iexp[—(n +]/2)h(0/kBT} iexp(—nx)

donde x=rayksT. Por lo tanto, la ecuacion (1.14) puede reescribirse como

+Zho, (1.14)

d 2 1 o o
E)=| —I Xp(—nxX)+— | Ao = . 1.15
(&) { dx nnz(;e P )+2} ® exp(h(o/kBT)—1+ 2 (1.19)

Ahora, para un solido de N atomos en un espacio de s dimensiones la
energia fondnica promedio es

< ho, ho,

oSy e




Como nos interesa analizar el calor especifico (Cy) que es la
derivada de la energia promedio respecto a la temperatura, el segundo
término (7iw,/2) de la ecuacién (1.16) puede omitirse ya que su derivada

siempre es cero, esto es,

sN h(,l)i
e i

Dado que los modos vibracionales estan cuantizados en el espacio k por
una Ak=2z/L, donde L = Na es el tamafio del sistema en cada dimension

y N = N°* en un sélido clbico, la ecuacion (1.17) puede reescribirse como

(LS ket hoo, (K)
<E>_(2nj ;‘I Id od k{exp(hoaa(k)/kBT)-l}’ (1.18)

donde la suma de o toma en cuenta los modos longitudinales y
transversales para un sélido multidimensional.

Recordando que la densidad de estados g(w) es el numero de
estados que se encuentran entre o y o+dw, ésta constituye una cascara
con espesor dw en el espacio k de s dimensiones, es decir [Dalvit, 1999],

L)' L Y& 7%, o, dk
do=| = o[ dk---dik =] = K do _
glw)do (27[) ;I jw (2%)23(5)! do, ° (1.19)

o=1 2 o

Con el fin de analizar el calor especifico vibracional a bajas
temperaturas, los estados fondnicos ocupados son de naturaleza
acustica, por lo que o~ck (aproximacion de Debye) para todos los

valores de o, siendo c¢ la velocidad de sonido. La ecuacion (1.19) puede

reescribirse como
LY Lz%( o)1
do=| — | §? —| —do. 1.20
g(@)de> (27:) (g)'(cj C ® (1.20)

Por lo tanto, el procedimiento de (1.10) a (1.11) se aplica a la ecuacion
(1.18) y se obtiene

(E)= jo‘”D - ﬂZfO_lg(co)dco, (1.21)

donde B=1/k,T y ®p es la frecuencia de Debye siendo la maxima
frecuencia que puede tener un fonon en el sélido bajo estudio, es decir,

j;” g(0)dw=sN. (1.22)

9



Sustituyendo la ecuacion (1.20) en (1.22) se tiene que

LY L a¥% cop L\ g2
N — 2 S—ld — S .
° (ZﬂCj > (3)|I0 @ He (chj S(;)!ODD’ (1.23)

s /s
Oy = (Z—’EC)(E;/); N} . (1.24)

Por otro lado, sustituyendo la DOS (1.20) en la ecuacion (1.21) se tiene

s $/2 oo s s s/2 o X
<E>:( = )szh” | 2 do- S N | X _dx (1.25)
2nc) (370 e -1 2ncph ) (5)1B%0 e -1
siendo x=pBhr0 Y X,=pPhwn,. Si se define la temperatura de Debye
0, =hw, /Ky Y usando ecuacion (1.24), la ecuacion (1.25) se simplifica a

(E)=s’NkgT (;—D]

Para el caso de altas temperaturas T > 4., se tiene que Xx<1, entonces

entonces

) J‘QD/T x®

dx. 1.26
o e'-1 (1.26)

E
(E)=sNk,T = cF%:stB; (1.27)
esta ultima se conoce como la ley de Dulong-Petit, solucidn clasica de la
capacidad calorifica. Por otro lado, para el caso de bajas temperaturas
T<d0,, se tiene que

(E) =s?Nk,T (el] [ exxs_ldx. (1.28)
D

por lo tanto,

S

_d<E>_ 2 T e X
Cy === (s+1)NkB(0D] jo ex_ldx (1.29)

Para el caso S=3y bajas temperaturas,

3 3 3 4 4 3
C, = 36Nk, T J XX dx = 36Nk, T )7 12Nk T | (1.30)
0, ) e -1 0, ) 15 A

10



En resumen, se ha calculado la capacidad calorifica fondnica para un
solido de s dimensiones dentro del modelo de Debye, encontrando que

C, ~T° abajas temperaturas.

1.2 Desorden Estructural

En un solido pueden existir diversos tipos de desorden, por ejemplo, el
desorden estructural donde la posicion de los atomos es casi aleatoria
persistiendo unicamente el orden de corto alcance entre los vecinos mas
cercanos. Otro ejemplo del desorden es el sustitucional donde 4tomos
distintos colocados arbitrariamente forman una red cristalina. En la
Figura 1.4 se compara una estructura cristalina con una estructura
desordenada. Notese que en este arreglo cristalino existen so6lo anillos
de 6 atomos, mientras que en el amorfo coexisten anillos de 5, 6 y 7
atomos.

Figura 1.4 Arreglo atéomico de un solido cristalino
(izquierda) y amorfo (derecha).

El desorden estructural puede cuantificarse mediante las funciones
de distribucién atémica. En particular, la funcion de distribucion de
pares [0(12)=0(R,)] contiene informacién importante del arreglo
atémico; méas aun, la funcién de distribucién radial [9(R,)=0(R)]
proporciona una forma simple y eficaz de cuantificar el grado de

desorden de un arreglo atémico, omitiendo la posible anisotropia
[Ziman, 1979].

1.2.1 Localizacién de Anderson

En 1958, Philip W. Anderson propuso que las eigenfunciones de un
sistema desordenado pueden ser localizadas, es decir, la amplitud de la
funcién de onda se concentra en una region reducida del sistema
[Anderson, 1958]. Para esto, se partio del siguiente hamiltoniano
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H :Zn:gn|n><n|+vg|n><m|, (1.31)

donde |n) es la funcién de Wannier centrada en el sitio n, ¢, [-W/2,W/2]

es su autoenergia y V es la integral de salto entre sitios mas cercanos.
Ademas, se asume que ¢, son estadisticamente independientes teniendo

la distribucion P(g,) constante dentro del intervalo de ancho W,

W, sile,|<W/2

P(e,) =
0, otros casos

(1.32)

Por lo que los eigenestados se vuelven localizados si el cociente 5 =w /v

es suficientemente grande. El valor critico de 6 aumenta con el niumero
de coordinacion que es el nUmero de vecinos mas cercanos.

En la Figura 1.5 se muestra la densidad de estados N(E) obtenida
de un potencial tipo Kronig-Penney [Ashcroft, 1976] para (a) una
estructura cristalina y (b) una estructura amorfa con profundidades de
pozo aleatorias. Obsérvese que en general la N(E) tiene bordes bien
definidos para el caso (a) cristalino y bordes suaves para el caso (b)
amorfo. Esta ultima caracteristica junto con la localizacion exponencial
de la funcion de onda son las consecuencias mas importantes del
potencial tipo Kronig-Penney con pozos de profundidad aleatorios.

Vi NI{E)

’ B
Figura 1.5 Densidad de
v estados N(E) obtenida del

Ve[ | | — ~  potencial tipo  Kronig-
y Penney para (a) una
> estructura cristalina y (b)

. !

una estructura amorfa.

Dado que los sistemas desordenados generalmente carecen de
soluciones analiticas, éstos pueden considerarse como un sistema con
muchas impurezas. A continuacion, como ejemplo, se analiza la
localizacion en una cadena periddica infinita de atomos de masa m y
constantes de interaccion entre vecinos mas cercanos « . Dicha cadena
contiene una sola impureza de masa M en el sitio j=0, como se

muestra en la Figura 1.6.
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Figura 1.6 Cadena periddica de atomos con una impureza de masa M en el sitio

j=0.

Las ecuaciones de movimiento para los desplazamientos de los
atomos U; con respecto a sus posiciones de equilibrio alrededor de la

impureza son

mui_, = o (U, +Uu_, —2u_,)
MU, = a (U, +u_ —2u,) . (1.33)
mui, = a (U, +u, —2u,)

Se propone una solucién o un modo vibracional debido a la impureza de
la siguiente forma

u; =u,e I (1.34)
Al sustituir en las ecuaciones (1.33) tenemos
—mo’ = a(ek +e —2)
~Mo’ =a(e* +e*-2), (1.35)
—mo’ = a(ek +e —2)
por lo que
k= In(l—z—m) (1.36)
M
y

03=2\/% /zr_“/TM/m (1.37)

En resumen, la presencia de una impureza conduce a un modo
vibracional que se localiza exponencialmente en el espacio. Para el caso
de Niy impurezas, el cual es mucho menor que el nimero total de
atomos en la cadena, existen Ny, estados localizados.

En general, una forma de estudiar localizacion es por medio de la
llamada probabilidad de retorno P(r) definida por [Tiggelen, 1999]
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o1 et A 2
P(r)=lim = [/ dt‘<r|exp(—|Ht)|r>‘ , (1.38)
gue da la densidad de probabilidad para una particula que deja la
posicion r para que finalmente regrese al mismo sitio. Se espera que
esta cantidad sea casi cero para estados extendidos y sea distinto de
cero para estados localizados, ya que en ausencia de difusion la
probabilidad no se diluye en el sistema. Usando la descomposicion
espectral

exp(—iHt) = Zn:exp(—iEnt)|¢n><¢n| (1.39)
donde H|g,)=E,|¢,). Entonces,
P(r)=>1g,(N[- (1.40)
Se puede definir la razén de pa;ticipacién inversa (IPR) como
IPR(E,) = [e.(m)|" (1.41)

i
siendo |¢,)=>" ¢,(n)]i) e [i) es la funcién de Wannier centrada en el sitio
i. Para el caso de excitaciones fondénicas, se tiene

IPR(0,) = Y Ju,(M]"- (1.42)

Otra forma de estudiar localizacién en un sistema desordenado es a
través del coeficiente de Lyapunov () que representa la tasa de
decrecimiento de la funcién de onda relacionada con el inverso de la
longitud de localizacion. En el caso de excitaciones vibracionales,

y(N,0°) = @O%m[(qu +(F,) +(5,0)° +(5,,) ] (1.43)

donde 7,,, 7,,, 7,,, 7,, Son los elementos de matriz de transferencia T
dada por la ecuacion (B.14) en el apéndice B.

1.2.2 Teoria de Mott

En la década de los sesenta, Nevill Mott introdujo el concepto del borde
de movilidad separando los estados extendidos de los estados
localizados. Estos ultimos aparecen en los bordes de la banda cuando la
intensidad de desorden § =W /V es pequefia. Los bordes de movilidad

se mueven gradualmente hacia el centro de la banda cuando aumenta
0, como puede verse en la Figura 1.7. Ndétese que la zona de estados
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extendidos se reduce al aumentar el valor de 6. Existe un valor critico
oy para 6 > 5, solamente existe estados localizados [Mott, 1990].
Ta‘

e ..

Estados localizados

- E-=

Figura 1.7 El parametro de desorden 3, donde los estados
localizados estan indicados por las areas sombreadas y
son separados de los estados extendidos por los bordes de
movilidad.

En esta seccion hemos visto algunas formas del desorden
estructural que se puede presentar en un solido, asi como su
caracterizacion y las consecuencias en el comportamiento de las
excitaciones tanto electrénica como fondnica. En la siguiente seccidn, se
discutira un tipo de desorden estructural cuasiperiodico y sus
consecuencias en las propiedades de los cuasicristales.

1.3 Cuasicristales

En 1984, Dan Shechtman observo el primer cuasicristal en aleaciones
de aluminio y manganeso solidificadas por enfriamiento rapido,
reportando patrones de difraccion electrénica que consistian en puntos
bien definidos con una simetria icosaedral tridimensional prohibida por
la cristalografia tradicional [Shechtman, 1984]. Posteriormente D.
Levine y P. Steinhardt encontraron que las estructuras icosaedrales
tienen una transformada de Fourier que coincide con el patrén de
difracciéon observado y explicaron como la simetria icosaedral puede
coexistir con el orden de largo alcance [Levine, 1984]. En la actualidad
una de las caracteristicas mas importantes de los cuasicristales es que
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tienen un orden orientacional de largo alcance, pero no una simetria
traslacional.

Las aleaciones cuasicristalinas se pueden dividir principalmente en
dos grandes grupos: icosaedrales y decagonales. Este Gltimo grupo de
cuasicristales estd formado por un arreglo perioédico en una direccion y
cuasiperidédico en las dos direcciones restantes. Este arreglo
cuasiperiddico bidimensional puede ser descrito por la red de Penrose,
la cual esta constituida de dos tipos de rombos equilateros con uno de
sus angulos 36° y 72° respectivamente. Ademas, la red de Penrose se
construye embonando los rombos equilateros cuyos lados marcados con
flechas negras y blancas tienen el mismo simbolo y sentido, como se
muestra en la Figura 1.8. En este arreglo todos los enlaces se orientan
en diez direcciones, por lo que tienen un orden direccional de largo

alcance. Ademas la razdén dorada [rz(\/§+1)/2] estad presente en el

cociente de las areas entre ambos rombos, asi como en el cociente del
numero total de dichos rombos cuando la red es infinita.

AL

Figura 1.8 Red de Penrose y los dos rombos
constituyentes con lados marcados por flechas
blancas y negras para generar dicha red.

Histéricamente la razén dorada fue introducida a través de los
numeros de Fibonacci. Ademas, la red de Penrose es una extension
bidimensional directa de la secuencia de Fibonacci mediante los
triangulos de Robinson [Naumis, 1994], es decir, se puede obtener la
red de Penrose uniendo los tridngulos -mitades de los rombos en la
Figura 1.8- mediante la regla de adicidén que se presentara en la seccion
1.4.2.

En la actualidad, la investigacion de los cuasicristales podria
clasificarse en dos grandes lineas: (1) las aleaciones cuasicristalinas con
la cuasiperiodicidad a escala atomica; (2) las estructuras
cuasiperiddicas artificialmente construidas 0 superredes
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cuasiperiddicas. Estas ultimas presentan cuasiperiodicidad en muy
diferentes escalas que varian desde nandmetros hasta centimetros.
Estas dos lineas de investigacion seran discutidas en las proximas
subsecciones.

1.3.1 Aleaciones cuasicristalinas

Las aleaciones cuasicristales pueden presentarse en forma metaestable
o termodinamicamente estable. Estas de acuerdo a su simetria
estructural pueden ser icosaedral, decagonal, entre otras. El primer
cuasicristal producido por solidificacién rapida es un ejemplo claro de
una aleacion icosaedral metaestable. En 1986, Bancel y Heiney
sintetizaron  diversas aleaciones cuasicristalinas icosaedrales
adicionando silicio o rutenio y lograron una mayor estabilidad de la fase
cuasicristalina. Sus resultados indican que las pseudobrechas
energéticas en la estructura de bandas electronica toman un papel
importante en la estabilizacion de la fase icosaedral [Bancel, 1986].

Una aleacion cuasicristal termodindmicamente estable es un
material que puede sufrir tratamientos térmicos para su elaboracion sin
modificar su orden estructural cuasiperiddico. EI primer cuasicristal
estable fue la aleacidon Al,sLi;,CugsMgoy [Ball, 1985], en donde el litio
estabiliza la aleacion debido a su tamafio atémico. La segunda
generacion de cuasicristales icosaedrales estables fue encontrada en los
sistemas Zn-Mg-RE, donde RE son tierras raras [Luo, 1993]. Estos
cuasicristales tienen una excelente calidad estructural y poseen
momentos magnéticos debido a los electrones 4f localizados en los
atomos RE, en los cuales se puede estudiar el magnetismo en redes
cuasiperiddicas. El primer cuasicristal decagonal esta reportado en la
aleacion Al-Mn junto con metales de transicidén (Fe, Cr y Rh) mostrando
un aparente eje de simetria 10 junto con un orden orientacional de largo
alcance y simetria translacional unidimensional [Bendersky, 1985].

Una forma de explicar la existencia de aleaciones cuasicristalinas
estables es por el mecanismo empirico de Hume-Rothery, el cual sugiere
que la estabilizacion de un material ocurre cuando su superficie de
Fermi se intercepta o se encuentra muy cercana a la frontera de la zona
de Brillouin. Otro parametro importante para la formacion preferencial
de una estructura cuasicristalina es la razén electréon-por-atomo (e/a)
[Matsuda, 2010]. En 1994, A. Tsai encontr6 una regla empirica para los
cuasicristales icosaedrales estables de base-Al, es decir, Al-Tm con
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ela=1.75 y Zn-Mn-Al con e/a~2.1. Esto sugiere que los cuasicristales
icosaedrales estables son aleaciones de Hume-Rothery.

1.3.2 Superredes cuasiperiodicas

Existen diferentes tipos de superredes construidas artificialmente en el
laboratorio, por ejemplo, las superredes hechas de dos semiconductores
donde la brecha energética de uno es significativamente menor que la
brecha del otro. También existen superredes con mas de dos materiales,
asi como superredes con diferentes tipos de dopaje alternando
periodicamente semiconductores de tipo ny tipo p [Yu, 2005].

Puede existir superredes aperiddicas siguiendo una secuencia
especifica. Un ejemplo de superred cuasiperiodica es la de Fibonacci
constituida por un orden cuasiperiodico en una direccion y un orden
periddico en el plano perpendicular a esta direccién. Estos sistemas
presentan propiedades no observadas en las estructuras periodicas o
amorfas, por ejemplo, R. Merlin y colaboradores usaron por primera vez
una superred de Fibonacci hecha de GaAs y AlAs para estudiar el patron
de dispersion Raman y de rayos X [Merlin, 1985] mostrando un espectro
denso de picos que se pueden caracterizar por los indices de la red
cuadrada, de la cual fue construida la red de Fibonacci [Todd, 1986].
Asimismo, el espectro Raman muestra caracteristicas cuasiperiodicas
de las excitaciones fononicas que pueden ser predichas por la teoria
microscépica basada en el modelo de Born-von Karman y las funciones
de Green [Wang, 1988].

1.4 Redes de Fibonacci

La red cuasiperiddica mas estudiada es quizas la de Fibonacci; dicha
red puede variar en la naturaleza de los &tomos y/o la interaccidon entre
ellos, es decir, el problema de sitios, de enlace y mixto, como se muestra
en la Figura 1.9.

(0 () ) -
(b)---—@ &,i@ g @ad@ ad® as@“.a L

& 4R [+4:) a. o o
(0 o 2 B ) 0 ), () 2 ).

Figura 1.9 Redes de Fibonacci variando (a) la masa m en el problema de sitios, (b) la
constante de interaccion interatomica o en el problema de enlaces y (c) ambos en el
problema mixto.
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En particular, la red de Fibonacci fononica estudiada en esta tesis
tiene variaciones en los parametros de las constantes de interaccion
interatomica (¢;) entre los atomos vecinos mas cercanos i y j. En la
Figura 1.9(a) se tiene el problema de sitios, donde la cadena de atomos
tiene las masas distintas m, y mg, siguiendo la secuencia de Fibonacci,
con una unica constante de interaccion interatdmica a entre vecinos
mas cercanos. Figura 1.9(b) muestra el problema de enlaces, en el cual
el arreglo de la cadena esta constituida de atomos iguales de masa m
pero con constantes de interaccidon interatdbmica tomando los valores ax
y og siguiendo la secuencia de Fibonacci; mientras que en la Figura
1.9(c) se ilustra el problema mixto siendo una generalizacion del
problema de sitios excepto que las constantes de interaccion
interatomica dependen de la naturaleza de los &tomos vecino.

1.4.1 Definicion de la cuasiperiodicidad

Las funciones cuasiperiddicas han sido estudiadas con anterioridad por
los matematicos [Besicovitch, 1932] y se definen a continuacion. Sea
f (x) una funcién real 6 compleja cuyo dominio son los numeros reales

(xeR), ésta es cuasiperiodica si y sélo si para todo ¢ >0 existe un 7 R,
tal que para todo x
[f(x+7)— f(X)|<¢; (1.44)

en otras palabras, existe un cuasiperiodo 7, para el cual f(x+7) se
aproxima a f(x) y la diferencia relativa entre estas dos es menor que .

La desigualdad (1.44) tiene similitud con la de funciones
uniformemente continuas, excepto que para las funciones
cuasiperiddicas si ¢ decrece, el valor de 7 se incrementa o tiende al
infinito cuando ¢ es cero.

Una propiedad importante de las funciones cuasiperiodicas es su
expansion en serie de Fourier de la siguiente forma

f(x)= iAqe”nan , (1.45)

donde r, son numeros racionales y g, son numeros reales linealmente
independientes, es decir, si rq,+r,q,+---+r,q,=0 entonces r=r,=---=r,=0.
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Por otro lado, se puede introducir una funcion generadora
F(x,X,,...) periodica en todas las variables x;. Usando el teorema de

Fourier, se tiene

F(X% %, ) =D Aem™ (1.46)
n=1
por lo tanto, la funcion cuasiperiodica f(x) es la diagonal de F(x,,x,,...),
f (x) =diag[F (x, X,,...)] = F(X, X,...). (1.47)

En resumen, cualquier funcién cuasiperiodica puede siempre
expresarse como la parte diagonal de una funcion generadora F(x,,X,, )

periddica para cada una de sus variables con periodos posiblemente
inconmensurados entre si [Besicovitch, 1932].

1.4.2 Métodos de construccién

Existen tres métodos para construir la red de Fibonacci, ellos son:

(1) Método de adicién. La secuencia de Fibonacci (F,) de la generacién n es
una cadena de elementos A y B de acuerdo a la siguiente regla,

Fn = Fn—l @ Fn—z’ (148)
donde el simbolo @ es la suma directa denotando la union de las
cadenas de generacion n-1 y n-2. Las condiciones iniciales son F=Ay
F,=AB. Se definen los numeros de Fibonacci [Ng(n)] como el namero de
elementos de la secuencia de Fibonacci en la generaciéon n. De la
ecuacion (1.48) se tiene que

Ne(n)=N-(n-1)+ N_.(nh-2), (1.49)

siendo N.(1)=1 y N_(2)=2. Entonces, los numeros de Fibonacci
constituyen una sucesion cuya razén de estos nimeros N (n+1)/N.(n)

converge a la razén dorada 7 = (\/§+1)/2, ya que para n — o« se tiene

Ne(m+1)  Ne()+Ng(p-2) 1
N N (459

\/§+1

2

X=

es decir,

X*—x-1=0=>x= T (1.51)

es la solucién positiva.
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(2) Método de sustitucion. La secuencia de Fibonacci Fn+; se puede
obtener de F, aplicando las siguientes reglas de sustitucion

A—>AB vy B—>A. (1.52)

De acuerdo con estas reglas se puede obtener la secuencia de Fibonacci
mostrada en la Tabla 1.2.

Tabla 1.2 Secuencias de Fibonacci por el método de adicion y el de sustitucion.

Generacion Método de adicion Método de sustitucion
1 Fi=A F=A
2 F,=AB F.,=AB
3 F;=AB®A=ABA Fs=(AB)(A)=ABA
4 F,=ABA®AB=ABAAB F4+=(AB)(A)(AB)=ABAAB
5 Fs=ABAAB@®ABA=ABAABABA | Fs=(AB)(A)(AB)(AB)(A)=ABAABABA
6 Fe=ABAABABA®ABAAB=... Fe=(AB)(A)(AB)(AB)(A)(AB)(A)(AB)=...

Se puede probar analiticamente que la secuencia de Fibonacci
generada por los dos métodos anteriores son equivalentes definiendo un
operador lineal 9, tal que

3(xy) =3(x) @ 9(y) (1.53)
donde 9'(B)=Ay 9(A)=AB. Aplicando el operador 4 sucesivamente se
tiene

F=9(B)=A
F, = 9%(B) = $(9"(B)) = $'(A) = AB
F, =% (B)=9°(9'(B)) =9 (A) =9 (9" (A)) = & (AB)
=9'(A) @ 9'(B) = ABA (1.54)

F,=9"(B)=9""(3'(B))=9""(A)=9""(3(A) =9""(AB)
= 9" (A) ® 9" (B) = 9" *(9"(B)) ® 9" *(B) = 9"*(B) ® 9" *(B)

es decir, F,=F _,®F, ,. Por lo tanto, se tiene que el método de
sustitucion conduce al de adicion.

(3) Método de proyeccion. La red de Fibonacci se puede construir a partir
de la proyeccion de una red rectangular sobre una linea recta [Janot,
1994] cuyo tangente del angulo 6 respecto al eje horizontal es igual a la
razon dorada r como se muestra en la Figura 1.10.
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It - ’ A I
e _
P A
. g ‘ Figura 1.10 Método de proyeccion,
e __ cuando tan(@)=r se obtiene la
o secuencia de Fibonacci.
| |

Los puntos de la red cuadrada estan determinados por los vectores
posicion R=IX+my donde | y m son nameros enteros, X y y son los

vectores unitarios de la red cuadrada. Definiendo el operador P que
proyecta los puntos de la red hacia la recta de pendiente ¢, es decir,
T

1
V1+72 V1+72 .
Los puntos dentro de la banda con ancho vertical uno dentro de la linea
punteada de la Figura 1.10 satisfacen la condicion m=|[ Iz | donde | x| es

PX = cos(6) = y Py =sin(9) = (1.55)

la funcion del entero mayor, es decir, si X=3.2=|x|=4. Entonces, los

puntos proyectados sobre la recta que se encuentran en la banda tienen
la forma siguiente

R, = PR =1cos(8) +[1r Jsin() = \/1I _ jlﬁfl . (1.56)
+7T +7T

Definiendo un segmento largo A=cos(0)+2sin(f) y un segmento corto
B =cos(0) +sin(0), las distancias (4R)) entre los puntos proyectados (R))
se muestran en la Tabla 1.3.
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Tabla 1.3 La red de Fibonacci generada por el método de proyeccion.

| R, AR Segmento
1 cos(8) + 2sin(6)

2 2c0s(6) + 4sin(O) cos(8) + 2sin(6) A
3 3cos(6) + 5sin(6) cos(6) +sin(0) B
4 4.cos(0) + 7sin(0) cos(@) + 2sin(0) A
5 5cos(6) + 9sin(6) cos(8) + 2sin(6) A
6 6c0s(0) +10sin(H) cos(6) +sin(0) B
7 7c0s(0) +12sin(0) cos(@) + 2sin(0) A
8 8cos(6) +13sin(0) cos(6) +sin(0) B
9 9cos(#) +15sin(H) cos(8) + 2sin(6) A
10 10cos(8) +17sin(6) cos(@) + 2sin(0) A
11 11cos(0) +18sin(0) cos(6) +sin(0) B
12 12 cos(6) + 20sin(H) cos(@) + 2sin(0) A

Notese que el método de proyeccion es una aplicacion de la ecuacién
(1.47) donde la funcion generadora correspondiente es F(x,y) y tiene

dos periodos, uno de valor unitario y el otro con valor de la razén dorada
T.
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Capitulo 2 Excitaciones Fonénicas

En la mayoria de los experimentos, la medicion se realiza sobre los
estados excitados cuya energia se encuentra cercana a la del estado
base. Dichos estados pueden describirse usando el lenguaje de
excitaciones elementales, los cuales se pueden clasificar en dos
conjuntos. En el primer conjunto, se tienen las cuasiparticulas que
corresponden a particulas individuales cuyos movimientos son
modificados por las interacciones con las otras particulas del sistema.
En el segundo conjunto tenemos excitaciones correspondientes a un
movimiento colectivo del sistema. Estas excitaciones son llamadas
modos colectivos, tales como fonones, magnones y plasmones.

En particular, la excitacion fononica se discutira con detalle en este
capitulo.

2.1 Modos Normales de Vibracion

En los sélidos, las oscilaciones de los atomos alrededor de sus posiciones
de equilibrio pueden ser descritas en términos de excitaciones
elementales fondnicas. En un sélido tridimensional con N atomos de
masa m y una interaccion interatdmica « constante entre vecinos mas
cercanos, existen 3N grados de libertad generandose 3N modos normales
de vibracion distribuidos en N modos longitudinales y 2N modos
transversales. Para un sistema unidimensional, el hamiltoniano puede
escribirse como

_yhLe _aY
H—Izzm"‘ZIZ(qm a) (2.1)

donde p; y q son respectivamente el momento lineal y posicion del
atomo |, con una interaccion interatomica o constante [Quilichini,
1997].

A continuacién, se analizaran los modos normales para una cadena
monoatémica y una diatomica.

Cadena monoatomica. Se considera N atomos idénticos de masa m
separados por una distancia a con una interaccién interatomica
longitudinal « y una transversal g, como se muestran en las Figuras
2.1(a) y 2.1(b).
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k—a— -1 i+1

Figura 2.1 Vibraciones (a) longitudinal y (b) transversal, debidas a las interacciones
interatémicas a y . Los circulos punteados y continuos indican respectivamente
las posiciones de equilibrio e instantaneos.

Sea u.(t)=q,(t)—q,, el desplazamiento del atomo i-esimo con
respecto a su posicion de equilibrio (q,,). Como ejemplo, se analizara el

caso del desplazamiento longitudinal, cuyas ecuaciones de movimiento
son

mu, =alu,,, —u,]—alu, —u, ,]. (2.2)

Al proponer una solucion de la forma

i+1

u,(t) =u e’ (2.3)
y sustituyendo la ecuacion (2.3) en (2.2), se obtiene
w(k):\/Za[l—COS(ka)] :2\/§‘sin(%ka)‘. (2.4)
m m

La curva de dispersion para este caso se muestra en la Figura 2.2,
notando que cuando k es pequefa, o es lineal en k [Ashcroft, 1976]

w(k):a\/%k\. (2.5)

L (k)

Figura 2.2 Curva de dispersion

para la cadena monoatomica

de interaccion interatomica o
k' entre vecinos mas cercanos.

b

qEp———_——————————g e ——
V] N —— | R
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Cadena diatomica. Se considera una cadena de 2N a4tomos de masas m; y
m, alternando sus posiciones en la cadena por una distancia 2a como se
muestra en la Figura 2.3, donde « es la interaccidon interatdbmica entre
los vecinos mas cercanos.

iy Vil i; v 1;y Vi
i-1 il i i i+l i+l
k a 1

Figura 2.3 Vibraciones longitudinales en una cadena diatémica con atomos de masa m; y
m,, donde los circulos punteados y continuos indican respectivamente las posiciones de
equilibrio e instantaneos.

Sean respectivamente U, y V, los desplazamientos de los atomos de

masa m; y m, con respecto a sus posiciones de equilibrio. Las ecuaciones
de movimiento son

mU,,= a[v,,., — U, ]1-alu,, =V, 4]

M= @l Vo] =@V~ U] (20)
cuyas soluciones son de la forma
U| — Aei(kla—u)t) y V| — Bei(kla—mt), (27)
y al sustituir la ecuacion (2.7) en (2.6) se tiene que [Kittel, 1996]
2
wzza(i+ijia [i+ij __ 4 sin®(1ka) . (2.8)
m, m, m, m, m,m,

La Figura 2.4 muestra las soluciones — y + de la ecuacién (2.8) que
corresponden respectivamente las ramas acustica y optica.

(k)
Iy

| |

Rama l
I 2a Optica |
| 7] I

3R

¥
R

B

Rama
Aciistica

|

I

|

|

|

I

|

I Figura 2.4 Relacion de dispersion
| para una cadena diatémica con una
|

|

o

a

razon de masas m,/m, =5, donde la

Ay f—————————————

masa reducida g=mm,/(m +m,).
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Notese que la frecuencia o de la rama inferior o acUstica tiende a cero
para k pequefia (k < z/a) donde o es proporcional al vector de onda k

siendo la constante de proporcionalidad la velocidad de sonido del
sistema. Mientras que la rama superior es la dptica, en la cual o(k)=0

para k=0.
2.2 Operadores de Creacion y Aniquilacion

Se puede expresar el movimiento de los &tomos usando las coordenadas
generalizadas (q;, p;)) dadas por [Goldstein, 1980]

1 i(kla—ot —i(kla—ot
q.(t)=W§[Ake< D+ At | (2.9)
g 1
p()=mg, = Wzk:imco[,é{e‘“"“’” - At ], (2.10)

Sea w'=o(k’) y usando Y e'“=Ng, ., la energia cinética del
hamiltoniano (2.1) es

p_|2_ Moo’ i(kla—ot) _ p*q-i(kla—ot) * -i(kla-o't) i(Kla—o't)
2om 222Gy LA - AR [ A A

mO)(D, _A:e—i(kla—mt)Ak ei(k’la—w’t) i A:e—i(kla—cot)A:e—i(k1a—w’t)
= IZ;; 2N _+_Akei(kla—mt)A;k,e—i(k’la—co’t) N Akei(kIa—wt)Ak,ei(k’la—co’t) :|
mO)(D, _N&,ei(k’—k)laei(m—w’)t i A:A:’e—i(k+k’)laei(w+w’)t
= Z;kz 2N _+_A1<A;k,ei(k—k’)ei(m’—co)t . AkAk’ei(k+k’)Iae—i(w+w’)t
moe’ A1:Ak'|\|5|<,|<'ei(m_w,)t - A;A;:'N&k,k'ei(wm,)t ]

(2.11)

2N +A<Aer5k’k!ei(w,_w)t N AkAk’N5_k’k’e—i(w+u)')t

S TAA AN AR AR ]

y Su energia potencial es
o a i(kla—o ika * —i(kla—® —-ika
EZ(qm _q|)2 = ZZZN[Ake “ t)(e ‘ _1)+ Ake “ t)(e ‘ _1):|X
[ Ik K
|:Ak,ei(k’la7w’t)(eik’a _1) n A;’efi(k’lafw’t)(efik’a _1)}

la cual puede reescribirse como

. (2.12)
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A At agritort (gika _1)(gika _7)
+A A gt gika_7)(g ke _1)
+ A ALK PlegTi o (grika_1)(gka_1)
|+ A AR gl (g ke ) (gika_1)
AANGS, e e~ 1) ]
a | FAANG e (e -1 (e -1)
2N |+ A A NG, & O ek —1)(e*? ~1)
+A ANG £ (e 1) (e -1)

o 2 o
EZ,:(qu_ql) _sz:;ZN

S (2.13)

es decir,

%Z(%— q)’= Z%(e“‘a—l)(e‘”‘a—l)[A?Ak+A(A{E+A(A_ke‘2‘“’t+A:Ajke2“°t}

:Zg(z_e—ika_eika)[&p‘k*_&pﬁ( +AkA ke_Zth+A(A* 2|u)t:| (214)
= Za[l cos(ka)][AkAk + AN+ AA LT+ AN M}
Entonces, el hamiltoniano (2.1) tiene la siguiente forma

H =Y [ AA+ AN - AR ™ - AA e ]
2 (2.15)

+Za[1 cos(ka)l[ ALA, + AA +AA &7 + AN ]

Usando la relacién de dispersion (2.4), el hamiltoniano (2.15) se
reescribe como

H =Zk:moa2(k)[A;‘Ak+AkAk*]. (2.16)
Introduciendo las variables adimensionales
a = A Zm;(k) , (2.17)
el hamiltoniano (2.16) se convierte a
H= Z—[akak +akak] (2.18)

Por otro lado, las ecuaciones (2.9) y (2.10) conducen a
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- L S )+ ——p ) e (2.19)
2\/W|_ maow

:ﬁz q,(t) _mepl(t)}ei(kla_m) : (2.20)

Ahora se introducen los operadores cuanticos p, —» p, =-i7d/dq,
entonces [0, B | =0, B — Pl =176, . Usando la ecuacion (2.17), las
ecuaciones (2.19) y (2.20) queda como

d, = %Z[Q.(tﬂr%mﬁ.(t) g ey (2.21)

o 3| 400 e, 2:22)

yaque P' =P es un operador hermitiano. El conmutador
t
k

%ﬂ

wﬂ@m+lﬂm}
mm

ZZ““W%m+iﬂmﬂm
B pilkI—ki)a
2Nh ZZ [q'

iKY k')a{ [0, BO]+— ~ a0, by (t)]}

2Nh (2.23)

2Nh e't" k')a{l in0, +L,ih5,’,}
Q)

_ Voo' Zei(k'—k)la {l+i} _ N @ {l+L} N5k,k' = 5k,k’

2N 4 O o 2N (0 o

donde &, y élj se conocen como los operadores de aniquilacion y creacion
fondnicos, respectivamente. Por lo tanto,

H = Zh@(k){é; a, +ﬂ (2.24)

es el hamiltoniano (2.18) en el formalismo de segunda cuantizacion.
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2.3 Potencial de Born-von Karman

Las vibraciones de una red de atomos de masa M (i) con desplazamiento
u,(i) respecto a su posicion de equilibrio R(i) pueden ser descritas a
través del hamiltoniano
)2
=g et T 0,00, 00, (). 2.25)
donde @, (i,j) es la matriz dinamica, u especifica una de las tres
coordenadas cartesianas del &tomo i [Elliott, 1974].

Para el modelo de Born-von Karman con fuerzas centrales y no
centrales entre vecinos mas cercanos, la energia potencial de
interaccion es

Vv :ZVij :Z{%(a —ﬁ){[u(i)—u(j)]-fij}2+%,3‘u(i)—u(j)‘z}
'1“ - . (2.26)

—(a= /) XU - u(D]-F,} 4 2 At - u(i)f
siendo fij el vector unitario a lo largo de R(i)-R(j) entre vecinos

cercanos, a y p son las constantes de fuerza central y no central,
respectivamente [Barrio, 1984].

Asi, la matriz dinamica [®, (i, )] definida como la segunda

derivada con respecto a las componentes cartesianas de los
desplazamientos del potencial de interaccion (V) es

oV
au, (iou, (j)

Entonces la ecuacion de movimiento derivada de la ecuacion de
Hamilton [Goldstein, 1980]

(2.27)

®,,@,1)=

: oH
p,(i)=—=. (2.28)
g ou, (i)
resulta ser de la forma
M(i)a, @) =-> @, 3, i)u, (), (2.29)
jv
donde M(i) es la masa inercial del atomo i. Para el caso u~e™, la

ecuacion (2.29) se convierte a
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M) o’u, -2 @, 0 )u,()=0. (2.30)

En particular, la matriz dindmica de la ecuacién (2.27) entre los atomos
iy j en una red cubicamente estructurada puede escribirse como

(a _ﬁ)(ﬁj)x(ﬁj)x-i-ﬁ (a _ﬁ)(ﬁj)x(ﬁj)y (a _ﬁ)(ﬁj)x(ﬁj)z
o, J)=- (a_ﬁ)(ﬁj)x(ﬁj)y (a_ﬁ)(ﬁj)y(ﬁj)y+ﬂ (a_ﬁ)(ﬁj)y(ﬁj)z . (231)
(a _ﬁ)(ﬁj)x(ﬁj)z (a _ﬁ)(ﬁj)y(ﬁj)z (a _ﬂ)(ﬁj)z(ﬁj)z+ﬁ
Como un ejemplo del potencial de Born-von Karman, analizaremos

una red de 8 atomos idénticos de masa M como se muestra en la Figura
2.5.

, Figura 25 Una red de 8
atomos idénticos y numerados
dentro de los circulos.

Usando la ecuacion (2.31), su matriz dindmica tiene la siguiente forma

% ¢ o6 0 ¢ 0 0 0
¢ ¢ 0 ¢ 0 ¢ 0 O
¢ 0 ¢ ¢ 0 0 ¢ O
0 ¢ ¢ ¢ 0 0 0 o
D= 4, 0 0 0 ¢ ¢ ¢ O (2.32)
0 ¢ 0 0 ¢ ¢ 0 9
0 0 ¢ 0 ¢ 0 ¢ o
0 0 0 ¢ 0 ¢ ¢ o
siendo
a 0 0
¢$=—|0 p 0] (2.33)
0 0 p



(2.34)

(2.35)

(2.36)

o o w
o w o
w O o
I
<

de

de la ecuacion

la forma matricial

a+2p. Entonces,
movimiento (2.30) del sistema es

con ¢

(2.37)
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Se puede reescribir la ecuacién (2.38) agrupando las componentes

cartesianas de todos los atomos, es decir, (U,(1),u,(2),-+-,u,(8),u,(D,u,(2),---)

en lugar de (ux(l),uy(l),uz(1),UX(2),Uy(2),---). En esta representacion, la

matriz anterior de 24x24 tiene la forma de 3 submatrices desacopladas
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de 8x8 representando los modos en cada direccién cartesiana. La
separabilidad de la matriz dindmica en estas submatrices se analizara
con detalle en la seccion 2.5.

2.4 Método de Renormalizacion

La idea de renormalizacion fue introducida originalmente por Leo P.
Kadanoff a través de bloques, es decir, agrupar un nimero de atomos
formando un bloque y agrupa el mismo namero de bloques para formar
un nuevo bloque; asi sucesivamente para abordar un sistema
macroscopico de atomos [Kadanoff, 1967]. Posteriormente esta idea fue
generalizada por Kenneth Wilson para analizar los fendmenos criticos
[Wilson, 1971], el cual fue galardonado con el Premio Nobel de Fisica en
1982.

En general, el método de renormalizacion en el espacio real
consiste en reducir el nimero de grados de libertad de un sistema
conservando la informacién fisica contenida en €l para poder describir
sus propiedades macroscopicas. A continuacién, se introducen las ideas
basicas del método analizando el sistema unidimensional.

Tabla 2.1 Numero de enlaces para una cadena de Fibonacci.

Generacién [No. Enlaces | Generacién | No. Enlaces
1 1 21 17711
2 2 22 28657
3 3 23 46368
4 5 24 75025
5 8 25 121393
6 13 26 196418
7 21 27 317811
8 34 28 514229
9 55 29 832040
10 89 30 1346269
11 144 31 2178309
12 233 32 3524578
13 377 33 5702887
14 610 34 9227465
15 987 35 14930352
16 1597 36 24157817
17 2584 37 39088169
18 4181 38 63245986
19 6765 39 102334155
20 10946 40 165580141
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Consideremos una cadena de atomos cuyo ordenamiento de sus
enlaces siguen la secuencia de Fibonacci, donde existen dos tipos de
interacciones interatdmicas parametrizadas por aa Yy og para los modos
longitudinales (LM), es decir, la direccion de propagacion de onda
coincide con la del desplazamiento atomico. La primera generacion de la
cadena de Fibonacci esta formada por 2 atomos unidos por la
interacciéon aa y la segunda generacion esta formada por 3 atomos
unidos por los enlaces aa y ag. Como se discutio en la seccién 1.4.2., las
generaciones sucesivas se construyen a partir de la relacion de
recurrencia (1.48) dada por F,=F, _,®F, _,, donde F, es la secuencia de

Fibonacci de la generacion n. La Tabla 2.1 se resume el numero de
enlaces para las primeras 40 generaciones del problema de enlaces,
donde el ndmero de atomos es siempre el nUmero de enlaces mas uno.

A continuacion discutiremos en detalle el proceso de
renormalizacion en el espacio real eliminando las coordenadas del
atomo interior de las ecuaciones de movimiento. Por ejemplo, la
generacion 2 tiene 3 atomos con interacciones a primeros vecinos, por lo
gue la ecuacion de Dyson (A.3) asociada a este sistema es

z-s, -a, 0 \G?@ G2 G2z) (1 0 0
(2I-H)G@)=| ~an 7-¢, - |GP@) G G2 |=|0 1 0/ (2.39)
0 —Qg 1-& Gs(,zl)(z) Gs(zz)(z) 63(23)(2) 0 01

donde G'?(z) representa el elemento de matriz i,j de la funcion de

Green correspondiente a la generacion 2 de la cadena de Fibonacci.
Asimismo, para el caso de fonones

Z=mo’+in, &=a,, £,=0, +0g, £,=0g, (2.40)
mientras para electrones
z=E+in, g=¢,=¢,=0,1, yt; enlugarde a, Yy o5 . (2.41)

Al desarrollar la multiplicacion de las matrices, se obtiene las 9
ecuaciones que se puede resumir de la forma siguiente

(z— gl)Gl(,IZ)(Z) - aAGé,ZI)(Z) =0y, (2.42)
( —gZ)Géi)(z) - aAGI(,IZ)(Z) - aBGs(,2|)(Z) =0, (2.43)
(z- 53)G§,2| )(Z) - aBGé,ZI)(Z) =03, (2.44)

34



donde 1=1,206 3y §; es la delta de Kronecker. Al sustituir la ecuacion
(2.43) en las ecuaciones (2.42) y (2.44) se obtienen

_ () A (2) Ap\0p  ~(2) 7
(z-¢£)G)(2) - —(z ) () - (1 )G '(2)= 51"+—(z—32)52"’ (2.45)
_ () é (2) Al ~(2) Qg
(2-2)8 () - 25 G0 - G0 =8y + 555, (246)

De las ecuaciones anteriores se puede identificar el+a,i/(z—32) como la

nueva autoenergia del sitio izquierdo E, (z,2), 53+a§/(z—52) como la del
sitio derecho E,(z,2) y a,a;/(z—¢,) como la nueva constante de
interaccion «(z,2) entre los sitios extremos. Ademas, | toma Uunicamente
los valores 1 o 3, por lo que §,,=0. De esta forma, la ecuacion (2.39) se
puede reescribir como

z-E(2.2) -a(z.2) \(GP(2) G3(2)) (1 0’ (2.47)
~a(2,2)  7-Ex(2,2) \G¥(z) G¥(2)) \0 1

con E (z,2)= 81+06i/(2 —&), E(z2.2)=¢,+ aé/(z —&) Y a2, =a,05/(2-5,).

En general, la ecuaciéon de Dyson para la generacion n a partir de
las generaciones n-1y n-2 estara dada por

-E @z  -a(z,n) 0 G(z) GM(@ G| (1 00
-a(zn)  z-E,(zn) -azn2) ||[GN(@z) GI(z) G (2)|=|0 1 0| (2.48)
0 -a(zn2) z-Ezn2))(GM(2) GM(2) GM(z)) (0 0 1

donde E, (z,n)=E.(z,n-1)+ E (z,n-2) representa la autoenergia del sitio
medio para el problema de enlaces. Aplicando el mismo procedimiento

como el caso de la generacion 2, la ecuacion de Dyson (2.48) se reescribe
de la forma siguiente

[Z_EL(z,n) —a(z,n) ][Gf‘ﬂ(z) G(n)(z)] [1 o], (2.49)

—a(z,n)  z-Eq(z,n) )(GLl(z2) Gga(@)) (0 1
siendo
E (z.n)=E, (z,n—1) + &NV (2.50)
z-E,(z,n)
[oe(z,n-2)]°

E.(z,n)=E,(z,n-2) + (2.51)

z-E,,(z,n)
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a(z,n=-Da(z,n-2)
z-E,(z,n)

Las condiciones iniciales son E(z)=E(z)=a(z,) =a,,

E.(z,2) :aA+a,i/(Z_‘92)’ E.(z,2) =0(B+Odé/(2— &)Y a(z,2)=aag/(2-¢,).

Para los sistemas no cristalinos el concepto del espacio reciproco
carece de utilidad, ya que no existe simetria traslacional. En
consecuencia, una de las formas de estudiar dichos sistemas es a través
de la densidad de estados como funcion de la energia [ DOS(E)], la cual

es una medida de la degeneracion en cada energia. Usando la ecuacion
(A.10), la DOS(E) se relaciona con la funcion de Green de la forma

a(z,n)= (2.52)

DOS(E,n):—lIirq[lmTrG(”)(z)]:—lIim{lmZG(”?(EJrin)}, (2.53)
7T 10 i

7T 10" i

donde G}f‘j)(z) son los elementos diagonales de la funcién de Green y
E=mo’ para el caso de fonones. En general, Tr[G(z)] se puede

expresar como una funcién de los sitios extremos, G") y G\, asi como
del elemento fuera de la diagonal G"), dada por la ecuacion

DOS(E,n) = “Lim Im[A(z,n)Gf”ﬂ(z)+B(z,n)Gé”;(z)+C(z,n)Gf”F{(z)+D(z,n)} (2.54)
T >0 ' ' '

donde A(z,n), B(z,n), C(z,n) y D(z,n) se determinan usando las
siguientes relaciones de recurrencia obtenidas en el apéndice C,

A(z,n) = A(z,n-1) + O(z,n)[0,(z,n)]* + C(z,n-1)O,(z,n), (2.55)
B(z,n) = B(z,n-2) + 0(z,n)[0,(z,n)]* + C(z,n-2)0,(z,n), (2.56)
C(z,n)=C(z,n-1)0,(z,n) +C(z,n-2)0,(z,n) +20(z,n)6,(z,n)0,(z,n), (2.57)
D(z,n)=D(z,n-1)+D(z,n-2)+0O(z,n)6,(z,n), (2.58)

siendo 6,(z,n) =1/[z-E,,(z.n)], 6,(z,n) =a(z,n-1)0,z,n), 6,(z,n) = (z,n-2)0,(z,n)
y ©(z,n) =A(z,n-2)+B(z,n-1)-1. Las condiciones iniciales son
A(z,)=B(z,) =1, C(z,)=D(z,1)=0, (2.59)
Az,2)=1+a’/[z—-&,]7, B(z,2)=1+al/[z-¢,], (2.60)
C(z.2)=a,ap/lz-5), D(z,2)=Y[z-5,].
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A continuacidén se extiende el proceso de renormalizacion anterior a
cadenas con 2 atomos por celda. Por ejemplo, la generacién 2 de la
cadena de Fibonacci tiene 3 celdas con un total de 6 atomos que
interaccionan entre si a primeros vecinos, como se muestra en la Figura
2.6

Oflu,ldi va'ln_.ldi

Figura 2.6 Representacion esquematica de una red tipo escalera
de 6 atomos, donde las cadenas superior e inferior se identifican,
respectivamente, por uy d.

La funcion de Green en forma matricial para este sistema puede
escribirse como

G(2)

Giu(2)

Gy (2)
Gy (2)
Giu(2)
G5 (2)

Gl(uz (2

Gy )1d (2)
Gona(2)
Giou(2)
Gaon(2)

Gio(2)

Gy (2)
Gyoau(2)
Gyi2u(2)
Gspau(2)

Gl(LJZ)Zd (2)

1((12)2d (2)
Gio2a(2)
Gjq2a(2)
G4 (2)

Giau(2)

Gy (2)
G (2)
Gyiau(2)
Gsya(2)

G:L(L12)3d (2)

1(c|2)3d (2)
Giona(2)
Gjo2a(2)
G3na(2)

(2.61)

Ciiu(®) Gslu(2) Gifa(2) Gsiau(2)

0@ 420 2@
- 2@ 620 @
0@ 420 @)

donde el superindice entre paréntesis indica la generacion de Fibonacci,
en el subindice de GIu JOI(Z) I y J representan las celdas mientras que u

(up) y d (down) sefiala la posicion atomica dentro de las celdas.
Asimismo, la matriz G(z) puede expresarse como una matriz de las

submatrices

Gsi2a(2) Gsisa(2)
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(2) (2)
) (o _ Giu,ju(z) Giu,jd(z)
id,ju(z) id,jd(z)
Por otro lado, el hamiltoniano en forma matricial es
glu alu 1d alu ,2U alu ,2d O O
Qg 1y €14 Qigon Qg 2d 0 0
g a, 0
Aoy Aoy Eou Quog Hpyzy  Gpyag '
H = = (I’Zl 82 u2,3 ’ (263)
Qogau Aogaa Xogou €24 Aogau Aogad “ c
3,2 3
0 0 Aguon Azy 24 &3y Ay, 34
0 0 Azqoy 3424 H3g3u  €3g

donde las autoenergias y las interacciones matriciales estan dadas por
& a. . a . a .
SjE ju ju, jd y ai’jE iu, ju iu, jd . (264)
Ajgju €jd Qg ju Yig, ja
Entonces, la ecuacion de Dyson en esta forma de submatrices es
zl-¢, -0, , 0 g:l(.i)(z) gizz)(z) g§23)(2) I 0 0
@-H)G@)=| -0, I8, -0y || 220 250 2 =0 1 0. (2.65)
0 -a, Zd-5)gf@ 2@ gB@) (0 0 I

Al desarrollar la multiplicacion de las matrices en la ecuacion
(2.65), se obtiene las siguientes 9 ecuaciones matriciales

(2 —)g;) (2) — 0,85 (2) =5, 1, (2.66)
(zl —¢, )ggzl) (2)- a2,1gizl)(z) - az,sgg,zl)(z) =0,1, (2.67)
(zl - 83)g§ﬁ)(z) - a3,2g(2?,)(z) =051, (2.68)

donde 1=1,206 3y ¢; es la delta de Kronecker. Al sustituir la ecuacion
(2.67) en las ecuaciones (2.66) y (2.68) se obtienen

[z] '81'(11,2(21'82)_1a2,1]g§,2|)(2)'al,z(ZI'82)_1a2,3g§|)(2):51,|I+a1,z(ZI'82)_152,|I , (2.69)
[z] -83-(13’2(21-82)_1(12’3]g§|)(2)-(13’2(21-82)_1a2’1g£2|)(z)=53JI+(l3’2(ZI-82)_152’|I, (2.70)
donde | puede ser Unicamente 1 0 3y por lo que §,,=0. De esta forma, la
ecuacidn (2.65) se puede reescribir como
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Zl-E_ (2) —(11’3(2) gﬁ)(z) gizs)(z) ) | 0o
[_(13,1(2) ZI_ER(Z)](Q%)(Z) g%(z))_(o Ijs (2.71)

donde las submatrices son
EL(Z)281"'“1,2(21_82)_1“2,1’ ER(Z):83+a3,2(21_32)_1‘12,3’ (2.72)
0,(D=0,(21-¢&) "a,; Y 0,,(D=0,,(2I-¢,) a,,.

En general, este proceso se puede realizar para la generacién n en el
cual la DOS con 2 atomos por celda tiene la expresion siguiente

DOS(E,n):-llim IMTrAE g @)+B(zn)glL@)+Cz,ng "% @)+D(z,ng") @)+F(z,n)] (2.73)
-0 ' ' '

donde las relaciones de recurrencia son los siguientes

A(z,n)=A(z,n-1)+D(z,n-1)0,(z,n)+[0,(z,n)] C(z,n-1) +[0,(z,n)]'O(z,n)0,(z,n) , (2.74)

B(z,n)=B(z,n-2) +C(z,n-2) 0,(z,n) +[0,(z,n)]' D(z,n-2) +[0,(z,n)] ' ®(z,n)0,(z,n), (2.75)

C(z,n)=C(z,n-2)0,(z,n) +[0,(z,M)]' C(z,n-1) +[0,(z,n)]' O(z,n)0,(z,n) (2.76)
D(z,n)=D(z,n-1)0,(z,n) +[0,(z,n)] ' D(z,n-2) +[0,(z,n)]' O(z,n)0,(z,n), (2.77)
F(z,n)=0O(z,n)0,(z,n)+F(z,n-1)+F(z,n-2). (2.78)

Estas ecuaciones y las submatrices de la funcion de Green se
desarrollan a detalle en el apéndice D. Notese que a partir de las
ecuaciones (2.54) y (2.73) se desarrollaran los calculos para esta tesis.

Cabe mencionar que el método de renormalizacion no es eficiente
para sistemas multidimensionales, ya que todos los sitios de la frontera
entre subsistemas deben considerarse explicitamente con el fin de
preservar todas las posibles trayectorias de correlacion. Asi, un sistema
de d dimensiones al ser renormalizada se reduce a una de d-1
dimensiones, en donde el numero de grados de libertad diverge cuando
el sistema original diverge, excepto para d=1. Una opcion para
estudiar estos sistemas multidimensionales es aplicar el método de
renormalizacion junto con el teorema de convolucion si el hamiltoniano
del sistema es separable [Sanchez, 2004].

2.5 Teorema de Convolucion

Como se menciond en la seccion anterior, para estudiar sistemas
multidimensionales se puede aplicar conjuntamente el método de
renormalizacion con el teorema de convolucion si el hamiltoniano del
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(2.81)

0
0
q)Tz

y

0
D,
0

q)L
- 0
0
con U, =(u,(®,u,(2),u,(3),u,4),u,6),u,6),u,7)u,®)

siendo u=x,y 0 z. El superindice T indica la transpuesta de vector y

Notese que la ecuacion (2.80) para ondas propagandose en la d
las matrices dinamicas

puede reescribirse como

(L),

longitudinal

modo
40
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—a 0 B 0 0 -B 0
o |0 @ B & 0 0 0 -p
1B 0 0 0 & -B -a O (2.82)

O -p 0 —a 0 & -pB
O 0 -p 0 —-a -p ¢
(B _’BJ®IV®IZ+IX®((X _aj®12+1X®1y®(ﬁ _ﬁj,
-B B -a « -8B

¢ —a B 0 - 0 0 O
@« ¢ 0 - 0 -B 0 0
B 0 & -a 0 0 -8 0
o |0 B @ & 0 0 0 —p
"Il8 0 0 0 & -a -B 0 (2.83)
0 -8 0 0 -a & 0 -8
O -p 0 -p 0 ¢ -«a

O 0 -p 0 - —-a ¢

(A _ﬁj®1y®12+1X®£ﬁ _ﬁj®12+1X®1y®(a _aj
B B -

(04 o

e - - 0 -« 0 0 O

B & 0 -B 0 —a 0 O
- 0 & -p 0 - O

o |0 B B e 0 0 0 -a

"l 0 0 0 & -B -B O (2.84)

I _aj®ly®lz+lx®(’3 _’BJ®IZ+IX®IV®('B _ﬁj.
-a o )i -B B

Por lo tanto, la matriz dinamica (2.80) es separable con lo cual se
pueden estudiar los modos vibracionales a partir del analisis de las
submatrices dinamicas.

Para ejemplificar el uso del teorema de Ila convolucidn,
calcularemos la DOS fondnica para una doble cadena en forma de
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escalera con interaccion a primeros vecinos como se muestra en la
Figura 2.7.

‘..Qf_@__ Q(B,, _%__ fo\,, ,Q:’B,,,

Flgura 2.7 Modo Iongltudlnal fononlco en una doble cadena en forma de escalera con
interaccion entre vecinos mas cercanos con parametros de fuerza central a y no central g,
cuya amplitud se indica dentro de los circulos.

La matriz dinamica derivada del potencial de Born-von Karman es
separable, esto es
O=0R1 +100,. (2.85)

La ecuacién de movimiento correspondiente tiene la forma

2 uX 2 2 uX
mo’u=u=(®,81,+1LO®,) " |=(mo]L®L +L@mal,) | (2.86)
y y
donde ®,u, =mo’u, y ®,u,=mo;u,. De la ecuacion (2.86) se tiene
o’ =0 +j. (2.87)
La funcion de Green asociada a la matriz dindmica (2.85) es

G, (I.I'2) zz<'\a><a 1 (s|B){B|s

z— (Mo, +moj)

) (2.88)

donde z=mo’+in, | y I’ son indices de celda, mientras que s y s

indican posicién atémica dentro de la celda. Usando la propiedad
siguiente de la delta de Dirac,

f(©)=[dE 18 - 2). (2.89)

la ecuacion (2.88) se reescribe como

6.0, Z):T dgz<'\a><f\"><32\ﬁ><ﬁ e )
o (mc,0a+(j) (2.90)
- Jocx M5 1) plsiotc -mos.

— (Mo, +$) G

De la ecuacion (A.9) se tiene
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_;JlmlmGL (2) Z( 18)(B

donde (M3l -®)G" =I. Entonces la ecuacion (2.90) se reescribe como

G,.(,12)= jdgz (Ha)(a ">[ limImG. (§+in’)}

Z—(Mw’+¢)

s')d(mo’*-me}), (2.91)

(2.92)
_ j deGl(1, I,z —g)[—— lim ImG_ (¢ + in’)}
b 7T 1'—>0 '

ademas (mo’1-® )G'=1I. En particular, la DOS total se calcula por

1
DOS(Mo®) =——limI G. .1,z
(Mo?) =~ lim mZ o(L1,2)

T n—0"

:Tdg{——ImlmZG”(l,l,z—{)H—— lim ImZGSS(§+m )} (2.93)

:T d¢ DOS! (mw?- £)DOS*(£),

siendo
DOS' (mw? )=—1hmlmZG”(l,l,z) (2.94)
7T n—0°
DOS*({)=-—— I,im+ Im> G (¢ +in'). (2.95)
7T 1'—0 S

Usando la definicibn de la DOS (A.10), la ecuacion (2.93) puede
reescribirse como

DOS (mw?) :]O d¢DOS"(mw’~ )Y 8(¢ —mos) =) DOS'(mw’-mo?). (2.96)
e B B

Las ecuaciones (2.93) y (2.96) se utilizaran para el calculo de la DOS
fondnica de una doble cadena de Fibonacci y los resultados de dicho
calculo se presentan en el capitulo 3.
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Capitulo 3 Doble Cadena Cuasiperiddica

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos en un sistema de
dos cadenas en forma de escalera como se muestra en la Figura 2.7 para
las excitaciones fondnicas dentro del modelo de Born-von Karman y la
Figura 3.1 para los electrones partiendo del modelo de amarre fuerte.
Cabe mencionar que este tipo de doble cadena sirve para analizar
propiedades del &cido desoxirribonucleico (ADN) [Maci4a, 2005]. En
general, los modos vibracionales constan de uno longitudinal (LM) y de
dos transversales (TM), en contraste con el problema escalar para el
caso electronico.

. _____ ?_ﬂe ,,,,,,, Is [ \..la_ ‘fa ,,,,,,,, ls (n \__
} ‘fi\ ,,,,,,,, _1_1_3 ________ I [ I (. N\ Is [ N\

Figura 3.1 Sistema de dos cadenas de Fibonacci en forma de escalera para el problema
electronico de una sola banda con autoenergias iguales a cero y las amplitudes de la
funcion de onda se muestran en los circulos.

Las dobles cadenas mostradas en las Figuras 2.7 y 3.1 son
formadas por cadenas cuyo ordenamiento de enlaces sigue la secuencia
de Fibonacci. Para el caso fondnico en el modo longitudinal, los enlaces
pueden ser caracterizados por el parametro de fuerza central «, 0 por

ag, mientras los enlaces que unen las dos cadenas son descritos por el
parametro de fuerza no central g, como se muestra en la Figura 2.7.
Por otro lado, para los electrones los enlaces son representados por las
integrales de salto t, o t;, mientras que las dos cadenas se unen por los
enlaces caracterizados a través de la integral de salto t,, como se ilustra

en la Figura 3.1.

3.1 Densidad de Estados

A continuacién se aplica el método de renormalizacion para la densidad
de estados (DOS), desarrollado en los apéndices C y D, al sistema de
doble cadena de Fibonacci para la generacion n=39 de 102334156
atomos por cadena debido a que de esta forma se puede estudiar un
solido macroscépico constituido por 1023 4tomos. Para las excitaciones
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fondnicas se analizan los tres modos vibracionales y para el caso
electrénico se tiene un solo problema escalar. En general, los espectros
de DOS presentados estan normalizados por el nUmero total de atomos.

1.- Caso periodico. En la Figura 3.2 se muestran DOS obtenida mediante
las ecuaciones del apéndice D para los fonones (lineas rojas) modo
longitudinal (LM) con enlaces en las cadenas caracterizados por a Yy los
enlaces entre éstas descritos por py igual a (a) 0, (b) 0.25¢, (c) 0.5, (d)
0.75a y (e) a. La parte imaginaria de estos calculos fue n=10"«x.
Anéalogamente, para la DOS de los electrones (lineas azules) se tienen
una sola integral de salto t en las dos cadenas periddicas y ty para los
enlaces que une a éstas igual a (a') 0, (b") 0.25t, (c") 0.5, (d") 0.75t y (e") t.
La parte imaginaria de la energia para estas DOS fue 107°|t].

— T T T ] 4_|' L I I T _]

4 [ I

DOS,, (o?)

T I T
(a) =0

u L (a')tV:O .
2 it . 2 b -
0 Lﬁ —— rJ 0 Lﬁ — rJ
2 (b) 5=0.254 2 (b) =025t

Mo?/ a

DOS(E)

E/lt|

Figura 3.2 Densidad de estados (DOS) fondnica (lineas rojas) de una doble cadena periddica
con fy igual a (a) 0, (b) 0.25¢, (c) 0.5¢, (d) 0.75¢, () a 'y DOS electronica (lineas azules) del
mismo sistema con ty igual a (a) 0, (b") 0.25t (c') 0.5t, (d) 0.75t y (e') t, siendo
respectivamente a y t los parametros de fuerza central e integral de salto en las cadenas
periddicas.

De la Figura 3.2, se observa que la DOS fonodnica es la misma que la
electronica, exceptuando una traslacion en la energia. Esta traslacion
se origina de la autoenergia diferente de cero para el caso fonénico y en
consecuencia la frecuencia toma Unicamente valores positivos.
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Cada una de las DOS 3.2(a) y 3.2(a') puede visualizarse como suma
de dos densidades de estados correspondientes a cadenas periddicas
unidimensionales. De la misma forma, las DOS (b), (b"), (c), (c"), (d), (d"),
(e) y (e") de la Figura 3.2 pueden imaginarse como la superposicion de
dos densidades de estados trasladadas una con respecto a otra. La

magnitud de dicha traslacién es moof, =0028 para los fonones y
E,=-t 0t para los electrones, como se establece en la ecuacion (2.96).

Cabe mencionar que la integral de DOS con respecto a la energia es
siempre unitaria y la altura de las singularidades de van Hove -donde
la velocidad de grupo es igual a cero o la DOS diverge- depende del valor
de la parte imaginaria utilizada en el calculo.

V7T T T 90 — 1 T T T T 1 T

I I I [
- (@) =0 1 L @) t= 1
(@) o o [@)1=0 1

e )
of I ::I:'_

8 —(b)t 025t _

NI

(c)t 05t

60
30

DOS,, (%)
N O Fr N WO

- (d) ¢,=0.75¢

A

DOS(E)
N O P N W O
I
|

N o |l
N o |l
T T

Mo?/ e, E/lt |
Figura 3.3 Densidad de estados (DOS) fondnica (lineas rojas) de una doble cadena
cuasiperiodica con f,=a, y ag igual a (a) 0, (b) 0.25a,, (¢) 0.5a,, (d) 0.75,, () @, ¥

DOS electronica (lineas azules) del mismo sistema con t=t, y t; igual a (@) 0, (b’) 0.25t,,
(c) 0.5t,, (d) 0.75t, y (e) t,.

2.- Caso cuasiperiddico LM. En la Figura 3.3 se muestran DOS de una
doble cadena de Fibonacci para los fonones LM (lineas rojas) con oy
igual a (a) 0, (b) 0.25¢,, (c) 0.5, , (d) 0.75a, Y (e) a,, mientras que los
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enlaces entre las cadenas cuasiperiodicas son descritos por B, =a,. La
parte imaginaria de estos calculos fue n =10"a, . Andlogamente, para
el caso de los electrones (lineas azules) se tienen integrales de salto t;
igual a (a') 0, (b") 0.25t,, (c') 0.5t,, (d') 0.75t, y (e) t, en las dos cadenas
cuasiperiodicas y los enlaces que unen a éstas es t =t,. La parte

imaginaria de la energia fue 107°|t,|.

Para el caso de a, =ty =0, f,=a, y t =t, -ver las Figuras 3.3(a) y

3.3(a")- la ubicacidn de los picos se puede determinar en forma analitica,
debido a que el sistema se descompone en moléculas tipo A de 4 atomos
y de tipo AA de 6 atomos como se muestran en las Figuras 3.4(a) y 3.4(b)
respectivamente.

Figura 3.4 Representacion esquematica de las moléculas con (a) 4 &tomos
y (b) 6 atomos con interacciones «, entre los vecinos mas cercanos. La

enumeracion de los &tomos se encuentra dentro de los circulos.

La matriz dindmica para la molécula tipo A es

200, o, Q, 0
lay 2a, 0 a4
®= a, 0 2a, a, (3.1)
0 a, ay Z2a,
mientras que la de la molécula tipo AA de 6 atomos es
20, a, 0 «a, O 0
o, 3o, a, 0 a, O
® - 0 a, 2a, O 0 «a, (3.2)
a, 0 0 2a, a, O
0 an 0 «a, 30, «a,
0 0 «a, 0 a, 2a,
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Usando ®u=mo’u, se encuentran las eigen-frecuencias de vibracion
correspondientes a la matriz (3.1) mo’=0,2a,,2a, y 4a, Yy las eigen-
frecuencias de la matriz (3.2) serian mo’=0,a,,2a,,30,,3a, y Sa, .

Asimismo, para el caso electronico, los hamiltonianos correspondientes
a las dos posibles moléculas son

0t t, O
t, 0 0 t

H=| * A (3.3)
t, 0 0 t,
0t t, O

y

0ot t, 0O

t,, 0 0t, 0 O

t, 0 0 t, t, O

H=| * N (3.4)

0 0t 0 0t
0 0 0t t O

A partir de la ecuacion de Schrédinger estacionaria, HY=EY, se
obtienen las eigen-energias del hamiltoniano (3.3) E=-2t,,0,0y 2t,
mientras que las eigen-energias correspondientes al hamiltoniano (3.4)
son E :—(\/§+1)tA, —t,, —(\/E—l)tA, (\/E—l)tA,tA y («/§+l)tA. De esta
forma, se determina la posicion de los picos en las Figuras 3.3(a) y
3.3(a"). Para calcular la altura de estos picos se tiene que cuantificar la
probabilidad de ocurrencia de las moléculas tipo A y tipo AA como se
muestra a continuacion.

Sean x el numero de las moléculas tipo Ay y el de tipo AA en una
cadena de Fibonacci de generacion n mostrada en la Tabla 1.2, entonces
se tiene que

X+y_[l_(_l)n]/2:NB:NF(n_Z)’ (3.5)
X+2y=N,=N.(n-1), (3.6)

donde N (n) es el numero de atomos en una cadena de Fibonacci de
generacion n, N, y N son respectivamente los numeros totales de Ay

B en la misma cadena. Resolviendo las ecuaciones (3.5) y (3.6) se
obtienen
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Xx=Ng(n-4)+1+(-1)", (3.7)
y=Ng(n-3)-[1-(-1)"]/2. (3.8)

Entonces, las probabilidades de ocurrencia de las moléculas tipo A de 4
atomos [P,(n)] y tipo AA de 6 atomos [P,,(n)] en una cadena de

Fibonacci generacion n son respectivamente
X  N(n-4)+1+(-1)"

P.(n)= = (3.9)

T Ne() N (n)

PAA(n): y — NF(n_B)_[l_(_l) ]/2 (3_10)

N (n) N (n)
Cuando n — « estas probabilidades son respectivamente

: . N_(n-4) 1
limP,(n) =lim———=—, 3.11
Nooo A( ) e oo NF (n) T4 ( )
: . N.(n=3) 1
limP,,.(n)=lim————~=— 3.12
Nooo AA( ) oo NF (n) T3 ( )

donde r:(\/§+1)/2z1.618034 es la razén dorada. Por lo tanto, la

probabilidad de ocurrencia de la molécula tipo AA es 7 veces mayor que
la de la molécula tipo A. En consecuencia, por ejemplo, en la Figura
3.3(a) el pico en mw’=5a, tiene una altura rveces mayor que la del pico

localizado en mo’=4ca,, mientras que en la Figura 3.3(a") el pico en
E =t, es rveces mas alta que el pico en E =2t,. Por otro lado, el analisis
presentado anteriormente indica que los picos en
E=—(2+Dt,,—t,,—(2-Dt,, V2 -t ,t, y (2 +1)t, debe de tener la
misma altura, sin embargo, los picos en E=-t, yt, tienen una altura

ligeramente mayor que los otros. El origen de esta diferencia de altura
podria deberse al nidmero finito de particion de 14000 en la energia
usado para nuestro calculo numeérico de DOS.

En la Figura 3.5 se muestran DOS con los mismos parametros de la
Figura 3.3, excepto por S, =a,/2, mientras que para los electrones se

tiene t, =t,/2. En particular, para las Figuras 3.5(a) y 3.5(a") se puede

realizar un analisis equivalente a las Figuras 3.3(a) y 3.3(a") excepto que
las nuevas eigen-frecuencias para la molécula tipo A de 4 atomos son
mw’=0,a,,20a, y3a, Yy para la molécula tipo AA de 6 &atomos son

mw’=0,a,,0,,20,,3a, y 4a,. Mientras que en el caso electronico, las
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eigen-energias para la molécula tipo A son E=-1.5t,,-0.5t,,0.5t, y1.5t,

y E=-(2+05)t,,—~(~2-05)t,,—-0.5t,,05t,,(~2-05)t, y (+2+0.5)t,
para la molécula tipo AA.

100 I T T I T I T I T I 100 I' I_ T I T I T I T I T
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Figura 3.5 Densidad de estados (DOS) fononica (lineas rojas) de una doble cadena
cuasiperiodica con S, =a,/2 'y ag iguala(a) 0, (b) 0.25a,, (c) 0.5c,, (d) 0.750,, (6) @x Y

DOS electronica (lineas azules) del mismo sistema con t, =t,/2 y tg igual a (a') 0, (b") 0.25
t,, (c)0.5t,, (d') 0.75t, y () t,.
3.- Caso cuasiperiodico TM. La Figura 3.6 muestra los modos
transversales (TM) de una doble cadena de Fibonacci, cuyos enlaces
horizontales son caracterizados por S, y S5 igualaOen (a)y(a'), 0.254,
en (b)y (b"), 058, en(c)y(c), 0.758, en (d) y (d), B, en(e)y (e'). Existen
dos tipos de modos transversales, ellos son en la direccion y (TMY)
donde las cadenas se unen por o,=2f,, o en la direccion z (TMZ) en el

cual éstas se unen por B =p,. La parte imaginaria de la energia es
10‘3,BA. En particular, el espectro 3.6(a) tiene las eigen-frecuencias en
Mo’=0,2a,,4a, y 6a, Y en mo’=0,a,,3a,,40,,5a, y Ta,, mientras que

en el espectro 3.6(a) las eigen-frecuencias se encuentran en
Mo’=0,2a,,2a, y4a, Y Mo’=0,a,,20,,3a,,30, y S0, .
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Figura 3.6 Densidad de estados (DOS) fondnica de una doble cadena cuasiperiédica con
a,=2B, Y PBs igual a (a) 0, (b) 0.258,, (c) 0.58,, (d) 0.758, y (e) B, para el modo

transversal en la direccion y (TMY); g=p, Yy By igual a (&) 0, (b)) 0.255,, (¢') 0.54,, (d)
0.758, y (e') B, para el modo transversal en la direccion z (TMZ).

A continuacién, se presentan el caso mixto cuando la cadena
superior es periddica y la inferior es cuasiperiddica tipo Fibonacci, como
se muestra en la Figura 3.7.

Figura 3.7 Doble cadena mixta -superlor perlodlca e mferlor tipo Flbonacci- con
amplitudes de la funcion de onda mostrada en los circulos, (a) para el modo longitudinal
fononico y (b) para el problema electrénico con auto-energias iguales a cero.
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4.- Caso mixto LM. En la Figura 3.8 se muestran las DOS del modo
longitudinal fondnico (lineas rojas) y del electrénico (lineas azules) para
una doble cadena mixta, es decir, cadena superior periodica e inferior
cuasiperiédica como se muestra en la Figura 3.7. La cadena
cuasiperiodica tipo Fibonacci tiene fS,=a, y ag igual a (a) 0, (b) 0.25a,,

(c)0.5a,, (d) 0.75a, y (¢) a, para los fonones LM, mientras que t,=t, y
t; igual a (a') 0, (b) 0.25t,, (c) 0.5t,, (d) 0.75t, y (e") t, para los
electrones.

[ A B L B B L L L B R
40 -(a) a,=0 — 40 -(@)t,=0 -
20 - . 20 -
L e T !‘-r e e e o B e

6 |-(b) a,=0.25a, : 6 [ (b)t,=0.25¢, -
3 . 3 - -

- () t,=0.5t,

DOS_, ()
(' f
E .
L P
DOS(E)

[ (d)t,=0.75t,

L

2 [ %7 A . 2
1 u — 1

| [
0 w T ] 0 on
5 () a=a, h 2 (e t=t, |
0 T 0

0 1 2 3 4 5 6 3 2 1 0 1 2 3

Mo/ a, E/lt,|
Figura 3.8 Densidad de estados (DOS) de una cadena mixta con S, =a, y o igual a (a) 0,

(b) 0.25¢,, (c) 0.5, , (d) 0.750, , () a, para el modo longitudinal fondnico (lineas rojas) y
t,=t, y tz igual a (@) 0, (b’) 0.25t,, (') 0.5t,, (d) 0.75t, y (¢') t, para el caso electronico
(lineas azules).

5.- Caso mixto TM. En la Figura 3.9 se muestran las DOS para una
doble cadena mixta como se ilustra en la Figura 3.7 para los modos
transversales en la direccion y (TMY) con «,=2p3, y en la direccion z

(TMZ) con B, = B,, ambos tienen g, igualaOen(a)y (a’), 0.258, en (b)y
(b), 058, en(c) y (c), 0.75 8, en (d) y (d'), B, en(e)y (&)
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Figura 3.9 Densidad de estados (DOS) fonodnica de una doble cadena mixta con a,=28, Yy
B igual a (a) 0, (b) 0.253,, (c) 0.58,, (d) 0.753, y (e) B, para el modo transversal en la
direccion y (TMY); g=p8, Y Bs igual a (@) 0, (b’) 0.255,, () 0.55,, (d) 0.758, y (€) P4
para el modo transversal en la direccion z (TMZ).

Cabe mencionar que la densidad de estados (DOS) para el caso de
doble cadena cuasiperiodica ha sido calculada usando la ecuacion (2.96),
mientras que para el caso de doble cadena mixta, el teorema de
convolucion no es aplicable y la DOS se calcula empleando la ecuacion
(2.73), es decir, la extension del método de renormalizacion a cadenas
con 2 4tomos por celda.

3.2 Localizacion via Lyapunov

En la seccion 3.1 hemos analizado la estructura de bandas de una doble
cadena tanto cuasiperiddica como mixta para el caso electronico y los
modos fononicos LM, TMY y TMZ. Dicho analisis muestra las energias o
frecuencias permitidas y prohibidas para cada caso analizado. Sin
embargo, este tipo de analisis no revela la localizacion de la funcion de
onda, la cual es determinante en el fendmeno de transporte.

En esta seccion, estudiaremos la localizacién de las frecuencias o
energias permitidas a través del coeficiente de Lyapunov (y) usando la

ecuacion (1.43), donde los elementos de la matriz de transferencia estan
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dadas por las ecuaciones (B.15) incluyendo dos saturadores periodicos
semi-infinitos en cada uno de sus extremos. La inversa del coeficiente
de Lyapunov es una de las formas de cuantificar la longitud de
localizacion (&) [Heinrichs, 2002], es decir,

&) =[rH] y &E=[r®]" (3.13)

Para el caso de doble cadena, teniendo en cuenta Ila
ortogonalizacion realizada en la ecuacion (B.28), la longitud de
localizacion del sistema se puede definir como

En(0F) =[5 (0) +&5(0M)]/2 ¥y S4(BE)=[&,(E)+&,(E)/2,  (3.14)
donde Gyd indican las cadenas independientes obtenidas en la
ecuacion (B.28).

1.- Caso periddico. En la Figura 3.10 se presenta la longitud de
localizacion calculada a partir de la ecuacién (3.14) en una doble cadena
periddica con S, igual a (a) 0, (b) 0.25«, (¢) 0.5, (d) 0.75a y (e) a para
los modos longitudinales fondnicos, mientras que t, igual a (a') 0, (b
0.25t, (c') 0.5t, (d") 0.75t y (e") t para los electrones.
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1 _H (b) ﬁy=0.25a_f 1 E_(b)ty—0.25t —E

g O H————————— _ 0 =|| —————— ||= 3

< E (c) ﬁy=0.5a_: EJEL 1 :_(C)ty=0.5t E

o | | R | | E

) 10 F B

E 11 E Cr E

0 — 0 FA———=——+t—+—+—+1+—+1
1 E— (d) ﬁy=0.75a_f 1 E_(d)ty=0.75t —E
e e
1 E (e)ﬁyzﬂ_f 1 _(e)tyzt E
0 ! ! ! ! ! E 0 I N R

0 1 2 3 4 5 6 3 2 1 0 1 2 3
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Figura 3.10 Longitud de localizacion (&) obtenida a partir del coeficiente de
Lyapunov para una doble cadena periddica con S, igual a (a) 0, (b) 0.25¢, (c)

0.5¢, (d) 0.75a y (e) a para los modos longitudinales fonénicos (lineas rojas),
mientras que t, igual a (@) O, (b") 0.25 ¢, (¢') 0.5, (d) 0.75 y (¢') t para los
electrones (lineas azules).
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Comparando las longitudes de localizacion de la Figura 3.10
normalizadas con respecto a &, (o) -longitud de localizacion de una
cadena periddica simple- con las DOS de la Figura 3.2, observamos que
la longitud de localizacién de los estados es del tamafio de la cadena
(estado extendido) y que para cierta zona de frecuencias el valor de
E(0?)=0.5,(0), debido a que en estas frecuencias una de las dos

cadenas no participa en la propagacion de onda vibracional.
2.- Caso cuasiperiddico LM. La Figura 3.11 muestra la longitud de

localizacion de una doble cadena de Fibonacci de generacion n=39 con
102334156 atomos por cadena con g =a, Y o, igual a (a) 0.8a,, (b) 0.9

a, Y (€) a, para los modos longitudinales fononicos (LM), mientras que
t=t, y {z igual a (a') 0.8t,, (b') 0.9t, y (c') t, para los electrones.

| AL DR L DL DL IR N LA DL L DL DL L
1 C (a) aB:O.SaA_Z 1 :_(a) t.=0.8t, E
~ 0 1 OFf -
jg L o (b) aB:O.9aA_: m L - (b) t,=0.9t, .
[ _ 1 =+ .
U 1wt .
e - 10 ¢ ]
= 1= N
o 1w L ]
0 1 OFf -
1 :_ © = aA_: 1 :_ _:
0 1 ] 1 ] 1 ] 1 ] 1 ] 1 : 0 : I R T | T :

0 1 2 3 4 5 6 -3 2 -1 O 1 2 3

moJZ/ocA E/ItAI

Figura 3.11 Longitud de localizacion (&) para una doble cadena de Fibonacci con
B,=a, Y ag igual a (a) 0.8a,, (b) 0.9, y (c) a, para los modos longitudinales
fononicos (lineas rojas), mientras que t =t, y t; igual a (a') 0.8t,, (b)) 0.9t, y (c)
t, para los electrones (lineas azules).
Notese que los efectos del desorden cuasiperiodico afectan en menor
medida a los fonones acusticos (o — 0) que los Opticos, a diferencia de la

simetria observada entre energias positivas y negativas para el caso de
electrones.
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3.- Caso cuasiperiédico TM. La Figura 3.12 presenta la longitud de
localizacion para los modos vibraciones transversales en la direccion y
(TMY) con a,=2p8, ¥ B igual a (a) 0.88,, (b) 0.98, y (¢) B., mientras
que B=PB,y B igual a (a’) 0.84,, (b") 0.98, y (¢') B, para los modos
transversales en la direccion z (TMZ).
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F (a) 5,=0.85,
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- (b) B,=0.98, T (b) B,=0.95,

=

e (025, (0?)

¥ (¢) B,=8,
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Mo/, Mo/,
Figura 3.12 Longitud de localizacion (&) de una doble cadena de Fibonacci con
a,=2pB, Y PBs igual a (a) 0.8 B,, (b) 0.9 8, y (c) B, para los modos transversales
en la direccion y (LMY), mientras que g =, Y B, igual a (@) 0.8 B, , (b') 0.9 B,
y (c) B, para los modos transversales en la direccion z (LMZ).

Obsérvese en las Figuras 3.12(a-c) que cada uno de los espectros
pueden visualizarse como dos espectros idénticos de una cadena de
Fibonacci simple trasladados uno con respecto del otro, debido al valor
elegido de interaccion entre cadenas de a,=2p8, .

3.3 Conductancias de Landauer

La conductancia térmica por fonones de Landauer (K, se define como
[Jeong, 2011]

kT

Kph(m) = 3h

T0(®), (3.15)
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donde kg es la constante de Boltzmann, h es la constante de Planck, T es
la temperaturay T (o) ETph((DZ) es la transmitancia fondnica, mientras

gue la conductancia eléctrica de Landauer (Kg) es [Imry, 1999]

() =2 1,(8), (3.16)

siendo e la carga eléctrica del electron y T,(E) es la transmitancia
electrénica.

En particular, la transmitancia tanto fononica como electrénica de
las dobles cadenas se obtiene de

Ton(©9) = [Ty (") +T;(0)]/2 v TW(E)=[T,(E)+Ty(E)]/2,  (3.17)

donde Gyd indican las cadenas independientes obtenidas en la
ecuaciéon (B.28) cuyas transmitancias son calculadas mediante (B.20)
para los fonones y (B.23) para los electrones.

1.- Caso periddico. En la Figura 3.13 se muestra la transmitancia
calculada a partir de la ecuacién (3.17) en una doble cadena periodica.

g T T T rTT T 1T T T T Tt T T T
N (a)ﬁy=0_f 1 B (a)ty=0_f
0 f———+—F—+1F— ——— 0 — ——
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* INSPUNUTENTIN [T R SN PRI
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1 E_ (d) B= 0.75a_ 1B (d) t= 0.75'[_5
0 f—+——+——+—+—+—+—+—++1- 0 H——+—t—+——+——+—1—+H
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0 1 2 3 4 5 6 -3 -2 -1 0 1 2 3
Moo E/lt|

Figura 3.13 Transmitancia fondnica (T) y electronica (Te) para una doble cadena
periodica con B, igual a (a) 0, (b) 0.25¢, (c) 0.5, (d) 0.75a y (€) « para los modos

longitudinales (lineas rojas), mientras que t, igual a (@) 0, (b) 0.25t, (¢') 0.5 t, (d')
0.75y (e") t para los electrones (lineas azules).
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En la figura 3.13, se tiene f, igual a (a) 0, (b) 0.25«, (c) 0.5, (d)
0.75a y (e) o para los modos longitudinales fondnicos, mientras que t,

igual a (a') 0, (b") 0.25t, (c') 0.5t, (d) 0.75t y (e') t para los electrones.
Obsérvese la semejanza entre las Figuras 3.10 y 3.13, excepto por un
factor de normalizacion.

2.- Caso cuasiperiodico LM. En la Figura 3.14 se presenta la
transmision para una doble cadena de Fibonacci de generacion n=39
con 102334156 atomos por cadena con B, =a, Y o igual a (a) 0.8a,, (b)

09«a, vy (c) a, para los modos longitudinales fononicos (LM), mientras
que t,=t, y t; igual a (a') 0.8t,, (b)) 0.9t, y (c') t, para los electrones.
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Figura 3.14 Transmitancia fononica (T,,) y electronica (Te) para una doble
cadena de Fibonacci con g =a, Yy ag igual a () 0.8a,, (b) 0.9, y (¢) a,

para los modos longitudinales (lineas rojas), mientras que t =t, y t; igual a

(@) 0.8t,, (b) 0.9t, y (c") t, para los electrones (lineas azules).

3.- Caso cuasiperiodico TM. La Figura 3.15 presenta la transmitancia
para los modos vibraciones transversales en la direccién y (TMY) con

a,=2B, Y By igual a(a) 0.85,, (b) 0.98, y (c) B, mientras que B,=p5, y
Bs igual a (a') 0.8 3,, (b") 0.98, y (c') B, para los modos transversales en
la direccion z (TMZ).
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Figura 3.15 Transmitancia fononica (T) de una doble cadena de Fibonacci con
a,=2pB, Y Bs iguala(a) 0.8 B4, (b) 0.9 8, y (c) Bapara los modos transversales

en la direccion y (LMY), mientras que g =, y B, igual a (a) 0.8 B, , (b) 0.9 3,

y (c) B, para los modos transversales en la direccion z (LMZ).

3.3 Resumen de los Resultados

En las secciones anteriores se han presentado los resultados
agrupandolos por cantidades fisicas. A continuacion se muestran dichos
resultados en forma comparativa para cada sistema analizado.

1.- Caso cuasiperiédico LM. En la Figura 3.16 se ilustran (a) y (@) la
densidad de estado (DOS), (b) y (b") la longitud de localizacion (), (c) y
(c") la transmitancia (T) para las excitaciones fononicas (lineas rojas) y
electrénicas (lineas azules), respectivamente. El sistema estudiado en la
Figura 3.16 es una doble cadena de Fibonacci para la generacion
generacion n=39 con 102334156 atomos por cadena con S =a, Y

az =0.8a, para los modos longitudinales fondnicos (LM), mientras que
t,=t, y t; =0.8t, para los electrones.

Notese la similitud entre las Figuras 3.16(b) y (c), asi como entre
(b") y (c), la cual indica que la longitud de localizacion obtenida a partir
del coeficiente de Lyapunov podria ser una buena medida para
cuantificar la capacidad de transporte de un estado cuantico en un
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sistema cuasiperiodico. La DOS proporciona informacién sobre las
frecuencias o energias permitidas y prohibidas, en contraste con la
longitud de localizacion o transmitancia que revela la naturaleza de los
estados asociados a estas frecuencias o energias. Parece existir una
tendencia de localizar en menor grado los estados acusticos asi como los
estados electronicos que se encuentran en el centro de la banda.
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Figura 3.16 Densidad de estados (DOS), longitud de localizacion (&) y
transmitancia (T) para una doble cadena de Fibonacci con g =a, y az=08a,

SN
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o

-3 -2 -1 0 1 2 3

para los modos longitudinales fononicos (lineas rojas), mientras que t,=t, y

t; =0.8t, para los electrones (lineas azules).

La Figura 3.17 es similar a la Figura 3.16, excepto que o; =0.9a,

para los modos longitudinales fononicos (lineas rojas), mientras que
t; =0.9t, para los electrones (lineas azules). Se puede observar en este
caso una menor porcentaje de frecuencias o energias prohibidas, asi
como una menor localizacion comparando con la figura 3.16, ya que el
desorden cuasiperiodico es de menor intensidad.

La Figura 3.18 es similar a la Figura 3.17, excepto que S, =a,/2

para los modos longitudinales fononicos (lineas rojas), mientras que
ty:tA/Z para los electrones (lineas azules). Obsérvese que los espectros

de la Figura 3.18 tienen un mayor traslape entre los dos espectros
derivados de cada cadena efectiva, lo cual conduce a una menor
aparicion de brechas prohibidas.
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Figura 3.17 Lo mismo que la Figura 3.16 excepto por o, =09a, para los
fonones (lineas rojas) y t; =0.9t, para los electrones (lineas azules).
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Figura 3.18 Lo mismo que la Figura 3.17 excepto por ﬁyzaA/Z para los

fonones (lineas rojas) y ty=tA/2 para los electrones (lineas azules).
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2.- Caso cuasiperiddico TM. En la Figura 3.19 se presentan (a) y (a') la
densidad de estado (DOS), (b) y (b") la longitud de localizacion (), (c) y
(c") la transmitancia (T) para los modos transversales direccién y (LMY)
con a,=2p, y direccion z (TMZ) con g =p,, respectivamente. El sistema

estudiado en la Figura 3.19 es una doble cadena de Fibonacci para la
generacion generaciéon n=39 con 102334156 &tomos por cadena con

Pz =0.9p8,.
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Figura 3.19 Densidad de estados (DOS), longitud de localizacion (&) y
transmitancia (T) para una doble cadena de Fibonacci con S;=098, vy

a,=2p, para los modos transversales en la direccion y (LMY), mientras que
B,= B, para la direccion z (LMZ).

Obsérvese que los estados transversales en la direccion y (LMY)
cuyas frecuencias se encuentran en 48, <mw’<58, tienen una

apariencia acustica y son poco afectados por la presencia del desorden
cuasiperiddico, a pesar de su mayor frecuencia de vibracion.
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Conclusiones

En esta tesis hemos presentado una extension del método de
renormalizacion en el espacio real y aplicado al caso del problema de
enlaces en una doble cadena de Fibonacci en forma de escalera tanto
para fonones como para electrones. En particular, el estudio de las
excitaciones fononicas se realizO dentro del modelo de Born-von
Karman, mientras que el de los electrones se llevo a cabo usando el
modelo de amarre fuerte a primeros vecinos. Hemos analizado la
densidad de estados, la longitud de localizacién derivada del coeficiente
de Lyapunov y la conductancia de Landauer de dicha doble cadena con
una longitud de 102334156 4tomos por cadena.

Los principales resultados de esta tesis se resumen a continuacion:

1.- Hemos logrado extender el método de renormalizacion a sistemas
con multigrado de libertad por celda, utilizando el formalismo de
matriz de matrices y aprovechando la conmutabilidad de la traza de
un producto de matrices.

2.- Dicha extension del método fue aplicado como ejemplo al problema
de una doble cadena, permitiendo analizar el caso mixto que consiste
en una cadena periodica enlazada a otra cuasiperiddica.

3.- El concepto de cadenas efectivas parece ser una herramienta util
para el estudio de nanoalambres o nanotubos con pocos grados de
libertad por seccion transversal.

4.- Los sistemas cuasiperiédicos cubicamente estructurados descritos
por el modelo de Born-von Karman o el de amarre fuerte son
separables, es decir, se puede emplear el teorema de convolucién en
combinacion con el método de renormalizacion.

5.- La cuasiperiodicidad produce una estructura de bandas con
multiples brechas de frecuencias o energias prohibidas, cuyo
ordenamiento es frecuentemente autosimilar ante cambio de escala.

6.- Existe una asimetria entre las respuestas de las excitaciones
fondnicas y electronicas ante el desorden cuasiperiddico, por ejemplo,
al aumentar el desorden en los fonones la localizacion inicia a partir
de los estados Opticos, mientras que en los electrones comienza a
partir de los dos extremos de la banda.

7.- La estructura de bandas correspondiente a los sistemas de multiples
cadenas es sumamente sensible a la interaccion entre éstas, es decir,
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la aparicion y desaparicion de las brechas y/o pseudobrechas
energéticas en la densidad de estados pueden ser controlado a traves
de los parametros de enlace entre dichas cadenas.

8.- Cuando los enlaces entre cadenas son doblemente mas fuertes que
aquellos en las cadenas, existen estados de naturaleza similares a
los estados acusticos en una region de frecuencias mayores, los
cuales tienen poca o nula influencia del desorden estructural.

Cabe mencionar que existen esencialmente dos métodos capaces de
abordar sistemas de tamafio macroscopico usando la capacidad de
computo actual, ellos son el espacio reciproco y el método de
renormalizacion. La ausencia de periodicidad en materiales no
cristalinos impide el uso del primero quedandose el segundo como la
Unica alternativa. Ademas, el método de renormalizacion en el espacio
real introducido por Leo Kadanoff permite la existencia de superficies e
interfaces en el sistema, lo cual puede ser utilizado para el disefio de los
dispositivos electronicos basado en modelos cuanticos.

La extension del método de renormalizacion presentada en esta
tesis se encuentra todavia en proceso de desarrollo, por ejemplo, aun
falta probar su compatibilidad con el teorema de convolucion para un
numero grande de grados de libertad por celda. Sin embargo, se espera
gue dicha extension podria ser atil en el estudio de las propiedades
fondnicas y electrénicas de grafeno, nanotubos de carbono, entre otros,
asi como aplicarse a otras propiedades fisicas tales como la
conductividad térmica y eléctrica via la formula de Kubo-Greenwood, y
propiedades Opticas tales como espectroscopia Raman e infrarrojo, ya
gue éstas pueden expresarse en términos de la funcion de Green
[Elliott, 1974]. Por ultimo, estas propiedades fisicas son facilmente
medibles en el laboratorio, por lo que los resultados tedéricos obtenidos
podrian ser verificados experimentalmente [Alfaro, 2011].
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Apéndice A Funcion de Green

La funciébn de Green se define como la solucion de la ecuacion
diferencial no homogénea de Dyson [Economou, 2006]

[z-LIG(2) =1, (A.1)
con las condiciones de frontera apropiadas del problema, z es una
variable compleja definida por z=E +in y L es un operador hermitiano,
lineal e independiente del tiempo que posee un conjunto ortonormal y
completo de eigenfunciones {|n>} satisfaciendo las mismas condiciones

de frontera que G(z), es decir,
E‘K‘> :AK‘K> con <1<

V=000 ¥ Dlr)(x|=1. (A.2)

En particular, para el caso de las excitaciones fondnicas la ecuacion
(A.1) puede escribirse en forma matricial con z=mo*+in de la forma

[zl -®] G(z2)=1 (A.3)

donde I, ® y G son respectivamente las matrices identidad, dinamica
y de Green de tamafio 3Nx3N, siendo N el nimero total de atomos en el
sistema. En general, la matriz dinamica esta dada por

. oV
@, ()= o a0, () (A.4)

donde u, (i) es la componente u del desplazamiento del atomo i respecto

a su posicion de equilibrio y V es el potencial de interaccion
interatomica. Por ejemplo, en el modelo de Born-von Karman se tiene
[Torres, 1985]

V= Zvlj Z{ {u(l) U(J)] } +£,B‘fi,jX[u(i)—u(j)]xﬁ,j‘z}

1 (A.5)
=2 (a-B) Y {lul ~u(D]-#,} += ﬁZ\u(l) u(j)l,

2 i<]j i<]j
donde T; ; es el vector unitario entre vecinos mas cercanos, o'y son las

constantes de fuerza central y no central, respectivamente.
Usando (A.2), la ecuacion de Dyson (A.3) puede reescribirse como

I _Z‘K><I;{J (A.6)

- “<z-
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siendo ®|x) =E,|«).

Por otro lado, dada la siguiente identidad de variable compleja
[Merzbacher, 1970]

: 1 1)_.
)!I_)I’(T)] Xtiy = P(;) FImo(X), (A.7)

donde P indica la parte principal, la ecuacién (A.6) se convierte en

G(E)—nmz x| = i) (x \{ (LEj—inS(E—EK)} (A.8)

-0 S~ E +in— E. = "

Entonces la traza de la funcion de Green es

TG(EN=3{i[6®)i)= P[Z%j—in;w—EK><J\K><KU>

K] K

<K\ZJ\J><JHK>j
E-E,

:PZ

K

P X j—inZK:S(E—EK)

K K

—in;ES(E—EK)<K‘Z‘j><jHK> , (A.9)

donde ZKS(E—EK) es la densidad de estados (DOS), por lo que
[Economou, 2006]
1

DOS(E)= > 8(E-E,)=-=Im{Tr[G(E)]} = 1 lim Im{Tr[G(E +in)]}, (A.10)
T 7T n—0

K
ya que el término de la parte principal en la ecuacién (A.9) es real.

En resumen, la densidad de estados se puede obtener a partir de la
funcién de Green a través de la ecuacion (A.10). Para el caso de

excitaciones fondnicas, E=m®’ y la matriz dinamica @ contiene la

informacion tanto de la estructura como de la interaccion interatomica
en el sistema y determina la funcion de Green fononica por medio de la
ecuacion de Dyson (A.3).
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Apeéndice B Matrices de Transferencia

Para las excitaciones fononicas en el modo longitudinal se considera
una cadena de N atomos con interacciones ¢;, entre sitios vecinos mas

cercanos i e i+1, las ecuaciones de movimiento son
_mimzui =g (Ui —U) — 0 (U —Ug_y) (B.1)
donde U;es el desplazamiento del i-ésimo atomo con respecto a su
posicion de equilibrio.
En el caso de las excitaciones electrdnicas se considera una cadena
de N atomos con autoenergias &; y las integrales de salto t;,; entre

sitios vecinos mas cercanos i e i+1. Dentro del modelo de amarre fuerte,
la ecuacién de Schrédinger estacionaria es

t1iCy +&C +1,,,Cy = Ec, (B.2)

i+1
donde C;es el vector de la amplitudes de la funcion de onda en la base
Wannier.

En representacion matricial la ecuaciéon (B.1) y la ecuacion (B.2) se
pueden escribir de la forma siguiente

Xin=T X (B.3)

donde X, es el vector amplitud y T, la matriz de transferencia. Para las
excitaciones fononicas se tiene

u.
Xizuiz( I] (B.4)
ui—l
y
Oiig Ty — mic02 Uiy
T, = Qi Qi | (B.5)
1 0
mientras que para las excitaciones electrdnicas es
C.
Xi=Ci=( ] (B.6)
Ci—l
y
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Ti = ti,i+1 ti,i+1 : (B.7)
1 0
Entonces la correlacion entre los atomos extremos es
XN+1 :TNTN—l"'Tlexl :Txl’ (B.8)
donde
_ 1 T T
T=[]T =( t 1‘2]. (B.9)
i=N To1 T2

Esta sucesion de matrices de transferencia {T;} depende del
ordenamiento de los atomos en la cadena, es decir, para una red
periodica todas las matrices de transferencia son iguales y existe
solucion analitica para los elementos 7;; [Born, 1965]. Para una red

cuasiperiddica, las matrices tienen un orden cuasiperiddico y los
elementos 7;; se calculan en forma numérica.

La transmitancia es una medida de la capacidad de transmision de
particula a lo largo del sistema. Frecuentemente, dicho sistema esta
conectado a dos saturadores peridédicos semi-infinitos en sus extremos,
de manera que las funciones de onda dentro de los saturadores tienen la
forma

ikla —ikla <

Cuando la excitacion elemental incide del lado izquierdo, se tiene el
vector de onda k>0, A=1, B=r, C=t y D=0, donde r y t son los
coeficientes de reflexion y transmision que satisfacen la relacion

Ir[* +[* =1. (B.11)
Usando las ecuaciones (B.8) y (B.10) tenemos
Xy(K) =TX(k), (B.12)

es decir,
teik(N+1)a T, T, eika n re—ika
e |= . (B.13)
te Ty1 Ton 1+r

Equivalentemente, la ecuacion (B.13) puede reescribirse como
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S O 2

: 1 _ _ (B.14)
B e|ka eflka Tl,l Tl,2 e|ka e—lka 1
1 1 Tor Top 1 1 r)
donde | |
Ty =[r,= 70+ Tl,lelka_ 122 e_lka]/Zi sin(ka),
fl,2 = [(Tl,l - Tz,z)e_ika_ szle_ZikaﬁL lez]/Zi sin(ka),
~ ik 2ik . . (B.15)
11 = [(Tz,z_ Tl,l)el + 7,,€ e lez]/ZI sin(ka),
f2,2 = [Tz,l_ Ty + Tro eika_ lele—ika]/Zi Sin(ka).
ya que

ika -ika\7! _ -ika
R . | (B.16)
1 1 2isin(ka)| -1 ¢'*@

Resolviendo las ecuaciones (B.14) se obtienen

_ 2isin(ka) (jizrz1 —Tllfzz)ei_ki:Na (B.17)
T, +71,€ —(T21 TTe )
y
ika ika ika
e \7,, +7,€ —\ 7Ty, + 7,46
‘e ( 2 Ttn ) ( 12~ i1 ) (B.18)

—ika

ika
- (T21 +7,€ )

Para las excitaciones fondnicas en el modo longitudinal, la relacién
de dispersion en los saturadores periodicos es

Ty, +74,€

o’= %[1 —cos(ka)], (B.19)

donde ® es la frecuencia de vibracién. Al sustituir ésta en las
ecuaciones (B.17) y (B.18) se obtienen la transmitancia

(4me’/a)(1 — Mo /40)[ 7,7y — 7117,,)

2
t|°= B.20
‘ ‘ [71— Tt (71— 7))L - mmz/za)]z"‘ (Tt Tzz)zmwz/a (- m®2/40‘) ( )
y la reflectancia
e (oo Tt (Tl Mo’ 200+ @t 7)Mo’ /e (=M’ da) )y

[t Tt (T 7)) L= Mo 20) P+ (104 7,)) Mo o (1 - Mo? /4a)
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Mientras que para los electrones dentro del modelo de amarre fuerte a
primeros vecinos, la relacion de dispersion en los saturadores periddicos

es
E = 2tcos(ka), (B.22)

donde E es la energia del electron. Al sustituirla en las ecuaciones
(B.17) y (B.18) se obtienen la transmitancia

(4- Ez/tz)[lele “Tulx ]2 (B.23)
[ Tot (71— 725) E/Zt)]2+ (7t Tzz)z(l_ E2/4t2)

=

y la reflectancia
‘ ‘ [t— Tt (T1,— T1) E/Zt] + (7, + T21) (- E2/4t )
[r— Tt (71— 75,) E/Zt] + (1, + Tzz) (1- E2/4t )

En resumen, la matriz de transferencia proporciona una
alternativa para calcular tanto la conductividad a través de la formula
de Landauer como el coeficiente de Lyapunov para cuantificar la
localizacion mediante la ecuacién (B.14) incluyendo los saturadores
periddicos.

(B.24)

Para abordar alambres multicanales con interacciones entre si se
puede extender el formalismo de matrices de transferencia discutido
anteriormente a matrices de tamafo 2Ix2| para un sistema de | canales
con la condiciéon de que los canales tienen el mismo ordenamiento de las
autoenergias y los enlaces entre éstos sean iguales [Heinrichs, 2002].
Como ejemplo, estudiaremos con detalle el caso I=2 para el modo
longitudinal fondnico como se muestra en la Figura B.1

‘QE___ff_ Qfal,ff, aw Q@_fl__f{ Qféf?_ff_
} ‘ ad ,%,, %_uz 0_f€z_+_f___

Figura B.1 Modo Iongltudmal fononlco en una doble cadena cuaS|per|0d|ca con mteraccmn
entre vecinos mas cercanos con parametros de fuerza central o y no central g . Las

amplitudes de desplazamiento se indican en los circulos.

La ecuacion de movimiento para el modo longitudinal fonénico en
una doble cadena arbitraria se puede escribir como
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(amvuumu +Ot| wUiz 1,u jzi i+1,u +Ol +ﬁ m()) _ﬁy J[ULUJ' (825)

Xig Ui T & gUigg _ﬁy Qg + Ui + By -mo? |\ Ui g

Sean U, la nueva amplitud de desplazamiento dada por

(”:%G flj(ﬂjj:) (B.26)

entonces, la ecuacion de movimiento (B.25) puede reescribirse como

(o PNV IIPING o A VAP _1 &yt &g —2mo* Euv—E&ig Ui (B 27)
Qi y1aUig gt @i gl g 2 EiuEid EiytEigtAp, — 2mo’ Ui 4 .
donde ¢, .=a,,,+a,, con s=uo0d. Para el caso de que la cadena superior

es idéntica a la cadena inferior se tiene ¢ ,=¢,4=¢;, por lo que la
ecuacion (B.27) en el formalismo de matriz de transferencia de 4x4 es

2

Ayt y— Mo B o, 0 0
Uity Qi Ay 0; ,
Ui'u ! 0 0 0 l]i—l,u
g | 0 0 Qg t &g+ 23, — Mo’ | g Ui 4 (B.28)
Hi Hisa Aig |[\Uing
0 0 1 0

La ecuacion (B.28) se puede interpretar como dos cadenas
independientes con la diferencia de sus eigen-frecuencias por 24, . Por
lo que el problema de una doble cadena simétrica -cadena superior igual
a la inferior- siempre puede ser tratada como dos cadenas
independientes con sus respectivos saturadores periddicos semi-
infinitos distintos entre si.
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Apéndice C Renormalizacion en Cadenas Simples

La ecuacion (2.53) establece que la densidad de estados (DOS) es
proporcional a la traza de la funcion de Green,

DOS(E, n) ——Liim Im[ TrG"(2) |, (C.1)
T >0

donde z=E+in. Dicha traza, siendo suma de los elementos diagonales

de la funcion de Green, puede expresarse como una funcion de los sitios
extremos L y R, es decir,

TrG"(z) = A(z,n)G")(z)+B(z,n)G{"2(2)+C(z,n)G\"y(z)+D(z,n). (C.2)
En particular, para el problema de enlaces se tiene

TrG"(2)=TrG" (2)+ TrG"2(2) -G{?,, (2), (C:3)

donde las trazas de generaciones n-1 y n—2 pueden escribirse en
términos de la funcion de Green de la generacion n, esto es

TrG"(z) =A(z,n-1)G""(z) +B(z,n -)G{":(2)+C(z,n -1)G\"P(2)+D(z,n - 1)( C.4)
=A(z,n-1)G"(2) +B(z,n -G, (2)+C(z,n -1)G\"}, (2)+D(z,n - 1),

TrG"?(2) =A(z,n -2)G\" ?(2)+B(z,n -2)G{?(z)+C(z,n -2)G{"-?(2)+D(z,n -2)
=A(z,n-2)G\ (2) +B(z,n -2)G{%(2)+C(z,n —2)G\ x(2)+D(z,n -2).

Para la generacion n las ecuaciones de Dyson similares a las
ecuaciones (2.42)-(2.44) son

C.5)

[z-E (z,n-DIG"(2) —a(z,n-DG(2) =6, (C.6)
[z-E,, (z,M]IG{"(z) —a(z,n-)GC"V(2) —a(z,n-2)G{)(2) =6,,, (C.7)
[z - Eq(z,n—2)IG{)(2) - (2,0 = 2)Gy7)(2) = &, (C.8)

donde I=L,R0oM vy la autoenergia del sitio medio proveniente de los
procesos de renormalizacion de las generaciones n—-1y n—2 es

Eu(z,n)=E;(z,n-1)+E (z,n-2). (C.9)

Notese que las ecuaciones (C.6) y (C.8) no deben usarse para la
renormalizacion, ya que en éstas se podria agregar términos extras por
las nuevas condiciones de frontera durante el proceso de adicidon. De
esta forma, las tres ecuaciones de (C.7) utiles para la renormalizacion
son
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[z-E, (z,M]G{" (2) —a(z,n-DG")(z) - a(z,n-2)G{"(z) =0, (C.10)
[z-E,(z,MIG{(2) —a(z,n-)GC", (z) —a(z,n-2)G), (z) =1,  (C.11)
[z-E,, (z,n)IG(2) — a(z,n —DG")(2) — a(z,n—2)G{"%(2) = 0. (C.12)

Dado que el hamiltoniano H es hermitico y real, la matriz zZ1 -H es
simétrica y en consecuencia la funcion de Green también es una matriz
simétrica, ya que [Meyer, 2000]

=[(@-H)*]'=[@@l-H)" ] =[z1-H]'=G. (C.13)

Asi G (2) =G (2), G, (2)=G(2) y G (z) =G[")(z). Sustituyendo las
ecuaciones (C.10) y (C.12) en la ecuacién (C.11) se tiene que
a(z,n-DG")(z)+ a(z,n-2)G\")(2)

[z - Eyw(z.n)]IG(2) —a(z,n-1)

[z—-E,,(z,n)]

G 260 (C.14)
—a(z,n—Z)a(Z N-1)G R(2)+a(z,n-2)G k() _1
[Z— Ew(z,n)]
la cual puede reescribirse como
G0 (2)= [a(z,n-DJ*G")(2) . 2a(z,n - 2)a(z,n -1)G"(z)

| [z-E,(z,n)] [z-E,(z,n)]

(C.15)
la@n-2)] “Gpa(2) 1

+ :
[z-E,,(z,n)] z—-E, (z,n)

Sustituyendo (C.10), (C.12) y (C.15) en las ecuaciones (C.3) y (C.4),
y el resultado a su vez en (C.2) se obtienen las siguientes relaciones de
recurrencia

A(z,n) = A(z,n-1) + O(z,n)[0,(z,M)]* + C(z,n-1)O,(z,n), (C.16)
B(z,n) =B(z,n-2) + O(z,n)[0,(z,n)]* + C(z,n —-2)O,(z,n), (C.17)
C(z,n)=C(z,n-1)6,(z,n)+C(z,n-2)6,(z,n) + 20(z,n)6,(z,n)b,(z,n), (C.18)
D(z,n)=D(z,n-1)+ D(z,n—-2)+®(z,n)6,(z,n) (C.19)

donde 6,(z,n) =1/[z-E,,(z.n)], 6.z,n)=a(zn)6,(z,n), 6,(z,n)=a(z,n-2)0,(z,n)
y O(z,n) =A(z,n-2)+B(z,n-1) 1.

Por otro lado, se sustituye la Ec. (C.7) en (C.6) y (C.8) obteniendo
[z-E, (z,n-)-a(z,nD)0,(z,n)]G")(2)-a(z,n-1)0,(z,n)G{)(2) = 5, ,+6,(z,n)S,, ,, (C.20)
[2-EL(z,n-2)-a(z,n-2)0,(z,n)IG{)(2)-t(z,n-1) 0,(z,n)G")(2) = 55 +6,(z,n)S,, , .(C.21)
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donde I=LO0OR. De estas ecuaciones, se pueden identificar las
autoenergias e interaccion efectivas como

E (z,n)=E (z,n-)+a(z,n-1)86,(z,n), (C.22)
Ex(z,n)=EL(z,n-2)+a(z,n-2)0,(z,n), (C.23)
a(z,n)=a(z,n-1)0,(z,n). (C.24)

Resolviendo las cuatro ecuaciones (C.20) y (C.21) para la funcién de
Green en los sitios extremos, se obtienen

G (2) = 2-Eo(z.) _ (C.25)
| [z-E (z,n][z - Ex(z,n)] - [a(z,n)]

G (2) = z-E(zn) _ (C.26)
| [z-E (z,n)][z - Ex(z,n)] - [a(z,n)]

G (2) =G (2) = a(zn) (€.27)

[z-E.(z.,n)][z - Ex(z.M]-[a(z.M]*
Las condiciones iniciales son

E (z,)=E;(z,)=a(z,)=¢, A(z,1)=B(z,1)=1, C(z,1)=D(z,1)=0, (C.28)
E(z,2)=a,+0a’/(z—&,), Eq(z,2)=0g+al [(z-&,), a(z,2)=a 0 /(2— &,),
Az,2)=1+a’/lz-¢,), B(z,2)=1+al/[z-¢,], (C.29)
C(z,2)=a,0./[z—¢,)?, D(z,2)=1[z-¢,].
Cabe mencionar que para las excitaciones fononicas

E=mo’, z=mo’+in, &,=a,, &,=a,+0,, £,=0, (C.30)

mientras para electronesz = E +in, ¢,=¢,=¢,=0,t, yt; enlugarde a, y ;.
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Apéndice D Renormalizacion en Cadenas Complejas

Para el caso de una cadena con dos atomos por celda, la traza de la
funcién de Green tiene la forma

TrG"(z) = ZGE:)JS(Z) ZTrg(”)(z) Tng(”)(z) (D.1)

donde j es el indice de celda y s=uod indica la posmén atomica up o
down dentro de la celda. En general, se tiene

TrY " 90@)=Tr{A@zn) 9! (2)+B(z.n) gr(2)+C(z.n) g (@) +D(z.n) g5 (2) +F(z.n)} (D.2)
siendo g\"(z), A(z,n), B(z,n), C(z,n), D(z,n) y F(z,n) matrices de tamafio
2x2. En particular, para el problema de enlaces se tiene

2..90(2) =2 .98+ 9l (2) -9 (2) (D.3)
donde
>..90:(2) = AznDg" (2)+B(z.n-Dgg R @+Czn-Dg!R (2)+D(zn-Dgg, (29 +F(zn-)

A4
=A(z,n)g" (2)+B(zn-Dgiy\ (D+C(z.n-Dg, (2)+D(z.n-Dgsy, (2)+F(z,n-D), (B-4)

> 0"2(2) =An-2)9"2(2)+B(zn-2)9$; (2)+C(zn-2)g" (D)+D(zn-2 g8 > (2)+F(zn-2) (D.5)
=A(zn-2)9, (@+B(zn-2)g5x(@2)+C(z,n-2) gk (2)+D(z.n-2) g% (2)+F(z.n-2).

La ecuacion de Dyson, (zI-H)G™(z)=1, para la generacién n es

-E (zn])  -azn-) 0 g @ g'uW@ g%
fo@nd]"  ZA-E,@n) -e@n2) |gn@ gww@ guk@ =1 (D.6)
0 fa@zn-2)]" Z-Eqzn-2) | g0l@ 2en@  grk@

(n) (n)
donde gl(nj)(z) (Gluju(z) G Jd( )] Ej(z,n)z[ Eju(z’n) aju’jd(z,n))

G|Ejn)1u(z) GiEjn,)jd( ) ajd,ju(z’n) EJd(Zln)

a(z,n) = o, (Z,0) @y pe(2,0)

Ay o(ZiN) 0y pe(z,0)
simétricas, sus submatrices tienen la siguiente propiedad de simetria

9!7@)=[gf;@T", (D.7)

es decir, g",@=[gy @', gen@=[0:@I" vy 0@=[gr.@]". La

ecuacién (D.6) puede reescribirse como
[21 - E (2.nD)]g")(2) - a(z,n-Dg (2) = 8,1, (D.8)

). Dado que H y G™(z2) son matrices
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[21 - E, (2, M)]gy(2) ~[0(z,nD)] g[}(2) ~a(z,n-2)ggi(2) =6,,L,  (D.9)
[21 - E(z,n-2)g51(2) ~ [0z, n-2)] g\ (2) = & I (D.10)

donde I=L,M oR vy la autoenergia del sitio medio proveniente de las
renormalizaciones de las generaciones n—-1y n—2 es

E,(z,n)=E.(z,n)+E (z,n-2). (D.11)
Las tres ecuaciones de (D.9) utiles para la renormalizacion son

[21-E,,(z.m]gw.(2) ~[a(z,nD)] g (2) ~e(z,n-2)gi) (2) = (D.12)
[21-E,(z, Mgy (2) ~[a(z,n-D] " (2) —a(z,n-2)g), (Z) I, (D.13)
[21-E,(z.M]gWk(2) ~[e(z,n-D] g{"k(2) ~a(z,n-2)g k(2) = (D.14)

En particular, las ecuaciones (D.12) y (D.14) se pueden reescribir como
g @D=6,zn)g" (9+6,En) g (), (D.15)
O = (D=6,zZn) g 2@ +0,(z.n) g%, (D.16)

donde 0,(z,n)=0,(z,n)[a(z,n-1)]", 0,(z,n)=0,(z,n)a(z,n-2) y 0,(z,n)=[zI-E,, (z,m]".
Asi
i @=[ow. @I'=9" @6, )] +g"D8,z,n)]", (D.17)
e @=[9W-@1'=05" @[,z +25x (@[6,(Z,N)]". (D.18)
Al sustituir estas ecuaciones en (D.13) se tiene que
Own(@=0,zn) g @6,z +6,zn) g @[0,z.n]
+0,(z,n) g™ 2)[0,(z,n)] +0,(z,n) g4 (2)[0,(z,n)] +8,(z,n)

Sustituyendo las ecuaciones (D.15)-(D.19) en (D.4) y (D.5), el resultado a
su vez en (D.3) se obtiene la siguiente ecuacion,

D.902(2)=0(z,n){0,(z,n)g!"} (D[0,(2,n)] +6,(z,n)g{ k() [0,(z,n)]+0,(z,n)
+0,(z,n)gq 1 (D)[0,(z,M)] +8,(z,n) g2 (D)0, ]} +A(zn-Dg!") (2)
+B(z,n-2)g\7%(2) +C(z,n-1)g ") (2)[0,(z,n)]"+C(z,n-D)g ", (2)[0,(z,n)]"
+C(z,n-2)0,(z,n)g{"(2) +C(z,n-2)0,(z,n) g% (2) +D(z,n-1)0,(z,n)g!" (2)
+D(z,n-1)0,(z,n)g{) (2) +D(z,n-2)gM (2)[0,(z,n)]"
+D(z,n-2)g5k(2)[0,(z,n)] +F (z,n-1) +F(z,n-2).

(D.19)

(D.20)
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donde ©(z,n)=A(zn-2)+B(zn-1)—I. Dado que nos interesa TrY_ g")(z) y
Tr(RS)=Tr(SR) para cualquier matriz R y S cuadrada [Meyer, 2000],
TrY " g(2) =Tr{®(z,n)8,(z,n)+[0,(2,n)]"O(z,n)0,(z,n)g" (2)
+[0,(z,n)]'©(z,n)0,(z,n)g{"k(2) +[0,(z,n)]'O(z,n)0,(z,n)g} ()
+[0,(z,n)]'®(z,n)0,(z,n)gl%(2) +A(zNn-1) g") (2) + B(z,n-2) g\A(2)
+0,(Z, M Czn1) g™ (2) +[0,(z.0) ] C@N-1) g(2) + F(z.n-1) (D.21)
+C(z,n-2)0,(z,n)g\",(2) +C(z,n-2) 0,(z,n)g % (2)
+D(z,n-1)0,(z,n)g" (2) + D(z,n-1) 0,(z,n)g") (2)
+[0,(z,M]"DEN-2) g @) +[0,z. N D(n-2) g¢(2) + F(zn-2)}.

Comparando (D.21) con (D.2) se obtienen las siguientes relaciones de
recurrencia

A(z,n)=A(z,n-1)+D(z,n-1)0,(z,n)+[0,(z,n)] C(z,n-1) +[0,(z,n)]'O(z,n)0,(z,n) , (D.22)
B(z,n)=B(z,n-2) +C(z,n-2) 0,(z,n) +[0,(z,n)]' D(z,n-2) +[0,(z,n)] ' ®(z,n)0,(z,n) , (D.23)

C(z,n)=C(z,n-2)0,(z,n) +[0,(z,M)]' C(z,n-1) +[0,(z,n)]' O(z,n)0,(z,n), (D.24)
D(z,n)=D(z,n-1)0,(z,n) +[0,(z,n)] ' D(z,n-2) +[0.,(z,n)]' O(z,n)0,(z,n), (D.25)
F(z,n)=0(z,n)0,(z,n)+F(z,n-1)+F(z,n-2). (D.26)

Por otro lado, las funciones de Green para la generacion n se
pueden obtener a partir de la ecuacion (D.6) o especificamente se
sustituye la ecuacion (D.9) en (D.8) y (D.10), esto es,

9" (2) ={z1 -E (z,n-)-a(z,n-1)0,(z,n)-a(z,n-1)8,(z,n)
x[z1 -E 4(z,n-2)-[a(z,n-2)]"0,(z,n)] [@(z,n-2)]7 0,(z,n)}
gin (@) ={zl-E4(z,n-2)-[a(z,n-2)]" 0,(z,n) —[(z,n-2)]" 0,(z,n)
X[zl -E, (z,n-1)-a(z,n-1)0,(z,n)] ‘a(z,n-1)0,(z,n)}*
g1 (2)=[z1-E(z,n-2)-[a(z,n-2)]"0,(z,n)] [a(z,n-2)]"0,(z,n)g" (2), (D.29)
0\"2(2)=[z1-E (z,n-D-a(z,n-1)0,(z,n)] ‘a(z,n-1)0,(z,n)ghx(2) . (D.30)

Asimismo, sustituyendo la ecuacion (D.9) en (D.8) y (D.10), se
obtienen las submatrices de interaccion y de autoenergia para la

(D.27)

(D.28)
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generacion n, las cuales se determinan mediante las siguientes
relaciones de recurrencia

a(z,n) = a(z,n-1[zI-E,, (z,n)]" a(z,n-2), (D.31)
E_(z,n) =E_(z,n-) +a(z,n-D[zI-E,, (z,n] [a(z,n-D)]", (D.32)
E.(z,n) = EL(z,n-2) +[a(z,n-2)]'[zI-E,, (z,n)] * a(z,n-2) . (D.33)

Por ultimo, las condiciones iniciales para el calculo de la DOS son
A(z,)=B(z,)) =1, C(z,1)=D(z,1)=F(z,1) =0, (D.34)
A(z,2)=1+[0,(z,2)]'0,(z,2), B(z,2)=1+[0,(z,2)]'0,(z,2), (D.35)

C(z,2)=[0,(z,2]'0,(z,2), D(z,2)=[0,z,2)]'0,(z,2), F(z,2)=0,z,2). (D.36)

En particular, para el caso de dos cadenas de Fibonacci en forma de
escalera con interacciones entre si a primeros vecinos, como se muestra
en la Figura 3.1(a), las condiciones iniciales para la excitacion fonénica
son

0
a(mwz,l):[aA j EL(mo)z,l)zER(mo)z,l)z[aAJrﬂ p ] (D.37)
0 a, B o+f
2 -1
a(mmz,Z)zaAaB(mw “Aalaf , P } , (D.38)
-6 Mo -a,-ogz-f
2 1
Emota-| WP P g Meeash P . (D:39)
B apt+p -B Mo -a,-0g-f
’ 1
E (motoy=| @ P g M arte P 2 P . (D.40)
B agtp -B Mo -a-05-
Por otro lado, para el caso de los electrones las condiciones iniciales son
t, O 0t
= = = : D.41
a(E,)) (O tA], E (E1)=E.(E]) (ty Oj (D.41)

E ) JE ) (E Y 5.4
a(E,2)=tAtB(_ E] , 1<:L(E,2)=t,{_t E} , ER(E,2)=tE{_t EJ . (D.42)

ty y y

En resumen, en este apéndice hemos desarrollado una extensiéon del
método de renormalizacién para multigrados de libertad por sitio. Como
ejemplo, se aplica esta extension para una doble cadena de Fibonacci
con interaccién a primeros vecinos para fonones y electrones.
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