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cAPiTULO 1

Introduccidn

La teoria de juegos es una rama de las matematicas que ha ocupado
un lugar importante desde 1928. No sélo es una rama de las matematicas
puras, sino que también ha tenido un impacto muy grande en otras dreas del
conocimiento humano como la economia y la politica. La respuesta principal
que se responde con la teoria de juegos es “jqué es lo mejor que puedo hacer
frente a una situacién que involucra como jugador a mi y a otras personas?”.

En el ambito de las matematicas la teoria de juegos también abarca mu-
chos temas. Nosotros nos centraremos en la teoria de juegos de conocimiento
completo y de acciones controladas. En esta teoria entran muchos de los jue-
gos populares, como gato, timbiriche, ajedrez, damas, entre otros. Tenemos
a dos jugadores que juegan por turnos cambiando el estado de juego bajo
ciertas reglas. Ademds los jugadores tienen control completo sobre sus ac-
ciones y saben todo lo que esta haciendo el otro jugador. En estos juegos
hay una “condicién ganadora” para cada jugador. Cuando se alcanza esta
condicién para alguno de los jugadores entonces gana y el juego termina.

Aunque aqui mencionemos tan sélo unos pocos juegos, la verdad es que
hay una cantidad enorme de juegos que cumplen estas condiciones. En el
libro “Winning ways for your mathematical plays” [5], Berkeley, Conway
y Gut discuten cientos juegos de este estilo (y otros cientos de juegos con
algunas variaciones). Ademés de esto, este tipo de juegos han sido el tema
de numerosos problemas en competencias matematicas, a nivel secundaria,
preparatoria e incluso a nivel universitario. En problemas de este estilo se
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8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

plantea algiin juego abstracto y se pide a los concursantes encontrar una
estrategia ganadora para alguno de los jugadores, es decir, una forma de
jugar que garantice ganar sin importar cémo juegue el otro jugador.

Usualmente la teoria de tuegos se desarrolla en un ambiente finito. Es
decir, la cantidad de estados de juego y la cantidad de tiempo necesaria para
terminar de jugar son variables finitas. Hay muchos tipos de condiciones
para que un jugador gane o pierda. En una gran parte de la teoria de juegos
desarrollada, una condicién para perder frecuente consiste en “ya no poder
mover”. Como se juega en tiempo finito, habra un jugador que sea el iltimo
en jugar, de modo que serd el ganador. Sin embargo, cuando cruzamos las
barreras entre lo finito y lo infinito, comienza a haber condiciones extraas
para ganar. El Problema del Angel de Conway es de los juegos que queda
en estas fronteras.

A grandes rasgos, el Problema del Angel de Conway trata de lo siguiente.
Un Angel, que es una pieza de ajedrez generalizada, intenta escapar del
Diablo, quien en cada turno elimina uno de los cuadrados de un tablero
infinito de ajedrez que se extiende hacia todas las direcciones. El Diablo
gana el juego si logra encerrar al Angel para que ya no se pueda mover. El
Angel gana si logra escapar indefinidamente del Diablo.

El Problema del Angel de Conway es un juego muy profundo en la teoria
de juegos infinita. Hace reflexionar qué quiere decir que un jugador tenga
una estrategia y una estrategia ganadora cuando un juego contina indefini-
damente. Es un problema que su planteamiento y sus soluciones se pasean
por muchas areas de las matematicas. Al inicio parece un problema inocente
de ajedrez. Conforme uno lo estudia se da cuenta que estan involucrados
muchos conceptos importantes de las matematicas como la continuidad de
curvas en R?, problemas de la latiz entera, la geometria y la topologia del
plano. Al ir avanzando hacia la solucién del problema uno se da cuenta que
requiere argumentos de cardinales, de caminos en graficas, de topologia y de
dimensiones. Finalmente, el problema también se presta a generalizaciones
que utilizan fuertemente la teoria de graficas y digraficas, gréaficas de Cayley,
teselaciones del plano y teoria de grupos.

No es la primera vez que surge un problema de este estilo, en el cual un
jugador intenta escapar de otro. El problema del chofer homicida [I1] es un
problema similar que se plantea en términos continuos. Este otro problema
consiste en ver si un coche que puede hacer movimientos rapidos pero poco
controlados puede atrapar a un objetivo que puede hacer movimientos mas
lentos pero con mejor control. El problema del chofer homicida esta relacio-
nado con ecuaciones diferenciales y el calculo de variaciones.

Tanto la teoria desarrollada en el problema del chofer homicida como en



el Problema del Angel de Conway tienen varias aplicaciones. Al generalizar
el Problema del Angel de Conway nos enfrentamos a la situacién de un
objeto que se debe mover por un tablero en el cual se pierden conexiones.
Esto puede tener aplicacién en el transporte de objetos y de informacién en
entornos que pueden ir deteriorandose poco a poco.

Sin embargo, la principal motivacién para trabajar en problemas de este
tipo es el desarrollo de toda la maquinaria matematica necesaria para su
solucion y la satisfaccién que se obtiene al resolverlos. El trabajo intenso en
el Problema del Angel de Conway comenzdé con una oferta de John Conway
de 100 ddlares para quien demostrara que el Angel con suficiente poder podia
escapar, y una oferta de 1000 délares para quien demostrara que el Diablo
puede atrapar al Angel de cualquier poder.

En esta tesis basicamente nos enfocamos en tres objetivos principales.
El primero es plantear el Problema del Angel de Conway. El segundo es
dar una solucién al Problema del Angel de Conway. El tercero es plantear
una generalizacién robusta y decir lo que podamos decir al respecto. Es con
estos tres objetivos en mente que se ha escrito esta Tesis, pero no por eso
nos hemos limitado a escribir esto.

En muchas ocasiones el desarrollo histérico de la solucion de un problema
nos puede ilustrar y mostrar las dificultades encontradas en el camino. La
historia de la solucién del Problema del Angel de Conway es un bonito cuento
de cémo poco a poco se pueden hacer avances modestos hacia la solucién de
un problema matemético. Por esta razén, hemos procurado que esta historia
no desaparezca, y por lo tanto hemos tratado de mostrar los avances que
se obtuvieron a lo largo del estudio del problema. En el siguiente capitulo
hablaremos mas especificamente de los temas que vamos a tratar en este
trabajo.
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CAPITULO 2

El Problema del Angel de Conway

En el articulo “The Angel Problem” de 1996 [4], John Conway plantea
el siguiente problema:

Dos jugadores, un Angel y un Diablo, juegan en un tablero infinito de
ajedrez, extendido hacia todas las direcciones. El Angel ocupa un lugar en el
tablero. En su turno, el Angel puede moverse a una casilla a hasta k movidas
de rey de ajedrez de su casilla actual. A esta k se le llama el poder del Angel.
En cambio, el Diablo no ocupa ninguna casilla y en su turno puede eliminar
cualquier casilla del tablero. El objetivo del Diablo es encerrar al Angel de
modo que ya no pueda hacer ningin movimiento. El Angel gana si puede
evitar esto con una estrategia que le permita moverse indefinidamente sin
importar qué cuadrados elimine el Diablo.

cBxistird alguna k para la cual el Angel de poder k pueda escapar del
Diablo?

En esta seccién veremos el origen del problema y cémo podemos con-
textualizarlo en términos matemaéticos. Por el momento hablaremos infor-
malmente de qué significa que el Angel o el Diablo tengan una estrategia
ganadora, pues formalizaremos esto en un contexto mas general cuando ha-
blemos del problema en términos de teoria de gréaficas en el Capitulo

11



12 CAPITULO 2. EL PROBLEMA DEL ANGEL DE CONWAY

2.1. El Diablo y el Rey

La pregunta de Conway estd inspirada en el juego entre el Diablo y el
rey de ajedrez. Se habla acerca de este juego en “Winning ways for your
mathematical plays” [5]. El juego se desarrolla como sigue.

Dos jugadores, un Rey y un Diablo, juegan en un tablero en el cual cada
casilla es un elemento de la latiz entera Z2. El Diablo, en su turno, puede
elegir un elemento de Z? en el cudl no esté el Rey y eliminarlo. El Rey puede
pasar de la casilla (z,y) a alguna otra casilla (w, z) de modo que |w—z| <1
y |z—y| < 1, siempre y cuando la casilla (w, z) no haya sido eliminada por el
Diablo. El Diablo gana si deja al Rey en una posicién en la cual ya no pueda
hacer jugadas permitidas y el Rey gana si puede moverse indefinidamente.
., Qué jugador tiene una estrategia ganadora?

Este problema fue resuelto por Berlekamp, y en el Capitulo 4] veremos
una demostracién de que el Diablo derrota al Rey, encerrandolo en un cua-
drado de 83 x 83. Nuestra demostracién usa cuentas muy holgadas, y de
hecho Berlekamp demuestra que se puede atrapar al Rey en un tablero de
34 x 34, y que el Rey se puede escapar de un tablero de 33 x 33.

Con el fin de variar un poco el problema, se intent6 resolver para un
caballo de ajedrez. Este problema resulté més dificil de lo esperado. En la
btsqueda de una pieza de ajedrez que pudiera escapar del Diablo, John
Conway defini6 al Angel de poder k.

2.2. El Angel

La pregunta natural es: jqué sucede si consideramos a un jugador con
mas movilidad que el Rey? Para hacer este cambio, consideramos a un nuevo
personaje, el A ngel, el cual tendra cierto poder k. El problema es muy similar
al del Rey y el Diablo.

Dos jugadores, un Angel y un Diablo, juegan en un tablero en el cual
cada casilla es un elemento de Z2. El Diablo, en su turno, puede elegir un
elemento de Z? en el cual no esté el Angel y eliminarlo. El Angel puede
pasar de la casilla (z,y) a alguna otra casilla (w, z) de modo que |w—z| < k
y |z — y| < k, siempre y cuando la casilla (w,z) no haya sido eliminada
por el Diablo. El Diablo gana si deja al Angel en una posicién en la cual
yva no pueda hacer jugadas permitidas, y el Angel gana si puede moverse
indefinidamente.

La siguiente figura muestra al Angel de poder 3. Los cuadrados sombrea-
dos marcan las casillas a las que se puede mover. Los cuadrados oscuros son
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aquellos que ya fueron eliminados por el Diablo.

Figura 2.1: El Angel por moverse a alguno de los cuadrados sombreados claro.

La pregunta que hace Conway [4], y a la cual llamamos el Problema del
Angel de Conway, es la siguiente:

cBxistird alguna k para la cual el Angel de poder k pueda escapar del
Diablo?

Si existe una k para la cual el Angel de poder k escape, entonces un
Angel de poder mayor también puede escapar. De este modo, la pregunta
también tenia otra pregunta implicita:

Si existe una k para la cudl el Angel escape, jcudl es la menor de esas
k?

Por supuesto, el caso del Angel de poder 1 es precisamente el del Rey,
quien ya se sabe que pierde. Los primeros avances de cémo tiene que ser la
estrategia ganadora para un Angel que se pudiera escapar los documenta
Conway [4]. Su articulo consiste, a grandes rasgos, en mostrar que una es-
trategia para que escape el Angel tiene que estar bien hecha. Haremos una
recapitulacién de estos avances en el Capitulo [3]

Sin embargo, por mucho tiempo fue dificil dar una estrategia ganadora
para un Angel, incluso de un poder muy grande. De cualquier forma, la
conjetura por mucho tiempo fue que el Angel de poder 2 ya podia esca-
par. Antes de que se pudiera hacer algun avance en este sentido, surgieron
variantes del problema.
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2.3. Los problemas intermedios

En el transcurso de los intentos de solucién del Problema del Angel
de Conway, surgieron muchos replanteamientos y versiones alternativas del
problema. Ya que demostrar que un Angel se podia escapar resulté una
labor dificil, algunos matema&ticos comenzaron a probar algunos resultados
un poco mas débiles. Las dos variantes que surgieron fueron las siguientes.

Por un lado, comenzé la bisqueda de piezas un poco mas fuertes que
el rey de ajedrez, pero no tan poderosas. El brinco de un Angel de poder
1 a un Angel de poder 2 era demasiado grande. Es por esto que Martin
Kutz, en su tesis doctoral [9], definié reyes fraccionarios para un poder k
con 1 < k < 2. Kutz demostré que el Diablo puede atrapar a todos estos
reyes. El hecho de que su demostracién dejara de funcionar para k = 2
parecia ser una indicacién de que el Angel de poder 2 ya podia escapar.
Veremos en el Capitulo [4] estas ideas.

Por otro lado, también comenzé la busqueda de piezas que si se pudieran
escapar. Ya que no era facil demostrar que un Angel con poder suficiente-
mente grande se escapa, se decidié pensar en aumentar su libertad de movi-
miento en otro sentido. Es por esto que Martin Kutz, Bella Bollobas e Imre
Leader plantean el Problema del Angel de Conway en tres dimensiones[2].
Con este incremento de movilidad fue posible demostrar que el Angel escapa
si tiene un poder suficientemente grande. Esta variante la trataremos en el

Capitulo

2.4. Las soluciones

El Problema del Angel de Conway fue resuelto finalmente en 2006, cuan-
do cuatro pruebas independientes, de Mathé, de Kloster, de Bowditch y de
Gécs, mostraron que existia una estrategia para el Angel de algin poder.
No sélo esto, si no que dos de estas pruebas confirmaron que el Angel de
poder 2 puede escapar. Veremos a fondo una de estas demostraciones en
el Capitulo [6] También hablaremos un poco acerca de las otras tres en ese
mismo capitulo.

2.5. Los nuevos problemas

Aunque ya fue resuelto el Problema del Angel de Conway, ain quedan
muchas direcciones en las cuales se puede generalizar. Un ejemplo de es-
to es preguntarnos qué sucede con el Problema del Angel de Conway en
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otras geometrias. Por ejemplo, podemos ahora teselar regularmente el plano
hiperbdlico con la teselacién regular (5,4) y preguntarnos si el Angel, que
avanza a pentiagonos adyacentes, puede escapar en este caso.

Figura 2.2: Una teselacién regular (5,4)

¢ Qué podemos decir del juego del Angel y el Diablo en otras teselaciones
requlares?

De hecho, podemos plantearnos el problema maés en general y ver qué su-
cede con el Problema del Angel de Conway en una grafica que cumple ciertas
condiciones. Permitimos al Angel moverse a un vértice adyacente y al Diablo
eliminar un vértice de la grafica. Si G es una grafica y u es un vértice, llama-
mos a (G, u) una pareja angelical si el Angel puede moverse indefinidamente
por esa grafica iniciando en u sin que el Diablo lo atrape.

¢ Qué podemos decir acerca de las parejas angelicales?

La estrategia de resolucién del Problema del Angel de Conway es una
estrategia muy ad hoc, pero esto no evita que podamos desarrollar teoria que
nos permita resolver el problema en otros contextos. Veremos cémo plantear
este problema formalmente y algunos resultados al respecto en el Capitulo
[

Debido a que usaremos herramientas de varias areas de las matematicas,
hemos incluido un apéndice de teoria en el cual se enuncian las definicio-
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nes que tomaremos. Asi mismo, en el apéndice se pueden encontrar varias
proposiciones que se usan a lo largo del trabajo.



CAPITULO 3

Las primeras dificultades del Angel

El primer articulo referente al Problema del Angel de Conway lo escribe
John H. Conway en el afio 1996 [4]. Aunque es un articulo que muestra
que muchas de las estrategias més evidentes para el Angel no funcionan,
finalmente Conway termina confiando en que para algin poder el Angel se
puede escapar. Es un articulo lleno de ideas muy interesantes.

Lo primero que se descarta es una estrategia en la cual el Angel siempre
avanza hacia arriba. Después, poco a poco se va extendiendo la informacién
que se obtiene a partir de esta estrategia para obtener restricciones todavia
més fuertes para una estrategia del Angel. Conway demuestra que para que
una estrategia del Angel funcione, el Angel tiene que regresar un poco a
cada punto del plano.

Ademas de esto, en el articulo se demuestra que el Angel puede regalar
todos los cuadrados que en algin momento pudo haber estado, pero que
decidié no hacerlo.

En esta seccién recuperamos las observaciones que Conway hace en este
articulo. En el articulo las demostraciones estdn muy “platicadas”, de modo
que en esta seccién las formalizamos. En muchas ocasiones, como en las
demostraciones del Lema [3.1.3] el Lema y el Teorema [3.2.2] nuestros
estimados claramente no serdn los mas 6ptimos, pero serdan suficientes para
demostrar que algunas estrategias del Diablo funcionan bien.

17
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3.1. El Tonto

Recordemos que el juego se lleva a cabo en un tablero infinito de ajedrez,
el cual a veces nos convendra pensarlo como Z X Z. Pensandolo de esta
manera, podemos decir, sin pérdida de generalidad, que el Angel comienza en
el punto (0, 0). Recordemos que, si el Angel tiene poder k, en su turno tiene
permitido moverse de su casilla (z,y) a otra casilla (a,b) atn no eliminada
que cumpla que |x —a| < ky |y — b| < k. Comenzaremos por descartar la
estrategia en la que el Angel se mueve siempre hacia arriba, haciendo sélo
movimientos laterales para evitar obstaculos. Para esto daremos la siguiente
definicién:

Definicion 3.1.1. El Tonto de poder k es un /fngel de poder k que en
cada movimiento aumenta estrictamente su coordenada en y. Dicho de otra
forma, es un Angel que de la casilla (z,y) se mueve a otra casilla (a,b) ain
no eliminada que cumpla que |x —a| <k y0<b—y <k.

Teorema 3.1.2. El Diablo puede atrapar al Tonto de cualquier poder k.

Veremos primero un esbozo de la demostracién.

La primer observacién que nos ayudard para demostrar este teorema es
que el Tonto de poder k siempre permanece en el cono superior que tiene
vértice en el origen, y cuyos lados pasan por el origen y tienen pendiente :l:%.
Dicho de otra forma, si el tonto tiene su coordenada y igual a 3’, entonces
su coordenada z estd en el intervalo [—ky/, ky'] (v es entera, por supuesto).
Esto lo ilustramos con la siguiente figura.

(0,0)

Figura 3.1: El cono en el cuél se queda el Tonto.

La estrategia del Diablo consistira en lo siguiente. Eligira una altura muy
lejana H que sea una potencia de 2 para empezar a eliminar los cuadritos
de la linea a esa altura que intersecten al cono del Tonto. Comenzard a la
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izquierda de esa linea, eliminara el primero, luego el M —ésimo siguiente,
luego el M —ésimo siguiente, donde M serd suficientemente grande para que
el Diablo pueda eliminar un cuadrado de cada M en la linea a altura H
cémodamente antes de que el Angel llegue a la altura %H . Luego, dentro
del cono que el Tonto todavia pueda alcanzar, eliminard uno de cada M
de los cuadrados que faltan. Al llegar el Tonto a la altura %H , el Diablo
habréa terminado con los segundos cuadritos de cada M.

M M M

H

[T

Figura 3.2: El Diablo elimina uno de cada M cuadrados disponibles para el Angel

Siguiendo de este modo, el Diablo podré eliminar un segmento completo
2M 1

que corta al cono del Tonto antes de que el Tonto llegue a la altura =557 H.
El Diablo puede entonces comenzar a eliminar el segmento que estd a altura
H +1 de nuevo eliminando 1 de cada M, luego eliminar el segmento a altura
H + 2 y asi hasta el segmento a altura H + k — 1. Si desde el inicio toma la
altura H suficientemente grande, resulta que alcanzard a hacer un hoyo de
longitud vertical k, el cual el Tonto ya no podré evitar.

Hagamos la demostracién de que en efecto existen H y M adecuadas
para que el Diablo pueda cumplir su propésito. Recordemos que k es el
poder del Angel.

Lema 3.1.3. Si M = 4k(k+1)+4, y se tiene una linea a H > 2k(k®>+k+1)
unidades arriba de la posicion de un Tonto de poder k, entonces se puede

eliminar 1 de cada M cuadrados que el Tonto aun pueda alcanzar en esa

linea antes de que el Tonto se acerque a g unidades de la linea.
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| 2k + 1 |

X

Figura 3.3: Un hoyo que el Tonto no va a poder evitar.

Demostracion. Como el Tonto queda siempre en el cono superior con vértice
en él y lados que pasan por él y de pendiente :I:% , entonces el Tonto a lo
més puede alcanzar 2kH + 1 cuadrados de la linea H unidades arriba (ver

la Figura .
2kH +1

DK

Figura 3.4: El Tonto alcanza a lo mas 2kH 41 cuadrados en la linea a H de altura.

De modo que al Diablo le tomara {%HTHW turnos en eliminar uno de

cada M de estos cuadrado Ademéds, llegar a acercarse a % unidades de la
linea le tomara al Angel al menos [2%] turnos. Pero tenemos:

2kH +11 _ 2kH +1 2kH + 1
< fl=
M M Ak(k+1) + 4
<Z 8
2% | 2k

En la segunda desigualdad usamos que H > 2k(k?+k+1). Esto muestra
que el Diablo necesita menos turnos para eliminar uno de cada M cuadrados

'Aqui [z] denota al menor entero mayor o igual a .
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en la linea a altura H que los que necesita el Angel para acercarse a %

unidades de la linea.
O

Como consecuencia inmediata obtenemos lo siguiente.

Lema 3.1.4. Si M = 4k(k+ 1) +4, y se tiene una linea | a H > 2Mk(k? +
k + 1) unidades arriba de la posicion de un Tonto de poder k, entonces
se puede eliminar un segmento del cono de | que el Tonto todavia puede
alcanzar antes de que llegue a acercarse a QML,I unidades de la linea [.

Demostracidén. Aplicamos repetidas veces el Lema [3.1.3] Primero nos en-
cargamos de eliminar los cuadrados cuya coordenada en x deja residuo 0 al
dividirse entre M (son uno de cada M). Esto lo podemos hacer antes de
que el Tonto llegue a la altura % Luego, en lo que el Tonto todavia puede
alcanzar, eliminamos los que su coordenada en x deja resduo 1 al dividirse
entre M. Como el Tonto ya esta a la mitad de la altura, ahora sélo hay que
eliminar la mitad de cuadrados, por lo cual lo podremos hacer antes de que
el Tonto avance % unidades hacia arriba.

Siguiendo asi, habremos acabado con todas las congruencias médulo M
para la coordenada en x antes de que el Tonto llegue a acercarse a la linea
H—%—%—...—W%:W%unidades. O

Modificando un poquito mas este ultimo lema, podemos demostrar que
el Diablo atrapa a cualquier Tonto.

Demostracion. Tomando a M como en el Lema si el Diablo comienza
a una altura H mayor a 2’“M+1/<:(l<:2 + k + 1), entonces le dard tiempo de
hacer k£ segmentos, uno arriba del otro, en la parte del cono que el Tonto
alun puede alcanzar. Al hacer esto, logrard hacer un hoyo de tamaé vertical
k, que para cuando el Tonto llegue a él, ya no podra atravesar.

Asi, esta estrategia muestra que el Diablo puede atrapar a un Tonto de
poder k para cualquier k. O

Esta estrategia, como veremos en la siguiente seccion, es la base para
confrontar otras estrategias similares en las cuales el Angel limita sus movi-
mientos.

3.2. Angeles no tan tontos

Supongamos ahora que tenemos un Angel que promete nunca disminuir
su coordenada en y. Es similar al Tonto, s6lo que de vez en cuando este Angel
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se desplazard inicamente en direccién horizontal. Formalmente lo definimos
como sigue.

Definicion 3.2.1. El Tonto flojo de poder k es un /fngel de poder k que en
cada movimiento no disminuye su coordenada en y. Dicho de otra forma,
es un Angel que de la casilla (z,y) se mueve a otra casilla (a,b) ain no
eliminada que cumpla que |x —al <k y0<b—y <k.

Teorema 3.2.2. El Diablo puede atrapar al Tonto flojo de cualquier poder
k.

La idea clave de esta demostracién, y de las siguientes que contemplan
otras posibles estrategias para el Angel, es utilizar que el Diablo puede atra-
par al Tonto de cualquier poder. Asi, cuando el Diablo se enfrente con otras
estrategias contra un Angel de poder k, quizas le convenga pensar que en
realidad es simplemente un Tonto, pero de poder mucho més grande (quizés
k2, 1000k 6 2F).

Demostracion. Afirmamos que el Diablo puede garantizar que el Tonto flojo
no se quede en la misma coordenada en y por mas de 3k? 42k +1 turnos. En
efecto, si el Angel lo intenta, el Diablo deberd actuar de la siguiente forma.

Mientras el Tonto flojo permanezca con la misma coordenada en y, el
Diablo haré lo siguiente. Comenzaré k2+1 cuadrados a la izquierda del Tonto
flojo quitando un cuadrado por turno y continuando quitando cuadrados
hacia la izquierda hasta que haya quitado k de ellos. Como el Tonto flojo
no puede llegar en k turnos para escapar por la izquierda, el Diablo puede
terminar de hacer un hoyo de longitud horizontal k. Una vez que el Diablo
termine con esto, comezars ahora a 2k?+1 cuadrados a la derecha del Tonto
flojo a quitar cuadrados hacia la derecha. De nuevo, el Tonto flojo necesita
al menos 2k turnos para llegar a intentar escapar por la derecha, pero para
cuando llegue, el Diablo ya habra hecho de nuevo un hoyo de longitud k.
Para cuando el Diablo termine de hacer estos hoyos, dejard al Tonto flojo
con dos hoyos como en la Figura [3.5

R 2k? .
LAl TP PP IB[]
|T| lTi

Figura 3.5: El Diablo prepara trampas laterales muy lejos.
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A partir de esto, el Diablo seguird quitando cuadrados hasta que de-
je al Tonto flojo en un cuadrado, lo cual lo forzard a ir hacia arriba (cf.
Proposicion del Capitulo [7)).

Si en algin momento el Tonto flojo avanza hacia arriba, el Diablo de
nuevo vigila que no se quede mucho tiempo con la misma coordenada en y
siguiendo esta misma estrategia pero en la nueva linea del Tonto flojo.

De este modo, el Diablo ya sabe qué hacer si el Tonto flojo se queda
en la misma coordenada en y. Asi, fijémonos tinicamente en los momentos
en que el Tonto flojo avanza hacia arriba. En estos momentos se comporta
como un Tonto, pero de poder més grande, pues tuvo la oportunidad de
desplazarse hacia los lados hasta 2k? unidades antes de desplazarse hacia
arriba. Vamos a indicarle al Diablo que en estos momentos actiie como si
estuviera enfrentando a un Tonto de poder 2k% + k. Veamos que esto es
suficiente para atrapar comodamente al Tonto flojo de poder k.

Primero, el Tonto flojo tiene a lo mas 2k? movimientos laterales antes
de cambiar de coordenada en y. Cuando cambia de coordenada en y puede
moverse otras k unidades laterales. Asi, cuando el Tonto flojo se mueve en y
es més débil que un Tonto de poder 2k% + k. Asf cuando el Tonto se tope con
la trampa a altura H del Teorema ya no podra continuar hacia arriba.
Pero ademas, lateralmente el Diablo tendra de cada lado 2k2 + k cuadrados,
lo cual ya vimos que le da tiempo suficiente para también encerrar el Tonto
flojo horizontalmente. O

Ahora supongamos que el Angel se permite a veces disminuir su coor-
denada en y de vez en cuando, pero promete que nunca hard una sucesion
de movimientos que lo dejen mas de 10000 unidades por debajo de donde se
encuentra. Visualmente, lo que el Angel se estd prometiendo es quedarse en
la regién marcada de la Figura [3.6] Para dejar més claro esto, definimos al
Tonto relajado.

Definicion 3.2.3. El Tonto relajado de poder k y laxitud v es un Angel
de poder k que no hace una sucesion de movimientos que disminuya su
coordenada eny en mds de r. En otras palabras, si en algin momento estd en
la casilla (z,y), entonces nunca estard en una casilla (a,b) con b <y —r.

Teorema 3.2.4. El Diablo puede atrapar al Tonto relajado de cualquier
poder k y cualquer laxitud r.

Demostracion. De nuevo, el Diablo se asegurara de que el Tonto relajado in-
cremente su coordenada en y de vez en cuando. Nos referiremos a la siguiente
figura:
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Figura 3.6: El semiplano en el cual se queda el Tonto relajado

, rk? o 2rk? ,
X
r A R B
— —

Figura 3.7: El Diablo prepara hoyos a los lados suficientemente grandes.

Supongamos que el Tonto relajado estd en determinado momento en la
casilla marcada. Si el Tonto relajado se mueve a un cuadrado dentro de
la region R, el Diablo comenzara a eliminar los cuadrados de la region A
que estd a rk? + 1 unidades a la izquierda de la posicién original del Tonto
relajado. El argumento se sigue como arriba, pues el Tonto relajado no puede
interferir con eliminar totalmente la regién A.

Después de esto, el Diablo procederd a eliminar la regién marcada con
B, que estd a 2rk? + 1 unidades a la derecha del cuadrado inicial del Tonto
relajado. Tras eliminar la regién A y B, el Diablo procede a eliminar los
cuadrados de la regién R uno por uno. Asi, el Tonto relajado eventualmente
debe abandonar R, y en estos momentos se comporta como un Tonto.

De este modo, si el Diablo juega en estos momentos como si atrapara
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al Tonto de poder 2rk? + k + 1, al final el Tonto relajado quedars frente a
un hoyo de longitud vertical 2rk? 4+ k + 1 y de longitud horizontal 2(2rk? +
k+1) 41, en el cual el Diablo tiene suficientes turnos para atraparlo por la
izquierda y por la derecha.

O

3.3. Variantes del problema

El personaje que hemos consierado, el Angel, es la generalizacién de un
rey de ajedrez. Por este motivo, se mueve como un rey generalizado, de
modo que hace movimientos discretos a puntos a distancias medidas con la
“métrica del rey”, en donde las bolas unitarias son los cuadrados de lado
1 con lados paralelos a los ejes. Sin embargo, podemos alterar el problema
cambiando de métrica y hacer el problema un poco mas continuo.

Ejemplo 1 Un primer ejemplo es permitir al Angel no s6lo moverse en
las casillas de un tablero de ajedrez, si no que también moverse a cualquier
punto en el cuadrado de radio 1 del cual es centro, cuyos lados son paralelos
a los ejes. En este juego, ahora el Diablo puede eliminar cualquier cuadrito
unitario con lados paralelos a los ejes. Este problema estéd relacionado con
el problema original. Primero, el problema original es un caso particular de
este juego. A la vez, si el Angel también ahora decide siempre incrementar
su coordenada en y, una adaptacién de la prueba del Teorema [3.1.2| nos
dird que el Diablo lo puede atrapar.

Ejemplo 2 Otro ejemplo de esto es considerar el problema en el plano
euclideano, con la distancia euclideana. En este juego, el E—Angel de poder
r tiene permitido moverse a cualquier punto a distancia (euclideana) a lo
mas 7 de su posicién actual. Por su parte, el E-Diablo puede eliminar del
plano todos los puntos de cualquier disco cerrado unitario del plano siempre
y cuando este disco no tenga al E—Angel.

El nuevo problema es parecido al original, y si sabemos informacién
acerca del problema original, podemos obtener informacién del problema
variante. Por ejemplo, supongamos que tenemos al E—Angel de poder r = 1.
En cada turno puede moverse menos que el Angel de poder k = 1. Pero en
un turno, el E-Diablo puede comerse un cuadrado de lado 1, de hecho, puede
comerse un cuadrado de lado /2, como muestra la Figura

De este modo:

= El E-Angel de poder r = 1 es mas débil que el Angel de poder 1,

= el Angel de poder 1 pierde contra el Diablo, y
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V2

Figura 3.8: Un cuadrado de lado v/2 dentro de un circulo de radio 1.

= el E-Diablo es mas poderoso que el Diablo.

Por lo tanto, el E-Diablo le gana al E-Angel de poder 1. De hecho, como
el E-Diablo puede comerse un cuadrado de lado v/2, podemos afirmar que
el E-Diablo le gana al E-Angel de poder v/2, simplemente escalamos por v/2
todo el tablero en el problema del Rey contra el Diablo.

Ejemplo 3 Estas ideas nos deben sugerir que no sélo podemos cambiar
la métrica, sino que también podemos aplicar ciertas distorsiones que dejan
el problema invariante, o lo dejan en un problema del cual podemos obtener
mucha informacién a través del problema original.

Una situacion en la que sucede esto es la siguiente. Tomemos una trans-
formacién T' del plano en si mismo. Supongamos que la T-distorsion de cada
bola de radio r contiene una bola no distorsionada de radio %'r y estd con-
tenida en una bola no distorsionada de radio 2r. Esto lo podemos ver en la
siguiente figura.

Supongamos ademas que el Diablo puede jugar para ganar en el tablero
no distorsionado contra el Angel de poder 4r. Escalando todo el problema
por %, el Diablo que hace hoyos de la mitad de una bola unitaria le gana al
Angel de poder 2r.

Entonces, el T —Angel de poder r (que puede moverse a cualquier punto
de la distorsién de la bola de radio r de la cual es centro) es més débil
que el Angel de poder 2r y el T-Diablo (que elimina T-imégenes de bolas
unitarias) es més poderoso que el Diablo de poder % Pero el Diablo de
poder % le gana al T—Angel de poder 2r, de modo que el T-Diablo le gana
al T—Angel de poder r.
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Figura 3.9: Cada bola de radio r distorsionada estd dentro de una bola no distor-
sionada de radio 27 y contiene una bola distorsionada de radio %T

Para fijar bien las ideas, veamos ejemplos de transformaciones concretas
y sus aplicaciones para el Problema del Angel de Conway original.

Ejemplo 4 Regresemos al Problema del Angel de Conway, donde el
Angel de poder k avanza discretamente y el Diablo se come cuadrado por
cuadrado.

Supongamos que el Angel promete permanecer en el sector circular infi-
nito H de la Figura y ademas nunca disminuir r, su distancia hacia el
vértice O del sector circular. Entonces el Diablo puede distorsionar el sector
al cono de la figura, cambiando la coordenada en r a la coordenada en y.
Pero ahi, el Angel se comporta como un Tonto (de poder quizds mayor), de
modo que el Diablo lo puede atrapar.

Figura 3.10: Un sector circular convertido en tridngulo

Este ultimo ejemplo nos servird para demostrar que si el Angel quiere
ganar, entonces no puede alejarse mucho del origen.
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3.4. Los caleidoscopios atrapan Tontos-hacia-afuera

Un Angel tiene que ser al menos un poco valiente para poder escapar del
Diablo. La siguiente definicién y el teorema inmediato nos dicen por qué.

Definicion 3.4.1. Un Tonto-hacia-afuera de poder k es un Angel de poder
k que en cada turno se aleja del origen. Es decir, para pasar de (x,y) a (a,b)
necesita que |z —a| <k, |y — b < k y a® +b> > x2 + 42

Teorema 3.4.2. El Diablo puede atrapar al Tonto-hacia-afuera de cualquier
poder.

Demostracion. El Diablo se imaginard que el plano queda dividido por 8
sectores, y que estos son los espejos de un caleidoscopio. De esta forma,
el Tonto-hacia-afuera siempre estard reflejado en los 8 sectores, como lo
muestra la Figura El Diablo usard sus turnos alternadamente para
jugar en estos ocho sectores.

Figura 3.11: El Angel reflejado en los espejos de un caleidoscopio.

En cada uno de estos sectores el Tonto-hacia-afuera estd incrementando
su distancia al vértice, y ya vimos que estos Angeles se pueden atrapar.
Pero el Diablo ademéas debe de jugar como si tuviera cada uno de ellos 8
veces mas poder que el Tonto-hacia-afuera que queremos atrapar, pues sélo
juega en cada sector uno de cada 8 turnos. Esto le garantizard atrapar al
Tonto-hacia-afuera en todos los sectores, y para cuando llegue este momento,
habra atrapado al Tonto-hacia-afuera verdadero. ]
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El Diablo también puede atrapar a un Tonto relajado-hacia-afuera de
cualquier laxitud r, es decir, a un Angel que promete nunca hacer ninguna
sucesion de movimientos que reduzca su distancia al origen en mas de r
unidades.

3.5. La estrategia desviante

Hasta aqui lo que hemos demostrado es que si un Angel quiere escapar de
ciertas estrategias del Diablo, irénicamente deberd hacer regresos arbitraria-
mente grandes hacia el origen. Por ejemplo, aunque se aleje 10000 unidades,
en algin momento tiene que regresar 10, o cuando se aleje 100000000, en
algiin momento tiene que regresar 10000. Hasta ahora el argumento sélo
sirve para el origen, pero el siguiente teorema muestra que el Diablo pue-
de forzar todavia mucho més la estrategia del Angel forzandolo a regresar
distancias arbitrariamente grandes a cualquier punto.

Teorema 3.5.1. (La estrategia desviante) Eziste una estrategia para el Dia-
blo la cual, cuando se usa, tiene la siguiente propiedad. Para cualquier pun-
to P del plano y para cualquier distancia D, si el Angel quiere escapar,
habrd dos momentos M y M’ de modo que M' pasa después que M y de
modo que en el momento M' el Angel estd al menos D unidades mds cerca
de P que en el momento M.

Demostracion. Primero veremos que basta que demostremos que la propo-
sicién es cierta para puntos P con coordenadas enteras y para distancias D
enteras, asi que supongamos por un momento que ya demostramos esto.
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Tomemos cualquier punto arbitrario P y cualquier distancia D. Supon-
gamos que el Angel estd en el punto O. Consideremos E = [D] + 3. Consi-
deremos ) un punto de coordenadas enteras mas cercano a P. Sabiendo que
se vale para distancias enteras y puntos de coordenadas enteras, tomemos
los momentos M y M’ como en el enunciado y Oz, O el punto en el que
esta el Angel en esos momentos.

Asi, tenemos usando desigualdad del tridngulo y que |P — Q| < v/2 que:

Om = Pl < [0 = Q+1Q — P < |On = Q[ - E+|Q — P|
<|Om—P|—E+2/P-Q|< |0y —P|—E+2V2
=[Oy — P|—([D]+3)+2V2< |0y — P| - D

De modo que en el momento M’ el Angel estd mas que D unidades cerca
que en el momento M, que es lo que queriamos probar.

Ahora sélo falta ver cémo el Diablo puede asegurar acercar al Angel
distancias enteras a puntos de coordenadas enteras. Consideremos todas las
posibles parejas (P, D) con P punto de coordenadas enteras y D entero
no negativo. Hay una cantidad numerable de estas, de modo que podemos
numerarlas (Py, Dy), (P1, D1), (P2, D2), .. ..

En cada turno el Diablo escribird su ntimero de turno de la forma 2j
con i entero no negativo y j entero impar (lo cual se puede hacer de manera
unica por el Teorema Fundamental de la Aritmética). En los turnos asi ac-
tuard como si quisiera atrapar a un Tonto relajado-hacia-afuera que se aleja
del punto P; de laxitud D; y de poder 2111k,

De este modo, para cualquier pareja (P;, D;), si el Angel no regresa
al menos D; unidades a P, en un momento posterior a otro, el Diablo lo
atrapara en los turnos 2¢, 3-2%, 5-2¢ ..., y por tanto se sigue la conclusién
del teorema.

O

Hay que hacer la observacion de que el Teorema s6lo nos garantiza
que el Angel “regresa” distancias arbitrariamente grandes, lo cual es distinto
a “acercarse” al punto distancias arbitrariamente chicas. Es por esto que sus
regresos, aunque si afecten su estrategia considerablemente, quizéas solo son
una pequea distraccién en un plan mucho mas grande.
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3.6. El Angel es su peor enemigo

En cada turno el Diablo elimina un cuadrado del tablero. John Con-
way observa que en cierto sentido el Angel elimina muchos més. Pensémoslo
de la siguiente manera. Si el Angel regresa a su cuadrado inicial y luego
de ahi contintda su recorrido, entonces estd en una posicion “estrictamente
peor”, pues en el tiempo que dio la vuelta el Diablo ha eliminado més cua-
drados. Asi, cualquier cosa que haga después de ese segundo momento que
llegd a ese cuadrado, le convenia més hacerla desde el principio, “ahorrarse
la vuelta” y asi enfrentarse a un tablero con menos cuadrados eliminados.

La observacién de Conway es un poco mas fuerte.

Teorema 3.6.1. Al Angel de cualquier poder entero positivo k no le afecta
en cada paso que da regalar todos los cuadrados a los que se pudo haber
mowvido, pero no lo hizo.

Atdn no hemos hablado de estrategias ganadoras, lo cual es una parte
fundamental para enunciar con precisién qué estd diciendo el Teorema|3.6.1
De todos modos, daremos la demostracién de Conway para ver las ideas que
estdn detrds. Cuando lleguemos al Capitulo [7] enunciaremos formalmente
el Problema del Angel de Conway en una gréafica y hablaremos de estrate-
gias ganadoras. En ese mismo capitulo enunciaremos una generalizacién del
Teorema y lo demostraremos con precisién.

Demostracion. Sea S el cuadrado de 2k + 1 x 2k + 1 que el Angel puede
alcanzar desde su primer movimiento. Supongamos que el Angel tiene una
estrategia que le permita moverse indefinidamente sin importar lo que haga
el Diablo. Supongamos que hay alguna situacién en la cual el Angel tiene
que entrar a S una cantidad infinita de veces. Entonces, cada vez que lo
haga el Diablo puede ir haciendo un hoyo de tamao k alrededor de S del
cual el Angel no podra escapar, lo cual es contradictorio con que el Angel
escape con su estrategia.

Asi, el Angel tiene una dltima ocasién en la cual visita S, digamos, en el
cuadrado q. Entonces, en vez de dar todas las vueltas que dio por el tablero,
el Angel puede simplemente moverse a ¢ y después hacer lo necesario para
escapar de ¢. Al adaptar asi su estrategia, no necesita volver a pasar por S,
de modo que puede regalar al Diablo todos los cuadrados de S, excepto q.

El Angel repite el mismo argumento para el cuadrado de 2k+1x2k+1 que
encierra a cada cuadrado por el cual pase, de modo que puede ir regalando
todos los cuadrados por los que pudo pasar, pero que decidié no pasar por
ellos.
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O]

Asi, cada que el Angel se mueve, va dejando un rastro de muchos cua-
drados eliminados, como lo muestra la Figura [3.12

—

Hoyos que hace el Diablo

Hoyos que “hace” el Angel

- Y,

Figura 3.12/: Los hoyos que hace el Diablo son pequeos comparados con el rastro
que deja el Angel

Todas estas observaciones que hace Conway en su articulo son una indicacién
de algo. Si en efecto el Angel puede escapar, debe ser por que su estrategia
esta cuidadosamente planeada.



cAPiTULO 4

Los reyes de poder menor a 2

El problema que antecede al Problema del Angel de Conway es el del
enfrentamiento del Diablo contra el Rey de ajedrez. El Rey es una pieza
flexible en el ajedrez. Puede moverse sélo una casilla de distancia, pero en
la direccién que quiera. En este capitulo veremos cudl es el desenlace de
enfrentar al Rey contra el Diablo.

Después de resolver este problema, veremos qué sucede si hacemos al Rey
un poco mas fuerte. Cuando tenemos un Rey y lo convertimos en un Angel
de poder 2, le estamos incrementando mucho poder. El Angel puede saltar
hoyos, por lo que hay que encerrarlo con paredes muy anchas. Si somos un
poco mas cuidadosos en aumentar el poder del Rey, quizds sea facil ver si
es atrapable o no. Es precisamente esta la idea de Martin Kutz, quien en su
tesis doctoral define reyes de poder entre 1 y 2. La segunda parte de este
capitulo habla acerca de estas ideas.

4.1. El Diablo le gana al rey

Veremos que el Diablo puede atrapar al Rey de ajedrez. Hay varias for-
mas de demostrar este resultado, pero nosotros hemos optado por introducir
un juego intermedio, interesante por si mismo.

33
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4.1.1. El Rey apresurado

Un Rey comienza en la casilla marcada con una corona en el tablero de
la Figura [4.1

Figura 4.1: El tablero del juego del Rey apresurado

El Rey quiere llegar a la linea de cuadrados [ que estd a k cuadrados
de distancia de la casilla marcada con una corona. La figura muestra esto
para k = 4. Sin embargo, el Diablo quiere evitar que el Rey haga esto y
en cada turno va a eliminar un cuadrado de la linea justo a la izquierda
de [, es decir, eliminard uno de los 2k + 1 cuadrados en la linea a k — 1
cuadrados de distancia. Como el Rey tiene prisa, en cada turno puede hacer
un movimiento de Rey (de ajedrez) siempre y cuando éste lo acerque a la
linea [. El Rey gana si puede llegar a la linea [ y el Diablo gana si puede
evitar esto. El Diablo comienza a jugar y no puede eliminar un cuadrado si
el Rey lo ocupa.

Es claro que el Rey puede ganar si la distancia k a la linea a la que quiere
llegar es muy pequea. Por ejemplo, es inmediato ver que si quiere llegar a
la tercer linea entonces puede hacerlo sin importar qué haga el Diablo. Sin
embargo, si el Rey quiere llegar a una linea muy lejana, a lo mejor esto le de
tiempo al Diablo para preparar trampas para que el Rey no pueda llegar.
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Una de las trampas que el Diablo puede construir es la del siguiente lema.

Lema 4.1.1. Si el Diablo logra consequir una posicion en la cual tapa tres
cuadrados como en la Figura[].3, entonces puede lograr conseguir que el Rey
nunca cruce la recta determinada por esos tres cuadrados.

Figura 4.2: Tres cuadrados que no dejardn pasar al Rey

Demostracion. Cada vez que el Rey se mueve, lo hace a lo mas un cuadrado
hacia arriba o hacia abajo. Si el Rey se mueve hacia arriba, el Diablo continta
el bloque hacia arriba. Si el Rey se mueve hacia abajo, el Diablo continia el
bloque hacia abajo. En ambos casos deja al Rey de nuevo en una posicion
similar. Para cuando el Rey llegue a la linea, se enfrentard con estos tres
cuadrados que no lo dejaran pasar. ]

Los valores de k para los cuales gana el Rey quedan enunciados en el
siguiente teorema.

Teorema 4.1.2. El Rey apresurado puede cruzar la linea si y solo si k < 5.

Demostracion. Siel Rey puede llegar a la linea a distancia k, entonces puede
llegar a la linea a distancia k' para toda k¥’ < k. Entonces basta probar que
el Rey puede llegar a la linea si k = 4 y que el Diablo puede evitar que el
Rey llegue a la linea si k = 5.

La demostracién para derrotar al Rey apresurado para £k = 5 es un
andlisis de casos para el cual nos basaremos en la Figura Lo primero
que haré el Diablo es eliminar la casilla marcada con w. A esto el Rey tiene
dos posibilidades: moverse a la casilla a de la figura izquierda o a la casilla
a’ de la figura derecha.
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Figura 4.3: Estrategia para atrapar al Rey

Veremos primero el caso en el que el Rey se mueve a la casilla a. En este
caso el Diablo debera eliminar la casilla z. Si el Rey se mueve a la casilla
b o b, entonces el Diablo responde, respectivamente, y o 3’ y consigue su
bloque de tres casilllas consecutivas. Asi, el Rey debe moverse a b”, tras lo
cual el Diablo contestard en y”.

Si el Rey se mueve a c, el Diablo contesta 3 y termina. Si el Rey se mueve
a ¢ entonces el Diablo contesta z y sin importar lo que haga el Rey después
el Diablo completa el bloque de tres con 3’. Asi, el tercer movimiento del
Rey es a ¢”’. Tras esto indicaremos al Diablo que conteste con z.

Si el cuarto movimiento del Rey es a d o a d’ entonces y' completa el
bloque. Finalmente si el Rey se mueve a d”, entonces 2z’ completa el bloque.
Esto termina el caso de la figura de la izquierda.

Ahora, si el primer movimiento del Rey es a a’, nos referiremos a la figura
de la derecha. Ahi el Diablo elimina x. Si el Rey va a b, entonces el Diablo
elimina y y hace el bloque de tres. Los casos b’ y b” son simétricos, asi que
s6lo haremos uno de ellos. La respuesta a b’ debe ser y/'.

Si tras esto el Rey se mueve a ¢ o ¢/, entonces tirar en y hace el bloque
de tres. Finalmente, si el Rey se mueve a ¢’ entonces con z se completa el
bloque.

De modo similar, un anélisis de casos muestra como un Rey apresurado
siempre puede llegar a la linea de distancia 4. Ahora nos basaremos en la
Figura [4.4) para demostrar que el Rey puede llegar a la linea a distancia 4.

Supongamos primero que el Diablo no elimina la casilla v. Entonces, sin
pérdida de generalidad elimina alguna de las casillas w’, 2/, 3’ o 2’. El Rey,
no importa lo que haga el Diablo, avanzard primero a la casilla a y luego a
la b. Al siguiente turno, a lo mas dos de las casillas v, w, x, y y z estaran
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ble|x
a|h’ W

w

Figura 4.4: Estrategia para que escape el Rey

ocupadas. Entonces, o hay dos juntas, o v, z y z estan desocupadas. Si hay
dos juntas, entonces el Rey se mueve frente a ellas y el Diablo en el siguiente
turno sélo puede bloquear una, por lo que el Rey se va a la otra y por tanto
gana. Si v y z estan desocupadas, entonces el Rey se mueve enfrente de w y
después toma la desocupada entre v y x y de nuevo gana.

Si el Diablo como movimiento inicial toma v, entonces el Rey se moveré a
a’. Sin pérdida de generalidad, supondremos que el segundo movimiento del
Diablo elimina alguna de las casillas w’, 2/, ¥/ o 2’. Entonces de ah{ el Rey
se mueve a b’ y luego a ¢. Al siguiente turno, a lo mds dos de las casillas w,
x y y fueron ocupadas, de modo que al Rey le queda una libre, con lo cual

gana.
O

4.1.2. El Diablo y el Rey

Regresemos al problema original del Diablo contra el Rey. Afirmamos
que el Diablo puede atrapar al Rey en el tablero infinito de ajedrez. Mas
aun, mostraremos que el Diablo puede atrapar al Rey en un subtablero de
83 x 83.

Lema 4.1.3. Si el Rey estd a 5 cuadrados de distancia o mds de una linea
de cuadrados paralela a los ejes, entonces el Diablo puede lograr que nunca
la cruce.

Demostracion. El juego del Rey apresurado nos dice que si el Rey se acerca
en cada turno estrictamente a la linea que quiere cruzar, entonces el Diablo
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puede evitar que la cruce. De hecho, nos dice que el Diablo tiene tiempo
para construir una trampa como la del Lema

Ahora, supongamos que el Diablo juega contra el Rey (normal) y quiere
evitar que cruce una linea vertical a 5 cuadrados a la derecha. Para lograr
esto, simplemente imaginara que juega contra el Rey apresurado en sus
primeros 6 turnos. Por ejemplo, si el Rey se mueve hacia arriba, el Diablo
pensard que se movié hacia arriba y hacia la derecha. Si el Rey se mueve
hacia abajo a la izquierda, el Diablo pensard que se movié hacia abajo a la
derecha y asi.

Segun el analisis de casos que hicimos, el Diablo dejara al Rey apresurado
imaginario en la situacién del Lema Asi, dejard al Rey (normal) en
una situacién como la del Lema pero quizas mas lejos de la linea, a
partir de lo cual el Diablo puede jugar como en el Lema para que el
Rey no cruce la linea.

Un argumento andlogo funciona si el Rey quiere atravesar una linea
vertical 5 unidades a la izquierda, o una linea horizontal a 5 unidades hacia
arriba o abajo.

O

Por supuesto, intentar usar directamente este lema no es de gran utili-
dad, pues esto sélo nos permite afirmar, por ejemplo, que el Rey se mueve
indefinidamente hacia arriba o hacia abajo, lo cual no es suficiente para
atraparlo. Combinaremos este lema con una trampa en forma de caja con
esquinas eliminadas para atrapar al Rey.

Teorema 4.1.4. El Diablo puede atrapar al Rey en un tablero de 83 x 83.

Demostracion. Lo primero que hara el Diablo es trazar un cuadrado imagi-
nario de 83 x 83 con centro en el Rey una vez que éste haya hecho su primer
movimiento. En sus primeros 36 turnos se dedicara a eliminar cuadrados de
las esquinas de modo que queden hoyos con forma de L de lado 5, como se
muestra en la Figura Cuando acabe esto, el Rey se habra alejado a lo
mas 36 cuadrados de su posicién, de modo que permanecerd en el cuadrado
central de 73 x 73.

Ahora el Diablo tiene que estar atento de qué hace el Rey. Si el Rey
quiere escapar por la parte de la derecha, el Diablo usara el Lema para
garantizar que no lo haga. Esto lo puede hacer pues el Rey esta al menos a
5 unidades de distancia de salir por la derecha. Las esquinas que el Diablo
elimina al inicio garantizan que no tenga que jugar para tapar dos lineas al
mismo tiempo.
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83

73 "™

Figura 4.5: El Diablo prepara una caja para encerrar al Rey

De este modo, el Diablo puede bloquear al Rey no importa por qué lado
del tablero quiera salir. Esto garantiza que en una cantidad finita de turnos
el Diablo puede terminar de cerrar los lados de la caja y asi encerrar al
Rey en el tablero de 83 x 83. Para concluir con su victoria, una vez que
logre encerrar al Rey en este tablero, puede ir eliminando los cuadrados del
tablero uno por uno hasta inmovilizar al Rey.

O

4.2. Los reyes fraccionarios de Martin Kutz

En 2004 Martin Kutz define en su tesis doctoral [9] al Rey de poder
fraccionario. Aqui veremos brevemente el tipo de argumentos que usa para
demostrar que el Rey fraccionario de poder mayor a 1 y menor a 2 puede ser
atrapado por el Diablo. No nos enfocaremos en dar las pruebas formalmente.
El lector interesado puede consultar los detalles en la tesis de Kutz.

4.2.1. Velocidades intermedias

La primera observacién que hace Kutz es que cuando pasamos del Angel
de poder 1 al Angel de poder 2 no estamos simplemente duplicando sus
habilidades. El Angel de poder 2 no sélo puede moverse de dos en dos cada
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turno, sino que ademas puede saltar obstaculos de tamao 1. Para atrapar
a un Angel de poder 2 hay que rodearlo con 24 cuadrados, y no sélo con
los 16 que seria el doble de los necesarios para el Angel de poder 1. Siendo
la velocidad uno de los pardametros méas importantes del juego del Angel,
vale la pena pensar en contrincantes con poder intermedio. Tomaremos el
camino de Kutz para definir esto.

Lo primero que queremos es deshacernos del efecto secundario de que
un Angel de poder 2 pueda saltar obstaculos. Para esto definimos al Rey
de poder k, que en su turno puede hacer k£ movimientos de rey de ajedrez.
Esto, por supuesto, debilita al jugador, pues ahora no puede “volar sobre
los obstaculos”. Si un Rey de poder k puede escapar del Diablo, entonces un
Angel de poder k£ también. Siendo piezas un poco distintas, es importante
ver que de cierta forma si estan relacionados ambos problemas. La siguiente
proposicién ayuda a justificar el estudio de los reyes como herramienta para
entender el problema con angeles.

Proposicion 4.2.1. Si el Angel de poder k puede escapar del Diablo, en-
tonces el Rey de poder 99k* también.

En particular, esta proposiciéon nos dice que si el Diablo puede atrapar
a reyes de poder arbitrariamente grande, entonces también puede atrapar a
angeles de poder arbitrariamente grande.

4.2.2. Preparar cercas

La demostracién del Teorema deja la sensacién de que se hacen las
cuentas muy holgadamente. Tras hacer las L de las esquinas, el Diablo ya
solo tiene que esperar a que el Rey llegue. Quizés en este tiempo el Diablo
podria preparar paredes un poco mas fuertes, de modo que un Angel de
poder mayor, digamos 2, pueda ser atrapado.

Por ejemplo, supongamos primero que logramos dejar al Rey de poder 2
en una situacién como la de la Figura[4.6] Con un argumento muy similar al
del Lema podriamos garantizar que el Rey nunca pase de la linea que
esta arriba de él. Si lograramos encerrar al Rey de poder 2 en una caja con
paredes como las de la figura, entonces podriamos encerrarlo. Casi es posible
encerrar al Rey de poder 2 con una idea asi, de hecho, Kutz demuestra que es
posible encerrar a un Rey de poder 2 — € para cualquier € > 0. Por supuesto,
para que esta afirmacién tenga sentido, hay que definir qué quiere decir que
un Rey tenga poder racional o real.
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Figura 4.6: Una pared que puede evitar que pase un Angel de poder 2.

4.2.3. Reyes reales

Queremos definir una dindmica de juego que nos permita poder hablar,
por ejemplo, del Rey de poder % Nos gustaria que cada tres movimientos de
este Rey hubiera dos movimientos del Diablo. Por ejemplo, podriamos pedir
al Rey y al Diablo que jugaran con la siguiente secuencia de movimientos:
RRRDDRRRDDRRR..., donde una R significa que el Rey hace un movi-
miento de rey de ajedrez y una D significa que el Diablo elimina una casilla
del tablero.

Un primer intento es que para el niimero racional % el Rey y el Diablo
jueguen alternadamente p y ¢ movimientos:

RPDIRP...=RR...RRDD...DDRR....

El problema con jugar asi es que la dindmica de juego depende mucho de
qué representacion del niimero racional estamos tomando. Si nos limitamos
a usar fracciones irreducibles, también tenemos problemas. El juego con un
Rey de poder l%ﬁ serfa simplemente el juego con un Rey de poder 125,
pero se comportaria muy distinto al Rey de poder %. De hecho, los 8
movimientos seguidos que tiene el Diablo jugando contra el Rey de poder
% pueden ser usados para encerrar al Rey inmediatamente. Ademas, esta
idea ain no contempla la posibilidad de reyes de poder irracional.

De este modo, para definir el juego para el Rey de poder a € RT Kutz
usa la siguiente regla. Se define la sucesién {u, } como u, = [(n + 1)y + ¢|—
|ny + ¢/, en donde v = o%l y ¢ es una cierta constante de desfase. Resulta
que esta es una sucesion de ceros y unos. Si u,, es 0, entonces al momento n
le toca jugar al Diablo y si es 1, le toca al Rey.

Lo que hace la sucesién {u,} es comparar términos consecutivos de la
sucesién aritmética {ny + ¢}. El término u,, vale 1 si hay un entero entre
ny+¢y (n+1)y+¢. Se puede mostrar que en efecto a la larga la proporcién
de turnos entre el Rey y el Diablo es . Para « irracional, estas sucesiones

se llaman sucesiones strumianas y se han estudiado a profundidad [§].
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Definicion 4.2.2. El Rey de poder k es aquel que tiene una sucesion de
movimientos sequn la sucesion u, con pardmetro o y con ¢ = 0.

El desfase ¢ = 0, aunque natural, parece un poco arbitrario. El siguiente
lema muestra que en realidad no impora qué desfase pongamos.

Lema 4.2.3. Supongamos que R y R’ son reyes con secuencia de movimien-
tos establecida por dos {u,} con pardmetros a iguales, pero con desfases ¢ y
@' quizds distintos. Entonces el Diablo puede atrapar a R si y sélo si puede
atrapar a R’.

La demostracion de este lema para el caso de « racional es sencilla,
pues se basa en que {u,} resulta periédica en este caso. Para « irracional
se usan hechos conocidos de sucesiones strumianas acerca de cémo son las
subpalabras de {u,}. Por supuesto, esta definicién de un Rey de poder «
generaliza la definiciéon que tenfamos para cuando « es entero.

Definicién 4.2.4. Una sucesion de ceros y unos se le llama (s,t)-acotada
si cada subpalabra que tenga estrictamente mds de s unos tiene al menos
t ceros. Decimos que un Rey con cierta sucesion de movimientos es (s,t)-
acotado si su sucesion de movimientos lo es.

El siguiente lema nos dice a grandes rasgos que el Diablo obtiene una
cantidad justa de movimientos.

Lema 4.2.5. Un Rey de poder « es (s,t)—acotado para cualquier par s,t €
N* tal que oo < 2.

4.2.4. Atrapar al Rey de poder menor a 2

En esta seccién veremos las ideas detras de la demostracién del siguiente
teorema, de Martin Kutz y Attila Poér.

Teorema 4.2.6. El Diablo puede atrapar a cualquier Rey de poder o < 2.

La idea principal es generalizar la demostracién de que le Diablo puede
atrapar a un Rey de ajedrez. De cierto modo, el Diablo puede preparar cercas
con cierta densidad. La densidad de las cercas (la concentracién de hoyos
que tienen) estd cuidadosamente planeada para que el Diablo pueda hacer
los hoyos en un tiempo adecuado y para que cuando el Rey de poder a0 < 2
se enfrente a una cerca, este no pueda pasarla. Estas cercas servirdn para
preparar una trampa con forma de caja alrededor del Rey, la cual finalmente
lo atrapara.

El esbozo de la demostracién es el siguiente. Se definen los siguientes
conceptos.
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= Se define una (s, t)-cerca horizontal infinita como una banda de cuadra-
dos, con algunos eliminados, que horizontalmente cubre todo el plano
y verticalmente tiene un cierto ancho, la cual si un Rey (s, t)-acotado
llega por la parte de abajo, entonces el Diablo puede jugar para que
el Rey no llegue a la parte de arriba. Andlogamente se define una
(s,t)-cerca vertical infinita. Una (s, t)-cerca infinita es una (s, t)-cerca
horizontal infinita o una (s, t)-cerca vertical infinita.

» Se dice que una (s,t)-cerca infinita es periddica si trasladando en la
direccién en la cual es infinita se puede llegar a ella misma (en el sen-
tido de tener los mismos cuadrados eliminados). Para una (s, t)-cerca
infinita periédica se define la densidad como razén entre la cantidad de
cuadrados eliminados en un periodo y la longitud del periodo. La den-
sidad de cierta forma mide qué tantos cuadrados estan eliminados, de
modo que una cerca con poca densidad, aunque tiene pocos cuadrados
eliminados, es facil de construir.

» Se define una (s, t)-cerca horizontal finita como una caja de cuadrados,
con algunos eliminados, de cierta longitud [ y ancho w, de modo que:

e Los cuadrados en los lados de longitud w estan todos eliminados.

e Cuando un Rey (s,t)-acotado entra por uno de los lados de lon-
gitud [, entonces el Diablo puede jugar para que el Rey no pueda
salir por el otro lado.

» La densidad de una (s,t)-cerca horizontal finita es la razén entre la
cantidad de cuadrados eliminados que tiene y su longitud.

Notemos que las definiciones de cercas precisamente estan basadas en
que puedan atrapar reyes. Por supuesto, el Diablo no puede construir una
(s, t)-cerca infinita en tiempo finito, de modo que las cercas infinitas son sélo
una herramienta tedrica para la demostracién. Tras definir estos conceptos,
Kutz y Por muestran los siguientes lemas.

= Si sy tson enteros positivos con 3 < 2, entonces existe una (s,t)-cerca
infinita periddica con densidad 1 — g cuyo ancho depende sélo de s.

= Si existe una (s,t)-cerca infinita periédica de densidad o y ancho w,
entonces para cualquier longitud [ hay (s,t)-cercas finitas del mismo
ancho y con densidad no mayor a o + 2T“’
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= Si existen (s, t)-cercas finitas para § < 2 para cualquier longitud mayor
o igual a cierta constante Iy y todas ellas del mismo ancho w y densidad
acotada por una o < %, entonces también existe una (s, t)-cerca infinita

2

periédica con densidad menor a o~

Este tercer lema es un lema clave. Lo que nos dice es que para reyes de
poder a < 2 hay una forma de construir (s,?)-cercas de densidad tan baja
como queramos iterando cierto procedimiento. La idea de la demostracion
es usar muchas (s,t)-cercas finitas para “armar” una (s,t)-cerca infinita de
menor densidad.

Una vez que se demuestran estos lemas, la idea es meter al Rey en una
trampa con forma de caja. Si tenemos un Rey con poder a < 2, entonces es
(s,t)-acotado para 3 < 2. De este modo, existen (s,t)—cercas infinitas que
pueden no dejar pasar al Rey.

Por los lemas mostrados, se pueden encontrar (s,t)—cercas finitas de
densidad arbitrariamente pequea que no dejen pasar al Rey. Quizas sean muy
largas, o muy anchas, pero estas cercas se pueden construir rapidamente.
De este modo, comenzando a una distancia suficientemente lejana, el Diablo
tiene tiempo para hacer una caja cuyas paredes sean (s, t)-cercas finitas de
densidad baja.

Una vez que logra construir la trampa con (s,t)—cercas en sus paredes,
el Rey pierde, pues al intentar salir por cualquiera de los lados el Diablo
puede bloquear sus movimientos, continuar para bloquear todas las paredes
de la trampa y finalmente eliminar todos los cuadrados de la trampa para
que el Rey ya no se pueda mover.

Por supuesto, aqui presentamos estas ideas tinicamente como un pe-
queno vistazo a este resultado. La demostracién con sus detalles técnicos se
encuentran en la tesis doctoral de Martin Kutz.



CAPITULO D

El Angel en 3D

El hecho de que la demostracion de Martin Kutz dejara de funcionar
para los Reyes de poder 2 hizo sospechar que k = 2 era justo el punto critico
en el cual el Angel puede empezar a escapar. Antes de que esto se pudiera
probar hubo avances del Problema del Angel en otros sentidos. Ya que en
el espacio el Angel “tiene mé&s espacio para moverse”, un contexto natural
para intentar lograr que el Angel escapara era trabajar en tres dimensiones.
Y en efecto, Martin Kutz también prueba en su tesis doctoral en 2004 [9]
que el Angel escapa en tres dimensiones. Esta parte de la tesis doctoral de
Martin Kutz posteriormente se volvié un articulo [10].

Independientemente, pero con ideas similares, Imre Leader y Béia Bo-
llobas también prueban que el Angel escapa en tres dimensiones y lo publican
en su articulo “The Angel and the Devil in three dimesions” [2]. Ademads
de probar que el Angel puede escapar, también enuncian algunas conjetu-
ras interesantes para juegos alternativos en tres dimensiones. Finalmente,
comentan la relacion que tiene el problema en tres dimensiones con el pro-
blema en el plano.

La idea de ambas pruebas que muestran que el Angel escapa en tres
dimensiones es hacer una estrategia de “jerarquias de cubos”. Para esto, se
fija una N suficientemente grande. Luego, todo el espacio se divide en cubos
de tamafio N, N2, N3, ..., contenidos los pequeios en los grandes. En
cada momento, cada cubo tendra una nocién de “seguridad” y una nocién
de “conectabilidad”. Un cubo de tamano N¥, serd peligroso, seguro o muy
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seguro segiin que tantos de sus subcubos de tamafio N*~1 lo son. Un cubo
serd conectable si se puede salir de él relativamente rapido.

En esta secciéon daremos una breve resena de la demostracion de Leader
y Bollobés. Trataremos de dar las ideas intuitivas que estan detras de la
prueba. Vamos a evitar las demostraciones de los lemas y teoremas para
mantener lo mas claro posible la discusién y referimos al lector al articulo
para consultar los detalles. Asi mismo, el lector interesado también puede
consultar “Conway’s Angel in three dimensions” para conocer la prueba de
Martin Kutz.

5.1. La idea

Leader y Bollobas se concentran en demostrar que para una c suficien-
temente grande, el Angel de poder ¢ puede escapar en tres dimensiones.
Aunque conjeturan que el Angel de poder 1 puede escapar en tres dimen-
siones, resulta que es mucho mas sencillo probar que algin Angel se puede
escapar. Es por esto que la prueba no intenta optimizar el valor de c. La
ventaja es que esto hace una prueba muy clara.

Comenzamos con una N suficientemente grande, digamos N = 20000.
Imaginaremos que Z3 esté dividido en cubos de N x N x N puntos. Imaginare-
mos también que N3 de estos cubos estdn metidos en cubos de N? x N2 x N2,
y que luego los cubos de lado N? estan metidos en cubos de lado N3 y asf su-
cesivamente. Formalmente, para cada k definimos un k-cubo como un cubo
de lado N* de puntos en Z? de la forma [a1, b1] x [az, ba] X [a3, bs], en donde
cada a; es multiplo de N*¥ y b; — a; = N* — 1 para toda i.

Cada k-cubo tendra un nivel de seguridad definido por la proporcién de
cubos eliminados que tenga. Informalmente nos referiremos a la “densidad”
de un cubo segin a cuantos subcubos no seguros tenga (de modo que un
cubo “muy denso” no es seguro). Nuestra definicién implicard que un k-cubo
seguro tiene muchos k — 1-subcubos seguros.

Cuando el Angel estd moviéndose en un k-cubo C, éste poco a poco
puede volverse mas denso, poniendo en peligro al Angel. Asi, el Angel debe
de poder escapar de ese cubo pronto. Para esto, el Angel planeard un camino
de k — 1-cubos seguros que lo ayuden a moverse a otro k-cubo seguro. Para
moverse de un k — 1-cubo a otro, necesitard caminos de k — 2-cubos seguros
y asi sucesivamente. Asi, un Angel puede tener que moverse de un k-cubo a
otro ya sea por que el k-cubo se estd volviendo denso, o por que su k+ 1-cubo
se estd volviendo denso y necesita que el Angel recorra k-cubos para salir.

Ahora, si el k-cubo del Angel estd en peligro, el Angel necesita planear
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un camino de k — 1-cubos seguros para escapar. Al comenzar a recorrer estos
k — 1-cubos, al principio eran seguros, pero es posible que al llegar al tltimo
este ya se haya vuelto inseguro. De este modo, necesitamos encargarnos de
dos cosas:

= Que la nocion de seguridad que planteemos de oportunidad para que
el Angel pueda tardarse en llegar a un cubo y este siga siendo seguro.

= Que el camino para salir de un k-cubo no sea muy largo para que un
cubo seguro no pueda volverse inseguro en lo que el Angel llega a él.

Sin embargo, precisamente por que poco a poco se van haciendo hoyos en
el tablero, no podemos siempre hacer los caminos éptimos que quisiéramos.
En cierta forma, va habiendo un error que se va acumulando de nivel en nivel.
Por ejemplo, los obstaculos que tenemos al recorrer un camino de k —2-cubos
hacen que el camino de k — 2-cubos se vuelva un poco més lento. Pero esto
a su vez hace que el camino de k — 1 cubos que también estemos recorriendo
se afecte y se vuelva un poco mas lento. Esto da un poco mas de tiempo
al Diablo para eliminar cubos para el camino de k-cubos, asi que también
alentard al camino de k-cubos que se estd recorriendo y asi sucesivamente.

Por otro lado, hay otro problema que tiene que ver con la “conectabi-
lidad” de un cubo. Imaginemos que justo llegamos a un k£ cubo C' de un
k 4 1-cubo nuevo. Por méas que C sea seguro, si los cinco k-cubos que lo
rodean en el k + 1-cubo son muy poco seguros, entonces habremos llegado
a una trampa, pues ya no vamos a poder salir de C' libremente. Esto es una
nociéon muy distinta a la de densidad, pues no tiene que ver con la proporcion
de cubos no seguros, si no con la posicién de cubos no seguros.

En la siguiente secciéon diremos precisamente qué quiere decir que los
cubos sean seguros y conectables.

5.2. Definiciones

Definicién 5.2.1. Diremos que un k-cubo es sequro si a lo mds 12(3N)¥
de sus N3* cubos han sido eliminados.

Definicién 5.2.2. Diremos que un k-cubo es muy sequro si a lo mds 10(3N)F
de sus N3* cubos han sido eliminados.

Definicion 5.2.3. Diremos que un k-cubo es super sequro si a lo mds
9(3N)* de sus N3* cubos han sido eliminados.

Algunas observaciones
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Observacion 5.2.4. » Un k-cubo es muy sequro si y solo si tras elimi-
narle otros 2(3N)* cubos permanece sequro. Asi, si el A/ngel esta rela-
tivamente cerca de un cubo muy seguro, entonces puede llegar a él de
modo que todavia siga siendo sequro.

» Un k-cubo es siper sequro si y solo si tras eliminarle otros (3N)* cubos
permanece muy sequro. Similarmente, un cubo super seguro cercano al
Angel serd muy sequro cuando el Angel lleque a él.

= 51 S es un k-cubo sequro, entonces casi todos sus k — 1-subcubos son
sequros. De hecho a lo mads 4N de ellos no serdn siuper segquros.

Definicion 5.2.5. Un camino de k-cubos es una sucesion de k cubos de
modo que los cubos consecutivos son adyacentes (comparten una cara). La
longitud del camino es la cantidad de k-cubos que tenga.

Definicion 5.2.6. Sea S un k — 1-subcubo de un k-cubo T'. Diremos que S
estd en la frontera de T si S comparte cara con algin k — 1-cubo que no sea
subcubo de T

La siguiente definicién explica formalmente lo que quiere decir la conec-
tabilidad. A grandes rasgos, es un concepto que refleja la idea de que un
k — 1-subcubo al que se llega sirva para salir del £ cubo “por muchos lados”

Definicion 5.2.7. Sea S un k—1-subcubo frontera de un k-cubo T'. Diremos
que S es conectable si S es sequro y si para cada una de las otras 5 caras de
T, mds de la mitad de los k — 1-cubos R en esa cara cumplen que hay un
camino de k — 1 cubos tal que:

Se queda en T.

» VadeS aR.

Tiene longitud a lo mds 3N.

Cada k — 1-cubo en el camino, salvo quizds S, es muy seguro.

Definicion 5.2.8. Sea S un k—1-subcubo frontera de un k-cubo T'. Diremos
que S es muy conectable si S es conectable y tras eliminar (3N)*~1 cubos
de T, el subcubo S permanece conectable.
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5.3. Los resultados principales

FEl siguiente lema justifica las definiciones de conectabilidad y de seguri-
dad. Lo que afirma es que casi todos los subcubos de la cara inferior de un
cubo seguro son conectables.

Lema 5.3.1. Supongamos que el cubo de N x N x N tiene a lo mds 24N
puntos eliminados. Entonces mds de la mitad de los puntos P en la cara
inferior del cubo tienen la propiedad de que para cada una de las otras cinco
caras, mds de la mitad de los cubos en esa cara pueden ser conectados con
P por un camino de longitud a lo mds 3N que evita los cubos eliminados.

El siguiente teorema es el resultado principal del articulo de Leader y Bo-
llobas. Lo que nos dice es que si el Angel estd en una posicién suficientemente
segura, entonces puede moverse de nuevo a una posicion suficientemente se-
gura.

Teorema 5.3.2. Supongamos que el Angel estd en la cara inferior de un k-
cubo T. Sea T" uno de los cubos adyacentes a T', pero que no sea el inferior.
Supongamos ademds que para cada | < k, el l-cubo que ocupa el Angel es
conectable y que T' es sequro. Entonces hay una sucesion de movimientos
para el Angel que cumple lo siguiente:

s Termina en la cara de T' que es adyacente a T.

= Fvita cualquier cubo eliminado por el Diablo.

» Es de longitud a lo mds (3N)*1.

» Para cada l < k el l-cubo en el cual termina el Angel es conectable.

Como al principio del juego todos los k-cubos en los que esté el Angel son
seguros, lo que dice el Teorema|[5.3.2|es que inductivamente podemos probar
que el Angel se puede mover cuanto quiera. Como corolario se obtiene lo
siguiente.

Corolario 5.3.3. Un /fngel de suficiente de poder ¢ = N, para N suficien-
temente grande, gana la versién en 3D del Problema del Angel de Conway.

5.4. Optimalidad

Ademas de probar que el Angel gana en tres dimensiones, Bollobds y
Leader también estudian algunos resultados interesantes y algunas varian-
tes del problema. En esta seccién mencionamos brevemente algunas de las
observaciones adicionales que hacen.
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La primer observacién que hacen es que sus demostraciones de que el
Angel escapa muestran que el poder £ = 20000 es suficiente para que el
Angel escape. Sin embargo, sus nociones de conectabilidad pueden relajarse
todavia mas. De quererse, su demostracién puede adaptarse facilmente para
que el poder k& = 50. Adn asi, Bollobas y Leader conjeturan que bastaria
k =1 para que el Angel gane.

Otra observaciion es que hay un sentido en el cual el resultado es 6pti-
mo dimesionalmente. Supongamos que tenemos una cantidad numerable de
diablos y ciertas distancias dy, d, do, ..., con dy = 0. En su turno, el Angel
brinca a algin cuadrado a distancia k de su posicién original. En el turno del
Diablo, el Diablo puede eliminar una familia de cuadrados, uno a distancia
al menos dgy de la posicion del Angel, uno a distancia al menos dy y asi su-
cesivamente. Tras adaptar un poco la prueba del Teorema [5.3.2, se puede
demostrar que el Angel también tiene un poder suficientemente grande para
escapar en este juego. Sin embargo, el Angel no puede ganar una versién en
dos dimensiones de este juego.

5.5. La bomba de tiempo

Siguiendo un poco con las ideas del articulo original de Conway, pode-
mos preguntarnos qué sucede en 3D si el Angel siempre tiene que moverse
hacia arriba. Bollobas y Leader conjeturan que incluso el Angel de poder 1
puede ganar en 3D aunque siempre tenga que subir. Esto da una variante
interesante del juego en dos dimensiones. Podemos pensar que el eje z es un
eje de tiempo. Asi, el juego en 3D en el cual el Angel siempre sube, es el
juego en 2D en el cual el Diablo en vez de eliminar un cuadrado del tablero,
anuncia un turno en el cual ese cuadrado no va a estar disponible. A este
juego se le llama el juego de la bomba de tiempo. Comparado con el juego
original, esto debilita mucho el Diablo, pues ahora sélo puede hacer hoyos
en el tablero que duren un turno.

Aunque no se ha podido encontrar algin poder k para el cual el Angel
gane el juego de la bomba de tiempo, se han encontrado algunos resultados
al respecto. Por ejemplo, Bollobas y Leader demuestran la siguiente propo-
sicién.

Proposicién 5.5.1. Si en el juego de la bomba de tiempo el Diablo siempre
elimina cuadrados de un tiempo fijo t, entonces el Angel de poder 1 puede
ganar.

El juego de la bomba de tiempo también puede pensarse en tres dimen-
siones (es decir, con un Angel en cuatro dimensiones que siempre se mueva
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hacia arriba). Curiosamente, para el juego de la bomba de tiempo en tres
dimensiones hay una estrategia muy natural para que el Angel escape, que
resulta ser “local”’. Esto quiere decir que el Angel puede moverse pensando
unicamente en el presente, sin pensar demasiado en qué sucedera en turnos
posteriores y sin necesidad de tener un “plan a largo plazo”. Por supues-
to, estas nociones quedan muy vagamente descritas aqui, pero de nuevo, se
refiere al lector interesado al articulo de Bollobas y Leader.
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CAPITULO O

Las soluciones al Problema del Angel de Conway

En 2003 se publica el Problema del Angel de Conway en el libro “Mathe-
matical Puzzles” de Peter Wrinkler[15]. Esto, junto con la oferta de Conway
por su solucién, estimuld la participaciéon en resolver el problema, y fue a
finales de 2006 que finalmente surgen cuatro pruebas independientes de que
el Angel puede escapar.

La demostracién de Oddvar Kloster [7] es considerada la més elegante,
pues prueba de una manera sencilla que el Angel de poder 2 puede escapar.
Su estrategia se basa en el concepto de “paredes”. En cada turno el camino
del Angel es guiado por una pared. Esta pared se actualiza en cada turno.
Las actualizaciones son hechas de forma que el Angel no tenga que desviarse
mucho a menos que el desviarse le ayude a evitar muchos cuadrados que el
Diablo ha eliminado.

Veremos a detalle la prueba de Kloster y al final de este Capitulo co-
mentaremos las otras tres.

6.1. La prueba de Kloster

En esta seccién veremos la solucion para el Problema del Angel de Con-
way por Oddvar Kloster. Como el objetivo es demostrar que el Angel de
poder 2 escapa, fijaremos k = 2 durante toda la discusion. La estrategia se
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basa en cierta “regla de la mano izquierda”[[} El esbozo de la solucién es el
siguiente:

1. El Angel declara todo el semiplano izquierdo como territorio prohibido.

2. Siempre el Angel tiene una zona prohibida que ird modificando en cada
turno. La curva de segmentos que separa la parte prohibida de la no
prohibida se llama la pared y estd orientada de atras hacia adelante.

3. El Angel tiene una marca en la pared.

4. En cada turno, el Angel hace lo siguiente:

= Actualiza la pared bajo una cierta “regla de actualizacién”.
= Mueve la marca en la pared dos unidades hacia adelante.

= Se pone en el cuadro que esta a la derecha de la marca

Figura 6.1: El Angel moviéndose segun la estrategia de Kloster

De modo que el principal objetivo es mostrar que la regla de actualizacion
siempre deja el cuadrado a la derecha de la marca como un espacio que si se
pueda ocupar. Veamos como se pueden formalizar estas ideas. Aunque en
esencia preservamos la demostracion de Kloster, hemos cambiado un poco

!Es una regla conocida que una forma de salir de un laberinto que cumple ciertas
condiciones es dejar la mano derecha o izquierda pegada a la pared y caminar.
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los términos que usa. Seguiremos el espiritu del articulo original y dejaremos
las pruebas de los lemas técnicos para el final de la seccién.

6.1.1. Paredes

La estrategia del Angel estd basada en paredes. Lo primero que haremos
es definirlas y estudiar algunas de sus propiedades.

Definimos un segmento como el borde entre dos cuadrados adyacentes
del tablero. Si en un segmento s nombramos a sus extremos u y v, entonces
podemos darle una direccion al segmento, diciendo que el segmento va de u
a v. A u lo llamamos el extremo inicial y a v el extremo final. Al cuadrado
que queda a la derecha cuando se recorre s en su direccién lo llamamos su
cuadrado derecho y al cuadrado que queda a la izquierda cuando recorremos
s en su direccién lo llamamos su cuadrado izquierdo.

Podemos construir curvas continuas tomando una sucesién infinita de
segmentos dirigidos {s;}?°__ de modo que para cada i el extremo final de
s; coincida con el extremo inicial de s;y1. Una curva formada de este modo
la llamaremos una pre-pared. Una pre-pared tiene una direcciéon natural he-
redada por las direcciones de los segmentos que la forman. Diremos que la
pre-pared va de su parte pasada a su parte futura.

Las pre-paredes pueden ser de muchos tipos. Por ejemplo, podemos dar
vueltas infinitamente a un cuadrado. O bien, podemos recorrer un segmento
muchas veces. Sin embargo, nos interesan las pre-paredes que separan al
plano en dos conjuntos, uno izquierdo y uno derecho, y que ademas cumplan
algunas propiedades mas.

Definicion 6.1.1. Una pared es una pre-pared  en la cual ningin segmento
del tablero se repite mds de dos veces y ademds existe un conjunto V. de
cuadrados en el tablero tal que:

1. Si un segmento estd eractamente una vez en K, entonces su cuadrado
1zquierdo estd en Vi y su cuadrado derecho no.

2. 51 un segmento estd dos veces en k, entonces las ocurrencias tienen
direcciones distintas y ambos cuadrados adyacentes estin en V.

8. Si un segmento no aparece en K, entonces sus cuadrados adyacentes o
estdn ambos en v, o estdn ambos en su complemento.

4. Tanto V,; como su complemento (en el conjunto de todos los cuadrados
del tablero) son infinitos.
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5. El conjunto Vi, es conexo bajo separacion por k. Esto quiere decir que
los cuadrados de V,, forman una sola componente conexa cuando con-
sideramos a dos cuadrados adyacentes si y solo si comparten un borde
que no sea un segmento de K.

Llamamos a V,; el conjunto izquierdo de k, y a su complemento, que
denotaremos por Ry, el conjunto derecho de k.

Nos gustaria poder hablar de el conjunto izquierdo o el conjunto derecho
de una pared. El siguiente lema nos permite hacer esto:

Lema 6.1.2. Los conjuntos derecho e izquierdo de una pared son unicos.

Aunque parezcan demasiadas condiciones para definir una pared, intui-
tivamente lo que estamos haciendo es separar al plano en dos partes infinitas
por una barrera, en donde podemos hablar precisamente de un lado izquier-
do y un lado derecho. La parte izquierda de esa barrera es conexa, mientras
que la derecha puede tener islas y callejones. En la Figura se muestran
algunos ejemplos de paredes.

Figura 6.2: Ejemplos de paredes

La estrategia que daremos para el Angel estd basada en ir cambiando la
pared, por lo que tenemos que definir qué tipos de cambios de pared estan
permitidos. Definimos las siguientes dos operaciones para una pared k:

= Frtension Tomamos un segmento de x cuyo cuadrado derecho ¢ no
esté en Vj,. Cambiamos a ese segmento por los otros tres de ¢, orien-
tados de modo que ¢ quede a su lado izquierdo.

= Contraccion Tomamos un segmento que aparezca dos veces consecu-
tivamente en x y eliminamos ambas apariciones.
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Extensiéon

Contraccion

Figura 6.3: Extensiones y contracciones

En efecto, estas operaciones nos vuelven a dar paredes, como lo afirma
el siguiente lema.

Lema 6.1.3. Sea k una pared, p una extension de k que involucre al cuadra-
do ¢ y v una contraccion de k. Entonces p y v son paredes y sus conjuntos
izquierdos son V,, = V,U{c} y Vi, = Vi.. Notemos que, en particular, V,; C 'V,
y Ve CVo.

Definicion 6.1.4. Si una pared k puede ser transformada a una pared p por
medio de una secuencia finita (quizds vacia) de extensiones y contracciones,
entonces decimos que p es descendiente de k.

Observacion 6.1.5. La observacion final del Lema|6.1.5 nos permite afir-
mar que si p es descendiente de K, entonces Vi, C V).

Algunas veces, una pared k puede dejar “islas” o “callejones” del con-
junto derecho encerradas en cuadrados del conjunto izquierdo. Nos gustaria
ver que deshacernos de estas estructuras efectivamente nos vuelve a dar una
pared. Por ejemplo, en la Figura [6.4] nos gustaria deshacernos de la region

A.

Esto es lo que nos garantiza el siguiente lema.

Lema 6.1.6. Sea x una pared en la cual ocurre dos veces el segmento s.
Sea v la curva obtenida quitando de k todos los segmentos entre la primera
y sequnda apariciones de s. Entonces v es descendiente de k.
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Figura 6.4: Una “isla” A de la cual nos queremos deshacer.

6.1.2. La estrategia del Angel

La estrategia del Angel estd basada en paredes. En cada momento, el
Angel tiene establecida una pared que dird cémo se va a mover. El Angel
permanecerd en el lado derecho de la pared. En alguno de los segmentos de
la pared el Angel tiene una marca, que determinara su posicién exacta. En
cada turno el Angel hara a grandes rasgos lo siguiente:

1. Vera si es conveniente actualizar la pared para evitar méas cuadrados.
2. Moverda dos segmentos hacia el futuro su marca.

3. Se moverd al cuadrado derecho de la marca.

La Figura muestra algunos de los movimientos que puede hacer el
Angel si no actualiza la pared.

Cuando el Angel mueve su marca dos segmentos hacia el futuro, es facil
ver que el cuadrado a la derecha del nuevo segmento esta al alcance del Angel
de poder 2. De este modo, la esencia de la estrategia consiste en definir cémo
actualizar la pared y mostrar que tras mover la marca el Angel en efecto
puede ocupar el cuadrado derecho.

Para iniciar su estrategia, el Angel tomard como pared a la curva que va
de sur a norte que pasa entre el cuadrado inicial del Angel y el cuadrado a
la izquierda de éste. Esta curva es una pared cuyo conjunto izquierdo es el
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Figura 6.5: El Angel moviendo la marca y moviéndose al cuadrado derecho.

semiplano izquierdo que determina. La marca comenzara siendo el segmento
justo entre el Angel y esta pared.

Figura 6.6: La posicién inicial en la estrategia de Kloster.

Cada vez que el Diablo elimine un cuadrado del tablero, el Angel vera si
hay trampas cerca de la pared. Si encuentra muchos cuadrados eliminados



60CAPITULO 6. LAS SOLUCIONES AL PROBLEMA DEL ANGEL DE CONWAY

cerca de la pared, va a decidir actualizar esta pared de modo que los cua-
drados peligrosos queden al lado izquierdo de la pared, y asi logre evitarlos.
Para realizar una actualizacion, la pared nueva tiene que ser descendiente
de la anterior, y debe diferir inicamente en la parte que esta en el futuro
a partir de la marca. Veremos que tras actualizar la pared, el cuadrado de-
recho de la marca siempre va a estar libre, de modo que el Angel siempre
podra moverse ahi.

Para diferenciar entre los distintos tipos de cuadrados que el tablero
tendrd, definiremos lo siguiente.

Definicion 6.1.7. En cualquier momento del juego clasificaremos cada cua-
drado en uno de tres estados: Libre, Eliminado y Evadido. El conjunto de
cuadrados Evadidos es el conjunto izquierdo de la pared actual. Un cuadrado
Eliminado es uno que esté en el conjunto derecho de la pared actual y que ha
sitdo eliminado por el Diablo. El resto de los cuadrados derechos son Libres.

Observacién 6.1.8. = Notemos que para que un cuadrado eliminado
esté Eliminado, debe de pertenecer al conjunto derecho de la pared
actual. Si no, simplemente es un cuadrado FEvadido.

s [nicialmente todo el semiplano izquierdo del tablero estd Fvadido y
todo el semiplano derecho estd Libre.

= En el transcurso del juego el Angel siempre elige paredes descendientes
de la actual. Ast, en vista de la Observacion una vez que un
cuadrado se vuelve FEvadido, permanece Evadido durante todo el juego.

» El Diablo puede transformar cuadrados Libres en Eliminados, sin em-
bargo, no puede transformar cuadrados Fvadidos en FEliminados. Si
decide eliminar un cuadrado Evadido, prdcticamente habrd sido como
desperdiciar un turno.

Introduciremos un poco de notacién para enunciar formalmente la regla
de actualizacién de pared del Angel.

Definicion 6.1.9. Enumeraremos los turnos del Angel por 1, 2, .... De-
finiremos \; el camino tras ser actualizado en el turno i; Ay es el camino
wnicial. Definiremos p; como la posicion de la marca después de ser movida
en el turno i; py es la posicion inicial de la marca.

Nos gustaria definir la longitud de una pared, sin embargo, dado que las
paredes siempre son infinitas, no tiene sentido definir la longitud como la
cantidad de segmentos que tiene. Sin embargo, podemos aprovechar el hecho
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de que una pared descendiente de otra varia sélo en una cantidad finita de

segmentos. De este modo, definiremos una nocién de “longitud con respecto
”

a /\0 .

Definicion 6.1.10. Sea k un descendiente de Ag. Como Ay se puede trans-
formar en k por una cantidad finita de movimientos, entonces Kk y Ay son
iguales suficientemente en el pasado y en el futuro. De este modo, defini-
remos Ly, la longitud de k, como el numero de segmentos en Kk menos el
numero de segmentos en Ag ignorando las partes iguales en el futuro y el
pasado.

Finalmente, nos gustaria contar cudntos cuadrados podemos convertir
en Evadidos si actualizamos una pared. Esta nocién queda plasmada en la
siguiente definicién.

Definicién 6.1.11. Sea j un turno y k una pared. Definiremos por n(j)
como el nimero de cuadrados en Vi, que el Diablo ha transformado de Libres
a Eliminados antes del turno j. En otras palabras, n.(j) es la cantidad de
cuadrados en Vi, que han sido eliminados, pero sin contar aquellos que fueron
eliminados después de ser Fvadidos.

Para acortar la notacién, dados dos turnos ¢ y j definiremos L; := Ly, y

En términos informales, la regla de actualizacion de pared consiste en lo
siguiente. El Angel debe hacer la parte futura de la pared tan corta como sea
posible. Sin embargo, se va a permitir incrementar la longitud la pared en
2k unidades si esto hace que al menos k cuadrados Eliminados se conviertan
en Evadidos. Sujeto a estas restricciones, el Angel siempre tiene que evadir
tantos cuadrados Eliminados como sea posible.

En la Figura [6.7] se muestran algunos ejemplos de situaciones en las
cuales el Angel realiza una actualizacion de pared.

Definiremos algunas cosas para enunciar formalmente la regla de actua-
lizacion. Cuando comienza el turno ¢, la pared es \;—1 y la marca esta en el
punto p;_1.

Consideremos A; como el conjunto de paredes p tales que son descen-
dientes de A;—1 y que son iguales a \;_; en su parte pasada hasta p;_;.
Este conjunto A; considera muchas posibles paredes, pero es solamente un
conjunto inicial para de ahi elegir paredes cortas o que evadan muchos cua-
drados Eliminados. Notemos, sin embargo, que A;_1 € A;, de modo que A4;
no es vacio.

Para una pared x € A; podemos observar cémo se comporta la expresion
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Figura 6.7: Algunas formas de acualizar la pared.

Ly — an(i) (6.1)

Esta es una expresién entera. Ademds, notemos que L, — 2n,(i) >
—2n, (1) > —2i, pues al turno i el Diablo s6lo pudo haber Eliminado cuan-
do mucho i cuadrados. De modo que la expresién L, — 2n,.(i) es entera,
tiene una cota inferior y alcanza al menos el valor L;_1 — 2n;_1(i) (pues
Ai—1 € A;), por lo que por el Principio del Buen Orden tiene un minimo.
Sea B; el conjunto de paredes u que alcanzan el minimo de la expresién
(61).

Notemos que, en particular, para cualquier u € B; tenemos que L, —
2n,,(1) < Li—1 —2n,;_1(i). Esto refleja la idea de que “el Angel puede aumen-
tar la longitud siempre y cuando aumente maximo en 2 por cada cuadrado
Eliminado que evita”. Sélo falta considerar la condicién de que el Angel debe
evitar tantos cuadrados Eliminados como sea posible.

Para esto, definimos el conjunto C; que consiste de los elementos u de
B; tales que hacen a la expresién n, (i) maxima. De nuevo, se puede mostrar
que C; no es vacio pues n,(i) estd acotada superiormente por i.

Entonces la regla de actualizacién queda formalmente definida por:

Considerar el conjunto A;.

Construir el conjunto B; C A,.

Construir el conjunto C; C B;.

Actualizar la pared A;_1 a cualquier pared A; de C;.
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Observacién 6.1.12. = FEl hecho de que los elementos de B; minimicen
la expresion [6.1], hace que en general las paredes de la estrategia del
Angel no tengan “ciclos”, en el sentido de que son paredes sin seg-
mentos repetidos, pues un ciclo se puede eliminar para disminuir la
longitud. En efecto, posteriormente probaremos que una pared nunca
tiene ciclos de la marca hacia el futuro.

Sin embargo, como se construye primero el conjunto A;, que no debe
diferir de la pared actual hasta la marca, es posible que haya un ciclo
que “encierre” al Angel. De este modo, en la prueba de que la estrategia
funciona una parte muy importante es restringir estas situaciones que
encierran al Angel tras hacer una actualizacion.

= Los conjuntos A;, B; y C; pueden ser infinitos. Sin embargo, para
encontrar una pared en Cj; el A,ngel puede hacerlo en una cantidad
finita de pasos. En efecto, ya observamos que para cualquier p € B;
tenemos L, — 2n,(i) < Li—1 — 2n;—1(i), de modo que L, < L;_1 —
2ni—1(i) +2n,(i) < Li—1 —2n;—1(i) + 24, ast que las paredes en B; a lo
mas incrementan en una cantidad finita su longitud. Ademds, no vale
la pena hacer actualizaciones mds al norte que el cuadrado Eliminado
mds al norte, pues estas no evaden mds cuadrados Eliminados ni son
mas cortas.

Pero las paredes que se obtienen de cambiar una porcion finita de
Ao por una porcion de pared de longitud acotada son finitas. Kloster
menciona que esto son “buenas noticias para el Angel”.

Como la expresién se minimiza en cada paso y el Diablo no puede
eliminar cuadrados en el conjunto izquierdo de la pared, podemos demostrar
que L; — 2n;(i) > Lj—1 — 2n;—1(i — 1). Asi, con un argumento inductivo
podemos concluir el siguiente resultado.

Lema 6.1.13. Si i y j son turnos con j > i, entonces Lj — 2n;(j) <

6.1.3. Prueba de que el Angel Gana

Demostraremos que en efecto la estrategia propuesta le permite al Angel
moverse indefinidamente. Para esto veremos que casi siempre que se haga
la regla de actualizacién y se mueva la marca, el cuadrado a la derecha de
la marca permanecera Libre. La tnica excepcién a esto es que el cuadrado
derecho de la marca quede Evadido tras actualizar, pero veremos que en este
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caso el Angel “justo puede dar el brinco” para salir de la region evadida. El
esbozo del argumento es el siguiente.

1. Consideremos un segmento s en el futuro de la pared y su cuadrado
derecho gq.

2. El cuadrado ¢ no puede estar Eliminado, pues la regla de acualizacién
hubiera preferido evadirlo. Esto se debe a que es un cuadrado junto a
la pared, que aumenta la longitud de la pared a lo mas en 2.

3. Supongamos entonces que g estd Evadido. Entonces, por definicién de
pared, tenemos que s aparece dos veces en la pared, formando un ciclo.
Este ciclo puede estar completamente en el futuro de la marca o puede
encerrarla (y por tanto encerrar al Angel).

a) No es posible que el ciclo esté completamente en el futuro de la
marca. Eliminar ese ciclo es vélido por el Lema se evaden
més cuadrados Eliminados y la longitud disminuye. Asi pues la
regla de actualizacién siempre evade los ciclos en el futuro.

b) Supongamos que el ciclo encierra la marca. Entonces regresemos

al momento en que el Angel iba a entrar al ciclo, es decir, la
primera vez que cruza el segmento s. Si en realidad el Diablo
tenia tiempo de completar un ciclo que encierre “bien” al Angel,
veremos que era por que en realidad ya tenia tantos cuadrados
eliminados que la regla de acualizacién evitard esa regién por
completo.
Sin embargo, cabe la posibilidad de que si se encierre al Angel,
pero veremos que esto serd justo cuando el Angel pasa por segun-
da vez por s, de modo que justo en ese momento puede brincar
de la zona Evadida que hace su regla de actualizacién y estar a
salvo.

Vamos a probar cada una de estas cosas.

Lema 6.1.14. Sea s un segmento de \; en el futuro de la marca pj—1 y sea
q el cuadrado derecho de s. Entonces, tras la actualizacion del turno j, el
cuadrado q no estd Eliminado.

Demostracion. Con el fin de encontrar una contradiccion, supongamos que
q estd Eliminado. Entonces, no estd en V), y es cuadrado derecho de s. Asi,
podemos considerar la extensién p de A; que involucra a ¢g. Como s estd en
el futuro de pj_1, entonces u € A;. Ademés, L, = Lj+2y n,(j) = n;(j)+1.
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Como \j € Bj,y L,—n,(j) > Lj—2n;(j), entonces tenemos que p € Bj.
Pero como la regla de actualizacién elegié a A;, es por que estaba en C; y
por tanto se cumplia que n;j(j) > n,(j) = n;(j) + 1. Esto dltimo es una
contradiccién que nos dice que en realidad ¢ no podia estar Eliminado.

O

El siguiente lema es la parte clave de la demostracion. Muestra que la
Unica vez en que la marca queda encerrada en un ciclo es justo al final del
ciclo.

Lema 6.1.15. Sea s un segmento de \j en el futuro de la marca p;_1, y sea
q su cuadrado derecho. Supongamos que q queda Evadido al final del turno
J. Entonces s es el segmento de \j justo después de pj_1.

Demostracion. Como segmento del tablero, s aparece al menos una vez en
Aj, pero sus dos cuadarados a los lados estéan en V), de modo que la defini-
cién de pared nos dice que s aparece exactamente dos veces y con sentidos
distintos. Para distinguir ambas apariciones llamaremos s; a la primera (de
pasado a futuro) y s2 a la segunda.

Definamos a x a la pared que se obtiene de quitar la porcién de A\;
que aparece entre s; y so inclusive. Por el Lema tenemos que K es
descendiente de A;. Su longitud es

Le=1L;—1 (6.2)

donde [ > 2 es la cantidad de segmentos en \; entre s y s inclusive.
Por el Lema se tiene que V), C Vj;, de modo que:

n](]) < nﬁ(]) (6'3)

Estas dos observaciones nos dicen que, de poder elegirse, k£ es un mejor
candidato que \; para haber hecho la actualizacién en el turno j. Es decir,
si s1 aparece al futuro de p;_;, entonces tendriamos x € A;. Ademads, por
y se cumple que Lj — 2n;(j) > L, — 2n.(j), lo cual entra en
contradiccién con haber elegido \; pues la expresién L; —2n;(j) debi6é haber
sido minima.

La observacion del parrafo anterior nos dice que s; esa en el pasado de
pj—1 o coincide con p;_1. Entonces estariamos en una situaciéon como la de
la Figura en la que el Angel queda encerrado en el ciclo entre s1 y so.

Sea i el turno en el cual el Angel decidié entrar por primera vez a la
trampa que se iba a formar. Es decir, ¢ es el turno en el cual la marca p; se
mueve a o justo después de s;. Ademds p;_; estd antes de sp (en ;).
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Figura 6.8: El Angel queda encerrado en un ciclo de su estrategia.

Con la notacién de arriba, de p; a pj_1 el Angel mueve la marca a lo
méas | — 2 segmentos a dos segmentos por turno, y el Angel mueve j — 1 — 1
veces la marca, asi tenemos que [ —2 > 2(j — 1 — i), o bien

2(j —1i) <1 (6.4)

con igualdad si y sélo si p; = s1 y pj_1 es el segmento justo antes de s
sobre Aj. De modo que para concluir el lema, nos gustaria demostrar que la
igualdad se da en (6.4). Por el Lema|6.1.13, tenemos que

Ly — 2n,(j) < L — 2mi(3). (6.5)

Ademds, entre los turnos i y j, el Diablo ha eliminado exactamente j — ¢
cuadrados, de modo que

1) = nli) < j — i (6.6)

A continuacién recopilamos toda la informacién de (6.2)), 2- (6.3)), (6.4]),

©.3) v 2- ©.9)-
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Le=1L;—1
2n(5) < 2n,(7)

)
Lj - 277,j(j) <L;— 277,1(2)
2(ni(4) — n(i))

Al sumar todas estas ecuaciones obtenemos que Ly —2n, (i) < L; —n; (7).
Al turno ¢ tenemos que k € A;, de modo que la eleccién de \; en vez de k
nos adicionalmente la desigualdad L, — 2n, (i) > L; — n;(1).

Esto nos dice L,, —2n,(i) = L; —n;(i) y por tanto que se debe alcanzar la
igualdad en todas las desigualdades que sumamos, en particular, se debe de
dar la igualdad en . Pero como lo observamos anteriormente, la igualdad
en nos dice que p;_; es justamente el segmento antes de so.

O

Estamos listos para demostrar que el Angel se escapa.

Teorema 6.1.16. Fl A,ngel de poder 2 derrota al Diablo en el Problema del
Angel de Conway

Demostracion. Supongamos que el Angel juega con la estrategia planteada.
Sea j cualquier turno y g el cuadrado derecho de p;. Tenemos que p; estd dos
segmentos hacia el futuro de p;_1. Al final del turno j, el cuadrado j no puede
estar Eliminado por el Lema, y no puede estar Evadido por el Lema
Asi, ¢ esta libre y por tanto el Angel puede caer ahi tras realizar la
acualizaciéon y mover la marca. O

6.1.4. Observaciones finales

Kloster termina su articulo con algunas observaciones que enunciamos a
continuacién.

Observacioén 6.1.17. El Diablo en realidad puede hacer muy pocos ciclos.

Suponiendo por un momento que el Diablo puede eliminar el cuadrado
en el que estd el Angel, la figura siguiente muestra el tipo de trampas que
“casi” pueden atrapar al Angel.

El Diablo construye una pequena pared para que cuando el Angel tenga
que dar la vuelta, el Diablo justo elimine el cuadrado en el que esté el Angel.
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Eigura 6.9: El Diablo elimina un cuadrado y deja un ciclo trivial en el camino del
Angel

El Angel hace la regla de actualizacion, la cual mueve la marca justo fuera
del ciclo (de dos segmentos) recién formado para evadirlo. De hecho, se puede
probar que este tipo de ciclos son los tinicos que se pueden formar

Observacion 6.1.18. Una pequena modificiacion a la estrategia de hecho
da una estrategia ganadora para el Rey de poder 2, que no puede saltar hoyos.

Cuando el Angel mueve la marca por una pared de modo que se gire
en sentido horario en realidad el Angel no avanza dos cuadrados, si no sélo
uno. De modo que si cambiamos la regla a avanzar la marca dos segmentos
sin contar las vueltas en sentido horario, entonces el Angel aun tiene el
cuadrado derecho de la marca a su alcance. Mas ain, para que el Diablo
pueda hacer un ciclo no trivial al menos necesita una vuelta en sentido
horario, de modo que ahi el Angel avanzarda dos segmentos y por tanto no
se podra dar la igualdad en , lo cual entraria en contradiccién con la
regla de actualizacién.

Con esta modificacién se muestra que el Angel nunca entra a ningin
ciclo no trivial, y por tanto nunca tiene que brincar un hoyo. Asi, con la
estrategia modificada obtenemos una estrategia ganadora para el Rey de
poder 2.

Observacion 6.1.19. La prueba es congruente con la afirmacion de Con-
way, en donde se indica que el Diablo puede hacer que un Angel con estra-
tegia ganadora tenga algunas desviaciones.

En efecto, si el Angel sigue la estrategia de Kloster el Diablo puede actuar
como sigue y hacer que el Angel avance en algunos periodos de tiempo por
caminos que le determine el Diablo.
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El Diablo puede ir muy lejos sobre la pared, digamos a n cuadrados de
distancia de la posicién original del Angel, y construir una barrera de ancho
1 y longitud L%J que salga hacia el este. Hara esto de modo que justo en
el dltimo momento eliminara el cuadrado junto a la pared. Justo en ese
momento la regla de actualizacién incorporara la barrera a la pared, por lo
que el Angel tendra que avanzar hacia el este por al menos L%J cuadrados.

Luego, el Diablo puede comenzar a construir una segunda barrera ha-
cia el sur al final de la barrera recién construida. Esta vez del Diablo sélo

podra hacerla de tamano como L%J . El Diablo puede seguir asi sucesivamen-

te, como en la Figura Por supuesto, el Angel podra escapar cuando

LZ%J = 0 y entonces el Diablo ya no tenga tiempo de construir mas barreras.
Pero si n es suficientemente grande, el Diablo puede hacer que el Angel gire

tantas veces como quiera.

6.1.5. Pruebas de los lemas

Los conjuntos derecho e izquierdo de una pared son unicos.
En el articulo de Kloster se da una demostracion un poco distinta a la
que daremos a continuacion.

Demostracion. Por supuesto, basta demostrar que el conjunto izquierdo de
una pared es Uinico. Sea k una pared y V' un conjunto que sirva como conjunto
izquierdo. Sea ademas s uno de los segmentos de k y ¢ su cuadrado izquierdo.
Diremos que un cuadrado c es adyacente a otro cuadrado con respecto a k
si comparten un segmento que no esté en k.

Consideremos el conjunto V,; de los cuadrados d para los cuales existe un
camino de cuadrados adyacentes con respecto a xk que conecten a ¢ con d.
Veremos que U = V,; y que por tanto el conjunto izquierdo queda tinicamente
determinado.

Ya sea por la condicién 1 o la condicién 2 de la definicién de pared, el
cuadrado c estd en U y en V. Por la condicién 5, cualquier cuadrado de U
conecta con ¢ con respecto a k, por lo cual tenemos que U C V.

Para la otra contencién, tomemos un cuadrado d de V, conectado con
c a través de los cuadrados ¢; = ¢, ¢, ..., ¢, = d. Daremos un argumento
inductivo para ver que todos estos cuadrados estdn en U. Sabemos que
c1 = c estd en U. Supongamos que ¢ estd en U. Como ¢ es adyacente a
Crp+1 con respecto a k, entonces comparten un segmento que no esta en k.
Por la condicion 3 de la definicién de pared concluimos que o ambos ¢ y
cip+1 estan en U o no lo estan, pero ci si lo esta. Entonces, ci+1 también lo
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Figura 6.10: El movimiento en espiral que puede forzar el Diablo

esta. Asi, concluimos que V,; C U. Esto demuestra que V, = U y por tanto
la unicidad del conjunto izquierdo de k.
La unicidad del conjunto derecho se sigue por que el complemento de un
conjunto es unico.
O

Sea Kk una pared, p una extension de K que involucre al cuadrado ¢ y v
una contraccion de k. Entonces p y v son paredes y sus conjuntos izquierdos

son V, =V, U{c} yV, = V..

Demostracion. Necesitamos verificar que tras hacer una extensiéon o con-
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traccién de la pared k para obtener una curva A, se sigue cumpliendo la
definicién de pared para A con el conjunto izquierdo que indica el lema.

Extension Supongamos que hacemos una extensién tal que absorbe el
cuadrado derecho g del segmento s. Llamemos a, b y ¢ a los otros tres lados
del cuadrado. Como ¢ no estd en V,;, entonces a, b y ¢ no pueden aparecer
dos veces en k. De este modo, cuando se hace la actualizacién y se substituye
s por a, by c, estos aparecen a lo més dos veces en A. El segmento s deja
de ser parte de A, por lo que aparece a lo mas dos veces en A.

1.

Tomemos alguno de a, b o ¢, sin pérdida de generalidad, digamos a. Si
a aparece en A sélo una vez, es por que en x no aparecia. Ademas, en k
era lado de ¢ y ¢ no estaba en V,;, de modo que el otro cuadrado ¢’ del
cual es lado a tampoco esta en V. Pero entonces ahora el cuadrado
derecho de a es ¢’ y no esta en V), y el cuadrado izquierdo es g que ya
estd en V).

Por s no nos tenemos que preocupar pues ya no esta en .

. Supongamos que a aparece en A dos veces. Entonces en k aparecia una

vez. Para distinguir ambas apariciones, llamaremos a’ a la aparicién de
a en k. Como ¢ no esta en V,, entonces q debe ser el cuadrado derecho
de a/, y por tanto su cuadrado izquierdo estd en V,, y asi, en V). Al
agregar a q a V), ahora ambos cuadrados a los lados de a estdn en V).

De nuevo, no tenemos que contemplar a s pues ya no aparece en .

. El inico segmento que estaba en k y ahora no estd en A es s, de modo

que solo hay que verificar esta propiedad para s. Como ¢ no estaba en
Vi, entonces el cuadrado izquierdo r de s si estaba en V. Tras hacer
la extension, ambos cuadrados al lado de s estdn en V).

. Alteramos a lo més en uno la cantidad de cuadrados en V;, al transfor-

marlo en V). Como V, y su complemento eran infinitos, entonces V) y
su complemento también lo son.

. Tomemos dos cuadrados en V). Si ninguno de esos es ¢, entonces el

camino que servia en Vj sirve en V). Si alguno de esos es ¢, entonces
conectando a g a través de s (que ya no estd en \) al cuadrado izquierdo
r de A, y luego r al otro cuadrado, logramos conectar a ¢ con cualquier
cuadrado en V), sin cruzar .

Contraccién Supongamos que hacemos una contraccion que elimina
al segmento repetido s de k para convertirlo en una curva A. Como una
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contraccién sélo elimina segmentos y en x los segmentos aparecen a lo mas
dos veces, entonces en A cada segmento también aparece a lo méas dos veces.

1. No hay que checar nada, pues no se hicieron segmentos nuevos y no se
modificé V.

2. No hay que checar nada, pues no se hicieron segmentos nuevos y no se
modificé V.

3. Solo hay que ver que ambos cuadrados al lado de s estén o no estén en
V. Como el segmento s aparecia dos veces en V,;, entonces ambos cua-
drados de los cuales era frontera estaban en V., de modo que también
estan en V).

4. No alteramos a V;; al transformarlo en V). Como V,; y su complemento
eran infinitos, entonces V) y su complemento también lo son.

5. No alteramos V, y quitamos segmentos de x de modo que cualquier
camino que conectara a dos cuadrados en Vj; sin cruzar x también los
conectard en V) sin cruzar .

Esto demuestra el lema.
O

Sea k una pared en la cual ocurre dos veces el segmento s. Sea v la
curva obtenida quitando de k todos los segmentos entre la primera y sequnda
apariciones de s. Entonces v es descendiente de k.

De nuevo daremos una demostracién distinta a la del articulo original.
Esta demostracién usa un poco de la teorfa de arboles en teoria de graficas.

Demostracion. Lo primero que veremos es que podemos conseguir una pared
parecida a un arbol (en el sentido de teoria de graficas). Para esto, tenemos
que deshacernos de todos los cuadrados en R, que encierra x entre ambas
apariciones de s.

De acuerdo con la condicién 2, el segmento s aparece exactamente dos
veces y en direcciones distintas. Llamaremos p a la parte de x que esta en-
tre ambas apariciones de s (inclusive). Los cuadrados adyacentes a S, que
llamaremos ¢ y d, estdn en V.

Como V,; es conexa con respecto a x, hay un camino C de cuadrados
c1=c¢, co, ..., ¢, =d que conectan a c con d. Este camino C' de cuadrados
encierra a u. Asi, la regiéon que encierra p es finita y por tanto el nimero
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de cuadrados en R, dentro de C' es finito. Haremos lo siguiente varias veces
para transformar a k y a u:

Si existe algun segmento t en u tal que alguno de sus cuadrados adya-
centes esté en Ry, entonces extendemos k agregando ese cuadrado.

Tras realizar esta operacién, el camino C' sigue conectando a ¢y d pues
por la Observacién [6.1.5] no perdemos cuadrados en V.. Ademads, en cada
paso el nimero de cuadrados en R, dentro de la region delimitada por C
decrece en 1, de modo que podemos hacer esta operacion sélo un niimero
finito de veces.

Afirmamos que al momento de ya no poder hacer esta operacion entonces
yva no hay cuadrados de R, en la regién delimitada por C. En efecto, si
hubiera uno, podemos conectarlo con una sucesién de cuadrados D hasta c.
En algin segmento ¢ esta sucesion cruza x por primera vez, y ahi podriamos
aplicar la operacién.

Ademsds, al momento que ya no podamos hacerla es por que todos los
segmentos de k entre ambas apariciones de s tienen ambos cuadrados de-
rechos en Vj, por lo que todos estos segmentos aparecen exactamente dos
veces en k. De este modo, obtenemos una pared como la de la Figura

Consideremos la grafica cuyos vértices son vértices de algiin segmento de
1y en donde dos vértices son adyacentes si inciden con un mismo segmento.
Dos vértices de esta grafica estan conectados pues k es conexa. Ademas,
no tiene ciclos pues un ciclo encerraria a un cuadrado de Vj, contradiciendo
la conexidad segin k de Vj;, o un cuadrado de Ry, lo cual no es posible pues
ya nos deshicimos de éstos. Asi, esta grafica es un arbol, y por tanto tiene al
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menos dos hojas. Una de esas es el vértice inicial de la primer aparicién de
s. Sin embargo, hay otra hoja distinta a este vértice, lo cual quiere decir que
podemos aplicarle una contraccion a k en ese vértice, pues sus segmentos en
k son adyacentes y consecutivos.

Figura 6.11: La hoja x se elimina con una contraccién

Al hacer este proceso eliminamos un vértice en cada paso y seguimos
teniendo un arbol. Este proceso se debe detener pues la cantidad de vértices
es finita. Cuando esto suceda es que el Unico vértice que queda es el vértice
inicial de la primera aparicién de s, es decir, hemos logrado ver a la pared
v enunciada en el teorema como descendiente de k.

O

6.2. Otras pruebas de que el Angel escapa

Andréas Mathé [12] da una prueba que aprovecha la observacién de Con-
way de que un Angel que puede ganar también deberia poder hacerlo sin
repetir los cuadrados por los que pasa. Su estrategia se basa en definir a
un Diablo Buena Onda que promete nunca eliminar cuadrados por los que
el Angel haya pasado. Mathé reformula el problema en términos del Diablo
Buena Onda, y demuestra que si el Angel puede derrotar al Diablo Buena
Onda entonces puede derrotar al Diablo. Sus cuentas iniciales muestran que
el Angel de poder 11 puede escapar facilmente del Diablo, pero tras refi-
nar algunos argumentos también concluye que el Angel de poder 2 puede
escapar.

Brian Bowditch [3] da una demostracién que involucra el cambio a dos
juegos. Su demostracién se basa en el Angel de poder 5. Bowdich cambia
el juego a un juego A, en donde agrupa las casillas en “cruces”. Cada cruz
requiere que el Diablo juegue 5 veces en ella para ser eliminada y el Angel
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s6lo puede moverse a cruces adyacentes. El segundo cambio, al juego B,
consiste en ver que el Diablo puede jugar sin eliminar casillas por las que
haya pasado el Angel (algo parecido al Diablo Buena Onda de Mathé).
Bowditch demuestra que el Angel gana en el juego B, que si el Angel gana
el juego B entonces gana el juego A y que si gana el juego A entonces derrota
al Diablo en el Problema del Angel de Conway.

Peter Gacs [6] resuelve el problema también por cuenta propia. El obje-
tivo de Gacs es dar una demostracién que utilice una “tactica de informes”,
parecida a la que se usé inicialmente para demostrar que el Angel puede
escapar en tres dimensiones. Su demostracién es bastante mas elaborada, y
no da un poder especifico para el cual el Angel pueda ganar.

Ademis, surge en 2008 una prueba de Johan Wastlund [14] que un Angel
todavia mas limitado puede ganar. La prueba de Wastlund es un poco dis-
tinta a las demas. Lo que hace es cambiar de tablero totalmente. Wastlund
tesela el plano regularmente con tridngulos (tridngulos equilateros de modo
que en cada vértice se junten seis). El Angel puede moverse de un triangulo
a otro siempre y cuando compartan al menos un punto. El Diablo puede
eliminar uno de los tridngulos del tablero. En este juego, Wastlund muestra
que el Angel puede moverse indefinidamente, y luego muestra céomo a partir
de este resultado se puede ver que el Angel de poder 2 gana en el plano
cuadriculado.
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CAPITULO [

Graficas angelicales

El Problema del Angel de Conway también se puede poner en términos
de Teorfa de Graficas. Fijemos un poder para el Angel, por ejemplo 2. Con-
sideraremos la grafica que tiene como vértices los puntos con coordenadas
enteras en el plano. Dos vértices estaran unidos por una arista si el Angel
puede moverse de uno a otro. En cada turno, el Diablo quita un vértice y el
tablero ahora se transforma en la grafica generada por los vértices restantes.
El objetivo del Diablo es dejar al Angel en una componente conexa finita.
El objetivo del Angel de nuevo es moverse indefinidamente.

En esta seccién planteamos el problema en un contexto mas general.

7.1. Graficas angelicales

Consideremos una grafica G sin lazos en la cual cada vértice tiene grado
finito. El Angel y el Diablo jugardn en esta gréfica. El estado del juego en
cada momento serd una pareja ordenada (H,v), donde H es una subgrafica
de G y v es un vértice de H. Inicialmente, H = G y entonces v simplemente
es un vértice de G. El Angel y el Diablo juegan alternadamente a cambiar
el estado del juego con las siguientes reglas:

» El Angel puede cambiar la pareja (H,v) a la pareja (H,w) siempre y
cuando w sea adyacente a v en H.

T
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» El Diablo puede cambiar la pareja (H,v) a la pareja (H —w, v) siempre
y cuando w € H y w # v.

El Diablo gana si logra conseguir una posicién (H, w) en la cual w esté en
una componente conexa finita de H. El Angel gana si puede evitar esto.

Diremos que una pareja (G, u) es angelical si el Angel gana en el juego
iniciado en (G, u). En otro caso, diremos que la pareja es no-angelical. En al-
gunos casos, como en graficas transitivas en vértices, no importa qué vértice
sea u 0 queda implicito. En casos asi simplemente diremos “G es angelical”
o “G no es angelical”.

Observacioén 7.1.1. » SiG es finita, entonces el Diablo gana instantdanea-
mente y por tanto ninguna pareja (G,u) con G grifica finita es ange-
lical. Para mantener el problema controlado supondremos que G tiene
una cantidad numerable de vértices.

» Si en una posicion (H,v) el Diablo quita un vértice que no estd en
la componente conexa de v en H entonces estd desperdiciando turnos.
De manera similar, el A,ngel nunca podrd llegar a un vértice fuera de
la componente conexa de v en H. De modo que podemos asumir, sin
pérdida de generalidad, que en cada turno H es coneza.

La condiciéon de quedar en una componente conexa finita parece ser dis-
tinta a la condicién de pedir que el Angel ya no se pueda mover. Sin embar-
go, el siguiente resultado muestra por que ambas condiciones nos dan juegos
equivalentes.

Proposiciéon 7.1.2. Cambiar la condicién de victoria para el Diablo a llegar
a una posicion (H,v) en la cual v es un vértice aislado de H no cambia al
ganador del juego.

Demostracion. Si el Diablo puede aislar el vértice v entonces ha logrado que
quede en una componente conexa finita (formada inicamente por el vértice
V).

Supongamos ahora que el Diablo puede dejar al vértice v en una com-
ponente conexa finita con n vértices. Probaremos por induccién sobre n que
el Diablo puede aislar al vértice del Angel. Sin =1, entonces el inico vérti-
ce en la componente conexa es v y terminamos. En otro caso, el Angel sélo
puede moverse a otro vértice w en su componente conexa, después de lo cual
el Diablo puede quitar a v (pues G no tiene lazos). Esto reduce al menos
en 1 la cantidad de vértices en la componente conexa de w y por tanto, por
hipétesis inductiva, el Diablo puede aislar a w. ]



7.1. GRAFICAS ANGELICALES 79

Veamos algunos ejemplos:

Proposicién 7.1.3. La grdfica en la cual los vértices son los cuadrados de
un tablero infinito de ajedrez extendido hacia todas las direcciones y en la
cual dos vértices estdn unidos st y solo si un rey de ajedrez puede llegar de
uno a otro en n pasos es angelical para n > 2 y no lo es paran = 1.

La Figura [7.I] muestra cémo se verfa una parte de la grafica para n = 1.

Figura 7.1: La gréfica juega el Rey contra el Diablo.

Demostracion. El resultado para n = 1 es consecuencia del Teorema |4.1.4
El resultado para n > 2 es resultado del Teorema O

Proposicion 7.1.4. Si G es el drbol binario completo infinito, entonces G
es angelical.

Demostracion. Colocamos el arbol binario de modo que el vértice inicial del
Angel esté hasta arriba y de modo que hacia abajo se vaya bifurcando. En
la grafica inicial, a cada vértice v le asociamos sus decendientes izquierdos,
que son los vértices a los que se puede llegar con un camino cuya primer
arista es la arista que baja por la izquierda. Analogamente le asociamos sus
decendientes derechos. Estos son dos conjuntos ajenos cuya union tiene a
todos los decendientes del vértice.

Si al primer turno el Diablo pasé de (G,v) a (G — w,v), supondremos
sin pérdida de generalidad que w estd en los decendientes derechos de wv.
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X

Figura 7.2: El arbol binario.

Entonces el Angel puede moverse a su decendiente izquierdo u. Notemos
que ningtn decendiente izquierdo de v estd eliminado, y por tanto ningtin
decendiente de u estd eliminado. Por lo tanto el Angel llega de nuevo a
la posicién inicial. Asi, repitiendo esta estrategia en cada vértice, el Angel
puede moverse indefinidamente. ]

Proposicion 7.1.5. Sea k un entero positivo. Si G es la grdfica cuyos vérti-
ces son los enteros y en donde dos vértices i y j son adyacentes si y solo si
|i — j| <k entonces G no es angelical.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el vértice
inicial es el 0. El Diablo eliminard en sus turnos los siguientes vértices:
—k2—k,—k®—k+1,..., —k>—1, 2k>+1, 2k>+2, ..., 2k®>+ k. Demostraremos
que en efecto puede hacer estos movimientos y que al final encierra al Angel
en el intervalo [—k?, 2k?].

Primero veremos que el Angel no puede interferir con los k primeros mo-
vimientos del Diablo, es decir, que no puede estar en una de las casillas que
el Diablo quiere quitar. Como en cada movimiento el Angel puede moverse a
lo méas k enteros a la izquierda, entonces en £ movimientos llegard maximo
a —k2. Pero todos los pasos del Diablo estdn mds a la izquierda que eso.
Notemos que a partir de este momento el Angel ya no puede ir méas a la iz-
quierda que el entero —k? pues el primer entero a la izquerda atn disponible
esel k> —k—1y -k —(-k*—-k-1)=k+1>k

Ahora veremos que no puede interferir con los siguientes k. De manera
similar al caso anterior, en 2k pasos el Angel maximo puede llegar al entero
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2k?. Pero los pasos k+ 1, k+2, ..., 2k del Diablo estén a la derecha de este
entero. Ademads, de manera similar al caso anterior el Angel ya no puede
avanzar mas a la derecha del entero 2k? pues de nuevo tendria que moverse
al menos k 4 1 enteros, lo cual no es posible.
Asi, el Diablo ha logrado atrapar al Angel en el intervalo k% 2k%] y
por tanto gana el juego
O

Lo que nos dice este iltimo ejemplo es que el Angel de cualquier poder
pierde en Z.

Después de desarrollar herramientas podremos dar algunos otros ejem-
plos.

7.2. La formalizacién del Problema del Angel

En esta seccién estableceremos formalmente el Problema del Angel en
una grafica. Hasta ahora hemos podido decir muchas cosas tan sélo con
la intuicién que tenemos de “tener estrategia sin importar cémo juegue el
otro”. Sin embargo, para poder enunciar algunos resultados precisamente,
necesitamos una definicién més formal. Esta seccién es un poco técnica, pero
nos facilitara probar algunos resultados después.

7.2.1. La digrafica de juego

Recordemos que habiamos planteado el problema como sigue. El Angel y
el Diablo juegan en una gréafica G con ciertas condiciones. El estado del juego
en cada turno es una pareja (H,v) con v € H. El Diablo puede cambiar el
estado a (H —w,v), donde w € H es distinto de v y el Angel puede cambiar
el estado a (H,w), donde w es adyacente a v en H. El Diablo gana si logra
conseguir una posicién (H,v) en la cual v esté en una componente finita de
H. El Angel gana si puede evitar esto.

El problema con esta forma de decir las cosas es que estamos permitiendo
a los jugadores tener turnos, y decir “juegan alternadamente” atin no queda
claro como un concepto formal. Del mismo modo, que el Diablo “consiga”
hacer algo o que el Angel “pueda escapar sin importar qué” también es algo
informal. Para hacer estos conceptos méas tangibles, seguiremos el ejemplo
de la teoria de juegos finita.

Para empezar, queremos reflejar formalmente la idea de que los jugadores
estan jugando por turnos. Para esto agregaremos a los estados de juego
un tercer elemento. Es decir, a cada estado (H,v) le anadiremos un tercer
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elemento j € {A, D}, el cual indicard “a qué jugador le toca”. Vamos a
plantear la digréfica del Probema del Angel como sigue.

Definicion 7.2.1. La digrdfica del Probema del Angel para la pareja inicial
(G,u), a la cual denotaremos D(q,y, es la digrdfica que estd definida como
sigue:

» Los vértices son las ternas (H, v, j) con H una subgrdfica de G obtenida
a partir de quitar una cantidad finita de vértices de G, v un vértice en
Hyje{A D}.

» Las flechas son de alguno (y sdlo de alguno) de los siguientes tipos:

e De (H,v,A) a (H,w,D) siw es adyacente a v en H.

e De (H,v,D) a (H—w,v,A) si w es un vértice de H distinto de
v.

Hagamos algunas observaciones.
Observacion 7.2.2. La digrdfica DG -

= Fs bipartita. En un lado ponemos a las ternas con j = A y en el otro
ponemos a las ternas con j = D. Al subconjunto de vértices con j = A
lo llamaremos el “lado del Angel” y lo denotaremos por L. De modo
stmilar, al subconjunto de vértices con j = D lo llamaremos el “lado
del Diablo” y lo denotaremos por Lp.

= No tiene ciclos. Esto se debe a que cada que el Diablo juega cambia H
a una subgrdfica propia.

= Fs muy distinta a la grdfica original G. La grdfica G es en donde
el Angel y el Diablo juegan, mientras que D) nos dice todas las
formas en las que podrian jugar. En realidad D(q, es una digrdfica
muy grande.

En la digrafica de juego una trayectoria es una posible forma de jugar.
Es decir, mientras el Diablo y el Angel juegan en la grafica G moviéndose
y eliminando cuadrados, en la digrafica se va haciendo una trayectoria que
guarda la informacién de todo lo que sucede.

Con esta digrafica ya podemos enunciar el concepto clave de “estrategia
ganadora”.
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Figura 7.3: La digréfica de juego D)

Definicién 7.2.3. (Estrategia ganadora para el Angel)
Diremos que el Angel tiene estrategia ganadora si existe un conjunto ga-
nador 4 C La y un conjunto respuesta R4 C Lp que cumplen lo siguiente:

L] (G,u7A) € Ej.

= Para cada elemento de E4, existe una flecha hacia un elemento de
Ry4.

= Para cada elemento de Ry, todas las flechas son hacia elementos de
Ey.

Definicién 7.2.4. (Estrategia ganadora para el Diablo)

Diremos que el Diablo tiene estrategia ganadora si existe un conjunto
ganador Ep C Lp y un conjunto respuesta Rp C Ly que cumplen lo si-
guiente: Llamaremos a un subconjunto Ep de Lp una estrategia ganadora
para el Diablo si cumple las siguientes condiciones:

L] (G,U,A) € Rp.

s Para cada elemento de Ep, existe una flecha hacia un elemento de

Rp.
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= Para cada elemento de Rp, todas las flechas son hacia elementos de
Ep.

» Todas las trayectorias dirigidas en Ep U Rp son finitas.

Ambas definiciones de estrategia conservan las ideas de la teoria de juegos
finita. La primera condicién nos dice que el jugador sabe qué hacer al inicio
del juego. La segunda nos dice que el jugador siempre tiene una respuesta.
Y la tercera nos dice que no importa qué haga el oponente tras la respuesta,
de nuevo el jugador sabe qué hacer.

7.2.2. Equivalencias e incompatibilidad de estrategias

Es un hecho conocido que en todo juego finito con ciertas condiciones
razonables existe un jugador que tiene estrategia ganadora. La prueba de
esto es inmediata. Bajo las definiciones de estrategia que acabamos de plan-
tear no es totalmente claro que algin jugador tenga estrategia ganadora.
Asi mismo, tampoco es totalmente claro que una estrategia ganadora del
Angel sea incompatible con una estrategia ganadora para el Diablo. Vere-
mos que las respuestas a estos problemas estan relacionadas con el hecho de
que en las graficas que tomamos los vértices tengan grado finito.

Otra observacion es que la definicién que dimos de estrategia ganadora
para cada jugador no es totalmente claro que sea la del juego original. Tra-
taremos estos asuntos ordenadamente. Primero veremos que la existencia de
una estrategia ganadora para el Diablo hace que pueda atrapar al Angel.
De acuerdo con la Proposicién basta ver que el Diablo puede dejar al
Angel en un vértice aislado.

Proposicion 7.2.5. Si el Diablo tiene estategia ganadora, entonces puede
jugar de modo que deje al Angel en un vértice aislado.

Demostracion. Cada que el Diablo se encuentra con que el Angel dej6 una
posicién (H,v, D) en Ep, entonces por definicién de estrategia ganadora
para el Diablo existe un vértice que puede quitar para dejar la posicién
(H —w,v,D) en Rp para la cual todas las flechas que salen caen de nuevo
en Fp. Como ademds la posicién inicial (G,u, A) estd en Rp, entonces
el Diablo puede garantizar que la trayectoria de juego esté en Ep U Rp.
Pero de acuerdo a la definicion de estrategia ganadora del Diablo, cualquier
trayectoria en Ep U Rp es finita.

Tomemos el tltimo vértice (H,v,j) de la trayectoria de juego. No es
posible que j = D, pues el Diablo siempre tenia una respuesta. De modo
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que j = A, es decir, el Angel se encontrd con una situacién en la cual ya no
podia hacer nada. Pero esto sdlo puede ser posible si v es un vértice aislado
en H.
Asi, el hecho de que exista una estrategia ganadora para el Diablo, per-
mite que éste pueda dejar al Angel en un vértice aislado.
O

Ahora veremos que la definicién de estrategia ganadora que tenemos de
Angel en realidad refleja la idea de que “se mueva indefinidamente”.

Proposicién 7.2.6. Si el Angel tiene una estrategia ganadora, entonces
cualquier trayectoria dirigida finita en E4 U Ry (con la notacidn como en
la definicion) que comienza en (G,u, A) se puede extender.

Demostracion. Tomemos una trayectoria dirigida finita en E4 U Ry4.

Si su vértice final (H,v,j) estd en E 4, entonces por definicién de tener
estrategia ganadora sabemos que existe una flecha que sale de (H, v, j) hacia
un vértice en R4, de modo que esta flecha extiende a la trayectoria.

Si el vértice final (H,v, D) esd en Ry, entonces no puede ser (G, u, A)
(pues este estado estd en E4), de modo que tiene un vértice antecesor
(H,w,A) con w adyacente a v en H y w # v pues H C G y G no tenia
lazos.

Asi, podemos extender la trayectoria hacia (H — w,v, A), y este vértice
en efecto estd en E4 pues por la definicién de estrategia ganadora, toda
flecha desde (H,v, D) cae en E4. O

Proposicién 7.2.7. Si el Angel tiene una estrategia ganadora, entonces
cualquier trayectoria finita en E4 U Ry que comienza en (G,u, A) se puede
extender a una trayectoria infinita.

Demostracion. De acuerdo a la proposicién anterior, cualquier trayectoria 7
como la de la hipoétesis se puede extender repetidamente a trayectorias Tw,
Twiws, .... Esto nos da una forma recursiva de extender la trayectoria de
TWi ...w, agregando un vértice wyy1.

Una trayectoria infinita es una sucesion de vértices conectados, y una
sucesion es una funcién de dominio N. De este modo, con la forma recursiva
de encontrar vértices, el Teorema de Recursiéon (Teorema nos garantiza
la existencia de una trayectoria infinita. O

Asi, demostramos que si el Angel tiene estrategia ganadora segtin nuestra
definicién, entonces podemos extender una trayectoria en F4 U R4 tanto
como queramos, incluso hasta volverla infinita. Regresando al Problema del
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Angel, esto da instrucciones al Angel para que, sin importar qué vértices
elimine el Diablo, pueda escapar indefinidamente en (G, 1), de modo que en
realidad el escape del Angel en GG estd en correspondencia con un tipo de
“escape” en D g y)-

Las observaciones anteriores son una muy buena pista de que sélo un
jugador puede ganar. Esto es lo que afirma el siguiente teorema.

Teorema 7.2.8. (Incompatibilidad de las estrategias ganadoras) Sdlo un
jugador puede tener estrategia ganadora.

Demostracion. La demostracion de esta proposicién requiere un poco de
cuidado. No podemos usar simplemente la Proposicién pues esta da
mucha libertad a las flechas que salen de Lp, sin embargo, para realmente
llegar a una contradiccion, tenemos que incorporar la informacion de que el
Diablo tiene estrategia ganadora. Sin embargo, recuperaremos varias de las
ideas de las demostraciones anteriores.

La idea es la siguiente. Supondremos que ambos jugadores tienen estrate-
gias ganadoras. Usando la estrategia del Angel, alargaremos una trayectoria.
Usando la estrategia del Diablo, veremos que esta trayectoria se queda en
EpURp. Por el Teorema de Recursiéon, podremos construir una trayectoria
infinita en Ep U Rp. Esto entrard en contradiccién con el tiltimo punto de
la estrategia ganadora del Diablo.

Supongamos entonces que el Angel y el Diablo tienen estrategias gana-
doras y tomemos F4, R4, Ep y Rp como en la definicién.

Primero veremos que cualquier trayectoria dirigida finita en (RpNE4)U
(Ra N Ep) que comience en (G,u, A) puede extenderse. Tomemos una de
tales trayectorias y consideremos su vértice final w.

m Siw € L4, entoncesw € RpNE 4. Por definicién de estrategia ganadora
para el Angel, existe una flecha de w hacia un vértice w’ € R4. Pero
como w € Rp, entonces por la estrategia ganadora del Diablo tenemos
w' € Ep. De este modo, el vértice w’ extiende la trayectoria.

= Siw € Lp, entonces w € Ry N Ep. Por definicién de estrategia gana-
dora para el ]jiablo, existe una flecha de w hacia un vértice w’ € Rp.
Pero como w € Rp, entonces por la estrategia ganadora del Angel
tenemos w’ € E 4. De este modo, el vértice w’ extiende la trayectoria.

Esto nos da una forma recursiva de conseguir nuevos vértices en (Rp N
E4)U(RANED) que extiendan indefinidamente una trayectoria, y por tanto,
por el Teorema de Recursién (Teoremal9.1.1)), existe una trayectoria infinita
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en (RpNE4)U(RANEp) € EpURp. Por supuesto, la trayectoria formada
por el vértice (G,u, A) estd en (Rp N E4) U (Ra N Ep), de modo que esta
trayectoria se puede extender a una trayectoria infinita en Ep U Rp.

Pero la existencia de trayectorias infinitas en Ep U Rp entra en contra-
diccion con el tercer punto de la estrategia ganadora del Diablo, y por tanto
no es posible que ambos jugadores tengan estrategia ganadora. O

En los juegos infinitos, aunque no existan los empates, es posible que
ninguin jugador tenga estrategia ganadora. El siguiente teorema enuncia que
en este juego el Diablo o el Angel pueden forzar una victoria.

Teorema 7.2.9. (Ezistencia de una estrategia ganadora) Alguno de los ju-
gadores tiene una estrategia ganadora.

Demostracion. Consideremos el conjunto V' de vecinos de la posicion inicial
(G,u, A). Pueden pasar una de dos cosas:

= Para cualquier vecino v de u en G, hay un vértice w # v tal que
el Diablo tiene estrategia ganadora en el juego cuando se juega con
posicién inicial (G \ w,v, A). En este caso el Diablo también tiene
estrategia ganadora comenzando en (G, u, A), anadiendo (G, u, A) al
conjunto Rp y todos los vértices de la forma (G, v, D) con v vecino de
u al conjunto Ep.

= Hay un vecino v de u en G tal que para ninguno de los vértices w # v
el Diablo tiene estrategia ganadora en el juego cuando se juega con
posicién inicial (G \ w, v, A). A este vértice vecino lo nombraremos v;.

En el segundo caso encontramos un vértice v; que hace que “a partir de
ese momento” el Diablo no tenga estrategia ganadora. Repitiendo el argu-
mento, pero ahora iniciando en vq, no es posible que se de el primer caso,
pues si no el Diablo tendria estrategia ganadora, contradiciendo la eleccion
de v;. De modo que caemos en el segundo caso de nuevo, y por tanto podemos
encontrar un vértice vy a partir del cual el Diablo tampoco tiene estrategia
ganadora. Siguiendo inductivamente, variando las w podemos encontrar fa-
milias de vértices vy, vo, vs, ... que forman una estrategia ganadora para el
Angel.

O

En juegos infinitos no necesariamente alguno de los jugadores tiene una
estrategia ganadora. El hecho de que en este tipo de juegos si se debe a la
condicién ganadora del Angel, que simplemente consiste en “seguirse mo-
viendo”.
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7.3. Algunos resultados de graficas angelicales

Si el Angel puede ganar en una grafica, entonces también deberfa poder
ganar en una grafica que la contenga. Esto es lo que enuncia el siguiente
resultado.

Proposicién 7.3.1. Si (G,u) es una pareja angelical y G es subgrdfica de
K, entonces (K,u) también es una pareja angelical.

Demostracion. Supongamos que el Angel tiene una estrategia ganadora para
(G,u) con conjuntos F4 y Ry. Como los movimientos del Diablo siempre
dejan al Angel en una posiciéon de F4 y sabemos que ahi el Angel siempre
tiene una flecha de salida en la digrafica, entonces siempre tiene un vértice
al cual moverse.

Lo que hard el Angel para ganar en (K,u) es “pretender” que estan
jugando en (G,u). Recordemos que G tiene una cantidad numerable de
vértices, asi que numerémoslos v{, vo, .... Lo que queremos demostrar es
que no importa qué vértices elimine el Diablo en K, tenemos que el Angel
siempre puede jugar al menos un turno maéas. Supongamos que el Diablo
decide eliminar el vértice w; en su i-ésimo turno. Entonces le diremos al
Angel que se mueva como sigue:

= Si el vértice que elimina el Diablo estd en G, entonces el Angel debe
actuar segun le dice la estrategia de GG que actte.

= Si el vértice que elimina el Diablo estd en K \ G, entonces el Angel
actuard como si el Diablo hubiera eliminado el vértice v; con el menor
indice j que atin no ha sido eliminado. Asi, como v; estd en G, el Angel
sabe cémo responder.

Ahora, observamos lo siguiente. Como el Angel actia bajo la estrategia
de G, entonces siempre se estd moviendo en vértices de G. Asi, los vértices
que el Diablo elimina en K \ G no afectan el movimiento del Angel. De este
modo, podemos pensar que todo el juego se lleva a cabo en G, por lo que
E4 y R4 también dan una estrategia ganadora para el Angel en la pareja
(K, u).

O

Si el Angel puede ganar, entonces deberia poder ganar sin pasar dos
veces por un mismo vértice. La intuicién nos dice que la segunda vez que
pase por un vértice que ya habia pasado, las cosas “van a estar peores”, de
modo que en realidad no le convenia regresar.
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Proposicion 7.3.2. Sea G una grdfica sin lazos con vértices de grado finito
y u un vértice. Supongamos que el Angel y el Diablo juegan como se ha
propuesto en este capitulo, sélo que ahora el Angel cambia una pareja (H,v)
a una pareja (H—v,w) conw adyacente a v en H. Supongamos que el Diablo
tiene una estrategia ganadora en este juego. Entonces, el Diablo tiene una
estrategia ganadora para el juego original en (G, u).

Demostracion. Si fueramos muy formales todavia, tendriamos que decir pre-
cisamente qué quiere decir que el Angel “prometa” no pasar dos veces por
un mismo vértice, y qué quiere decir que el Diablo tenga una estrategia
ganadora en el nuevo juego. Esto resulta oscurecer la demostracién. Aprove-
charemos varias de las observaciones de la seccién pasada para valernos de
nuestra intuicién (de una manera justificada). Es por esto que la demostra-
cién de esta proposicion la daremos no en los términos formales que hemos
usado en este capitulo, sino en términos del Angel que escapa del Diablo.

Supongamos que el Angel y el Diablo estdn jugando en la gréifica G y que
el Angel esd en el vértice u. Supongamos también que cuando el Angel sale
del vértice u este desaparece y a partir de aqui el Diablo tiene una forma de
jugar J que le garantice atrapar al Angel. Veremos que el Diablo tiene una
forma de jugar que le asegure atrapar al Angel aunque no desaparezca el
vértice u. Supongamos entonces que el Angel estd en u, que no desaparece
y que le toca jugar al Diablo.

Sean w1, ug, ..., ug los vecinos de u. Al principio el Angel estd en wu
y por tanto la forma de jugar J le indica al Diablo un vértice v que tiene
que eliminar. El Diablo lo elimina. El Diablo seguirda jugarando segin J
mientras el Angel no pase de nuevo por u. Cuando el Angel pase por u, el
Diablo eliminara uno de los vértices u;, pero fingird que nunca lo hizo. La
parte clave es que esto no retrasa al Diablo con la forma de jugar establecida
por J, pues el Diablo ya eliminé al principio v. Si la estrategia establecida
por J le pide al Diablo eliminar vértices que ya fueron eliminados, entonces el
Diablo “pasa” ese turno (por la Proposiciénesto no afecta su objetivo).

El Diablo nunca se retrasa con la forma de jugar J, de modo que si a
partir de un momento el Angel deja de pasar por el vértice u entonces el
Diablo lo atrapa con J. Por otro lado, si el Angel no deja de pasar por u
entonces el Diablo eliminara todos sus vecinos tras la k-ésima vez que el
Angel pase por ahi, y por tanto el Diablo también lo atrapa.

O

Intuitivamente, una de las condiciones necesarias para que el Angel pueda
escapar es que tenga a su disposicién muchos vértices en el futuro. Esto se
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debe a que, si por el contrario, tuviera menos de n vértices disponibles
dentro de n turnos, entonces el Diablo podria eliminarlos y dejar encerrado
al Angel. La siguiente proposicion muestra esto formalmente. Recordemos
que S,(u) denota al conjunto de vértices a distancia r del vértice u.

Proposicién 7.3.3. Si en la pareja (G, u) se tiene para algunar que |Sy(u)| <
r, entonces la pareja (G,u) no es angelical.

Demostracion. Si |Sy(u)| = 0, esto quiere decir que el Angel no puede ale-
jarse a una distancia mayor a r de u. Como cada vértice tiene grado finito,
entonces la componente conexa en la que estd es finita y por tanto el Diablo
gana al primer turno. Supongamos entonces que |Sy(u)| > 0.

Figura 7.4: Las esferas alrededor de la posicién del Angel

Sean wy, wa, ..., wi con k < r los vértices en S, (u). El Diablo en sus
primeros k turnos deberd quitar en su i—ésimo turno el vértice w;. El Angel
no podra interferir con ninguno de estos movimientos pues para llegar a
Sy(v) necesita al menos r turnos. Los vértices w; eran la unica forma en la
cual el Angel podia alejarse més de r unidades de su posicién inicial, pues
para llegar a S,41(u) se tiene que pasar por un vértice de S, (u).

Asi, el Angel ha quedado atrapado en B, (u). Como cada vértice tiene
grado finito, el Angel queda en una componente conexa finita. ]
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Corolario 7.3.4. Si una pareja (G,u) es angelical, entonces |B,(u)| crece
al menos cuadrdticamente con 7.

Demostracion. Usando la proposicién anterior, tenemos que;

| B, (u)| = |So(u) USi(u)U...US.(u)
= [So(w)| + [S1(w)| + ... + [Sr(u)]
r(r+1)

>04+1+2+...+r= 5

Esta tultima expresién es cuadratica en r. ]

La Proposicién nos permite detectar muchas parejas (G, u) que no
son angelicales. Por ejemplo, retomemos el ejemplo [7.1.5) Dos enteros eran
adyacentes si su diferencia era menor o igual a una constante k. De este
modo, cada S, (v) tiene 2k elementos. Asi, tomando r = 2k + 1 tenemos que
|Sr(v)| = 2k < 2k + 1 = r, de modo que por la Proposicién tenemos
una grafica no angelical.

El siguiente ejemplo muestra una pareja (G,u) que es angelical, en la
cual si a G se le quita cualquier vértice, entonces ya no es angelical. En
cierto sentido nos dice que el resultado de la Proposicién [7.3.3] es justo para
encontrar graficas no angelicales.

Proposicion 7.3.5. Tomemos la grdifica G cuyos vértices son los puntos de
coordenadas enteras no negativas (x,y) tales que:

m2=0yy=00
">y

Hay una arista entre el vértice (a,b) y el (¢,d) si la —c| = 1. La pa-
reja (G, (0,0)) es angelical, sin embargo, si tomamos un vértice (a,b) de G
distinto de (0,0) entonces la pareja (G — (a,b),(0,0)) no es angelical.

Demostracion. Veamos que en efecto (G, (0,0)) es angelical. Recordemos
que el Angel juega primero. Asi, cuando al Angel le toque jugar su k-ésimo
turno el Diablo a lo més ha eliminado k — 1 de los k vértices (k,0), (k, 1),
..., (k,k — 1). La estrategia del Angel serd en su k-ésimo turno moverse al
vértice de estos que el Diablo no ha eliminado.

Probemos inductivamente que en efecto puede hacer esto. En su primer
turno el Diablo no ha eliminado nada y por tanto el Angel puede moverse



92 CAPITULO 7. GRAFICAS ANGELICALES

de (0,0) a (1,0). Supongamos que al turno k£ se movié a un vértices de la
forma (k,a). Por lo que argumentamos, hay un vértice de la forma (k+1,b)
libre y, por definicién de la gréfica, es adyacente a (k,a). De este modo, el
Angel puede moverse a (k + 1,b) en su turno k + 1.

Ahora veremos que si (a,b) # (0,0) entonces (G — (a,b),(0,0)) no es
angelical. Tenemos que S,(0,0) le falta uno de sus a elementos. De este
modo, [5,(0,0)] = a — 1 < a. De este modo, por la Proposicién la
grafica no es angelical. Notemos, sin embargo, que el Angel si puede jugar
por al menos a — 1 turnos. O

Sin embargo, no hay que irnos con la finta de que la Proposicién [7.3.3
es suficiente para detectar todas las graficas no angelicales. De hecho, un
problema con la Proposicién [7.3.3] es que es muy cuantitativa, y poco cuali-
tativa. Por ejemplo, es suceptible a no detectar cuellos de botella, incluso en
graficas en donde |S,(u)| crece muy rapido con r. Consideremos la grafica
de la Figura 7.5

Figura 7.5: Una gréfica con muchos vértices en cada esfera pero con cuellos de
botella.

En esta grafica, |S,(u)| crece exponencialmente con 7, pero los cuellos de
botella en ambas direcciones permiten que el Diablo capture al Angel en 2
turnos. Ejemplos como este nos muestran que el problema para graficas en
general puede ser muy salvaje. Tal vez el problema sea méas noble en graficas
mas controladas, como graficas regulares, o graficas de Cayley.

Terminamos nuestras investigaciones con una pregunta interesante. Su-
pongamos que iniciamos con cierta pareja (G,v). Sabemos que pasa lo si-
guiente. Para cada natural n, existe una estrategia del Angel que le permite
sobrevivir al menos n turnos. ;Sera cierto que hay una estrategia que le per-
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mita escapar indefinidamente? Esta es una pregunta un poco delicada, pues
el orden de los cuantificadores es importante. No sabemos si hay una estra-
tegia que funcione para todas las n, sino que para cada n hay una estrategia
(que depende de n) que permite que el Angel escape al menos n.

Para entender la delicadeza del asunto, daremos un ejemplo en el cual el
Angel tiene estrategias para cada n, pero que no puede escapar del Diablo.
Para dar este ejemplo le daremos oportunidad a un vértice de la grafica que
tenga grado infinito. Después nos preguntaremos qué sucede si el grado de
todos los vértices es finito.

Proposicion 7.3.6. Hay una grdfica G con un vértice w € G tal que para
cada n el Angel tiene estrategias para sobrevivir al menos n turnos comen-
zando en (G,u), pero tal que la pareja (G,u) no es angelical.

Demostracion. Consideremos la grafica de la Proposicién [7.3.5] Para cada
1 > 2 entera llamaremos G; a la grafica obtenida a partir de esta al quitar
el vértice (i,0). Armaremos una nueva grafica G como sigue. Tomaremos
un vértice base u. A u lo conectaremos con los vértices (0,0) de cada una
de las gréficas G; que construimos. Esto lo podemos ver en la Figura
Afirmamos que la pareja (G, u) cumple lo pedido en el problema.

Por un lado, tomemos un entero positivo n y supongamos que el Angel
quiere sobrevivir al menos n turnos. Entonces puede lograr esto jugando de
la siguiente manera:

= Si estd en u, entonces se mueve al vértice (0,0) de G,,, donde m es el
menor entero mayor a n en donde el Diablo no ha eliminado vértices
en Gp,.

» Siesd en un vértice (0,0) y el Diablo no eliminé el vértice u, entonces
el Angel regresa a u.

» Si esd en un vértice (0,0) de G,, y el Diablo ya eliminé el vértice u,
entonces el Angel juega como en la demostracién de la Proposicion
para jugar al menos m turnos.

Si el Diablo no elimina el vértice u en los primeros n turnos, entonces el
Angel pasea repetidamente entre vértices (0,0) y el vértice u y por tanto se
mueve al menos n turnos. De este modo, hay un momento en los primeros
n turnos que el Diablo debe eliminar el vértice u. Por la manera en la que
juega el Angel, en este momento el Angel estd en un vértice (0,0) de una
grafica G, con m > n. Por la demostracién de la Proposicion [7.3.5] a partir
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Figura 7.6: Una gréfica en la cual el Angel puede sobrevivir cuanto quiera, pero
no escapar.

de aqui el Angel puede jugar al menos m — 1 turnos, en particular, al menos
n.

Sin embargo, el Diablo puede jugar de la siguiente forma para atrapar
al Angel, aunque tarde mucho. Supongamos que el primer movimiento del
Angel es al vértice (0,0) de Gy,. Entonces el Diablo en su primer turno
elimina el vértice u. Asi, el juego se lleva acabo totalmente en G,,. Por la
Proposicion el Diablo puede atrapar al Angel.

De este modo, sin importar que haga el Angel, del Diablo gana en (G,u)
y por tanto (G, u) no es una pareja angelical.

O

Bajo la luz de este ejemplo, el siguiente teorema es algo sorprendente.
Basta agregar la hipdtesis de finitud de los grados para garantizar que un
Angel con estrategias para cada n tiene una estrategia para escapar indefi-
nidamente. Conversamente, lo que muestra el siguiente resultado es que si
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el Diablo puede ganar en una grafica asi, entonces puede ganar en menos de
una cantidad finita fija de turnos que no depende de cémo juegue el Angel.

Teorema 7.3.7. Si G es una grifica sin lazos, en donde cada vértice tiene
grado finito, u € G y para cadan el Angel tiene estrategias para sobrevivir al
menos n turnos comenzando en (G, u), entonces la pareja (G, u) es angelical.

Demostracion. Probaremos el contrapositivo, es decir, que si el Diablo puede
ganar, entonces puede ganar en una cantidad acotada de turnos. Suponga-
mos que el Diablo tiene una estrategia ganadora, es decir, en la digrafica de
juego D, hay ciertos conjuntos Ep y Rp que cumplen con la definicién.
Consideremos la subdigréafica D’ de D(q,u) generada por estos conjuntos. Por
definicién de estrategia ganadora para el Diablo, el Diablo puede jugar para
que todo el juego se lleve acabo en D’.

A los vértices de Ep (en D') les quitaremos todas sus flechas hacia afuera
excepto una (esto es para que el Diablo tenga bien definido qué tiene que
hacer en cada turno). El juego sigue llevandose acabo en D'. Tras hacer
este cambio, también nos deshacemos de todos los vértices que no puedan
ser alcanzados desde (G,u,A) con una trayectoria dirigida. A la grafica
finalmente asi obtenida la llamamos C.

Afirmamos que C' es finita. De no serlo, cumpliria todas las hipdtesis
del lema de Koénig (Proposicién . En efecto, cada vértice de la forma
(H,v,A) tiene exgrado finito por que en G los grados son finitos. Cada
vértice de la forma (H,v, D) tiene exgrado 1. Ademds, nos deshicimos de
todo lo no alcanzable desde (G,u, A). Asi, por el lema de Konig, tendria
una trayectoria infinita. Pero esto entra en contradiccion con la definicion
de estrategia ganadora para el Diablo.

Como C' es finita, hay un camino dirigido que comienza en (G, u, A)
de longitud maxima m. Esta m es una cota para la longitud del juego si
el Diablo juega con la estrategia que le define C, y por tanto el Angel sin
importar cémo juegue, no puede tener una estrategia que lo haga jugar mas
de m turnos. O
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CAPITULO 8

Conclusiones

Como se mencioné al inicio de este trabajo, la historia del Problema del
Angel de Conway es un bonito cuento. Es un relato interesante y motivacio-
nal que muestra la variedad de herramientas de las cuales nos valemos los
matematicos para resolver los problemas que encuentramos. Es realmente
interesante también la cantidad de temas de las matematicas que se pueden
reunir para resolver un problema que parece tan inocente.

La historia, como tuve el gusto de conocerla en este viaje, termina aqui.
Por supuesto, quedaron muchas cosas por decir, y al lector interesado de
nuevo hacemos la invitacidon de consultar la bibliografia.

Creemos que todos estos resultados dejan abiertas puertas hacia caminos
muy interesantes. El Problema del Angel de Conway atn se presta a muchas
generalizaciones més, hacia el terreno de lo continuo y hacia el terreno de la
probabilidad. Por otros lados, también se puede preguntar qué sucede con
fichas de ajedrez menos poderosas. Estd también la posibilidad de trabajar
con el problema en otras geometrias.

i Qué pasa si el Diablo puede cortar curvas de longitud 1 en el plano?
. Seréd cierto que si el Angel de poder muy alto juega, entonces gana con
probabilidad 17 ;Qué pasé con el caballo de ajedrez? ;Qué sucede si el
Angel y el Diablo juegan en el plano hiperbélico? ;O en el toro? ;O en un
cono infinito?

Estas y muchas otras preguntas méas quedan en espera de una respuesta.
No dudamos que haya otros espiritus aventureros que se animen a escribir
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otro capitulo mas de este cuento.



cAPITULO 9

Apéndice: Teoria

En este apéndice recopilamos algunas definiciones, proposiciones y teore-
mas que se usan a lo largo de esta tesis. En la mayoria de los casos no damos
las demostraciones, pues son hechos conocidos que se pueden encontrar en
un libro. Referimos al lector a textos como [13] y [1].

9.1. Conjuntos

En esta seccion recordaremos algunos conceptos de teoria de conjuntos.
Daremos por conocido las definiciones y propiedades bésicas. Dados dos
conjuntos A y B denotaremos por A\ B a la diferencia entre A y B, es decir,
al conjunto que tiene a los elementos de A que no estén en B. Denotaremos
por |A| a la cantidad de elementos de un conjunto cuando este sea finito.

Diremos que un conjunto infinito A es numerable si existe una biyeccién
de A al conjunto de los naturales N. En otro caso diremos que A es no
numerable.

En algunas ocasiones usaremos implicitamente el Axioma de Eleccion.
Recordemos que el Axioma de Eleccién dice que si tenemos una familia de
conjuntos A = {4, }ier, todos ellos no vacios, entonces existe una funcién
que “elige un elemento” de cada conjunto, es decir, existe f: A — (J;c; A
de modo que f(A4;) € A;.

Para algunas pruebas usaremos el Teorema de Recursién. Este afirma lo
siguiente.
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Teorema 9.1.1. Sea S un conjunto y f : S — S una funcion. Tomemos
ademds un elemento sg de s. Entonces existe una unica funcion g : N — S
que satisface las siguientes dos condiciones:

= 9(0) = so

= g(n+1) = f(g(n))

9.2. Graficas y digraficas

Una gréfica G es una pareja (V, E') de conjuntos de modo que E es una
relacién simétrica en V. A V le llamamos el conjunto de vértices de Gy a
el conjunto de aristas. Si en F no hay ninguna pareja de la forma (v, v) para
v € V, decimos que G no tiene lazos. A una grafica la podemos representar
con un dibujo poniendo un punto por cada vértice y una linea entre dos
puntos si sus vértices estan relacionados por F.

Si el contexto es claro, a veces nos referiremos a los vértices en V' como
vértices de GG y a las aristas en F como a las aristas de G. Si dos vértices
estan relacionados por E diremos que son adyacentes, que estan unidos por
una arista o que son vecinos. El grado de un vértice es la cantidad de vértices
con los cuales es vecino. Notemos que no le hemos dado ningina condicién
de finitud al conjunto de vértices ni al conjunto de aristas, de modo que el
grado podria ser un cardinal.

Diremos que dos gréaficas G = (V,E) y G' = (V', E’) son isomorfas si
existe una funcién biyectiva entre sus vértices que preserve adyacencias. En
otras palabras, dos graficas son isomorfas si existe f : V. — V' biyectiva
de modo que para cualesquiera u y v vértices de g se tiene que u y v son
adyacentes si y sélo si f(u) y f(v) lo son. La nocién de isomorfismo en
graficas nos permite decir cuando dos graficas “son iguales” si lo tinico que
nos importa es la adyacencia. La relacién “ser isomorfas” es una relacion de
equivalencia.

Una clase especial de graficas son las gréaficas bipartitas. Decimos que
una grafica es bipartita si existe una particién de sus vértices X,Y de modo
que no haya aristas entre elementos de X ni entre elementos de Y. Quizas
la particién de vértices de una grafica bipartita no sea unica.

Una subgrafica de una grafica G es un subconjunto S de vértices en
G que forman una grafica cuyas aristas también son aristas de G y unen
vértices de S. Sin embargo, muchas veces abusaremos de la notacién al decir
que una grafica H es subgrafica de una grafica G otra cuando en realidad
nos estemos refiriendo a que H es isomorfa a una subgrafica de G.
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Una grafica siempre es subgrafica de si misma. Si tomamos un subcon-
junto de vértices S de una grafica G podemos considerar la grafica generada
por S, que tiene como vértices a todos los elementos de S y como aristas a
todas las aristas entre ellos que sean aristas en (G. Si tenemos v un vértice
de G, denotaremos por G —v a la subgrafica generada por V — {v}. En otras
palabras, G — v es la grafica que se obtiene de eliminar al vértice v y todas
las aristas que lleguen a él.

Una camino en una grafica es un conjunto de vértices vg, vy, ..., vx de
modo que v; sea adyacente a v;11 para cada i € {0,...,k —1}. A vy le
llamamos el vértice inicial del camino y a vy, el vértice final. A k le llamamos
la longitud del camino. Una trayectoria es un camino que no repite vértices.
Un ciclo es un camino con k£ > 3 de modo que vy y vg son la tinica pareja
de vértices iguales.

Proposiciéon 9.2.1. Si en una grdfica G hay un camino de un vértice u a
un vértice v entonces hay una trayectoria de u a v.

Tomemos dos vértices u y v de una grafica. Si v = v, diremos que la
distancia de u a v es cero. Si existe un camino de u a v diremos que u y v
estan conectados y diremos que ese camino los une. En este caso definiremos
la distancia de v a v como la longitud del camino mas corto que los une.
En caso de que no exista un camino de u a v diremos que u y v no estan
conectados. En este caso diremos que la distancia de u a v es co. Una gréfica
en la cual todo par de vértices estan conectados la llamaremos una grafica
conexa.

Proposicion 9.2.2. La distancia asi definida en una grdfica conexa es una
métrica, es decir, es simétrica, la distancia a un elemento a otro es cero si
y sélo st son iguales y cumple la desigualdad del triangulo.

Para un natural r y un vértice v de una grafica, denotaremos por B, (v),
B.(v) y Sr(v) a la bola abierta, la bola cerrada y la esfera de radio r con
centro en v. La bola abierta consiste de los puntos a distancia menor a r de
v. La bola cerrada consiste de los puntos a distancia menor o igual a r de v.
La esfera de radio r consiste de los puntos a distancia r de v.

Proposicion 9.2.3. Si cada vértice de una grdfica tiene grado finito, en-

tonces By(v), By(v) y Sr(v) son finitos para cada natural v y vértice v.

A una gréfica conexa en la cual no hay ciclos la llamaremos un &rbol.
Un vértice de grado 1 en una grafica se le conoce como una hoja.
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Proposicion 9.2.4. Todo drbol con una cantidad finita de vértices y al
menos dos vértices tiene al menos dos hojas.

Una grafica también puede tener trayectorias infinitas. Una trayectoria
infinita “hacia un lado” en una grafica es una sucesién de vértices distintos
{v; }ieny de modo que si dos indices son consecutivos entonces los vértices son
adyacentes. De modo similar se puede definir una trayectoria infinita “hacia
ambos lados”. En este caso es una sucesién de vértices distintos {v;}iez,
que de nuevo cumple que dos vértices son adyacentes si sus indices son
consecutivos.

Podemos pensar a una digrafica como una grafica a la cual a cada arista
le asignamos una direccién o la transformamos en dos aristas, una en cada
direccién. A las aristas con direccién les llamamos flechas. Si a la arista uw
le asignamos la direccién “de u a v”, entonces diremos que la flecha sale de
u y llega a v. El concepto de digrafica bipartita se define igual que el de
grafica bipartita, con “aristas” cambiadas por “flechas”.

Para hacer trayectorias dirigidas vg, v1, ..., vx en una digrifica necesita-
mos que haya una flecha de v; a v;41 para cada i € {0,1,...,n — 1}. Como
lo hicimos para graficas, también podemos definir trayectorias infinitas que
se extienden hacia ambos lados.

Proposicién 9.2.5. (Lema de Kénig version dirigida). Sea D una digrdfica
conexa infinita en la cual un vértice u tiene para cada vértice u de la digrdfica
un camino de u a v y en la cual cada vértice tiene exgrado finito. Entonces
D tiene una trayectoria dirigida infinita que comienza en u.

Demostracion. Para cada vértice v de la grafica tomemos una trayectoria o,
tal que conecte a w con v. El conjunto S; de todas estas trayectorias es infi-
nito. El segundo vértice de cada una de estas trayectorias es vecino exterior
de u. Ademas, u tiene exgrado infinito. De este modo, hay un subconjunto
infinito S C 57 tales que tienen el mismo segundo vértice. A este segundo
vértice le llamaremos uq.

Ahora, S, tiene una infinidad de trayectorias, y su tercer vértice es vecino
exterior de uy asi, hay un subconjunto S3 C Sy de trayectorias que coinciden
en su tercer vértice. Llamaremos a este vértice ug. Siguiendo asi recursiva-
mente, podemos a la trayectoria uujus . . . u, agregarle un vértice 1. Asi,
el Teorema de Recursién (Teorema nos garantiza la existencia de una
trayectoria infinita. ]
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