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Prefacio

El estudio de ecuaciones diferenciales ordinarias se remonta al siglo XVII con
los inicios del calculo de Leibniz y Newton. Sin embargo, no fue hasta finales del
sigo XIX que Poincaré y Lyapunov sentaron las bases de la teoria cualitativa de
ecuaciones diferenciales. Poincaré hizo un uso exhaustivo de métodos geométri-
cos al considerar las soluciones de una ecuacién como curvas en el espacio de
las fases y de inmediato se planteé el estudio de ecuaciones polinomiales en el
plano de la forma p »
% = é(wv y)7 (1>
dénde (z,y) € R? y P, Q son polinomios reales. Fue Poincaré quién introdujo
el concepto de ciclo limite como una érbita cerrada aislada de otras dérbitas
cerradas y demostré que una ecuacién diferencial polinomial en el plano sin
conexiones de silla sélo puede tener una cantidad finita de ciclos limite. En
el afio de 1900 Hilbert, en su famosa lista de problemas, plantea la siguiente
pregunta:

,Qué se puede decir acerca del maximo ntimero y la posicién de los
ciclos limite de una ecuacién diferencial de primer orden de la forma

% = %, donde X y Y son funciones polinomiales del n-ésimo grado
T
enzyy?

Esta segunda parte del Problema 16 de Hilbert permanece sin resolver ain en
el caso de polinomios cuadraticos.

A mediados de los afios cincuenta I.G. Petrovskii y E.M. Landis publicaron
un trabajo que pretendia dar una solucién completa al Problema 16 [9]. En este
trabajo se extiende el dominio de definicién de la ecuacién (1) al plano complejo
C2. En este caso las soluciones de la ecuacién, fuera del conjunto singular

S = {(z,y) € C* | P(z,y) = Q(z,y) = 0},

son curvas analiticas complejas (parametrizadas por una variable t € C) que
topolégicamente corresponden a superficies reales. La particién de C2?\ ¥ por las
soluciones de (1) determinan una foliacién holomorfa. Las superficies integrales
de (1) son llamadas las hojas de la foliacién. Los conceptos de solucién cerrada,
ciclo limite y transformacion de Poincaré se pueden extender naturalmente al
caso complejo. La estrategia seguida por Petrovskii y Landis consistia en acotar
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la cantidad de ciclos limite complejos que pueden aparecer en la complejificacién
de la ecuacién diferencial (1) y asf obtener una cota sobre los ciclos limite reales
que pueden aparecer en la ecuacién original. A mediados de los anos sesenta
Yu.S. Ilyashenko y S.P. Novikov encontraron un error fundamental en dicha
demostracion que la invalidé por completo.

La historia del Problema 16 de Hilbert ha sido bastante dramética, sin em-
bargo dicho problema ha inspirado un gran avance en la teoria geométrica de
ecuaciones diferenciales planas y planteé un punto de partida para el estudio de
ecuaciones diferenciales polinomiales en el plano complejo C2.

Toda foliaciéon holomorfa del plano complejo que proviene de una ecuaciéon
diferencial polinomial se puede extender analiticamente a una foliacién holo-
morfa del plano proyectivo complejo. La clase de foliaciones de CP? que estan
determinadas por un campo vectorial polinomial en C? se denota por A,,. Este
espacio se puede identificar naturalmente con la proyectivizaciéon del espacio
vectorial de parejas de polinomios de grado n, lo que nos permite hablar de
propiedades genéricas en dicha clase. Una propiedad sera considerada genérica
si el conjunto de foliaciones que cumplen dicha propiedad contiene un abierto
en la topologia de Zariski. De este modo nos podemos preguntar cudles son las
propiedades globales que tiene una foliacién genérica de esta clase. En particu-
lar nos podemos preguntar qué pasa con la topologia de una foliacién cuando
perturbamos los coeficientes del campo vectorial que la determina. Sabemos que
en el caso real una ecuacién diferencial polinomial genérica es estructuralmente
estable. Sin embargo la situacion en el caso complejo es drasticamente distinta;
de hecho, no existen foliaciones estructuralmente estables en la clase A, para
ningin n > 2. En vista de este resultado surge la pregunta de cudndo pueden ser
topoldgicamente equivalentes dos foliaciones genéricas de la clase A, y cudles
son los invariantes topolégicos de estas foliaciones.

Las foliaciones polinomiales de CP? presentan fenémenos de rigidez topoldgi-
ca. La rigidez topoldgica es una idea vaga, mas que una definicién formal, que
sugiere que para foliaciones genéricas de la clase A, la equivalencia topoldgica
de dos de ellas implica su equivalencia afin.

En esta tesis se presentan dos resultados originales sobre foliaciones holomor-
fas genéricas de la clase A,. El resultado principal es un resultado de invarianza
topolégica del grupo de monodromia al infinito. Como corolario se deduce que
una foliacién genérica de esta clase es idealmente rigida; es decir, tiene una
vecindad en la clase As en la que no existen otras foliaciones topolégicamente
equivalentes a ella salvo aquellas que pertenecen a su érbita bajo la accién del
grupo afin de C2. Esto nos dice que en tal vecindad la cantidad de foliaciones
topolégicamente equivalentes a la foliacion dada es la minima posible; comple-
tamente en contraste con el concepto de estabilidad estructural.

Uno de los resultado mas importantes de rigidez topoldgica es el de rigidez
absoluta, descubierto por Ilyashenko en 1978 [3]. Este resultado afirma que si
dos foliaciones genéricas y cercanas en la clase A,, son topolégicamente equiva-
lentes entonces éstas son necesariamente afin equivalentes, siempre y cuando el
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homeomorfismo que transforma una foliacién en la otra sea suficientemente cer-
cano al homeomorfismo identidad del plano proyectivo complejo. De este modo
el resultado presentado en esta tesis simplemente elimina la hipétesis de la cer-
canfa entre el homeomorfismo que conjuga las foliaciones y el homeomorfismo
identidad en el teorema de Ilyashenko para el caso de foliaciones cuadraticas.

Genéricamente una foliacién de la clase A,, mantiene la recta al infinito
[ = CP?%\ C? invariante y ésta contiene exactamente n + 1 puntos singulares de
la foliacién. La clase de foliaciones que cumplen esta propiedad es llamada AJ,.
De este modo la recta I menos tales puntos singulares es una hoja de la foliacién
llamada la hoja al infinito. Los puntos singulares en I son llamados puntos
singulares al infinito. La hoja al infinito tiene un grupo fundamental libre en n
generadores. Las transformaciones de holonomia asociadas a la hoja al infinito
forman un grupo de gérmenes de transformaciones conformes (C,0) — (C,0)
llamado el grupo de monodromia al infinito. Las propiedades de este grupo estan
fuertemente relacionadas con las propiedades de la foliacién correspondiente y
tal grupo ha sido una herramienta fundamental en el estudio de esta clase de
foliaciones.

El grupo de monodromia al infinito de una foliacién de la clase A, es, por
lo general, no soluble [11]. Esta propiedad se traduce al hecho que la érbita
de un punto z € C bajo composiciones finitas de elementos del grupo (cuan-
do éstas estén bien definidas) presenta cierta propiedad de densidad [7]. Si
ademds suponemos que la foliacién en cuestién tiene unicamente singularidades
hiperbélicas' esto implicard que todas las hojas de la foliacién en C? se hacen
densas en todo el plano proyectivo [10]. Actualmente se sabe que de hecho la
condicion de no solubilidad del grupo de monodromia, la cual recordemos ocurre
genéricamente, implica la existencia de una infinidad de ciclos limite complejos,
homolégicamente independientes, para la foliacién correspondiente [12].

Tomemos dos foliaciones genéricas F y F de la clase A, y supongamos que
son topolégicamente equivalentes. Denotemos por Gr y Gz a sus grupos de
monodromia. La densidad de las hojas en C? implica que el homeomorfismo
que conjuga a las foliaciones necesariamente se restringe a un homeomorfismo
entre las hojas al infinito. Esto permite concluir que existe el germen de un
homeomorfismo h: (C,0) — (C,0) que conjuga a los grupos de monodromfia;
es decir, existen generadores f1,..., f, de G y generadores g1, ..., g, de Gz de
modo que

hofj=gjoh, j=1.,n

Mids aun, la no solubilidad de dichos grupos implica que el germen h tiene que
ser un germen analitico [11].

Supongamos ahora que las foliaciones F y F son cercanas en la clase A,
Entonces los puntos singulares al infinito de F también son cercanos a los puntos
singulares al infinito de F; de modo que podemos tomar curvas cerradas 71, ..., Vn

1Una singularidad plana es hiperbélica en el sentido complejo si el cociente de los valores
propios de la parte lineal del campo vectorial que la genera es no real.
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en la recta I de modo que formen un sistema canénico de generadores de los gru-
pos fundamentales de ambas hojas al infinito. Sean Ay, ..., A, v Ay, ..., A, las
transformaciones de monodromia asociadas a las curvas 1, ..., ¥, correspondi-
entes a las foliaciones F y F respectivamente. Dichas transformaciones generan
a los grupos ~G 7y G z. En caso de que el homeomorfismo que conjuga a las folia-
ciones F y F sea muy cercano a la transformacion identidad podemos concluir
que los grupos de monodromia son conjugados de una forma candnica: existe
un germen analitico h: (C,0) — (C,0) de modo que

hOAjZAJ‘Oh, ]:17,7’7,

En tal caso diremos que los grupos de monodromia Gz y Gz son fuertemente
analiticamente equivalentes._

Si dos foliaciones F y F genéricas y cercanas en A, son topolégicamente
equivalentes y sus grupos de monodromia al infinito son fuertemente analitica-
mente equivalentes se puede construir una deformacién a un parametro de F
a JF que consista unicamente en foliaciones topoldgicamente equivalentes a F
y de modo que los homeomorfismos que conjugan a cada foliacién con la fo-
liacién F converjan al homeomorfismo identidad conforme dichas foliaciones se
aproximan a la foliacién F. Més atn, se puede demostrar que una deformacion
topolégicamente trivial de este estilo consiste tnicamente en foliaciones afin
equivalentes entre si [3]. Esto demuestra que una foliacién genérica de la clase
A,, es idealmente rigida.

El resultado principal de esta tesis consiste en demostrar que en la clase
Az dos foliaciones topolégicamente equivalentes siempre tienen sus grupos de
monodromia al infinito fuertemente analiticamente equivalentes. Esta propiedad
es llamada invarianza topoldgica fuerte del grupo de monodromia al infinito. Esto
nos permite concluir que si las foliaciones son cercanas entonces deben ser afin
equivalentes; sin necesidad de hacer suposicién alguna sobre el homeomorfismo
que las conjuga.

Tal resultado de invarianza topolédgica fuerte se obtiene estudiando el home-
omorfismo que aparece entre las hojas al infinito. Supongamos por un momento
que las foliaciones F y F tienen el mismo conjunto de puntos singulares al in-
finito . Sea £ = I\ X la hoja al infinito de ambas foliaciones y H: L — L
la restricciéon a la hoja al infinito del homeomorfismo que conjuga a las dos
foliaciones. Tal homeomorfismo induce automorfismos

H,.:m(L)—>m (L) y He: Hi(L) = Hi (L)

en el grupo fundamental y en el primer grupo de homologia de la hoja al infinito
L. Es fécil notar que si la accién en el grupo fundamental H,: 71 (L) — 71 (L)
es la identidad entonces los grupos de monodromfa G’z y Gz son fuertemente
analiticamente equivalentes.

Se demuestra que, por razones dindmicas, la accién en homologia H; (L) —
Hy(L) es siempre la identidad. Esto implica que, por razones topolégicas y
algebréicas, necesariamente la accién en grupo fundamental 71 (L) — 71 (L)
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corresponde a un automorfismo interior. Este argumento usa fuertemente el
hecho que 71 (L) es libre en dos generadores y no se puede repetir si tal grupo
fundamental fuera de rango mayor (esto impide extender los resultados de la
Tesis a foliaciones genéricas de la clase A,, para cualquier n > 2). La sencillez de
los automorfismos interiores nos permitird concluir que ain en el caso en el que
la accién en grupo fundamental no sea la identidad, los grupos de monodromia
al infinito serdan fuertemente analiticamente equivalentes; lo que demuestra la
invarianza topoldgica fuerte del grupo de monodromia.

Es importante recalcar la necesidad de las hipotesis de genericidad que hemos
impuesto. Existen ejemplos explicitos de foliaciones holomorfas de CP? que no
son rigidas. En [13] L. Teyssier demuestra que la familia de foliaciones definidas
por la ecuacion

dy y+ 22 + az®
de x3
son todas topoldgicamente equivalentes entre si, mientras que dos ecuaciones de
la forma (2) con distinta « no pueden ser analiticamente equivalentes.

Este resultado no contradice los teoremas enunciados anteriormente ya que
las foliaciones definidas por la ecuacién (2) tienen su grupo de monodromia al
infinito soluble. Ademds sus singularidades no son hiperbdlicas ya que tienen
una singularidad del tipo silla-nodo en el origen.

Actualmente se sabe que el conjunto de foliaciones en la clase A,, que son
absolutamente rigidas forma un conjunto abierto y denso en dicha clase [8], [10].
Las ecuaciones definidas por (2) pertenecen a la familia de foliaciones Liouville-
integrables. Recientemente B. Scdrdua ha sugerido (sin publicar, ver [4]) que
toda foliacién en la clase A4,, es o absolutamente rigida o Darboux-integrable.

, aeC\{£1} (2)
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Capitulo 1

Introduccion

Es un resultado conocido que todo campo vectorial polinomial en C? se
puede extender analfticamente a un campo de lineas en CP2. En este trabajo
consideraremos foliaciones holomorfas de CP? que, en una carta affn fija, son
generadas por un campo vectorial cuadratico.

1.1. Foliaciones holomorfas de la clase A,

Definicién 1. Tomemos una recta I en CP? que quedard fija a lo largo de todo
este trabajo. Definimos A, como el espacio de foliaciones de CP? tales que en
la carta afin C* ~ CP? \ 1 estdn generadas por un campo vectorial polinomial
de grado a lo mds n con singularidades aisladas.

En este trabajo trataremos exclusivamente con foliaciones de la clase As.
Teniendo la carta afin fija el espacio As puede ser naturalmente identificado con
la proyectivizacién del espacio vectorial de campos vectoriales cuadraticos; dos
campos que difieren por un escalar generan la misma foliacién. Denotemos por
A} la subclase de foliaciones de Az que mantienen invariante la recta al infinito
I y tienen exactamente tres puntos singulares en I. El espacio A} constituye un
abierto de Zariski del espacio As.

Definicion 2. Diremos que dos foliaciones }-,.7? € As son topoldgicamente
equivalentes si existe un homeomorfismo H.: (C]f2 — CP? que transforma home-
omorfamente las hojas de F en las hojas de F y preserva simultdineamente la
orientacion de CP? y la orientacion de las hojas. En tal caso diremos que H
conjuga topoldgicamente F con F. Si el homeomorfismo H es una transfor-
macion analitica (afin) diremos que las foliaciones son analiticamente (afin)
equivalentes.

Sean F y F en A, foliaciones con el mismo conjunto singular en el infinito
¥ = Sing(F) N1y sea b un punto arbitrario en la hoja al infinito L =T\ X.
Consideremos, para cada elemento v del grupo fundamental m (I \ X,b), las

11
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transformaciones de monodromia A, y A, asociadas a las foliaciones F y F
respectivamente.

Definicién 3. Decimos que los grupos de monodromia al infinito Gr y Gz de
dos foliaciones en Al con el mismo conjunto singular al infinito son fuertemente

analiticamente equivalentes si existe el germen de una transformacion conforme
h: (C,0) — (C,0) tal que

hOAW:£WOh

para cualquier elemento v del grupo fundamental de la hoja al infinito.

1.2. Enunciado de los resultados principales

Teorema 1. Si dos foliaciones genéricas de la clase Ay con los mismos puntos
singulares en el infinito son topoldgicamente equivalentes y el homeomorfismo
que las conjuga fija dichos puntos singulares entonces sus grupos de monodromia
al infinito son fuertemente analiticamente equivalentes.

A esta propiedad la llamaremos invarianza topolédgica fuerte de los grupos de
monodromia al infinito. Nétese que para cualesquiera dos foliaciones topoldgi-
camente equivalentes en A} podemos suponer, después de hacer un cambio de
coordenadas afin, que las dos foliaciones tienen los mismos puntos singulares al
infinito y que el homeomorfismo que las conjuga fija estos puntos.

Anteriormente sélo se conocia el siguiente resultado sobre la invarianza
topoldgica de los grupos de monodromia:

Proposicién 1 ([1]). Sean F y F foliaciones en Ay genéricas, topoldgicamente
equivalentes y con las mismas singularidades en el infinito. Para cualquier par de
generadores v, Y 2 del grupo fundamental de la hoja al infinito existe algin par
de generadores p1 y p2 y el germen de una transformacidn conforme h: (C,0) —
(C,0) tales que

hoA,, zﬁpiOh, i=1,2.

A diferencia de esta proposiciéon el Teorema 1 afirma que el segundo par
de generadores se puede escoger de modo que coincida con el par original de
generadores. Un importante corolario del Teorema 1 es el siguiente resultado:

Teorema 2. Toda foliacion genérica de la clase Ay tiene una vecindad en esta
clase tal que cualquier otra foliacion en esta vecindad topoldgicamente equiva-
lente a dicha foliacion es necesariamente afin equivalente a la foliacion original.

Cabe notar que en el teorema anterior no se esta haciendo suposicién alguna
sobre el homeomorfismo que conjuga a las foliaciones. Esta propiedad es definida
en [5] como rigidez ideal. Sin embargo es enunciada como una propiedad que no
se conoce para foliaciones polinomiales.

12



Introducciéon

1.3. Esquema de las demostraciones

Una equivalencia topoldgica entre foliaciones genéricas de la clase Ay que
tienen los mismos puntos singulares al infinito se restringe a un homeomorfismo
H: Ly — Lz de la hoja al infinito en s{ misma. Para demostrar el Teorema 1
vamos a analizar los isomorfismos que dicho homeomorfismo induce en el grupo
fundamental y en el primer grupo de homologia de la hoja al infinito. Se va a de-
mostrar que si el homeomorfismo que conjuga fija los puntos singulares entonces
el isomorfismo inducido en el primer grupo de homologia es la identidad y por
lo tanto se estd induciendo un automorfismo interior en el grupo fundamental.
De este hecho se sigue facilmente que los grupos de monodromia al infinito son
fuertemente analiticamente equivalentes.

La demostraciéon del Teorema 1 no funciona para la clase de foliaciones in-
ducidas por campos vectoriales polinomiales de grado n > 2 debido a una ob-
struccién de indole algebraica que se refleja en el hecho de que en caso de tener
un grupo fundamental libre en més de dos generadores una accién trivial en
el grupo de homologia no implica que la acciéon en grupo fundamental sea un
automorfismo interior.

El concepto de rigidez ideal esta fuertemente relacionado un concepto llamado
rigidez absoluta que fue introducido por primera vez en [3]. Sin embargo, en
el Teorema 2 no se impone ninguna restriccion sobre el homeomorfismo que
conjuga a las foliaciones.

Definiciéon 4. Diremos que una foliacion F € A, es absolutamente rigida
en la clase A, si existe una vecindad U C A, de F y una vecindad U del
homeomorfismo identidad id: CP? — CP? en el espacio de homeomorfismos de
CP? en si mismo Homeo(CP?) tal que toda foliacion F' € U topoldgicamente
equivalente a F mediante un homeomorfismo H € U es afin equivalente a F.

Proposicion 2 ([3]). A Una foliacion genérica de la clase A, es absolutamente
rigida.

En la demostracién de la proposicion anterior la cercania entre la equivalen-
cia topoldgica y el homeomorfismo identidad es necesaria para garantizar que los
grupos de monodromia al infinito son fuertemente analiticamente equivalentes.
En el caso de campos vectoriales cuadraticos, en presencia del Teorema 1, tal
hipotesis se puede descartar y asi deducir el Teorema 2.

1.4. Hipodtesis de genericidad

De ahora en adelante consideraremos solo foliaciones F de la clase A5 tales
que satisfacen las siguientes condiciones:

(i)  F mantiene la recta al infinito I invariante;
(i)  La foliacién F sélo tiene singularidades hiperbdlicas;
(ili) El grupo de monodromia al infinito G es no soluble.
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Las primeras dos condiciones definen abiertos de Zariski (complejo y real, re-
spectivamente) en el espacio Ajg. La genericidad de la condicién (ii¢) es discutida

en [10].
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Capitulo 2

Automorfismos inducidos
en grupo fundamental y
primer grupo de homologia

A continuacién consideraremos foliaciones en Aj cuyas ternas de puntos
singulares al infinito son cercanas, mas no necesariamente iguales.

Sea F € A, una foliacién genérica y sea ¥ = {a1,az,as} el conjunto de
puntos singulares al infinito de F. Tomemos D1, Do, D3 discos abiertos en I
centrados en a1, az, ag respectivamente de modo que sus cerraduras sean disjun-
tas y sea D = UD;. Tomemos ahora b € I\ D un punto arbitrario.

Sea U C As el conjunto de todas las foliaciones en A} con la propiedad de
que toda F € U tiene sus puntos singulares al infinito en D y cada D; contiene
exactamente un punto singular. De este modo U es una vecindad abierta de F
en As.

Definicién 5. Sea Top(F,b) el conjunto de todas las parejas (.7?,7-[) en U x
Homeo(CP?) tales que H es una equivalencia topoldgica entre F y F que fija el
punto b.

Tomemos (.7?,7-1) € Top(F,b). Sabemos que F, y por lo tanto también F,
tiene una unica hoja algebraica; la recta al infinito menos los puntos singulares.
Esto implica que el homeomorfismo H: CP? — CP? necesariamente preserva
la recta al infinito I C CP? y transforma biyectivamente el conjunto de puntos
singulares al infinito ¥ = Sing(F) NI en ¥ = Sing(F) N 1.

De ahora en adelante si H es un homeomorfismo de CP? en si mismo que
preserva la recta al infinito I, denotaremos por H a su restriccién H = H]y.

Si ¥ # X los grupos fundamentales 71 (I\ X, ) y 71 (I\ £, b) no coinciden. Sin
embargo, las superficies I\ ¥ y I\ & se retraen por deformacién fuerte a I\ D.
De modo que los grupos fundamentales antes mencionados son naturalmente
isomorfos al grupo 71 (I\ D, b).
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Figura 1

De hecho, para cualquier curva cerrada v en I\ 3 y basada en b podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que se queda completamente contenida en
I\ D. De este modo podemos pensar que « representa un elemento de 1 (I\ 2, b)
o de m (I'\ D,b) indistintamente. Con esto en mente, el concepto de equivalen-
cia analitica fuerte para grupos de monodromia al infinito puede ser facilmente
adaptado a pares de foliaciones cuyos puntos singulares al infinito son suficien-
temente cercanos. En particular esto se puede hacer si la foliacion F pertenece
a la vecindad U de F construida previamente.

Definicién 3°. Sea F € U. Decimos que los grupos de monodromia al infinito
Gr y Gz son fuertemente analiticamente equivalentes si existe el germen de
una transformacion conforme h: (C,0) — (C,0) tal que

hoA,=A,0h
para cualquier elemento vy del grupo fundamental m (I\ D,b).

A continuacién vamos a definir la_accion que tiene H en los grupos funda-
mentales asignando a cada pareja (F,H) € Top(F,b) un elemento del grupo
de automorfismos de 71 (I'\ D,b) de la siguiente forma:

Consideremos las retracciones antes mencionadas r: [\ ¥ — I\ Dy 7#: I\ & —
I'\ D. Al ser equivalencias homot6picas inducen isomorfismos r,: 71 (I'\ X,b) —
T (I\ D,b) y 7v: m (I\ E,b) — m (I\ D, b) en los respectivos grupos fundamen-
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tales basados en b. Analogamente el homeomorfismo H|px induce un isomor-

fismo H,: m (I\ ,b) — m1(I\ &,b). Existe un tinico automorfismo de grupos
®(H): m(I\ D,b) = 71 (I\ D,b) que hace conmutar al siguiente diagrama:

m1(I\ X, ) Lﬂ-l(ﬂ\iJ))

Ty Ty

m(I\ D,b) Wﬁ(ﬂ\D,b)

De este modo obtenemos una aplicacién bien definida
D: Top(F,b) — Aut(m (T\ D, b)),

donde Aut(71(I\ D, b)) es el grupo de automorfismos del grupo 71 (I'\ D, b). Por
simplicidad escribiremos ®(H) en vez de ®(F,H).

2.1. Automorfismos interiores del grupo funda-
mental

Sea (F,H) € Top(F,b) y supongamos que ®(H) = id. Para cualquier
transversal I" basada en b y transversal a las hojas de F y F existe (Proposicién
1) el germen de una transformacién analitica

h: (T,b) — (T, b)

inducido por ‘H que conjuga los grupos de monodromia al infinito de la siguiente
forma:

hoA, =A, oh, i=1,2

donde p; se define como la composicién p; = H o~y; y 71, 72 son generadores
canénicos de w1 (I'\ D, b). Sin embargo, la condicién ®(H) = id implica que las
curvas p; son homotdpicas a las correspondientes ~; y por lo tanto los grupos
de monodromia al infinito son fuertemente analiticamente equivalentes.

El siguiente lema prueba que se puede deducir la equivalencia analitica fuerte
de los grupos de monodromia aun en el caso en el que la accién en grupo
fundamental no es la identidad; siempre y cuando la accién inducida sea un
automorfismo interior.

Lema 1. Si (F,H) € Top(F,b) y ®(H) es un automorfismo interior de m (I\
D, b) entonces los grupos de monodromia Gr y Gz son fuertemente analitica-
mente equivalentes.

Demostracién. Sea (F,H) € Top(F,b) y supongamos que ®(H) es un auto-
morfismo interior; es decir, existe un elemento A € 71 (I\ D, b) tal que para todo
vem(I\ D,b)

S(H)(y)=A-y- A7
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Para cualquier v € m(I'\ D,b) la curva H o~ es homotépica a ®(H)(v) y por
lo tanto existe el germen de una transformacién analitica h: (T',b) — (T',b) tal
que

ho A7 = ﬁ)\..y.)\—l oh.

Esto implica que
hoA, = A\ OEWOAAOh,

y por lo tanto
ho o A, zﬁvoho,

donde hg se define como hg = A \ 0 h. L]

2.2. Accién inducida en el primer grupo de ho-
mologia

De la misma forma como hicimos para definir ®(H) podemos, pasando a los
primeros grupos de homologia singular, definir una aplicacién

1 Top(F,b) — = Aut(H,(I\ D;Z))

(F,H)——>n(H)

donde n(H) es el tnico automorfismo de grupos abelianos que hace conmutar
al siguiente diagrama:

Hy(1\ %2) — 5

T T x

H,(I\ D;Z) WH;L(]I\D;Z)

Lema 2. Sea (F,H) € Top(F,b) y supongamos que H(a;) € D; para cada
i =1,2,3. Entonces n(H) = id.

Demostracién. Podemos elegir 1-ciclos! o1, 09: Al — T\X generadores canénicos
de H{(T\ ¥;7Z) de modo que o;(A') C D; y H(o;(AY)) C D;.

Sea f3; = roo;. Asi 1 y P2 son generadores candnicos del grupo Hq(I\ D;Z)
que satisfacen 3;(Al) C dD;.

LAl es el 1-simplejo estandar A = {(to,t1) ER? | to+t1 = 1y t1,t2 > 0}.
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Figura 2

Como H(c;(A')) C D; entonces 7 o H o a;(A') C D;. De este modo con-
cluimos que (7o H),0; es homoélogo a algin multiplo entero de ;. Esto implica
que el automorfismo n(H) se puede escribir de la forma

n(H)(B1) =mpPy, n(H)(B2) =npa.

para algunos enteros m,n.

Por otro lado, la composicién 7o H: T\ X — I\ D es una equivalencia
homotoépica y por lo tanto debe inducir un isomorfismo en el grupo de homologia.
Asimf; y nfy generan al grupo Hy(I\D; Z). Esto sélo es posible si m,n = £1, es
decir, (FoH),0; ~ £08;, i = 1,2. Pero tanto 7 como H preservan la orientacién y
por lo tanto (7o H).o0; ~ ;. Concluimos entonces que n(H) es la identidad. O
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Capitulo 3

Demostracién de los
resultados principales

3.1. Demostracion del Teorema 1

Demostracion del Teorema 1. Supongamos que F y F son foliaciones genéricas
de la clase A, topolégicamente conjugadas por el homeomorfismo H. Supong-
amos ademads que las dos foliaciones tienen los mismos puntos singulares al
infinito y que la equivalencia topoldgica fija estos puntos singulares. Sin pérdi-
da de generalidad podemos suponer también que el homeomorfismo H fija al
punto base b. De este modo (F,H) € Top(F,b) y claramente se cumple que
H(a;) € D; para cada i = 1,2,3. Por el Lema 2 la accién en el primer grupo de
homologia n(H) es el automorfismo identidad.

Por el Teorema de Hurewicz H;(I\ D;Z) es naturalmente isomorfo a la
abelianizacién de m1(I\ D,b). Sea q: 71 (I\ D,b) — H1(I'\ D;Z) la proyeccién
canénica. Todo automorfismo f de m(I\ D,b) desciende a un automorfismo
de Hy(I\ D;Z) por medio de la proyeccién ¢g. Esta correspondencia da lugar
a un homomorfismo suprayectivo y natural 7': Aut(m (I\ D, b)) — Aut(H(I\
D;Z)) con la propiedad de que Vf € Aut(m(I\ D, b)) el siguiente diagrama es
conmutativo:

m(I\ D, b) —f>7r1(]I\D,b)

H\(I\ D; Z) ——— H\(I\ D; Z)
T(f)
Ademas el kernel de dicho homomorfismo esta conformado exactamente por
los automorfismos interiores! de 71 (I\ D,b) [6]; es decir Ker(T) = Inn(m (T \
D,b)).

IEsta afirmacién no serfa cierta si 71 (I\ D,b) fuera libre en mds de dos generadores. Este
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El homeomorfismo H satisface que go®(H) = n(H)og; es decir, el diagrama

O(H)

m(I\ D,b) w1 (I\ D,b)

Hy(I\ D;Z) WHl(H\DQZ)

es conmutativo y por lo tanto n(H) = T(®(H)). Sabemos que n(H) = id de mo-
do que ®(H) € Ker(T'); es decir, (H) es un automorfismo interior de 71 (I\ D, b).
Por el Lema 1 los grupos de monodromia al infinito Gz y G z son fuertemente
analiticamente equivalentes. O

3.1.1. Existencia de equivalencias topoldgicas con accién
trivial en grupo fundamental

El Teorema 1 ha sido demostrado exhibiendo explicitamente el germen de
una transformacién conforme hg: (C,0) — (C,0) que conjuga fuertemente los
grupos de monodromia. A continuacién se demuestra que de hecho este germen
se puede realizar como la componente transversa de una equivalencia topoldgica
entre 7y F.

Lema 3. Sea (.7?,7-[) € Top(F,b) y sea T una transversal a las hojas de F y
F basada en el punto b. Si H(a;) € D; para cada i =1,2,3 entonces existe otra
equivalencia topoldgica Ho: CP? — CP? entre F y F tal que su componente
transversa en b

ho = Ho': (T',b) — (T, b)

es una equivalencia analitica fuerte entre los grupos de monodromia Gr y G z;
ho o AV - A’Y o] ho
para todo v € m (I\ D, b).

Demostracion. La equivalencia topolégica H satisface H(a;) € D;. Por el Lema
2 sabemos que la accién en el primer grupo de homologia n(H) es trivial y
por lo tanto ®(H) es un automorfismo interior de w1 (I'\ D,b). Por los mismos
argumentos usados en la Seccién 2.1 existe el germen de una transformacion
conforme

h: (I,b) — (T, b)

inducido por H (es decir, su componente transversa en b) y un elemento A\ €
71 (I'\ D,b) de modo que los grupos de monodromia G’ y Gz son conjugados
de la siguiente forma

hOA—YZK)\—l oﬁvoﬁth,

hecho es precisamente la obstruccién para demostrar un resultado andlogo para foliaciones
polinomiales de grado n > 2.
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por lo tanto _ _ _
(Axoh)oA, =A,0(Ayoh).

Supongamos que podemos encontrar un homeomorfismo H: CP? — CP?
que conjugue la foliacién F consigo misma, preserve la transversal I' y tal que
su componente transversa en b

H: (D,b) — (T, b)

coincida con el germen Ay. En tal caso la composiciéon Hy = H o H seria una
equivalencia topoldgica entre F y F cuya componente transversa en b

ho=Hf oh=Axoh

conjuga fuertemente los grupos Gr y G z.

Tal homeomorfismo H puede ser facilmente construido de la siguiente forma:
Consideremos la transformacién de monodromia A, correspondiente a la fo-
liacién F. Las transformaciones de holonomia a lo largo de una curva cerrada
se construyen componiendo una cantidad finita de transformaciones de corre-
spondencia

A (7y,p5) = (Tj+1,P541)
donde 7;, T;j41 son transversales a las hojas de la foliacién basadas en puntos
Dj, Pj+1 Yy tales que pertenecen a una misma caja de flujo. Podemos suponer
que, en las coordenadas apropiadas, dichas transformaciones de correspondencia
estan dadas por la transformacién a tiempo uno del flujo asociado a un campo
vectorial constante. Si la caja de flujo es suficientemente pequena dicho campo
vectorial se puede extender suavemente (C* real) a un campo vectorial definido
en todo CP? tangente a las hojas de F de modo que se anula fuera de una
vecindad compacta de la caja de flujo. La transformacién a tiempo uno del flujo
asociado al nuevo campo serd un homeomorfismo H;: CP? — CP? que preserva
la foliacién F , transforma la transversal (7;,p;) en (7j11,pj4+1) ¥ su restriccién

Hj|(7—japj): (Tjﬂpj) — (Tj+1apj+1)

coincide con la transformacién de correspondencia preestablecida A;.

La composicién de todos los homeomorfismos H; serd un homeomorfismo
H: CP% — CP? que conjuga la foliacién F consigo misma y cuya componente
transversa en b, por construccién, coincide con la transformacién de monodromia
Ajy.

Esto concluye la demostracion del lema. O

Observacién 1. El homeomorfismo construido H es isotépico a la transformacion
identidad de CP2. Igualmente su restriccion a la hoja al infinito Lz es un
homeomorfismo isotépico a la identidad; la isotopia se obtiene deslizando el
punto base b a lo largo de la curva A. Para cualquier curva v € m(I\ D,b) la
composicion Ho ~ resulta ser una curva homotépica a A=% - - .
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Figura 3

Esta accién es exactamente la inversa a la inducida por la equivalencia
topolégica original entre 7 y F. Por lo tanto la composicion Hg = H o H
tiene una accién trivial en el grupo fundamental 71 (I\ D, b). Es decir, (F, Ho) €
Top(F,b) y ®(Hy) = id.

3.2. Invarianza topolégica de los nimeros carac-
teristicos de los puntos singulares al infinito

En esta seccién vamos a definir la vecindad U de F en Ay a la que hace
referencia el Teorema 2. Su propiedad fundamental es que si (F,H) € Top(F,b)
y F € U entonces el homeomorfismo H cumple que H(a;) € D; parai=1,2,3.
Cuando esto suceda diremos que el homeomorfismo H preserva la numeracion
de los puntos singulares al infinito.

Lema 4. Sea F una foliacion genérica de Al y sean A1, A2, Az los nimeros
caracteristicos asociados a los puntos singulares a1, as, a3 de la foliacion F re-
spectivamente. Entonces se cumple que A\j # A\ si j # k.

Demostracion. Supongamos j # k. Sean «;, v; lazos al rededor de aj, aj re-
spectivamente basados en b. Entonces v; y 7 generan al grupo fundamental
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w1 (I\ 3,b). Si f;, fr son las transformaciones de monodromia de la foliacién F
correspondientes a v; y v, se tiene que

Fj(0) = X f(0) = 2T
Por otro lado, el grupo de monodromia al infinito G es generado por f; y
fr. Las hipdtesis de genericidad impuestas sobre F implican que el subgrupo

multiplicativo de C* generado por f;(0) y f;.(0) es denso en C [11]. Esto sélo es
posible si f1(0) # f;.(0). En particular A; # A. O

Si F € U denotaremos por ai(]-N' ) a la tnica singularidad que F tiene en
el disco D;. Denotaremos también por A(a;(F)) al nimero caracteristico de
a;(F) correspondiente a la foliacién F. Seguiremos escribiendo a; = a;(F) y
)\i = )\(al(]-'))

Sea M: U — C? la aplicacién M(F) = (A(a1(F)), Maz(F)), Mas(F))). Por
el lema anterior existe e > 0 tal que si j # k entonces |[A; — A\x| > 2e. Sea
Vieldisco Vi ={z € C||\i—z2| <eyU=M1V xVy xV3). Como la
aplicaciéon M es continua (de hecho es algebraica [4]) U es una vecindad abierta
de F contenida en U.

Lema 5. Si F es una foliacion genérica entonces para toda foliacion FeU
topoldgicamente equivalente a F mediante un homeomorfismo H: CP? — CP?
se cumple que H preserva la numeracion de los puntos singulares al infinito; es
decir, para cada i = 1,2,3 se tiene que H(a;) € D;.

Demostracion. Sea F € U y supongamos que el homeomorfismo H: CP? —
CP? conjuga topolégicamente a F con F. Las condiciones de genericidad im-
puestas sobre F implican que los niimeros caracteristicos de los puntos singulares
al infinito son invariantes topoldgicos en el siguiente sentido [4]: si H conjuga
topol6gicamente a F con F entonces se cumple que A(H(a;)) = A;. Por otro
lado del hecho que FeU y de la definicién de U se sigue que

Aa;(F)) = M| <€ sij=k

[Maj(F)) = Ax| > € sij#k,

lo cual implica que necesariamente H(a;) = a;(F); es decir H preserva la nu-
meracién de los puntos singulares al infinito. O

3.3. Rigidez ideal de foliaciones genéricas de la
clase A,

Para concluir que una foliacién genérica de A, es idealmente rigida vamos a
utilizar una versién modificada de la Proposicién 2 que aparece en [5].
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Definicién 6. Sea S = {ay,...,ant1} C I un conjunto de n+1 puntos distintos;
Dy, ..., Dy41 una coleccion de n+1 discos abiertos en I con cerraduras disjuntas
y que cubran al conjunto S; sea D = UD; ybe I\ D.

Un homeomorfismo H: 1T — 1 es llamado homotdpicamente trivial sobre T\ D
st H(b) = b, para cada i = 1,...,n + 1 H(a;) € D; y las imdgenes H(«a;)
de los segmentos o; = [b,a;] que conectan el punto base b con cada a; son
curvas homotdpicas a los respectivos segmentos a; por medio de una homotopia
que figa al punto b y que cumple que los extremos a;; se mantienen en los
correspondientes discos D; para todo t € [0, 1].

Diremos que un homeomorfismo es homotdpicamente trivial sin especificar
el sistema de discos si es homotépicamente trivial respecto a algin sistema de
discos.

Definicién 7. Una foliacion F € Al es razonablemente rigida, si tiene una
vecindad U en A, tal que cualquier foliacién F' € U topoldgicamente equivalente
a F es afin equivalente a F siempre y cuando la equivalencia topoldgica induzca
un homeomorfismo homotdpicamente trivial de la recta al infinito 1 en si misma.

Proposicién 3 ([5]). Una foliacion genérica de la clase A, es razonablemente
rigida.

A continuacién demostramos el Teorema 2.

Demostracion del Teorema 2. Sea F € As una foliacién genérica. Sea U la
vecindad de F construida en la Seccién 3.2. Como la foliacion F es razon-
ablemente rigida dicha foliacién tiene una vecindad U’ en A, tal que cualquier
foliaciéon F' € U’ topoldgicamente equivalente a F es afin equivalente a F siem-
pre y cuando la equivalencia topoldgica induzca un homeomorfismo homotépi-
camente trivial de la recta al infinito I en si misma.

Supongamos que F € UNU’ es topolégicamente equivalente a F. Sin pérdi-
da de generalidad podemos suponer que la equivalencia topolégica fija al pun-
to base b. Como F € U se cumple que la equivalencia topolégica H preserva
la numeracién de los puntos singulares al infinito y, de acuerdo al Lema 3 y
la Observacion 1, podemos también suponer que la equivalencia satisface que
®(H) = id. Esta condicién es equivalente a que H sea un homeomorfismo ho-
motépicamente trivial. Como F € U’ concluimos que las foliaciones son afin
equivalentes. O
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