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Chapter 1

Introduccion

El Calculo ha sido la base de muchas y variadas teorias, dentro y ain fuera, en otras
areas de las Matematicas. Una en especifico en la cual ha sido la base y piedra an-
gular de su formacion son las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) y Parciales
(EDP), en particular en estas dos, su desarrollo y ambiente de trabajo se ha centrado
en términos surgidos y manejados por el Célculo. Es por ello que aunque el Calculo
juegue el papel de herramienta para las Ecuaciones Diferenciales dentro de los méto-
dos aplicados en la resolucion de problemas, esto se debe practicamente a las raices
de las cuales provienen las ecuaciones con las que se trabajan y en donde nos involu-
craremos como parte del trabajo siguiente.

Indudablemente, hay ramas de las Matematicas entre las cuales podemos men-
cionar: Algebra Lineal, Geometria Analitica y Diferencial, Analisis Matematico, Vari-
able Compleja en una estrecha relacion con las EDO y EDP por su relacion con los
conceptos fundamentales del Célculo. En las proximas paginas se haran nuevas for-
mulaciones de dos de estos conceptos: la derivacion y la diferenciacion, conceptos
centrales y fundamentales de su teoria.

La busqueda, con la reformulacion de tales conceptos va en la direccion de in-
vestigar como quedan algunos de los principales resultados del Célculo, pero tambien
determinar cuales resultados no se cumplen, para tener claro que tanto se pierde de la
potencialidad del Célculo usual.

En el Célculo Diferencial e Integral el proceso de limite es crucial en la construc-
cion de los conceptos de derivada e integral de una funcion, fundamentales en el estu-
dio e interpretacion matematica de muchos fenomenos.

El proceso de limite lo omitiremos de nuestro concepto de derivacion y a partir
de ahi reformularemos la terminologia necesaria para crear toda una serie de términos
analogos a los empleados tanto en el Calculo Diferencial e Integral, como en lo que
nos centraremos posteriormente, que seran las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

Algunas de las preguntas que surgen de inmediato y que trataremos de contestar,
son las siguientes:

° — ¢(Cdémo cambia el Célculo en aquellos puntos donde la derivada inter-
viene?

— (A qué otros aspectos o teorias nos enfrentariamos en donde el Calculo,
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y mas en especifico la derivada, tiene intervencion?

— (Seriamos capaces y seria factible el asociar a través de "puentes" los
resultados del Calculo tradicional con el nuevo Célculo que llamaremos
g-Calculo?

— (Podria este g-Célculo brindar directa o indirectamente aplicaciones en
campos donde ya lo hacia con las estructuras anteriores?

Y bien, en la primera parte nos enfocaremos en el q-Calculo Diferencial y abor-
daremos temas de ¢l que consideramos son importantes para su manejo y posterior
utilizacion, para ello estudiamos las propiedades de la g-derivacion y el significado ge-
ométrico de la definicién. La construccidon de funciones que representan un andlogo
a las trabajadas en el Calculo tradicional y aunque algunas de ellas, por ejemplo las
trigonométricas no surgen de la derivacion, las podremos crear a través de ella usando
definiciones alternativas surgidas de la exponencial. Veremos que varias funciones que
se introduciran tienen como relacion con las ya manejadas, las propiedades que se ob-
servan al derivarlas. Por ejemplo la exponencial es la funcion que al derivarla se obtiene
ella misma, asi es como crearemos analogias y nuevas funciones con propiedades en
algunos casos similares y en otras no validas. De igual forma en esta parte también
trataremos el tema de la representacion de funciones en términos de series finitas e in-
finitas con las funciones creadas, y servird para sustentar algunos métodos que usaremos
en las Ecuaciones Diferenciales.

En la segunda parte se estudiara el Calculo Integral y se definira analogo del con-
cepto de antiderivada, del cual estudiaremos sus propiedades y un método para deter-
minar algunas g-antiderivadas.Y de la misma manera daremos una version del Teorema
Fundamental del Célculo para g-integrales, y a través de de la misma poder dar paso a
algunos desarrollos que nos ayuden a solucionar problemas de g-integracion.

En la ultima parte haremos uso de todo lo anterior para tratar de resolver algunos
problemas tipicos de las EDO en términos de la g-derivada, y para lo cual hablaremos
de lo que representara una solucion y los tipos de ecuaciones que podemos enfrentar, asi
como una posible interpretacion de los mismos problemas y sus respectivas soluciones.

Algunas de las anteriores problematicas seran objeto de este andlisis, otras saldran
como consecuencia de resultados necesarios para la teoria y otras se dejaran como fu-
turas lineas de investigacion.



Chapter 2

Q-Calculo Diferencial

2.1 ¢-Derivada

Abordaremos en este capitulo la definicion al concepto de diferenciacion y derivacion
en un sentido distinto del usual. Podremos establecer algunas de las diferencias y
semejanzas que existen.

Definition 1 Si f : D C R — R es una funcion, decimos que

flqz) — f(z) 2.1
es la g-diferencial de f y se denota d f ().

En particular, para la funcion identidad tenemos que d,x = (¢ — 1)z. Esto nos
sirve para poder definir nuestro concepto de derivada.

Definition 2 La expresion correspondiente al cociente de las g-diferenciales sigu-
ientes

dof(z)  flqz)— f(x) (2.2)

dyx (¢g— D
lo cual significa que de ahora en adelante llamaremos a (2.2) g-derivada asociada
a la funcion f(x) de variable real con respecto a x, y en donde ¢ € A C R\ {1}.

2.1.1 Propiedades de la g-diferenciacion y derivacion

Ahora trabajaremos con algunas de las propiedades que se obtienen a partir de las
definiciones (2.1) y (2.2).

Proposition 1 La g-diferencial es un operador lineal en el Espacio de Funciones
sobre el campo de los reales.
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Proof. Sean fy g dos funciones arbitrarias y a € R, entonces aplicando directamente
la definicion

dy(af(z) +g(z)) = af(qr)+g(gz) —af(z) — g(z)
a{f(qz) — f(z)} + {g9(qz) — g(2)}
= adyf(x)+ dyg(z) (2.3)

Proposition 2 Si f y g son funciones arbitrarias, entonces d, f (z)g(z) = f(qzr)deg(x)+

g(x)dgf(z) 6 dof(x)g(x) = f(x)dqg(x) + g(qx)d, f(x) y con respecto al cociente

f(x) _ g(@)dqf(x)—f(z)deg(x)
dq g(z) g(z)g(qz) ) SI g( ) 7£ 0.

Proof. Consideremos las funciones f, g y apliquemos la definicion en cada caso

def(x)g(x) = flqz)g(qz) — f(z)g9(z)
= [flaw)g(qz) — f(x)g(x) +{f(qr)g(x) — flqz)g(x)}
faz){9(qz) — 9(2)} + 9(x) {f(qz) — f(2)}
flgr)dyg(x) + g()dy f(2) (24)
lo cual prueba el primer resultado, el otro resultado se obtiene de modificar la forma

del cero que se suma en lugar de f(qz)g(x)— f(qz)g(x) por g(qzx) f (x)—g(qx) f (x).De
igual forma, para la comprobacion de la tercera igualdad recurriremos a la definicion.

Ahora veremos que algunas de las propiedades anteriores se trasladan a lo que es la
definicion de derivada dada en (2.2) por lo siguiente.

Proposition 3 La g-derivada es un operador lineal en el Espacio de Funciones sobre
el campo de los reales.

Proof.  Para demostrar esta parte tomamos f y g funciones arbitrarias y a € R.
Aprovechando lo demostrado con la g-diferencial tenemos que

dq (af (z) + g(x))
(¢—-1=
ady f(x) + dgg(z)
(¢-1a
= aDyf(z)+ Dyg(z) (2.5)

Dy (af(z) + g(z))

lo cual demuestra la proposicion. H

Por ultimo, dentro de las propiedades que demostraremos estan las referentes a las
operaciones de producto y cociente entre funciones de variable real
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g-Derivada

Proposition 4 Sean f y g funciones arbitrarias con g(x) # 0, entonces D, (f(z)g(z)) =
9(@) Do f(x)+f(qz)Dqg(x) 6 equivalente Dy (f (x)g(x)) = f(x)Dqg(x)+g(qx) Dy f(x)

vy que D, (M) =

g(x)

9(@) Dy f(2)— f(x)Dyg(a)

g(x)g(qx)

Proof. Nos basaremos en la Proposicion 2 para poder demostrar ambas igualdades

Dy (f(x)g(x)) =

dq (f(2)g(2))
(-1
flgz)dqg(x) + g(z)dy f(2)
(¢—1)z
flgz)Dyg(x) + g(x) Dy f(z) (2.6)

la igualdad propuesta para la q-derivada del cociente se obtiene usando el resultado
para la g-diferencial del cociente en la Proposicion 2.

y

f(z)

g9(z)

2.1.2 Ejemplos

)

da 5
(g—1z
9(@)dg f ()~ f (x)dga(z)
g(z)g(gz)
(-1
g(x)d, f(x) — f(x)dyg(x)
(g —1)zg(z)g(q)
L. (g(x)dqf(w) 3 f(x)dqg(m)>
g9(z)g(qz) (g—1z (-1
1

2.7)

Antes de terminar este primer Capitulo consideremos 2 ejemplos en los cuales veremos
ejemplificadas situaciones que marcaran muchos de los aspectos fundamentales del g-
Célculo y que nos serviran, en uno de ellos, para desarrollar Teoria y en el otro para
evitar ciertos métodos utilizados con frecuencia.

Example 5 f(x) = ", esta funcion es una de las mds trabajadas al comienzo del
desarrollo de derivadas, pues al resolverla, y dadas las propiedades que tiene la misma,
se logra resolver cualquier polinomio de variable y coeficientes reales.
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En el caso de la g-derivada, igualmente trataremos a x™ como punto inicial para
poder basarnos no solo en la definicion dada al estudiar otras funciones. A partir de la
definicion obtenemos

(qx)" — "
DI”L N7 T
a (-1
_ (" -1a"
(g—D=
_ q _111,’“71

qg—1

Como vemos, la g-derivada de la funcion x™ nos da algo parecido a lo que nos
daria la derivada normal, solo que con una constante diferente de la de n. Para fines
prdcticos y convenientes en nomenclatura, hagamos

n_ 1
m=L"" neRr 2.8)
q—1
v entonces se tiene, Dyx" = [n] "L que cuando q = 1, usando la igualdad
n] = L=t =14 q+¢*+...+¢" ' Vn € N, implica que [n] = n. La simplificacion

q—1
con la notacion introducida no es lo unico que se obtiene, pues mas adelante trataremos

de manera rdpida algunas de las propiedades que tienen este tipo de numeros, que
surgen como una necesidad estetica para el manejo del q-Calculo, y que sin embargo
contienen estructuras y comportamientos interesantes.

Example 6 Al ver que para las funciones se cumplen propiedades de q-derivacion de
productos y linealidad que ya se tenian con la respectiva derivacion, se podria pensar
que tal vez exista un analogo para la Regla de la Cadena, que es el siguiente paso logico
en la deduccion de las propiedades, sin embargo veamos dos casos que son relevantes
para la resolucion de EDO, en cuanto a métodos, en los cuales la Regla de la Cadena
cambia o no se cumple.

1. Sean f(x) y u(x) funciones de variable real, con u(x) = az®, donde ay B € R.
Entonces al g-derivar la composicion f con u, suponiendo que la composicion es
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una funcion g, obtenemos
g(qz) — g (x)
Dy(fouw(a) = Dyglr)= L2
_ (fow(g) ~ (Fou)(@) _ f(ag’s?) - f (ar?)
qxr — x qr — x
_f (aqﬁzﬁ) —f (aazﬂ) . aq®z? — oz’
B qr — aqPzf — azxf
_f (aqﬁmﬁ) i (aazﬁ) . aq®z? — oz’
B aqPzf — azh qr — T
@)~ F @) ulgr) — ula)
q°u—u qr — x
= Dysf(u)* Dyu () (2.9
2. Sea f(x) como en el ejemplo anterior pero ahora con u(x) = = + «, donde

a € R es constante, el resultado que tenemos de q-derivar la composicion de las
funciones anteriores es el siguiente

Dy f (u(x)) =

como Dyu(z) =

Dy f (u(x))

Dy (f owu) ()
(fou)(gz)—(fou)(z)
gxr — T
flgr+a)—flz+a)
qr —x
flgz+a)+(1—-qa)—f(u

qr — x
flau+ (1 —q)a) — f(u)
qgu+(1—q¢a—-u
gr +a— (x4 a)
(-1
gr —x
(-1
entonces concluimos
flgu+ (1 —q)a) — f(u)
qu+(l—gla—u

* Dyu(z) (2.10)

Con estos ejemplos vemos como algunas propiedades, no resultan semejantes a las
del Calculo usual o ni siquiera son validas en el gq-Célculo. En el primer ejemplo, nos
damos cuenta de que la regla de la cadena se aplica con una variacion en el valor de ¢
con respecto al que se deriva y sin embargo la accioén que tiene « al multiplicarse por la
variable con respecto a la que se trabaja es nula, es decir, solo en aquellos cambios en
los que tomemos un multiplo de la variable se podra aplicar el analogo de la regla de la
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cadena sin cambio alguno y solo derivando en el sentido ¢q. Con respecto al caso 2, ve-
mos que definitivamente tratar de obtener q-derivadas que representen el lado izquierdo
en el producto de (2.10) no es posible y de esta forma los cambios que tengan que ver
con una traslacion en el dominio no nos representa un analogo para la regla de la cadena.

2.1.3 Aspectos Geometricos

_ flx)—f(z) o
. . - (qu)E
donde ¢ € A C R\ {1}, nuestro concepto geométrico es un conjunto de cocientes, es

decir
flgzo) — f(=0) }
(fan) = {0 g g ey
pero donde ademas tenemos que considerar algunos atributos de f(z), como el estar
definida sobre un dominio que puede no ser todo R, ya que del tipo de dominio que se
tenga, dependera en donde puede variar q.

Si tomamos la definicion de g-derivada de una funcion f(x), D, f(z)

|

Funcion con dominio [a,b] a trabajar.

Luego entonces definimos

Dom f ={x € R|Fy € Rparael cual y = f(x)}

donde a,b € R, a = Infimo Dom f y b = Supremo Dom f. Tomemos un punto
xo € Dom [y sobre este punto chequemos la g-derivada de f

f(gzo) — f(z0)
(g —1)xo

donde B, (f) es el conjunto de valores ¢ € R para los cuales gzg € Dom f.

Dyf(a0) = { 0e 8., (7))
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Vamos a trabajar en la descripcion del conjunto B, (f) en términos de lo que ya
sabemos acerca del dominio de f.

Comparacion de dominios para la funcion f.

Con la anterior grafica estamos buscando para que valores de ¢ tiene sentido el eval-
uar gz en f, sabiendo que la funcion es valida sdlo para valores entre a y b. Sabemos
que en la recta que contiene los valores de ¢, ir de 0 a 1 es la forma positiva de recorrer
la recta, luego al ubicarse en x (que pertenece a los valores de x), este tiene relacion
directa con el valor ¢ = 1, pues se cumple que 2o = (1)xo = (¢)xo = qxo, luego en-
tonces para definir el sentido positivo de recorrer la recta de valores para x, tenemos
que encontrar otro punto que lo podamos relacionar con algtn valor de la recta de ¢, de
estos el mas sencillo es el cero pues sabemos que gzo = (0)xo = 0, por lo que solo ten-
emos que ubicar el valor cero dentro de la recta de x para tener claro como se recorrera
el conjunto B,, (f). Sin embargo aqui es donde tenemos que observar 2 casos, ya que
es posible tanto que el cero se encuentre a la derecha como a la izquierda del punto xg .

valores para ( x ) Dominio f(xy) valores para ((x ) Donunio f(xg)

; E I N v

Dominio f(gxg) Domunto f(gzq)

valores para ( ¢ ) valores para ( 9 )

Casos posibles para la comparacion de los dominios. A la izquierda el caso xg < 0y a
la derecha xog > 0.
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Como vemos se definen los conjuntos posibles para B, (f) segin sea el caso de
la ubicacion de x( respecto del valor cero, sin embargo, el caso cuando zy = 0 no
esta definido, pues aqui ocurre que geométricamente al querer obtener un multiplo de
@, nos volvemos a quedar en el mismo sitio y esto mismo se observa en el cociente de
la definicion.

F)—F0) _ £0)-F(0)
(¢g—1)0 0

D,f (z) = Wcuandoxzquf(O):

en especifico en el denominador tendriamos problemas directamente sin simplificar
nada, a menos claro que estemos trabajando por ejemplo con un polinomio como en uno
de los ejemplos que vimos en la seccion anterior, donde sabemos que la g-derivada de
z™ esta dada como D,z™ = [n] 2"~ y por tanto para el caso particular del valor z = 0
obtendriamos como resultado el valor 0, pero en general tenemos que hacer un analisis
distintivo con respecto a la g-derivada en punto cercanos a cero. Lo que si podemos
afirmar es que si la funcion es derivable en el sentido ordinario, entonces la q-derivada
de f en x = 0 coincide con f{0) y Bo (f) son todos los reales.

Por lo tanto, concluimos que

b .

D ) Flazo) — flxo) | 4€ (3525 ) Siz0 <0
qf(fEO) - f " ) ‘

(q )xO q e e SIII,‘0>O

Ahora si estamos listos para examinar lo que pasa cuando g-derivamos una fun-
cion f (x) y evaluamos en un punto g, que suponemos puede ser tanto positivo como
negativo y se encuentre en el Dominio natural de la funcion.
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(x)

1 0

Be 1
Bt

(9)

Conjunto de rectas que representan la g-derivada
de una funcion en un punto en especifico.

A partir de la grafica anterior donde se ven las rectas que representarian las pendi-
entes asociadas a los niimeros que obtendriamos de evaluar en la g-derivada de f (x) un
valor ¢ € By, (f) y ¢ = xo. Es por esto que nos lleva a concluir que D, f (o) se ve
como una funcion de ¢ y entonces se tiene la proposicion siguiente:

Proposition 7 Si f es una funcion continua en [a,b] y (xg # 0) € [a,b], entonces
D, f (zo) es continua con respecto de q en 3, (f) excepto quizds para ¢ = 1 cuando
f (x) sea derivable en x = x.

Proof. La demostracion se basa en que por hipotesis

lim f(z)=f(&), VZ € [a,]

r—>T

entonces

. . flgxoe) = f (20)
qlinwzo Dqf (o) = q%a (g—1)xg

limg g, {f (gz0) — f (z0)}
lim,_ .4, (¢ — 1) zo
limg .4, f (qzo) — £ (z0)
(qo — 1) mo
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pero dado que q €B,, (f), se cumple siempre que ¢ € Dom f, y por tanto

lim f(que) = lm f(a)
q9—>40 T—qoZxo
siempre y cuando se considere
qro = T yque
lim gz = lim =z
q4—40 T—qoZxo

entonces

Jim Dy f (x0) = hmq%l&{ qu;) 3;0 He
limg gy, f (%) — f (w0)
(g0 — 1) zo
[ (qoz0) — f (20)
(qo — 1) o
= quf(xo)

Para el caso cuando ¢ = 1, se tiene una indeterminacion de la forma cero sobre
cero, y para analizar el limite tendriamos que verificar que la funcion tuviera derivada
en r = x( pues es en ese punto donde nos estamos manteniendo fijos y el variar ¢ sélo
hace que los cocientes que calculamos, sean las secantes que pasan por (xo, f (20)) y
puntos con abscisas cada ves mas cerca de (xq, f (zg)), y el limite cuando ¢ = 1 es
de hecho la recta tangente a la funcion en (zg, f (x¢)). Por ello mismo solo es cierta
cuando dicha funcién cuenta con derivada en el punto zo. W

De la misma forma través de la definicion y descripcion del concepto de g-derivada
de una funcién, evaluado en un punto g € Dom f, podemos enunciar el resultado
siguiente.

Proposition 8 Si f : [a,b] — R es una funcion derivable en [a,b], definamos F =
{f(z) |z € (a,b)}, entonces Dy f (z9) C F para xy € Dom fyq € 3z, (f)

Proof. Para demostrar la contencion, tomemos un elemento en D, f (o)

[ (Gzo) — f (x0)
(@—1)zo
Por el teorema del valor medio, sabemos que para cualesquiera elementos en el do-
minio de una funcién f, en particular para z¢ y gxo, y donde f es continua y derivable,
se cumple que 3 ¢ € (g, §zo) 0 ¢ € (Gzo, To), segun sea el caso, tal que

f(qro) = f(z0) = f7(e)(Gzo — o)
. f(Gzo) — f(x0) ., .
o equivalente W = fc)

donde zy € Domfy G € By, (f)
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considerando que ¢ € (xg, §zo) 6 ¢ € (Gxo, o), y dado que (xo, §zo) C (a,b) 6
(gzo,x0) C (a,b) entonces ¢ € (a,b) y por tanto f'(¢) € F, lo que implica a su vez que

£ (Gzo) — f (x0)
ENE

qu(xo) CF

Sobre la base de la definicion de g-derivada, queremos hacer una identificacion para
poder caracterizar a la q-derivada de una funcion arbitraria, y como al ser f (x) continua,
D, f es continua con g € B, (f), excepto para z = a, z = b 6 cuando f ’(x) no exista
en algun punto de su dominio, podemos verificar que D, f es continua en ¢ = 1.

Por ende, podemos jugar con el aspecto de la g-derivada de una funciéon suponiendo

q#1yxo#0

b~ L)
< (¢—1)x0Dyf (z0) = f (qm0) — f (w0)
= f(xo) = f(qzo) + (1 —q)zoDyf (x0)

Si definimos una funcién auxiliar como sigue

fo (g ] Daf (w0) = KA g € Buy (DN {1)
) g=1
donde f,, (¢) es continua con respecto de ¢ cuando la funcion f es derivable en

" f (o) = fgzo) + (1= q) wofz, (q)

Con lo que podemos concluir que f es g-derivable en x = xg, suponiendo que f
es diferenciable en x = g, si y solo si existe una funcion f,, (¢) tal que sea continua
con respecto de ¢ €8, (f). Podriamos extender esta definicion sin suponer que f sea
diferenciable en z = xz( y por tanto sélo pidiendo que f,, (¢) sea continua con respecto
de q excepto quizas en ¢ = 1.

Usando esta funcion auxiliar, vamos a tratar de demostrar nuevamente como es que
la g-derivada cumple con ser un operador lineal.

Si f, g son funciones continuas y diferenciables en zg € Dom fNDom gy a € R,
entonces (af) y (f 4+ g) es g-derivable en z¢, teniendo que f y g sean a la vez g-
derivables.

Por hipdtesis existen funciones auxiliares f,, (¢) y 9=, (¢), continuas con respecto
de q y para las cuales es valida la igualdad siguiente
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f(xo) = f(gwo)+ (1 —q)xofs, (q) (2.11)
g(xo) = g(qzo)+ (1 —q)z0ga, (9) (2.12)

la primera igualdad multiplicada por «, obtenemos que

a{f (zo) = f(gzo) + (1 — @) o fu, (0)}
af(zo) = af (qgxo) +a(l—q)zofs, (q)
= af (qo) + (1 — q) zoafa, (q)
(af) (wo) = (af) (gz0) + (1 — q) 2o (afa,) (q)
donde como f, (¢) cumple con ser continua con respecto de ¢ € B, (f), entonces
tambien lo es a.f;, (¢) un multiplo de ella.

Para el caso de la suma de funciones, precisamente hacemos la suma con las igual-
dades de la hipdtesis y obtenemos que

f(xo) +g(xo) = {f(gwo) + (1 —q)zofs, (@)} + {9 (qz0) + (1 — q) T0gu, ()}
(f+9)(zo) = (f+9)(gwo)+ (1 —q)zo (fey + guo) (9)

donde también se cumple que (fy, + gz,) (¢) es continua con respecto de g por ser
una suma de funciones continuas con respecto de q.

No menos importante son las reglas para el producto y el cociente de funciones.

Sean f y g funciones que cumplan las mismas condiciones como en el caso anterior,
por las igualdades en (2.11) y (2.12)se cumple que

g (xo) {f (x0) = f (qwo) + (1 — q) xo [, (9)}
f(20) g (x0) f(qz0) g (o) + (1 = q) x0 fz, () g (20)
= f(qzo) {9 (qzo) + (1 — @) T0ga, (@)} + (1 — @) T0 fa, (7) g (w0)
= f(gzo0) g (qz0) + (1 — q) TGz, (@) f (q20) + (1 — @) To fz, (7) g (0)
= f(gwo) g (gz0) + (1 — q) %0 {9z, (@) f (qT0) + fuo (@) g (z0)}

o lo que es lo mismo

f(z0) g (z0) = f (qx0) g (qx0) + (1 — q) zo { f (q%0) gz, () + g (0) fz, (9)}

Por tanto, y dado que f (qo) gz, (¢) + g (0) fz, (g) s una suma de productos
de funciones continuas, estd misma es una funcién continua y por la forma en la que se
defini6 la funcion auxiliar tendriamos que D, (fg) (z0) = f (¢%0) 9uo (¢)+9 (%0) fuo (@)
= f(gzo) Dqyg (x0) + g (x0) Dy f (x0), lo que ya habiamos comprobado con las defini-
ciones iniciales.
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Para el caso del cociente, haremos 2 casos en los cuales consideraremos primero que
el numerador es la funcion constante 1 y en el denominador la funcién f (), asi como
el caso de una funcion arbitraria tanto en el numerador como en el denominador.

1. Elhecho de que f es una funcion g-diferenciable nos da la igualdad con que traba-
jaremos.

f(zo) = f(qzo) + (1 —q)x0fs, (@)

flgro) = f(xo) — (1 —¢q)xofs, (¢) dividiendo entre f (xo) f (gxo)
f (qzo) _ f(@o) = (1 =q)zofa, (9)
f (o) f (gz0) f (z0) £ (qz0)
1 - Y O 2 )N
A A T ey

lo cual a su vez nos muestra, que la g-derivada de la inversa de f es igual a

~fanla) _ ~Dyf (o)

f (o) f(qzo)  f(w0) f (gm0)

2.Trabajemos ahora con el caso de Dqg (x0), donde usaremos algunas igualdades
obtenidas en el caso anterior y con la regla de la g-derivacion de un producto.

Dq% (w0) =

flao) o L ) g w0 (0)}
g@) f(O’{g(q o+ 1-a) °g<zo>g<qxo>}
[ (o) gz {7 (20) 92, (9)}
g (qzo) g (z0) g (qz0)
_ @)+ A=) 20fen (@) g _ gy, 127 @0) 90 (@)}
g (qzo) g (w0) g (qzo)
_ flgwo) | (1 —q)wofa, (9) _ x{—f(%‘o)gxo(Q)}
= glamo) | g(gzo) (=g g (x0) g (gzo)
S (qzo) | (1—q) mog (20) fu, (q) oy 157 (20) 90 (@)}
g0 T gGogm) T DT ) g (gzo)
_ flgzo) o) e 19 (@0) Fro (@) — f (20) 9 (@)}
= glamy) T O 9 (@) (g0)

Tenemos que la gq-derivada del cociente es pues igual a

D, L (20) = 9 (20) fao (@) — £ (20) 9uo (@) g (w0) Dyf (x0) — f (¥0) Dyg (w0)
q— (Lo

9 (z0) g (q0) 9 (z0) g (gz0)
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2.1.4 Rutinas y Scripts

Como parte de un complemento para la mejor comprension y analisis de los resultados
que hemos obtenido en la seccion, proporcionaremos Scripts que fueron desarrollados
y ejecutados para Matlab 5.3. Muchos de los cuales nos ayudaran a realizar graficas que
ilustren algunos de los comportamientos que se obtienen con funciones que desarrol-
laremos mas adelante, y que sin embargo muestran situaciones algunas veces similares
y otras distintas de las ya acostumbradas. Es por ello que comenzaremos con una forma
de calcular los g-niimeros que son de la forma [n] = 1‘}: , para cualquier valor de q y
n.

% Script para el calculo de los g-niimeros, utilizados
% en todo lo que al g-Calculo se refiere.
function qnum = qnumero (q,j)

%Se realiza una toma de decision sobre la base del valor de q, ya que
%que este marca la diferencia entre el g-Calculo y el

%ordinario.

if ==

%Cuando tomamos el caso q=1, de la formula [j]=(1-q"j)/(1-q)
%aplicamos limite y nos da como resultado j mismo.
qnum=j;

else
%En caso contrario al anterior, no tenemos problema con
%aplicar directamente la formula de [j], solo que hacemos
%otra toma de decision por si es positivo o negativo.
residuo = rem(j, 1);
if residuo==0 & j>0
gnum=1;
for k=1:j-1
%En caso de ser entero positivo sabemos que podemos
%hacer cociente de (1-q"j)/(1-q)=1+q+q"2+...+q"(-1)
gnum=qgnum-+q”(k);
end
else
%Cuando no podemos simplificar la expresion, aplicamos
%directamente la formula y calculamos.
qnum = (1-q%j)/(1-q);
end
end
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. . n
2.2 q-Binomiales (z — a)

2.2.1 Introduccion

En esta seccidn trataremos de generalizar algunos resultados, ya sabemos que si f(z) =
z™ entonces D, f(z) = [n]2"~!, con la notacion respectiva para [n]. Ahora, como
al tratar de g-derivar la funcion g(z) = (z — a)" lo que obtenemos es que D,g(z) =

W , que a partir del Binomio de Newton nos llevaa Dyg(x) =

S0 () @) (—a) -

o ()@ (o ("2 1)
(g—1)z

del desarrollo y no se pueden eliminar con el cociente (¢ — 1) x, por lo que nos pregun-
tamos si existen, por asi decirlo, g-funciones Binomiales tales que al g-derivarlos so6lo
obtengamos una q-constante que multiplique al Binomio elevado en una unidad menos
de la original, y que ademas se tenga que al evaluar el g-Binomial en x = a este al
igual que su analogo se anule en cualquiera de sus potencias, excepto claro cuando la
potencia sea cero.

Para determinar los g-Binomiales, en lugar de dar arbitrariamente funciones y ver
cuales son aquellas que cumplen con las condiciones que pedimos, lo que haremos es
aplicar un poco de lo que mas adelante definiremos como g-antiderivadas, sin some-
ternos al formalismo de definiciones, s6lo consideraremos esta operacion en el sentido
inverso de leer la igualdad D 2" = [n] 2" ~! para Polinomios. Es por lo anterior, que
comenzaremos con la base de nuestros q-Binomiales que serdn (x — a), con ¢ € R una

constante. Al g-derivarlo obtenemos D, (z — a) = qx_(;l:l(;”m_“) = 55 = 1, locual
comienza siendo una buena analogia de lo que pasa con la derivada y los Binomiales.
Para el polinomio de grado 2 que debe cumplir con el aspecto de g-binomial, tratamos de

obtener las q-antiderivadas tanto de = y —a, es decir, D hq(z) = x 'y Dyho(z) = —a,

, que como se observa consta de términos ¢ en cada parte

entonces basandonos en que Dyz™ = [n] 2"~ !, podemos concluir que hq(x) = %
y que he(z) = —az. Luego Dyh(z) = Dyhi(x) + Dyho(z) = = — a, y bajo las
propiedades de operador de la g-derivada tenemos que h(z) = % — ax, y ya que esta
funcién también debe ser un g-Binomial, se tiene que cumplir que h(a) = 0, por lo
que agregamos constantes en nuestra funcién h (x) para que lo cumpla y dado que la
g-derivada de constantes es cero, entonces no se altera el hecho de que D h(z) = z—a.
Entonces podemos concluir que h(z) = fﬁ

5] — 0T — % + a?, la cual se puede factorizar
de la siguiente forma
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x? a? 9 22 — a?
mfazfera = Tfa(xfa)
Tr+a
= e-o{*g -
T+a—[2|a
- oo {=g
z+a q::11 a
- @‘@{ é )
B z4+a—(g+1)a
- oo { T
r+a—qga—a
- oo { Tt
- w-a {5}
_ (@—a)(x—qa)
2]
Luego hemos obtenido que h(z) = w es la forma del q-Binomial tal que

al g-derivar nos da como resultado el g-Binomio (z — a) y que ademas cumple con
anularse al ser evaluada en a.

Antes de proceder con la forma general de un g-Binomial de grado n € N, tra-
bajaremos con la forma del g-Binomial para n = 3, con el fin de darnos una mejor
idea del caso general, y por lo cual recurriremos a lo ya obtenido con h(zx) y pedire-
mos lo mismo que con ¢l. Buscamos un polinomio g(z) tal que Dyg(x) = h(z), que
g(a) = 0, y asi como se fue obteniendo la q-antiderivada para cada uno de los elemen-
tos en (z — a) tendremos que aplicar nuestro proceso inverso de g-derivada para los
elementos en h(z) basados en el conocimiento de la formula D,z™ = [n]z" 1, que
suponemos se puede leer de izquierda a derecha y viceversa, y es esto lo que tomamos
como la g-antiderivada de Polinomios en forma provisional.

Si se supone que h(z) = (T_a)[(+q“) = % —ax — % + a?,y se usa la forma de
la g-antiderivada para cada uno de ﬂos términos daremos una primera aproximacion a
g(x) = ﬁiﬂ - “[%2 - %x + a?z. Sin embargo como en el caso anterior, este g(x) solo
cumple con que al g-derivar nos dé h(x) y no con la condicion g(a) = 0, por lo que
también como en el caso anterior nos faltaria agregar constantes para que lo cumplan
y que no afectarian con la g-derivacion por la propiedad de sus g-derivadas. La forma



2.2 g-Binomiales (z — a)" 19

definitiva de g(z) = g ][3] - % — mx + a’z — BIE ][3] + & [2] + o ] — a® y en donde
tenemos nuevamente, que cambiar la apariencia para poder ver alguna semejanza con
los 2 casos que ya se tienen y dar una forma general.

23 ar? a2 , o3 a3 a3 ,
@ e w BT EE e
_ 23 — [3]az? — [3] a®x + [2] [3] a®x — a® + [3] 203 — [2] [3] @®
(2] [3]
= (14 g+ ) a® - (1+q+¢*)d’z+(1+q) (1+q+¢°) a’x
- 2] 3]
+—a3—|— (2+2q+2q2)a3 —(1+9q) (1+q+q2)a3
2] 3]
(14 g+ ) e’ + (-1 —q— @ +14+2¢+2¢° +¢°) a’x
- 2] [3]
+(—1+2+2q+2q2—1—2q—2q2—q3)a3
(2] [3]
= (1+g+ ) ar’ + (¢+ ¢ + ) d’z + (—¢*) a?
B (2] [3]
B x3—(1+q)ax2—q2ax2+qa2x+(q —|—q)ax—qa
B 2] [3]
B x(m2—(1+q)a:r+qa2)—q2a(m2—(1+q)a:c—|—qa2)
- 2] [3]
_ (w — q2a) (x2 —qar — ax + qa2)
B [2][3]
(= ¢%a) (z(x —qa) —a(z — qa))
- 2] [3]
B (x—qQa) (x—qa)(r—a) (z—a)(®—qa) (x—q2a)
N 2] (3] N 23]

Haciendo un resumen de los g-Binomiales que hemos obtenido hasta el momento y
por su grado son:
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Antes de seguir introduzcamos la notacion para el producto de los g-numeros [n],
donde solo consideraremos que n € N.

Definition 3  Siendo n un numero natural, denotaremos el producto de los primeros n
q-nuimeros como

1 sin=20
["]‘:{ mln -1 —2.. 2] sin=12,.. } (2.13)

y nos referiremos a este producto como el g-factorial de n.

En este momento ya estamos listos para definir el analogo de los Binomiales en el
sentido q.

Definition 4 Para cualquier niimero natural n mayor o igual que 0, se tiene que

1 sin=20
_{ (ZL’*CL) (qua)...(as—qnfla) sin=1,2,... } (2.14)

Demostremos que los g-Binomiales tienen las propiedades que queremos.

(x — a)Z

Proposition 9  Para cada uno de los naturales mayores que cero, la definicion dada
en (2.14) cumple que

Dy(z—a) = [n](z— a);kl o equivalente (2.15)

(x—a)™" (2.16)
Proof. Por tratarse de una demostracion en la que nos interesa verificar que se cumple
una igualdad para los naturales, vamos a realizarla por Induccion.

De lo que se desarroll6 anteriormente, tenemos que la igualdad (2.16) es valida para
n = 1,2y 3, en particular para n = 1 y tenemos la base de la induccion.

Supondremos que la igualdad es valida paran = k

Dy(z—a)h = [k (z—a)™" (2.17)
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Ahora toca probar que la definicion (2.15) es valida para n = k + 1, y lo hace-
mos usando lo que ya tenemos para la g-derivada de un producto y con el siguiente
razonamiento.

Dy(@—a)**" = D, ((x—a)’;-(:c—qka))
= (z—a)i +(gz — ¢"a)D, (z — a),
= @-a)+ (@ —da)k@-a),
= (@—a)l+q@—d o)k (@—a)l
= (@—a)l+qlk(@—a)l " (z-da)
= (@—a)l+qlk(z—a)
= (1+qlk) (@—a)
= (1+q(1—|—q+q2+...+qk_1))(x—a)q
= (l—l—q+q2+q3+...+q’“)(x—a)]qC

= [k:—i—l](w—a)];

|

Este nuevo tipo de Polinomios, al igual que su simil en el Calculo usual, tiene
propiedades que pueden no ser las mismas o parecidas, es por eso, y para poder acos-
tumbrarnos al manejo de los mismos, que vamos a revisar algunas propiedades.

2.2.2 Propiedades

Como parte de la extensién de la propiedad D, (z — a); = [n] (z — a):fl a enteros,

necesitaremos definir lo que significa (z — a)g conn € Z~, para esto veamos como se
comporta un g-Binomial al elevarse a una suma de nimeros naturales.
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(x — a)ZH'n = (z—a)(z—qa) (z—q¢%a)...(z—¢" "a) (z — ¢™a) (x — ¢"a) ...
. (x — qm+"+_1a)
= (z—a)(z—qa)(z—¢%a)..(z—¢" "a) (z — ¢"a) (z — ¢""a) ...
(x — qm+"_1a)

= (@—a)(x—qa)(z—¢a)...(x—¢" "a) (- (¢"a)) (x — ¢ (¢"

(x — gt (qma))

a)) ...

= (z—a)(x—qa) (x - q2a) (ac - q"_la) (z = (¢"a)) (x — q(¢"a)) ...

(24" (¢"a))
o m m A\
- (xia)q (‘riq a’)q
— n n
= (z—a),(z—q"a)
lo cual también nos muestra que no se cumple la distributividad de una suma sobre

la potencia, i.e., (z — a);’H" #(z—a)) (z—a),.

m
q

Sean m, n tales que m +n =0 <= m = —n entonces se cumple

1 = (z— a)ZH” = (v — a);n (x — qma)g

= (z— a)q_n (:c — qfna);l

de donde al despejar se obtiene la extension de la definicion (2.14) para enteros
negativos,

_ 1
— "=——— — conneN\{0 2.20
(0= 0" = gy o € NLO) (220)
Al estar verificando las propiedades que ya se cumplian para los Binomios, podemos
definir lo que vamos a entender por la potencia de una potencia de un g-Binomial, para

esto recurriremos a la definicion (2.14) y a las propiedades anteriores.

(x — a)gm = (z—a)(z—qa)(z— qza) (@ — qula)
(x —q™a) (a: - qm+1a) (x - qzm_la)

(1‘ _ q(n72)ma> ($ _ q(n72)m+1a> (ZE _ q(nfl)m71a>
(.’I} _ q(n—l)ma) (SL' _ q(n—l)m+1a) (Q? _ qnm—la)

(z—a)) (x—q"a); (z— qzma);n (2.21)

(:1: — q("fz)ma>m (:c — q("fl)ma)

m

q q

(2.18)
(2.19)
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Claro que en la igualdad anterior, podemos conmutar la posicion de m por n y tener
una version analoga como

(x—a)"™ = (z-— a)Z (x — q”a):; (x — qzna)n (2.22)

q
. (x — q(m*2)"a> ! (x — q(mfl)"a> !
q

En consecuencia se puede dar una definicion que generaliza nuestras propiedades
anteriores y las resume en una sola.

Definition 5 Sean m,n € N entonces

((33 — a)Zz): =1paran =0 (2.24)

Como una de las primeras propiedades que podemos mencionar, es el hecho de que
la potencia de potencia de un g-Binomial se entiende como el g-Binomial elevado al
producto de las potencias y que dichas potencias conmutan debido a la definicion,

n , . m
(@-ap) =@-ap =@y = (w-a})’ (2.25)
Igualmente tenemos la extension de la definicién (2.23) a nimeros enteros, usando
las igualdades sig. considerando también que m,n € N,

((x - a)?)o = ((w - a);n)n_n

q q

= (x— a)?("fn) = (z — a)Zerm(*")

)_.
|

_ _ym(=n) . m(—n) mn
= (z—a), (a: q a)q
por consiguiente, se concluye
((ax - a)””) o 1 (2.26)
174 (x - qm(_")a);nn '
Regresando a la propiedad original (z — a)Z”" = (z—a)," (z - ¢™a),, que solo

la teniamos definida para Naturales, ahora nos encargaremos de extender y probar la
igualdad para cualesquiera m,n € Z. Para ello necesitamos considerar 3 casos que
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atacaremos individualmente y otros 2 mas que se demostraran de forma directa sobre la
base de las definiciones o propiedades ya verificadas.
1. Cuando m = 0, n = 0 6 ambos son cero. Por definicién

m-+n 0
(-a" = (o-a)
=1
y por otra parte
m m o\ 0 0
(x—a), (x—q"a), = (zfa)q(zfqoa)q
= 1-1
1
m+n

Sim = 0 entonces (z — a) = (x — a)Z, y también que

q

(@—a)(@—q"a)! = (z—a)(z—q’a)"

= 1(z—1la),

= (zfa)q

El subcaso restante es analogo a este ultimo y por tanto queda finalizado este
apartado.

2. Cuando m,n > 0 es precisamente la demostracion inicial de la propiedad

(& —a);™" = (z = a)y (x — g"a);
para Naturales.
3. Seanm y ntalesque m = —m < 0y n = n > 0, a partir de esto verifiquemos si

(z —a)," (x — g™a), puede llevarnos al otro lado de la igualdad

(@—a) (@—q )y = (z—a);" (z—q ™),
1 5 o\7
Usando la formula (2.20) = ——— (z— q_ma)q
(z—q"a)]
(v =g ™a),
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El cociente al cual hemos llegado tiene 2 posibles caminos a seguir haciendo dis-
tincion de que la potencia del numerador puede o no ser mayor que la potencia del
denominador, y en base a esto usamos la propiedad (2.18) en las siguientes formas

(x — a);"’+7" = (z-— a)Zn (x — qma)g
_ m—+n
w = (z-— qma)z (2.27)
q

donde el numerador, del cociente del lado izquierdo, es mas grande que la potencia
del denominador y ambos tienen misma base.

(@—a))™ = (z—a); (x—q"a),
1 (@ —a)
= 2.8
(z — qma)y (@ —a)" ™" (2:28)

y aqui, sucede lo inverso que en el caso anterior, la potencia del denominador es
mayor que la del numerador, aunque con la misma base y tanto en (2.27) como en
(2.28) las potencias deben ser positivas.

(w )

(z—a)) (x—q"a);

(13 m,a
a: — q’” a))i_m sin > m
Por (2.27) y (2.28) = a L
— sim >n
(x—q™ (¢~ ™a))y
(x — a " ™ sif > m
W stm>n
Apartirde (220) = (z—a)" ™
_ m+n
- ( )q
4.Tomemos m, n de forma tal que ahoram =m > 0yquen = —n <0
(el (@—q"a)! = (x—a) (c—q"a),"
- 1
Haciendousode (2.20) = (z—a), ——
(z—q"(¢™a))
(z—a)y
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Aqui tenemos que hacer uso de modificaciones en la igualdad

(¢ —a)y™" = (& —a)] (z - q"a);

como en el apartado anterior.

(@—a)™" = (z—a) (x—q"a),
(x — a);n+n
- —a)™ 2.29
(J? _ qma)g ($ a)q ( )
y el caso inverso
(- = @) - )
1 x—ama n
o= ( th (2.30)
(x - a’)q (17 — a)q

Regresando a la igualdad en la cual nos habiamos quedado y usando lo que ya
sacamos anteriormente,

(¢~ a)) (= g"a)) =

z—a) " sim >
Por (2.29) y (2.30) = (@—a)™ - y
g —ray T sim > m
(@—a))™" sim >
= (z—a)s D
(rfquﬁa)'g*"h(quﬁfﬁl(qm—ﬁa));"n SIm >m
(x—a)) ™" sim>h
= (x_a)'ﬁz s .
(a;—q—(ﬁ—'rh)a)ﬁqfﬁl($_a);h SIm >1m
(x — a);h_ﬁ sim>n
Usando (220) = W _ (],‘ - a)q—(n—m) Sif > m
q
— (l‘ _ a)ﬁl—ﬁ — (l‘ _ a)m-‘rH

q

5.Elultimo caso a considerar es cuandom = —m < 0yn=—n <0



2.2 g-Binomiales (z — a)" 27

(z—a)) (x—qma); = (z—a)," (z— q_ma);
1 1
Usando (2.20) = —— - —
(z—q ™a), (x—q " (g ™a)),
- 1
(z—q ™ma)," (x — g~ ""™a),
_ 1
(x— ¢ ""Ma); (z —q" (¢ ™a)),’
1

Aplicando la def. (2.18) =

(;p — q_('fl-‘rﬁz)a,) Z-Hh
Utilizando (2.20) = (z— a);(ﬁer)
= (z—a)"™

q

Como consecuencia del hecho de que se cumpla para todo par de enteros m y n,

(x — a);nJrn = (z—a);" (x — ¢™a),, tenemos la siguiente proposicion.

Proposition 10  Para cualquier enteron, es valida la igualdad Dy (z — a); = [n] (z — a)

Proof. Sin = 0, entonces la igualdad es valida debido a D, (z — a)g =D,(1)=0=

[0] (x — a)gfl, tomando en cuenta que [0] = 0.
Sin > 0, es la demostracion inicial para la igualdad.

Sin = —n < 0 hacemos uso de la regla para la g-derivacion de un cociente
D,(@-a)' = D,(z-a)
_ 1
= g _
(x —q "a);
—[7] (x — ¢ "a)

Como por definicion

(x — q*"a) = (:c — q*ﬁa) (9: — q*ﬁ“a) (x — q*ﬁ”a)

—n+n—2 —ﬁ+ﬁ—1a)

...(x—q a)(w—q

. . . . . _n \A—1
entonces aplicando la misma definicion pero ahora al g-Binomio (a; —q ”a)q

tenemos una relacion entre ambos, a través de la igualdad

>
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(¢~ q7"a)] =z~ q"a)] "
(o=aa)
=g 7a)]

Dy (z — a),, que nos habiamos quedado.

(33 _ q—ﬁ-‘rﬁ—la) _ (x _ q—na);lfl (ac _ q—la)

o en forma equivalente = (z_ql,la). Sustituyendo esto en la igualdad

. ~ [ (z—q "))
Dy(z—a); = — 1
= ak (x—gq "), (qgz — g "a),

— (7]

(gz = q~"a)y (z — ¢~ 'a)

_ —[7]

-~ A{lgz — ¢ "a) (gz — ¢~ a) ... (qz — ¢~ 'a)} (z — ¢ 'a)

_ —[7]

- A{q@—g " la)q(z—q "a)..q(x — g 2a)} (z — g la)
7]

Aitl
(0=t
()
= e
(@ — ¢~ ta)y"
[=7] [] n-1
= _ =[n](z—a
(z — q7n71a);l+1 (x qn—1a);n+1 [ ( )q
|
2.2.3 Casos Especiales
La formula D, (z — a);1 = [n](x — a)Z*1 Vn € Z, no se aplica directamente a cierto

tipo de problemas por el papel que desempeiia ¢ dentro de los q-Binomiales al momento
de, por ejemplo: multiplicar por un —1 en el interior del q-Binomial; subir o bajar los g-
Binomiales en un cociente y esto solo afectando al signo de la potencia o combinaciones
de las anteriores como se muestra enseguida.
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Para tratar de encontrar su g-derivada se analizan cambiando su apariencia con las
propiedades que hemos obtenido hasta aqui, y un poco de definiciones.
Q-derivemos la primera expresion.

1 1
D——— =D
“(z—a), Yz — g (q"a)),
= D,(z—q"a),"

(z—q ' (gna)) ™
_ [—n]
=g,

Antes de iniciar con la q-derivada de (a — z),, aplicaremos un cambio en la apari-

n
. . . . , q . .
encia de dicho g-Binomial para llevarlo a algo mas conocido, que mostramos enseguida.

(a-o); =

= q¢ * (a-2)(¢7'a—2) (¢ %a—2)..(¢7"a—1x)
= ()" @m0 (e -aa) (- g) (e g a)
_ (—l)n qn(ﬂ;l) (ZE q—n+1a) (in q n+2a)
(x—q%a) (z—q 'a) (x—a)
~ (1 n g (x—g+a)"

lo cual ya nos ayuda para obtener su q-derivada
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n.(n 1)

({E —rL+1a)Z
o] (o =7 a)”
(x ”Ha) (x — q7"+2a) (m — qila)

(-1)"q

(-1)"q
= (=1)qg =2 [n] (q_la — a:) (q_2a — a:) (q nt2g ) (q‘"“a — x)
= (-1 ?

(1)

Dl ) e )
0= 40) (0= 0) . (e 4" ) (a0
[

Y finalmente tenemos el caso en el que hacemos una combinacién de los 2 anteriores
en uno solo,

1 —Dy (a— x)Z
D, (a—z)y " (a- )y (a—qz)y
~{nm@-g)
(a— ) (a—qz),
] (a — gz) (a — ¢*z) ... (a — ¢"%z) (a — ¢" '2)
(a—1); (a—qz)(a—q®z)...(a — " ') (a — q"x)

_ ]
(o) (a—q'a)
[
(a— o)

2.2.4 Rutinas y Scripts

A continuacién, seguimos con las rutinas desarrolladas en Matlab 5.3. Tenemos 2
scripts en los que podremos calcular el g-factorial como fue definido en estd seccion,
para nimeros naturales, y para cualquier valor de ¢g. El segundo nos permitira trabajar
con los g-Binomiales (x + a)Z, ya sea para evaluar una pareja de nimeros en especi-
fico junto con valores para ¢ y una potencia n, 6 poder calcular de forma simboélica la
funcidén que representaria para dichos valores y junto con la variable x.

%Script con el cual se hace un analogo del operador
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%factorial con niimeros naturales, a q-nimeros.
function qgfact = qfactorial (q,j)
residuo = rem (j,1);

%Hacemos dos posibles casos, cuando el valor de j es natural
% y cuando no, para entonces enviar una alerta.

if residuo==0 & j>=0

gfact=1;

for k=1:j

%En el caso cuando tenemos a j como un natural, aplicamos
%]a recursividad para el calculo del g-factorial.

gfact = gfact*qnumero(q.k);

end

else

%En caso de que j no sea natural, mostramos en pantalla
%una alerta con el error cometido.

disp (CEl nimero debe ser un entero positivo.”)

end

%Sript con el cual podemos ya sea calcular, simbolicamente un g-Binomial
%(x+a)q "n como funcion, ¢ evaluar directamente para cualesquiera valores
%dque no se encuentren registrados.

function gbin = gbinomial (x,a,n,q)

residuo = rem (n,1);

%Consideramos el primer caso de potencias naturales, para las cuales tenemos
%una formula en especifica, y es por ellos mismo la distincion de casos.

if residuo==0 & n>=0

gbin = 1;

for k= 1:n

%Con este término calculamos cada uno de los factores que intervienen
%dentro del producto de un g-Binomial.
suma = x+a*q"(k-1);

%Aqui hacemos el producto respectivo de cada uno de los términos
%que se obtuvieron en el paso previo.

gbin = gbin*suma;

end
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%Aqui el caso con potencias negativas.
elseif residuo==0 & n<0

gbin=1;

for k=1:-n

%Con este término calculamos cada uno de los factores que intervienen
%dentro del producto de un g-Binomial.
suma= x+a*q(n+k-1);

%Aqui hacemos el producto respectivo de cada uno de los términos
%que se obtuvieron en el paso previo.

gbin= gbin/suma;

end

else

%En esta parte enviamos una alerta cuando la potencia no es entera.
disp ("La potencia debe ser entera.”)
end

Las imagenes que presentamos en seguida, son resultado del uso de los anteriores
programas al ser ejecutados en Matlab, y para lo cual hemos hecho uso de valores y
funciones particulares, y de esta forma se han calculado las siguientes graficas con sus
respectivas anotaciones.
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Grafica de la funcin (x — wvw bajo diferentes valores de q.

33
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. 4 ..
Grafica de la funcin (z + 1) o usando variaciones en los valores a g.
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2.3 Desarrollos en series de Potencias

2.3.1 Generalizacion para Polinomios

Estamos listos para dar el g-desarrollo analogo al desarrollo en polinomios de una fun-
cion. Necesitamos hacer uso de los g-Binomiales y g-Coeficientes Binomiales ya de-
sarrollados, esto a su vez nos va servir en la seccion siguiente para abordar el tema de
las g-Funciones especiales.

Mientras tanto vamos a considerar algunos teoremas iniciales que se limiten a darnos
un desarrollo finito de funciones, y que estén apoyados por una serie de hipotesis como
un conjunto de Polinomios Base, como el que a continuaciéon damos.

Theorem 11 Si a € R, D es un operador lineal sobre el espacio de Polinomios y
{Py(x),P(x),Py(x),.., P, (x),..} es un conjunto de Polinomios en los cuales se
satisfacen las siguientes condiciones:

. (@ Py(a)=1yP,(a)=0Vn>1
(b) Grado P, =n
() D{P,(z)} =Pr1(x)Vn>1yD{1} =0

Theorem 12  Entonces para cualquier polinomio f (), cuyo grado sea N € N, su
representacion a través del conjunto de Polinomios dados, es de la forma:

N

f(@)=>_(D"f)(a) P, (x) 231)

n=0

Proof. Designemos por V el espacio de Polinomios de grado natural menor o igual a
N. En consecuencia la dimension de V' es igual a N + 1. Si tomamos el conjunto de
Polinomios 8 = { P (z), Py (z), P2 (), ..., Py ()}, estos constituyen una base para
V por 2 razones: el grado de cada polinomio del conjunto es distinto del resto por el
inciso b) de las hipdtesis; es un conjunto de N + 1 polinomios en V. Entonces cualquier
elemento de V' lo podemos representar como una combinacion lineal de elementos de
nuestra base 5 como a continuacion se muestra.

.
N
fl@) = Y ¢Pi(x) (232)

donde ¢; son constantes unicas para cada j € {0,1,2,3,..., N}. Al evaluar (2.32)
en x = a 'y apoyarnos en los incisos a) y ¢).
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N
= ) ¢P(a)
j=0

= ¢ (CL) +c P (Cl) + o Py (CL) +...+cnPyN (a)
= (g (1) +c1 (O) + o (0) +...+cN (0)

= Co

Aplicando el operador D sobre (2.32), evaluando en = a y haciendo uso de los
incisos antes comentados, se obtiene

D (f (x))

=

D (Z c;bP; (90))

oD (Po(2)) + 1D (P (z)) + 2D (P2 (z)) + ... + enD (Pn (2))
+e1 (Po(2)) +e2 (Pr (%) + ... +en (Prv-1(2))

(a) =0 (0) +c1 (P (@) + c2 (Pr (@) + ... + en (Pn-1(a))
+ec1 (1) +e2(0)+ ...+ ey (0)

Q

D(f
co (0

C1

D(
co (0)
)
)

En general para el operador D* = D (D (... (D))),

D*(f(z) =

Por lo tanto

N
Dk (Z c; Pj (x)) paral <k <N

coD¥ (Py (z)) + c1D* (Py () 4 coD* (Py () + ... +
+eiDF (P, (2)) + crp1D¥ (Pry1 (2)) + ... + ey DF (Py ()
coD* 1 (0) 4+ ¢; DF 72 (0) + 2 D73 (0) + ... +

+cx (Po () + cey1 (Pr (2) + o + en (Py—k (2))

D (f)(a) = coD* "1 (0) + 1 D72 (0) + 2 D3 (0) + ... +
+ci (Po (@) + ckr1 (Pr(a)) + ... +en (Py—k (a))

¢k (1) + cry1 (0) + ... + en (0)

Ck

ek = DF (f)(a) VE€{1,2,3,..,N}

2

N
fla)=2 ¢;Pi(x) = D’ (f)(a)P;(x)
§=0
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Este teorema en particular bajo las condiciones en las cuales tomamos al operador
D = d y P, (z) = (2 ,a) nos da como resultado la expansion de Taylor para un
polinomio de grado N alrededor de z = a. Como queremos formular la g-version de
estd expansion, afladimos nuestros pohnomlos base, que ya construimos en secciones
anteriores, y el operador que sera por supuesto la q-derivada.

2.3.2 q-Teorema de Taylor

Theorem 13  Para cualquier polinomio de grado N, y cualquier numero c, tenemos
la g-expansion de Taylor como

N
z;) (Dif) ( T‘q (2.33)
iz

Proof. La demostracion es inmediata del teorema (2.31), simplemente tomando en
cuenta que ya tenemos probado que D, es un operador lineal y por la definicion de los
g-Binomiales (z — c)fz, tenemos que su grado es j, luego paracada j € {0,1,2,...,N},
(x — c)fl es un g-polinomio de grado distinto de los demads y asi tenemos un conjunto lin-
ealmente independiente que se anulan en c. Ademas de que al formar los g-Binomiales

(m[; ]C) y gq-derivarlos, esto nos da como resultado el g-polinomial %, asi pues el

teorema se cumple. H

2.3.3 q-Formula de Taylor para series de potencias formales

Una ves que ya tenemos los elementos suficientes acerca de los desarrollos finitos de
Polinomios de grado N, vamos a pasar con expansiones de funciones en serie de po-
tencias formales, en los cuales al igual que con los polinomios de grado finito, primero
expondremos un teorema que generaliza para cualquier operador D y conjunto de Poli-
nomios { Py, P1, P, ..., Px, ...}, un resultado acerca de la representacion de dichas se-
ries infinitas. Para después pasar al caso particular del operador D, junto con el con-
junto infinito de g-Binomiales representando a dichas series de potencias formales. Por
ultimo, vamos a dar algunos ejemplos utiles, para secciones posteriores, de algunas
funciones que crearemos pero surgen solo en expansiones infinitas en el Calculo tradi-
cional.
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Theorem 14 Supongase que D es un operador lineal sobre el espacio de series de
potencias formales y {Py (z), Py (x), Py (), ...} es un conjunto de polinomios tales
que se satisfacen las condiciones siguientes para a un real arbitrario:

1. (a) Py(a) =1y P, (a) =0 para cualquier n > 1
(b) Grado P, =n
(¢) DP, (z) = P,_1 (x) para cualquiern > 1,y D (1) =0

(d) DY 2 ogk(x) = Ypeo Dk (x), Y& € Domgy (z) y siendo gy, (z) un
polinomio de grado k

Entonces, cualquier serie de potencias formal f (x) puede ser expresado como una
serie de Taylor generalizada alrededor de a, es decir, como una serie

f @)=Y (D"f) (a) Py (x) (2.34)

k=0

Proof. Estamos suponiendo que tenemos una serie formal de potencias

o0
z = E cpa®
k=0

en la cual se esta ignorando, en un principio, los problemas de convergencia, esto
entre comillas porque realmente no lo usaremos.
Sabemos por la formula de Taylor (2.31) para polinomios finitos que

N
fx)=> "D (f)(a) P (x)
=0

y queremos demostrar que esta definicion se puede extender a polinomios infinitos,
como es el caso de z. En particular es valida para ", como polinomio finito, podemos
darle una representacion en una g-expansion de Taylor alrededor de = a con el con-
junto de polinomios { Py, Py, Py, ..., P;}

k
D Z (D72%) (a) P (2)

J
y usarla para cambiar la forma de z

oo
z = E cpz®
k=0

entonces combinando ambos resultados podemos tener
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oo k
z = Z Ck Z (D7z*) (a) Pj (z)
k=0 §=0
ook
= Z Z Ck (Djl’k) (CL) Pj (1‘)

k=0 j=0

en la que podemos hacer un cambio de variable para tener un reordenamiento en
cuanto a las sumas y sus limites superiores, para ello consideramos el cambio k = j+n,
lo que implica que

oo oo
z= Z Z Citn (DI27T) (a) P; (2)
j=0n=0
Como suponemos que el operador D conmuta con una suma infinita de polinomios,
entonces podemos sacarlo de la primera suma, ya que este no depende del indice n, con
el que se estd sumando, ademas podemos sacar el factor de los polinomios que se estan
contabilizando con j

z= Z D’ Z cjn® T | (a) P; (2) (2.35)
J=0 n=0

a partir de aqui vamos a considerar lo siguiente, como z = Y 7~ cx® = cot+err+
cox? + c3x® + ... + ¢t + ... paratodo t € N, y en particular para cuando ¢t = 7, el
j que interviene en una de las 2 sumas infinitas iteradas anteriores. Lo que nos permite
hacer la siguiente igualdad y reordenacion

) )
z = ¢+ cix+ cox +03m3—|—...+cjx7 + ...

2 3 i—1 i j+1
co+ci1x + cox” +c3x” + .+ i) —l—cj:zc]—i-chxH + ...

j—1 00
= Z cx” + Z csx®
r=0 s=j
7j—1 o]
= Z crx” + Z csﬂxsﬂ
r=0 s=0

de la ultima igualdad vemos que el segundo término de la suma, es idéntico a
>0 o Cj+nad T, con excepeidn del parametro con el que recorremos la suma, en con-
secuencia al despejar obtenemos

j—1

o0
E Cs4j2° T =z — E crx”
s=0

r=0
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que sustituimos en (2.35)

r=0

- Z {Dj (z) — D’ (i wﬂ) } (a) P; (z) (2.36)

j=0 =0

o] j—1
z = ZDj (2 - Zcrccr> (a) Pj (x)
§=0

pero el operador aplicado j-veces a la suma Zi;é crx” es cero debido a que es un
polinomio de grado j — 1, luego debe tener una representacion en g-serie de Taylor finita
con el conjunto de polinomios que tenemos y bajo las propiedades que ellos cumplen
junto con D obtenemos

j—1 j—1
Zcr:ﬂ = Z R P, ()
r=0

m=0
como Py (a) = 1y éste tiene grado cero, debe ser una funcién constante y valer
lo mismo para todo x en su dominio, por lo tanto P (z) = 1, y como D (1) = 0 eso
implica que D (P, (z)) = 0. Entonces podemos probar la afirmacion que hicimos hace
unos momentos, como sigue

D’ (JZ_: wT) = DJ <JZ_: R Pr, @))

r=0 m=0
= D’ (hoPo () + haPy (2) + .. + hj1 Py (x))
= D' {heDPy(2)} + D" { i D?*Py (2)} + ...
e+ hj_1DjP7‘—1 (37)
DI™ {ho %0} + D772 {hy % 0} + ..+ hj1 %0
0

por lo que al tomar en cuenta esto en la igualdad (2.36) concluimos que

:=) (D ()} @) P @)

lo que queriamos probar.
Ahora probemos un resultado que necesitamos para obtener un corolario inmediato y
necesario en los desarrollos infinitos de funciones, con la g-derivada y los g-binomiales.

Theorem 15 Sea {f, (v)}, .y una sucesion de funciones g-derivables en x,, en-
tonces la g-derivada de "~ fn (z0) esigual a - o Dq (fn (20))
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Proof. Aplicamos directamente la definicion de q-derivada a la serie infinita y hacemos
uso de las propiedades que se tienen para sumas infinitas de funciones

((J*l)ﬂ?o
1 o

= — {fn (qu) - fn (.730)}
n=0

o (imo)) _ Znzofnl9%0) — ¥ fn (20)
n=0

(g —1)zo

S {fn (470) ~ fu (m)}

— (¢ —1) o

oo

= > {Dyfa(20)}

n=0

D, (Z fn (ffo)) =Y {Dufalz0)} (237

n=0 n=0

lo que prueba nuestra afirmacion. Wl

El siguiente resultado es una aplicacion directa del teorema 14 apoyandose del teo-
rema 15, en el que hemos sustituido como caso particular el operador D por la g-
derivada, y el conjunto de polinomios por los g-Binomiales. Sabemos que estos 2 datos
satisfacen las condiciones de los 3 primeros incisos del teorema, el cuarto inciso que
se agregd con respecto del teorema generalizado de Taylor, se ha comprobado en el
anterior teorema, por lo cual es evidente el corolario siguiente.

Corollary 16  Cualquier serie de potencias formal f (x) puede ser expresado como
una q-serie de Taylor

J

v~ )y (2.38)

F@ =3 (D)@

2 Bl
para cualquier a que sea real.

2.3.4 Ejemplos de desarrollos en g-serie de Taylor finitos e infinitos

Los siguientes casos a estudiar con la g-expansion de Taylor, tanto de forma finita como
infinita, son ejemplos de como emplear los teoremas anteriores, pero ademas los mis-
mos casos que veremos nos serviran para representar funciones utiles y necesarias mas
adelante.
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Sea f (z) = (z + a)g el g-Binomial de grado n con las caracteristicas que ya cono-
cemos, apliquemos el desarrollo de tipo (2.33) alrededor de « = 0. Para esto tenemos
que cuando j < n, el operador D} sobre la funcién f es igual a

(Dif) (@)=l n—1]..[n—j+1] (x+a); ™’

si consideramos

=(z+a)(z+qa)..(z+¢"7 " a)

que al evaluarse en = 0 da como resultado

(n—j)(n—5—1)
2

0+ a)Zﬁj =q¢ 2z a7

entonces

(71'—.7)(;—j—1) a"fj

(D3f) (0) = [n][n—1]...[n = j + 1] ¢

y la g-expansion de Taylor queda asi

(n=j)(n=j—1)
2

- —1]...In—35+1 n—j
(@ +a)! = Z[n][n ]...[n Jf']q "
j=0 7!
_ Z”:[n] [P =1 =+ 10— g
= (] T = 4"
Y [n]! @=D=i=D
= Xt
7=0
n
_ [ n ] UG
iz L/

Aqui hemos hecho uso de una notacion particular, en la cual estamos considerando
!

[n]!

que al tomar el cociente de m, lo identificaremos con el simbolo [ ? }, que

corresponde de alguna forma, a lo que pasa en el cociente W{j), y ;L

En particular se tiene que cuando ¢ — 1
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n
) no n| ope-iy o, Lo
= lim { B } g T g
¢—1| ]
=0
n
= Z( " >a"_jmj
=0\ 7
= (z+a)"
debido a que lim,__,1 [n] = n, lo cual implica que lim,_.; [n]! = (n)!, y esto a su vez
que lim [
e j

Antes de pasar a los desarrollos infinitos, veamos una relacion importante; la de
los Binomiales (z + )", con los g-desarrollos de Taylor siempre y cuando los factores
que intervienen en el q-Binomial, cumplan con la regla de conmutatividad yz = gxy.
Enunciémoslo como un Teorema.

Theorem 17 Siz,y € R, son tales que se satisface la igualdad yx = qzy, donde q es
un real que conmuta con x e y, entonces

(@+y)" =) [ 7} } iy (2.39)

Proof. Haremos la demostracion por induccion sobre n.
Sin=1.

(z+y)

I
[~
—
R
—
8
&
N
i
<

j=0

1 1— 1 1,1-1
= o]
o it
= oAt e
= lxy+1lxx

es decir, se cumple (2.39).
A partir de suponer que se cumple (2.39) paran = k.
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k
k k .
T+ = C | 2yt
@) =2, [ J ] i
7=0
demostremos que se cumple cuando n = k + 1.
Notemos que por la propiedad yx = gy, se tiene que

v = gyt lay = ¢yt eyt = . = ¢Fay®
en consecuencia
k+1 k
(z +y) = (@+y) (z+y)
k
k o
= Z[ }w”y’“ J) (z+y)
— J
7=0
k k
= iy + | adykd
25 e s
7=0 7=0
"k " Tk
= " I (gF IR 4+ U | gkt
25w ]
7=0 7=0
si recorremos la primera suma, haciendo un cambio
de variable j = r — 1,y por fines practicos, regresamos

r al subindice j.

k41
(ery)kJrl _ quj+1[__1]xjkj+l+2|: ] yrit

k
_ k+1 k—j+1 g k—j+1
— Z [jl}xy +

j=1
+Z[ - ] k a+1+yk+1
j=1
_ gkl +Z s LA I R R R AR RS
= J—1 J
_ kH‘*‘Z({ k+1 :|>xjyk—j+l+yk+l

()
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lo que prueba la induccion y por ello la propiedad (2.39). B

En la anterior demostracion, usamos una propiedad de los g-nimeros que no habiamos
demostrado, pero que a continuacién comprobaremos.

Proposition 18 Paran,j € Nyn—1 > j > 1, se cumplen las identidades siguientes

n n—1 |l n—1
o +q . 2.40
{]] {3_1] ! { j ] (240
v la igualdad
n n—j| n—1 n—l]
.| = : . + . 241
{J } I [ j—1 } [ j 241
Proof. Considerando que n — 1 > 5 > 1, entonces
n] = 14+q+..+¢"*
= (I4g+@+..+¢d N+ Q+g+...+¢"7
= [+ n—j]

que aplicandolo en [ 7; ]

] Pl 1))
J Ut =41t [t — ]!
[n =1 ([j] + ¢’ [n — 3])

) [n = ]!
B [n—1]! j [n—1]!

=17 T hlim—j—1

= 5o ]ee[

lo cual prueba la igualdad en (2.40).
Para la propiedad (2.41), usamos la igualdad (2.40) ya probada, y el hecho de que

i = (LA ‘ (2.42)
[ J ] Uit =41t [n =4t )! n—j
Entonces, podemos hacer lo siguiente
n [ n ]
. = .|, por (2.42
= e e
[ n—-1 | n—1
— n—7j
= _n—j—l}qu [n_j},por(QAO)
[(n—1] il n—1
= . +q¢" | , por (2.42
]t [ i1 } por (2.42)
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De esta forma queda demostrado y concluido el detalle que nos hacia falta para la
demostracion del Teorema anterior, y al mismo tiempo nos permite concluir la parte de
los desarrollos finitos y comenzar con lo siguiente.

Ahora procedamos con las expansiones, pero con g-series de Taylor infinitas, de las
funciones ﬁ, (a— m)Z y ﬁ Todas y cada una de ellas alrededor de = = 0.
q q

Consideremos f (z) = (a — z),, sabemos que

Dyf (@) = —[n)(a—qz);"
Dif(x) = —[n]Dg(a— qa:);kl haciendo el cambio u = gx
y considerando que Dyu = ¢
~[n]Dy(a—qu); " = —[n]Dy(a—u)y "
= —[n] (— [n—1] (a — qu), 2) D,u

iG=1
2

D;f (x)

(<1 ] [n=1] . [n—j +1] (a—¢'z)) g

= () s (a-gla), g
[n]!
[n — ]!

por lo cual la g-serie de Taylor que representa a dicha funcion f esta dado por la
formula

i iG=1)
A

—  (Dif)(0) = (-1

o " 1\ [n]! 4 i) R
@maly = 2 W Egy o),
_ n (_1)j ’rL n—j j(j*l)xj
> (7]

Estos fueron algunos desarrollos finitos, vamos ahora a realizar con dos desarrollos

infinitos tan importantes como los anteriores. Tomemos f (x) = ﬁ, e igual que
q

antes desarrollémosla alrededor del cero, suponiendo que esta funcion y la que sigue ya
de entrada tienen una expansion en serie de potencias formal, por lo que pueden tener
su desarrollo infinito de Taylor.
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i -

DQf ( ) (1’ —q )n+1

2 [=n][-n —1] [-n][-n —1]
D:f(x = =

o) (@) (=g (g ta)™  (w—q %)’

- :[—n] [-n—1]...[-n—j+1]
D) f(x = .

qf ( ) (.’IJ B q_ja);b-ﬂ

j _ [-n][-n—1]...[-n—j+1]
= PO = G0 e 00 0 )

[—n][~n —1]...[-n — j + 1]
(_1)n+_1 a(n+j)(;1+j+1) q"("*l);j(jJrl)

por lo cual la representacion esta dada en la forma

1 > [-n][-n—1]...[-n—j+1] j
— = - - - Ry €T
(Z‘ — G)Z jgo (_1)n+] (L("+J)(;+]+1) qn(n— )2 i(i+1) [j]'
Por dltimo, consideremos la funcion f (z) = ﬁ
]
D,f (x = @ —
Qf( ) (a B .’I/')Z+1
n+1
i = M
(a—=z),
; 1] ... j—1
pif) < lllrUetioy
(a—wz); ™
; [p)n+1]...[n+7—1]
J -
= (D’f)(0) = s
y nuestro desarrollo queda asi
i [n+j— 1]xj
(a—x)" a”ﬂ 7]

q 7=0

Pongamos especial atencion en 2 representaciones muy particulares, para las cuales
encontraremos aplicacion en la seccion siguiente, sin embargo desde ahora veamos al-

gunas caracteristicas de las expresiones
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1
(1—a),

Si suponemos |g| < 1y tomamos el limite cuando n — oo en las formulas respec-
tivas que hemos encontrado para cada funcion, se tiene lo siguiente:

(I+z)) y

1 _qn 1
Porunlado lim [n] b 1—gq  1—gq
!
—  lim {7? } S TN (U
n—oo | j | n—oe [j]l[n— 4!
gy =14 2[4 ]

n—s00 (2] 7 = 1 []

(&)

(1-q)(1—¢?)...1—¢? =) (1—¢9)
(1—q)’

1
1-9)(1-¢*)..(1L=¢1)(1—gJ)

y por otro lado

N [ P R e LR et (%)
n—soo 12]...-7 — 14] (lfq)(lfqg)(.l.fz)quj‘l)(1*qj)
1

1-9)(1-¢*)..(1L=¢~1)(1—-gi)

lo cual nos permite escribir

n
. no_ . iG=1 | n j
nh—I>noo(1+x)q o nh—I>nOOZq ’ |:]:|x
7=0
oo j(jz_l)xj
(1+z2)° = ,
‘ ;(1—Q)(1—q2)~-~(1—qﬂ)
iG=1) J
= ()

= (=) (=) - ()
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y
. 1 o % [n][n+1]...[n+j_1]xj
1 B i .
(1 B g;)zo N j=0 (1 - (I) (1 - q2) (1 — qj)
B i 1=q 1(;1) 1—gi
j=0 (ﬂ) ( g ) ( T )
B g Al
es decir,
[e’e] iG-=1) j
ey R R ) (2.43)
j=0 ]!
y
00 xj )
;W T (1-(-qa)y (2.44)

2.4 q-Funciones Especiales

2.4.1 Definicion de dos gq-Funciones Exponenciales

En general las funciones que conocemos como exponencial y logaritmica, no depen-
den directamente de la forma en que se derivan las funciones, sin embargo, cumple un
aspecto fundamental en cuanto al resultado que se obtiene bajo el operador que teng-
amos como derivada con respecto de la funcion que se deriva. Por ejemplo, la misma
funcion exp (x) cuando le aplicamos la derivacion comun, obtenemos como resultado
la misma exp (z), lo cual se traduce en que cuando se tiene la ecuacion diferencial
y(z) = y(z), exp (z) es una solucidn salvo por una constante. De aqui mismo nos
damos cuenta que el operador que entendamos como "Derivacion", obliga a que las
propiedades que cumplian ciertas funciones, se puedan generalizar para cualquier op-
erador que propongamos como el analogo de la derivacion. Es por eso que podemos
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determinar ciertas funciones a las que llamaremos g-Funciones Especiales en base de
los Teoremas de Taylor para Polinomios y Series de Potencia Infinitas.

Definition 6 Una primera funcion g-exponencial andloga a la funcion exponencial
estd dada en serie de potencias, en la forma

xn

[n]!

oo
T _
eq—g

n=0

la cual al g-derivarla, se obtiene

n) = o3 1)

lo cual nos da una interpretacion opcional de la g-exponencial partiendo de los g-
Binomiales que ya teniamos y nos da la ventaja de ser mas manejable y asi poder deter-
minar algunas propiedades en lugar de operar con las sumas infinitas.

Para ilustrar lo que decimos, veamos si se cumple la propiedad de que e * e, =
1 usando precisamente la forma de g-Binomial para la q-Exponencial. Sea R (z) la
funcion tal que Vo € R, ef *+ R(—z) = 1, lo que implica que R(—z) = & =

G
(1-(1-9) x);’O, pero para dar un aspecto de serie de potencias a la funcion R (z),
usaremos la expansion que trabajamos con el q-Binomial (1 + x)g y lo extenderemos
cuando n — oo.
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R@ = (+1-go)

= lim (1+(1-q)z),

= S [ a0y

_ iq“"” lim ([ ! D (1= q) )

i iq L (G ) @0

= > i (MRl md Y gy
3=0

= iq“”nhinoo((l_qq)(_qum)!m(_%q ) (1=gq)z)’, lgl <1
j=0

7=0
B = j(J;l)@
- La T e

Aunque no se obtuvo lo que esperabamos con respecto de la g-Exponencial, esta
nueva R (x) nos permite definir la segunda g-Exponencial que cumple con las carac-
teristicas que pediamos y ademas hemos podido obtener su representacion en forma de
g-Binomial.

Definition 7 Sea E otra q-Exponencial dada en la forma

oo

- iG-n 7
Ej=)4q"° [Tl

Jj=0
. o R .
tal que satisface que e, E;° = 1y ademas Ej se puede representar alternativa-
mente, por (2.43), como

Ej=01+1~-qwz);
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2.4.2 Propiedades

Hasta el momento ya hemos visto algunas caracteristicas y propiedades que definen en
cierta forma a nuestras q-Exponenciales y que ahora recalcaremos junto con otras mas
para concluir con estas 2 funciones.

° — La g-derivada de la funcion eg es ella misma, 1. e.,

D, (e‘q”) =€, (2.45)

— Lag-derivada de la funcion £ es igual a EZ*, dado que
- 2 G- ad
Dy (Eq) = Dy Zq 2T
= ]!
e j(i—1 J
= 2047 ()
= 7!
_ iqa‘u;l) 2/t
= =
= -1

O G-nu-2 ) 277!
-2 N

i=1

j—1

_ iq(j_l)2(j_2) (qx)]
7 =1t

=1

O () =1) (qz)’
-2t

§=0
D, (E?) = E®* (2.46)

— Para ambas funciones g-Exponenciales, una operacién que las une es el
producto

BT =1 (2.47)

— Suponiendo que se cumple la hipotesis de que dados x, y tales que satis-
facen la regla de conmutatividad expresada como yx = qzy, entonces es

. ey oty
valida la expresion egel = eg™.
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s
2 2 G AT
o [ R aiy”
- L A

haciendo el cambio de variable n = j + k, se tiene

o0 n

sy _ ]! aly"d
R ,;);me—ﬂ! ]!
(S ] i | L
> ;[Jy ]!

usando el resultado (2.39) que tenemos acerca de los numeros que satis-
facen la igualdad yz = qzy,

1
[/A— n_-_
eqey = ;(m+y) !
_ i (z +y)
n=0 [’I’L]'
— €§+y
e el = e‘;’*y (2.48)

— Paralas g-Exponenciales £ se cumple la misma propiedad anterior siem-
pre y cuando los elementos x, y que intervienen cumplan con la regla de
conmutatividad yx = gzy. Para la demostracion usaremos las propiedades
anteriores. He aqui la demostracion.
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e By " = lyejE, Y =1Vr,y eR
= e lE/"=1
= e (B ) B =1
Como z, y satisfacen la igualdad yx = qry
T+7 —1 —r __
= e YEVE; " =1
e 1
< Eq yEq - W
q
—1 —x 1 e e]
= EVE" = 1 =1-(01-9q) (z+y)),
1-Q1—-q)(z+y))°
= BB = (4 (- ) (~y— )]
— EYE/"=E/Y"" (2.49)

— Paraz = 0, la funcion g-Exponencial ey, es igual a 1. Esto debido direc-

tamente a la definicion de la funcion partiendo de la serie de potencias.

=1 (2.50)

Para z = 0, la funcion £ igualmente vale 1 no importando el valor de g.
La prueba se basa en que tenemos como propiedad el hecho de que para
todo € R, se cumple eg E* = 1y en particular para x = 0, lo que nos
da la igualdad e) E;° = 1y por tanto,

E)=1 (2.51)

Por ultimo, consideremos una propiedad en la que podemos establecer
una igualdad entre las 2 q-Exponenciales, la cual es valida para cualquier
real que tengamos, et = E.

q
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m:b&
Il
=w

2.52)

2.4.3 Rutinas y Scripts

En esta parte damos el Script para el calculo de las funciones g-exponenciales que
hemos desarrollado, el cual permite graficarlas en cualquier intervalo real y con cualquier
valor asignado a ¢. Por lo que de alguna forma estamos calculando una generalizacion
para el caso en el g-Calculo como en el Ordinario.

%Archivo que nos da la funcién g-exponencial en su forma e q(x), para ser
%evaluada en un punto en especifico o en intervalos.
function gexp = gexponencial(q,x)

%Damos la opcion al usuario de que elija la funcion con la que desea
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%trabajar entre las dos opciones.
tipo = input (’Elija entre la g-exp 6 la q-Exp para trabajar. ’,’s’)

%Usamos una variable para validar la funcion que se entra
error=0;

%Usamos un switcheo para que en base a la opcion elegida, se realicen
%las operaciones concernientes con esa funcion.

switch tipo

case ’q-exp’

gexpo=1;

%Realizamos un ciclo para el calculo de la suma que en teoria debe ser
%infinita, pero que a través de pruebas, se ha visto que con una expansion
%de 55 caracteres el error es menor a 0.0001.

for k=1:55

%Aplicamos la formula de recursividad.

gexpo=qexpo+(x"(k))/qfactorial(q,k);
end

case 'q-Exp’

gexpo=1;

%Realizamos un ciclo para el calculo de la suma que en teoria debe ser
%infinita, pero que a través de pruebas, se ha visto que con una expansion
%de 55 caracteres el error es menor a 0.0001.

for k=1:55

%Aplicamos la formula de recursividad.

gexpo=qexpo+(q™((k)*(k-1)/2))*(x"(k))/qfactorial(q,k);
end

otherwise

%En caso de que la funcion entrada no sea ninguna de las 2 que se
%consideran, se cambia el valor de la variable auxiliar para mandar
%una alerta.

error=1;

end

if error

%Se muestra en pantalla el error cometido
disp (’La funcién entrada no corresponde a ninguna de las 2 opciones dadas.”)
else
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%Se asigna el valor calculado a la variable de salida para ser
%mostrada en pantalla.

qexp = qexpo;

end

De igual forma, veremos cémo es el resultado de aplicar los anteriores pasos para
una situacion particular y poder visualizar el comportamiento de las funciones que se
desarrollaron en esta seccion.
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Grafica de e, (z) usando valores para ¢ que se limitan en torno a 1,
debido a la velocidad con la que crecen las funciones para q
demasiado grandes.
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Grafica de la segunda funcion exponencial que determinamos E4(x), y
de igual forma se toman valores para q alrededor de 1.

59
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2.5 q-Funciones Trigonometricas
2.5.1 Definicion en base a las q-Exponenciales

Como habiamos mencionado con respecto a las funciones Exponenciales, en su defini-
cion no interviene directamente lo que entendemos como derivacion. Sin embargo,
podemos obtener una relacion entre el operador "derivada" que manejemos al momento,
con la funcion que llamemos "Exponencial” a través de las propiedades que en general
sabemos debe cumplir estd funcién "Exponencial”. En cierto modo, es darle la vuelta a
la forma en como surgen las definiciones de ciertas funciones, asi mismo en esta Seccion
daremos un tipo de funciones que nombraremos q-Funciones Trigonométricas, que sur-
giran no tanto de nuestra forma de "Derivar", sino mas bien procediendo de otra forma.
En este caso también vamos a darle la vuelta a la definicion usual que se tienen para las
funciones conocidas como Trigonométricas.

Definition 8 Decimos que las g-Funciones dadas en términos de

eix _ efim Em _ E*iz

seng (z) = %, Seng (z) = ‘1272,(1 (2.53)
eix _,’_e—iw Eu +E—iw

cosy (z) = %, Cosy (z) = % (2.54)

son las g-funciones trigonométricas bdsicas.

A estas funciones las hemos denominado basicas, porque las demas funciones se
pueden expresar partiendo de ellas, como en el Célculo usual las otras funciones tan (),
cot (), sec (x) y csc () se definen a partir de sen(z) y cos(x). De estd manera pro-
cedemos y definimos las g-Trigonométricas siguientes.

Definition 9 El resto de las q-Funciones Trigonométricas estan definidas auxilian-
donos de las g-trigonométricas basicas.

_ seng (x) _ Seng ()
tan, (z) = COSZW’ Tang (x) = m (2.55)
1 1
Squ (.T) = m, Squ (.’E) = m (256)
1 1
CSCq ("13) = m, CSCq (.’E) = W (257)
coty (z) = L _ o5 (z) , Cot, () ! Cos, (x)(Z.SS)

tang (x)  seng (z) - Tang (x) - Seng (z)
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Obtengamos algunas propiedades de las g-Funciones Trigonométricas y comparé-
moslas con las del Calculo usual.

2.5.2 Propiedades e Identidades

Aunque se tienen definidas dos gq-Funciones Trigonométricas para cada tipo conocido
en el Calculo usual, trataremos de relacionarlas en la medida de lo posible y en un
primer intento aplicamos la propiedad (2.52), que de hecho relaciona a e con E.

. — Tanto para sen, (x) como para cos, (), existe una igualdad con sus sim-
ilares Sen, (x) y Cosq (), tal que

evr —el”

sens () = %
Eix _ E—im
= 4 9 2.52
S por (252)
seny (r) = Sengy(z)
q
eiiz; _‘_ei’bw
cos1 () = 5
Eiz _’_Efia:
= % por (2.52)
cosi (z) = Cosq(x)

En general también se tendran igualdades parecidas entre las q-Trigonométricas
que no son bésicas, i. e., entre las funciones: tan, (z) y Tan, (z);
secq () y Secy (2); cscq (z) y Cseq (z); coty (z) y Cot, (x). Todo de-
bido a las definiciones de las mismas, en base a que ya hemos comprobado
que se satisface dicha igualdad.

— Al relacionar las g-funciones trigonométricas basicas por medio del pro-
ducto, tenemos una identidad muy conocida en el Célculo y que sirve para
otras identidades asi como para la derivacion e integracion.

iz+ —ix Eiz_}_Efi;v
cos, (z) Cosy (z) = ( > )( o )

einia: + e—iinm + eia;E—iz + e—in—ix
= 141 4 "9 4q g 4 9 usando (2.47)
4
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eiw _ e—ia; Eiw _ E—iz
seng (z) Seng () = ( 4 2z'q ) < d 5 g )

1T T ,—iT [T _ LT [—iT —ix [ —1iT
eq Eq eq Eq €q Eq + eq Eq

= , usando (2.47)

—4
_ —GZILE(;L + 2 — eq—w:Eq—z;c
4
eiin:L’ 4 ) + e*il’E‘fiz
cos, (x) Cos, (x) + sen, (z) Seny (z) = L1 . « BT
_efILEE(ZITr + 2 — e;mEq—m
4
cosq (z) Cosy (x) + seng (z) Seng (z) = 1 2.59)

— También cada una de las g-Funciones Trigonométricas basicas, llevan en
si propiedades que cumplen al igual que sus andlogas del Calculo de-
bido al tipo de definicion de la cual partimos para obtenerlas. Ahora
veamos una clasificacion de las g-funciones trigonométricas basicas como
g-funciones pares o impares.

seng (—x) =

= — %, es decir,

seng (—x) = — seny(x), luego sen, (x) es impar

Eé(_m) _ Eq—i(—x)

27
Eq—mc _ E:]’I‘

21
Eia: _ Efiz
= — 4 ___ % esdecir
2

Seng (—x) = Seny(x),luego Seny (z) es impar

Seng (—x) =
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(i) | i)
2
eq—iz +€<21I
2
eiaz+e—iw

= 29 egdecir

2
cosq (—x) = cosq (), luego cos, (x) es par

cosq (—x) =

2
2
= %, es decir,
Cosq(—z) = Cosy(z),luego Cos, (x) es par

Otra propiedad que normalmente satisfacen las funciones trigonométri-
cas es la forma en la cual se puede separar una suma de numeros a la cual
se le ha aplicado previamente alguna de las funciones sen (x) 6 cos ().
Para verificar bajo que condiciones podemos obtener un simil de lo que
acabamos de mencionar, vamos a necesitar mas que las simples defini-
ciones y la aritmética, pues sabemos que para que las g-exponenciales
(de las cuales parten las q-Trigonométricas) puedan separar una suma de
exponentes en un producto de bases iguales con diferente exponente, es
necesario que se cumpla la regla de conmutatividad yx = gxy. Sin em-
bargo, esto no basta cuando queremos ver como es que se descompone
ya sea sen, ( +y) 0 cos, (¢ + y), sino que mas alla de esto vamos a
tener que expandir la regla para pedir que dichos niumeros cumplan con

que (iy) (iz) = q (iz) (1y).
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e;(wﬂ/) - eqﬂ’(ﬂﬂﬂ/)

24
eia:+iy _ efiwfiy
q q . . . .
= O dadoque (iy) (ix) = ¢ (ix) (iy)
1T LY T ,— Y
— eq eq 6‘1 eq
2
1T 1Y 1T, —1Y _ T ,—1Y —iT 1Y _ ,—iT Y | —ix ,—1Yy
_ 2e" e’ + {eg’eg eleg} + {eg e — e e} — 2¢, e,
2.2
1T 1Y 1T, 1Y _ ,—IT 1Y ,—IT ,— 1Y
_ %€ +eq e €q ey —eq e
2.2
1T 1Y —iT 1Y _ T ,—Y _ ,—1T ,—1Y
eq €q + eq eq eq eq eq eq
2.2
i ,—iT Y —1iy T —ix W o Y
— eq €q eq + eq + eq + eq eq eq
2 2 2 24
seng (z+vy) = seng(x)cos, (y) + cosq () seny (y)
i(z+1 —i(z+1
‘ B eq( y)+€q( Y)
cosq (z+y) = 5
ef]z-&—iy + eq—iw—iy ‘ . ‘ '
= S dado que (iy) (ix) = q (ix) (iy)
1T 1Y —ix ,—1Y
_ &€ +eq e
2
1T 1Y 1T ,—1Y _ T ,—1Y —iT 1Y _ ,—IT 1Y —ix ,—1Y
— 26‘1 eq + {eq €q eq eq } + {eq €q eq eq } + 2€q eq
2.2
1T 1Y 1T ,—1Y —iT 1Y —iT ,—1Y
_ Cqlq Tegg e ey Ty e
2.2
T 1Y ST ,— Y 1T L0y —ix ,—1Y
+6q eq eq eq €q €q + eq 6q
2.2
T —ix Yy —iy i _ ,—iT WY 1Y
— €q + eq eq + €q + eq €q eq eq
2 2 2 2
T —ix Yy —iy i __ i Wy 1Y
— eq + €q eq + eq _ eq eq €q eq
2 2 2 24
cosq (z+y) = cosq(x)cosy (y) — seng () seng (y)

— Una vez que hemos podido casi reproducir las propiedades que se tienen
en el Célculo usual, salvo algunas hipotesis sobre las variables, hagamos
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uso de otros recursos y de lo que ya se ha demostrado. Por ejemplo,
una de las anteriores propiedades (2.59), nos dice la relacion que tiene
el sumar productos de las funciones cos, con Cos, mas sen, con Seng,
pero qué pasa si ahora realizamos un producto cruzado y comparamos los
respectivos resultados.

eiw _ e—ia; Em + E—ix
seng (x) Cosq () = ( 4 22,‘1 > ( : 3 1 )

1T T __ ,—iT [T 1T P—iT _ ,—1T [ —IT
_ eq Eq eq Eq + €q Eq eq Eq 2 47
- 2 K 21 > por ( N )
1T T, —iT [ —iT
6‘1 Eq eq E(I

2.2

eiw + efia: Ez;c _ Efi:v
cosq (z) Seng () = ( 4 3 1 ) ( 1 5 1 )

eimEia; + efinim _ eia:Efiw _ efimEfia:
q g g9 “4q q g qa_q
= - ,por (2.47
2.2i por (2.47)
1T [T —iT [ —1x
eg By" — e By
2.2
Entonces ambos productos son iguales, y de esta singular igualdad obtenida
es de donde vamos a determinar 4 distintas igualdades que nos ayudaran
a comprobar otras identidades mas.

seng (z) Cos, () = cosy (z) Seng (x) (2.60)
seng ()  Seng (x)
COSZ () Cosz (x) (261)
Cosg (x)  cosy (x)
SenZ () senz (z) 2:62)
seng ()  cosg (x)
Senz (z) Cosqq (x) (2:63)
Cosq () _ Seng () (2.64)
cosq () seng ()

— La primera de las identidades que mostraremos con ayuda de las anteri-
ores, seran aquellas que se desprenden a su vez de la identidad (2.59)

cosq (z) Cosy (z) + seng (z) Seny (x) =1
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dividiendo por el factor cos, (z) Cosq (x) la identidad "Canonica"

cosq (z) Cosy (x)  seng (z) Sengy () _ 1
cosq (x) Cosq () cosq (x) Cosg () cosq () Cosg ()
seng (z) Seng ()

1+

1+

cos, () Cos (2) secy (x) Secy ()

En esta ultima igualdad podemos tomar 2 caminos distintos, ya sea aplicar
la identidad (2.61) de izquierda a derecha o viceversa, hagamos ambas
para mostrar a que nos referimos.

seng (z) Seng (x)

cosg (z) Cosgq ()

) Seng z) g
= + Cos2 () secy () Secy ()
= 1+ Tan?l () =secq (x) Secy (x)  (2.65)

seng (z) Seng (x)
cosq (z) Cosy ()

= 1+ = secy () Secq ()

= 1+ tan (z) = secq (z) Secy (x)  (2.66)

Aclararemos aqui, el que hayamos presentado dos identidades como re-
sultado de nuestra primera operacion sobre (2.59), que podemos obser-
var desde la propiedad (2.61), que esto nos muestra que las funciones
tang () y Tang (x) de hecho son la misma. Lo que a su vez afecta
también la definicion de las funciones cot, (z) y Cot, (x), para dejar-
las también como iguales y nos confirma la propiedad (2.62). Aunque
habiamos comenzado con 12 g-Funciones Trigonométricas, hasta el mo-
mento hemos podido concluir que de las definiciones solo eran necesarias
10. Seguiremos analizando la posibilidad de que podamos definir como
iguales a otras g-Trigonométricas, si no en todo R al menos en un dominio
restringido.

dividiendo por el factor sen, (x) Sen, (z) la identidad "Canonica"
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cosy (x) Cosg (x)  seng (x) Seng () 1
seng (z) Sen, (z)  sen, (z) Seny (z)  sen, (z) Seny (z)
cosy (z) Cosg ()
1 = cs C
seng (z) Seng () + cscq () Cscq ()
. — Procedemos con la aplicacion de la propiedad (2.62), tanto en un sen-

tido como en el inverso, y como ya habiamos visto anteriormente ambas
igualdades seran la misma.

cot? (z) + 1 = cscq (z) Cseq (2) (2.67)

Cot? () + 1 = cscq (z) Cscq (2) (2.68)
Entonces la identidad "Canonica", tiene un parecido con la que se maneja
en el Calculo usual, sin embargo, el parecido no es total debido a la ausen-
cia de la suma de los cuadrados tanto de los pares de funciones seng (z) y
cos, (), asi como Seng (z) y Cos, (x). Lo tnico que hemos verificado
es que tipo de combinacion de las g-Trigonométricas nos da la identidad,
ahora veamos a qué es igual la suma de los cuadrados de dichos pares de
funciones.

cosq (z) Cosgy (z) + seng (z) Seny (x) =1

Dividiendo la igualdad por cos, (), se obtiene

cosq (z) Cosq (x)  seng (z) Seng ()

— deci
cosy () cosy () cosg (z)’ e ceelh
seng (z) 1
— = — 2.61
Cosq (z) + cos, (@) Seng () cos, (x),por (2.61)
luego Cos, (2) + 2@ gen () = L multiplicando Cos, (x)
uego Cos, (x Cos, (2) eng () = cosg (@)’ ultip 08q (
Cosg (x)
Cosy (z) + Seny (z) cos, (5) secy (z) Cosy (x)(2.69)

Al dividir por sen, (z) se prueba la igualdad (2.64),

Hagamos la division de la igualdad por sen, (x)

cosy (x) Cosg () | seny (w) Seng (x) 1

seng (z) seng (z) seng ()
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cosq () .
mCosq (z) + Seng (z) = cscq (x),por (2.62), es decir,
gzsz Ez§ Cosq (.%‘) + Seng (x) = CSCq (CU) , multiplicando Sen, (SL‘)

Cos? (z) + Sen? (z) = cscq(x) Seng (x) (2.70)

Si cosy (z) Cosg (z) + sengy (z) Seny (x) =1

se divide por Sen, (x), se obtiene

cosq (z) Cosg (x) = seng (z) Seng (x) 1 .
Seng () Seng () ~ Sen, (z)’ es decir,
C
cosg () SZZ(I Ei; +seng () = Cscq(x), por (2.62)
q
luego cos, () ;z:;q ((i)) + seng () = Cscq(x), multiplicando sen, (x)
q
cosz (x) + senz () = seng(z)Cscq(z),por (2.63) (2.71)
cosg (x) + seng (x) = cosq(x)Secy () (2.72)

A continuacion, trataremos de dar un panorama del tipo de funciones y compor-
tamiento que se obtienen al aplicar la g-derivada al conjunto de las g-Funciones Trigonométri-
cas y apoyandonos en las propiedades arriba descritas, mejorar su apariencia para re-
alizar una comparacion con las que ya tenemos conocidas en el Calculo usual. Em-
pezamos con las g-funciones Trigonométricas basicas apoyandonos en la definicion
dadaen (2.53) y (2.54).

o — Dy (seng (z)) = cosq (z)

6?1:1:76;1'1
Dy (sen, (@) = Dy Ll
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— D, (cos, (x)) = —sen, ()

D, (cos, (2)) =

= Dy (Seng (x)) = Cosq ()

Dy (Senq (z)) =

Eiz _ Efia:

Dy (By") = Dq (E;™)
2¢
B iy
2
Cosq ()

= Dq (Cosq (z)) = —Senq ()

Dy (Cosy (2)) =

Eiz + E*im

Dy (Ey") + Dy (E;™)

2
iEi — i
2
7E(11m + E(;za:
24
—Seng (z)

69
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Por ultimo, determinemos las g-derivadas de las otras g-funciones trigonométricas y
de las cuales vamos obtener una ecuacion que nos resultara adecuada para comprender
mejor el comportamiento de las g-funciones trigonométricas basicas.

= Dy (coty (2)) =

D, (tan, (z)) = secy (qz) Secy (x)

D, (tan, (z)) = Dq(Senq (x))

cosq ()

COS (x )+sen

(z)

cosy () cosy ()

cos, (z) Secy (z

, aplicando (2.7)
)

cosq (z) cosq (qz)

Secy (2)

,por (2.72)

= ———= =secq (qz) Secy (z)

cos, (qx)

— Dy (Tang (z)) = secq (x) Secq (gx)

anwm>=D4§zg)

Cos? (x) + Sen? (z)

Cosg (z) Cosy ()

secq (z) Cosy (z)

, aplicando (2.7)

bqu x

()

Cosy (z) Cosy (g
(2)
(

Cos, ()

%wmw>=y4ww@>

seng (z)

)’ por (2.69)

= secy () Secq (qx)

— cscq (qz) Cseq (2)

—sen? (x) — cos; (z)

S€Ng \T ( ) S€Ngq (q(ﬂ

_ seng (z (z

)
) Cscq ()

seng () seng (qz)’

Cscq ()

usando (2.71)

= —————=< = —cs¢q (gx) Cseq ()

seng (qx)
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— Dy (Coty(z)) = —cscy (x) Cseq (qx)

Cosg (2)
Pa (Senq (1’)>
—Sen? (x) — Cos ()
Seng (z) Sen, (qx)

Dy (Coty (z))

cseq (x) Seng (x)

(z)
Seng (z) Seng (qz)° usando (2.70)
(x)

cscq (
SenZ () = = —cscq (z) Cseq (qo)

Ahora estamos en condiciones de mostrar la ecuaciéon que habiamos mencionado
anteriormente, y que a partir de ella obtendremos una mejor caracterizacion de las g-
funciones trigonométricas. Para ello, nos detendremos a comparar los resultados de las
g-derivadas de las g-funciones tan, (z) con Tan, (z) y cot, (z) con Cot, (x). Estas
como habiamos comentado anteriormente, son esencialmente las mismas g-trigonométricas,
por lo que al aplicar la g-derivada se mantiene la igualdad con los respectivos resultados,
que son los que presentamos a continuacion.

tang (x)

secy (gx) Secy (x)
1
cos (qz) Cosg ()

cotq ()

— cscq (qz) Csey ()
1

seng (qx) Sengy (x)

Tang (x)
Dy (tang (z)) = Dq (Tang ())
secq (x) Secy (gx)

1
cosq (z) Cosg (gx)
cosq(z) _ Cosg(x)
cosq(qz) — Cosq(qx)
{ Cosq(qm) o cosq(qqm) } (273)
Cosq(x) — Cosq(qx)

Tanq (z)

Dy (coty (x)) = Dy (Tany (z))
— cs¢q (x) Cscy (qz)

seng () Senq (gz)

senq((m)) _ genq((w))
= { senqq(qz) o senqq(qqm) } (274)
Seng(x) — Seng(qx)

De ambas identidades obtenidas, podemos establecer una relaciéon en su compor-

tamiento mas general para cada natural. Por ejemplo, al conocer las identidades podemos

iterarlas una y otra vezl, tantas veces como queramos y definir la siguiente regla en gen-
eral.
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cos, (z cos, (qx
C’osqq ((3:)) - C’osqq((qz)) » Vo € Dom (f)
=  sielegimos z = gx;
talquexz:s €  Dom(f)
cosq (qu1)  cosq (¢Px1)
Cosy (qgz1)  Cosy(q%x1)
pero al x; €  Dom(f), se cumple que
cosq (1) _ cosq (qz1)
Cosy(z1)  Cos,(qr1)
cosy (x1)  cosq (qPw1)
Cosy (1) - Cosq (¢?x1)
repitiendo el procedimiento anterior n-veces Vn € N
cosq (p—_1) B cosq (¢"xp—_1)
Cosy (vn—1)  Cosy(q"wn_1)’
dondez,_; €  Dom(f)

Anélogamente para el caso con la identidad (2.74) podemos establecer un simil al
anterior, haciendo el mismo numero de iteraciones y comparaciones entre las igual-

dades.
seng () _ seng (qx)
Seng (x) Seng (qz)’ va € Dom (f)

_ seng (¢"xn—1)

2.5.3 Rutinas y Scripts

Seng (Tn-1) n Seng (¢"Tp-1)

,donde x,,_1 € Dom (f)

En esta seccion, nos enfocaremos a la graficacion de las g-funciones trigonométricas,
para lo cual realizamos el siguiente script que trabaja con las 5 funciones basicas y a

través de las cuales podemos generar a las demas.

%En este script se reunen las 5 principales funciones
%q-trigonométricas que se trabajan, para poder evaluar
%en un valor o intervalo.

function qtrig = qtrigonometricas (q,x)
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%Mostramos un aviso para que sea elegida la funcion

%q-trigonométrica que se quiere trabajar para que

Y%posteriormente sea elegido la funcion g-exponencial.

%que se usara.

tipo = input (’Elija la funcién que desee evaluar: sin, cos, 6 tan y después el tipo de
g-exponencial. ’,’s”);

%Usamos una variable para que sea la que nos indique
%si se introduce una funcién valida o no.
error = 0;

%Usamos una toma de decision con el switcheo para las
Y%diferentes funciones que se pueden entrar.
switch tipo

%Uso de la forma exponencial en la cual se pueden

Y%definir cada una de las funciones trigonométricas,

%por ende hacemos uso de los 2 tipos de exponenciales

%que tenemos para cada una de las funciones a

%continuacion definidas.

case ’sin’

qtrigs = ( gexponencial(q,i*x)-gexponencial(q,-i*x) )/(2*1);

case ’cos’

qtrigs = ( gexponencial(q,i*x)+qexponencial(q,-i*x) )/(2);

case 'tan’

qtrigs = (qexponencial(q,i*x)-gexponencial(q,-1*x))/(i*(qexponencial(q,i*x)+qexponencial(q,-
1*x)));

otherwise

%Aqui hacemos la distincion si es que se introduce
%una funcion desconocida.

error=1;

end

if error

%En caso de que la funcion entrada sea desconocida
%se envia una alerta.

disp (’La funcion entrada no es valida.”)

else

%En caso de que todo se haya calculado sin error, se
%muestra en pantalla el resultado.

qtrig = qtrigs ;
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end

A continuacion daremos paso a las graficas de las funciones respectivas a esta sec-
cion, haciendo uso de los anteriores scripts.
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Representacion de la funcion seny(x), con una seleccion de valores para g.
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Funcion Sen,(z) usando varios valores para g.
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Funcion cos, () graficada para distintos valores de g.
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Funcion Cos,(x) usando valores para ¢ alrededor de 1.
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Funcion tan, () evaluada como unica por ser igual que T'angy(x).
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Chapter 3

q-Calculo Integral

Ahora estudiaremos la g-integracion con un enfoque parecido al de la integracion en
el Célculo Integral usual. Muy importante para el estudio de las q-Ecuaciones Difer-
enciales, porque como tal necesitamos ser capaces de hacer el proceso inverso de la
g-derivada al momento de intentar resolver una q-Ecuacion Diferencial.

3.1 q-Antiderivada

Definition 10 Consideraremos que una funcion F (x) es una q-antiderivada (g-integral)
de f (x), si DyF (z) = f (x). Lo anterior lo representamos con el simbolo

Fa)= [ f@)de G.0)

Comenzaremos el estudio de la q-Antiderivada con las propiedades basicas que
sabemos se cumplen en el calculo usual. Por ejemplo, sabemos por la definicion de
g-derivada que Dycte = 0, pero si ahora suponemos que una funcion cumple con que
D,F (x) = 0, entonces ¢Esto significa que F' (x) = cte? Esta pregunta es la primera
que abordaremos junto con la existencia de las g-antiderivadas, ;ambos nos represen-
taran la existencia y unicidad para una g-antiderivada? Claro estd que normalmente
para la existencia de antiderivadas, ya se tenian condiciones impuestas sobre la fun-
cion, ahora veamos que tanto para la existencia, como la unicidad, necesitamos de
hipétesis adicionales.

Empecemos con el analisis de la unicidad para g-Antiderivadas. Si estamos en
busca de una solucién al problema D, F' () = f (), donde f () es conocida, para
delimitar toda una posible familia de funciones solucidn, le sumamos una funcion
¢ (z) a F (z), entonces por la linealidad que hay con el operador D,, podemos separar
a la suma como sigue

81
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Dy{p(z) + F(z)} (z) + Dy F ()

(@) + f ()

B 6 6

)
AS)
—
&
I
s}

La funcién ¢ (z) nos particulariza una Gnica solucion que puede satisfacer alguna
restriccion o condicion impuesta sobre el desplazamiento de dicha solucidon. Sin em-
bargo, para que el objetivo de ser g-antiderivada de f (z) no se pierda, vemos al final
de las anteriores igualdades, que se debe cumplir que dicha funcién que le sumamos a
una ya conocida, debe tener como g-derivada a la funcion cero. De aqui el problema de
determinar aquellas funciones que bajo la g-derivada sean nulas.

Sabemos como dijimos antes que si ¢ (x) = cte, cumple lo que pedimos por la
definicion (2.2), pero que pasara en general con la funcién ¢ (x). Para ello podemos
establecer un primer camino para verificar sus caracteristicas.

Si suponemos que ¢ () es una funcion con una representacion en serie de potencias
alrededor del cero, entonces ¢ (x) puede escribirse en la forma

p(z)=> cal
j=0

pero la condicion de que Dy (x) = 0, se traduce en que

plaz) —¢(@) _
(¢g—1a
¢(gz) = ¢ (z) Vo € Dom(f)

lo cual cual nos lleva a que se cumpla Y% ¢; (qz)’ = "2 ez, lo cual implica
asuves que ) ¢;z/ (¢/ —1) = 0. Como g # 1, entonces no queda de otra que
¢; = 05 > 1, lo cual prueba que ¢ (z) = co, es decir, ¢ (z) es constante si se puede
expresar como una serie de potencias formal.

Pero en general como no necesariamente cualquier funcion se puede expresar como
una serie de potencias, pediremos algo menos a partir de una funcion general ¢ (z), tal

que ¢ (qz) = ¢ ().
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| ———————»

(L)
E

e

=
(L]
by
=
by
=

%0 440

Comportamiento la funcion que cumple que su g-derivada es cero en
su dominio.

Como se cumple que ¢ (qz) = ¢ (x) Vo € Dom (f), en particular para una suce-
sion de iteraciones de g, tal que haga que el producto con un elemento del dominio de
¢, este producto siga perteneciendo al dominio.

¢ (z0) = ¢(qro) = (q(gz ))
= ¢(q(q(gmo))) = ¢ (q(q--(q(gw0))))
¢ (zo) = (¢"x ) Vn eN

Donde sabemos que {:c07qx07q 0y -eey Q7 T0, } es una sucesion convergente a
cero siempre y cuando 0 < ¢ < 1.

Cuando n se va tomando cada ves mas grande, la distancia entre "z y ¢" 1!
es cada vez menor, y dado que la condicion ¢ (qx) = ¢ (z) Yo € Dom (f), tiene
forma de una condicion similar a lo que se pide para funciones periodicas, los intervalos
semicerrados que los componen, deben igual ser periodicos. Si en algunos de estos
intervalos se tiene una linea recta no horizontal, entonces al tener que repetirse cada vez
mas frecuentemente, se tendria una discontinuidad al llegar al valor x = 0, por lo que
por este lado es por donde caracterizaremos a las funciones ¢ () tal que Dy (z) = 0.
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Proposition 19 Sea 0 < ¢ < 1, entonces una funcion y (x) tiene a los mds una
g-antiderivada que es continua en x = 0 al sumarsele una constante.

Proof. Sean F; y F5 2 g-antiderivadas de f que son continuas en z = 0 y formamos
la funcién ¢ = F; — F5 Esta funcion tiene la propiedad de que es continuaenz =0y
que ¢ (gz) = ¢ (x) en cualquier x € Dom (i), dado que Dy () = 0.

Sea zg € Dom (¢) y 0 < g < 1, entonces formamos la sucesion

{an}en = {mo,qxo,qum ey q" T, "'}nEN
esta es una sucesion acotada por el cero y dependiendo del signo de z, es creciente
o decreciente. De igual forma converge y lo hace a cero.
Como ¢ es continua en z = 0y {an},y tiende a cero cuando n tiende a oo,
entonces podemos afirmar que

TLH—I>nOO <p (qnxO) - (p (’ILH—>HIOC qnx0> - Lp (0)
pero como
p() = wlgeo) = ¢(@0) =¢(¢"v0)Vn €N
= lim ¢(zo) = lim ¢ (q"z0) = ¢ (0)
y
Jim o (z0) = @ (o)
¢ (z0) = ¢ (0)

y como no usamos un g en particular, el resultado vale Yz € Dom (¢) y de
estd manera @ (x) es constante. Lo que implica a su vez que F} — Fy = cte <—
Fi=F +cte. B

Por lo tanto, cualquier g-antiderivada de f (x) que sea continua en z = 0 difiere
de otra en una constante. Por lo que concluimos que la unica forma de que tengamos
unicidad en la g-antiderivada, es que pidamos la continuidad en z = 0 de la funciéon que
sumemos al final.

Para resolver el problema de la existencia de las g-antiderivadas, usaremos un método
conocido como método de la Integral de Jackson.

3.2 Metodo de la Integral de Jackson

Analizaremos la existencia de la g-antiderivada, a través de una prueba constructiva y
asi mismo verificaremos las condiciones para las cuales se da la existencia. Con este
proposito definamos un operador Mq que es lineal sobre el espacio de Polinomios, cuya
accion sobre un polinomio f () es el siguiente,
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MU @) = f () A
M, es lineal porque M, (af (z) + g (z)) = af (qz) + g (qz) = aM, (f (z)) +
M, (g (x)). Luego si suponemos que F (z) es una g-antiderivada de f (z), se cumple

que DgF (z) = f(z) y esto siy solo si =yy; (Mq - 1) F(x) = % =

f (z). De donde al despejar como operadores, se obtiene

Flo)= —— (1= )/ 2)

., . . 1 [e%s} j r _
y usando la expansion de la serie geometrica = = =0 7, solo que aqui z =

M, y la potencia se interpreta como el nimero de veces que aplicamos el operador, en
consecuencia

F(z)=(1-q))_ M](af ()
—
y como F (z) se denota por [ f (z) dqx,J entonces

(o)
/f(w) dgx =(1—q)z Y I f(dx)
j=0
esta serie es la llamada Integral de Jackson de f ().
En forma mas general si necesitamos hacer la g-integracion de [ f (z) Dyg (2) dgz,
recurrimos a tomar como funcién de integracion a todo f (z) Dyg (), lo cual implica
segun la integral de Jackson que

[t@Dig@da = (=02 a'f (¢5) Dug (a'2)

§=0
eSS (fa) L) —a(@a)
= (1-gq) j:Oq f(q ){ TEDr: }

iqu (') {9 (@'z) —g (¢ '2)}

j=0
pero aplicando las definiciones de g-diferenciales y g-derivadas, podemos cambiar
la apariencia de f (z) D,g (z) dgx

f (@) Deg (z)dgz = f(x){W}dqx

= f(2){g(gz) —g(x)}
= f(x)dyg(z)
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lo cual implica que

/f (z) dgg () = iqu (¢z) {9 (¢’z) — g (¢ ')}

Jj=0
El siguiente teorema facilita la tarea de probar la existencia, al dar las condiciones
suficientes para la convergencia de la serie.

Theorem 20 Si0 < g < 1y |f (z)x%| es acotado en el intervalo (0, A] para algin
0 < «a < 1 entonces la Integral de Jackson converge a una funcion F (x) en (0, A}, la
cual es una q-antiderivada de f (x). Mds ain, F () es continuaen z = 0y F (0) = 0.

Proof. Como la funcién | f (x) | es acotada existe M > 0 tal que 0 < |f (z) z%| <
M para cualquier z € (0, A] y a € [0,1). Como g € (0,1) y al tomar j > 0, entonces
se cumple que ¢/ € (0,1) yporlotanto 0 <z < A <= 0 < ¢’z < A. Por lo que
podemos evaluar ¢’z en | f (x) 2|

0 < ‘f(qjx) (qja:)a’ <M

<= 0<|f(qjx)|’(qjaz)a‘<M

= 0<|f(qjx)’<M’(qjx)|_a:M(qjx)_a
> 0

< Mg (qjx)ia

< M:r*“q(lfo‘)j

ya que ¢’
entonces ¢’ | f (qj x)|
es decir, }qu (qjx)|

lo cual nos lleva a

L-qzd |df(d2)] < QA-qad M= (g)""
=0 =0
= (1-9q) xMx*“Z(q)(lfa)j dondel —a>0yqe (0,1)
=0
pero

- o)) 1

Z (q)(l a)j —

= 1— q(l )

ya que es una serie geométrica

Como la serie es acotada superiormente y cada uno de sus términos son positivos, en-
tonces la serie converge absolutamente, en consecuencia la serie (1 — ¢) 2 >_°c ¢/ f (qj x)
) J =0
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converge para cada x € (0, A, en este caso tenemos una convergencia puntual a una
funcién, que llamamos F (x).

Ahora veamo que F (z) = (1—¢q) ijozo ¢’ f (¢’x) es una g-antiderivada de
f (z) se debe a que si

F(qz) — F (x)
(¢—1D=
Q—q)az 20 @ f(dTa) —(1—q)z X7, ¢ f ()
(¢-1a

) I f (@) +> df ()
par =0

S df () => T (¢ )
=0 =0

S df(dx) =D " f (k)
=0 k=1

F@)+) df(@z) =) d"f (d"z)
j=1 k=1
f (@)

Para probar que la funcion F (z) = (1 —q) 2 Y72, ¢’ f (¢/x) es continua en cero,
mostremos que F (0) =0y lim, o F (z) =0

Como F'(z) = (1-— q)qujf (qj:c)
j=0

Entonces ' (0) = 0 quf(O) =0
j=0
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Como0 < |F(x)|=|(1 —q)aqujf (¢'2)
=0
A=)z > | f (¢'2)]
=0

< =gz Y MamqtmeV
i=0

1
1— ql—oz

IA

= |[(I-qa[Mz™"

M(1—q)at—@
1— ql—a

F@l< (ToED) e

1— qlfa

M(1-q)
1,q1—a
Cuando las condiciones necesarias no se cumplen, no podemos hablar de una apli-
cacion directa de los métodos construidos, este es el caso de la funcién f (z) = %, para

la cual la integral de Jackson nos da

) pl-o 0, cuando x — 0, entonces lim,_,q F’ (ZC) =0. 1

8|~
<8
_

5

Il

N
|

=2
8

hgk
)

.
7N
=

S| =
&
"

7=0
— 1
= (I-qz Z -
Jj=0
= (1-9q) Z 1=o00
7=0
esto en consecuencia de que para f (z) = 1, |f (z) | no es acotada en el intervalo

(0, A] para @ € [0, 1). Esto no significa que no podamos determinar una g-antiderivada
para % Podemos hacerlo indirectamente a partir de la definicion de g-derivada para el
logaritmo natural.
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D,In (z)

(-
_ (g1
qg—1lzx
= é—fn_(iDqln(x)
1_ q_lnx
= =0(m)

es decir,

/%dqx = 1= :; In (x)
3.3 q-Funcion Logaritmo

Un caso mas general que puede ser resuelto por la Integral de Jackson, es el de deter-
minar la g-antiderivada de f (z) = ﬁ_a, donde a > 0, en la cual pedimos algunas

condiciones para tener asegurada la convergencia de la suma infinita.

Proposition 21 Si 0 < ¢ < 1y a > 0, entonces para cualquier x € R tal que x > 0,
la integral de Jackson de la funcion —— converge a una funcion que denotaremos por

r+a
In, (z + a).
Proof. Como
0 < ¢gx1
. 1
Sig = -
r
entonces 1 r < oo

¢ <lyl<rl <ocoparatodoj € N

VANVAN

por lo cual 0

Por otra parte
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Como0 < =z
ya > 0 entonces( < ar’
esdecir, 0 < ar! <arl+z
de donde se obtiene — < —VjeN
ar) +x ard
o0 o0
. 1 1 1 1
en consecuencia Z - < Z i
= ard +x = ar?  a\l—gq

Por lo tanto

1 > 1
d,x = (1— S
/x—i—a qT ( q)$zx+aq—j

Denotemos esta funcion como

Ing(z+a)=(1—-qzy —— (3.2)

estd funcion tiene algunas caracteristicas similares a la funcion logaritmo que ya

conocemos, aunque algunas otras muy distintas, como por ejemplo el hecho de que
para cualquier a > 0 se cumple que D, In, (z +a) = ﬁ, aunque por la integral de

Jackson y la definicion antes dada en (3.2) para cualquier ¢ > 0 pero evaluando en
z = 0setiene queIn, (0+a) =In, (a) =0
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3.4 q-Integral Definida

Ahora definamos una g-integral definida sobre un intervalo, utilizando la Integral de
Jackson. Ademas podemos darle una interpretacion geometrica, en forma parecida a la
integral de Riemann para intervalos cerrados.

Definition 11 Si 0 < a < b, entonces la g-integral definida la consideraremos como

b o0
/0 f@)dgz=(1-q)b> ' f (')
§=0

/:f(x)dqxz/Obf(x)dqa:—/oaf(m)dqx

Sabemos que si 0 < g < 1 entonces ¢"b — 0 cuando n — oo es decir, V
e >03N € Ntalque 0 < ¢"b < esin > N, por lo que en el intervalo [e, b]
la g-integral o suma, consiste de muchos términos pero al fin una suma finita, que en
analogia corresponde a una suma de Riemann. Dado que cada base de los rectangulos en
la suma finita mide ¢" b (1 — ), cuando ¢ — 1, ¢"~1b(1 — q¢) — 0 en tanto que
la altura f (¢"b) — f (b), y de estd manera en el intervalo [e, b], la suma tiende a una
suma de Riemann. Como € > 0 es arbitrario, entonces hemos probado la convergencia
a la suma de Riemann en [0, b]

qg—1

lim /Obf(z)dqx—/obf(x)dz
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Podemos hacer una extension de este resultado a intervalos infinitos haciendo uso
de la siguiente g-integral particular, la cual vamos a resolver directamente, suponiendo
lg] < 1.

J+1

/qqf (@) dg / qu(@ dgw — / U @)

= I*Qiqj““f ) (1) 3 g ()

=0 k=0

o0
quf J+k Z qj+k+1f J+k+1)}
k=0

k=0

= (1-9 {q7f +Zq3+’“f (@) iq-”’”lf(qj*k“)}
k=0

o0
qu + Z qg+k+1f J+k+1 Z qj+k+1f j+k‘+1)}
k=0

k=0
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Si0 < ¢ < 1, entonces

M <q¢" y  ¢"¢"€(0,1) paratodon € N

Para —m € Z~ se tiene que

q—’m-‘rl < q—m - g< 1, donde q—TVL+17q—TVL c [1700)

Con lo cual podemos barrer todo el intervalo [0, co) y darle sentido de g-integral, si
consideramos como suma infinita de todas las potencias tanto positivas como negativas
de g, al estar entre 0 y 1, i. e., podemos definir

/Ooof(m) dqx

Il
i\

~
—
&

IS8
=)

8

Y -9 df(d) (3.3)

j=—o0

En tanto que el caso cuando ¢ > 1, se reduce simplemente a considerar ¢"+! > ¢"
Vn €Ny q’”Jr1 > ¢~ ", asi que para este caso tenemos el que

|
—

~
S
N~—

a
2

8

/OO f(z)dgz
0 k=—o0 V4"

Il
—
S

|

—
N
Q

B
~
—~
Q
ES
SN—

(3.4)
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-1 4 3 -2

L
_ﬂl
_ﬂl
O
O
_ﬂl

0

Luego Vg € RT\ {0, 1}

/0 F@da=1-da S " f(d) (3.5)
k=—o00
Pero como
> dflq Zq"“f M +ra +Zq £ (q (3.6)
k=—o00 k=1

hay una simetria para ¢ € (0,1) y ¢ € (1, c0) tal que

Yo (@)= @ (@) sia=-6d=- (3.7

k=—oc0 k=—oc0 q

Vamos como ultima parte de esta seccion, a comprobar el que la definicion para
g-integrales impropias es consistente y puede converger la serie a la que es igual.

Proposition 22  La definicion de g-integral impropia converge si x° f (z) es acotado
en una vecindad de x = 0 con o < 1y para x suficientemente grande cuando o > 1.

Proof. Como tenemos la propiedad (3.7), en la demostracion solo serd necesario con-
siderar un caso ¢ < 1 6 ¢ > 1, por lo que solo tomaremos el primero. Si consideramos
que para la convergencia de (3.5) es necesario la de las dos series que lo definen en
(3.6), entonces a su vez haremos 2 comprobaciones,

Como
oo

SNdf(@)=>_df(@)+> a7 f (¢
j=—o00 =0 j=1

Si tomamos ¢ € (0, 1), podemos hacer la demostracion por medio del teorema en el
cual probamos la existencia de la Integral de Jackson
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Como [z%f(x)] < M si0<a<l
entonces |¢’ f (¢/z)| < Maz™® (ql’a)j
altomar x = 1 setiene
1 (@) < M)
S AT <Y NP f (@) <YM ()
j=0 §=0 j=0

= MZ(ql_O‘)J,peroqe(O,l) yl—a>0
j=0

M
1— qlfoc

Z 7f (qj ) converge
§=0

Bajo las hipétesis de que si x es suficientemente grande entonces z© f (x) es acotada
para « > 1, lo cual implica que

|z*f ()| < M paraz > 29 €ERT y1 <«

luego tomando g € (0,1) <= ¢! > 1, podemos tomar j suficientemente grande
tal que ¢~/ > x, y que a su vez se tenga
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la7*f(¢7)] < M para a>1
de donde ¢/*7V) g7 f (¢77)| < Mg/eV
pero /@ g7 f (q79)| = |¢* g f (¢
= a7 (a7)]
Entonces Y ¢ 7f(¢77) = > qf(¢77)—f(1)
j=1 j=0
< Z|q*jf(q*j)|—f 1
< ZM F(1)
=0
M
= ﬁ - f(1)

Zq_jf (g77) converge

oo

Z ¢’ f (¢’) converge

j=—o00

3.5 Teorema Fundamental del q-Calculo

En esta seccion veremos la relacion entre la g-derivada y la g-integral (introducida inicialmente como g-antiderivad:
Esto corresponde a lo que en el calculo usual se conoce como Teorema Fundamental del
Calculo o formula de Newton-Leibniz.

Theorem 23  (Fundamental del g-Cdlculo). Si F (x) es una q-antiderivada de f (x)
v F (x) es continua en x = 0, entonces

b
[ t@de=Fe)-F@

para0<a<b<oo

Proof. Como F' (z) es continua en 2 = 0, por la proposicion acerca de la unicidad de
la g-antiderivada, tenemos que F' (z) difiere de la integral de Jackson de f (z) por una
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constante para toda = en su dominio, por ser ambas continuas y g-antiderivadas. De esta
forma, tenemos que

Fx)-(1-qzY ¢ f(dz)=cte
=0

y para z = 0 se tiene

F(0) = (L—q)( quf

7=0

cte
FO) = |cte

F(z)—(1-qz» ¢f(¢z) = F(0)
j=0

F(@)=F0)=(1-qz) ¢f(dz)

j=0
— /f dm—/f dx—/f

= 1—qquf ¢'b) — (1 —q) Zq-fq‘a
=0

= (Fb)- F(O)) — (F(a) = F(0))
= F(b)—F(a)

Ahora solo nos falta ver que para cualquier nlimero ¢ se cumple que

/ f (@) dyw = F (00) - F (¢)

siempre y cuando F' (c0) tenga sentido. Si usamos las propiedades que ya tenemos
se obtiene

/coof(x)dq:r = /Ooof(:c)dqx/ocf(:z:)dq:c

pero sabemos que flx)dgz = F(c)—F(0)
0

por lo que solo queda probar que el teorema es valido para fooo f (x) dgz. Pero por
la definicion dada de g-integrales impropias,
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/Ooof(z)dqm /J+1 x)dqrsig e (0,1)

7+1

/ x)dgrsig>1

Jj=—00
[ rerdge- S5 fi @ siq € (0,1)
0 ! E;ifoo qq;+ f(z)dyz sig>1
_ Y o F () = F () sige(0,1)
{ e (1) = F (o) sig>1 }

F(q=>°) = F(g>) siqe(0,1) }
F(q>)=F(¢>) sig>1
)

B F(c0) = F(0) sige(0,1)
N F(co)—F(0) sig>1 }
= F(o0)—F(0)
[ (@) dgz = . f@)dex — | f(x)dgx
= F(o0) = F(0) = (F(c) - F(0))
= F(o0)—F(c)

|
3.5.1 Método de q-Integracion por Partes

Si f(x) y g (x) son dos funciones que tienen derivada ordinaria en una vecindad de
x = 0 y ademas cada una de las funciones es continua en x = 0, entonces a partir que
al g-derivar el producto de dichas funciones se obtiene

Dy (f (x) g (2)) = [ (x) Dyg (z) + g (q) Dy f (2) (3.8)

aunado al hecho de que la funcién f (z) g (x) hereda las caracteristicas de f y ¢

en el célculo ordinario, por lo que (f * ¢g) () se vuelve una funcion derivable en una

vecindad cerca de x = 0y continua en x = 0. Podemos pues aplicar el corolario antes
ya mencionado, el cual nos dice que

b
/ D,f (x)dgz = f (b) — / (a)
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por lo que la igualdad (3.8) se transforma en

b
/I%U@M@D%x::f@g@*fwMM)
b b
/"DAfQM@de - /‘q<>Dw<>+gmeJ@mdw

/f dm—i—/ab (gz) Do f (z) dgx

Ameww+LZWM%ﬂm

lo cual implica que

b b
F®)g®) — 7 (a)g(a) :L/f@%ﬂw+/g@M%ﬂ@
b

b
/f(l’)dqg(ﬂf) = f(b)g(b)*f(a)g(a)*/ 9 (qz) dy f ()

a

3.5.2 Método de g-Integracion por Fracciones Parciales

Este método nos permitira integrar cierta clase de funciones racionales (cociente de poli-
nomios), y que a diferencia del Método usado para el Calculo usual, omitiremos ciertos
casos por la dificultad del tipo de g-integrales que resultan. Sin embargo, aquellos en los
cuales tengamos una descomposicion, en el denominador, de factores distintos podran
ser resueltos sin problema alguno, solo tomando en cuenta una de las secciones anteri-
ores, en la cual tenemos ya definida nuestra funcion g-logaritmica con las propiedades
ya establecidas y que nos serviran para atacar dichos problemas. Esta forma de tratar
las g-integrales, realmente sabemos que funciona en gran parte por el algebra aplicada
y solo cambia la apariencia de la parte a g-integrar, por lo que no es del Calculo usual
muy diferente.

En general, si queremos g-integrar un cociente de polinomios gg ; en el que el grado
de P(x) es mayor o igual al grado de Q(x), procederemos aplicando el algoritmo de la
division y obtener que

P(z)=Q(x)q(z) +r(z) (3.9)
donde r(z) = 0 6 grado r(x) <grado Q(x), y la g-integral buscada es

Qi / d“/Qz
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se reduce a calcular la g-integral de un polinomio ¢(x) y la g-integral de una funcién
racional en la cual el numerador tiene grado menor que el denominador.

A continuacion, describiremos los unicos casos de descomposicion de fracciones
racionales (en los cuales el polinomio del numerador tiene grado menor que el denom-
inador) como una suma de fracciones parciales, las cuales son faciles de g-integrar en
casos especificos.

Si Q(x) tiene todas sus raices reales y distintas, entonces la factorizacion del poli-
nomio Q(z) es en factores lineales y distintos, es decir:

Qx)=(x+a1)(x+ a2)(z+ a3)...(x + ay)

por lo que podemos hacer la siguiente descomposicion:

P(.’E) A1 AQ A3 A,,,,

+ + +o
Qxz) z+a1 xz+ax x+ag z + ay,

donde A1, As, As, ...A,, son constantes reales.
Notese que una vez efectuada la descomposicion, la g-integracion es inmediata bajo
la suposicion de que los a; > 0, pues:

/ A; Qo Ing(z+a;) sia; >0
ta " T L) sie; =0

3.5.3 Tabla de q-Integrales

Podemos concretar los resultados obtenidos, por medio de la siguiente tabla elemental
de g-integrales.
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/cdqa: —
/x”dqa: —
/dqi .
T
/dq:c .
T+ a

/(m —a), dgxr  —

/ (a— SC)Z dgx —
/ dyx
(x — a)Z
/ dyx
—_—
(a—x)y
/egqux —
/E:I””dqx —
/cosq (ax)dgz —
/senq (ax)dgz —
/Cosq (ax)dgz —
/Senq (ax)dgz —
secy (qx) Secy (x) dgz  —
secy () Secy (qx) dgz —

cscq (gz) Csey () dgz —

cseq (x) Cseq (qx) dgz —

cx, donde ¢ = constante

xn—i—l

[n+ 1]

(i)

Ing (z +a), donde a >0

(.T _ a)n+1
[n+ 1]

—q (a N q_lm);H_l

I n#-1

n+1]
1

q[1 = n](z - qa),

n—1" n#l
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Como parte final de esta seccion, daremos algunas propiedades de la g-integral, que
sirven para un mejor manejo de ella y la posibilidad de extender los conocimientos
de esta tabla para una infinidad de funciones que podemos crear como combinaciones
lineales de las funciones que intervienen en dicha tabla.

Si para 2 funciones arbitrarias f y g, se cumple que [ f (z) dyx = F (2)y [ g (z)dqz =
G (z). Entonces

o [(F+9) (@) dez=[f(x)dez+ [g(x)dy

Por la definicion de g-integral con la cual partimos y las hipétesis se cumple que

D,F(z) = f(x)
D,G(z) = g(x)

como quedo probado que la g-derivada de una suma de funciones es igual a la suma de
sus g-derivadas por (2.3), entonces

Dy (F + G) (2) = Do F (z) + DyG (x) = (f + g) (z)
Por lo tanto, (F' + G) (z) es una g-integral y podemos demostrar que

/(f—i—g)(a:)dqx = F+G
[ro@de = [1@da+t [ de

o [cf(z)dyz=c[ f(x)dyz. dondec € R

Como
D,cF (z) = cD,F (z) = cf (x)
lo cual por la definicion (3.1) nos lleva a

/cf (x) dgz
es decir, /cf (z) dgx

cF (x)
c/f(x) d,x



3.6 Rutinas y Scripts 103

3.6 Rutinas y Scripts

Como parte final de estas secciones, ilustraremos algunas de las funciones que hemos
manejado, asi como la implementacion del Método de la Integral de Jackson en un
Script, para poder aplicar dichas g-integrales a funciones conocidas.

%Script para calcular la g-integral con el método de Jackson, en la cual
%podemos hacerla de forma definida por intervalos positivos o hacer que
%alguno de los limites sea independiente.

function qint = qintegral (f,q,a,b)

% Verificamos que los limites dados cumplan con ser positivos ambos
%y que el primero sea menor que el segundo.
ifa>=0 & b>=0 & b>=a

%Convertimos la funcién introducida, en una que podamos evaluar en
%cualquier valor.

funcién = inline ( char(f) );

qinta = (1-q)*a*funcion(a);

qintb = (1-q)*b*funcion(b);

%Aunque la iteracion en el método de Jackson es de forma infinita
%a través de experimentacion se ha visto que con un ciclo de 60
%iteraciones el error es menor a 0.0001.

for k=1:60

%Aplicamos recursividad para el calculo de las sumas respectivas.
ginta = qinta + (1-q)*a*(q"(k))*funcion(a*q"k);

qintb = qintb + (1-q)*b*(q"(k))*funcion(b*q"k);

end

%Segun la definicion de g-integral, evaluamos en el limite superior y
%restamos lo que obtenemos de evaluar en el limite inferior.

qint = qintb - ginta;

else

%En caso de que los limites no cumplan con las restricciones, se muestra

%en pantalla dicho error.

disp ("Los limites de Integracion deben ser positivos, y el primero, menor que el
segundo’)

end
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Chapter 4

q-Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias

4.1 Definicion de una q-EDO

A partir de aqui introduciremos y nos enfocaremos a desarrollar el concepto de g-
Ecuacion Diferencial, para la cual trataremos de dar una motivacion de la misma y las
definiciones pertinentes para poder entender el caso andlogo de las ecuaciones difer-
enciales, que tienen como base la teoria del Calculo Diferencial e Integral, por lo cual
nosotros también recurriremos a muchos conceptos anteriores.

Nos enfocaremos al caso que llamaremos g-Ecuaciones Diferenciales Ordinarias,
pues por la teoria de g-Calculo que se ha desarrollado, solo tenemos el caso unidimen-
sional para el dominio, por lo que las clasificaciones y definiciones posteriores que
hagamos seran referentes a esta.

Por ejemplo de la tabla de g-derivadas e integrales tenemos que si y = sen,z,
entonces D,y = cos, 'y al volver a q-derivar nos da que Dgy = —seng,z, lo cual nos
regresa a la funcion original salvo por un signo. Lo que poniendo en términos de la
funcion y nos queda que si y = senyx, entonces

Dly=—y @.1)

La ecuacién (4.1) es un ejemplo de una g-ecuacién diferencial. Nos centraremos

en dada una ecuacion del tipo (4.1) tratar de dar una metodologia, en algunos casos

en forma parecida a la de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, que nos permita

resolver dicha ecuacién y asi mismo poder encontrar una forma grafica de representar

las "soluciones" y como estas se comportan con respecto al parametro que hemos
venido manejando en cada una de las secciones.

Definition 12 Una ecuacion en la que intervienen una funcion dependiente de una
variable real independiente asi como sus q-derivadas, es lo que llamaremos una g-
Ecuacion Diferencial.

109
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En general denotaremos una g-ecuacion diferencial por la expresion matemdtica

F (gc, y(z),Dqy (z), Dgy (%) ,..., Dy (ac)) =0 4.2)

donde F : Dom (F) C R x R"*! — R es una funcién de n + 2 variables, y como

se observa en la expresion, a x lo consideramos la variable real independiente y tanto
y como sus q-derivadas, dependientes de x.

4.2 Clasificacion de las q-EDO

A partir de aqui centraremos nuestra atencion en una terminologia apropiada que nos
permita abordar una amplia variedad de casos para (4.2) y algunas definiciones impor-
tantes en este tema.

e El orden de una g-ecuacion diferencial se refiere al orden mas grande de la q-
derivada que aparece en la g-ecuacion diferencial que se esta tratando. En (4.1),
el orden es 2. Mientras que para (4.2) un orden n, suponiendo que n # 0.

e La linealidad o no linealidad de una g-ecuacién diferencial, tiene que ver con la
estructura de F' en (4.2), pues si se considera que F' sea una combinacion lineal
de y (z), asi como de sus g-derivadas, y funciones de la variable independiente
x jueguen el papel de "constantes" en la combinacion lineal, y esta combinacion
se iguale a una funcion que dependa solo de x. La siguiente ecuacion representa
la linealidad a la que nos referimos

cn () Dgy (@) + e (@) DGy (2) + o co (2) y () =c(z)  (43)

Si una ecuacién cumple la estructura anterior, como por ejemplo (4.2), entonces
diremos que es lineal. Si por el contrario dicha estructura no se cumple, dire-
mos que es no lineal. El caso (4.1) es un ejemplo de g-Ecuacion Diferencial
lineal, pues en la ecuacion tanto y (z) como cualquiera de sus q-derivadas tienen
potencia 1, asi como los factores que los acompafian son funciones de x, que
en particular son constantes. Aunque las ecuaciones D2y(z) = sengy(x) y
D,y(z) = ey, las consideramos como no lineales, siguiendo el hecho de que
como analogias de funciones sen(x) y €* que tomabamos en el Calculo usual,
se clasificaban como no lineales. En el caso de una g-ecuacion diferencial lineal
podemos manejar 2 subcasos, simplemente como aclaracion, pues las funciones
que acompafian a y(x) como a sus g-derivadas en (4.3), pueden realmente ser
funciones constantes, como por ejemplo ya se vio en (4.1) o ser funciones ar-
bitrarias distintas de constantes. Con lo cual cambia la expresion al referirnos
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a una g-ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes o simplemente
g-ecuacion diferencial lineal, en la que ya entenderemos aqui que las funciones
en(x), cn-1(x),...,c1(x), co(x) son no todas constantes. Asi mismo tomando
el caso cuando la funcion ¢(z) es como caso especial idénticamente cero, nos
referimos a la ecuaciéon como homogénea, de lo contrario la llamaremos como
no homogeénea.

4.3 Solucion a una q-EDO

En esta seccion definiremos el concepto de solucion a una g-ecuacion diferencial.

Definition 13  Una funcion ¢ definida en un dominio I C R n-veces g-derivable y
cada una de sus g-derivadas se estd bien definida en I, es una solucion para (4.2), si
al sustituir ¢ en (4.2) se obtiene una identidad para todo x € I .

Podemos al igual que con los tipos de g-ecuaciones diferenciales, dar una termi-
nologia a las soluciones que podemos encontrar y de esta forma tratar de jerarquizarlas.

4.3.1 Tipos de soluciones

° — Soluciones explicitas de una g-ecuacion diferencial. Son soluciones en
las cuales la variable dependiente puede ser expresada solo en términos
de la variable independiente y constantes. Es decir, la solucién como

y=¢(z).

— Soluciones implicitas de una g-ecuacion diferencial. Son soluciones dadas
por una relacion G de la variable dependiente e independiente igualada a
cero, en la cual ninguna de las 2 se puede despejar en términos de la otra.

Consideremos el caso especial de la g-ecuacion diferencial

Dgy(z) = f (2,9) (4.4)

esta es una g-ecuacion diferencial de primer orden y dependiendo de la forma de f,

puede ser lineal o no lineal, homogénea o no homogénea. Supongamos que y = y(z)

es una solucion de (4.4), para la cual podemos aplicar el Teorema Fundamental del
g-Calculo. Entonces g-integrando desde ¢y hasta ¢, con 0 < ¢y < ¢, se tiene
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t: Dy(x)dye = /f f f(@,y) dya
— y(t)—y(to):/t:f(x,y(w))dqx
luego y () = tt f (@) dyz +y (to) (4.5)
donde f(z) = f (x y(z))

Siempre y cuando supongamos que f (z) es g-integrable en el intervalo [to, t], (4.5)
sera una solucion de (4.4). Por ello mientras tomemos supongamos que f (z) cuenta
con lo necesario para poder g-integrarse, (4.4) tiene lo que llamaremos una familia de
soluciones que dependen del parametro y (to), por lo cual también las nombraremos
como familia mono-parametrica de soluciones. Con esto también se observa que las
g-ecuaciones diferenciales pueden tener una cantidad infinita de soluciones y cuando
seleccionamos un valor determinado para el parametro , que en el caso tratado es y (¢o),

esta se vuelve una solucion particular.

4.4 q-Metodo de Euler

Ahora expondremos un método para determinar una aproximacion grafica de las solu-
ciones a un tipo de g-EDO muy particular y bajo condiciones iniciales dadas. Para ello
vamos a necesitar considerar la definicion de g-derivada

Dyy(z) = f(z,y) (4.6)
para mostrar como funciona el método, usaremos el problema (4.6)

T =x9, x9g >0
{ y(wo) = o } “7)

A partir de la definicion (2.2) y trabajamos con la igualdad

Day(z) = W =f(zy)
y(gz) —y (@) = (¢—1D)=zf(z,y)
y(gr) = y@)+(g-1zf(z,y) (4.8)
En (4.8) lo que hemos obtenido, es la forma para encontrar puntos que pertenezcan a
una solucion de (4.6), que satisfagan las restricciones de (4.7). Aunque la aproximacion
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que podemos lograr con el método depende mucho del niumero de iteraciones y el valor
que se esté tomando para g, esto nos puede dar una idea del tipo de comportamiento que
tiene la solucion en ciertos intervalos que no se alejen demasiado del punto de partida,
lo cual requiere un gran niimero de iteraciones, esto debido a que como los valores
del dominio sobre los que se evaluaran seran de la forma ¢*x, el término ¢* puede
crecer enormemente o decrecer de igual forma, ya sea que consideremos que ¢ > 1
0 0 < g < 1 respectivamente, con respecto del punto inicial. Se omiten los valores
negativos para ¢, pues al estar iterando cada uno de los puntos que se obtienen, como
ya dijimos antes constan de la forma ¢*z, lo cual hace que dichos valores se alternen
entre negativos y positvos dependiendo si es impar ¢ par el valor k, por lo que resultaria
en una grafica poco coherente en la union de los puntos que se calcularian con algin
software.

Cuando necesitemos verificar puntos mayores 6 menores (con respecto al valor de
la abscisa), y solo podamos determinar uno de los dos, podemos recurrir a analizar
(4.6) ya que en lugar de despejar y (qx), necesitariamos poder despejar y (), pero
como estd aparace en al menos dos lugares distintos que son como término indepen-
diente y variable de la funciéon f en (4.8), tendriamos que pedir que f fuera tal que
se pudiera factorizar a y(x) 6 que de la forma y (qz) = y(z) + (¢ — 1) = f (z,y) se
pudiera despejar a y(x), para asi tener una ecuacion del estilo

y(@) = g (z,y(qx)) (4.9)
a través de la cual ampliariamos el dominio sobre el cual podemos graficar la solu-
cion de (4.6) con las condiciones (4.7), por lo siguiente:

° - * Si0 < ¢ < 1y usamos (4.8), dado el z( del cual partimos obten-
dremos como siguiente iteracion gz que €s menor que xg, pos-
teriormente g2z < qxg y asi sucesivamente, lo cual nos permite
graficar en el intervalo [0, zg]. Si por el contrario usamos (4.9),
en la cual se observa que lo que tendriamos que sustituir en una
de las variables de la funcion g, es el valor de gz, que en teoria
seria el valor 2o de (4.7) lo cual nos da que si gz = x, entonces

x = %xo es lo que obtenemos al evaluar y(x) = y (%xo), y dado

que 0 < ¢ < 1, entonces L1 > 1, lo cual nos da valores del do-

minio, mayores que el x inicial, con lo cual se puede cubrir el in-
tervalo [zg, c0), y en consecuencia con ambas funciones aplicadas
se cubre todo R™.

* De forma analoga, si ¢ > 1 entonces elegiriamos (4.8) para gra-
ficar, pero ahora sobre el intervalo [z, 00) y posteriormente (4.9)
en la parte con dominio [0, z).

Ambos métodos basandonos en el supuesto de que hemos podido obtener una fun-
cion como en (4.9), para realizar la parte complementaria de dichas graficas, de lo
contrario solo podriamos recorrerlas en un sentido a partir del punto de inicio.
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El procedimiento anterior nos proporciona una serie de puntos pertenecientes a una
funcion en particular (dando un punto de inicio), y que al unir dichos puntos, los seg-
mentos que resultan forman un angulo 6, tal que la tan () es igual a la funcion f de
(4.6) evaluada en el punto, de los 2 del segmento correspondiente, que fue el primero
que se obtuvo segun las iteraciones del método propuesto.

A continuacion, mostraremos el codigo de un scrpt que nos sirve para aplicar el al-
goritmo anterior a ciertos problemas de la forma (4.6), y que se desarrollé sobre Matlab
5.3.

%Script para el calculo y graficacion de soluciones tanto con
%Calculo normal y g-Calculo al problema y’(x)=f(x,y) como
%Dqy(x)=f(x,y), respectivamente.

%Declaracion de las 2 tnicas variables que se usaran.
Syms X y;

%Requerimientos de valores para las condiciones iniciales, el

%numero de iteraciones el valor de la constante "q" y la

%funcion f que se manejara en el problema, asi como especificar

%el namero de variables que se usaran para f, en la cual
%temporalmente consideramos solo los casos donde aparece (x) 6 (X,y).
g=input (’El valor usado para la constante q es: ’);
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x0=input (’El valor inicial de la variable independiente es: ’);

yO=input (’El valor inicial de la variable dependiente es: ’);

n=input ("EL numero de iteraciones del método es: ’);
funcion=inline(input(’funcion a trabajar en (x,y) es: ’,’s’));

tipo=input (’;La funcién depende de 1 (x 6 y ) 0 las 2 ( X,y ) variables? ’);

%Se realiza una toma de decision sobre la base del nimero de variables
%de "f" introducida.
if tipo==

%Aqui a su vez haremos 2 casos, para poder abarcar lo que es
%una funcion que depende de una variable y que puede ser
nen

Y%tanto "x" como "y".
subtipo = input ("Entre el nimero 1 si la funcion depende de x 6 2 si depende de y:

if subtipo==1

%Se identifica la funcion con la que se trabajara y se aplica
%integracion normal, en el caso de que "f" solo dependa de "x",
Y%para poder mostrar un comparativo entre la grafica que se
%obtendria con las EDO y la que se obtiene con g-EDO.
integ=inline(char(int(funcién(x))));

%Se albergan como primeras entradas a las condiciones iniciales,
%en un par de vectores que representaran el dominio y
%contradominio de la funcién solucion.

dominio(1,1)=x0;

contradominio(1,1)=y0;

%Se da comienzo a un ciclo para realizar el nimero de iteraciones

%pedidas en los datos iniciales y cada uno de ellos se almacenan

%en los vectores dominio y contradominio anteriormente declarados.
for k=2:n+1

%Se aplica el algoritmo analizado para el método de g-Euler.
y0=y0+(g-1)*x0*funcion(x0);
x0=x0%q;

%Se almacenan los valores calculados en vectores.
dominio(1,k)=x0;
contradominio(1,k)=y0;

end

%Se crea la solucion particular al problema en el Célculo ordinario
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%con las condiciones iniciales pedidas y se prepara para graficar junto
%con la otra solucion.
integral=integ(x)+contradominio(1,1)-integ(dominio(1,1));

%Se da la orden para graficar los vectores en los cuales se acumul6

%Ila informacion de las abscisas y ordenadas de los puntos correspondientes

%ea la solucion del problema con condiciones iniciales en el q-Calculo.
plot(dominio, contradominio)

%Se calcula el méaximo valor que se alcanzo en el vector definido como
%dominio.
maximo=max(dominio);

%Se mantiene abierta la ventana de la grafica para trazar ahi mismo
%ambas soluciones, tanto con el q-Célculo como el tradicional.
hold on

%Se grafica la solucion que se obtendria con el Calculo tradicional.
fplot(char(integral),[0,maximo],’—1”)

%Se cierra la orden de graficar en la misma ventana.
hold off

%En el caso de que tratemos con una funciéon que solo depende de "y".
elseif subtipo==2

%Almacenamos las condiciones iniciales en nuevas variables de formato
%string, para poder usarlas posteriormente al resolver la EDO de
%forma usual.

condinix=num?2str(x0);

condiniy=num?2str(y0);

%Se albergan como primeras entradas a las condiciones iniciales,
%en un par de vectores que representaran el dominio y contradominio
%de la funcion solucion.

dominio(1,1)=x0;
contradominio(1,1)=y0;

%Realizamos un ciclo para cada una de las iteraciones y guardamos
%cada resultado en los vectores dominio y contradominio.
for k=2:n+1

%Se aplica el algoritmo analizado para el método de g-Euler.
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y0=y0+(g-1)*x0*funcion(y0);
x0=x0*q;

%Se almacenan los valores calculados en vectores.
dominio(1,k)=x0;

contradominio(1,k)=y0;

end

%Se da la orden para gréficar los vectores en los cuales

%se acumulo la informacion de las

%abscisas y ordenadas de los puntos correspondientes a la

%solucion del problema con condiciones iniciales en el g-Calculo.
plot(dominio, contradominio)

%Declaramos nuevas variables en formato string, para poder resolver
%]la EDO en el caso de que la funcion f depende de y.
funcion2=char(funcion(y));
operador="Dy=";
EDO=strcat(operador,funcion2);
aux1="y(’;
aux2=")=";
aux3=strcat(aux1,condinix);
aux4=strcat(aux2,condiniy);
condicion=strcat(aux3,aux4);
solnormal=dsolve(EDO,condicion,’x’);
solucion=char(solnormal)

%Se calcula el maximo valor que se alcanzo en el vector definido
%como dominio.
maximo=max(dominio);

%Mantenemos abierta la ventana para graficar ambas soluciones
%en una misma.
hold on

%Damos la orden para graficar la solucion con el Calculo ordinario.
fplot(solucion,[0,maximo],’—’)

%Cerramos la posibilidad de graficar en la misma ventana.
hold off

%Consideramos el caso cuando el niimero introducido no corresponde con
%ninguno de los que se ofrecieron.
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else
%Mandamos el aviso para alertar al usuario del tipo de error ocurrido.
disp(’La opcion entrada no corresponde con las ofrecidas.”)

end

%En caso de que el nimero de variables cuente con ambas.
elseif tipo==

%Almacenamos las condiciones iniciales en nuevas variables de formato
%string, para poder usarlas posteriormente al resolver la EDO de forma usual.
condinix=num2str(x0);
condiniy=num?2str(y0);

%Creamos los vectores donde se guardaran los valores para graficar.
dominio(1,1)=x0;
contradominio(1,1)=y0;

%Realizamos un ciclo para cada una de las iteraciones y guardamos cada
%resultado en los vectores dominio y contradominio.
for k=2:n+1

%Se aplica el algoritmo analizado para el método de g-Euler.
y0=y0+(q-1)*x0*funcién(x0,y0);
x0=x0*q;

%Se almacenan los valores calculados en vectores.
dominio(1,k)=x0;
contradominio(1,k)=y0;

end

%Declaramos nuevas variables en formato string, para poder resolver
%la EDO en el caso de que la funcion f depende tanto de x como de y.
funcion2=char(funcion(x,y));
operador="Dy=";
EDO=strcat(operador,funcion2);
aux1="y(’;
aux2=")=";
aux3=strcat(aux1,condinix);
aux4=strcat(aux2,condiniy);
condicion=strcat(aux3,aux4);
solnormal=dsolve(EDO,condicion,’x’);
solucion=char(solnormal);

%Se calcula el maximo valor que se alcanzo en el vector definido como dominio.
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maximo=max(dominio);

%QGraficamos las coordenadas que hemos acumulado con los dos vectores declara-
dos.
plot(dominio, contradominio)

%Mantenemos abierta la ventana para graficar ambas soluciones en una misma.
hold on

%Damos la orden para graficar la solucion con el Calculo ordinario.
fplot(solucion,[0,maximo],’—r’)

%Cerramos la posibilidad de graficar en la misma ventana.
hold off

% Consideramos el caso cuando el numero de variables introducidas no sea el
%adecuado, por lo que se envia una alerta.
else

%Mandamos el aviso para alertar al usuario del tipo de error ocurrido.
disp(’Numero de variables no valido’)
end






Chapter 5

Aplicaciones

La elaboracion y en su caso la aceptacion de nuevas hipdtesis de trabajo estan sujetas
a la validez en cada aplicacion de las tesis que se deriven de ellas. Ademas el estudio
de la realidad exige modelos cada vez mas adecuados. Pero el uso de dichos modelos
que pueden reflejar con exactitud o dar una mejor aproximacion que otros, no se po-
nen en funcionamiento de inmediato como primer intento de entender el entorno que
nos rodea, necesitamos de un uso progresivo y la capacidad de manejar una cantidad
suficientemente grande de funciones y de variables que ayuden a introducir al sistema
creado las caracteristicas mas importantes y relevantes del objeto de estudio. Por ello y
como ha sido tratada la mayoria (por no decir todos) de los Modelos en EDO, nos en-
focaremos en algunas de las ecuaciones diferenciales, que se propusieron inicialmente
para el estudio de los fendmenos fisicos, biologicos y quimicos mas analizados como
primeros casos de practica para la aplicacion de la modelacion con EDO.

De la inmensa variedad de temas en los que se puede hacer analogia con las EDO,
abordaremos como aplicaciones de las q-EDO aquella en la cual se elige como ob-
jeto de analisis, el cambio en el crecimiento o decrecimiento de poblaciones. Este tipo
de estudios tambien pueden requerir informacion acerca de la composicion y distribu-
cion de las poblaciones, sus patrones de cambio a lo largo de los afios en funcién de
nacimientos, defunciones y migracion, y los determinantes y consecuencias de estos
cambios. EL estudio de las distintas poblaciones funcionan como medio de informa-
cion para la toma de decisiones en cuanto a las tareas de planificacion administrativas
en sectores como salud, educacion, vivienda, seguridad social, empleo y conservacion
del medio ambiente. Todos estos tipos de estudios proporcionan o arrojan datos nece-
sarios para: formular politicas gubernamentales de poblacion; modificar tendencias
demograficas; lograr objetivos socioecondomicos.

5.1 q-Ecuacion Malthusiana

Supongamos que P(t) es el nimero de individuos en una poblacion al tiempo t. En
el afio 1798, el economista britanico Thomas Robert Malthus publico su libro "En-
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sayo sobre el principio de la Poblacion", que marco el inicio de la Demografia como
disciplina, para estudiar las relaciones entre la tendencia constante del crecimiento de
la poblacién humana y la produccion de alimentos. El modelo de la ecuacion que
propuso, conocido también como Modelo Malthusiano, consistia en una ecuacion en
donde la incognita era la funcion P(t), y daba la relacion con la tasa de crecimiento
de la poblacién misma (la que se considera como la constante K, normalmente). Esta
relacion en base al cambio de la funcion misma conforme transcurre el tiempo, es lo
que entendiamos como la derivada usual de la funcion con respecto a la variable de la
cual depende. Aunque el modelo en si, no se adapt6 fielmente a los sucesos para los
cuales se empleaba (esto para tiempos grandes), fue el origen de la dindmica de pobla-
ciones a través de ecuaciones diferenciales, de ahi su importancia y el hecho por el
cual tenemos interés en recrear un analogo con las condiciones del g-Calculo y las g-
EDO. Verificar su comportamiento graficamente en comparacion con los usuales para
las mismas condiciones iniciales y dar un enfoque a través de las g-EDO.

Dyy (z) = cy (z) (5.1

5.1.1 Metodo 1

Al transformar la ecuacion (5.1) usando la definicion de la g-derivada obtenemos la
igualdad

y(qx) —y (z)

TErE (z) (5:2)

Si consideramos que la solucién a (5.1) tiene la forma de una funcién potencia, esto
imitandolo del Célculo usual, entonces la solucion es de la forma

y(z) = ar’ (5.3)

donde suponemos o € R constante y A” es nuestra funcion en forma de potencia,
con \ la base que tenemos que determinar. Sustituyendo (5.3) en (5.2) y transformando
algebraicamente para sintetizar la expresion resultante, se obtiene
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y(gz) —y(z)

TR
aX? — )\ )T
(-1
ad® —a)® = caX(¢— 1)z
aX?” = caX’(g— 1)z +a)’
= aX{c(¢g—1Dz+1}
Az — (g — 1)z +1
AT = {c(q—l)ac—l—l}‘l%1

y(@) =afclg—1)z+1}77

5.1.2 Metodo 2

Supongamos que la solucion y () se puede expandir en una serie infinita de Taylor
alrededor del cero

y(x) = Z cnz” (5.4)
n=0

entonces sustituimos la forma de la solucion (5.4) en (5.1) para determinar los coe-
ficientes ¢,, € Ry obtenemos

Dyy(z) = Dy <Z c,@")

n=0

= Z cnDyg (™)

n=0

= Z cn ([n] 2" 1)

n

Il
-

n—1

M2

[n] ch

3
Il
—

[n 4+ 1] cpprz™ (5.5)

I
hE

3
I
<

Igualando (5.4) y (5.5) para obtener (5.1) se obtiene la siguiente igualdad
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Dyy (x)
Z [n+ 1] cperz”
n=0
Z [n+ 1] cpprz”
n=0

Chapter 5.

=  [n+1]cpt1 =cen

Aplicaciones

(5.6)

La igualdad (5.6) es una sucesion de numeros que depende originalmente del valor
enz = 0. A partir de la igualdad (5.6), se

inicial ¢p, y el cual es el valor de y (z)
obtiene poir inducciéon para todon € N

Co

C1

C2

Cn

(5.7)

Por lo tanto, (5.7) nos da exactamente los valores de los coeficientes de la solucion
propuesta en serie de potencias, lo ultimo que nos faltaria asociar a la serie ya conocida,

es una funcion que la simplifique.

y(x) =

Debido a que ya se habia considerado una g-exponencial, donde se definia una de

las g-exponenciales como
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entonces podemos escribir la solucion de (5.1) como

y(x)=co ey

5.1.3 Graficacion de las ecuaciones

Las graficas que a continuacion mostramos contienen una gama de condiciones iniciales
y valores para los parametros de la ecuacion de Malthus, que fueron resueltas por medio
del algoritmo desarrollado antes y al que hemos denominado como g-método de Euler.

Estas imagenes no son todo lo que podremos observar de la ecuacién de Malthus,
también aplicaremos dicha ecuacion en el area particular para la que fue desarrollada,
el crecimiento poblacional, en los casos de las poblaciones de México y Venezuela.



126 Chapter 5.  Aplicaciones

Imagen que representa las soluciones a la Imagen que representa las soluciones a la
ecuacion Malthusiana con valor de ecuacion Malthusiana con el Calculo
constante ¢ = 0.1. tradicional.
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5.1.4 Ejemplo 1: Poblacion de Venezuela
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paises (México y Venezuela), para darnos una idea de la capacidad que puede tener el
enfoque desarrollado.

Para ello consideraremos las cifras estadisticas del conteo de poblacion, de ambos
paises, con un tiempo aproximado de 200 afios y basandonos para ello en los estudios
demograficos que cada pais ha hecho de si mismo en algunos textos y paginas como lo
son: [4]y [5].

Para el caso de Venezuela, tomaremos las condiciones iniciales, asi como la con-
stante de proporcionalidad, del estudio demografico para ese pais. Haremos el estudio
tanto con la teoria de las EDO como la de las q-EDO, usaremos las condiciones ini-
ciales de la siguiente manera: Para las EDO, nuestro afio de inicio se tomara como cero
y la cantidad de habitantes convirtiendo 1 Millon en la unidad de nuestra escala del do-
minio. Para las q-EDO vy en particular para el g-método de Euler no podemos tomar
la condicion inicial x = 0, debido a que esto ocasionaria que el método fallara, pues
consiste en tomar multiplos de la variable independiente por g, como sucesivo valor de
zo (condicion inicial), con x = 0, los multiplos serian esencialmente los mismos y no
podriamos seguir: Por esta razon debemos elegir una condicion inicial suficientemente
cercana a cero, o elegir directamente = = 1. Esto ultimo es lo que haremos para aplicar
el método y trazar la gréafica de la solucion.

Como la constante de crecimiento (6 decrecimiento), la tomaremos de los estudios
que se haya realizado para el modelo de Malthus con las EDO, sdlo falta o es necesario
definir el valor de ¢. Para lo cual recurriremos precisamente a los valores que ocuparan
el lugar del dominio, que son los afios, tomados ya en una forma en la que el afio inicial
se considere como 1.

Como los siguientes valores que se tomaran después de * = 1, deberan ser una
forma aproximada a estos, los afios para los cuales tenemos datos de la poblacion, bus-
camos el valor para el cual, estos afios puedan ser multiplos unos de otros en el orden
en el que se fueron dando. Y es asi que obtenemos una tabla con los cocientes de los
afios, de tal forma que nuestros datos a considerar seran, un afio dividido por el afio an-
terior el cual tengamos como dato, es decir, por ejemplo tenemos como datos los afios
1881 y 1891, estos se corresponden con los nimeros, en nuestra escala, 82 y 92, re-
spectivamente. Segun que el afio inicial, que es 1800, se toma como 1, luego entonces
formamos el cociente 92/82=1.1219, y este es un dato que se va a la tabla para analizar
los multiplos que obtenemos.

En este andlisis, usaremos algunas formulas y conceptos conocidos en Estadistica,
para: la mediana, la media, la desviacion, la varianza, etc., tanto para medir el punto
de concentracion de los datos, como la dispersion entre ellos. Tomaremos para q el
valor que a través de lo considerado anteriormente, sea mas representativo de los datos
y pueda reflejar bien las condiciones iniciales al momento de aplicar nuestro método.
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La siguiente tabla contiene lo antes mencionado, proporciona los datos en forma
organizada y resalta los valores que consideraremos como mejores para g, segin el
analisis hecho.

Tiempo Poblacion Constantefk@e@recimiento Proporcion®Entre@iempos

1800 1 0.35 0 46
1847 46 0.75 0.016215746 1.565217391
1873 72 1 0.011064695 1.111111111
1881 80 175 0.069951973 1.125
1891 90 2.1 0.018232156 1.388888889
1926 125 2.85 0.00872519 1.08
1936 135 3.2 0.011583182 1.037037037
1941 140 3.85 0.036984468 1.064285714
1950 149 4.35 0.013566966 1.073825503
1961 160 6.8 0.040613342 1.0625
1971 170 10.8 0.046262352 1.058823529
1981 180 14.1 0.026662866

Tabla conteniendo en sus columnas los datos de la poblacion de
Venezuela, asi como proporciones entre tiempos y tamaos de los datos de
dicha poblacion.

Datos@ledaXonstante@le@recimiento Datos@le@®roporcion@ntreiempos
Media 0.027260267| |[Media 1.156668918
Errorittipico 0.00579929| |Erroritipico 0.055572326
Mediana 0.018232156| |Mediana 1.076912752
Desviacidon@standar 0.019234069 Desviacion@standar 0.175735125
Varianza@eda@nuestra 0.000369949| |Varianza@ieda@nuestra 0.030882834
Curtosis 0.919348161| |Curtosis 2.823915968
Coeficiente@esimetria | 1.182628513| [Coeficiente@leRsimetria | 1.926928768
Rango 0.061226784| |Rango 0.528180354
Minimo 0.00872519| |Minimo 1.037037037
Maximo 0.069951973| |Maximo 1.565217391
Suma 0.299862937| |Suma 11.56668918
Cuenta 11 Cuenta 10
Nivel@e@onfianza(95.0%) | 0.012921623| |Nivel@eRonfianza(95.0%) | 0.125713335

Analisis estadistico tanto de los tamaos de poblaciones como de los
intervalos de tiempo entre ellas, para Venezuela.
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Una vez determinado el valor correspondiente para g, alimentaremos el algoritmo
dado para el g-método de Euler, haciendo un uso de iteraciones lo suficientemente
grande como para que alcancemos el valor de x ~ 200. Mostramos a continuacion
la imagen comparativa entre los resultados graficos de las EDO, g-EDO y los conteos
de dicha poblacién en los diferentes afios.
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Graficas comparativas entre los conteos poblacionales y
los modelos aplicados de EDO y g-Edo, considerando
un valor de ¢ = 1.1, como multiplo de avanza para el

dominio.
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Comparativas de las graficas de los conteos de poblacion
de Venezuela y modelos Malthusianos con EDO y
q-EDO, tomando ahora un valor ¢ = 1.2.

A simple vista podemos comparar la diferencia o semejanza que existe entre ambos
modelos en las dos situaciones que estamos considerando, una en la cual tomamos como
multiplo de avance ¢ = 1.1 y en la otra ¢ = 1.2, siendo que en los valores de la tabla
(5.1.4) hemos obtenido valores centrales con 1.15 y 1.07, debido a ello hemos tomado
uno intermedio y otro un poco mas alejado. En (5.1.4) el comportamiento de la solu-
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cion segun las g-EDO es el de apegarse localmente a la solucion de EDO, y conforme
transcurre el tiempo el de separarse pero siguiendo un comportamiento muy similar al
que tiene el tamafio de la poblacion y de encontrarse a nivel de la misma, ya que com-
parado con la soluciéon de las EDO, ésta ya se ha alejado bastante y en un momento
dado ambas soluciones se separan considerablemente de los tamafos respectivos de la
poblacion, sin embargo, lo que apreciamos es que mantiene una mejor descripcion de
los hechos cuantitativos la solucion dada con el gq-Célculo por un mayor tiempo que la
que se trabaja con el Calculo usual.

Por otro lado, para la grafica (5.1.4) en la cual hemos elegido un miltiplo de avance
para la variable independiente, alejada de los datos que hemos recolectado en (5.1.4), se
nota que el comportamiento es cualitativamente parecido, aunque en el dominio cercano
a x ~ 140, se tiene una pérdida de a proximidad con los datos demograficos de la
poblacion. Con esto ademas hemos podido ver que el factor de multiplicidad para los
valores del dominio, son de gran importancia, pues ellos marcan la sucesion sobre la
que se graficard y los valores que le corresponderan a dichos puntos.

5.1.5 Ejemplo 2: Poblacion de México

Aqui se usaran los datos que aparecen [5], desde hace cerca de 200 afios. se hard un
desarrollo semejante al realizado por la poblacion Venezuela, incluyendo el calculo del
coeficiente de crecimiento que mejor se aproxime para diferentes tiempos, de acuerdo
con la fecha inicial que se tome.

Comenzamos con la serie de datos de la poblacidn mexicana, tanto con afio como
con nimero de habitantes (manejando los datos que vienen en millones, como unidad
de nuestra escala a manejar), proporcion entre los tiempos, usando los correspondientes
para el caso, segun se tome como 1 al afio inicial del que partamos. Y las constantes de
crecimiento que hay, si tomamos una fecha y el tamafio de la poblacion correspondiente,
como inicial, y el mismo tipo de datos, pero para el sucesor inmediato. De esta forma,
llenaremos las columnas de la tabla que a continuacién mostramos, y en base a ella
exhibimos el mismo tipo de caracteristicas que su simil con la de Venezuela, para poste-
riormente remarcar aquellos datos que nos serviran como constante de proporcionalidad
q, constante de crecimiento k, y los datos iniciales de las variables dependiente e inde-
pendiente, a usar con el g-metodo de Euler. El numero de iteraciones que se necesita
tambien para el algoritmo, es inicialmente, un tanto subjetivo, por el hecho de que nece-
sitamos conocer el multiplo ¢ con el cual avanzaremos y la longitud de dominio a cubrir.
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Afios Tiempo Poblacion Constantef@e@recimiento Proporcion@ntre@iempos

1836 1 7.8 0 11
1846 11 7.5 (0.003922071 2.090909091
1858 23 8.3 0.008446041 1.173913043
1862 27 8.8 0.014624052 1.37037037
1872 37 9 0.002247286 1.108108108
1876 41 9.5 0.013516805 1.585365854
1900 65 13.6 0.014949083 1.153846154
1910 75 15.2 0.011122564 1.253333333
1929 94 15.6 0.001367131 1.117021277
1940 | 105 19.6 0.020750787 1.095238095
1950 | 115 25.8 0.027484493 1.086956522
1960 | 125 34.5 0.029058483 1.08
1970 | 135 48.2 0.03343997 1.074074074
1980 | 145 66.8 0.032634406 1.068965517
1990 | 155 81.2 0.019521217 1.064516129
2000 | 165 97.5 0.018293713 1.060606061
2010 | 175 112 0.013864649 1.057142857
2020 | 185 121 0.007729167 1.054054054
2030 | 195 130 0.00717439 1.051282051
2040 | 205 140 0.007410797 1.048780488
2050 | 215 150 0.006899287

Tabla que muestra los datos referentes a la poblacion Mexicana desde 1836 y algunas
predicciones al 2050.
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Datoslproporcion@ntreiempost836 Datos@leda@onstante&Z 836

Media 1.18918332| |Media 0.01433061
Erroripico 0.05888025| [Errori#ipico 0.00233136
Mediana 1.08695652| |Mediana 0.01369073
Desviacion@standar 0.25665305 Desviacion@standar 0.01042614
Varianza@le@la@nuestra 0.06587079| |Varianza@lela@nuestra 0.0001087
Curtosis 8.76127959 Curtosis 0.50102348
Coeficiente@eRsimetria 2.86460025| [CoeficienteRle@simetria 0.38134957
Rango 1.0421286| |Rango 0.03736204
Minimo 1.04878049( |Minimo 0.00392207
Maximo 2.09090909| [Maximo 0.03343997
Suma 22.5944831| |Suma 0.28661225
Cuenta 19 Cuenta 20
Nivel@le®onfianza(95.0%) | 0.12370281| |Nivel@eRonfianza(95.0%) | 0.00487958

Analisis de los datos de la poblacion Mexicana desde 1836 para calcular el
mejor valor para ¢ y la constante de crecimiento.

Datosroporcion@ntretiemposz 900 Datos@e@a@onstante®? 900

Media 1.09041547| |Media 0.01691079
Erroritipico 0.01471298| |Errorfdipico 0.00282965
Mediana 1.0715198| |Mediana 0.01607918
Desviacion@standar 0.05505095| [Desviacion@standar 0.01058757
Varianza@le@la@nuestra 0.00303061| |Varianza@eda@nuestra 0.0001121
Curtosis 5.89962577 Curtosis F1.26805137
Coeficiente@eRsimetria 2.32488707| [CoeficienteRe@simetria 0.29639579
Rango 0.20455285| |Rango 0.03207284
Minimo 1.04878049( |Minimo 0.00136713
Maximo 1.25333333| |Maximo 0.03343997
Suma 15.2658166| |Suma 0.23675105
Cuenta 14 Cuenta 14
Nivel@e&onfianza(95.0%) | 0.03178547| [Nivel@eRonfianza(95.0%) | 0.00611308

Analisis de valores centrales para el crecimiento poblacional y la distribucion
entre estos tiempos, de Mexico, desde 1900.
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Datosroporcion@ntretiempos 950 Datos@leda@onstante® 950

Media 1.06463778 Media 0.01760261
Error@ipico 0.00402242( [Error@ipico 0.00341697
Mediana 1.06256109| |Mediana 0.01607918
Desviacion@standar 0.01272| |Desviacion@standar 0.01080541
Varianza@edla@nuestra 0.0001618| ([Varianza@eda@nuestra 0.00011676
Curtosis 0.81171299( |Curtosis [1.51119677
Coeficiente@eRsimetria 0.51440455| |CoeficienteR@le@simetria 0.48946392
Rango 0.03817603 Rango 0.02654068
Minimo 1.04878049 Minimo 0.00689929
Maximo 1.08695652 Maximo 0.03343997
Suma 10.6463778 Suma 0.17602608
Cuenta 10 Cuenta 10
NivelRleRonfianza(95.0%) [ 0.00909934| |Nivel@leRonfianza(95.0%) [ 0.00772972

Muestra de valores centrales, de la poblacion de Mexico desde 1950, para los
valores de ¢ y constante de crecimiento en el Modelo Malthusiano.

Las anteriores tablas presentan la recoleccion de datos con diferentes fechas de ini-
cio: 1836, 1900 y 1950. Debido en gran parte, a que se presentaron situaciones dentro
de la poblacion que modificaron su comportamiento y que ignoramos para el modelo
propuesto. Estamos considerando que solo el tamafio de la poblacion afecta a su com-
portamiento, y esto no se sigue para nuestro problema actual, por hechos historicos que
se fueron presentando en periodos cercanos a cada una de las fechas, en un inicio men-
cionadas.
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Imagen que muestra el comportamiento de los Modelos,
y las estadisticas tomadas para la poblacion Mexicana
desde 1836
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5.2 q-Ecuacion Logistica

La ecuacion logistica de crecimiento poblacional fue propuesta por P. Verhulst como
una posible solucién al dilema del crecimiento exponencial de Malthus. Aunque Al-
fonso Quetelet, matematico y astronomo belga (1795-1874), fue uno de los primeros en
considerar que el modelo exponencial de crecimiento de Malthus, no era adecuado para
explicar la expansion demografica de cualquier pais. Si bien el crecimiento exponencial
podia reflejar la situacion de un pais joven y casi vacio (por aquellos tiempos), como lo
era Estados Unidos, su aplicacion a otras sociedades conduciria a valores imposibles.

Los argumentos de Quetelet se basaban en que una poblaciéon no podia crecer in-
definidamente, sino que existian fuerzas externas e internas, que tienden a regular este
crecimiento. Precisamente Quetelet fue profesor, en la Universidad de Gante, de Pierre-
Francois Verhulst (1804-1849) con quien trabajo durante un largo tiempo y sobre quien
tuvo una gran influencia en sus obras.

Verhulst abord6 el problema del crecimiento de una poblacion adaptando la hipote-
sis de Quetelet y, considerd que éste es un proceso limitado. Demostr6é que la tasa de
crecimiento de una poblacion, esta limitada directamente por su propia densidad. Por
este motivo afiadio al modelo propuesto por Malthus, un término adicional, que repre-
senta la resistencia al crecimiento. Esta idea se puede expresar mediante la ecuacion:

P(t) = kP (t) (Py — P (1)) (5.8)

donde P,; denota el término méaximo o nivel de saturacion de la magnitud de tamafio
poblacional P (t). El crecimiento en (5.8) es proporcional tanto al tamafio poblacional
en el momento ¢, como al crecimiento potencial de la poblacion (Py; — P (t)). La
solucion a esta ecuacion diferencial, no lineal, fue a lo que Verhulst llamo6 funcion
logistica. Consideremos la q-ecuacion logistica

Doy (z) = cy (z) (ymr — y (2))

5.2.1 Meétodo 1

En este tipo de problemas podemos aplicar el siguiente método, teniendo en cuenta que
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dey(z) = yl(gz)—y(z)
— (y(gw) -y (2)) = E=Y)
= (y(gz) —y(2)) (g7 =)
_ y(qgiiz(w)*(qx_m)
= Dyy(x)dyx

que al sustituir el problema que tenemos ahora, obtenemos como igualdad valida

dey () = cy(z)(ym —y(v))dg
1
—d = cd,x
y(ym —y) @Y !
1
—d = /cd T
/y(yM - ) @Y !
/ LI ot
— = CT cte
y(ym —y) @Y

Para poder g-integrar el lado izquierdo de la anterior igualdad, recurriremos al método
de fracciones parciales, donde ya tendriamos algo de menor grado y una de las g-
integrales ya la conocemos.

1 A B
7:7+
ylym —y) ¥y ym—y

lo que implica que los coeficientes A y B son ambos iguales a yiM Entonces se
debe calcular la g-integral siguiente

/ L 4 bt
—dyy = cx+cte
y(ym —y) /

1
es decir, [ ——dgy + / ——dyy = cx+cte
Yymy yum (Ym —y)
1

1 ¢g—1
luvego ———1In(y +/7dy = cx+ cte
yar In (q) ) ym (ymr —y)
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Para resolver la g-integral [ v

Como

+x

entonces

C—Xx

yM 1/) dqy
sentacion en serie infinita de la funcion T
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1 1
Ym Ym—Y
con dominio de convergencia |z| < 1.

dgy, usaremos la repre-

+

f: (—=1)" (x)", para |z| < 1

n=0

1 1

cl+( )

%i (—7>n,para‘f‘<1

n=0

1 T\" x
72(7> ,para‘f’<1
c c c

n=0

oo
n=0

n x
s (x)", para ‘E‘ <1

Esta forma en la que se puede expresar un cociente, se aplica a nuestro g-integrando

término por término

yL fn_(qé In(y) + / mdqy = cx+cle

Z/iw {JH (ql) ‘/nE:o{ 1Y } Wy = cx+cte
yL ln(tsl (QHyLi{y;ﬁ/y"dqy} = cr+tcte
ifn(q1 i{ "+1{n++11]}} = cx+cte
yLanqu) In (y) + yi i {n+y1”[;rl+l] = cx+cte

5.2.2 Ejemplo 1: Poblacion

de Venezuela

Usemos esta q-EDO, para el caso de Venezuela que ya hemos trabajado en la seccion
anterior, los valores a considerar seran los que se tienen para el modelo en EDO. No
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los alteraremos y observaremos que sucede con dicho modelo en comparacion con el
anterior, que veiamos, tiene un mejor apego a la situacion real, el desarrollado con las
g-EDO.

En este caso supondremos que A tiene un valor igual a 0.001, y la constante ¥, es
igual a 18. Manejaremos valores iniciales y de crecimiento para ¢, exactamente como
las que nos resultaron en el caso de la ecuacion Malthusiana, por lo que omitiremos ese
tipo de analisis aqui y solo nos enfocaremos en realizar la representacion grafica del
modelo, que a continuacion presentamos.
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5.3 q-Ecuacion de enfriamiento de Newton

Isaac Newton (1641-1727) hasta nuestros dias, es ampliamente reconocido por su vasta
investigacion y numerosos trabajos que contribuyeron al desarrollo de la ciencia. Dentro
de todos estos estudios como parte de su formacidon académica e inclinacion cientifica,
probablemente se intereso por la temperatura, calor y el punto de fusion de los met-
ales, motivado por su nombramiento como responsable de supervisar la calidad de la
acuflacion y deteccion de falsificaciones, mientras fue funcionario de la casa de mon-
eda en Inglaterra. Newton dentro de experimentos que tenian que ver con la fundicion
de diferentes metales que se usaban para mezclarse con el oro y asi falsificar monedas,
observé que al calentar al rojo vivo un bloque de hierro y tras retirarlo del fuego, éste
se comportaba de forma distinta cuando su temperatura variaba considerablemente con
respecto del medio ambiente. Notd que el hierro se enfriaba mas rapidamente cuando
estaba muy caliente, y mas lentamente cuando su temperatura se acercaba a la del medio
en el que se encontraba en ese momento. Con estas observaciones pudo formular lo que
hoy en dia se conoce con el nombre de Ley de enfriamiento de Newton, y la cual se
escribe como

dr(t
IO _ k(1 -7 1)
donde la derivada de la funcidén temperatura con respecto del tiempo (consideramos que

solo varia con respecto del tiempo), representa la rapidez de enfriamiento, 7'(t) como
tal mide la temperatura en cada instante de un cierto objeto, £ es una constante que
define el ritmo de dicho enfriamientoy por ultimo, T, es la temperatura que se registra
del medio en el que se encuentra y se toma como constante, a ello es a lo que tiende
después de un cierto tiempo la temperatura de un objeto.

Dyy (z) = c(ym —y (z)) (5.9
5.3.1 Meétodo 1

Para dar solucion a (5.9) usaremos una forma similar en como se resuelven los proble-
mas de este tipo en EDO de ler. orden, lineal no homogénea, haciendo uso de factores
integrantes. Para ello primero dejaremos de cada lado de la igualdad un tipo de variable,
de un lado la dependiente y del otro la independiente.

A parti de (5.9) se tiene
Dyy(z)+cy(z) = cym (5.10)
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Buscaremos una funcién f () tal que al multiplicar por (5.10) el lado izquierdo de
dicha igualdad pueda interpretarse como la g-derivada de un producto. Ahora debido a
que la g-derivada de un producto de 2 funciones g (z) y y () tiene la forma

)
Q
—~
)
=
<
—
&
kS
—~
8
~
-
Q
<
—
8
<

= qz) Dyg () 6
Dy(g(@)y(x)) = y(x)Deg(x)+g(qz)Dyy(

~—

Entonces se tiene

f (@) Dgy () + cy (z) f (x) = cym f (2)
se quiere que f (z) Dgy (2) + ey (z) f () = y(x) Dyg () + g (qz) Dyy ()

{Jezpm Y}

De este sistema de funciones obtenemos la g-ecuacion diferencial que satisface las
condiciones que pedimos

Dyg (v) = cg (qz) (5.11)

Esta g-ecuacion diferencial la resolvemos usando series de Taylor alrededor del cero,
g(z) = >, gnx™, que al sustituirla nos da las restricciones

Deg(z) = cg(qz)
Dq Zgnxn = ngn (qx)n
n=0 n=0
Y gDy = > cga(gn)”
n=0 n=0
dognlnJa"t =Y cgag"a”
n=1 n=0
00 0
Z In+1 [7’L + 1] x" = Z anqnxn
n=0 n=0
= gns1[n+1] =cgnq”
cq”
<:> n n 5.12
Int1 = 1] — 9 (5.12)

Para resolver (5.12) se supone que g (0) = go y entonces
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g0 = 9(0)
C
g1 = 79
1]
_ 2
C3‘]2-‘,-1
g3 = 3]! 9o
an(n271)

Con lo que hemos podido encontrar la solucion a la ecuacion (5.11) y de acuerdo
con la definicion de una de las exponenciales, tenemos que

g(x) = Zgnxn
n=0

[e's) n(n—1)

c"q 2
= 2 %"
n=0 [n]
X n-y (cx)”
= 9o q *
20
gokg"

yaque f(z) = g(qx)
o f(z) = goEg”*

Esta funcion es la que necesitamos para poder convertir nuestra ecuacion (5.10) en
una g-derivada de un producto, lo que en términos de las EDO seria un factor integrante
para la resolucion.
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(@) {Dgy (z) +cy () = cym}
9o G {Dgy () + cy (z) = cym}

9o EI"Dyy () + cy () go B = cymgoBI
Dy (90E;"y (x)) = cymgoBEI”

Dg (90ES*y (2)) = Dg (ymgoEs”)

GETy(x) = ymgoly” + cte

ymgoEg"  cte
GoEG  goEg®

= yu +cte (e, ")

y(z) =

5.3.2 Ejemplo 1: Carne asada

En este ejemplo lo que tratamos de hacer, es describir una situacion en la cual es posi-
ble observar el fenomeno, a traves del cual, se realiza un intercambio de calor y la
aplicacion de la g-EDO de enfriamiento de Newton. Supongamos que nos encontramos
en un dia de campo, en el cual se intenta asar un pedazo de carne congelada. Para ello
se ha calentado previamente un comal, y despues se coloca encima de €l la carne. De-
spues de un tiempo la carne adquiere rapidamente el calor transmitido por el comal,
pero este ultimo, al quitar la carne, pierde el calor acumulado por el fuego, y lo que
se realiza posteriormente es recolocar dicho trozo de carne en otra parte que tenga mas
calor que la carne, para que pueda cocerce. Este intercambio de calor entre un objeto
con mayor temperatura que otro es el que vamos a intentar modelar con ambas teorias.
Para ello igual, sabemos que despues de que la carne ha absorbido suficiente calor y se
ha cocido, si la dejamos al aire libre, pasa de una temperatura alta a una muy baja, casi
comparandose con la del medio donde se encuentra. Si suponemos que las condiciones
del medio donde estamos y de los objetos que tenemos estan dados como sigue: la tem-
peratura del medio ambiente es de alrededor de 24°C y permanece constante; la carne
se ha cocido a una temperatura de 200 °C y es nuestra temperatura inicial; el proceso de
enfriamiento ocurrio cuando al pasar 2 minutos, la carne bajo a una temperatura de 125
°C. Entonces tenemos todos los datos necesarios para describir ambos modelos con las
constantes que nos resultarian. Seglin el modelo normal para las EDO las constantes
serian dadas por

Ty = 24
To = 200

1. /101
= —71 _
K 2 n<176>
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Lo que nos crearia el modelo que podemos graficar con ayuda del g-método de Euler
y representarlo en la siguiente imagen.

Comparativa de modelos para la g-EDO de la
ley de enfriamiento de Newton.






Chapter 6

Conclusiones

A lo largo de los capitulos y secciones anteriores, hemos podido darnos cuenta de
grandes similitudes y diferencias que se suscitan al modificar un aspecto del Calculo,
que sienta las bases de multiples teorias y cuestiones practicas, de un uso muy cotidi-
ano en ramas de las Matematicas. No obstante, estas variaciones en cuanto a resultados
conocidos, también se han presentado casos en los cuales que mantienen una estructura
compatible con las versiones originales, y podrian considerarse como situaciones mas
generales que los referidos. Nuestro objetivo con dicho punto, no es afirmar categori-
camente, que dicha alteracion que se ha producido en la Teoria del Calculo, significa
una mejora o la generalizacién de la materia. Se necesitaria bastante tiempo de in-
vestigacion, para generar condiciones necesarias, las cuales permitan la posibilidad de
asegurarlo. Lo que se ha intentado generar con este trabajo, es una pequefia aportacion
al tema y que las fuentes de referencia en el campo se puedan ampliar, para que mas
personas tengan diferentes puntos de vista con que avanzar en este estudio, que como
hemos ya mencionado, tiene mucho camino por recorrer para lograr tener un lugar al
igual que el Célculo Diferencial e Integral.

En cuanto al codigo desarrollado para Matlab, que hemos venido sugiriendo en
ciertos apartados, seglin se ha visto la oportunidad, necesidad y apego al tema tratado,
son el esbozo de un primer intento por sistematizar e introducir algunos programas
computacionales, que complementen la teoria y algunas cuestiones practicas en el
sentido visual y ademas permitir el uso, como por ejemplo, del qg-Método de Euler,
que de otra forma, por la cuestion de iteraciones es un tanto complicado realizarlas de
forma manual. estas rutinas no son una version definitiva y completa, pues hay muchas
mejoras de caracter estético y de optimizacion que se pueden aln realizar, y que sin
embargo, en este momento aun al no tenerlas presentes, cumplen con su objetivo. Es-
peramos que no por ello, dejen de servir para futuras aplicaciones que se realicen en
este campo, y puedan surgir de ellos programas similares que se tienen en la actualidad
para Calculo.

En cuanto a los ejemplos mostrados en el pentltimo capitulo, son solo algunos de
una basta cantidad que se han desarrollado por mucho tiempo, en muchos niveles de
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complejidad, para modelar lo que se pretende. Hemos querido comparar los modelos
que se tendrian con los métodos de solucion del Calculo y el g-Calculo, graficarlos y
verificar si existe un mejor apego por parte de uno que del otro. Y aunque inicialmente
pudimos notar que teniamos mejores resultados con el g-Calculo, bajo las hipdtesis
y valores, ya manejados, en ciertos problemas, se pueden crear condiciones propias
(como se hizo en casos siguientes) que ayuden a los modelos en las g-EDO a reflejar
mejor una situacion. Todo dependera del analisis que hagamos de las condiciones
iniciales y los valores que se introduzcan en las g-EDO que se propongan, y de igual
forma en el nivel de avance que se haga en la teoria, pues como con las EDO, estas
tuvieron una teoria siguiente que fueron las EDP, que por su complejidad, se adaptaron
mejor para la modelacion de ciertos fenomenos.

Puntualizando, la teoria presentada en cada una de las paginas precedentes, contem-
plauna vision distinta del Calculo, no por ello es mejor o peor, pero si es una alternativa
en cuanto al manejo de muchos términos y su posible insercion en el mundo de las apli-
caciones. Antes de poder avanzar y ampliar estos conceptos en mas dimensiones (que
es una alternativa muy logica), seria de considerable ayuda, el que se pueda avanzar con
lo que se tiene al momento y tratar de clarificar mas y mas cosas, que de igual forma,
sirven para sentar las bases de situaciones un poco mas complicadas.

La vision que hemos presentado de Ecuaciones Diferenciales es muy inicial y se
puede ampliar mas, sumar teoremas que fundamenten la existencia y unicidad de solu-
ciones, que modelen el comportamiento grafico de las mismas y propongan nuevos
métodos de solucion para aquellos que fallan en esta Teoria, por citar alguna, el método
de separacion de variables, que depende fuertemente en considerar el cociente de difer-
enciales y operarlos en una igualdad. Sin embargo, por las mismas diferencias con
los cuales se planted el g-Calculo, es normal que cuestiones que integran diferenciales,
cambios de variable y por ende la regla de la cadena, no funcionen como lo acostum-
brado. Pero atn creemos que es posible, alternativas que resuelvan este conflicto y le
den en el futuro proximo, una salida.
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