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Introduccion

La interaccién entre las diversas areas de las matematicas ha mostrado
ser muy fructifera por ejemplo, el uso del dlgebra para probar teoremas de
geometria, o del andlisis y las ecuaciones diferenciales que tienen aplicaciones
también a la geometria, es por esta direcciéon que va encaminada esta tesis.

El objetivo principal de este trabajo es demostrar la generalizacién del
teorema de Toponogov que dice que si M es una variedad riemanniana com-
pacta de dimensién n con curvatura de Ricci mayor o igual a (n — 1)k > 0,
y si el didmetro de M cumple con que d(M) = ﬁ, entonces M es isométri-
ca a la esfera de curvatura k. Para demostrar este teorema, hacemos uso
de teoremas de comparacién de eigenvalores del laplaciano, es por esto que
gran parte del estudio de esta tesis se le dedica a desarrollar teoria sobre

estos valores.

En el primer capitulo, veremos algunas propiedades basicas del operador
en cuestién, por ejemplo que es simétrico y positivo. Estaremos trabajando
en esta seccién con funciones en C'°°, sin embargo, en el capitulo 2, tendremos
que trabajar en espacios de Hilbert, por lo que no bastara con trabajar con
funciones en C'°, es por esto que definiremos los espacios de Sobolev, y de
esta forma y con base en el teorema espectral para operadores compactos
y autoadjuntos, demostrar que el laplaciano es diagonalizable en una base
ortonormal de L?(M).

En el siguiente capitulo se demostraran teoremas de comparacién de
eigenvalores. Es a partir de esta parte que empieza a tomar forma la relacion
que existe entre ecuaciones difereniales, andlisis y geometria, ya que pode-
mos acotar los eigenvalores del laplaciano en funcién del didmentro de una
variedad M. En particular, Cheeger, en un articulo publicado por la univer-
sidad de California en 1967, acota superiormente al primer valor propio del
laplaciano pero para variedades con curvatura positiva, y en 1973, Mazet

A%



VI INTRODUCCION

hace lo mismo pero con variedades con curvatura negativa.

En el dltimo capitulo, el objetivo es demostrar la generalizacion del teo-
rema de la esfera de Toponogov, por lo que también demostramos el teorema
de la esfera de Toponogov, que dice que si M es una variedad compacta de
dimensién n y curvatura seccional positiva, entonces, si d(M) = %, M es
isométrica a la esfera. Esta generalizacion fue publicada por Cheng en un
articulo de la universidad de Nueva York en el ano de 1974.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introduciremos la notacién y definiciones bésicas que
se usaran a lo largo del trabajo. En particular se demostraran algunas
propiedades sencillas del laplaciano. Incluimos también la férmula de Bochner-
Lichnerowicz, que si bien su demostracién no es tan sencilla, nos da una
herramienta importante para probar otros resultados mas adelante.

1.1. Geometria riemanniana

Denotaremos por M a una variedad riemanniana de dimensién n orien-
table. Para cada p en M, el espacio tangente de M en el punto p sera escrito
como T,M, X(M) sera el conjunto de todos los campos vectoriales de clase
C*> en M, C*°(M) el anillo de funciones real valuadas de clase C*° definidas
en M y C3°(M) al conjunto de funciones en C°°(M) con soporte compacto.

Denotaremos a la métrica de M por (, ). Si {E;} es un marco ortonormal
local, entonces la matriz (g;;) es la matriz asociada a la métrica de M con
respecto de esta parametrizacion. Dicha matriz es invertible, de modo que
denotamos por (¢¥) a su matriz inversa.

A continuaciéon definiremos varios operadores que usaremos a lo largo de
este trabajo.

Dada una funcién f € C*°(M), su gradiente es el inico campo vectorial
grad f que cumple (grad f, X) = X f para todo campo X € X(M). Con
respecto de un marco ortonormal, el gradiente estd dado por:

grad f = (grad f, B)E; = Y | Ei(f)Ei.
=1

=1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Dado un campo X en M, definimos su divergencia como
n
divX = -> (Vg X, E); (1.1)
i=1
donde FE; es un marco ortonormal, como antes.

El siguiente lema relaciona da una relacién entre la divergencia y el gra-
diente y serd utilizado mas adelante para probar propiedades del laplaciano.

Lema 1. Para toda f € C*(M) y X € X(M) se tiene la siguiente igualdad:
div(fX) = fdivX — (grad f, X). (1.2)

Demostracion. Calculamos div(fX) usando un marco ortonormal E;:
—div(fX) = ) (Ve (fX) E)
i=1
i=1

= Y (grad f, (X, E)E;) — fdiv X
i=1
= (grad f,X)— fdivX. O
Demos paso ahora a definir al laplaciano.

Definicion 1. Sea M una variedad riemanniana. Definimos al laplaciano
de M como el operador A : C*°(M) — C*>(M) dado por

Af = div(grad f).

Podemos calcular al laplaciano utilizando un marco ortonormal y las
expresiones para la divergencia y el gradiente:
—Af = Y (Vg (grad f), E)
i=1
= Z <VE1- ZEj(f)Ej ,Ei>
i=1 j=1
= > (EAB;())E; + E;(f)VE,Ej, Bi)
i,j=1
= ZEi(Ei(f))-

=1
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Ahora definiremos el operador hessiano.

Definicién 2. Sea f € C°°(M). Definimos el hessiano de f como el opera-
dor bilineal (simétrico) Hess f : X(M) x X(M) — X(M) dado por
Hess f(X,Y) = (Vxgrad f,Y).

Denotamos por |Hess f| a la norma del hessiano, dada por

| Hess f|* = Z Hess?(E;, E;) Z |V, grad f|?,

t,y=1
donde {E;} es un marco ortonormal en M.

Observemos que:

n

Af =div(graf f) = — Z<VE1 grad f, E;) = — Traza(Hess f).
i=1

Lema 2 (Férmula de Bochner-Lichnerowicz). Para toda f € C*°(M) se
liene que:

— 5 (| arad f%) = | Hess f> — |AF]? + Ric(arad f,grad /)

donde Ric denota la curvatura de Ricci de M.

Demostracion. Dado un punto p en M, elegimos un marco ortonormal {E;}
tal que Vg, E;(p) = 0. El laplaciano en p esta dado por

A(| grad fI?) ZE (| grad f1%))
= QZEZ- Vg, grad f, grad f)

=2) (Vg Vg, grad f,grad f) + 2 (Vg grad f, Vg, grad f).

Es decir,
1
—§A(] grad f|?) = Z<VE¢VE¢ grad f, grad f) + | Hess f|2. (1.3)
Como {E;} es ortonormal,

(VEg, Vg, grad f,grad f) = Z(VE Vg, grad f, Ej)(grad f, ;). (1.4)
j
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Pero
(Vg, Vi grad f,E;) = Ei(Vg, grad f, Ej) — (Vg grad f, Vg, Ej)
= FEi(Vg, grad f, Ej)
= FE;(Hess f(E;, Ej)
= FE;(Hess f(E;, E;)
= (Vg Vg grad f, E;)

debido a la simetria del hessiano.
Usamos el tensor de curvatura R en la forma

R(Ej, Ej) grad f = VE, Vg, grad f — Vg, Vg, grad f — Vg, g, grad f.
para obtener

> (Vi Vi, grad f,grad f) = Z(VE Vi, grad f, E;)(grad f, E;)

+ Z (Ej, E;) grad f, E;)(grad f, E;). (1.5)

El primer término del lado derecho de esta ecuacion se escribe
Z(ijin grad f, E;)(grad f, E;) ZE (Z VE, grad f, E; >> (grad f, E;)
1,J

= —ZEj Af){grad f, E;)
J
—(grad (Af), grad f)
— —|AfP. (L6)

El segundo término de (1.5) es igual a

Z(R(grad f, E;) grad f, E;) = Ric(grad f,grad f). (1.7)

i

e (1.5), (1.6) y (1.7), se tiene que

Z(inin grad f, grad f) = —|Af|? + Ric(grad f, grad f).
Por este hecho y por (1.3), obtenemos que
1
—§A (| grad f|?) = [Hess f|*> — |Af]? 4 Ric(grad £, grad f)

que era lo que habia que mostrar. ]
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1.2. Propiedades basicas del laplaciano

En esta seccién se probaran algunas propiedades del laplaciano, visto
como un operador en C3°(M). En el siguiente capitulo podremos probar
estas mismas propiedades sélo que las funciones en cuestion estaran en otros
espacios que contienen a C§°(M).

Una de las razones por las que comenzaremos trabajando en C5°(M) es
que necesitamos condiciones suficientes para integrar ciertas funciones. En
adelante supondremos que M tiene una orientacién dada por una forma de
volumen v y que la integraciéon de una funcién se realiza con respecto de
dicha forma de volumen.

Proposicion 1. Si M es una variedad orientada sin frontera, entonces
Vf,g € C5(M) tenemos que:

/ f-Agdv = / (grad f, grad g) dv. (1.8)
M M
Demostracion. Por la igualdad (1.2) se tiene que:

f-Ag= f-div grad g = div(f grad g) + (grad f, grad g)

entonces,

/ f-Agdy — / (grad f,grad g) dv = / div(f gradg) dv = / feradg.
M M M oM

La ultima igualdad se da usando teorema de Stokes y la pentltima u-
sando la igualdad (1.1). Como OM = (), la ltima expresién es igual a cero
y obtenemos el resultado. O

En C§°(M) definimos el producto ( , ) como:

(o) = [ 1-gdv.

Se puede mostrar que éste es un producto escalar; es decir, una trans-
formacion bilineal, simétrica y positivo-definida. Diremos que un operador
lineal L en C§°(M) es simétrico con respecto de este producto escalar si y
solo si

<Lfa.g> = <fa Lg>

para cualesquiera f,g € C5°(M).
Veamos ahora que el laplaciano es un operador simétrico:
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Proposicién 2. El laplaciano A : C§°(M) — C5°(M) cumple con que
(Af,9) = (], Ag) (1.9)

para cualesquiera f,g € C§°(M).

Demostracion. Dadas f,g en C3°(M), se tiene que

(Af.g) = /M Af-gdv = /M<gradf,gradg> dv = /Mf-Ang= (/. Ag).

con lo que se cumple el resultado. O

Diremos que un operador lineal L en C§°(M) es positivo si y sélo si
(Lf, f) > 0 para cualesquiera f € C3°(M).

Proposicién 3. El laplaciano es un operador positivo en C§°(M).

Demostracion. Sea f € C°°(M), tenemos que

<Af,f>:/MAf-fdu:/M<gradf,gradf>du20. O



Capitulo 2

El operador laplaciano

En este capitulo estudiaremos al laplaciano como operador en un espacio
adecuado, mostrando que el conjunto de vectores propios del laplaciano for-
ma una base ortonormal. Esta informacién nos sera ttil méas adelante para
probar teoremas con cierta informacion geométrica de la variedad.

En la segunda parte del capitulo acotaremos a los eigenvalores del lapla-
ciano. Se demostrara los teoremas de Barta y de Rayleigh que serdn utiliza-
dos en demostraciones posteriores.

Al final de este capitulo se calcularan explicitamente los eigenvalores de
la esfera. Especificamente, éstos estdn dados por Ay, = (n + k — 1) para la
esfera de dimensién n y donde A denota el k-ésimo eigenvalor.

2.1. Diagonalizacion del laplaciano

Nuestro objetivo en esta seccion es estudiar el conjunto de vectores pro-
pios del laplaciano. Para esto, aplicaremos el teorema espectral (ver teorema
2), para el cual deberemos trabajar en un espacio de Hilbert que contenga a
las funciones C'*°. (Recordemos que un espacio de Hilbert es un espacio vec-
torial con un producto escalar y que es completo bajo la distancia definida
por dicho producto escalar.) Introduciremos entonces al espacio L? y a los
espacios de Sobolev:

Definicién 3. Sean Q2 C R" abierto. Definimos a L*(§)) como el conjunto
de todas las clases de equivalencia de funciones medibles f : 0 — R donde
|f|? es integrable sobre Q2. Para f,g € L*(Y) definimos su producto escalar

7



8 CAPITULO 2. EL OPERADOR LAPLACIANO

como

(f,g) = /Qfg

y dada f € L?(Q) definimos la norma 2 de f como

1]l = </Q|f|2dw>2~

Se sabe que L2(f) es un espacio de Hilbert con el producto escalar
definido arriba; es decir, es un espacio vectorial completo con respecto de la
norma || [o.

A continuacién definimos el espacio de Sobolev que usaremos en este
trabajo.

Definicion 4. Sea 2 C R™ un conjunto abierto. El espacio de Sobolev
Wh2(Q) es el espacio de todas las funciones u € L?*(Q) cuya primera deriva-
da débil pertenece a L*(Q); es decir, para toda i = 1,...n existe una funcion

gi € L3(Q) tal que
0o /
u = — i 2.1
R 90 (2.1)

para toda ¢ € CF°(Q2). A la funcidn g; se le llama derivada débil de u con

respecto a x; y se denota %.

Precisamente nosotros lo que necesitamos es que nuestras funciones estén

en L?(2), por lo que trabajaremos en W12(2). Definimos también al espacio
1,2 . :

Wy°*(€) como el conjunto de funciones en W12(€2) con cerradura compacta.

Definimos el producto escalar entre dos funciones u,v € W12(£) como

Este producto induce una norma en W12(2). Denotamos por H'?(Q) a
la cerradura de C°° () NW12(Q2), mientras que Hé’Q(Q) denota la cerradura
de C§°(2) N W12(Q), ambas con respecto de esta norma.

Un resultado importante es el siguiente. Para la demostracién, ver [9],
pagina 161.

Teorema 1. Sea Q2 C R™ un conjunto abierto. Entonces WH2(Q) es com-
pleto con respecto de la norma || ||lyw1.2 y por tanto es un espacio de Hilbert.
Ademds, H?(2) = W2(Q); en otras palabras, el espacio de las funciones
en O (Q)NWH2(Q) es denso en WH2(2). Andlogamente, H3’2(Q) = Wh2(Q).
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La importancia que tiene este teorema para nuestro trabajo es que de
esta forma podemos extender la definicion del laplaciano de manera tnica a
Hol (). Sin embargo, debemos notar que existen funciones en Hé 2(R™) que
no poseen derivadas segundas, por lo que podemos pensar que el operador
A actta derivando débilmente.

Por otro lado, podemos conservar las propiedades de este operador,
mostradas en el capitulo 1 para las funciones en C{°(€2), pero tomando
ahora funciones en Hé 2(Q). Las resumimos en el siguiente resultado:

Proposicién 4. FEl laplaciano A : H&’Q(Q) — H372(Q) es un operador
simétrico y positivo.

Nuestra siguiente herramienta sera el teorema espectral. Recordemos que
un operador lineal es compacto si la imagen de cualquier conjunto acotado
es relativamente compacta y que esta propiedad implica la continuidad del
operador.

Teorema 2 (Espectral). Sea H un espacio de Hilbert separable, y suponga-
mos que L : H — H es un operador compacto y simétrico, entonces existe
una base numerable ortonormal de H que consiste en los eigenvectores de

L.

Para la demostracion de este teorema en el caso general, ver [11]. Aqui u-
saremos una consecuencia de este teorema en un caso particular, fijAndonos
. . 1,2
en el laplaciano visto como operador en H,*(2), donde £ C R".

Corolario 1. FEl laplaciano
A HY?(Q) = Hy?(Q)
es diagonalizable en una base ortonormal de L*(Q).

Idea de la demostracion. Primero se muestra que existe un niimero vy tal que
el operador A + ~I es biyectivo. La parte complicada consiste en mostrar
que (A +~I)~! es un operador compacto. Esto depende de dos hechos:

» Desigualdad de Poincaré ([9], pdgina 166): Para toda u € H01’2(Q) se
tiene que
[ullz2(0) < CllDull2(q),

donde C es una constante que depende de € y de la dimensién n. En
particular, la norma W12 de u estard acotada por la norma L? de Du.
Podemos aplicar dos veces esta desigualdad para obtener una cota de
la norma W12 de u en términos de ||Aul| r2(q)- En nuestro caso, esto
nos dard una cota de |[(A +~I) " uyr2(q) en términos de [|ul|r2(q).
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» Teorema de compacidad de Rellich (][9], pagina 168): Cualquier suce-
sién en HS’Z(Q) acotada con respecto de la norma W12(Q) contiene
una subsucesiéon convergente en L?(£2). Usamos este teorema para ver

. - 12 .
que la imagen de una sucesién {uj} acotada en H;” tiene una sub-
sucesion {uy, } convergente en L? y por tanto (A + vI)1(uy,,) es
convergente en Hé 2,

Puesto que (A + ~I)~! es simétrico, podemos concluir por el teorema
espectral que (A+~I)~! es diagonalizable en una base ortonormal de L?(12).

Ahora, si A es un valor propio de (A + vI)~! y u una funcién propia
asociada a A, entonces (A+~I)7lu = Ausiysélosi tu= (A+~I)"tu,siy
sélo si Au = (% —7)u, por lo tanto u es una funcién propia para (A +~I)~!
si y sélo si es una funcién propia para A, por lo que A es diagonalizable en
una base ortonormal de L*(Q). O

Cerramos esta seccién con una observacién importante: Podemos ex-
tender el estudio anterior al caso de las variedades, definiendo los espacios
correspondientes L?(M), W12(M), WOI’Q(M), HY2(M) y Hé’2(M). Pode-
mos entonces enunciar un resultado completamente anélogo al del Corolario
1, como sigue:

Proposicién 5. Dada M una variedad riemanniana compacta, conexa, Sin
frontera y orientada, el laplaciano A : H3’2(M) — Hé’2(M) es diagonaliza-
ble en una base ortonormal de L?(M).

Demostracion. Consideramos primero el caso en que M admite un atlas
{(U1,h1),...,(Un, hpn)} con h; : Uy — B1(0) C R™ para toda i € {1,...n}.
Usaremos una particién de la unidad py, ..., pn; es decir:

1. p; : U; — R" es una funcion C'*° con soporte compacto para cada
ie{l,...,n}k

2. p; >0 paratodaie {1,...,n}
3. > ;pi(x) =1 para toda p € M.

Definimos A; en (R™,g;) con g; una métrica riemanniana tal que coincide
con la métrica euclidiana en B2(0)¢ y en B;(0) la definimos de la siguiente
manera;

Dado z € B1(0) y v,w € R"

(v, W)y = <(d$h;1)v7 (dxh;l)w>h_l(m)

i
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Observemos que las transformaciones d,h; : T,M — R" resultan ser
isometrias para toda p € U;.

Sabemos que A; + 1 : HOQ’Q(]R") — HS’Q(R") es biyectiva Vv > ~;.
Sea 7 max{vy1,...,7n}, entonces para todo ¢ € {1,...,n}, A; +~I :

( ") = HOQ(R”) es biyectivo para toda v > 7. Tomamos v>Fy
v E HO2( M) y definimos

v 1= piv Vie{l,...,n},

Bi(2) = (piv o h;l)(z) z € B1(0)
ne 0 z € B1(0)°

Asi, v; € Hg’2(R") para todo ¢ € {1,...,n}. Luego, para cada i, existe
u; € H§’2(Rn) tal que

(Al + ’YI)EL\Z = @
Para cada i, existe V; C M abierto, tal que UZ C V;. Consideremos 711 Vi —
Bs(0) una extensiéon de h de manera que h; € H§’2(M ) y sea biyectiva.

Definimos entonces
U - M —R

' B (ﬁioﬁi(:p)xe V;
ui(x) = { 0

como

reVe

donde u; € ng(VZ')

Ahora, como u; = 0 en B;(0) (pues v; = 0 en B;(0)), se tiene que
u;i|Uf = 0. Entonces, si consideramos la restriccién u;|U;, tenemos que
wi|U; € Hg 2(U;) valiendo 0 en V;|U;.

Como u; es cero en (V;)¢, u; € H§’2(M) y esta dado por:

e :{ (woh)(z)x € Uj
0 UANS (Ul)c

Tenemos entonces que para cada i € U;,

’yﬁi—kAlﬂi =7; <:>’y’ﬁi0hi+Aiaiohi :@'Ohi,
<~ Yu; + A;u; o hy = v;.

Como h; es una isometria, tenemos que

A’U,Z‘ = A(ﬂz o hz) = AZ@ 9] hi
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Por lo tanto, en U;, (yI + A)u; = v;.
Si definimos v : M — R como

n
u = Z Ug
i=1
Enotnces u € HS’Q(M) y

('yI—FA)uzvu—i-Au:'yZui—i-AZii

n n n
= Z'yui—l—Aui :Z’U@' = Zpiv =v
i 1 1

Por lo que el operador A +~1 : Hg’z(M) — Hg’Z(M) es suprayectivo. Como
A H§’2(M) — HS’Q(M) es positivo, tenemos que

1A+ Dul® = [|Aul[? + 2y(Au, w) + [P |lul* > [y[?[]ul]®

y el operador A +~I : Hg’z(M) — Hg’Q(M) es inyectivo, por lo tanto existe
7 € R tal que A +~41 : H§’2(M) — HS’Z(M) es biyectivo para toda v > 7.
2,2 0,2
Ahora, queremos ver que el operador A +~I : Hy*(M) — Hy“ (M) es
continuo. Para esto, tenemos que

1A +AD)ul? = (1Y (A +Dul P <Y [I(A + 5 T)uy |2
i=1 =1

=D A +yD)@ o ha)l? < Y aillusl?
=1 =1

n
< (méxa;) Y [fuil > < méx o ful|?,

i=1
donde las «; se obtienen como sigue:

1A +yD|P = [|(Ag + D) (@o h)|* = [|Ad; + yuil |
|| Ast; + v — yu; + ’7“1’”2
< 1A +AD)as | P+ Pl + 1y
< (ki + Pyl + Pyl 2
< (kA Iy el PHATHIZ A+ P il
< {10+ PRI A+ Iy il
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Por lo tanto, A 4+~ es continuo.

Sabemos que la inclusién ¢ : H(]f ’Q(R”) — H8’2(R”) es compacta para
toda k € N. Lo mismo vale para ¢ : Hg’z(M) — H872(M) pues como M
es compacta, entonces las funciones Hg’2(M ) tienen soporte contenido on
la bola con centro en 0 € R y radio R = diam(M). Como (A + ~I)~*
Hg ’2(M ) — Hg 2(M ) es continuo por el teorema de la aplicacién abierta y
consideramos (A +~I)~1: H8’2(M) — H8’2(M) como

1 .
S HEA (M) & Y20

Hy*(M)
entonces (A +~vI)~! es compacto por ser composicién de un continuo con
un compacto, por lo tanto (A +~I)7!: H8’2(M) — H8’2(M) es compacto.

Ademas, como C*°(M) es denso en H8’2(M), D = (A+A~I)(C>®(M)) es
denso en H8’2(M). Tomemos ug, v en D, entonces existe u,v € C*°(M) tal
que

u=A+~NHu y  vo(A+~I)v.

Ahora,
(A 4 4I) Tug, vo) = (u, (A + I)v) Zu (A + i) Zvﬂ
Z ZA+7[@’ Zu Z (A +1)v))
—Z A+71 Jo)) = Z(u,«AﬂI)v)"%
Nota 1.
(', (A + D)) = /R u'(2) (A +~1)v) (2) do
= [ i(hi(2))((A +71)0(hi(2)))" dwy(z)

T

Ui (hi(@))((Ai + 1))’ (hi(x)) dw(z)
= /n @ (@) (A + D)) (@) de = (", (A +71)D)").
Una cuenta analoga muestra que

(A +9Du)’,v") = ((Ai + D))", 7).
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Sabemos por el teorema 1 que (A; +~I)~! es simétrico, por lo que

(A +~D) " uf,vf) = (W', (A +~0)0°)
= (((A+~D)u)", ")
= (uh, (A +~I)~ "0,

Por lo tanto ((A + ~vI) 'ug,ve) = (uo, (A + vI)"tvg), lo cual quiere decir
que (A +~I)~Yp es simétrico, por lo que (A + yI) : Hy*(M) — Hy* (M)
también lo es; por lo tanto, A es diagonalizable en una base ortonormal
de H8’2(M ), es decir, existe una base ortonormal de L?*(M) formada por
funciones propias de A. O

2.2. Eigenvalores del laplaciano

En esta parte del trabajo vamos a ver qué propiedades importantes tienen
los eigenvalores del laplaciano. Esta parte nos dard herramientas necesarias
para demostrar teoremas que ya son geométricos pero donde el primer valor
propio en particular es fundamental para desarrollar el resto del trabajo.

Definicion 5. Llamamos el espectro de la variedad riemanniana M al con-
junto de A € R tales que existe f € C°(M), f # 0 que cumple con que
Af=M\f.

Asi, el espectro de una variedad es el espectro de su operador laplaciano.
De hecho, tenemos la siguiente informacioén precisa sobre la distribucion de
los valores propios:

Proposicién 6. El espectro de una variedad riemanniana M es discreto;
de hecho, los valores propios se pueden enlistar como una sucesion creciente

O=X <A <A<
que tiende a infinito.

Como el laplaciano es un operador positivo, todos sus valores propios son
no negativos. Por otro lado, si suponemos que la sucesién de valores propios
{A\x} no tiende a infinito, obtendriamos una sucesién de funciones propias
{uy} de norma uno tales que

|| grad || 2/ (grad uy, grad uy) 2/ up, - Aug = A,
M M
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lo que quiere decir que la sucesién {grad ui} estd acotada. Por el teorema
de Rellich (ver [9], pagina 226) existe una subsucesién de {ux} que es con-
vergente, lo cual no puede ocurrir porque las funciones propias siempre son
mutuamente ortogonales.

Sea M compacta y conexa, M # (). El problema de eigenvalores de
Dirichlet consiste en encontrar todos los niimeros reales A para los cuales
existe una funcién no trivial ¢ tal que Ap = Ap y ¢ =0 en OM.

Nos interesa encontrar un procedimiento para determinar los valores pro-
pios. Un resultado muy 1til para obtener el primer eigenvalor en el problema
de Dirichlet es el siguiente resultado de Barta, que acota el valor buscado:

Teorema 3 (Barta). Sea Q C M un conjunto abierto, conexo, con cerradura
compacta y frontera suave. Sea f € C*(Q) N CO%ON) con f > 0 en Q y
f1022 = 0. St A1 (Q) es el primer eigenvalor de Dirichlet de Q, entonces

o (3) =1 (¥)

Demostracion. Sea 1 la primera eigenfuncién, es decir, Ap; = A1 ¥
w1 = 0 en M. Podemos asumir que 1 es positiva dentro de M. Ahora,
escribimos @1 = f + h con h = 0 en OM, entonces

Api  A(f+h)  Af A(f+h)  Af

M= T T h CF T fah g
A, fAR-hAS
= T

El segundo término de la igualdad cambia de signo o se anula en M porque
f(f + h) es positivo dentro de M y [,(fAh —hAf) =0 por el teorema de

Stokes. Como Aq es una constante, se tiene que inf (%) <)\ < (%) que

es lo que se queria.

Proposiciéon 7. Sea Q C M abierto, conexo y con cerradura compacta. El
primer valor propio del laplaciano A estd dado por:

d o, grad
MQ) = e o g 28
pEH () [

o = /(%W

Demostracion. Sea
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la proyeccién de ¢ sobre la i-ésima funciéon propia u;. Puesto que podemos
suponer que la base de funciones propias es ortonormal, entonces se tiene
que:

0< / | grad ¢ — Zai - grad u;|*
_ /(grad o, grad @) — 220‘1' . /(grad o, grad u;) + Za? : /(grad u;, grad u;)
= /(grad o, grad ) — 22041‘ : /(‘Pa Au;) + Z 0412 : /W%: Auy)
= /(grad p, grad ) — 2 Z ;A + Z ai i
= / (grad o, grad ) — Y @}

De donde

/(grad o, grad @) > Z)\ia? > A\ Za? =A1- /@2;

i£0

la tltima igualdad se debe a que {u;} es una base ortonormal para L?(12).

Ademds, como [(graduy,gradui) = [(u1, Auy) = Ay, se tiene la igual-
dad deseada, i.e.,

d ¢, grad
M = J8rade gra %)

¢ [

El siguiente teorema establece una cota superior para el k-ésimo eigen-
valor del laplaciano. Para la prueba utilizaremos la expresion de una funcién
f € L*(M) dada por

O

F=Y {fuus.
i=1

en términos de una base ortonormal. Una consecuencia de esta identidad es

que
o0

1117 = 0 (f,ua).

=1

Teorema 4 (Rayleigh). Sea Q C M abierto, conexo y con cerradura com-
pacta. Dado el problema de eigenvalores de Dirichlet en Q, si {u;} es una
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base ortonormal de L?(M) tal que u; es una funcién propia correspondiente
al valor propio \;, entonces

3o — o J (B0 .20 )

@ [ 2 ’

donde el infimo se calcula sobre las funciones ¢ € HS’2(Q), © # 0, tales que
(p,ui) =0 para cada i = 1,2,..., k. La igualdad se da si y solo si ¢ es una
funcion propia de \j.

Demostracion. Fijemos un valor de k y denotemos a; = (i, u;), por lo que
oy = --- = ap_1 = 0. Entonces, para cada entero r > k se tiene que

0< <grad (cp — Z aiui> ,grad (go — Z oziui> >
i=k 1=k

= (grad ¢, grad @) — 22 a;(grad ¢, grad u;) + Z a;aq{grad ug, grad u;)

ik i=k
= (grad o, grad ) +2 ) a;(p, Aui) — > e {us, Auy)
i=k il=k

= (grad g, grad o) — > Ao,
i=k

de donde

(o ¢]
Z)\ia? < (grad ¢, grad ¢) < +00.
i=k

Se obtiene que

oo o
Aellol]* = A ZOK? < Z)\ia? < (grad p, grad ¢).
i=k i=k

Si ¢ es una funcién propia correspondiente al k-ésimo valor propio en-
tonces

(grad ¢, grad o) = (Ap, ) = (A, ) = Xe||o||*. O

2.3. Eigenvalores de la esfera

Esta seccion esta dedicada a calcular los valores propios del laplaciano de
la esfera. Denotaremos por £); al espacio vectorial de polinomios homogéneos
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de grado k arménicos sobre R*™! La restriccién a S de $);, serd S%Vk El espa-
cio de todos los polinomios homogéneos de grado k sobre R"*! serd denotado
como Pi. Si f € C°(R™1), escribiremos f la restriccion de f a S™.

Proposicion 8. El espectro del laplaciano de la esfera de dimensidn n, S™,
es el conjunto de A\, = k(n+k — 1),k > 0, y el subespacio propio asociado
a N\ es .6;;
Demostracion. Primero veremos que el conjunto de valores propios esta dado
por A, = k(n+k—1),k > 0,. Para eso, demostremos que se vale la siguiente
igualdad:

Agnsif |sn= Agn f |gn o1 |sn —n2L |sn (2.2)

or? or ’ ’

Para todo f : R® — R y donde Agn+1,Agn denotan el laplaciano en las
variedades riemannianas indicadas.

Demostracion. Sea p un punto de S™. Este punto determina un vector uni-
tario & sobre R™*!. Ahora, consideremos vectores &, i = 2,...,n + 1 de tal
forma que se obtenga una base ortonormal {&,&;}i—a 41 de R™*! y por lo
tanto una base ortonormal {{;} de T,N.

La geodésica ~;, determinada sobre S™ por &; esta dada por:

~; a0 — cos € + sen af; 1=2...n+1,

donde £ y & son considerados puntos de R"*! y por lo tanto 7;(c) se con-
sidera también como un punto de S™.

Ahora, la funcién f tiene derivadas parciales (%f, 1=1,...n+1 corres-
pondientes a la base de R"1{¢ = &1,&}ica a1 -

Por otra parte, la derivada con respecto a « de f o~y; estd dada por:

8(‘7;2%) —sen ozgé + cos aggz
Ademas, en el punto py = 7;(0)

d*(f o) of o*f

T(O) o€ =z (po) + 87@2(100)'

Al calcular el laplaciano en la esfera se tiene que:

n+1 2
Agn f [sn = Z @U‘ ©%:)(0)
n+1

0
Z 852 (po +Poa§(1?0);
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mientras que al calcular el laplaciano en R™*!, se tiene que:

62 n+1 62
Agessf lsn (o) = — j{j 52 j{j 652 6f§(po%
de donde
0% f 0

Agnsi f s (p0) = Ao f |50 (p0) — @Wm%%)

ogt

Observacién. Si P es un polinomio homogéneo arménico en R"*1, de grado
k, se sigue que:

0= AgnP |sn —k(k —1)P |sn —nkP |gn;

es decir,
ASnP |§n: ]i'(k’ +n — 1)P ’Sn .

O dicho de otra forma, P |s» es una funcién propia para el laplaciano de la
esfera con valor propio A\, = k(k+n —1). O]

Para terminar la demostracion se necesitan dos lemas:

Lema 3. Sea M wuna variedad riemanniana y supongamos que existen W;
con i € N subespacios vectoriales de C*° (M) tales que se cumple lo siguiente:

1. Para todo i, existe \; € R tal que para toda ¢ € W;, se tiene que
Ap = Nip;

2. La suma de los W; es densa en C*°(M).

Entonces el espectro de M es el conjunto de \; y para todo i, W; = A; donde
A; denota el subespacio propio relativo a A;.

Lema 4. Se tiene para todo k > 0 que

Por = Nok O 1r2Haop_2 O - 17289,
Pors1 = Nopr1 B 12001 & - Br2ke,

Y los subespacios de estas descomposiciones son ortogonales por pares.

Demostracion. Observemos que el lema es valido para PBg y *P1 ya que Py =
o estd formado de constantes y Py = ) esta formado de funciones lineales.
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Basta probar que si para k > 0 se tiene la descomposicién By = $HDr>Py_o,
entonces para k + 2 se tiene que

Prio = Nero @ r*Pr

Observemos que 4o + 7B C Prio v para ver la ortogonalidad basta ver
que 5 k412 ¥V i;k son ortogonales en C'°°(M). Ahora bien, 5k+2 estd contenido
en el subespacio propio de S™ relativo al valor propio (k + 2)(n + k + 1),
mientras que q?k esta contenido en la suma de los subespacios propios co-
rrespondientes a valores propios distintos de (k + 2)(n+ k + 1).

Como los espacios propios son ortogonales por pares, ‘i?k y k4o son
ortogonales.

Ahora resta probar que si P es un elemento de $)i, entonces P es
arménico, es decir, AP = (0. Sabemos que AP estd en B, entonces, por
induccién, AP es cero si y sélo si es ortogonal a todos IOS~ 2§ _o con
0 <2l <k, es decir, si y solo si AP es ortogonal a todos los $5_o;.

Para P € Pryo v H € Hi_oy, se tiene que

APH = AP-H +2dP-dH + P - AH
De donde
0:/ APH = Aﬁ.ﬁ+2/ d15~df{f+/ P.A~
n Sn n n

Y se tiene ademas que AH = (k—2l— l)ﬁ, por lo que el tercer término del
lado derecho de la ecuacién vale (k —20)(n+k — 2l —1) [, PH que es igual
a cero si suponemos P ortogonal a L.

Se tiene entonces que
Aﬁfl+2/ dPdH = 0.

n

Sn

Por una parte, se tiene que

- 9P 9P — -
De donde
/Aﬁ.ﬁ: Haﬁ+<k+2><n+k+1)/ pi— [ Apd
n Sn n Sn
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Por lo tanto

&Bff__z/ aP-dfi — -2 [ BAH

N n N

Y se sigue que

APH = —2(k—2l)(n+k—2l—1) [ PH=0
Sn Sn

Entonces AP es ortogonal a 3 para toda k, por lo tanto es igual a cero. [

De este lema se concluye el final de la demostracion ya que, por el teo-

rema de Stone-Weierstrass, ®;>0Px es denso en C*°(S") en el sentido de la
convergencia en Lg, y por otra parte, para todo k, i es suma de §; para

ciertos | < k. Entonces la suma de los .%;,l > 0 es igual a ©p>0P%, por lo
tanto es densa en C°°(S™) y por el lema 3 se tiene que es subespacio propio
asociado a A es 9. ]



Capitulo 3

Geometria y eigenvalores del
laplaciano

El segundo capitulo esta dedicado al estudio de los eigenvalores del lapla-
ciano, (siempre que nos referiramos a los eigenvalores o eigenfunciones se
sobreentenderd que nos referimos al laplaciano) pero de una forma més
geométrica, por ejemplo, se dan cotas para el m-ésimo eigenvalor de una
variedad que ya cumple ciertas caracteristicas geométricas, por ejemplo, si
su curvatura es positiva, si es compacta. Con base en el valor del m-ésimo
valor propio en una bola en un espacio simplemente conexo de curvatura
constante, tendremos informacién sobre el m-ésimo eigenvalor de una bola
en una variedad que tiene una curvatura que se relaciona con el espacio
de curvatura constante correspondiente. Estos teoremas resultan muy utiles
pues facilitan el trabajo de encontrar eigenvalores debido a que podemos
encerrar a los espacios simplemente conexos de curvatura constante en tres
grupos.

3.1. El laplaciano y el diAmetro de una variedad

En esta primera seccién demostraremos dos teoremas importantes: el de
Cheeger y el de Mazet. Ambos teoremas acotan superiormente el primer
eigenvalor, y este nimero se relaciona con el didmetro de la variedad (y su
dimensién). El primero es valido para variedades con curvatura positiva, el
segundo para variedades con curvatura negativa. La importancia que tienen
estos teoremas es que muestran una relacién entre el andlisis y la geometria.

El siguiente teorema acota inferiormente el primer valor propio del lapla-

22
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ciano y lo relaciona con la dimensién de la variedad y en cierta forma, con
la curvatura.

Teorema 5. Lichnerowicz Sea M una variedad riemanniana compacta
de dimension n. Si k > 0 es un numero tal que p > k donde p denota la
curvatura de Ricci, entonces

M (M) >
i )_n—l

Demostracion. Sabemos que por la féormula de Bochner-Lichnerowicz que
—%A(|grad fI1?) = |Hessf|>—(grad f, grad A f)+Ric(grad f, grad f). Ahora,
si f es funcién propia de A asociada al valor propio A, podemos reescribir
la igualdad anterior como sigue:

1
—5Algrad ) = [Hessf|* — Mgrad f, grad f) + Ric(grad f, grad f),

e integrando sobre M, se tiene que

0 = |[Hessf||* — \||grad f]|* + /Ric(gradf -grad f).
Como p > k, entonces
0 > [[Hessf||* — Allgrad f||* + k||grad f|[*.

Ademss, siendo f funcién propia, tenemos las siguientes igualdades:

INE= /Af-Afz/Af-Afz Allgrad £

Por lo que

k
0> [[Hessf|[* — [|Af]* + XHAfH?-

Como Af = —traza (Hessf), por la desigualdad de Cauchy-Schwartz,
tenemos que |Hessf|> > 1(Af)2, por lo tanto

1
||Hessf||* > EIIAfIIQa
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factorizando obtenemos que

k
<:>O>f—1+x
1 k M+nk
— 1> -4 - =
A nA

= nA> \+nk
< ANn—1)>nk

De donde, si ||Af||? no se anula, es decir, si A es diferente de cero,

n

>
)‘—kn—l

En particular
A > k—

O]

n—1

Para demostrar los teoremas de Cheeger y Mazet, haremos uso de dos
lemas; estos teoremas, como se dijo anteriormente, relacionan al primer valor
propio del laplaciano con el didmetro de la variedad cuando la curvatura
seccional es positiva y negativa respectivamente.

Lema 5. Sea v una geodésica parametrizada por longitud de arco en una
variedad de curvatura no negativa. Supongase que no hay puntos conjugados
en el intervalo [0,1). Entonces, si J(t) es un campo de Jacobi tal que J(0) =
0, se tiene que:

/@)l @)l
t

es creciente.

i)

es decreciente, i1)

J(0)
T Sea

Demostracion. ii) Para una s fija en (0,1), construimos x(t) =

|
v(t) el campo vectorial obtenido por el transporte paralelo de x(s) a lo largo
de . Sea w definido como sigue:

" — {x en [0, s]

ll%z'v en s, d|

Y como no hay puntos conjugados en [0,1), tenemos que

0 < 21(ww) =2 | ) - K(O(w,u) )
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Por lo tanto

° ro : ! K(t)(l_t)z
2/0<x,x>—K(t)<x7x)+2/IS(Z_S)Q— e >0

Como K (t) > 0, 2fg(x',x’>+2fll_s

a <<J((Z)) :7] ((SS))>> va que

[ear= [ - 2 =

l
(I—s)2 =

De dénde
1 ! !
JI(t) I (J'(t), J(t))
2/ (2, 2"y = 2(a, x) = 2( , ) =2 -
0 TSI 1T ()] [T (s)I[?
Por otra parte,
!
2/ l 2
l—s (l - 5)2 l—s
Entonces (). J(3)) )
S S
9 > O
J(s),J(s)) + l—s~—
Es decir,
d (J(s), J(5))
—1 L) >0
ds 08 ( (1—s)? -
lo que implica que log ( s)> ) es creciente, y como el logaritmo es una
funcién creciente, se tiene que H (s I es creciente. ]

El siguente lema es la versién del lema 5 cuando la curvatura secciénal
es negativa:

Lema 6. Si y(t) es una geodésica de longitud | parametrizada por longitud
de arco en una variedad con curvatura negativa, y si J(t) es un campo de
Jacobi tal que J(0) = 0, entonces:

QI /@)
sinh bt sinh b(l — t)

donde o > —b? es la curvatura seccional de una variedad riemanniana com-
pacta, son respectivamente creciente y decreciente en (0,1).
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La demostracién de este lema es andloga a la demostracién del lema
anterior. Con estos lemas, estamos listos para demostrar los teoremas mas
importantes de esta seccién que nos muestran que a través del laplaciano
podemos obtener cierta informaciéon geométrica.

Teorema 6. Cheeger Sea M una variedad riemanniana de dimension n,
compacta de curvatura no negativa. Sea A el primer valor propio del lapla-
ciano. Sea d(M) el didmetro de M, entonces

4v/e3(n+ 2)3\/3 > d(M).

Demostracion. Fijemos un punto m € M, y sea p,, la funcién que le asigna
a cada punto de M, su distancia al punto m,con m € M un punto fijo. Sea
V el volumen de M, construimos p,,, como:

1
P = — m dA.
—y

Pm — P, €S suave excepto en m y en el lugar de corte con respecto a m. Por
otra parte, existe una sucesion de funciones f,, que son C*° tales que:

1. fn — pm — P,y uniformemente
2. [y fa=0
3. gradf, — grad(pm — p,,) casi donde sea.

Para cada f,, se tiene que

fM ngadanQ dA

> A
Ju frda
y como ||grad(pm — P,,)|| = 1, entonces
[iy llgradfy||* dA _ Sy 1dA _ %4
= 1 > A

T ot om — P2 dA =

Por lo tanto

> =
vV
S
=
S
3

I

3
e
QL
s
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Sea v una geodésica parametrizada por longitud de arco de M, tal que no
hay puntos conjugados en [0,1) y J(t) un campo de Jacobi con J(0) = 0.
Sea {Ji(t),...,Jn(t)} una base ortonormal de T, M con J;(t)
= Texp,, (tz) (). Llamemos n = exp,,, (tx)
Sea 07 (tx) = |T texp,,(n)(Ji(t) A --- AT texp,,(n)(J.(t))|, entonces
O(tox) = ig—j]b(to) A=+ N Jp(to)|0(tx). De donde se tiene que

ty " 0(tox) 2 [|2(to) ||| J3(to)l] - .- || Ju(to) [|0(ta)t" . (3.1)

Sea tg el valor maximo de Q(tozc)tg_l. Por las proposiciones demostradas, se
tiene que

1 _ Wil < [1Ji(to)ll :
n o= L > e sit e (0,

1 _ Ol < i)l ;
" T )t 2l St E [t l(@)].

Emtonces

O(tz)tt > ()" Mg 0(tox) it € (0,0)
o(tz)tn—! > (l(< D10 (tox)ty T sit € [to, I(x)]

Y por la ecuacién 3.1, en el intervalo [(1 — a)to, (1 — a)to + ]

Ny I ol g™t 1
Ny(t) ~ I [[AiCto) = 1~ (T — a1

A lo largo de la geodésica v, pm — p,, puede ser considerada como funcién
afin de pendiente 1, del segmento (0,{(x)] en R.

Sea a € (0,1), B8 € (0,1/2). Construimos segmentos I’, I"” en [0,1(x)] de
la misma longitud, es decir, de longitud afl(z) tales que sobre uno de los
segmentos, p,, — p,, estd acotada superiormente por un nimero que sélo
depende de o, o l(x). Sea A, B,C,D los puntos (1 — a)tg, (1 — a)ty +
afl, (1 —a)tg+ a(l — B)L, (1 — a)ty + al respectivamente.

Sea I' =[A,B], I"=][C,D].SilI es el punto medio de [BC], entonces

a(l —2p)1
2

IB = =1IC.

donde IB e IC denotan longitudes, por lo tanto, sobre I’ o I” se tiene la
desigualdad

a(l —2p)

272
l
2 ]

|pm _ﬁm’2 > [
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Dados dos puntos m y m’ con d(m,m’) = d(M) = 26, M puede ser
considerada como la unién disjunta de los tres subconjuntos siguientes:

t ={n € Ml|d(m,n) <d(m’,n)}
A® = {n € M|d(m,n) = d(m',n)}
A™ ={n € Ml|d(m,n) > d(m',n)}

Supongamos ahora que existen dos puentos p y p’ en A% con d(p’,m) >
d(p,m). Se tiene que d(m,p’) = d(m,p) + d(p,p’) de donde d(m',p') =
d(m’,p) + d(p,p’) ya que py p’ € A°. Entonces o p = p' o m' € ~
estd entre p y p/. La primera opcién es imposible por hipdtesis, por lo que
d(m, exp,,(l(x)zc)) > d(m,m') = d(M). Por lo tanto sobre v hay a lo més
un punto que pertenezca a A°. Se concluye que A° tiene medida cero.

De las igualdades se sigue que V es la suma de A* y A~. Supongamos
que Vy - > %

Nota 2. Sea c(z) = exp,,(I(z)x), el punto de corte de m en direccion de x €
Sn=1. Si e(x) € A™, entonces 26 = d(m,m’) < d(m,c(z)) + d(c(z),m’) <
20(m, c(x)) = 2l(z), por lo tanto I(X) > 6 ya que c(x) € A™.

Ahora,

I(z)
/ g?dA = /(goexpm exp,, (vq) / / O(tx)t" "t dt) do
zesSn—1 alpha

con g = Pm — Py
Para cada x, existe t'(x) y t’(z) tal que en [t'(x),t"(z)], g° estd acotada
[(1(1;25) l]

superiormente por

t"(z) .2 1— 2
/ g2dA > / ( / @0 =28 g (12)en1 dt) do
zeSn—1 Ji'(z) 4

n—1
Al mismo tiempo, % > (1 —a)™ 1, pro lo tanto
0

t//
/g dA>/ / 26)° ——— " Ph(tox)ty dt) do
zesSr—1 Ji'(z

Denotamos por S"}(A7) los x € S*! tales que c(x) € A~.

t"(x) 201 _ 2
/ g*dA > / ( / Ml29(tox)tg_l dt) do
zesn—1(A-) J/(z) 4

, entonces
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Y como [(x) > § para s € S*"1(A7), entonces

2 1—-9 2 "
/ A > (1— )11 =28 5 / ([ otor)n" dt) do
4 zesn—1(A-) Jv

R ) / () — ¢ (2)[0(t) ) do
4 zeSP—1(A-)
Bl — a1 L2875 / O(tox)tn1(x) do
4 zeSn—1(A-)

> 2k(a,ﬁ,n)52/ i (/le(tox)tg—ldt) do

reSn—1

> 2k(a,,8,n)52/

reSn—1

A-) Js
l
(/ O(t,)t" 1 dt) do
(A7) Jo
Si exp,,(t,z) € A~ t < ¢, entonces

l
/ (/ O(t )" L dt)do > Vy-.
zeSr—1(A-) J§

Por lo que

1
/CF dA > §%k(a, B,n)V = ——k(a, B,n)V,

d(M)?
por lo tanto
L > k(e Bun)
— > ——=k(a,8,n
AT d(M)? T
el numero k(«, 5,n) depende de v y /3, entonces, si tomamos a = %4-2 y
8= %, tenemos que
4(n + 2)(n+2)/2
— =/ >
(n _ 1)(7],—1)/2 1/)\ — d(M)7
ademds, como (1 +3/(n —1))""! < €3, se sigue el teorema. O

Ahora vamos a establecer una cota superior para A; en funcién del
didmetro d(M) y donde ahora la curvatura seccional de la variedad es
o> —b%donde b € RT.

Teorema 7. Mazet Sea M una variedad riemanniana compacta de dimen-
sion n. Sea A1 el primer valor propio del laplaciano y d(M) el didmetro de
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M, y supongamos que la curvatura seccional o satisface que o > —b* con
b € R, entonces se tiene la siquiente cota para A\ :

43271 1
A < ¢ sV oa>1

(1 bd(M)Senh (senhbd( )))3d(M)

Demostracion. Sea Hy(M) el espacio de funciones de Sobolev sobre M y
sea F' el hiperplano cerrado de H;(M) formado de funciones f,, tales que
f v fn="0en M, entonces se tiene que

fM \grad f|2vg
fM | f12vg

donde v, es la medida del volumen correspondiente a la métrica. Ahora, sea
m un punto fijo en M, escogemos a f una funcién definida como:

)\1 = minfep

f(p) = d(m,p) — [}, d(m, p) vy(p)

Entonces |grad f| = 1 casi donde sea, por lo tanto [, |grad fl?vg =V donde
V denota el volumen de M, de donde se tiene que

_v
fM | f1? vg

Por lo que sélo resta acotar la integral del denominador.
Por Fubini, se tiene que

2 _ @) 2 (o
[P = [ o [ ot N ) a

Donde dz es la medida canénica en la esfera unitaria S™, [(z) el lugar de corte
de la geodésica partiendo de x y N(t,z) la densidad de v, en coordenadas
polares geodésicas.

Si tg (que depende de z) es tal que N(tp,z) es maximo, por el lema 6 y
por la misma razén que en el teorema de Cheeger, se tiene que:

A1 <

senhbt \ " !
N (t,z) > N(to,x) <senhbt0> sit € (0,1o]
senhbd (I —t)

n—1
N(t,z) > N (tg,x) < ) sit € [to,1)

senhbd (I — o)
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:;EEZ? = %: y ta en (to,l) tal que

Ahora, sea t; el niimero en (0, tp) tal que

sinhb(i—t2)

= con a > 1. Tenemos entonces que
sin hb(i—to) — > !

1 1
to—t1 =1— 5 5en h~! (asenhb(l — tg)) — 5 5en h™! (asen hbty)

Donde denotamos por a a = por lo que « € (0,1)
Sea ¢(§) = (%) senh™ (asen hb€), esta funcién es creciente (va de « a

1) en (0, +00).
Si th(z) = $senh™! (asenhbz) entonces

d

(t2 = t1) =" (I = to) — ¢/ (to)
dto
Y como ¢’ es creciente, to — t1 tiene un méximo en tp = 1/2 y minimo en
to =0y tg = 1, y sustituyendo con tg = 0 tenemos que

1
(t2 —t1)min =1 — 55en h~! (asen,hbl) =1 (1 — @(bl))
Del hecho de que ¢ es creciente y | < d(M) podemos acotar ty — t; como
ty —t1 2 1 (1 = @(bd(M)))

Como en la prueba del teorema de Cheeger, elegimos un punto m de tal
forma que existe un punto m’ tal que d(m,m’) = d(M), y sean AT (respec-
tivamente A™) el conjunto de puntos méas cercanos a m que a m’ (respecti-
vamente mds cercanos a m’ que a m). Supongamos que el volumen de A~
denotado por V~ > V| y llamamos (S™)~ al conjunto de = € S cuyo punto
de corte estd en A~. Para tales z, [(x) > @ = 4.

Consideremos los siguientes intervalos:

I'=[ti,t1+ L1 —bd(M))] y  I"=[t2— BlL(1 - p(bd(M))), ta]

Donde 8 < 1/2 es un nimero fijo. Al igual que en la prueba de Cheeger, f es
una recta de pendiente 1 en [t1, 2], y la distancia entre I’ e I” estd acotada
por (1—28)I(1—p(bd(M))) por lo que f > [(1—-28)*/4](1—p(bd(M)))?1? al
menos en uno de los intervalos I’ o I”. Entonces pordemos acotar la integral
como

1—25) 2
| RACECEY Y B (1~ o(bd(M)))? PN (0, 2) di
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Y como [ > ¢ para x € (S")” entonces

/ P2(p) vy (16_ 267 (1 _ o(bd()))? d(MY? /( L] Ny
=C“fg2m<1—w<bd< M A [ a2
ZW( o(bd(M /n dx/ N(t,z)d
> 20y a(u v

32

Ahora, 3(1—28)? tiene un maximo en 3 = 1/4 en donde vale 2/27. Entonces

/ P20 000) > o A1 — — L simhL (arsinh bd(M))PV
M

432 bd(M)
De donde
432a™1 1
M < 1 -1/(1 3 d(M)?
1-— Wsenh (aSGthd(M))
Que es lo que queriamos. ]

3.2. Teoremas de comparaciéon de eigenvalores

En esta seccién se demostraran algunos teoremas que comparan el primer
valor propio del laplaciano de una bola en la variedad de dimension n y
curvatura de Ricci mayor o igual a (n — 1)k con una bola en el espacio sim-
plemente conexo de curvatura constante k. Para esto, es necesario primero
hacer una pequena referencia a estas variedades.

Los ejemplos més simples de variedades riemannianas son aquellos cuya
curvatura seccional K es constante. Estos espacios son llamados espacios
de curvatura constanste. Vamos a mostrar para cada K todos los espacios
simplemente conexos de dimension K. Estos se pueden describir en tres
grupos:

1. K =0. Entonces M™ = R™ con la métrica usual.

2. K > 0. Entonces M™
inducida.

la esfera en R™t! con la métrica

= Sl
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3. K < 0. Entonces M"™ es el conjunto abierto en R™ definido como
M ={x cR"|||z||*> < —4/K}.
Usando las coordenadas usuales en R™, definimos la métrica como
sigue:

n
i—1 ViW;

) = RS

con v,w € T, M.

Denotaremos por B(zg, ) la bola geodésica con centro en xg y radio o,
Vi (k,ro) la bola de radio 7 en el espacio n-dimensional simplemente conexo
de curvatura (seccional) constante k.

Teorema 8. Sea M una variedad riemanniana de dimension n con cur-
vatura de Ricci > (n — 1)k, entonces, para xo € M se tiene que

A(B(zo,70)) < A(Va(k,70))
y la igualdad se da sii B(xo,ro) y Va(k,r0) son isométricas.
Antes de dar la demostracién, mostraremos dos lemas:

Lema 7. Sea f una funcion definida sobre B(xq,ro) tal que sélo depende de
la distancia al punto xg, es decir, f es la composicion de la funcion distancia
al punto xy y de una funcion ¢ definida sobre [0,ry). Con esta notacion, se
tiene la siguiente igualdad:

dt? dt(§+ t )

Donde § = \/det(g;j) x t—"F1, en todo punto de B(zo,ro) menos en xg
donde AN f no estd definido.

Demostracion. Sea n un punto de B(zg,rg), existe una geodésica unica -y
que une a m con n. Sea v1 el vector tangente a v en n. Por definicién se
tiene que
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Completamos con v; una base ortonomal en T, M usando vs, vs, .. .v,, vec-
tores que determinan n — 1 geodésicas que parten de n que denotaremos por
Y2,73 - - - Yo Por definicién de laplaciano, tenemos que

2

d
Af(n)=——5(fo Zd (f o)

El primer término del lado derecho es —ZQ—Q( t), falta calcular 4 = = (f 04:)(0).

Como v; es normal a v en n, podemos ver a los vectores como el trans-
porte paralelo de n vectores de una familia de geodésicas que parten de m.
Sea {I';} esa familia, con I'; = 7. Tenemos que

(f o) (s) = (longl;)

De donde
d2

2
L om0 = TE0) x (- (1ongl)(0))2 + %2(1) L (el ) 0)

dr?
Como v; es normal a v, la primera derivada d%(longﬂ)(O) es igual a cero,
ahora, por la segunda férmula de variacién, se tiene que

2

g2 (longl')(0) = (Ji(1), Ji(t)

Donde J; es el campo de Jacobi a lo largo de v determinado por la familia
de geodésicas {I';}, con J;(0) = 0y J;(t) = v; y donde J! designa la derivada
covariante de J;.
Por lo que se tiene que
dp . dp
Afn) === ) = 2-(t) x )_n(Ji(D), Ji())

=2

Hay que calcular entonces la suma en funcién de 6 y su derivada, pero la
funcién 6 es el determinante de la aplicacién exponencial en m, por lo que
0=1(n) = |T Y exp)(J1) A--- AT Y exp)(Jp)|, y ademds, como radialmente
la exponencial es una isometria, se tiene que 61 (n) = [T~ (exp)(Jo) A--- A
T (cap) (Jy)

Nos situamos ahora en en punto p = y(r), en este punto,

T Yexp)(Jo(r)) A--- AT exp)(Ja(r))
| J2(r) A A ()]

0~ (p) =
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En T,,M, el campo T_;(exp)(J;(r)) es paralelo a el campo de la familia
de geodésicas {T—1(exp)(T';)} que son segmentos que unen los puntos 0 y

t4(0) + WT‘I((M}))(L) por lo que se tiene la igualdad:

T (eap) (Ji(r) = ST~ (exp) ()

Por lo tanto

s P T eap)(a() A AT eap) (u(r))
0 l(p) T o1 ’32(7“)/\"'/\‘]”(74)‘

Entonces
2fn—l

0(p) = =g |J2(r) A - A Jn(r)] x 6(n)

Y derivando

%0 5) = —(n = 1) lTar) A+ A Ta(0)] x ()
dr p)= pn 172 "
tn—l n
+omT X D (Ji(t), Ji(t)) x 6(n)
i=2
En el punto n obtenemos entonces
@(n) =—(n—1)x0(n)+ Zn: Ji(t)JL(t) x O(n)
dr N = T
Es decir
- 0 n-—1
. ! -
S0, i) = 5+
1=2
Con lo que se obtiene el resultado. ]

Lema 8. Sea V,,(k,r) sin punto de corte y @1 la primera eigenfuncion no
negativa de V,(k,r), entonces

d(pl
- <0
dr —

Demostracion. @ satisface

d2901
dr?
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y ¢1(r) = 0 = ¢}(0) Considerando ¢; como una funcién suave definida de
[—7,7], p1 tiene un maximo local en 0. Supongamos que (dipy/dr)(t) = 0
con t € (0,7], entonces por la ecuacién de (3.2) y porque ¢1 > 0 en (—r,7r)
sabemos que ¢ debe tener un maximo local en t. Entonces en [0, t], ¢ es ya
sea constante, o debe tener un minimo local. Sin embargo ninguna de esas
posibilidades es posible por lo que dg;/dt # 0 en (0, 7] pero ¢ es positiva
en [0,7) y ¢1(r) = 0, entonces es imposible que pase que dy;/dt > 0 por lo
tanto dy1/dt <0 en [0,7]. O

Ahora tenemos las herramientas necesarias para demostrar el teorema

(8)-

Demostracion. Sea @1 la primera eigenfuncién de V,,(k,79), ¢1 es una fun-
cion radial, por una parte, del teorema de Barta, se sabe que

A1 (B(z0,70)) < sup (i?)

Y por otra parte,

Agy =

e (00 n-1)do
dt? 0 t dt

Donde 6 = (det (gij))l/Q. Ahora,

d%¢q (k) n-—1
_ _ -\
a2 <9(l<:) AT ) 1

donde \; es el primer eigenvalor de V (k,rp) y 6(k) es calculado en el espacio
de curvatura constante k, ahora, sup (A¢1/¢1) < A1 (V(k, 7)) siy sélo si

0 0k
7= 0k

Lo que es cierto (ver [10], p. 253) y como dg;/dt < 0 entonces
)\1 (B(J}(], ’I”o)) < )\1 (Vn(k, 7“(])) . ]

El siguiente teorema acota al m-ésimo valor propio () del laplaciano de
una variedad riemanniana de dimensién n en términos de la bola geodésica
en el espacio de curvatura constante k de dimensién n — 1. Cuando m =1,
el teorema nos da una generalizacién de los Teoremas de Cheeger y Mazet
anteriormente demostrados.
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Del capitulo anterior, sabemos que si M es una variedad Riemanniana, el
problema de eigenvalores Ay + Ap = 0 tiene espectro discreto, y enlistamos
los eigenvalores como A1 (M) < Xo(M) < ....

El principio del minimo de Courant nos dice que

grad ¢, grad )

)\m(M):inf{f< = :/M%OiZO,OSiSm—l}

donde Ag; + \i(M)p; =0 parai=0,....,m — 1y ¢ alcanza el minimo si y
sélo si @ es suave y satisface que Ay + A\, (M) = 0.

Teorema 9. Supongamos que M es una variedad riemanniana compacta
con curvatura de Ricci > (n— 1)k y d(M) el diagmetro de M, entonces:

i s 1 (42

2m

con 1 el primer valor propio de Vy, (k: M)

' 2m

Demostracion. Encontramos m + 1 bolas con centro en z; € M con i =

1,...,m+1 tales que B (mi, %) son dos a dos disjuntas. Denotamos por
©; a @ or; donde @ es la primera funcién propia de V, (k:, %), (p es una

funcién radial) y r; es la funcién distancia al punto x;. Sean g, ... 19,1 las
primeras m funciones caracteristicas de M. Por el teorema 8, se tiene que

A (B(zo,70)) < p1 (Va(k,70))
Pero ya sabemos que

[ (gradpor,gradpor)

A1 (B(zo,10)) < [oor?

Por lo que
d(M) 2
d p; dp;) < Vol kb, — »
[ ymtaor o s () [
Como las 9; forman una base ortonormal, entonces existen nimeros a1, ao, . . . Gyn41

no todos cero tales que

m+1

/ pj (Z%’%) =0 paraj=0,...,m—1
M

=1
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d(M)

Pero como B (xi, W) son dos a dos disjuntas, entonces EZ’SI a;p; # 0.

Entonces se tiene que

[ ( (z) (Z )) <o (v (1920 [ (; )

7

Y utilizando el principio del minimo de Courant tenemos que

Ao (M) /M (Z Wi>2 < /M <grad (E aism) .grad (Z am))

Por lo que on
Am(M) < 11y (vn <k 2m>) . 0

3.3. Algunos calculos explicitos

El objetivo de esta seccién es poder aplicar la teoria que hemos venido
desarrollando en este capitulo, es decir, vamos a calcular explicitamente
cuanto vale el primer eigenvalor de la bola geodésica del espacio con cur-
vatura constante k y de dimensién n. Para esto, serd necesario resolver
ecuaciones diferenciales por lo que se pondra en evidencia el uso de otras
herramientas matemaéaticas para resolver problemas geométricos.

El siguiente teorema nos da un mecanismo para encontrar las soluciones
de la ecuacion diferencial que queremos resolver. Para una explicaciéon mas
detallada, ver (cita libro de Chavel, Eigenvalues in Riemannian Geometry).

Teorema 10. Para cada punto p € V,(k,r) existe un sistema de coorde-

nadas (t,€) € [0, ﬁ) x S"1 (si k <0 entonces ﬁ denota a +00) donde la

mélrica riemanniana se ve como:
ds* = (dt)* + Sg(8)|dE[?,
donde Si(t) es solucion de la ecuacidon diferencial
'+ k=0
Satisfaciendo las condiciones iniciales

Sp=0,  SL0)=1.
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Tal solucién esta dada por

1ksin\/Et k>0
k=0
ﬁsinh v =kt k<O

TS

Sk =

Ademas, la funcién Cy(t) definida a continuacién es una solucién de la
ecuacién diferencial que satisface las condiciones iniciales:

Cr(0) =1 Cr(0)=0
Es decir, la funcién estd dada por:
cos Vkt k>0

Ci(t) = 1 k=20
cosh v/ —kt k<O

Por lo que
S;lc = Ch, C;/g = —kSj, C,g + kS,f =1,

(Cr/Sk) = (Si/Sk) = =5}

Para cualquier F : V,,(k,r) — R € C? con

F(q(t)) = f ()

Donde V,,(k,r) = {q(t§) = q|0 <t < r} tenemos, calculando el laplaciano y
denotando por O al laplaciano de S~ !, que

0

8F(q(9) = st 5 (50

0

Y O se refiere a que f|S(t) es una funcién sobre S"~! con laplaciano O. Si
f es de la forma

ft,6) = T()G(8),

entonces

AF = S (sr7T) ¢+ 82106,

donde / es la parcial con respecto a t.
Ahora, si se satisface que

AF+AF =0
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entonces se tiene que
ST (SPTTY G+ S2TOG + ATG = 0

es decir
SIS 4T G+ SATOG = 0

por lo que
ST (Sp7MT) + ASE] G+ BG = 0.

Por lo tanto, existe una constante v tal que

OG+vG =0
Por otra parte, si
AF+AF =0
1—n , S—2 )\
=k _ (7T G+ FE_TOG + TG =0
Sk Sk Sk

= (SP77)' G+ SPLS PTG + ASPTITG = 0
= (SP71T) G+ SPTISTAT(—vG) + ASPTITG = 0.

Entonces
(SptT") = vSpE S P T + ASp I T =0
es decir,
(ST + (A —vS ) ST =0
Ahora,

(ST =TSPt 4 T (n — 1)SP2S,

=T"+T'(n-1)S; 'S} + <>\ — ;) T=0 (3.3)
k

Pero por lo anterior, se tiene que (3.3) es equivalente a
T" 4+ (n— 1) (Cy/Sk)T'+ (A= (v/S})) T =0 (3.4)

En particular, se tiene que v es un eigenvalor de S*~! con funcién propia
G, y como se demostré anteriormente, los eigenvalores de S*~! estdn dados
por
v =1l+n-2), 1=0,1,2,...
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Por lo que la ecuacién (3.4) es equivalente a

" Ck ..y I(l+n-2)
T+ (n l)SkT—i—()\ 52 >T—0
Ahora si, podemos aplicar las férmulas anteriores para encontrar cuanto
vale el primer valor propio del espacio de curvatura constante k, con k > 0,
cuando el radio cumple ciertas caracteristicas. Este teorema es importante
pues serd utilizado en la demostracién de la generalizacion del teorema de
la esfera de Toponogov.

Proposicién 9. Sik >0 yr = ﬁ, entonces A1 (Vi (k, 7)) = nk.

-, . _ L — L M J—
Demostracion. Si k > 0y r = N entonces S = 75 sin Vit y Cp =

cos vV kt, y las soluciones que verifican la ecuacién diferencial

"+ (n—1) (?“)T’+AT:0
k

son T = cos Vkt y T' = VksinVkt, por lo que, sustituyendo en la ecuacion,
tenemos que:

vkt
—kcosvkt—k(n—l)cos sin Vkt + Acos Vkt = 0,
sin vkt

por lo tanto, dividiendo entre cos v kt, obtenemos que:

—k—k(n—1)=-X\
= A=k(l+n-1)
= A=kn ]

Nuestro siguiente objetivo es dar una estimacién del m-ésimo eigenvalor
del laplaciano cuando la curvatura de Ricci de nuestra variedad riemanniana,
(de dimensién n) M es mayor o igual a cero, es decir, siguiendo la notacién
de la seccién anterior, cuando k = 0. Para esto usamos el hecho de que

Am(M) < iy (Vn (/.@, Cl(M)))

2m

demostrado anteriormente, entonces nuestro problema ahora es calcular

el valor de (Vn (0 d(M)>>. Sin embargo, con las férmulas que ya sabe-

' 2m
mos, hacer este cédlculo resulta mucho mas sencillo, y es lo que haremos a
continuacién.
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Proposicion 10. Si k =0, es decir, si M = R" entonces existe una cons-

tante c tal que
2

i (Va(0,7) = 5

r2
para todo r > 0.

Demostracion. Para k = 0, conforme a las ecuaciones anteriores, se tiene
que
Sk(t) =t, Cy(t) =1
por lo que la ecuacién diferencial a resolver es
n—1 I(l+n—2
y//_i_iy/_i_ <)\_(t2)>y:O
Sea
=V, y(t) = z(7),
sustituyendo se tiene que
-1 11 -2
z"—i—Lz’—i- (1—(+ng)>z:0.
T T
Para | = 0, es decir, para la ecuacién diferencial z” + %z’ +2=0seacla
primera solucién de z(t) que satisface la ecuacién diferencial con condiciones
iniciales z/(0) = 0, z(0) = 1, entonces, resolviendo la ecuacién, se tiene que

2

A (Va(0,7) = 5.

Mas detalladamente, si
J(T)=12712(1)

1 (n+ 20 — 2)?
7// 7/ ]
+ p + (1 T 42 72> 0

entonces

es decir,

2
J//+1J/+<1_[Wl2)] 12>J:0
T 2 T

1 1
:>J”+J’+<1—(n/2—|—l—1)2)J:O
T

72

Por lo que c es el primer cero de la funcién de Bessel de orden n/2 —1 (pues
[=0). O
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Una vez hecho este calculo, podemos proceder a acotar el primer valor
propio del laplaciano de M:

Corolario 2. Supongamos que M es una variedad riemanniana de dimen-
siom n compacta, con curvatura de Ricci > 0, entonces

2m?n(n + 4)
Am(M) < W

Demostracion. Sabemos que

Am(M) < (Vn (0, d;i?))

Y ya calculamos p; (Vn (O, d(Tan)))

(e 02) %

n
Js i <n (5 + 2) (ver [8] p. 486)

Es decir,

Pero

Por lo tanto

Am (M)

IN

d(M)?
_ 2m?n(n+4) 0
- d(M)?
Nota 3. Sim =1 entonces
2n(n+4)
MM < ———
{0 = gty

Esta cota es mds precisa que la dada por Cheeger, es decir

16¢3(n + 2)3
>\1(M) S W

pues n(n +4) < 8e3(n +2)3



Capitulo 4

Una aplicacion a la geometria

Como su titulo lo indica, el objetivo de este capitulo es usar todo lo
hecho anteriormente para aplicarlo a la geometria. Esto sucede en la gene-
ralizacién del teorema de Toponogov que es el resultado més importante de
este trabajo.

El teorema de la esfera de Toponogov nos dice que si M es una variedad
n-dimensional completa con curvatura seccional K > H > 0 y didmetro
igual a 7/v/H entonces M es isométrica a la esfera de curvatura H. La
generalizacién de este teorema tiene como hipétesis que la curvatura de
Ricci es mayor o igual a (n — 1)H. La gracia de este teorema es que su
demostracién esta basada completamente en toda la teoria sobre la relacién
con el diametro y el laplaciano que hemos venido desarrollando a lo largo del
trabajo; es entonces una muy buena justificacién al hecho de haber hecho
todo el trabajo previo a este capitulo. Una vez més, notamos cémo a través
del célculo de valores propios de este operador podemos obtener cierta in-
formacion geométrica.

El capitulo se divide en tres secciones; la primera es de preliminares
para poder demostrar tanto el teorema de la esfera de Toponogov como el
teorema de Toponogov, la segunda para demostrar el teorema de Toponogov,
y la tercera seccién se deja para demostrar el teorema de la esfera y la
generalizacién.

44
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4.1. Preliminares

Esta seccion esta dedicada a demostrar resultados que nos seran ttiles en
las demostraciones de los teoremas méds importantes del capitulo. El primer
teorema importante es el teorema (11) que nos dice bajo qué condiciones
relacionadas con la curvatura de dos variedades de dimensién n podemos
construir una isometria entre ellos, el cual es fundamental para demostrar el
teorema de la esfera de Toponogov; el segundo, o mas bien los segundos, son
los corolarios de los teoremas de comparacién de Rauch que son untilizados
en la prueba del teorema de Toponogov.

Antes de empezar con los teoremas, daremos dos definiciones: la de punto
focal y la de puntos conjugados.

Definicién 6. Sea v : [0,a] — M una geodésica. Decimos que el punto (o)
es conjugado a v(0) a lo largo de v si existe un campo de Jacobi J a lo largo
de v no idénticamente cero, con J(0) =0 = J(t,).

El siguente resultado relaciona los puntos conjugados con las singulari-
dades de la funciéon exponencial:

Proposicién 11. Sea v : [0,a] — M una geodésica y sea y(0) = p. El punto
q =7(to), to € (0, al, es conjugado a p a lo largo de ~y si y sélo si vy =ty (0)
es punto critico de exp,

La nocién de punto conjugado de un punto p € M se puede entender a
lo que es un punto focal de una subvariedad N C M. La idea es considerar
las variaciones

fi(—e,e)x[0,]] = M
de una geodésica v : [0,I] = M con v(0) = p € N y 7'(0) € (T,N)*, que
satifacen las siguientes condiciones:

1. La curva t — f4(t), t € [0,1] es una geodésica.

2. Para todo s € (—¢,¢), fs(0) =a(s) e Ny

A(s) = %{(s,o) € (TNt

J(t) = %(0, t) es un campo de Jacobi a lo largo de v. Ademds, este campo
satisface las siguientes propiedades:
i)J(0) € T,N
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ii)J'(0) 4+ S0y (J(0)) € (T,N)*
donde S,/(g) es el operador lineal en T, N dado por la segunda forma
fundamental de N C M (la demostracién de este hecho se encuentra en [1]).

Definicion 7. Sea N C M una subvariedad de la variedad riemanniana M.
El punto q es focal de N si existe una geodésica 7y : [0,1] = M, con v(0) =
p € N,7(0) € (T,N)*, v(l) = q y un campo de Jacobi no idénticamente
cero a lo largo de v que satisface i) y i) y con J(I) = 0.

Podemos dar una definicién en funcién de los puntos singulares de la
exponencial como lo hicimos con los puntos conjugados.

Sea N una subvariedad de M. Entonces, para cada p € N, sea P :
T,M — T,N la proyeccién ortogonal con respecto a ( ). El fibrado normal
v(M) es el subconjunto del fibrado tangente T'(M) definido por: = € v si
x € T,M parap € N,y P(x) = 0. v es un fibrado vectorial sobre N cuya
dimension es la de las dimensiones de M y N. Esta fibra en p(€ N) serd de-
notada como vp.

Definicion 8. Decimos que un punto focal ¢ de N es un valor singular de
exp |v. Llamamos a q un punto focal de N en p si hay una imagen inversa
singular de q en vp.

Fijemos p € M y x un vector unitario en T,,M. Sea
at = {y € T,M|(z,y) = 0}.

Como exp : T,M — M es un difeomorfismo local en el cero, hay una vecin-
dad U de cero en x* tal que exp|U es un encaje. Sea N la subvariedad
exp(U). Llamaremos a N la subvariedad geodésica definida por x.

Estas definiciones seran cruciales cuando veamos los teoremas de com-
pacraciéon de Rauch, pues es en estos conceptos donde radica la diferencia
enntre cada uno. Sin embargo, antes de citar estos teoremas, demostraremos
resultados que tienen que ver con isometrias entre variedades.

Primero daremos un panorama general de los lugares donde estamos tra-
bajando; sean M y M dos variedades riemannianas de dimensién n, sean p y
p un punto en M y M respectivamente y sea I : T, M — T3 M una isometria
lineal.
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Sea B,(p) una vecindad normal de p. Definimos ¢ : B,(p) — B,(p) por
¢ = expzol oexpp1 Si r es suficientemente pequenio, B, (p) es una vecindad
normal con centro en P y ¢ es un difeomorfismo.

Denotamos por P, el transporte paralelo a lo largo de la geodésica v y
¥ =¢(y). Sea I, = PyoloP_,.

Lema 9. Con la notacion anterior, supongamos que para todas las geodésicas
v que parten de p se tiene que

L(R(z,y)z) = R(Ly(2), I (y)) I, (2),

donde R y R denotan los tensores de curvatura de M y M. Entonces ¢ es
una isometria y do = I,.

Demostracion. Dado x € T,M, sea ~ la geodésica que va de p a ¢ = y(to)
contenido en B,(p) y sea J el campo de Jacobi a lo lardo de 7 tal que
J(0) = 0 y J(to) = x. Sea 4y = 7][0,t], y definimos J a lo largo de ¥ por

J(t) = I,4(J(t)). Se sigue de la hipétesis sobre el tensor de curvatura que
J(t) es un campo de Jacobi a lo largo de 7. Ademds, por cémo definimos
J(t), se tiene que

17O = [[T@)II-
Falta ver que J(t) = dp(J(t)). Del hecho de que

T(t) = PoyoIo P_y(J(1))

se tiene que I(J'(0)) = j/(()). Como J y J son campos de Jacobi que se
anulan en ¢t = 0, tenemos que

J(t) =d epry(O)t ' J/(0)|w’(0)7 j(t) =d expﬁ(o)t . j/(O)’t7/(0)7

entonces

J(t) = d exps oy [(tJ'(0))] 70
= d expyg) © dl o d exp_ g (J()) = dp(J (1)) O

Este lema sirve para ver como el comportamiento del tensor de curvatura
(bajo transporte paralelo) determina la métrica de una variedad.

Ahora tomaremos una variedad M completa. Vamos a dar una versién
global de lema anterior. Empecemos con una definicién.
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Definicién 9. Una geodésica rota es una curva continua v : [0,1] — M tal
que existen 0 < tg < t1 < -+ < t, <l y y|[ts, ti+1] es una geodésica C°.
Construyamos

i = ’7”07751']’

y definimos v; por
Y[tistiva] =t = eapy(t — ti)vi.

Sea I : TyM — TTJM, definimos una correspondencia entre geodésicas
rotas que parten de p y p como sigue:

17(t) = exp. oyt (vo)

Supongamos que ;¥ estd definida. Sea

i+ -
expyiyt(Py o Lo Py (i), ti <t <t

Teorema 11. Sean M y M completas, M simplemente coneza e I : M —
T5M . Supongamos que para todas las geodésicas rotas vy se tiene que

Ly(R(z,y)z) = R(Iy(x), I, (y)) I,(2).

Entonces para toda geodésica rota ~p,v1 tales que vo(lp) = y1(l1) tenemos
que
Yollo) =71 (l)-

Ademds hay una funcién ¢ : M — M definida por (1) — F(1) y ¢ es una
isometria local y por lo tanto un mapeo cubriente.

Demostracion. Vamos a dividir esta demostraciéon en 3 partes, la primera,
para mostrar que si yo(lp) = v1(l1) entonces ¥y (lo) = 71(11), la segunda para

ver que esa funcién ¢ existe y que y(I) — 7(I) y la ultima prueba que ¢ es
una isometria local.

(A) Supongamos que vo(lp) = v1(l1) ¥ que Yo, 71, 7o, 71 estan contenidos
en la vecindad normal B, (p) y B,(P) respectivamente. Por el lema anterior,
¢ = expy oI oexp,!|B,(p) es una isometria. Entonces ¢(v;) = 7;, por lo

tanto ¥o(lo) =71 (l1) (ya que vo(lo) = 71(l1)) y dp = Iy, = I,.

(B) Sin pérdida de generalidad, supongamos que 7p,7y1 son geodésicas
rotas en los puntos t; < -+ < tn, y lp = 1 = [. Asumamos que para
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todo i, 1 (ti+2), V1 (tix1),70(ti+1) y los segmentos més pequenos entre estos
puntos se quedan contenidos en una vecindad normal alrededor del punto

Y0(t:), y que lo mismo es cierto para 7y, (ti+2), 71 (tit1), Vo(ti+1), Yo (ti). Sea T :
(tn—1,tn] = M la geodésica més corta de yo(tn—1) a v1(t,). Por induccién,
podemos suponer que

n—17 U T(tn) = n71(tn)
¥y que
In—l’YOUT = In’Yl (4]‘)

La isometria I, your @ Tyt )M — T5,(t,_,)M induce una corresponden-

cia entre geodésicas que parten de vo(tn—1) ¥ Yo(tn—1). Denotaremos con
una tilde esa correspondencia. Sea

00:70‘[tn—17l]7 61 :’YlHtml]-

Por el primer parrafo de la demostracion, tenemos que

oo(l) =7U61(1), Iy = L0, -
Que es equivalente a
Fo(l) = n_1v0 UT U6 (1) Ly, = I, yqurue; -
Usando (1), podemos reescribir al término de la izquierda como
Py oI, yuroP_g =P ol 0P g =1y;

En particular, se tiene que ¥, (1) = 7;(1).

(C) Ahora, sea g y 1 dos geodésicas rotas cualesquiera tales que vy (1) =
~v1(l). Como M es simplemente conexa, existe una homotopia hg fr 7o a
1. Por la continuidad de hs, podemos hacer particiones 0 < s17 < -+ <
Sm < Ly 0 <t < -+ <t, <l tales que para toda ¢ y para toda j,
hsjt1(tiz2), hsj+1(tit1), hsj(tiv1) v las geodésicas entre estos quedan con-
tenidos en una vecindad normal alrededor de hg;(t;). Denotemos por vs; a
la geodésica rota formada por los segmentos mas pequenos que hay entre
hsj(0) v hsj(t1), hsj(t1) y hsj(t2) ... Por ecuaciones diferenciales, la corres-
pondencia v — 7 es continua, por lo que podemos asumir que para toda
JsVsj Y Vsj+1 estan suficientemente cerca, entonces para toda i, ﬁsjﬂ(tzurg),
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Ysj+1(ti+1); Vs;(tit1) estdn contenidos en una vecindad normal de 7 (t;),
por lo tanto cada par 7;,7,,1 satisface las hipétesis que (B), y se tiene
que

Yoll) =7 (1) =~ =71 (D).
Ahora, sea ¢ € M un punto cualquiera, y sea = una geodésica tal que
~v(l) = q, por el lema anterior, el mapeo

p = eXPy(y) © I, o exp;(ll)

es una isometria de una vecindad B, (v(l)) a B-(5(1)), y por la forma en que
definimos la correspondencia v — 7 y la funcién ¢, se tiene que ¢ = ¢|B;(q),
por lo tanto ¢ es una isometria local. O

Este teorema se le adjudica a Cartan, Ambrose y Hicks, y como apli-
cacién, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3. Sean M y M dos variedades n-dimensionales simplemente
conexas de curvatura constante K, entonces M y M son isométricas. Ademds,
dado cualquier puntop € M, p € M y una isometria I : T,M — TzM eziste
una isometria ¢ : M — M tal que ¢p(p) =P y dp, = I.

Para demostrar los corolarios de los teoremas de Rauch, daremos por
hecho los teoremas de comparacién de Rauch.

Teorema 12. Rauch I. Sean M y My variedades riemannianas con dimMy >
dimM , y sean 7,70 : [0,1] — M, My geodésicas normales con v =T, ~ =
Ty. Supongamos que las curvaturas seccionales cumplen con que Ko > K y
que para ninguna t € [0,1] es vo(t) conjugado a v(0) a lo largo de . Sean V,
Vo campos de Jacobi a lo largo de -,y tales que V(0),Vp(0) son tangentes
a7y, Y

IV(O)|] = [IVo(0)]], (T, V'(0)) = (To, V5(0)), [V'(0)[] = [[V5 (O)]I.
Entonces para todo t € [0,1],
VI = Vo).

Corolario 4. Rauch I. Sean M y My variendades riemannianas con dimMy <
dimM , y sean m y mg en M, My. Asumamos que las curva-

turas seccionales cumplen con que Ky, > Kpy. Sea r tal que exp,,|B,(0) es
una inmersion y exp,, |B-(0) es no singular. Sea I : Ty M — Tppg M lineal e
inyectiva tal que preserva producto interno. Entonces, para cualquier curva
c:[0,1] — exp,,(Br(0)), se tiene que

Lic] > L[exme olo expgll(c)] = Lco(t)]
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Demostracion. Seac : [0,1] — B,(0)la inica curva en B, (0) tal que exp,,c(s) =
¢(s). Consideremos el rectangulo «(t, s) — exp,,tc(s). Para un s fijo, el cam-
po de variacion asociado Vi es un campo de Jacobi a lo largo de la geodésica
Vs =t — exp,,tc(s) con V(1) = /(s), entonces

Vi = d exp,, (t&(s)) = td exp,, (¢'(s)).

Por lo que V7 Vy = @(s). De forma similar, hay un campo de Jacobi Vp,
asociado al rectangulo ag(t,s) — exp,,, o I(tc(s)) tal que

Vo.(1) = co(s),  VrVo, = (T o (e(s)) =10 (¢ (s)).
Como I preserva producto interno, entonces

lleo ()] = [11(c'(s))]I-
Por el teorema de Rauch I,
I (s)I] = [IVa()I] = [[Vo, ()] = [let(s)]]
e integrando se obtiene el resultado. O

Teorema 13. Rauch II. Con la notacion del teorema anterior, supon-
gamos que Ky > K y que para ninguna t € [0,1] es y(t) un punto focal
de la subvariedad Ny, la geodésica definida por Ty. Sean V,Vy los campos
de Jacobi a lo largo de 7,70 satisfaciendo que V'(0),Vy(0) son tangentes a
Y7 y VIO = V5O, (T,V(0)) = (To, Vo(0)),  [[V(0)[| = [[Vo(0)]]-
Entonces para todo t € [0, ]

VOl = Vo)l

Corolario 5. Rauch II. Sean v,~y geodésicas en M, My parametrizadas
sobre [0,1] con vectores tangentes T y Ty. Sea E y Ey el conjunto de vectores
unitarios paralelos a lo largo de v y o respectivamente los cuales son a su
vez perpendiculares a T y Ty. Sea ¢ : [0,1] = M wuna curva suave definida
como

c(t) = exp(f(t)E(t)),
donde f : [0,l] — R es una funcion suave, y sea c : [0,1] — My definida
como

co(t) = exp(f(t)Eo(t))-
Asumamos, como en el corolario anterior, que Ky, > Ky, y también que
para cada t, la geodésica ng : [0,1] — My que estd dada por

no(s) = exp(sf(t)Ep(t))
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no contiene puntos focales de la subvariedad definida por nj(0). Entonces
L[c] > Llcg].

Demostracion. Como ¢y ¢y estdn ambas parametrizadas de 0 a [, basta con
comparar las longitudes de sus vectores tangentes.
Fijemos t; € [0,1]. Sea n la geodésica

n(s) = exp(sf(t)E(t)

y sea
h(t) =exp(f(t1)E(t)),  ho(t) = exp(f(t1)Eo(t)).
Entonces
d(t1) = h'(t) + f'(t)n' (1),
y

co(tr) = ho(t1) + fo(t1)mo(1).

Por el lema de Gauss, estas sumas descomponen ¢'(t1) y co(t1) en vectores
perpendiculares. Como FE(t1) y ep(t1) son vectores unitarios, se tiene que

1" W) = [1fot)mpW]-

Entonces sélo necesitamos comparar b’ y hj,. Pero b’ y h{, son tangentes a la
familia de geodésicas 7y(s) = exp(sE(t)) y 70,(s) = exp(sE,(t). Por lo tanto
h' y h{, pueden ser extendidos a campos de Jacobi V' y Vj a lo largo de n y
Mo, y como E y Fy son paralelos, estos campos satisfacen las hipdtesis del
segundo teorema de Rauch, es decir

VyV=VrE=0, VyVh=VgE=0

Por lo que se sigue el resultado. O

4.2. Teorema de Toponogov

Ahora probaremos el teorema de Toponogov que, como se dijo en la in-
troduccion del capitulo, serd una herramienta util para demostrar el teorema
de la esfera de Toponogov. Empezaremos con una sencilla definicién, donde
todos los indices son tomados médulo 3.

Definicion 10. Un tridngulo geodésico en una variedad riemanniana M es
un congunto de tres geodésicas parametrizadas por longitud de arco (71, v2,73)
de longitudes 1y, 12,13 que cumplen con que v;i(l;) = vit1 y li + lix1 > livo.
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Denotamos por
a; = <I(—'71{+1(li+1)7 ’71,—1—2(0))

el angulo entre —v;_ ; (lix1) ¥ 7142(0), 0 < a; < m, y por p(p, q) la distancia
entre los puntos p y gq.

Teorema 14. (Toponogov). Sea M una variedad riemanniana completa
con curvatura k > H.

(A) Sea (y1,72,73) un tridngulo geodésico en M. Supongamos que 1,73
son minimizantes y si H > 0, supongamos que L[ys] < 7/ H. Entonces
en M el espacio simplemente conezo de curvatura constante H, existe un
tridngulo geodésico (31,74,73) tal que L[v;] = L[y;] y a1 < a1, as < ag. Si
H>0yL[y= ﬂ/\/ﬁ para alguna i, el tridngulo en MY estd determinado
de manera unica.

(B)Sean v1,v2 segmentos de geodésicas en M tales que v1(l1) = v2(0) y
<=1 (l1),74(0)) = . Denotaremos esta configuracion como (1,72, @) y la
llamaremos bisagra. Sea 1 minimizante y si H >0, L[ys] < W/\/ﬁ

Sea 7,7, € M tales que 7,(li) = 7,(0), L[y = L[v] =1Ly
<(—=71(11),75(0)) = a. Entonces

p(71(0),72(l2)) < p(71(0),72(l2))

Demostracion. Demostraremos este teorema como sigue: Definiremos lo que
son los tridngulos pequenos y demostraremos el teorema para estos tridngu-
los, después definiremos lo que son las bisagras delgadas rectas, agudas y
obtusas y se verd que el teorema es valido para estas bisagras y por ultimo se
generalizard todo para cualquier tridangulo. Ahora bien, antes de empezar en
si con la demostracién, se probaran 3 resultados pequenos que son utilizados
a menudo para demostrar lo que se dijo anteriormente.

(1) Sean 7,7, € M7=, 5, (1) = 72(0), <(=71(l1),75(0)) = ay L] <
7/vH, Cuando « crece de 0 a 7, p(F;(0),75(l2)) = f(a) crece mondtona-
mente de |l —la| a D = min{27n/vVH —e — 11 — 2,11 + l2}.

Para demostrar que es mondtona, queremos ver que f'(«) # 0 y para
esto vamos a aplicar la siguiente férmula:

b
Slellco =T - [ (V. 9eT) dr) (42)

Sea @ es el rectdngulo [a,b] x (—¢,¢) tal que

alla,b] x {0} = ¢ : [a,b] — M.
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T,V son campos vectoriales tangentes a () correspondientes a la primera
y segunda variable y ¢; = alla,b] x {s}, —e < s < ¢, ||¢]| = ! y L[o]
denota la longitud de la curva o parametrizada por longitud de arco. Ademas
a:  — M es una funcién suave.

Supongamos que 7; esta fija y 7, varfa. Si H < 0, p(7,(0),72(l2)) estd en
funcién de « y es una funcién suave. Lo anterior también es cierto para
0 <a<my H > 0. Para ver esto, basta con mostrar que p(7,(0),72(l2)) <
w/vVH —¢e. Si

p(71(0),72(l2)) = 7/VH — ¢

entonces 7; U7, es una geodésica rota entre puntos antipodas en la esfera de
curvatura H —e. Tal geodésica es suave si la longitud de cada uno de los seg-
mentos es menor que 7/v/H — . Por lo tanto, p(7,(0),7¥5(l2)) = 7/vVH — ¢
imlica que a = 7.

Cuando ¥, (l2) se mueve, traza circulos de radio [ con centro en 7,(0).
La geodésica minimizante & que va de 7, (0) a 75(l2) es perpendicular a este
circulo s6lo cuando av = 0 o 7. Cuando « es diferente de 0 o m, ¢U —7, forma
una geodésica suave de 7;(0) a 1 (1), distinta de 7,. Esto es imposible para
H <0y posiblesélosily = n/v/H — e con H > 0, lo cual pasa por hipétesis.

Por lo tanto, por la férmula (1), f’(«) # 0 para « € (0, 7), entonces f es
estrictamente monétona. Ahora, f(0) = |la—| y f(7) = min{27/vH —e—
l1 —lo,l1 + 12} = D. Como D > [ly — l|, f tiene que ser creciente.

(2) Un trigngulo en M= cuya longitud de sus lados son < 7/vH
esta determinado por congruencia por la longitud de sus lados.

Sea {7;} un tridgngulo geodésico en M*~¢ con L[z;] = L[y,;]. Para
L[v,], L[7,) fijas, por (1), se tiene que L[7¥3] determina de manera tnica
a as. Por el corolario 3, existe una isometria de o sobre 7, T2 sobre ¥y y
por lo tanto de o3 sobre 75.

(3) Dada una bisagra (71,72, as3) tal que 7 es minimizante y L[vya] <
/ VH, son equivalentes:

i) Sea 73 minimizante de v2(l2) a v1(0). Entonces existe un tridngulo
(V1,72 73) en M'7% con Lly,] = L[y,] y @3 < a3,

ii) Sea (¥,,7%5,a3) en M7= con L[vy;] = L[%,], i = 1,2. Entonces

la =11 < p(71(0),72(l2)) < p(31(0), F2(l2)).

i)=i). Dado (71,72, a3) como en ii), formamos el tridngulo geodésico
(71, 72,7v3) donde 73 es minimizante de 71(0) a v2(l2). Podemos asumir que
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{71,72,73} cumple con que
h+l3>la, la+l3>h

Por i), hay un tridngulo (F1,%,,7%3) en M=% con L[y;] = L[7;] vy a3 < as.
Entonces, cuando @s crece hasta llegar a a3, dejando fijos L[¥;] v L[75],
p(71(0),75(l2)) es no decreciente por (1).

ii)= i). Dadas las hipétesis de i), por ii), si 7;,7, € MH ¢y
<=7, (11),75(0)) = as, se tiene que

p(711(0),72(12)) < p(71(0), 72 (l2))

Por (1) y porque (71,72, 73) satisface la desigualdad del tridngulo, si el 4ngulo
entre 7,74 decrece lo suficiente al angulo @3, tendriamos entonces que

p(711(0),72(12)) = p(71(0), V2 (l2))-

Ahora, si 75 es minimizante de 7;(l1) a 75(l2), (71,79, 73) €s un tridngulo
geodésico con L[y;] = L[y y a3 < as.

Ahora si, comencemos formalmente con la demostracién:

Decimos que la bisagra (1,72, @) es pequena si %r = maxL[y], 1 = 1,2
Y €XP.,(0)|Br(0) es un encaje. Sea (71,72, v3) un tridngulo. Decimos que este
tridngulo es pequeno si cada una de las bisagras asociadas (i, Vi+1, ®i+2)

son pequenas.

(4) (A) es valido para tridngulos pequenos y (B) es vélido para bisagras
pequenas.

Si (y1,72,@3) es una bisagra pequena, sea (7;,7,, ) una bisagra en
MU= con Liv] = L[ i = 1,2 Sea 1(i1) = p y 71(h) = p. Sea 73
minimizante de 7, (0) a F,(la) y sea I : TM" =% — T,M una isometria tal
que

IF () =7%(0),  I(73(0)) = 75(0)

Sea ¢ en M una curva definida por

c=exp,olo exp%l(ig),

entonces ¢ une a v1(0) y 72(l2), y como la bisagra es pequena, aplicando en
Corolario de Rauch I, tenemos que L[c] < L[7¥3]. Por lo tanto (B) es vélido
para bisagras pequenas.

Ahora, fijemos un vértice del tridngulo (v1,72,73), digamos v2(0). Por
(3), existe un tridngulo en M ¢ cuyos lados tienen la misma longitud que
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nuestro tridngulo dado y tal que @3 < as. Por (2) un tridngulo en M*7—¢
estd determinado por la longitud de sus lados. Entonces, si empezamos
por fijar algin otro vértice, obtendremos el mismo trigngulo en MH ¢ con
L[y, = Ly y @ < a4, lo que demuestra el inciso (A) para tridngulos
pequenos.

Sea (v1,72, %ﬁ) una bisagra y sea (71,7s, %77) una bisagra en M~ con
L[¥;] = L[vi]. Sea 73 una curva minimizante de 7,(l2) a 7;(0). Podemos
escribir

F3(t) = exps, () f (1) - E(1),

donde E(t) es el campo paralelo unitario a lo largo de v perpendicular a
v (2) v f(t) es la funcién correspondiente. Sea E(t) el campo paralelo a lo
largo de 2 con E(0) = —~1(l1). Llamamos (71,72, %TF) una bisagra recta
delgada si las hipdtesis del corolario de Rauch II se aplican a las curvas

expf(t) - E(t) y expy, o f(t) - E(t) = 73(t).

(5) (B) es vélido para bisagras rectas delgadas.
Se sigue del corolario del segundo teorema de Rauch.

Sea (v1,72,«) una bisagra con o > %ﬂ'. Sea (7,79, ) la bisagra co-

rrespondiente en M=¢ con L[¥,] = L[y;]. Sea 73 minimizante de ¥, (l2) a

¥1(0).
Sea :[0,l] — — MH=¢ ¢l pedazo de geodésica que parte de ~2(0) tal que
('(0),75(0)) = 0, @ (0) es de la forma

—0m1(11) + Bys(0),

con 6,3 > 0y &(l) es el primer punto de o que esta en 7s.
Denotemos por o al pedazo de geodésica que parte de 72(0) tal que

(0'(0),75(0))  0’(0) = =671(0) + 875(0),

y L[o] = L[g] = . Definimos (1,72, @) como una bisagra obtusa delgada
si (1,0, — %ﬂ' es una bisagra pequena y (oo, 2 7) es una bisagra recta
delgada

(6) (B) es valido para bisagras obtusas delgadas.
Por la desigualdad del tridngulo, se tiene que

p(11(0),72(l2)) < p(v1(0),a(1)) + p(a(1),2(l2))
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Por (4) y (),

p(1(0),0(l)) < p(71(0),a(),  pla(l),2(l2)) < p(@(1),72(l2)-

Entonces

p(71(0),72(1)) < p(71(0),7(1)) + p(@(1), 72 (l2)) = p(71(0), 72 (l2))-

Y se sigue el resultado.

Sea (1,72, @) una bisagra tal que a < %7‘1‘. Sea 72(I) un punto en v muy
cercano a y1(0), y sea

TZ’WHO’Z]? 9:72|[lal2]

y o : [0,k] - M geodésica minimizante de v1(0) a y2(l2). Decimos que
(71,72, @) es una bisagra aguda delgada si (y1, 7, 0) es un tridngulo pequeno,
0<li<lyy (0,0, %ﬂ) es una bisagra recta delgada.

(7) (B) es vélido para bisagras agudas delgadas.
Por (4), sabemos que existe un tridngulo (7, 7,7) en M~ con L[7,] =
Liml,  L[r]=Llr],  Llo] = Lo],

y ademas
A7), o (k) = < o
Definamos 6 : [I,15] — M"~¢ como
o0 =7), T =70,
y construyamos 7y, = 7 U 0. Entonces
W(—F k), (1) =7 — a1 > %w.

Como (0,0, 37) es una terna recta delgada, de (1) y (5) tenemos que

p(@(0),8(12)) = p(c(0), 0(12)).

Es decir,
p(71(0),72(l2)) = p(71(0),¥2(l2)).
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Y como
<(-71,72(0)) =@ < q,

Entonces la afirmacion se sigue de (1).

Definimos un tridngulo (71,72, v3) como delgado, si (v1, 72, @3) v (73, y20¢1)
son bisagras delgadas. Se sigue de (2), (5), (6) y (7) que el teorema es vélido
para tridngulos delgados. Ahora vamos a probar el teorema para bisagras
en general. Sea (71,72, «) una bisagra arbitraria como en (B). Sea N un
nimero fijo y sea
klo (k+1)lo
NN
donde k, son enteros con 0 < k, Il < N. Sea o}, curva minimizante de ~;(0)
a y2(kla/N) y sea Ty, ; = (o), Ty, 0k + 1). Podemos suponer que

Tl = Yol

Liyi] + Lion] > L[2],

Como en la seccién anterior, (B) se sigue inmediatamente. Observemos que
Tk, es la que se cumplen todas las desiguldades siguientes:

Lim] + Llony] > Llal,
Llro ] + Llox] > L]
> L

L1, N—k—1] + L{ok+i] [on].
Por lo tanto,
Lity k] + L{o) + L{mkyi,N—k—1) + L{ok+1] > L[y2]

= Lirox) + Ltk ] + LTkt N—k—1]

Lloy] + L{oy41] > Ll7k]-

Ademsds, si N es suficientemente grande, por compacidad todos los tridngu-
los (ok, Tk 1, 0k+1) son delgados.

(8) Si (A) es vélido para Tjy con k fija y para toda [, entonces (B) es
vélido para Tj ;41 para una k fija y para toda .

Asumiendo (A), existe un tridngulo Tl,k en MH~¢ con lados 7y, Thl> Okl
congruente con T}, tal que ay < ay y By < Br+i, donde ay = <I(U;€,T,’€J)
Y Brvt = Uop g, —TZ’JC). Nétese que Biy; + agy; = 7. La afirmacién se sigue
del mismo modo que en (7) si extendemos 7;j sumandolo a un segmento
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Thkti+1 de longitud L7y gy141]-

(9) Ahora, por induccién y por (3), se sigue que (A) y (B) son ciertos
para (71,72,73) en M=,

(10) Hemos probado que (A) y (B) son validos comparando tridngulos
en M —¢. Entonces sabemos que se cumple que para toda € > 0,

p(71(0),75(12)) = p(71(0),72(l2)),

donde 75,75 C M H=¢ Ta funcién de la izquierda es continua en &, entonces,
hacemos ¢ — 0 entonces ya demostramos (B). Usando el mismo argumento,
sabemos que con las hipétesis de (A) existe un triangulo en M7 ¢ (75,75, 75)
tal que Lv;] = L[7] y @5 < oy, i = 1,3, y si hacemos tender ¢ — 0 entonces
ya demostramos (A). O

Nota 4. Necesitamos trabajar en M =5 en los pasos (1)-(7) ya que si tra-
bajiramos en M™ y para algin k, podria pasar que Lloy] = 7/vH, no
podriamos garantizar que (O, Ty, Ox+1) Sea un tridngulo pequernio.

4.3. Teorema de la esfera de Toponogov

Haciendo uso de todos los resultados anteriores en este capitulo, podemos
probar el siguiente teorema:

Teorema 15. de la esfera de Toponogov Sea M una variedad riema-
nniana de dimension n tal que Kyy > H > 0 y supongamos que el diametro
de M es igual a W/\/E Entonces M es isométrica a S?/\/ﬁ la esfera de
curvatura H.

Demostracién. Tomemos p,q € M tales que p(p,q) = n/vH. Vamos a
probar que todas las geodésicas normales de p pasan por g en el tiempo
t= TF/\/E y son por lo tanto minimizantes a q.
Sea
v :[0,t0) = M,  0<ty<m/VH

cualquier segmento de geodésica tal que 1 (t9) = p, y sea
Yo : [0,7/VH] — M

cualquier geodésica minimizante de p a ¢. Aplicando (B) del teorema de
Toponogov, tenemos que p(q,v2(0)) = w/v H — tg, entonces, si o es una
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geodésica minimizante de g a 71(0), se tiene que
LloUv] =7/VH.

Por lo que o U~y; debe formar una geodésica minimizante de p a ¢ suave.
Se sigue que expp\Bﬂ/\/ﬁ(O) < T,M es no singular. Ademds, si v es
cualquier geodésica de p a ¢ y V' cualquier campo de Jacobi a lo largo de ~v
tal que v(0) = 0, entonces V también se anula en y(w /v H). Ahora. todas las
curvaturas seccionales de secciones que pasan por 7' tienen que ser iguales
a H. Por el lema 9, Bﬂ/ﬁ(p). es isométrica a Bﬂ/\/ﬁ(ﬁ), donde p € S?/\/ﬁ.
Por continuidad, todos los planos seccionales de M tienen curvatura H, por
lo que M tiene curvatura constante. Por el teorema 3, la cubriente universal
de M es isométrica a S™. Por otra parte, si [ : TpS’f/ N T,M™" es cualquier

isometria, entonces f = exp, oo exp, ! se extiende a un homeomorfismo
entre S” M™, entonces M™ debe ser isométrica a S" . O
Shvay M VWV

Ya que demostramos el teorema de la esfera de Toponogov, podemos
demostrar su generalizacién, para esto haremos uso fuertemente de los teo-
remas de comparacién de eigenvalores demostrados en el capitulo 3.

Teorema 16. Sea M una variedad riemanniana de dimension n compacta
con curvatura de Ricci > (n—1)k > 0 ydy = ﬁ Entonces M es isométrica
a la esfera de curvatura k.

Demostracion. Por el teorema de Lichnerowicz sabemos que el primer valor
propio de la variedad riemanniana con curvatura de Ricci > k, u(M) >
—“=k, y como ahora la curvatura de Ricci es > (n—1)k entonces (M) > nk.
Por como tomamos al didmetro de M, podemos tomar dos bolas B(z1, ﬁ)
y B(za, ﬁ) con centros en x1 y xo respectivamente que sean disjuntas.
Por los teoremas demostrados anteriormente, sabemos que

s

2k

es decir, A1 (B(z;, ﬁ)) = nk, que por el teorema 8, B(z;, ﬁ) es isométrica

nk < up (M) < A\ (B(zi, )) < nk,

a Vp(k, 2”%) Lo que tenemos que demostrar es que M es la unién B(zy, ﬁ)

y Blaz, 5)
Ahora, si M\B(x1, QWW) contiene propiamente a B(z2, ﬁ), entonces

M (M\B(z1, —— ﬁ

2\/E)) < )\1(3(.%2, )) =nk
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Por lo que p1(M) < nk lo que contradice el hecho de que p1 (M) < nk, es
decir, M = B(x, QWW) U(B(z2, ﬁ)) Por ende, M es isométrico a la esfera
de curvatura k O

Existen otros teoremas de la esfera que valdria la pena nombrar; por
ejemplo, estd el teorema de la esfera de Berger, que dice lo siguiente: Si
M es una variedad simplemente conexa tal que 1 > Ky > i, entonces, si
d(M) > m, M es homeomorfa a S"; si d(M) = m, M es isométrica a un

espacio simétrico.

El estudio del laplaciano da lugar a muchos resultados importantes en
la geometria, por ejemplo, se pueden estudiar las superficies de curvatura
constante negativa [3].
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