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Prologo

Los homomorfismos complejos de un algebra compleja E son llamados
caracteres o funcionales lineales multiplicativas de E. A la coleccién de todos
los caracteres no nulos se le llama el espectro algebraico de E y se denota por
M7 (E). Si E es un &lgebra topoldgica, entonces a la subcoleccion M (E)
de M7 (E) formada por aquellos caracteres que son continuos es llamada el
espectro (topoldgico) de E. A estos espectros se les da la topologia inducida
por la débil estrella (w*) definida en el dual de E.

En lo sucesivo siempre consideraremos que E es un algebra topoldgica
compleja, méds aun localmente convexa. A partir de E y un espacio topol6-
gico X se construyen las dlgebra C (X, E) y C (X, E) formadas respectiva-
mente por las funciones continuas y las continuas y acotadas, de X en F y
en las que las operaciones son las usuales entre funciones. Cuando £ = C
se escribe simplemente C (X) y Cp (X).

La determinacion de los espectros de un algebra, en particular de al-
gebras de funciones continuas, es un tema que ha atraido a muchos in-
vestigadores. Resultados ampliamente conocidos son: M# (C'(X))=X si
X es compacto, el cual se generaliza para cuando X es realcompacto, y
M# (Cy (X))=8B(X), donde X es un espacio Ty1 (completamente regular y

Hausdorff ) y 3 (X) es la compactacién de Stone-Cech de X.

Ejemplos de otros resultados menos conocidos son los que aparecen en
los trabajos de A. Hausner [Ha.] y W. Dietrich [Di.] en donde se prueba,
en el primer caso, que M (C (X, E)) = X x M (E), cuando X es compacto
y E es un élgebra conmutativa de Banach; en el segundo, que la misma
férmula es vélida cuando X es T 1y k—espacio, E es completa y M (FE) es
localmente equicontinuo.

Con relacién al espectro algebraico tenemos como ejemplos los articu-
los de W. Hery [He.] y el de S. Dierolf , K.-H. Schroder y J. Wengenroth
[Di.,Sc.,We.] en donde se establece que M# (C (X, E)) = X x M# (E) tan-
to cuando X es realcompacto, F es una Q-algebra conmutativa con idéntico,
con inversién continua y se cumple que M7# (E) es localmente equicontinua
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o bien, X es discreto (Hery); como cuando X es realcompacto y F es un
algebra topolégica metrizable con idéntico. Cualquier dlgebra de Banach
conmutativa con unidad satisface en ambos casos las hipotesis sobre E.

Todas las igualdades anteriores son en el sentido de que cada elemento
del lado derecho determina un tnico cardcter en el espectro respectivo y
que todo ellos agotan al espectro. Y las que se refieren al espectro M,
son como espacios topoldgicos, es decir, la asociacién punto- cardcter es un
homeomorfismo.

Hasta donde sabemos no se ha encontrado una igualdad del tipo anterior
para Cy, (X, E) para cuando X es un espacio T 1y A es un algebra de Banach
conmutativa con unidad.

Este trabajo se basa en el articulo [Go.] de W. Govaerts en el que
se estudian los caracteres, particularmente los continuos, de las algebras
CV (X, E) de funciones continuas con pesos, donde X es un espacio Ty 1 E
es una algebra localmente convexa con espectro no nulo y V' es una familia
(de “pesos”) multiplicativa de Nachbin. A C'V (X, E) se le da una topologia
que la hace localmente convexa.

Se prueba que M (CV (X, E)) = X x M (E) bajo la hip6tesis de que V'
es de tipo puntual y se dan condiciones equivalentes para que esta igualdad
se dé como igualdad de espacios topolégicos. El resultado antes mencionado
de Hausner es un caso particular del los teoremas de Govaerts. Y el de
Dietrich se obtiene de ellos sin necesidad de que E sea completa y X sea un
k-espacio.

En su articulo también da un ejemplo para ver que la hipdtesis de que
V sea de tipo puntual es esencial, y al hacerlo se obtiene un resultado por
si mismo interesante: la igualdad M (C}, (X),E) = B (X) x M (E) es falsa
en general para cuando X es un espacio T: 3L Y A es un algebra de Banach
conmutativa con unidad. En ese ejemplo se tiene que M (Cp (X),E) =
B(X x M(E)).

Para presentar lo anterior de manera autocontenida se han incluido en
esta tesis temas de andlisis funcional y topologia y se ha dividido en siete
capitulos.

El primero se dedica a temas basicos del andlisis funcional lineal. Se
divide en dos partes. En la primera se estudian los espacios vectoriales to-
poldgicos, especialmente los espacios localmente convexos, los operadores
lineales continuos en ellos definidos, el dual algebraico y topolégico de es-
pacios vectoriales topoldgicos y la topologia débil estrella. En la segunda
parte, se introducen las dlgebras topoldgicas localmente convexas. Se hace
énfasis en los resultados espectrales en algebras de Banach, en los que se ve
la estrecha relacién entre los caracteres, la invertibilidad de los elementos y
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los ideales maximos del dlgebra. Se concluye esa parte probando la igual-
dad M# (C (X))=X si X es compacto y exhibiendo un &lgebra localmente
convexa E(= L*) para la cual M# (E)=0.

El capitulo 2 también tiene dos partes. En la primera se presentan con-
ceptos y resultados topoldgicos que se usaran en la segunda que es la me-
dular. Ah{ se da una prueba, debida a M. Rudin [Ru.], de que todo espacio
pseudométrico es paracompacto; y se caracteriza la compactacion de Stone-
Cech $(X) en términos de la Cy-inmersién de X en una compactacién del
mismo.

En la segunda parte del Capitulo 2 se desarrolla el articulo de Govaerts.
Se definen lo que es una familia multiplicativa de Nachbin V' en un espacio
X, al que se supone T3%, y el dlgebra CV (X, E), donde E es un &lgebra
localmente convexa. La familia V' estd formada por funciones positivas de-
finidas en X y CV (X, E) por las funciones continuas f : X — E tales que
vf es una funcién acotada para todo “peso” v € V.

En CV (X, E) se definen seminormas y la topologia que ellas definen la
hacen un algebra localmente convexa.

Al definir V se pide que la familia cumpla “(V4) Para cada x € X existe
v €V tal que v (z) # 0” lo que no es requerido en el articulo. La condicién
es natural, pues equivale a pedir que CV (X, E) sea de Hausdorff y tiene
implicaciones sobre los resultados principales.

Diversos espacios de funciones continuas son dlgebras CV (X, E). Por
ejemplo, C(X) y Cp (X) con la topologia uniforme, y (Cp (X),f) con la
topologia estricta.

Un conjunto con papel importante es el soporte de V' (sop V), el cual
estd contenido en S (X) y un concepto relevante, asociado con él, es que
V sea de tipo puntual. Por haber exigido la propiedad (V4) al definir a la
familia V', resulta que V es de tipo puntual si y sélo si X =sop V.

Una vez que se supone que M (E) # ) se asocia a cada (z,h) € sop V X
M (E) un cardcter de C'V (X, E). El primero de los teoremas principales
asegura que si V' es de tipo puntual dicha asociacién es biyectiva (y abierta).
Asi, M (CV (X, E)) = sop V x M (E). El segundo, da condiciones para que
sea continua y por tanto, la igualdad anterior es como espacios topolégicos.
En vista de lo dicho en parrafo anterior sop V' puede sustituirse por X y asf
se presentan los teoremas en este trabajo.

El capitulo practicamente concluye con ejemplos de dlgebras particula-
res para los que los teoremas son vélidos.

En el cuarto capitulo se muestra que Cp (X,C (K)) es un dlgebra de
funciones continuas con pesos, donde X es un espacio 73 y K es un es-
pacio compacto. Siempre que X se escoja de modo que X x K no es
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pseudocompacto se tendrd que M (CV (X, E)) # X x M (E) , e inclusi-
ve M (CV (X,E)) # (X)) x M(E).

Para lo anterior resulta fundamental el teorema de Glicksberg relativo a
la validez de la igualdad 8 (X x Y) = 8(X) x B (Y). El capitulo 3 se dedica
a probar dicho teorema, por lo que es un preambulo al 4.

Anélogamente, el quinto capitulo da los antecedentes necesarios para
el desarrollo del ultimo capitulo. Se trabaja con los espacios realcompactos.
Para ello se prueba y usa una caracterizacién reciente de dichos espacios que
resulta especialmente cémoda para manejarlos. Ella se debe a Z. Ercan [Er.].
Posteriormente, se presentan los cardinales medibles, que son objetos cuya
existencia es indecidible, por lo que aclaramos que se supondra la existencia
del primer ordinal D con cardinal medible.

Se prueba que D con la topologia discreta no es realcompacto. Con
base en esto se concluye que un conjunto A tiene cardinalidad no medible
si y solo si A con la topologia discreta es realcompacto. Estos hechos son
conocidos, pero las demostraciones que se dan en esta tesis son originales y
usan la caracterizacién de Ercan. Posiblemente se publicardan en un articulo
que por ahora estd en versién preliminar [Ga.].

A D se le adjunta un punto y al espacio D¢ asi obtenido se le dota de
una topologia con la cual es realcompacto y que induce en D la topologia
discreta.

Con esos dos conjuntos Govaerts construye un ejemplo en que

M#(CV (X,E)) # X x M¥ (E).

El ejemplo es el algebra C (D¢, C (D)), donde en C (D) se considera
la topologia de la convergencia puntual. Esto es desarrollado en el capitulo
final.



Capitulo 1

Estructuras algebraico-topolégicas

En este capitulo presentamos nociones y resultados que son bésicos para
lo que veremos mas adelante. Iniciamos con las nociones de espacio vectorial
y topologia compatible con una estructura lineal.

Espacios vectoriales.

1.1. Introduccion

DEFINICION 1.1.1. Sea X un conjunto no vacio. Se dice que X es espacio
vectorial o lineal sobre F =R o C si hay dos operaciones binarias: la suma
y el producto por un escalar

+:XxX — X
(y,2) — y+z,

aFxX — X
(a,2) — a-z,
donde la suma es conmutativa, asociativa, tiene neutro, que denotamos por
0, y todo z € X tiene inverso con respecto a la suma, al que denotamos por
—z. La segunda operacién tiene las siguientes propiedades:
lze=z, (af)z=a(fz), (a+B)z=azx+pzya(z+y) =ar+aysi
afeFyxyeX.

1.1.1. Conjuntos convexos, balanceados y absorbentes.

DEFINICION 1.1.2. Sea A un subconjunto de un espacio vectorial X,
entonces decimos que A es:

Convezo: si AA+ (1 —\) A C A siempre que A € [0, 1].
Balanceado: si NA C A cuando |A| < 1.

5
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Absorbente: si para cada x € A existe t > 0 tal que x € AA siempre que
[A] > t. Equivalentemente, para toda x € A existe e > 0 tal que
si |A| < € implica Az € A.

Disco: si A es convexo y balanceado.

PROPOSICION 1.1.3. La interseccion de un nimero finito de conjuntos
absorbentes, es absorbente.

DEMOSTRACION. Sea un conjunto finito N C N y una familia de con-

juntos absorbentes A, con n € N, sea A = () A4,. Si x € A, entonces
neN
x € A, para todo n € N. Por ser A, absorbente existe ¢, > 0 tal que

x € AA,, siempre que |A| > t,,. Sea t =sup{t, : n € N} y X tal que |A\| > ¢,
entonces || > ¢, y as{ x € AA,, para todo n € N. Por tanto, z € A y asf,
A es absorbente. O

PROPOSICION 1.1.4. La interseccién de una familia arbitraria de con-
Juntos convexos, balanceados o discos es un conjunto convexo, balanceado o
disco, respectivamente.

DEMOSTRACION. Tomemos una familia de conjuntos, {A;},.; y sea

A = (N A;. Supongamos que cada A; es convexo y tomemos A € [0,1] y
iel

y € A entonces y € A; para todo i € I, por lo que Ay + (1 — \) y € A4, para

todo i € I, de lo que se sigue que Ay + (1 — \)y € A lo que se traduce en

que M + (1 — \) A C A. Asi, A es convexo.

Ahora supongamos que cada A; es balanceado, por lo que AA; C A4;
para todo i € I y |A\| < 1. Tomemos y € A y |A\| < 1, entonces y € A;
para todo i € I y por tanto \y € A; para todo i, lo que prueba que A es
balanceado.

Por ultimo supongamos que A; es un disco para todo i € I, entonces A
es disco ya que cada A; es balanceado y convexo, por lo que su interseccién
es balanceada y convexa, segiin lo antes visto. O

TEOREMA 1.1.5. Sea A un subconjunto de un espacio vectorial X. Si
a, 8 son reales no negativos, entonces a A+ LA = (a+ ) A si A es convezo.
Para cualesquiera x € X y X\ € F, los conjuntos x + A y AA son convexos
si A es convexo y A\A es balanceado si A lo es. De donde, AA es disco si A
es un disco.

DEMOSTRACION. La primera afirmacion es obvia si a+/3 = 0. Suponga-
mos que o+ > 0. Para todo conjunto A, se tiene que (o + ) A C aA+[A.
Sea z € oA + PA, entonces x = ay + Bz con y,z € A de esto tenemos que

g = %Hiy + %iﬁz € A, ya que A es convexo; al despejar llegamos a que
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x € (a+ B) A, de donde obtenemos que oA + A C (a4 3) Ay se sigue la
igualdad.

Ahora supongamos que A es convexo y tomemos y € x + A, esto quiere
decir que y =z 4+ a con a € A. Como A es convexo se tiene que,

AMrz+A+0-N(z+A)=xx+ M+z—-Az+(1-N)A
=z + A+ (1-NA
=+ ((1-X) A+ 24
=z + A.

Es decir, x + A es convexo.
Veamos que AA es convexo, tomemos « € [0, 1], entonces

a(AA)+ (1 —a) M =X (cA+ (1 —-a)A)
=)\A.

O sea, AA es convexo.
Supongamos que A es balanceado y sea |a| < 1, entonces

a (AA) =X (a4)
CAA.

Por lo que AA es balanceado. Asi A\A es disco si A es un disco. O

Introducimos un nuevo concepto relativo a la convexidad. Dado un con-
junto A de un espacio vectorial X, podemos hablar del minimo convexo que
lo contiene, ya que al menos X es uno de esos conjuntos y es facil ver que la
interseccién arbitraria de convexos es un convexo. Con lo que tiene sentido
la siguiente definicién.

DEFINICION 1.1.6. La envolvente convexa A. de un conjunto A C X es
la interseccién de todos los conjuntos convexos C' C X que contiene a A, o

lo que es lo mismo, A. es el minimo subconjunto convexo de X que contiene
a A.

TEOREMA 1.1.7. Sea A un subconjunto de X, entonces

A. = {zn:)\zl'lneN,l’ZéA,zn:)\Z:l,)\Z>0}

=1 i=1

n n
DEMOSTRACION. Sea B = {ZAixi neNz, € A, =120
i=1 i=1
Claramente B es convexo y A C B, entonces A, C B, por definicién. Sea

n
C C X un convexo tal que A C C. Debemos probar que Y \z; € C si
i=1
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n

neN x, €A > N =1y )\ >0 para todo 1 < i < n, lo cual haremos
i=1

por induccién. La afirmacién es obvia paran = 1y 2 . Supongdmosla valida

para un natural n > 2. Sean x; € Ay A\; > 0paratodo 1 <i<n-+1ly
n+1 n

tales que > A; = 1. Podemos suponer que s = > \; > 0, entonces

i=1 i=1

i%l‘i eC
i=1

por hipétesis de induccién; de donde,

n+1 n )\
Z)\ixi = SZ;I.TZ + )\n+lxn+1 eC.

i=1 i=1

O

TEOREMA 1.1.8. Si A es un conjunto balanceado, entonces A. es ba-
lanceado.

DEMOSTRACION. Por el teorema anterior tenemos que:

AC: {i)\ixlnGN,xl EA,i)\iil,Ai ZO}

i=1 i=1

n
Sea Y A;x; un elemento de A, y|A| < 1, entonces:
i=1

i=1 i=1

y como A\z; € A, por ser A un conjunto balanceado, entonces

A (Zmz) € A
i=1
Asi, A, es balanceado. O

1.2. Espacios vectoriales topolégicos. Base local del cero

DEFINICION 1.2.1. [Base de filtro] Sea X un conjunto. Si B es un con-
junto no vacio de subconjuntos no vacios de X tal que la interseccion de dos

conjuntos en B contiene un conjunto en B, entonces se dice que B es una
base de filtro en X.



1.2. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS. BASE LOCAL DEL CERO 9

Si en un espacio vectorial estd definida una topologia “bien relacionada”
con su estructura lineal, entonces es llamado un espacio vectorial topolégico.
De manera precisa tenemos:

DEFINICION 1.2.2. [Espacio vectorial topoldgico] Un espacio vectorial X
con una topologia 7 para la cual las funciones suma y producto por escalares
definidas en X son continuas en X x X y F x X, respectivamente, se llama
espacio vectorial topoldgico. En este caso también se dice que la topologia
T es compatible con la estructura lineal de X o que es una topologia lineal.

Con frecuencia se usa el siguiente hecho:

Dados una vecindad V' de 0 en un espacio vectorial topolégico X yn > 1
existe una vecindad U de 0 tal que

—_—
(1.2.1) U+--+UCV.

El caso n = 2 se cumple porque la suma es continua en (0,0). Los
restantes se obtiene por induccién, recordando que A C A+ A si 0 € A.

Es claro que si (X, 7) es un espacio topoldgico no vacio, entonces una
base para la topologia que no contenga al vacio es una base de filtro.

DEFINICION 1.2.3. [Espacio topolégico homogéneo] Un espacio topold-
gico X es homogéneo si dados dos elementos x,y € X existe un homeomor-
fismo f: X — X tal que f (z) =y.

TEOREMA 1.2.4. En todo espacio vectorial topologico X la funcion
Ty : X — X que asocia a cada x el elemento x + 1y, para y fijo, es un
homeomorfismo. Este tipo de funcion se llama traslacion.

DEMOSTRACION. Si T, (z) = T, (z'), entonces x +y = o’ +y y asf,
x = a’, por lo que es una funcién inyectiva. Claramente T} (z — y) = z para
cualquier « € X, por lo que es una funcién sobre.

Por ser X un espacio vectorial topolégico, la suma es continua, y 7T}, es
la composicién de la funcién = — (x,y) y la suma, por lo que es continua,
al igual que su inversa, pues observamos que ésta es 7_,. Entonces T} es un
homeomorfismo. O

COROLARIO 1.2.5. Todo espacio vectorial topoldgico es homogéneo.

DEMOSTRACION. Tomemos un espacio vectorial topoldgicos y sean x,y
elementos de X. T_, 1, es un homeomorfismo por el Teorema 1.2.4 y

szer (x) =Y,

por lo que el espacio es homogéneo. ([
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TEOREMA 1.2.6. En todo espacio vectorial topolégico X la funcion
H) : X — X que asocia a cada x el elemento Ax, para un escalar fijo
A # 0, es un homeomorfismo. Este tipo de funcion es llamada homotecia.

DEMOSTRACION. Si H) (z) = H) (y) se tiene que Az = Ay, como \ es
no nulo, se obtiene que = = y; de donde, la funcién inyectiva. Es claro que
H) (%x) =z par todo z € X, por lo que es una funcién suprayectiva.

Por ser X un espacio vectorial topoldgico, el producto por un escalar es
continuo. La funcién H) es continua por ser la composiciéon de la funcién
x — (A, z) y el producto por un escalar. Como la inversa H) es también

una homotecia (H 1 ), concluimos que Hy es un homeomorfismo. O

TEOREMA 1.2.7. Sea X un espacio vectorial topoldgico. Si V (0) es el
conjunto de vecindades de 0, entonces el conjunto de vecindades de x € X,
que denotaremos por V (x), es x +V (0).

DEMOSTRACION. Por el teorema 1.2.4 la funcién T, : X — X es una
funcién abierta. Si tomamos V' € V (0), se tiene que T, (V) = 4+ V es una
vecindad de Ty (0) = z.

Inversamente, si tomamos una vecindad U de x se tiene que

I (U) =T (U)
es una vecindad de T_, (z) = 0; es decir, —z + U € V (0) y entonces,
U=z+(—z+70).
|
Por lo anterior, al conocer las vecindades del cero en X, conocemos
todas las vecindades del espacio vectorial topoldgico. También si conocemos

una base de vecindades de cero, entonces conocemos una base de vecindades
de cada punto de X.

TEOREMA 1.2.8. Toda vecindad de cero en un espacio vectorial topold-
gico X es absorbente.

DEMOSTRACION. Sea V una vecindad del cero, como la funcién pro-

ducto es continua y Ox = 0, entonces existe r > 0 y U vecindad del z tal
1

que B, (0)U C V; de aqui se sigue que x € |A|V para |A\| > —, por lo que
T

V es absorbente. O

PROPOSICION 1.2.9. Si B es un conjunto balanceado de un espacio vec-
torial topoldogico X, entonces su cerradura B es un conjunto balanceado.
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DEMOSTRACION. Sean z € B, |\ < 1y (z;) unared en B que converge.
Entonces A\z; € B para todo ¢ y Az; — Azx; de donde, Ax € B. (]

PROPOSICION 1.2.10. Toda wvecindad de cero en un espacio vectorial
topoldgico X contiene una vecindad balanceada.

DEMOSTRACION. Sea V una vecindad de cero. Como el producto por
escalares es continuo, existe r > 0 y U vecindad del cero en X tales que
D, (0)U C V. Es claro que D, (0)U es balanceado y es ademds vecindad

de 0, ya que gU es vecindad de 0 y gU cD.(0)U. O

COROLARIO 1.2.11. Todo espacio vectorial topologico X tiene una base
local del cero formada por vecindades balanceadas.

TEOREMA 1.2.12. Todo espacio vectorial topoldgico es reqular. Es decir,
cualquier vecindad de cualquier punto x contiene una vecindad cerrada de
x.

DEMOSTRACION. Basta probarlo para cualquier vecindad V' de 0. Por
la continuidad de la suma y el producto por escalares, tenemos que la resta
es continua, ya que las composiciones

X —- FxX — X
y — (-Ly) — (-)y=-y

XxX —- XxX —- X
('r7y) — ($7_y) — $+(—y)=x—y
son continuas.
Asi, dada una vecindad V' de 0, existen vecindades de 0, W y W' tales
que W — W’ C V. Hagamos U = W N W', entonces U es vecindad del

ceroy U C U —-U C V. Probaremos que U C V. Sea x € U, entonces
(z +U)NU # 0, de lo que se obtiene que existen y, z € U tales que z+y = 2.
Entoncesz =2z—yeU—-U CV. O

COROLARIO 1.2.13. Todo espacio vectorial topoldgico X tiene una base
local del cero formada por vecindades balanceadas y cerradas.

DEMOSTRACION. Sea V una vecindad de 0. Por el Teorema 1.2.12 existe
una vecindad Vi del 0 que es cerrada y V7 C V. Por la proposicién existe
una vecindad B del 0 que es balanceada y B C V. Entonces BC V; C V y
B es cerrado, balanceado y ademés vecindad de 0 por contener a B. ([l

A menos que otra cosa se diga a partir de ahora
D, (M) ={NeF:|N=X| <1}
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paracadar >0y Ay € F.

TEOREMA 1.2.14. Sea X un espacio lineal sobre F. Las siguientes con-
diciones sobre un base de filtro B aseguran que B es una base de vecindades
(base local) del cero para una topologia lineal .

(a) Todo V € B es balanceado y absorbente.

(b) Para todo V € B existe U € B tal que U +UC V.

Para esta topologia un subconjunto A de X es abierto si y sélo si para
todo x € A existe V € B tal que x +V C A.

Inversamente, si T es una topologia lineal para X, entonces hay una
base B de vecindades del cero para T que satisface (a) y (b). Mds ain, los
elementos de B pueden tomarse cerrados.

DEMOSTRACION. Definimos A € 7 si para todo z € A existe V € B tal
que z+V C A. Es facil ver que 7T es una topologia en X. Veremos que en esta
topologia x + V es una vecindad de = para todo z € X y V € B. Afirmamos
que A ={yeX:y+W Ca+V para algin W € B } es un abierto. Sea
y € Ay supongamos que y+W C xz+V, con W € B. Por (b) existe U € B
tal que si U + U C W, por lo que

z+UCy+U+UCy+WcCz+V

si z € y+U. Es decir, y+U C A. Finalmente como es claroque z € A C z+V
se tiene que = 4+ V es una vecindad de z.
De lo anterior y la definicién de 7, se sigue que la coleccién

{z+V:VeB}

es una base de vecindades de x para cada = € X.

La suma es continua, pues dados z,y € X y V € B existe U € B tal
que U +UC V y por consiguiente, (z+U)+(y+U)Cz+y+V.

Ahora tenemos que ver que el producto por un escalar es continuo. Sean
ANeF,zeXyVeRB.

A partir de (b) podemos deducir que dados V € By n > 1 existe U € B
tal que U4+ U +U + ...+ UC V donde hay n sumandos en el miembro
izquierdo.

Sea n > 1 tal que |A| < n. Existe W € B tal que

n+2

W4+W4+ ..+ WCV.

Como W es balanceado, entonces AW C nW y por ser absorbente, exis-
te un nitmero positivo r que cumple que D, (0)x C W. Podemos supo-
ner que r < 1; asi D, (0)W C W por ser W balanceado. Afirmamos que
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Dy (N)(z+W)C(Ar+V). Sean N € Dz (N\) yyex+W.
Ny—dz=N-Ny—-a2)+N-Nz+AX(y—2)CW+W+nW CV.

O sea, X'y € Ax + V por lo que el producto por un escalar es continuo

en (\ z).
La parte “inversamente” es una recapitulacién de parte de lo visto antes
del teorema. [l

TEOREMA 1.2.15. Sea A un subconjunto balanceado de un espacio vecto-
rial topoldgico. Si 0 pertenece al interior de A, denotado por IntA, entonces
IntA es balanceado.

DEMOSTRACION. Supongamos que 0 < |A| < 1, entonces como la ho-
motecia dada por A es un homeomorfismo, tenemos

Mnt(A)=Int(AA)CInt(A).
Si A =0 es obvio lo anterior. Por lo que Int (A) es balanceado. (]

TEOREMA 1.2.16. El interior de un subconjunto convexro de un espacio
vectorial topoldgico es convero.

DEMOSTRACION. Sean E convexo y o, 3 > 0 tales que o+ 8 = 1. Si
«, B # 0, entonces:

alnt (E) + pInt (E) = Int (aE) + Int (BE) C Int (aE + BE) = Int (F).
Sia=00 =0, es obvio que alnt (E) + pInt (E) = Int (E). O

1.3. [Espacios localmente convexos

Trabajaremos con espacios vectoriales topolégico con mayor estructura.
Primero introduciremos el concepto de espacio localmente convezo.

DEFINICION 1.3.1. [Espacio localmente convexo] Un espacio vectorial
topolégico (X, 7) se dice que es localmente convexo si para cada z € X
existe una base local B de x tal que todo V € B es convexo. En este caso
también se dice que 7 es una topologia localmente convexa.

PROPOSICION 1.3.2. Todo espacio localmente convexo X tiene una base
local del cero formada por vecindades abiertas, balanceadas y convezas.

DEMOSTRACION. Sea B una base local de 0 en X tal que todo V € B
es convexo. Para cada V € B, existe una vecindad balanceada B del 0,
contenida en V. Entonces, la envolvente convexa B, es un conjunto balan-
ceado, convexo y ademaés, vecindad de 0 porque B C B.; como V es convexo,
entonces B, C V. Por ltimo, int (B..) es balanceado, convexo y abierto. 0
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TEOREMA 1.3.3. Sea X un espacio lineal sobre F. Las siguientes con-
diciones sobre un base de filtro B en X aseguran que B es una base de
vecindades del cero en X para una topologia localmente convexa.

(a) Todo V € B es un disco absorbente.

(b) Para todo V € B, existe A € (0,1/2] tal que \V € B.

Para esta topologia un subconjunto A de X es abierto si y sélo si para
todo x € A existe V € B tal que x +V C A.

DEMOSTRACION. Basta probar que si B tiene las propiedades senaladas,
entonces satisface las del Teorema 1.2.14. Por (a) se tendrd ademds que cada
V € B es convexo. Es claro que se cumple la condicién (a) del Teorema
1.2.14. Por otra parte, por (b) dado V € B existe A € (0,1/2] y V €€ B
tales que AV € B. Sea U = AV, entonces U es convexo y balanceado y por
tanto

U+U=2U=2\VCV.

O sea se cumple la condicién (b) del Teorema 1.2.14. |

1.3.1. Seminormas. Para continuar con nuestro estudio de los espa-
cios vectoriales topolégicos, introducimos la nocién de seminorma, concepto
que juega un papel importante con relaciéon a los espacios localmente con-
VeXOs.

DEFINICION 1.3.4. Sea X un espacio vectorial. Una funciénp : X — R
es una seminorma si cumple las siguientes condiciones:

(a) p(z) > 0 para todo x € X.

(b) p(z +y) < p(x)+p(y) para todo z,y € X.

(¢) p(Ax) = |A\|p(z) paratodo A e Fy z € X.

Si ademds p (x) = 0 sélo cuando z es cero, se dice que p es una norma.

Observemos que por (b) se tiene que

p)=pl+y—y) <plx+y) +p);

al despejar obtenemos p (z) — p(y) < p(z + y); andlogamente para p (y)
obtenemos que p (y) —p () < p(z +y), por lo que concluimos que

p(z) —p<plx+y).
Definimos V, ={z € X :p(z) <1} yV,={z € X : p(x) < 1}.
TEOREMA 1.3.5. Sea X espacio vectorial y p una seminorma:
(a) Si q es seminorma, entonces p(x) < q(x) para todo x si y sdlo si
Vg CVp.
(b) Para todo vector = se tiene que, x +V, ={y € X :p(y — ) < 1}.
(c) V,, es un disco absorbente.
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DEMOSTRACION. (a) Supongamos que p (z) < q(z) para todo z € X.
Sea x € V,; por definicién, tenemos que p (z) < ¢ (z) < 1, de donde p (z) <
1, lo que significa que = € V},, y por tanto, V, C V,. Ahora supongamos que
Vy CV, ¥y que existe x en X tal que p(x) > ¢ (x), entonces % <1, 0 sea

x

q (ﬁ) < 1 y por hipétesis p (W) < 1 lo que no es posible. Por tanto,

p(z) < ¢ (z) para todo z € X.

(b) Dado z € = + V), entonces sabemos que z — x € V, y entonces
pz—z)<l,osea,z+V,C{ye X:p(y—=z) <1}.

Seaz e {y € X :p(y—z) < 1}. Podemos escribir z = x+z —x, y como
p(z —x) < 1, tenemos que z —x € V,, y entonces z € z + V.

(c) V, es balanceado, ya que p(tz) = |t|p(z) < p(z) < 1si|t] < 1.
Tomemos z € X. Es claro que € V, cuando p(z) = 0. Si p(z) > 0,
entonces |t| < ﬁ implica entonces p (tz) = |t| p () < 1, por tanto, tx € V),
por lo que V}, es absorbente. Por ltimo, sean o, > 0cona+8 =1y z,y €

X, entonces p (ax + By) < p(az) +p(By) = ap(z) +Pp(y) <a+pf =1
Asi, V,, es convexo. O

1.3.2. Funcionales de Minkowski. Nuestro siguiente paso es ver
como a partir de conjuntos balanceados, convexos y absorben entes obtene-
mos seminormas, las cuales llamaremos funcionales de Minkowsksi.

Sea V' un conjunto absorbente de un espacio vectorial X. Definimos la
funcién como

p: X — R,
plz) = inf{t>0:zetV}.
Esta definicién tiene sentido, ya que V es absorbente y es claro que
p(x) > 0 para todo z € X. y que p(0) = 0.

Probaremos algunas de las propiedades de esta nueva funcién.

TEOREMA 1.3.6. SiV es absorbente y balanceado, entonces el funcional
de Minkowski p definido para V' es absolutamente homogéneo; es decir

p () = [Al(p(z))

para todo x € X y todo escalar \.
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DEMOSTRACION. La igualdad es obvia si A = 0. Supongamos que A # 0.
Como V es balanceado, entonces %V = I—i\‘V, de lo que se sigue que

p(Az) = inf {t>0: )z etV}
t
= inf t>0:x€V}
{ A
= |Ninf { >0:2€t'V}
= Ap(z).
]

Con esto ya tenemos dos de las tres propiedades necesarias para que
p sea una seminorma, la tercera se cumple si le pedimos un poco mas a
nuestro conjunto, que sea convexa.

TEOREMA 1.3.7. Si V es absorbente y convexo, entonces el funcional
de Minkowski p para V' satisface la desigualdad del tridngulo, es decir,

p+y) <p)+py)
para cualesquiera x,y € X.

DEMOSTRACION. Siz € sV yy € tV, con s,t > 0, entonces z+y € sV +
tV, y por el Teorema 1.1.5, sV +tV = (s +t)V; de donde, z+y € (s +¢)V
de lo que se sigue que p(z+y) < s+t y por tanto, al tomar el infimo
de las sumas del lado derecho al variar s y t obtenemos la desigualdad del
triangulo. O

COROLARIO 1.3.8. Si V' es un disco absorbente, entonces su funcional
de Minkowski es una seminorma.

Nuestro siguiente objetivo es trabajar con espacios localmente convexos
y su relacién con los funcionales de Minkowski.

El primer paso sera crear una topologia a partir de un conjunto de semi-
normas, de hecho tomaremos la minima topologia que hace continua a cada
una de las seminormas. Para esto veremos resultados sobre la continuidad
de seminormas.

TEOREMA 1.3.9. Sean A un disco absorbente en un espacio vectorial
topoldgico X y p su funcional de Minkowski, entonces int(A) C V, C A.
Por tanto, V,, es una vecindad de 0 en X. Si A es abierto entonces V, es
abierto ya que en ese caso V, = A.

DEMOSTRACION. Sea z € int (A). Si t — 0, entonces (t + 1)z — =,
por lo que para t suficientemente pequena y positiva se tiene que 1 < ¢+ 1
y (t+1)x €int (A). Asi, p(z) < 1y por tanto, x € V.
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Ahora, x € V,, significa que p(z) < 1, por lo que existe 0 < ¢ < 1 tal
que x € tA y por ser A balanceado, € A, por lo que V,, C A.

TEOREMA 1.3.10. Si p es una seminorma definida en un espacio vec-
torial topologico X, entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

(a) p es continua.

(b) V,, es una vecindad abierta de 0.

(¢c) V, es una vecindad de 0.

(d) p es continua 0.

(e) Eziste en X una seminorma continua q tal que p < q.

Lo primero que demostraremos es la equivalencia de las primeras cuatro
afirmaciones y después serd facil demostrar su equivalencia con la dltima.
(a) =(b) p es continua por lo que

pH(0))={reX:p(x) <1} =V,

es un abierto y 0 € V,,. Asi V}, es una vecindad abierta de 0.

(b) = (c¢) Como V,, C V,, y V, es una vecindad de 0, entonces V,, es
vecindad de 0.

(c) = (d) Supongamos que V, es una vecindad de 0 y sea € > 0. Sabe-
mos que €V, es una vecindad de 0. Si (z,.) es una red en X que converge
a 0, entonces z,, € €V, eventualmente, o en otras palabras, p(z,) < e,
eventualmente. Asi, p (z,) — 0 y p es continua en 0.

(d) = (a) Si (z,) es una red en X que converge a x, se sigue que
x; —x — 0 por lo que p (z; — ) — 0, por ser p continua en cero, y como
| p(z;) —p(x) |< p(x; — x), tenemos que p(x;) — p(x); de donde p es
continua en x.

(a) = (e) Es obvia.

(e) = (c) Si en X existe una seminorma continua ¢ tal que p < g,

entonces Vq C Vp y como Vq es vecindad, entonces Vp lo es.
O

Estas distintas formas de decir que una seminorma p es continua las
usaremos mds adelante, sobre todo la (b) que nos dard informacién sobre
los funcionales de Minkowski.

1.3.3. Caracterizacion de los espacios localmente convexos.
Supongamos que P = {p, : @ € A} es una coleccién de seminormas. Cons-
truiremos a partir de éstas una topologia en X localmente convexa 7, lla-
mada la topologia generada por P, que hace continua a cada una de las
seminormas. Observamos que pedir que cada seminorma sea continua equi-
vale a pedir que para tal topologia 7 se tenga que V), sea un abierto para



18 1. ESTRUCTURAS ALGEBRAICO-TOPOLOGICAS

todo p € P, y de esto se sigue que €V}, serd T—abierto para todo ¢ > 0.
De donde, si {p1,p2,ps,...,Pn} es una familia finita de seminormas en P,
n

entonces [ €V}, serd un T—abierto. Esto nos sugiere considerar la familia
i=1

n
B= {mﬁivpai :n €N, {palapozgapa;;v'“apan} CP,ei>0,1 § 1 < TL},

=1

para ser una base local del 0.
La familia B es claramente una base de filtro. Ademas por la Proposicién
n

1.1.3 y el Teorema 1.1.4, cada miembro V = () ¢V,, de B es un disco

i=1
absorbente; ademds AV € B para cualquier A € (0,1]. Por el Teorema
1.3.3, la familia B es una base local del cero para una topologia localmente
convexa. Por la definicién de dicha topologia, cada V), es un 7 -abierto ya
que si z € V), entonces existe V € B tal que x + V C V,,, por ejemplo
podemos tomar V ={y € X : p(y) <1—p(z)}.

De la discusion anterior se sigue que 7 es la minima topologia en X
que hace continuas a todas las seminormas de la familia P. Se acostumbra
denotar a 7 como 7 (P).

A partir de la topologia generada por una familia de seminormas, po-
demos dar un teorema que caracteriza a los espacios s localmente convexos.

TEOREMA 1.3.11. Un espacio vectorial topoldgico (X, T) es localmente
convezo si y solo si T estd generada por un familia de seminormas.

DEMOSTRACION. Por lo dicho al inicio de la subseccién, sélo tenemos
que probar la parte “sélo si”. Sea (X, 7) localmente convexo. Por la Pro-
posicién 1.3.2 en X hay una base local de cero {4; :i € I} formada por
abiertos, convexos y balanceados. Para cada A; consideremos su funcional
de Minkowski p;, entonces V,,, = A; y p; es una seminorma continua por los
Teoremas 1.3.9 y 1.3.10.

La candidata a ser la familia de seminormas que generan la topologia
7 es P ={p; :i € I}. Denotemos por 7 (P) a la topologia generada en X
por P. Sea V una vecindad de 0, segin 7, entonces A; C V para alguna
i € I, porlo que V,,, C V; de donde, V es vecindad de 0 segin 7 (P). Ahora,

n

sea W una vecindad del 0 segiin 7 (P), entonces () eijij C W para una
j=1

familia finita 4, ...,4, € I y escalares positivos €1, ...,€,, con n > 1. Por

construccion, Vpij pertenece a 7; de donde W es vecindad de 0 segun 7. O
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A continuacién caracterizamos la convergencia de redes es un espacio
localmente convexo.

PROPOSICION 1.3.12. Sea X un espacio localmente convero cuya to-
pologia estd dada por la familia de seminormas P. Una red (z;);c; en X
converge a x € X, sty sélo sip(x; —x) — 0 para cada p €P. En particular,
si (w7);c; converge a x, entonces p (x;) — p(x) para todo i.

DEMOSTRACION. Supongamos que (z;);.; converge x y sea p €P. O
sea, ; —x — 0. Como p es continua, segiin lo visto en la pagina 18, tenemos
que p(x; —z) — 0. Y como

p(zi) —p ()| <p(2i — )

concluimos que p (x;) — p(x).
Inversamente, si p (z; — x) — 0 para cada p €P, entonces dados ¢ > 0
v p1,-.., Pn€P existe ig € I tal que

pj(x; —x) <e
para i > gy todo 1 <j<n.

Por consiguiente, 2; € {y € X :pj (y —2) <e,1 <j<n}sii>ig Es
decir, z; - r en X. O

TEOREMA 1.3.13. La funcion mdximo de n de seminormas, conn > 1,
es una SemMinorma.

DEMOSTRACION. Sea R = {p1,p2,...,Pn} un conjunto de seminormas
en un espacio vectorial X. Definimos p : X — [0, 00) como
p(x) =méx (p1 (x),p2 (z),...,pn (2)).

(@) p(z+y) <p(x)+py) sizyecX.

Para cada 1 < i < n, se cumple p; (x + y) < p; (x) + p; (y) por lo que:

pz+y) = max(p (z+y),p2(x+y),...,pn (T +Yy))
pj(z+y)

pj () +p;j (v)

p(z)+p(y);

INIA

de donde, obtenemos la desigualdad del triangulo
(b)p(Ax)=Mp(x)siz e Xy AeF.
Para cada 1 < i < n, se cumple p; (Ax) = |\| p; (z) por lo que:
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pOa) = max(p (Ar),p2 (A),....pn (A))
= max ([Alp1(z),[Alp2 (z),...,[Alpn (2))
= [Nmaz(p1(z),p2 (z),...,pn(x))
= [Alp(a).
|
DEFINICION 1.3.14. Se dice que una familia P de seminormas en un
espacio vectorial X estd saturada si para cadan > 1y p1,p2,...,pPn € P,
se cumple que p = max (p1,ps, .- ., Pn) Pertenece a P.

El concepto de familia saturada de seminormas es un caso particular
del siguiente méas general.

DEFINICION 1.3.15. Se dice que una familia P de seminormas en un
espacio vectorial X estd dirigida si para cadan > 1y p1,p2,...,pn € P, se
cumple que existe p € P tal que max (p1, pa, ..., Pn) < .

PROPOSICION 1.3.16. Sea P = {p; : i € I} una familia de seminormas
en un espacio vectorial X . Definimos la saturacion de P como la familia de
SEMINOTMAS

Q :{max (piupizv 7Pzn) in = 1api1api27 o5 Di, € P} .

Entonces Q es una familia saturada de seminormas que define la misma
topologia que P. Se dice que la familia P estd saturada si P= Q.

n
DEMOSTRACION. Sabemos que los conjuntos de la forma: () ¢;V},, don-

=1
de n = 1, piy,Piys-sDi, € Py {€1,€2,...,6n} son escalares positivos,
forman una base local del 0 para la topologia definida por P. Sean p =
max (pi; , Piy, - Pi,,) € Py € =min{ey, €a,...,€,}; como p > p;; para todo

Jj, entonces por (a) del Teorema 1.3.5, V,, C Vpij para todo j, y de esto se

n
sigue que €V, C einij, con lo que toda vecindad bésica de la topologia
=1
generada por P ejs vecindad en la topologia generada por Q. Por otra parte,
p = max (pi, , Piy, .-, Pi,, ) €5 continua en la topologia 7 (P) por serlo cada p;,
y entonces €V, es una vecindad de 0 para la topologia 7 (P), por tanto, toda
vecindad bésica en 7 (Q) es vecindad en 7 (P) (por el Teorema 1.3.10), por
consiguiente, la familia de vecindades del cero son las mismas y por tanto,
definen la misma topologia. O
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1.4. Espacio cociente

En esta seccion X es un espacio vectorial y S un subespacio vectorial
de X. Definimos el espacio cociente X /S como el espacio de las clases de
equivalencia determinadas por la relacién definida como x ~y siy—x € S.
La clase de equivalencia correspondiente a € X se denota como z. El
espacio X/S es un espacio vectorial con las operaciones T + 7§ = = + y,
AZ = Az. Su elemento neutro es 0.

El homomorfismo canénico,

Q:X—->X/8

que asocia a cada x € X su clase T estd bien definida y es claramente lineal
y suprayectivo.

Supongamos que (X, 7) es un e.v.t. y demos a X /S la topologfa co-
ciente ¢, o sea la de identificacién: B € ¢ si y sélo Q=1 (B) € 7. Es obvio
que @ es continuo y también @) es abierto, ya que si U C X entonces

QT QU)=U+S=Jz+U,

€S
por lo que si U € 7, entonces Q! (Q (U)) € 7 y por tanto, Q (U) € q.

LEMA 1.4.1. El espacio cociente (X /S, q) es vectorial topoldgico. Si X
es de Hausdorff y S es cerrado, entonces (X /S, q) es de Hausdorff.

DEMOSTRACION. Sean z,y € X y A € F. Supongamos que B, B’ € ¢
son tales que T+% € By A\T € B’. Entonces, z+y € Q=1 (B), \x € Q1 (B')
y Q7Y (B),Q 1 (B’) € 7. Por tanto, existen U,V € 7y § > 0 tales que
relUyeVyU+V CcQ1(B)yNUeQQ 1 (B)si|N-)A <6 De
donde, Q(U)+Q (V) C By AQ(U) € B si [N — A < ¢. Por ser @ una
funcién abierta, tenemos que Q (U) y @ (V') son vecindades abiertas de T y
7y, respectivamente. Entonces la suma y producto son continuos.

Supongamos que X es de Hausdorff y S es cerrado. Si T # 0, entonces
x ¢ S, por lo que existe en X una vecindad V' de x que no interseca a S.
Por consiguiente, T — @ (V') es una vecindad de 0 que no contiene a T y asi,
X /S es de Hausdorff. O

LEMA 1.4.2. Se p una seminorma definida en X . Entonces la funcion

pa)=inf{p(y):yez}=inf{p(x+2):2€S5},

definida en X/S es una seminorma. Cuando p es una norma y S es un
cerrado en la topologia de X definida por p, entonces p es una norma.
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DEMOSTRACION. La funcién p es mayor o igual que cero, ya que es el
infimo de un conjunto de nimeros no negativos.
Es obvio que p (0z) = 0 = 0p (Z). Sea A € F, no nulo, entonces:
p(Az) = inf{p(y):yer}
= inf{p(y):y € AT}
= inf{p(A\y):y e}
= inf{|Alp(y):y €7}
= [Alinf{p(y)/y € 7}
= p(@).
O sea, p es absolutamente homogénea.
Por otra parte p satisface la desigualdad del tridngulo, ya que si 2’ € T
vy €7, entonces 2’ +y' € T+ 7 y por tanto,
pE+Y) <pl'+y)< p@)+p®).
De donde,

p(E+y) < p@)+p).

Supongamos que p es una norma y S es un cerrado de X en la topologia
dada por p. Entonces p (Z) = 0 implica que existe una sucesién (z,) en X
tal que x,, —x € S paratodon > 1y p(z, —z) = 0. O sea x estd en S,
por ser éste un cerrado; de donde, T = 0. Por consiguiente, p es una norma
en el cociente. (]

TEOREMA 1.4.3. Si X es localmente convero y P es una familia de
seminormas saturadas que generan su topologia, entonces la familia saturada
de seminormas P = {p: p € P} genera la topologia cociente q en X /S. Es
decir, (X ,/S,q) es localmente convero. Cuando P se reduce a una norma
p=| y S es cerrado en X, entonces p es una norma.

DEMOSTRACION. Es fécil ver que P estd saturada. Afirmamos que
Vi={Z:p(@) <1} =Q (V)

para cada p € P. Tenemos que V, C Q! (V;;) debido a que p(z) < p
para todo z € X. De donde, @ (V,,) C (V;) Por otra parte, si p(T) <
entonces existe y € T tal que p (y) < 1; por lo que T € Q (V},).

Por ser @ una funcién abierta se tiene en particular que

Vi={z:p@) <1}

(z)
1

)

es una g-vecindad de 0.
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Sean B € T (P) y T € B. Entonces existen p € Py ¢ > 0 tales
T+ eV CB.

Por lo anterior y por ser (XS, q) un e.v.t., tenemos que T+ €V} es una
g-vecindad de z. Por tanto, B € q.

Inversamente, si B € ¢ y T € B, entonces Q! (B) € 7 y existen p € P
y € > 0 tales que

z+eV, CQ 7 (B);
por tanto,
T+ eV CB.
Es decir, B et (P)
La ultima afirmacién del enunciado del teorema se sigue del Lema 1.4.2.
O

TEOREMA 1.4.4. Si (X, |||) es un espacio de Banach y S es un subes-
pacio cerrado de X, entonces X /S es de Banach con la norma

[Zll = inf{llyll : y € T} = inf {l|lz + 2] : z € S}

DEMOSTRACION. Por lo anterior sélo falta probar que X /S es com-
pleto. Tomemos una sucesién de Cauchy (Z,) en X /S.

Existe una subsucesién (Z,, ) de (Z,)tal que:

_ _ 1

H%zk o x”k+1H < ok’
Lo que implica que existe una sucesion zj de elementos de S tales que:

1
(@, = Tnps) + 2| < ok

Definimos una nueva sucesién en S:

y1 = Oa

k—1
Ye = —g 24
i=1

para k > 2.
Observemos que

1
| o
Por lo que la sucesiéon (wi) = (@, + yr) es de Cauchy, ya que k < r
implica

:Enk + Yr — xnk+1 - yk+1H = H(xnk - mnk+1) + zk;“ <

<

Hwk — Wy :Hwk - wk+1H + Hwk+1 - wk+2H +...+ er—1 — Wy

92k—1"
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Entonces (wy) converge a un elemento x del espacio de Banach X.
Probaremos que %, converge a Z:

1 |

< |

fnk—fH xnk—x+yH:y6S}

Ly, — l‘—‘rka

La tdltima desigualdad se da porque los elementos ¥, pertenecen al S.
Como la dltima norma tiende a 0 cuando k — oo, se sigue que z,,, — . Por
tanto la sucesién de Cauchy (Z,,) converge a T y queda probado que X /S
es un algebra de Banach. |

1.5. Operadores lineales continuos entre espacios localmente
convexos

En esta seccién se caracterizard a las transformaciones lineales conti-
nuas, también llamados operadores lineales continuos entre espacios local-
mente convexos. Esto se hace mediante seminormas que generan las topo-
logias respectivas.

TEOREMA 1.5.1. Sean X,Y dos espacios vectoriales topoldgicos y T :
X — Y un operador lineal. Si T es continuo en cero, entonces T es con-
tinuo en X.

DEMOSTRACION. Supongamos que T es continuo en 0. Si (z;) es una
red y x; — 0, entonces T (z;) — T (0) = 0. Sea x € X y (z;) es una red
tal que x; — x, entonces z; — x — 0, por lo que

T(xi—x)=T(z;) =T (xr) — T(0) =0,

osea T (z;) — T (z) y T es continuo en z. O

TEOREMA 1.5.2. SeaT : X — Y un operador lineal entre dos espacios
localmente convexos cuyas topologias estin generadas por las familias de
seminormas Px y Py, respectivamente. El operador T' es continuo si y sélo
st dado gg € Py ye >0, existenn > 1, paysDagy- -+ Pan, € Px y 6 > 0 tales
que gg (T (z)) < € st pq, (x) < § para todo 1 <i < n.

DEMOSTRACION. Supongamos que 7' : X — Y es continuo. Sean gz €
I'y y € > 0. Por la continuidad de T" en cero, existen n > 1,

PaysPass -+ Pay, € Px
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n
y escalares positivos {01,03,...,d,} tales que T (ﬂ 6iVai> C Vg, Sea
=1

n

n
6 =min{d; : 0 < i < n}, entonces como [ 6V, C () 6;V,, , tenemos
i=1 ©i=1 ’

1=

T (ﬂ 5Va,,,> 7
=1

es decir, si po, () < 0 para todo 1 < i < n, entonces Py, (T (r)) <.
Para el regreso, veremos que T' es continua en cero, por lo que por el

m
teorema anterior, T es continua en X. Sea () €;V;, una vecindad bésica

a8,

Jj=1
de cero en Y. Tomemos ¢ = min{e; : 1 < j < m}. Por hipétesis, para cada
Bj existen n; > 1, Doy s Pagsgys - - .,Panjﬂ(j) en Px y 6; > 0 tales que

() < é; para todo 1 < k < n;, sea
0=min{d; : 1 <j<m}.

P, (T () < € 8l pay;,

m My
Ahora, si z € () ) IV,
j=1k=1
1 <k<njyl<j<mdelo que se sigue que gg, (T (x)) < € para todo

, entonces pq, () < 6 < 4; para todo

a,BG) iB(d)

m
1 < j < my por tanto, T (z) € eijﬁj; de donde, T es continua en
j=1

0. O

COROLARIO 1.5.3. Sea T : X — Y un operador lineal entre dos espa-
cios localmente convexros cuyas topologias estan generadas por las familias
de seminormas Px y Py, respectivamente, donde la primera estd dirigida.
El operador T' es continuo si y sélo si dada g3 €Py, existen d >0 yp € Px
tales que qg (T (x)) < € sipa () < 0.

Tenemos una variante del teorema anterior. Antes de enunciarlo, obser-
vemos que si T : X — Y es un operador lineal y definimos p (z) = ¢ (T (z)),
entonces p es una seminorma en X. En efecto, si A € Fy z,y € X, entonces

p (M) = q (T (A\r)) = ¢(AT (2)) = [Al ¢ (T () = [Al p ()

®
_|_
<

~—

plx+y) =
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TEOREMA 1.5.4. SeaT : X — Y un operador lineal entre dos espacios
localmente convexos cuyas topologias estin generadas por las familias de
seminormas Px y Py, respectivamente. El operador T es continuo si y sdélo
st dada gqg €Py, existen M >0, n > 1y pa,,Dass---+Pa, € Px, tales que

ap (T (‘r)) < M - mazx {pa1 (x) y Pas (33) s+ -9 Day, (33)}

para todo x € X.

DEMOSTRACION. Supongamos que 7' es continua y sea gz €Py. Por el
teorema anterior existen n > 1; po, (%), Pay (%), -+, Pa, () € Px y d >0
tales que gg (T (z)) < 1 si py, (z) < 6 para todo 0 < i <n. Sea M = —; de
esto se sigue que si

(1.5.1) M - max {pa, () ,Day (@), ..., Pa, (¥)} <1

entonces gs (T (z)) < 1

5?

Como tanto p(z) = gg (T'(z)), como p'(z) = M -max (Pa,, Pas: - - -+ Pa,)
son seminormas en X, entonces (1.5.1) se puede escribir como V,y C V, y
por el Teorema 1.3.5, tenemos que p () < p’ (z) para todo x en X, es decir:

qp (T (x)) < M-max{pa, (%) ,Pas (¥),-..,Da, ()}, para toda z € X.

Inversamente, sea gz €Py arbitraria y supongamos que existen M > 0,
N >1Y PaysPags---sPa, € Px , tales que

qp (T (2)) < M - maz {pa, (), Pas () ;- -+ Pa,, (2)}

€
para todo x € X. Sea e > 0, definimos 6 = —, entonces p,, (z) < ¢, implica

M - max (pa, (z),Pa, (z),...,Pa, (x)) < €y por tanto, gz (T (z)) < e. Es
decir, T' es continua en cero y por tanto continua en X. O

COROLARIO 1.5.5. Sea T : X — Y wun operador lineal entre dos espa-
cios localmente convezros cuyas topologias estdin generadas por las familias
de seminormas Px y Py, respectivamente, donde la primera estd dirigida. El
operador T es continuo si y sélo si dada qg €Py, existen M >0 y p € Px,
tales que qp (T (x)) < Mpq (z) para todo x.

En particular, si los espacios X y Y son normados, tenemos el siguiente
resultado.

COROLARIO 1.5.6. Un operador lineal T : X — Y entre dos espacios
normados X yY es continuo si y sdlo si ||T (z)]] < M ||z|| para algin M > 0
y todo x € X.
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Con base en este corolario, se define en el espacio B (X, Y") de operadores
lineales continuos entre dos espacios normados X y Y llamada la norma de
operadores:

[T = sup [T (z)].

flzll<1
Observamos que
1T (@) < 1T |l

para todo x € X.

Con esta norma B (X,Y) es de Banach si y sélo si Y lo es. La prueba
de la parte “si” de esta afirmacién sigue las mismas lineas que se usan en
la prueba de que el espacio Cy (X) de las funciones escalares continuas y
acotadas definidas en un conjunto X, es de Banach cuando se le da la norma
del supremo o norma uniforme:

1flloe = sup [If ()]
reX

Cuando X =Y escribimos B (X) en lugar de B (X, X).

TEOREMA 1.5.7. Sea X un espacio localmente convexo cuya topologia
estd generada por una familia de seminormas Px. Llamemos P a la familia
de todas las seminormas continuas en X. Entonces Px y P generan la
misma topologia en X y P es una familia saturada.

DEMOSTRACION. Veremos que todo vecindad bésica del 0 en la topo-

logia 7 (Px), es vecindad del 0 en la topologia 7 (P), y viceversa.

Sea V' una vecindad bdsica de 0 para 7 (Px), entonces V = ) &V},
i=1
con n natural y {p1,p2,p3,...,pn} C Px. Como cada seminorma en Px es
continua, entonces {p1,p2,ps,...,Pn} C P. Asi, V es una vecindad bdsica
de 0 para 7 (P).

Inversamente, sea V una vecindad bésica de 0 para 7 (P), entonces
n

V = &V, con n natural y {p1,p2,p3,...,0n} C P, pero por ser p;
i=1

continua para i € {1,...,n}, entonces ¢;V,, es una vecindad de 0 para 7 (Px),

por el Teorema 1.3.10 Asi V' es vecindad de 0 en 7 (Px).

Por ultimo veamos que P es una familia saturada. Sean > 1y

P1,D2,---,Pn € 7)7

se cumple que p = max (p1, P2, ..., Pn) €s seminorma por el Teorema 1.3.13
y es continua por serlo cada p;. Asi p € P. O
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1.6. El dual topoldgico

El dual algebraico X# de un espacio vectorial X es el espacio vectorial
formado por todos los operadores lineales de X al campo de escalares. En
este caso dichos operadores son llamados funcionales lineales.

El nicleo de una funcional lineal f se denota como ker f.

LEMA 1.6.1. Sea X espacio vectorial y f, f1,..., fn funcionales lineales
n

definidas en X y tales que () ker(fx) C kerf. Entonces existen escalares
k=1
n
aq,...,ay tales que f(x) = > apfi () para todo x € X.
k=1

DEMOSTRACION. La prueba se hard por induccién sobre n. Suponga-
mos que el kerf; C kerf, Tomamos x € X tal que f; (z) # 0, si no existiera,
entonces f1 seria nula y por tanto f también. Si ' = ﬁx, entonces
fi1(a’) =1y se cumple que y — f1 (y) 2’ € kerf; para todo y € X. Se sigue
que f(y—fi(w)z)=f(y)—f (@) f1 (y) =0. Al tomar f (z') = a, tenemos

que f (y) = af; (y)para todo y € X.

Ahora supongamos cierto el resultado para todo m < n. Si existe
n

1 < j < ntal que (Nkerfr = () kerfk, entonces f(x) = > apfr (2)
k#j k=1 k#j

n
por hipétesis de induccién, y asi f(z) = Y agfr (z), con a; = 0.
k=1

n
Supongamos que () kerfi # [ kerf para todo 1 < j < n, entonces
k#j k=1
para cada j existe z; € X tal que f; (z;) #0y fi (z;) = 0 para todo k # j.
Para y; = mmj, tenemos que f; (y;) = 1y fr (y;) = 0 para todo
k#jyl<j<n.
Definimos oy = f (yx) para cada 1 < k < n. Sea y € X y hagamos

w=y—> fi¥) vk,
k=1

entonces
n

fiw)=Ffi )= > fe W) fi () =0
k=1
para todo j y asi, por hipétesis, f (w) = 0; de lo que se sigue que

fy) = zn:akfk ()
k=1

para todo y € X. O
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Cuando X es un espacio vectorial topoldgico, se define el dual topolégico
o continuo X* de X como el subespacio de X# que estd formado por las
funcionales lineales continuas.

COROLARIO 1.6.2. Sea X un espacio localmente convexo cuya topologia
estd generada por la familia P de seminormas. Una funcional lineal f :
X — T, es continua si y solo si existen un escalar M > 0 y seminormas

Ply...,Pn € P tales que |f ()| SM(Zpk(x))
k=1

DEMOSTRACION. El resultado se sigue del Teorema 1.5.4 observando
que

max {pl (SU) y P2 (.’t) yeresPn (1’)} S Zpk ((E)
k=1

n

kZ:Ilpk () < memaz{py (z),pa () ;... pn ()}

O

De acuerdo al lo dicho después del Corolario 1.5.6 X* es de Banach
para cualquier espacio normado X cuando en X* se considera la norma de
operadores

If = sup [f ()]
lzll<1
1.6.1. La topologia w*. Supongamos que X es un espacio vectorial.
En X# se define la topologia localmente convexa w*, llamada la topologia
débil * | la cual estd generada por las seminormas definidas como

px (f) = 1f (2)]
donde x corre por todo X.

Si X es un espacio vectorial topolégico, entonces la topologia inducida
en X* por w*es llamada la topologia débil * de X*y se sigue denotando por
w*.

Con X## denotamos al dual algebraico del dual algebraico X# de
un espacio vectorial X y si este Ultimo es un espacio normado, entonces
X**denotara al dual topoldgico de X *.

Sea X un espacio vectorial. Para cada x € X definimos Z (f) = f (x)
para todo f € X#, entonces % es una funcional lineal en X#. La transfor-
macién

X - X#*#

T — x

es lineal e inyectiva y es llamada la inmersién natural de X en X##.
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Si X es un espacio vectorial normado, entonces la restriccién de  a
X*, a la que seguiremos denotado por & es una funcional lineal en X*. La
transformacion

X — X
r — xr
es lineal e inyectiva y es llamada la inmersiéon natural de X en X**.

En cualquiera de los dos casos la imagen del espacio X se denota por
X.

Los resultados que més usaremos, respecto a la topologia w*, son los
siguientes.

PROPOSICION 1.6.3. Sea X un espacio vectorial topolégico. Una red
(fi);er en X converge a f € X*en la topologia w* siy solo si f; (x) — f(x)
para cada € X.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 1.6.4 tenemos que (f;) — (f) siy
sélo sip; (f; — f) — Oparacadaz € X. Comop, (f; — f) = [fi (z) — f ()],
entonces p, (f; — f) = 0siy sélosi f; (z) = f(x) para cada x € X. a

*

PROPOSICION 1.6.4. Sea X un espacio vectorial. La topologia w*es la
minima topologia vectorial de X# para la cual cada & € X## es continua.
Si X es un espacio vectorial topoldgico, entonces (X*,w)" = X.

DEMOSTRACION. Sea Z € X##  por ser una funcional lineal basta de-

mostrar que es continua en cero. Sean f; € X# una red tal que f; %
y p; cualquiera de las seminormas que definen la topologia w*. Entonces
Z(fi) = fi(x) — f;(0) =0y as{ T es continua en 0.

Sea (X #, 7') un espacio vectorial topolégico en el cual toda funcional z
es continua, entonces

Vo, ={feX®ip, (f) <1} ={fe X" |f(x) <1} =771 (D1 (0))

es abierto. Asi, los vecindades basicas de 0 en la topologia w* son abiertos
en 7; de donde, w*C 7.
Ahora veamos que (X*,w*)" = X. Por lo demostrado previamente
xz E(X#,w*)* y por tanto, 7 € (X*,w*)"; de donde, Xc (X*, w*)".
Inversamente, tomemos F € (X*,w*)" entonces por el Corolario 1.6.2,
existen n > 1, seminormas p,,,...,Ps, y un escalar M > 0 tales que

[F (Nl < M3 pe, (f) = MY |f (xk)], para todo f € X*, lo que nos
k=1 k=1
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n
dice que kerF' C () kerZy. Por el Lema 1.6.1 se sigue que existen n esca-
k=1

lares o, ..., p tales que F (g) = > axf(xg) = f <Zo¢kmk> para todo
k=1 k=1

n ~

f € X* y por tanto, F = Z con z = Y agxg. Por lo que F € X. O sea
k=1

(X*,w)* C X. O

La siguiente proposicién nos dice que la convergencia de una red en X*,
segun la topologia w*, se reduce a la convergencia puntual.

TEOREMA 1.6.5. (Teorema de Alaoglu) La bola unitaria cerrada en X*
es w*-compacta. O mds en general, cualquier subconjunto de X*acotado en
la norma es w*-relativamente compacto.

Algebras y dlgebras topolégicas. Los espectros.

1.7. Introduccion

En esta seccién trabajaremos con las definiciones y propiedades basicas
de algebra y algebra topoldgica sobre los complejos.

Hasta ahora, hemos desarrollado la teoria que necesitamos sobre espa-
cios vectoriales topoldgicos. En algunos de estos espacios consideramos una
operacion mas, que es el producto, al que por lo pronto denotaremos por e.

DEFINICION 1.7.1. Sea E un espacio vectorial sobre C, entonces decimos
que F es un &lgebra si hay una operacion e en F, llamada producto que
tiene las siguientes propiedades:

(a) (rey)ez==xe(yez) (propiedad asociativa).

(b) (r+y)ez=xzez+yez, ze(x+y)=zex+ zey (propiedades
distributivas).

(c) a(zey) = (ax) ey = x o (ay) (propiedad asociativa respecto al
producto por un escalar).

siempre que z,y,2 € Ey a € C

Si ademas se cumple:

(d)zey=yexsiz,yckE,

entonces se dice E es un algebra conmutativa.

Y si existe un elemento e € F, denominado idéntico o identidad tal que

(e)eoexr=xeec=u,

para todo x € E, entonces E es llamada una dlgebra con idéntico o
unitaria.
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Es inmediato probar que el idéntico es unico, ya que si €’ tiene la pro-
piedad (e), entonces
e =cec =e.
Por comodidad, a partir de ahora escribiremos xy en lugar de x e y y
xyz en lugar de (zey)ezy xe(yez).

1.8. Elementos invertibles. El conjunto G (F)

En un algebra con identidad, pondremos especial atencién en algunos
elementos muy especiales, que son llamados invertibles.

DEFINICION 1.8.1. Sean F un dlgebra con identidad e y x € E. Si existe
y € E tal que xy = e (respectivamente, yzr = e), entonces se dice que = es
un elemento invertible por la derecha. (respectivamente, por la izquierda) y
y es llamado inverso derecho de z (respectivamente, de x). Si z es invertible
por la derecha y por la izquierda, entonces es llamado un elemento invertible
de E. A la coleccién de todos los elementos invertibles de E se le denota
por G (E).

Si = es invertible, entonces tiene un sélo inverso derecho y éste es tam-
bién su tinico inverso izquierdo, ya que si 2y = xy’ = e y zx = e, entonces

y=ey=zxy=zzy =ey =y

z=ze=zxYy =Y.
Es decir, z es invertible si y sélo si existe un tinico elemento, que deno-
tamos por x~1 tal que rlr=cx7l =e.
Definimos z" en un algebra E para cadan > 1y x € E, de manera
inductiva:

- LL'l:JI.

s "= xn—l

T, sin > 2.
Si el dlgebra E tiene identidad e, entonces definimos 2° = e, y si z € G (E)

_ . n e
entonces " = (z~')" por definicién.

TEOREMA 1.8.2. Sea E un dlgebra.

(a) 0z = 20 = 0.

(b) Si E tiene mas de un elemento y es unitaria con idéntico e, entonces
e #0 y el cero no es invertible.

(c) Si x,y son invertibles y a es un complejo distinto del cero, entonces
xy y ax son invertibles y, de hecho, sus inversos son y 'x~' y otz
respectivamente.

(d) Si x es invertible, entonces = también lo es: (z™) "' = (x_l)n.
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DEMOSTRACION. (a) Es claro que 0z = (0 + 0) z = Oz + Oz; de donde
Oz =0.

(b) Si 0 = e entonces = xe = e = 0 para cualquier € E ; de donde,
E tiene un sélo elemento, lo que contradice la hipétesis. Si suponemos que
0 es invertible, entonces existe x tal que 0 = Ox = e, lo que contradice lo
anterior.

(c) Tenemos

1 1 -1 1

TYy "xr - = zexr S =xx = =e,
-1 -1 —1 -1
y vy = Yy ey=y y=e
y
alz7lar = alazlz=1le= e,
ara"tr! = aalzzTl=le=e.
(d) Se prueba por induccién usando (b). O

En lo sucesivo, a menos que se diga lo contrario, sélo trabajaremos con
algebras con méas de un punto.

Supongamos que I es un ideal de un algebra conmutativa E. El espacio
cociente F/I es un espacio vectorial y al definir en él producto zy= Ty es
facil ver que es un dlgebra. Si E tiene idéntico e, entonces € es el idéntico
de E/I.

DEFINICION 1.8.3. Un é&lgebra E con una topologia T se denota por
(E, )y se dice que es topoldgica, si (E, T) es un espacio vectorial topoldgico
y el producto definido en E es continuo.

PROPOSICION 1.8.4. Sean E un dlgebra y 7 una topologia vectorial en
E. El producto en E es continuo si y sélo si es continuo en (0,0).

DEMOSTRACION. Sean (z¢,y0) €E x E y V una vecindad de 0. Existe
dos vecindades balanceadas U y W de 0 tales que W+W+W CV (1.2.1) y
UU C W (el producto es continuo en (0, 0)). Por la continuidad del producto
por un escalar existe 0 < A < 1 tal que Axg, A\yg € U;

Para (z,y) € E x E tenemos

zy — zoYo = (z — o) (¥ — o) + o (¥ — Yo) + (. — 20) (vo) -
Asi, (x,y) € (o + AU) X (yo + AU) implica
xy — xoyo € N2UU + AxoU + AUyo;
de donde,
zy—zoyo E WH+W4+W CV
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o lo que es lo mismo xy € —xyo + V si (z,y) € (xo+AU) X (yo+AU) v
como AU es una vecindad de 0, tenemos que el producto es continuo en

(z,9). O

1.9. Algebras localmente convexas

Hay un tipo de dlgebras topolégicas en el que nos vamos a concentrar,
las llamadas algebras localmente convexas que tienen como caso particular
a las m-convexas y estas a su vez a las normadas y las de Banach.

DEFINICION 1.9.1. Un 4lgebra topolégica (E,T) se dice que es local-
mente convexa, si (F,7) es un espacio localmente convexo.

TEOREMA 1.9.2. Sean E un dlgebra con una topologia lineal T local-
mente convexa y P un familia saturada de seminormas que generan a T.
Entonces, E es un dlgebra localmente convexa, o sea su multiplicacion es
continua, st y solo si para cada seminorma p € P, existen una seminorma
q€P yr >0 tales que

(1.9.1) p(zy) <rq(z)q(y)
six,y € F.

DEMOSTRACION. Supongamos que en E su producto es continuo. En
particular, es continuo en (0, 0), entonces dados p € Py € = 1, existen § > 0
y g € P tales que si g(z) < § y q(y) < § entonces p (xy) < 1. Tomemos
xz,y € E y supongamos que ¢(z) y ¢ (y) son distintos de cero. Tenemos

q (gf{ﬁ;))< dyq (23(’;)) < 4, por lo que

ox  dy B 52 -
p<2q(x>2q<y>> - Pl <t

Al despejar obtenemos: p (zy) < 55¢ (2) .
Ahora supongamos que ¢ () = 0y ¢q(y) # 0. Como g (Az) = 0 para
todo A > 0, entonces

)y M
P(ain) = aren <t

Si despejamos llegamos a que p (xy) < %q (y) para todo A > 0y se
tiene que p (zy) = 0.

De modo andlogo se procede si ¢ (y) =0y ¢ (x) # 0, y el ultimo caso es
cuando ¢ () =0, ¢ (y) = 0. Entonces, tenemos que g (A\x) =0y ¢(\y) =0
sin importar el valor de A > 0, por consiguiente,

p(Axdy) = Np(ay) < 1.
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Nuevamente podemos despejar y llegamos a que p (zy) < )\%, y de ahi
ap(zy) =0.

Asi, p(zy) < 53¢ (%) g (y) en todos los casos.

Inversamente, sean p una seminorma de P y € > 0, entonces por hipé-
tesis existen r > 0 y ¢ € P tales que:

p(zy) <rq(x)q(y).

De donde, ¢ (z) < (f)% yq(y) < (5)% implican:

T

p(zy) < rq(z)q(y)
€T [€\3
< r (7) (7) = €.
r r
En otras palabras, el producto en E es continuo en (0,0) y por tanto,
en E. [l

COROLARIO 1.9.3. Un dlgebra E con una topologia lineal T es un dlgebra
localmente convezxa si y solo si su topologia T puede definirse por una familia
saturada de seminormas P que satisface que para cada seminorma p € P,
existe una seminorma q € P tal que

(1.9.2) p(xy) < q(z)q(y)

s,y € .

DEMOSTRACION. Si hay una familia saturada de seminormas P que
define la topologia de 7 y satisface (1.9.2), entonces P también satisface
(1.9.1) y, de acuerdo al teorema anterior, (E,7) es un &dlgebra localmente
convexa.

Inversamente, si (E, 7) es un algebra localmente convexa, entonces con-
sideremos la familia P de todas las seminormas en E continuas respecto a
la topologia 7. Sabemos, por el Teorema 1.5.7 que estd es una familia sa-
turada de seminormas que genera la topologia 7. Por el teorema anterior,
dada p € P, existe una seminorma ¢’ € P y r > 0 tales que

p(zy) <rd (x)q (y)
six,y e E.
La funcién ¢ = 1/r¢’ es una seminorma en F que es Tcontinua, por serlo
q’. Asi, g € Py se cumple
p(ry) <q(z)q(y)
six,y e E. O



36 1. ESTRUCTURAS ALGEBRAICO-TOPOLOGICAS

En lo sucesivo se supondra que la topologia de toda dlgebra localmente
convexa estd definida por una familia saturada de seminormas que satisfacen
la condicién (1.9.2).

1.10. El cociente de un algebra localmente convexa.

TEOREMA 1.10.1. Sea E un dlgebra conmutativa localmente convexa
cuya topologia estd generada por la familia de seminormas P. Si I es un ideal
de F, entonces el dlgebra cociente E /I es un dlgebra localmente convezxa y
su topologia estd dada por la familia P de las seminormas:

px)=inf{p(y):y € 2]},
conp € P. Si E es de Hausdorff e I es cerrado, entonces la topologia
cociente es de Hausdorff.

DEMOSTRACION. Recordamos que se supone que P estd saturada y
satisface (1.9.2). Por el Teorema 1.4.3 sabemos que (E /1, ||-||) es un espacio
localmente convexo cuya topologia esta definida por la familia saturada P.
Sélo falta ver que para esta familia se satisface la condicién (1.9.2); mismo
que ahora hacemos.

Dada p € P, existe ¢ € P tal que p(zy) < q(x)q(y) si z,y € E; de
donde,

p(zy) =inf{p(z): 2 6[ yl}
<inf{p(z'y): [ | vy €lyl}
<inf{q(x ')q( il ela] yy €y}
=inf{q(z') 2" € 2]} -inf{q(y) v €y} =q(=)q(y).

Por el Lema 1.4.1, si E es de Hausdorff e I es cerrado, entonces la
topologia cociente es de Hausdorff. O

1.11. Algebras m-convexas, normadas y de Banach

Clases particulares de algebras localmente convexas son las que a con-
tinuacién se definen.

DEFINICION 1.11.1. Un &lgebra localmente convexa E es llamada m-
convexa si su topologia se puede definir por una familia de seminormas P
que satisface que

(1.11.1) p(zy) <p(x)p(y)
sipePyux,yeE.
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Un caso particular de &dlgebras m-convexas son las que se definen a
continuacion.

DEFINICION 1.11.2. Diremos que E es un dlgebra normada si hay una
norma ||-|| que define su topologia y ésta es submultiplicativa; es decir, dicha
norma satisface la desigualdad

eyl <l Tl

para todo x,y € E. Si un algebra normada (E, ||-||) es un espacio completo
entonces es llamada un algebra de Banach.

1.12. Las algebras localmente convexas (C (X), k), (Cy (X),5),
(Co (X)) ¥ B(E)-

Los espacios C (X) y Cy (X) de las funciones complejas continuas, y de
las continuas y acotadas, respectivamente, definidas en el conjunto no vacio
X, son ejemplos de algebras conmutativas con unidad, cuando en ellos se
consideran las operaciones usuales de las funciones. La funcién constante 1
es la identidad de estas dlgebras.

A continuacién presentamos ejemplos de algebra, m- convexa, localmen-
te convexa y normada.

1. El dlgebra C (X), con la familia saturada de seminormas

pk (f) = sup |f (z)],
reK

donde K varia en la colecciéon de subconjuntos compactos no vacios de X,
es un algebra m - convexa, ya que

rr (f9) < px (f) px (9)

La topologia determinada en C' (X)) por estas seminormas es llamada la
topologia compacto-abierta de C (X). Esta topologia se denota por .

2. Recordamos que se dice que una funcién compleja ¢ definida en un
espacio topoldgico X se anula al infinito si para cada € > 0, existe un
compacto K C X tal que

|f(z)] <esiz ¢ K.

Las funciones continuas y positivas que se anulan al infinito, y las aco-
tadas y positivas que se anulan al infinito se denotan por Cj (X) y By,
respectivamente.

Ejemplo de este tipo de funciones es toda funcion con soporte compacto.
Recordamos que el soporte sop (f) de una funcién compleja f definida en
un espacio topolégico X se define como:

sop (f) ={z € X : f(x) #0}.
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Las funciones continuas y positivas, con soporte compacto y las acotadas
y positivas, con soporte compacto , definidas en X se denotan por C(To (X)
y By (X), respectivamente.

2.1 Cuando X es un espacio topoldgico localmente compacto (de Haus-
dorff) se define en Cy (X) la llamada topologia estricta de Buck que hace a
Cy (X) un algebra localmente convexa. Esta topologia estd generada por la
familia saturada de las seminormas definidas en Cj, (X) como

P (f) = sup |f (z)| ¢ (x)
zeX

donde ¢ corre por el espacio Cj (X).
Tenemos que ¢ € Cf (X) implica VP E Cy (X) y por tanto,

po(f-9) <pyp(f)ryz(9)

si f,g € Cp(X). Por lo que se satisface la condicién (1.9.1) y Cp (X) es
localmente convexa.

2.2 La topologia estricta se generaliza para cuando X es completamente
regular y Hausdorff (T3%), sin ser necesariamente localmente compacto. En
este caso, la topologia estricta (de Giles) en Cp (X) estd definida por la
familia saturada de seminormas definidas en Cj, (X) como

pe (f) = sup|f (z)| ¢ (x)
zeX

donde ¢ corre por el espacio By (X). Aquf nuevamente tenemos ¢ € By (X)
implica /p € Bf (X) y por tanto,

Po (f-9) <pys(f)rsz(9)

si f,g € Cp(X). Por lo que se satisface la condicién (1.9.1) y esta dlgebra
es localmente convexa.

La topologia estricta en cualquier caso se denota por .

3. Recordamos que Cj (X) es un espacio de Banach con la norma del
supremo |||, de hecho es un algebra de Banach ya que

1F9lloe < 1fllsc 19l -

A la topologia que |[|-||, determina se le llama topologia uniforme.

Cuando X es compacto C (X) = Cp(X) y por tanto, C (K) es un
algebra de Banach con la norma uniforme, si K es compacto.

4. El algebra B (E) de los operadores lineales continuos de un dlgebra
normada F en si misma.

Sea E un 4lgebra normada con idéntico e. Tenemos que ||e|| # 0. En el
primer capitulo dijimos que B (F) es un espacio normado con la norma de
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operadores, ||T'|| 5 = sup ||T (z)| y observamos que
llzll<1

1T (@) | < Tl g NIl

para todo x € E.

Podemos definir un producto en B (E) como la composicién de funcio-
nes, entonces es facil ver que la composiciéon de dos operadores lineales es un
operador lineal y que la operacién composicién es asociativa y distributiva:

(S1+82) 0T (x) =(S10T () + S20T (2))
=(S10T+50T) (x);
T o (S1+ S2) (z) =T o (S (z) + S2 (x))
=(ToS1+ToS3)(x);
v si a € F, entonces
6 (SoT)(x) = a(SoT () = (aS) o T (x) = S o (aT) (x).

Por comodidad, en lo sucesivo escribiremos ST en lugar de S o T
Por lo anterior B (E) es un dlgebra cuyo idéntico es el operador identi-
dad I, y es normada ya que su norma ||-|| 5 es submultiplicativa:

(L12.1) [ISTll, = sup ST @) 18] sup |7 (@) = 1515 |71l
lzll<1 l=zl<1

1.12.1. La norma del idéntico. En cualquier dlgebra normada con
idéntico e, se cumple que |le|| < |le]| |le||. Por tanto, ||e]| > 1.

Es facil ver que en B (E) se cumple que || I|| ; = 1. En el dlgebra normada
(Cy (R), |||l ) 1a norma de la identidad (la funcién contante 1) también es
1, pero no siempre este es el caso para cualquier dlgebra normada. Podemos
arreglar esto 1ltimo, es decir podemos, como veremos a continuacion, definir
en un algebra normada E una norma submultiplicativa equivalente a la
original, es decir que define en E la misma topologia que la norma original,
para la cual la norma de e es 1. Para esto nos valdremos del dlgebra normada
B(E).

Definamos la transformacién T, (y) = zy de E en si misma. Tomemos
A€eFyuy,z € E, entonces

T.(Ay+2z)=xA\y+2) = ey +zz =\, (zy) + T, (22),

por lo que T, es un operador lineal y es continuo, pues

T2 (W)l = llzyll = [l yl
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para todo y € Y. O sea, || T,] < ||z
Definimos la transformacién

T:E— B(E)
z—T,.

Tomemos A € F, entonces

Trory (2) = (A + 1) 2
=\rz +yz
=XT; (2) + Ty (2).

Entonces T es lineal.
Por otro lado

Tyy (2) =zyz
=T,T, (2).

Ya vimos que ||, || 5 < [|z|| y como x = T, (e), entonces ||z|| < ||T%|| ||
O sea,

1
(1.12.2) el [zl < [Tl < =]l
Definimos, |z||z = ||7%||p para todo x € E. Es fécil ver que es una

norma en FE.
Por (1.12.1) tenemos:

leyllp = ITeTyll = ITell Tyl = llzll 5 vl 5,

y entonces ||z|| 5 es submultiplicativa en E.
Por (1.12.2) ||z|| 5 es equivalente a la original y tenemos que

lellz = Tzl = sup [[Te ()]
l=ll<1

= sup [z
el <1

=1.

De aqui en adelante, supondremos sin pérdida de generalidad que en
cualquier algebra normada con idéntico la norma de éste es 1, lo que nos
facilitard las cosas en muchos casos.
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1.13. Los espectros de un algebra

DEFINICION 1.13.1. Sean E y F dos élgebras sobre el mismo campo F.
Una transformacién lineal ¢ : E — F' es un homomorfismo de dlgebras si

(1.13.1) ¢ (zy) = ¢ () P (y) -

Cuando F' = F, también usaremos el nombre de funcional lineal multi-
plicativa o cardcter. Estas tltimas son muy importantes para el estudio de
las algebras y por ello trabajaremos las funcionales lineales multiplicativas.

Si ¢ es cualquier funcién que cumple la igualdad (1.13.1), entonces es
llamada una funcion multiplicativa.

El espectro algebraico de un &lgebra topoldgica E se denotard por
M# (E) y se define de la siguiente manera:

M# (E) = {¢: ¢es un cardcter no nulo en E}.
Definimos el llamado espectro (topolégico) de E como
M(E) = {o€ M#(E): ¢ es continuo} .

TEOREMA 1.13.2. Todo ¢ € M¥ (E), donde E es un dlgebra con iden-
tidad e, satisface lo siguiente:

(a) 6(e) = 1.
(b) & (x) #0 six es invertible.
(c)p(z7')=¢ (z)™" six es invertible.

(d) Su nicleo ker (¢p) es un ideal bilateral mazimo.

DEMOSTRACION. (a) Como ¢ no es nula, entonces existe un elemento
y de E tal que ¢ (y) # 0 y entonces,

¢ (y) = ¢ (ey) =d(e) 9 (y),

de lo que se obtiene que ¢ (e) = 1.
Para demostrar (b) y (c) usaremos (a). Sabemos que:

l=¢(e)=¢(zz7!) = (x) ¢ (a7"),
entonces, ¢ (z) Z0y ¢ (x’l) =¢ (;v)fl .

(d) El kernel de una funcional lineal es un subespacio vectorial. Por otra
parte, si x € ker (¢) y y € E, entonces

¢(zy) = (x) ¢ (y) =0
¢ (yz) = ¢ (y) ¢ (x) = 0.

Por tanto, zy, yz € F;lo que nos dice que el ker (¢) es un ideal bilateral.
Ahora demostraremos que ker (¢) es un ideal méximo; de hecho proba-
remos algo mas fuerte: es un espacio lineal maximal.
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Como ¢ no es la funcional nula, entonces ker (¢) # E. Sea S un subes-
pacio lineal de F tal que ker (¢) g S. Tomemos x € S\ ker (¢) y llamemos
M al subespacio generado por ker (¢) y x. Entonces M C S.

Para cada y € E se tiene que:

y= (y - xy) + -~y
¢ (x) ¢ (z)"
Claramente (y — ﬁy) € ker (¢) y el segundo sumando es un miltiplo

de y por lo que pertenece a M; es decir E = M = S, lo que prueba que
ker (¢) es un subespacio maximal y por consiguiente, al ser ideal, es ideal
maximo. O

COROLARIO 1.13.3. Dados X un dlgebra con identidad e, x € X y una
¢ € M# (E), entonces el elemento x — ¢ (x) e no es invertible.

DEMOSTRACION. Tenemos:

¢z —9(x)e) =od(x) —¢(x) =0

y por el resultado anterior, z — ¢ (x) no es invertible. ]

El siguiente teorema nos proporcionara condiciones suficientes para que
dos caracteres definidos en un dlgebra con identidad coincidan.

TEOREMA 1.13.4. Sean E un dlgebra sobre F. Sean ¢1 y ¢2 dos funcio-
nes lineales con ¢o no nula, tales que

ker ¢1 C ker ¢o.

Entonces ¢o = Ap1 para algun complejo A no nulo. Si E tiene identidad y
@1 Y P2 son ademds multiplicativas, se cumple que ¢p1 = ¢2.

DEMOSTRACION. La primera afirmacion es consecuencia del Lema 1.6.1
Si E tiene identidad y las funciones son ademas multiplicativas, entonces
se tiene que:

(;52(6) = )‘d)l(e)>
1 = A

de donde, ¢1 = ¢s. ([l

El siguiente resultado relaciona los espectros de algebras topoldgicas
isomorfas.
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TEOREMA 1.13.5. Sea T : E — F un isomorfismo entre las dlgebras
(topoldgicas) E y F, es decir es un homomorfismo biyectivo (y bicontinuo),
entonces

M#(E):{@OT:@EM#(F)}

(M(E) ={poT:pe M(F)} M)

DEMOSTRACION. Haremos la prueba suponiendo que T' es bicontinuo.

Si ¢ € M (F), entonces poT € M (E) ysity € M (E), entonces poT~t €

M (F) y por tanto, 1) = po T con ¢ = o T~ 1. O
1.14. Invertibilidad en dlgebras de Banach

Veremos que el conjunto G (E) de elementos invertibles de un algebra
normada E con identidad es abierto.

TEOREMA 1.14.1. Sea E un dlgebra de Banach con identidad, entonces
todo elemento en la bola abierta By (e), con centro en e y radio es invertible.

DEMOSTRACION. Seay € By (e). Hagamos x = e—y. Entonces, ||z]| < 1
o0
y la serie f(x) = Z:r” converge por ser absolutamente convergente en el

n=1
espacio de Banach E.

A la k-suma parcial

k
fre(x) = Zx”
n=1
la multiplicamos por (e — x) por ambos lados y obtenemos:
fe@) (e —z)=e—a"ly (e—a)fy (x) = e —
Sabemos que 2% — 0y fx (r) — f (x), por lo que:
f@(e—2) = e =(e—2z)f(x)
fl)y) = e =@ /f(x).
Es decir, f () es el inverso de y. O

El teorema anterior nos dice que By (e) C G (E).

TEOREMA 1.14.2. Sea E un dlgebra de Banach con identidad, entonces
G (E) es abierto.
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DEMOSTRACION. Tomemos z € G (E). Sea y € Bj,—1 -1 (), entonces:
le =27yl = o7 @ = 9)ll < [la7" ||l =yl < 1.

Por el teorema anterior, tenemos que z~ 'y es invertible, y por tanto
existe z tal que:

(zx_l) Y=z (x_ly) =e,

por lo que y es invertible por la izquierda. De manera similar se demuestra
que y es invertible por la derecha, de donde y € G (E). Por tanto, G (E) es
un conjunto abierto. O

Asi, en un dlgebra Banach con identidad los elementos que estan cerca
de la identidad son invertibles y, como ahora veremos, la operacién de tomar
inverso es continua.

TEOREMA 1.14.3. La operacién de tomar inverso ()" : G (E) — E)
en un dlgebra de Banach E con identidad e, es continua.

DEMOSTRACION. Sean x € G (F) y € > 0. Se probard que existe § > 0
tal que si ||y|| < d, entonces H(m +y) - x‘H <e.

Por la continuidad de la suma, sabemos que existe 6’ > 0 tal que si
||z|| < &’ entonces e+z pertenece a la bola unitaria con centro e; lo que quiere
decir que e + z es invertible, si ||z]| < §’. Notamos que ¢’ es independiente
de e.

Sea €’=;. Por la continuidad del producto en E, existe § > 0 tal que
si |ly]| <6, entonces:

€

k)
ol < ' =

por lo que ||x_1yH < ¢'. Entonces e + 71y es invertible, y su inverso es:
oo o0
doe=(etay) =3 (—y)"
n=1 n=1

Observemos que z +y = (e + z~'y); luego, por ser z +y producto de
invertibles, = + y es invertible.
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Por otra parte,

-

(= et o)

Iz~ H(eﬂf’ly) *6||

\x-luzm— -
< _1”2( Es +>
()

< d€ ==e

IN

IN

Como ¢ es arbitrario, tenemos la continuidad de la funcién inversa. [

El siguiente teorema es interesante, ya que hace ver que la condiciones
de que una funcién sea lineal y multiplicativa en un dlgebra de Banach son
muy fuertes: la hacen continua.

TEOREMA 1.14.4. Sea E una dlgebra de Banach con identidad e, en-
tonces M (E) = M¥ (E).

DEMOSTRACION. Por definicién, M (E) C M# (E). Sea ¢ € M# (E).
Si demostramos que ||¢|| < M para algtin real M, entonces, por ser ¢ lineal,
tendremos su continuidad y por tanto, ¢ € M (E) .

Tomemos x € F; si ¢ (x) = 0, entonces obviamente ||¢ (z)]| < M ||z||,
para cualquier real positivo M. En caso contrario, tomamos el elemento:

x
¢ ()

Al aplicarle ¢ a este elemento, obtenemos que

() roree

por lo que ﬁ —e no es invertible, luego ﬁ no pertenece a la bola unitaria

— €.

con centro en e; es decir,

> 1.
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Por la continuidad de la suma, sabemos que existe § > 0 tal que si

lz]] < 6 entonces & — e estd en la bola unitaria de e. Entonces H e ’ >4,
es decir:

¢ ()| < M |z,
con M = % y por tanto, es ¢ es una funcién continua. (|

Con base en los resultados anteriores probaremos que la norma de cual-
quier cardcter no nulo en un algebra de Banach con identidad es 1.

COROLARIO 1.14.5. Sea E una dlgebra de Banach con identidad e. Si
¢ € M(E), entonces ||¢]| = 1.

DEMOSTRACION. Como ¢ (e) = 1, entonces 1 = |¢ (e)| < ||¢||. Por otra
parte,

¢ (z)] < |z

para todo x € E ya que en caso contrario,
T
— | <1

H(b(x) ’

para algin x € E y por tanto, e — % es invertible, pero esto es imposible,
_ =) =

ya que ¢ (e ¢(m)) = 0. ]

1.15. El espectro de un elemento

DEFINICION 1.15.1. Sea E un algebra con identidad e. Entonces defini-
mos al espectro de z € E como:

o (z) = {\ € F: z — Xe no tiene inverso} .

TEOREMA 1.15.2. En un dlgebra de Banach E con identidad, se tiene
que o (z) # 0 para todo x € E.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe un elemento z tal que o (x) =
(), lo que significa que para todo A € C, el elemento x — e tiene inverso. En
particular, x tiene inverso y entonces x# 0.

Definimos la funcién g : C — E, como g () = (z — Ae) " y sea Ao un
complejo fijo arbitrario, entonces:

(90 + N =g00) = (2= Qo+ Ne)" = (@=200)")
= Az—Qo+Ne) (@—Ae) .
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.z . —1 .

La funcién h:C — E definida como A — (z — (A 4+ Xg)e)” "~ es conti-
nua en C, por ser composiciéon de funciones continuas y por consiguiente,

, o g(A+ o) —g(Ao)

= (z — Xoe) 2.

Sea f cualquier funcional lineal y continua definida en E. Entonces,

(fog9) (A4 X) = (fog) (M)

(feg) (o) = lim )
L g(A+A0) — g (M)
= Jmf ( ) )
_ . g(A+ o) —g(Xo)
=/ (ilﬂ% ) )
= f(g' ().

O sea, (f og)" es una funcién entera.
Por otra parte,
x ~1
——e
(i)

— 1 cuando A — o0

y entonces

lg Wl = [ =2e)7 | = a7

(; - e)_IH — 0 cuando A — oo.

Como

gD < (fIHlg (W]

para todo A € C, se sigue de lo anterior que
If(g(\)| — 0, cuando A —> oo.

Por tanto, fog es una funcién acotada, y por el teorema de Liouville, la
funcién es constante. Como su limite al infinito es cero, entonces f o g es la
funcién idénticamente cero, teniéndose que f (z7') = f (g (0)) =0, y por el
teorema de Hahn-Banach, 2~ tes 0, lo que es absurdo. Asi, se concluye que

o (z) # 0. O

El siguiente teorema nos hace ver que el conjunto o (z) cumple ciertas
propiedades topoldgicas.

TEOREMA 1.15.3. En un dlgebra de Banach E con identidad e, o () es
un subconjunto compacto del disco cerrado con centro en cero y radio ||z
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DEMOSTRACION. Tomemos A € o (z). Entonces Ae — z no es invertible.

Si A # 0, entonces e — ¥ no es invertible, por lo que

o= (=31 =

De lo que se puede concluir:
]l = |A].

Con esto se tiene que o () estd contenido en la bola cerrada con centro
en el cero y radio ||z||. Para ver que es compacto, sélo basta probar que es
cerrado.

Tomemos una sucesién (\,) de elementos de o (x), tal que converge a A
y supongamos que A no estd en o (x), es decir, z — Ae es invertible, entonces
pertenece a G (E), que es un conjunto abierto. Luego, existe n > 1 tal que
x — Ape pertenece a G (E), lo que es una contradiccién a que A, estd en
el espectro de z. Por tanto, A € o (x), con lo que tenemos que o (z) es un
conjunto cerrado. O

Sabemos que los complejos son un algebra de Banach. A continuacion
veremos que todo dlgebra de Banach compleja, conmutativa, con unidad y
que es campo, tiene que ser esencialmente los complejos.

TEOREMA 1.15.4. Un dlgebra de Banach E conmutativa y con unidad
en la cual todo elemento distinto de cero es invertible, es isométricamente
isomorfa al campo de los niumeros complejos.

DEMOSTRACION. Tomemos x € E distinto de cero. Por el teorema an-
terior, sabemos que debe existir un niimero complejo A tal que z — Ae no
es invertible. Por hipétesis, A es distinto de cero, y * — Ae = 0, ya que el
cero es el unico elemento no invertible, de lo que se tiene que © = Ae y este
complejo A es unico. Por tanto, para todo z € E distinto de 0 existe un
tnico complejo A, no nulo tal que x = A\ e. Para x = 0 definimos A\, = 0,
por lo que podemos definir la funcién,

f+E — C,
fl@) — X

que tiene las siguientes propiedades:
Es aditiva, ya que

Ae+Ay)e = z+uy,

nos dice que
flEty) =+ = @)+ ).
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Es homogénea, pues
cAe = cx,

nos dice que
f(cx) =chy =cf (2).

Es multiplicativa, ya que
AzAye = Y

nos dice que

O sea, f es una funcional lineal y multiplicativa. Si suponemos que
f(z) = 0, entonces x = 0e = 0, por lo que f es inyectiva; claramente
también es suprayectiva, ya que f (Xe) = A.

Para terminar, sélo tenemos que ver que conserva la norma, pero esto
se sigue de que

I @) = Ae| = [IAzell = (1],

por lo que f es un isomorfismo isométrico de dlgebras. O

1.16. Ideales maximos en un algebra de Banach. El algebra
cociente

Ahora trabajaremos con ideales en un dlgebra y veremos la relacion de
estos con los caracteres definidos en el algebra.

TEOREMA 1.16.1. Cualquier ideal mdximo I en un dlgebra de Banach
con identidad e, es cerrado.

DEMOSTRACION. Por ser ideal maximo, sélo tiene dos opciones, es den-
so, o es cerrado. Si es denso, entonces interseca al conjunto de elementos
invertibles, lo que quiere decir que un elemento invertible esta en el ideal.
Entonces, e pertenece al ideal, por lo que el ideal es todo el espacio, de
donde no puede ser denso; por tanto, es cerrado. O

Sea I un ideal cerrado en un 4lgebra conmutativa normada (de Banach)
E, entonces E /I es normada (de Banach) con la norma cociente:

[zl = inf{[lz +y -y € I}.
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En efecto, por el Teorema 1.4.3 (1.4.4) sabemos que (E /I, ||-||) es un
espacio normado (de Banach). Probaremos que la norma en E /T es submul-
tiplicativa y para esto recurriremos de nuevo al hecho de que xI+yl+1 C I:

Jzgl = nf{ley+ ||z € I}
< inf{||lay + x21 + yz2 + z122|| 121,20 € I}
= inf{|[(x+ 21) (y+ 22)|| :21,22 € [}
< inf{|[(z 4+ 20)| Ity + 22)[ 21, 22 € T}

inf{[[(z + 21)[| : 21 € Iy inf{|(y + 22) || : 22 € I}
1l w1l

por lo que se tiene que E/I es una dlgebra normada.

TEOREMA 1.16.2. Sea E un dlgebra de Banach conmutativa, con iden-
tidad e, y sea M un ideal mdzimo. Entonces existe un elemento ¢ € M (E)
cuyo nucleo es I.

DEMOSTRACION. El ideal M es cerrado por ser ideal méximo. De don-
de, por lo antes dicho, E/M es una algebra de Banach con identidad y
ademds conmutativa, porque en este caso F es conmutativa.

El siguiente paso es ver que E/M es un campo. Sélo es necesario probar
que todo elemento T # 0 tiene inverso.

Recordemos que € es el idéntico de E/M. Sea T # 0, es decir x ¢ M.
Denotamos por [M, z] al ideal generado por M U {z}. Este nuevo ideal es el
total, lo que quiere decir que e € [M, x]. Entonces e = yz +r,cony € E y
r € M, de lo que se sigue que e — r = yx, es decir, yxr € e + M, por lo que
YT = € y entonces ¥ es el inverso de .

Por Teorema 1.15.4, sabemos entonces que FE/M es isomorfo a C. Més
aun, si se observa la demostracién de dicho teorema vemos que para cada T
existe un tnico complejo A\, tal que

r = )\fé,

y que la funcién que asocia A\, a cada elemento T, es una isometria lineal y
multiplicativa. Entonces la composicién ¢ de esta funcién con el homomor-
fismo cociente:

E—E/M—C
es lineal, multiplicativa y su nicleo es M, de esto tltimo se sigue que ¢ no
es idénticamente cero y ademas, es continua por el Teorema 1.14.4. O

El siguiente resultado caracteriza a los elementos del espectro de un
algebra de Banach, conmutativa y con unidad.
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TEOREMA 1.16.3. Sean E wun dlgebra de Banach, conmutativa y con
unidad e y ¢ una funcional lineal multiplicativo. Entonces ¢ pertenece al
espectro si y solo si su nicleo es un ideal mdximo.

DEMOSTRACION. Se probé en el Teorema 1.13.2 que si ¢ pertenece al
espectro, entonces su nucleo es un ideal maximo.

Para el regreso, tomemos una funcional lineal multiplicativa ¢ cuyo
ntcleo sea un ideal méaximo M. Por el Teorema 1.16.2, sabemos que existe
un caracter ¢’ en el espectro de E cuyo nicleo es igual al ideal M. Por
teoremal.16.2, se tiene que ¢ = ¢'. Es decir, ¢ esté en el espectro de E. [

El siguiente resultado muestra la estrecha relacién que existe entre el
espectro del dlgebra y el de cualquiera de sus elementos.

TEOREMA 1.16.4. Sean E un dlgebra de Banach, conmutativa, con iden-
tidad e, z € E y A\ € C . Entonces,\ € o (x) si y sdlo si ¢ (x) = X para
algin ¢ € M (E).

DEMOSTRACION. Primero supongamos que ¢ () = A para algin ¢ €
M (E); es decir, ¢ (x — Ae) = 0, por lo que el elemento z—Ae no es invertible,
es decir A € o (z).

Para la otra implicacién, supongamos que A € o (), es decir, z — Ae
no es invertible. Luego, el ideal generado por x — Ae, que denotamos por
[z — Ae], no es el total, ya que no contiene a la identidad, y entonces, existe
un ideal méximo M que contiene a [z — Ae], Por el teorema 1.16.2, sabemos
que existe ¢ € M (E) tal que tiene como nicleo a M, por lo que ¢ (x — Xe) =
¢(xr) —A=0,0sea, ¢(r) =\ O

COROLARIO 1.16.5. Sea E un dlgebra de Banach, conmutativa y con
identidad e. Entonces, un elemento es invertible si y solo si todo elemento
del espectro de E no se se anula en él.

DEMOSTRACION. Ya se probé que si un elemento es invertible, entonces
al aplicarle un elemento del espectro, el resultado es distinto de cero. Esto
nos proporciona una parte del teorema. Para la otra, tomemos un elemento
x que no es invertible, de donde,  — Oe no es invertible; o sea, 0 € o (z).
Por la proposiciéon anterior, debe existir un elemento del espectro tal que
¢ (x) =0. O
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1.17. Ideales méaximos en el dlgebra C (K) de funciones
complejas continuas sobre un compacto

Daremos algunos resultados sobre los ideales maximos en el &lgebra
C(K) = Cy (K) de las funciones complejas continuas definidas en un con-
junto compacto K.

TEOREMA 1.17.1. Sean K un espacio Hausdorff compacto y M C C (K).
Entonces, M es un ideal mdximo si y solo si

M ={f € C(K) :f (x) = 0}

para algin € K.

DEMOSTRACION. Es facil ver que para cada z € K el conjunto

I, ={f € C(K):f (z) =0}
es un ideal propio de K.

Sea M un ideal méximo. Afirmamos que M C I, para algin z € K. Su-
pongamos falsa la afirmacion. Para todo € K existe una funcién f, € M
tal que f, (z) # 0. Por la continuidad, cada f, es distinta de cero en
una vecindad de z, denotada por Vy,, Estas vecindades, al variar x for-
man una cubierta de K, por lo que contiene una subcubierta finita de K.
Sea {Vy, :1<i<n} dicha subcubierta. La funcién fu, fz, = | f2,? es una
funcién continua que pertenece a M, para cada 1 < i < n. La funcién

f= Z |f:rz ?
=1

es continua y pertenece al ideal M; ademas, f es mayor que cero en todos sus
puntos, por lo que f es invertible y por tanto la identidad pertenece al ideal
M, o sea, M = FE lo que es una contradiccién al hecho de que M es ideal
méaximo, por consiguiente, M C I, para algin x € K. De la maximalidad
de M se sigue que

)

M=1,.

Inversamente, supongamos que M = I, para algin x € K. Entonces M
es un ideal propio de C (K). Falta verificar que es méximo. Supdngase que
existe un ideal I que contiene propiamente a M, es decir, hay una funcién
g € I'\ M; en particular, g () # 0. Tenemos que

(2828

y1-— (I) pertenece a M y ( y € I. Asi, 1 pertenece a I y entonces,
I = C(K). Por tanto, M es un ideal maximo. O
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Ahora describiremos los espectros de las dlgebras C (K), con K com-
pacto y Cp (X), con X un espacio Ty

1.18. Los espectros de C (K)y C (X)

En este apartado K es un espacio compacto de Hausdorff y X es un
espacio T31.

TEOREMA 1.18.1. Para el dlgebra de Banach (C (K),|-|,) se cumple
que
M (C(K)) = M* (C(K)) = K,
donde K se identifica con [A(, asociando a cada x € K la funcion compleja

Z definida en C (K) como:
z(f)=[(x).
Por razones obvias cada una de las funcionales T es llamada una eva-

luacién (en x).

DEMOSTRACION. Es ficil ver que la funcién Z es lineal, multiplicativa y
continua, de hecho |Z (f)| < || f|| ., para todo f € C (K). Ademss |z (1)| =1
por tanto, ||Z]| = 1. Por lo que M (C' (K)) 2 K.

Tomemos ¢ € M (C (K)); en particular, su nicleo es un ideal propio,
ya que ¢ no es nula. Entonces, existe un ideal maximo M de C (F), que
contiene al nicleo de ¢. De esta manera, M C {f € C (K) : f (x) = 0} para
algun z fijo; o sea,

kerg C {feC(K): f(x)=0}
{feC(K):z=0}
= kerZ.
Luego entonces, por el Teorema 1.13.4, se tiene que ¢ = Z, y por tanto,
M(C(K)) C K.
De las dos contenciones arriba obtenidas, concluimos que M# (C (K)) =

K. (]

Ahora obtendremos el espectro del algebra (Cy (X), ||-||,) de funciones
complejas continuas y acotadas.

TEOREMA 1.18.2. Para el dlgebra Cy, (X) con la topologia uniforme se
cumple que

M (Cy (X)) = B(X)
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donde 8 (X) se identifica con m, asociando a caday € B (X) y la funcién
compleja y definida en Cy (X) como:

y(f) =1,
donde f€ es la extension de f a f(X).

DEMOSTRACION. La asociacién T : Cy, (X) — C (8 (X)) definida como
T (f) = f¢, donde f¢ es la extensién continua de f a 8 (X) es un isomorfismo
isométrico de algebras. En efecto, la asociacién es inyectiva, ya que f¢ =0
implica f = 0 por la unicidad de la extensién f¢. Es facil ver que la extensién
de larestriccién f§ de f®a X es f¢, por lo que T es sobre, y ademas se cumple
que (\f +9)° = Mf+g° (f-9)" = f¢-g° Por otra parte, || f°|| . = [|fllo>
pues todo elemento de 5 (X) es el limite de una red en X.

De acuerdo al Teorema 1.13.5 tenemos que

M(Cy (X)) ={¢ol': ¢ e M(C(B(X)))}.

Por el Teorema anterior se tiene entonces que ¢ € M (Cj (X))si y sélo
st (f)=(FHol)(f) = f°(y) paraalgin y € B(X) y toda f € Cp, (X). O

1.19. Ejemplo en que M# (E) = (), con E localmente convexa.

A diferencia de lo que ocurre con el dlgebra de Banach Cj (X), que tiene
tantos caracteres, como puntos tiene X, hay dlgebras localmente convexas
cuyo unico caracter es el nulo. Daremos un ejemplo de esto.

Sea m un natural; como es costumbre denotaremos por L™ al espa-
cio seminormado de las funciones Lebesgue medibles en [0,1] tales que

1
/ |fI" dX < o0, con la seminorma || f],, = (/ Vil d)\> :
[0,1] [0,1]
El espacio vectorial
(oo}
o= (e
n=1

es localmente convexo cuando se la da la topologia generada por la familia
de seminormas {||-||,, : n > 1}.

En £ se define la relacién de equivalencia: f ~ g si f (z) = g (z) a.e
en [0,1]. El espacio cociente L¥ que esa relacién determina es un espacio
localmente convexo.

El espacio L“ se puede manejar como si fuera £, pero consideran-
do iguales a las funciones que coinciden casi dondequiera en [0,1] y asi lo
haremos.

Hagamos E = L“. Con el producto usual E es un algebra localmente
convexa, como a continuacion probamos.
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Tomemos f,g € E, entonces / IFP"dX < oy / lg]*™ dX < oo,
[0,1] 0,1
para cualquier natural n; por tanto, por la desigualdad de Holder, obtene-

1mos:

(1.19.1) / |fg™ dX < \// |f2”d>\\// |FI7" dX < oo
[0,1] [0,1] [0,1]

para cualquier natural n y asi fg € E. Es facil comprobar que con este
producto E satisface los axiomas de algebra.
Por otra parte de (1.19.1) se sigue que

1F gl < 11fll2n 1912

sin>1y f,g € E. Por el Corolario 1.9.3 E es un algebra localmente
convexa.

Veamos que M# (E) = (). Para esto, supongamos lo contrario y sea
¢ : E — C un homomorfismo no nulo.

Como C'[0,1] C E entonces la restriccién ¢¢jo,1) de ¢ a E es un caracter
de C ([0,1]).

Supongamos que ¢¢io,1] es no nulo. Por () , existe 29 € [0,1] tal que
6 (f) = f (o) para toda f € C ([0, 1).

Tomemos la funcién |logz|. De que lim+x (logzx) = 0 se sigue que
x—0

/0 " |log ()" de = —na ((log (a)) — 1).

por lo que log (z) € L™ para todo n € N; es decir log (x) € E.
Entonces, la funcién f : [0,1] — R definida como

llog (x —xo)| +1 six € (xo,1]
f(z)=1|log(xzog—x)|+1 size€[0,zq)
1 si x = xg

pertenece a L™ para todo n € N.
Afirmamos que la funcién

1 L\
m S1 T € (J?(), 1}
g(x) = m siz €0, z0)
0 six =z

es una funcién continua en [0, 1]. Es claro que g es continua en todo punto
x € [0,1] distinto de . Supongamos que (z,) es una sucesién en [0,1] y
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que x,, — 0, entonces |log (z, — x0)|+1 — 0o v [log (xg — 2,)|+1 — o0
por lo que g (x,) — 0 y asi, g también es continua en z.

Observamos que g = f~! para todo x # zg y A(z9) = 0, por consi-
guiente, f~! = g en E. De esto se obtiene que

1=¢(1)=0(fg)=¢(f)d(9) =0 (f)g(x0) =0,
lo que es absurdo
Ahora supongamos que ¢¢(o,1] s el homomorfismo cero. Con las mismas
funciones f y g previamente definidas se llega a que

l=0¢(1)=06(fg)=0(f)o(9) =0 (f)0=0.

Por tanto, el tinico carédcter definido en F es el nulo. O sea, M#* (E) = .



Capitulo 2

El espectro de algebras de funciones continuas
con pesos

Resultados topoldgicos para el capitulo.

2.1. Particiéon de la unidad en espacios pseudométricos

El objetivo de esta seccidn es ver que para toda cubierta abierta de un
espacio pseudométrico existe una particion de la unidad localmente finita y
subordinada a la cubierta. Este teorema nos serd usado en el Capitulo 4.

Iniciamos definiendo que significa que una familia de abiertos de un
espacio topolégico X sea localmente finita.

DEFINICION 2.1.1. Una familia de abiertos ¢ de X es localmente finita
si para todo x € X existe una vecindad W de x que sélo interseca a un
nimero finito de elementos de U.

Un resultado sobre familias localmente finitas es que la cerradura de la
unién de los miembros de cualquiera de sus subcolecciones, es la unién de
la cerradura de cada uno de los conjuntos que forman a la subcoleccién; es
decir:

TEOREMA 2.1.2. Sea U una familia de abiertos localmente finita y sea

F CU, entonces J U= | U.
UEF UEF

DEMOSTRACION. Tenemos que U’ C |J U para todo U’ € F; de don-
UEF
de, JUC UU.
UeF UeF

Inversamente, supongamos que x € |J U y sea V una vecindad de z.
UeF
Por ser U una familia de conjuntos localmente finita, existe una vecindad

W de = que sélo interseca a un ntmero finito de los elementos de . Sean

57
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estos los conjuntos U;, con i =,1,2,...,n. Se sigue que

VNAwn UU:VOO(WﬂUi)CVﬂOUi.
UeF =1 i=1

n n
Como JU; = U, setienequexe |JU.Asi, JUcC UU. O
i=1 i=1 UeF UeF UeF
DEFINICION 2.1.3. Un espacio topoldgico X es paracompacto, si toda
cubierta abierta U tiene un refinamiento abierto localmente finito; es decir,
existe una cubierta abierta F de X que es localmente finita y tal que para
cada V € F se cumple que V C U para alguna U € U.
Presentamos el primer teorema fuerte de esta seccion. La prueba se debe
a M. Rudin [Wi.].

TEOREMA 2.1.4. Todo espacio topoldgico pseudométrico (X,d) es un
espacio paracompacto.

DEMOSTRACION. Sea U = {U, : a € A} una cubierta abierta de X.
Damos un buen orden a A, el cual induce un buen orden en Y. Denotamos
por B, (z) a las bolas de radio » > 0 y centro en z € X.

Para cada z € X definimos « () como el primer elemento del conjunto.

{aeA:2xeUy}
Definimos dos familias de conjuntos
{Fan 1€ A,n e N}

y
{Don : v € A,n € N}
por induccién:
Para cada o € A, sean

F.= {3: eU,: a(x)= a,Bs (x) C Upy x ¢ Daipara todo ﬁ}
2

Doz = |J {32% (z):z € FQQ} :
Suponemos definido Fj3; para todo j mas chica que n > 3 y cualquier
a € A. Definimos Fy, y Dan para cualquier o € A, como sigue:
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Fom:{mGUa:a(x):mB%(x)CUayx¢ngsiﬁyj<n}
y

Do :U{B%n (x):xEFan}.

Como
Bi(x)CB%(CL‘)CUa
si x € F,,, entonces es claro que
(2.1.1) Dy, C U,

para cualesquiera a y n.

Afirmamos que F ={D,, : @ € A,n € N} es un refinamiento abierto de
U localmente finito.

Cada D, es una unién de conjuntos abiertos, por lo que es un abierto.
Para ver que D es una cubierta de X tomamos € X y hacemos o = a (x).
Como U, es abierto y x € U,, existe el primer natural n tal que B%n () C
U,. Sin =1, entonces x € F,; y por tanto, x € D,;. Supongamos que
n > 1. Si « ¢ Dg; para cualesquiera 8y j < n, entonces & € Fy, y por
tanto, * € Dg,y,. En caso contrario x € Dg; para algunos elementos 3 y
7 < n. De donde, F es una cubierta de X.

Debido a lo anterior y a (2.1.1) se tiene que F es un refinamiento abierto
de U.

Para ver que F es una familia localmente finita, tomamos = € X y el
primer elemento « del conjunto

{8 € A : x € Dg,para algin natural n}.
Sea n un natural tal que x € D,,. Existe un natural k£ tal que

(2.1.2) B (z) C Da.

Probaremos que la vecindad B - (x) de x interseca sélo a un niimero
n
finito de los conjuntos Dgy,.

Sea m un natural. Supongamos que m > n + k. Afirmamos que

(2.1.3) Dgm NB 1 () = 0.

ontk
para todo 8 € A.

Dado y € Dgy, existe z € Fg, tal que y € By (2). Entonces 2z ¢ Dy
para cualesquiera 8’ y j < m. Como m > n, se tiene que z ¢ D,,; en
particular, d (z,z) > 5 (ver (2.1.2)). Entonces,

1



60 2. EL ESPECTRO DE ALGEBRAS DE FUNCIONES CONTINUAS CON PESOS

L U A S
_27’(3_2n+k?_27k _27 _2k+n'

O sea,y¢ B_1

on+k
Ahora supongamos que m < n + k. Afirmamos que

D/@mﬁBﬁ(l‘)#@

on

(x) y se sigue (2.1.3).

a lo mas para un indice g € A.
Supongamos lo contrario y sean p € Dg,, N B L (), y ¢ € Dgry N
P

1L (2) con B <.

an+
Por la definicién de Dg,y,, existeny € Fg,, v 2 € Fprpy, tales que d (y,p) <

7= v d(2,q) < 3=, y por la definicién de Fg,, se tiene que, B (y) C Ug

yz ¢ Ug. Asid(z,y) > 2%, y llegamos al absurdo:

1
gt > dpa) 2d(p.z) —d(z,9)

> d(yvz) 7d(y,p) 7d(zvq)

32 1 1

2 - -

e
om om om — 2n+k71
En resumen, B_1_ (x) interseca a lo mds a n+k—1 conjuntos Dy,. O
2nTk
Veremos tres pequenos teoremas que practicamente nos llevaran al teo-
rema principal de esta seccién.

LEMA 2.1.5. Sea X un espacio paracompacto y de Hausdorff. Suponga-
mos que A y B son dos cerrados ajenos entre si tales que cada a € A tiene
una vecindad abierta de V, tal que V,N B = (). Entonces, existen vecindades
de A y B ajenas entre si.

DEMOSTRACION. La familia V = {V, : a € A} U {A}, es una cubierta
abierta de X, y por tanto, tiene un refinamiento abierto localmente finito
U. Definimos

UA)=J{U:UeuUyUnA#0}.
Tenemos que A C U (A), pues U es una cubierta de X.
Este es un conjunto abierto por ser uniéon de conjuntos abiertos y ade-
mas:
UA)=J{T:Veuyuna+0}c |JVa,

a€cA
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donde la igualdad se da por el Teorema 2.1.2 y la contencién debido a que
U es un refinamiento de V y a que ningtin U € U que satisface U N A # (),
puede estar contenido en A°€.

Como |J V, no interseca a B, entonces U (A) N B = .
acA

Asi, U (A) y X\U (A) son vecindades de A y B, respectivamente, ajenas
entre si. (]

TEOREMA 2.1.6. Si X es un espacio paracompacto y de Hausdorff, en-
tonces es un espacio Ty (normal y Hausdorff).

DEMOSTRACION. Primero veremos que X es regular. Sean A un con-
junto cerradoy z ¢ A .

Por ser X de Hausdorff, , {x} es un cerrado. Al aplicar el lema anterior
a Ay {z}, concluimos que existen vecindades de A y x que son ajenas entre
si. De donde, X es regular.

Ahora veremos que X es normal. Sean A y B dos conjuntos cerrados y
ajenos entre si. Probaremos que hay vecindades de estos conjuntos que son
ajenas entre si.

Por ser X un espacio T3 las vecindades cerradas de cada punto forman
una base local en el punto respectivo. Asi, para cada a € A, existe una
vecindad abierta V,, de a tal que V, no interseca a B. Por el lema anterior,
existen vecindades de A y B, ajenas entre si. (I

El siguiente resultado nos da mayor informacién sobre el refinamiento
abierto localmente finito que se puede obtener de cualquier cubierta abierta
de un espacio paracompacto, cuando dicha cubierta es localmente finita.

LEMA 2.1.7. Sean X wun espacio paracompacto y de Hausdorff , y U
una cubierta abierta de X localmente finita, entonces existe un refinamiento
abierto y localmente finito W = {Wy : U € U} de U tal que Wy C U para
todo U € U.

DEMOSTRACION. Sea U una cubierta abierta de X, localmente finita.
Por ser X un espacio regular, dados U € U y = € U existe una vecindad
abierta V, y de x tal que V, y C U.

La familia V = {V, v : U € U,z € U} es una cubierta abierta de X. Por
ser éste paracompacto, existe un refinamiento abierto localmente finito F
de V.

Para cada U € U , definimos la familia

Fu={V:VeFyV CV,pyparaalginz € U}
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v el abierto
Vo= J{V:vers.

La familia W ={Vy; : U € U} es una cubierta de X, porque F lo es.
Por el Teorema 2.1.2 tenemos:

(2.1.4) Ww=J{V:ver}c{(Vav:UclzecU}CU.

Entonces, la colecciéon W ={Wy : U € U} es un refinamiento abierto de U
y es localmente finito, por serlo U y por la contencién (2.1.4). |

Para el siguiente resultado, usaremos la propiedad de los espacios nor-
males consistente en la separacion de conjuntos cerrados ajenos por funcio-
nes continuas con valores en [0, 1] .

TEOREMA 2.1.8. Sean X un espacio paracompacto y de Hausdorff, y
U una cubierta abierta de X. Entonces, existe una familia {f; :i € I} de
funciones continuas de X en [0,1], tal que:

(a) Para cada i € I existe U € U tal que f; se anula fuera de U.

(b) Para cada x € X f; (x) # 0 sdlo para un nimero finito de i € I.

(¢) cada punto x € X, tiene una vecindad V, tal que f; = 0 en V,,
excepto para un numero finito de indices i € I.

(d) La funcidn f = > f; es continua en X y es mayor o igual que 1.

ieT

DEMOSTRACION. Sea G = {G, : i € I} un refinamiento abierto y local-
mente finito de U. Por el lema anterior, existe un refinamiento abierto y lo-
calmente finito W = {W; : i € I} de G tal que W; C G, para todo i € I. Por
ser X normal, para cada i € I existe una funcién continua f; : X — [0, 1]
que vale 1 en W; v 0 en X\ G;. Cada € X tiene una vecindad V, que
interseca sélo a un ndmero finito de G;; por tanto, se cumple (c¢) y (b). Ade-
més, x € W; C G; para alguna 4, por lo que Y f; () > 1y f es continua en

i€T

V., pues coincide con la suma de un nlimeroeﬁnito de funciones continuas.
Por tanto f es continua en x. De donde, se cumple (d).

Sea i € I, existe U € U tal que G; C U, por ser G un refinamiento de
U. Por tanto, f; se anula en X\ U, es decir se cumple (a). |

Una coleccién {f; : i € I'} de funciones continuas de X en [0, 1] con las
propiedad (b) del teorema anterior y tal que 1 = >_ f; es llamada una par-
i€Z
ticidn de la unidad en X. Cuando también tiene la propiedad (a), entonces
se dice que esta subordinada a la cubierta U. Y la particién de la unidad
{fi : i € It es lamada localmente finita si satisface (c).
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Por ultimo, demostramos el teorema de la particién de la unidad para
espacios pseudométricos.

TEOREMA 2.1.9. Sean (X, d) un espacio pseudométrico yU una cubierta
abierta de X. Entonces existe una particion de la unidad en X localmente
finita y subordinada a la cubierta U.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.1.4, el espacio (X,d) es paracom-
pacto. Por el teorema anterior, existe una familia {g; : ¢ € I} de funciones
continuas de X en [0, 1] con las propiedades (a)-(d). Hagamos g = Y ¢;

i€T
y para cada i € I definimos f; = %, entonces {f; : i € I'} es una familia
de funciones continuas de X en [0, 1] con las propiedades (a)-(c) y ademads,

1 = > fi. Asi, la particién de la unidad {f; : ¢ € I} tiene las propiedades
i€T
requeridas. ([

2.2. Compactaciones

Primero definimos que es una inmersién. Posteriormente definiremos el
concepto de compactacién y daremos algunos ejemplos.

DEFINICION 2.2.1. Sean X y Y dos espacios topolégicos. Una funcién
i: X — Y es una inmersién si ¢ es un homeomorfismo sobre i (X); o sea,
si 1 es inyectiva, continua y abierta (cerrada) sobre su imagen. En tal caso,
se dice que X esta inmerso en Y.

Es fécil encontrar ejemplos. En particular, si A C X, donde X es un
espacio topoldgico, entonces la funcién inclusién I : A — X es claramente
una inmersion.

DEFINICION 2.2.2. Sea X un espacio topolégico. Si K es un compacto y
existe una inmersién ¢ : X — K tal que i (X) es denso en K, entonces se dice
que (K, 1) es una compactacién de X. Por brevedad a veces simplemente se
dice que K es una compactaciéon de X.

EJEMPLO. La funcién i : (0,27) — S* dada por i(t) = (cos(t), sen(t))
es claramente una inmersién e (0, 27) es denso en S!. Por tanto, S* es una
compactacién del intervalo(0, 1).

Otros ejemplos mas profundos se dan el las siguientes dos subsecciones.

2.2.1. Compactacién por un punto. En esta seccién (X, T') es un
espacio topoldgico de Hausdorff y z un objeto que no pertenece a X.
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Hacemos X, = X U{z} y
T, ={U C X, : U es un abierto de Xo bien U = {2z} U (X\ K)
con K compacto de X} .

Es fécil ver que (X, T,) es un espacio topoldgico y que todo abierto U
de (X, T,) es tal que U\ {2z} es un abierto de X.

TEOREMA 2.2.3. (X, T.) es un espacio compacto.

DEMOSTRACION. Sea D una cubierta abierta de (X,,T%). Existe U, €
D tal que z € U,, por lo que X\ U, es un conjunto compacto de X.

Definimos D' = {UN\ {z} : U € D}, entonces D’ es una cubierta de X,
en particular lo es de X,\ U, . De donde, D’ tiene una subcubierta finita D"
de X \U.. La familia D" = {UU{z} : U € D"} C D es una subcubierta
finita de X,. Por tanto (X,,T.) es compacto. O

DEFINICION 2.2.4. El espacio (X,,T.) es llamado la compactaciéon por
un punto de (X, T).

De aqui en adelante denotaremos a (X, T) s6lo por X,.

TEOREMA 2.2.5. Un espacio topoldgico X no es compacto si y solo si
X es denso en X,.

DEMOSTRACION. Demostraremos la contrapuesta. Supongamos que X
no es denso en X,. Existe una vecindad abierta U, de z que no contiene un
punto de X, o sea, U, = {z} y entonces X es compacto.

Ahora supongamos que X es compacto. Por definicién {z} es un abierto
en X, y entonces X no es denso en X. O

TEOREMA 2.2.6. El espacio X, es Hausdorff si X es localmente com-
pacto.

DEMOSTRACION. Sean X localmente compacto y x,y € X, dos puntos
distintos. Si x,y € X, entonces existen abiertos ajenos U, U, tales que
r €U, yy €U, Asi, x y y también se pueden separar en X,. Supongamos
que y = z. Como X es localmente compacto, entonces existe una vecindad
compacta U, de z en X . Entonces Int (U,) y {z} U X\ U, son, respecti-
vamente, vecindades abiertas de z y z en X, y no se intersecan. Por tanto
X, es Hausdorff. O

Tomemos X = C y hagamos z = oo. Entonces la compactacion por un
punto C, la denotaremos por C*.

De acuerdo a lo anterior, C* es un espacio de Hausdorff, compacto y C
es denso en C*. Asi, (C*,4) es una compactacién de C, segin la Definicién
2.2.2, donde i : C — C* es la inclusion.
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2.2.2. La compactacién de Stone-Cech.

EJEMPLO. Para cualquier espacio topolégico 15 15es decir Hausdorff y
completamente regular X, podemos definir una compactacion que esta liga-
da directamente con las funciones continuas definidas del espacio topoldgico
X al intervalo [0, 1].

Sea X un espacio T3%. Hagamos I, = [0,1] para cada « € A; donde

A={a:X —[0,1] : « es continua} .

. Consideremos el espacio producto [] I, €l cual por ser un producto de
a€A
espacios topolégicos compactos, es un espacio compacto, de acuerdo al teo-

rema de Tychonoff.

En lo que resta de la secciéon supondremos que X es un espacio Ty 1,8
menos que se especifique otra cosa. Como los resultados que veremos son
obvios cuando X = (), en las pruebas supondremos que X es distinto del
vacio.

TEOREMA 2.2.7. La funcidn

e: X — J]L
acA
z = A{a(@)},

es una inmersiéon. Por comodidad, denotaremos a e (z) = {« (x)}, por
TA.

DEMOSTRACION. La funcién e es inyectiva ya que si  # y, entonces
existe una funcién a : X — [0, 1] continua tal que a(z) =0y a(y) = 1,
por lo que x4 # ya.

Si Ty : P(X) — Iy, es la proyeccién mq, {a(2)},) = ao (x) para
cada ap € A, entonces es claro que m,, 0 e = ag y por tanto, e es continua.

Al real 7, (24) lo denotaremos por x,; es decir z, = a(x) y e(z) =
(Ta) -

Para ver que e es una funcién cerrada sobre su imagen, tomamos un
subconjunto cerrado C' de X y suponemos que z4 ¢ e(C'). Entonces z ¢ C
y por consiguiente, existe una funcién continua a : X — [0,1] tal que
a(z) =0y a(C) = {1}. El subconjunto V = 72 ([0,4)) de [] I es un

acA

abierto tal que z4 € V y V(e(C) = 0; de donde, e(C) es cerrado. Por

tanto, e es una inmersién de X en [] I,. O
acA
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Como e(X) es un subconjunto del compacto [] I, tenemos que 8(X) =
acA

e(X) es un compacto en el cual e(X) es denso. A (B(X),e) se le llama la
compactacion de Stone-Cech . Cuando sea necesaria mayor precision escri-
biremos ex en lugar de simplemente e.

TEOREMA 2.2.8. Si K es compacto, entonces la compactacion de Stone-
Cech de K es homeomorfa a K. De hecho, e es un homeomorfismo de K

en B(K).

DEMOSTRACION. Por el teorema anterior, tenemos que e : K — ¢(K) es
un homeomorfismo, pero como K es compacto y e continua, entonces e(K)
es compacto, por lo que es cerrado y entonces e(K) = e(K) = f(K). O

2.2.3. Resultados basicos sobre la compactacion de Stone-
Cech.

TEOREMA 2.2.9. Sean K un espacio compacto y g : X — K una
funcion continua. Entonces, existe una funcidn continua G : (X)) — K
tal que hace conmutativo al siguiente diagrama.

X 2+ K

Es decir, si identificamos X con ex (X), podemos decir que G extiende
ag.

DEMOSTRACION. Primero buscaremos una funcién continua G’ tal que
el siguiente diagrama conmute:

X

.. [[ %
acA G arear
Hagamos A = {a: X — [0,1] : « es continua} y
A ={do': K — [0,1] : &es continua}. Sea o' : K — [0,1] una funcién
continua, entonces a’og : X — [0, 1] es una funcién continua. Definamos G’
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como G’ (74) = {Tarog}aears © S€Q, G (£4), = Tarog para toda o € A'.
Esté funcién es continua, ya que mo 0 G (£ 4) = Thoas () para cada o/ € A’.

Para ver que el diagrama conmuta observamos que para z € X se
cumple:

’

G (ex (@) = G (wa)={(9@)}wen ¥
ex(g (@) = {d(9@)}taears
de donde,
(2.2.1) G oex(z)=exog(x).

Observamos que como ex (X) es denso en 3 (X) y G’ es continua, enton-
ces G (B(X)) € G (ex (X)). Por otra parte, G (ex (X)) C ex (K), segin
(2.2.1) y como ek es continua y K es compacto, concluimos que ex (K) es
compacto. Tenemos que G’ (ex (X)) C ex (K) y asi, G (8(X)) C ex (K).

Podemos definir la funcién G = ey’ o G : B(X) — K, la cual re-
sulta continua. Por dltimo, comprobamos que el primero de los diagramas
conmuta

(G ex (@) = i (G

’

(ex (@) = e (ex(g (@) = g (2).
(I

El resultado anterior es muy importante, ya que da una caracterizacién
de la compactacién de Stone-Cech de un espacio X. Se probard que para
toda compactacién K de X que cumpla el teorema anterior, hay un homeo-
morfismo de K a la compactacion de Stone-Clech que deja fijo a los puntos
de X.

TEOREMA 2.2.10. Sea (K,i) una compactacion de X. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

(a) Para cada funcion continua f : X — Y, donde Y es un espacio
compacto, existe una funcion continua g : K — Y, que hace conmutativo
al siguiente diagrama:

(b) Existe un homeomorfismo G : 5(X) — K tal que G (e (z)) = i(x)
para todo x € X. Al identificar a X con i (X) y e(X), se acostumbra decir
que el homeomorfismo G deja fijo a los puntos de X.
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DEMOSTRACION. (a) = (b) Tomamos Y = §(X) y f = ex. Entonces
existe una funcién continua g : K — 3 (X) tal que conmuta el siguiente
diagrama:

Tenemos que

(2.2.2) ex =goi.

Veremos que g : K —f(X) es un homeomorfismo. De acuerdo al
Teorema 2.2.9 existe una funcién continua G : 8 (X) — K que hace con-

mutativo al siguiente diagrama:
4, K

Lo que quiere decir que
(2.2.3) i(x) =G (ex (x))
para todo x € X.

Por la igualdad (2.2.2), tenemos que i = Gogoi, por lo que Gog : K — K
es la identidad en el conjunto i(X), que es denso en K. Como G o g es
continua, entonces G o g es la identidad en K ; es decir, que ¢~ ! = G;
entonces g tiene inversa continua, por lo que es un homeomorfismo.

Ademads, por 2.2.3, G deja fijos a los puntos de K.
(b) = (a) Por hipédtesis existen dos funciones continuas

x%x

G ' K- 3(X)

F:B(X)—>Y

tales que los dos tridngulos del siguiente diagrama:s:
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X ! Y
ex

% F

. B(X

K~ 5 (X)

son conmutativos.
Hagamos ¢ = F o G~'. Entonces g : K — Y es continua y

g(i(2)) = F (G (i(2))) = F (e (2)) = f (2).

Es decir, g es continua y hace conmutativo al diagrama que aparece en
(a). O

Para dar otra caracterizacién de la compactacién de Stone-Clech, nece-
sitamos un nuevo concepto. Para definirlo establecemos que para cualquier
espacio topoldgico X denotamos por C' (X) al conjunto de funciones com-
plejas continuas definidas en X y por Cj (X) a su subconjunto formado por
las funciones complejas, acotadas y continuas definidas en X.

DEFINICION 2.2.11. Se dice que un subespacioY de un espacio topolé-
gico Z estd C- inmerso en Z si toda funcién a € C (Y) tiene una extensién
o € C(Z). En tanto que, se dice que Y estd Cp- inmerso en Z si toda
funcién a € Cy, (Y) tiene una extensién o’ € Cy, (Z).

TEOREMA 2.2.12. Sea (K,i) una compactacion de X. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes.
(a) El conjunto i (X) estd Cy- inmerso en K.

(b) Para cada f € Cyp (X) existe F : K — f(X) continua y acotada que
hace conmutativo al siguiente diagrama:

x -7

=



70 2. EL ESPECTRO DE ALGEBRAS DE FUNCIONES CONTINUAS CON PESOS

(¢) Para cada funcién continua y acotada f : X — R existe una funcion
continua y acotada F : K — R que hace conmutativo al siguiente diagrama:

f -

X — f(X)

K

(d) Para cada funcion continua f : X — [0,1] existe una funcidn con-
tinua F : K — [0,1] que hace conmutativo al siguiente diagrama:

x —+[0,1]

i/
K

(e) Para cada funcién continua f : X — Y, donde Y es un espacio

compacto, existe una funcion continua g : K — Y, que hace conmutativo
al siguiente diagrama:

(f) Eziste un homeomorfismo G : 8 (X) — K que deja fijo a X. O sea,
K =p(X)

Cuando (K, 1) satisfaga cualquiera de estas condiciones se dird que K =
B(X) o bien que X estd Cy inmerso en K. Obviamente X estd Cp-inmerso
en B(X).

DEMOSTRACION. (a) = (b) Sea f € Cy (X). Definimos f € Cy (e (X))
como f = foi~!. Por hipétesis existe F' € Cj, (K) tal que

F(i(x)) = f (i (x) = f ()

para todo z € X. Como i (X )es denso en K,entonces F' (K) C f (x). Enton-
ces el diagrama que aparece en (b) conmuta.

DEMOSTRACION. La implicacién (b) = (c)es obvia.
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(¢) = (d) Sea f : X — [0, 1] una funcién continua y acotada. Por hipdte-
sis existe F: K — f (X)) C [0, 1] continua y acotada tal que F' (i (z)) = f (z)
para todo z. Entonces el diagrama que aparece en (c) conmuta.

(d) = (e) Sean Y un espacio compacto y f : X — Y una funcién

continua. Hagamos

A={a:X —[0,1] : « es continua}

A'={a":Y — [0,1] : @' es continua} .
Sea o : Y — [0,1] una funcién continua, entonces o’ o f : X — [0, 1]
es continua y por la hipétesis, existe una funcién continua o = o” (o) :
K — [0, 1] tal que hace conmutativo al siguiente diagrama:

a’of

X — [0,1]

=

Es decir,
"o .
o (@)oi=ad'of

Sea G: K — ][] I+, la funcién continua definida como

a’eA’!

G (2) = (" () (2)y -

Se tiene que

ey (f(x)) = ((@' 0 f) ()0 = (" (e/)0i(x)), =G (i (2)).

para cada z € X; o sea, el siguiente diagrama conmuta.

X Y

Entonces, G (i (X)) C ey (Y) y como i(X) es denso en K y Y es
compacto, tenemos que G (K) C ey (Y) = B(Y). Definimos la funcién



72 2. EL ESPECTRO DE ALGEBRAS DE FUNCIONES CONTINUAS CON PESOS

g = e;l oG : K — Y, la cual es continua y para cada x € X se satisface
que

9(i(x)) = ey (G(i(2)) = ey'ey (f (2)) = f (2)

o sea, el siguiente diagrama conmuta.

X$Y

d
K
El teorema 2.2.10 afirma que (e) < (f)
(e) = (a) Sea f € Cy(e(X)). Definimos como f = f o i. Entonces
Y = f(X) es compacto y por la hip6tesis existe F' : K — f (X), continua y
acotada; es decir,F € C, (K), tal que F (i (z)) = f (z) = f (i (z))para todo
x € X. Por tanto, i (X) estd Cp- inmerso en K. O

]

Ahora extendemos el resultado anterior.

TEOREMA 2.2.13. Sea Y un espacio T31. 5i X C'Y estd Cy- inmerso
———B(Y
en'Y, entonces (X)) es homeomorfo a ey (X)ﬁ( ),

DEMOSTRACION. Sean « : X — [0, 1] una funcién continua y o : ¥ —
[0,1] una extensién continua de a. Entonces, o’ o e3' : ey (Y) — [0,1]
es una extensién continua de a oey! : ey (X) — [0,1]. Asi, existe una
extensién continua de o' o e;,l, que también lo es de a o e;,l, a B(Y). Es
decir, ey (X) estd Cp- inmerso en B (Y') y por consiguiente, ey (X) estd Cj-
inmerso en ey (X) . Como ey (X) es compacto, tenemos que (ey (X), ey)
es una compactaciéon en la que ey (X) estd Ch- inmerso. Por el Teorema

— B
2.2.12 , ey (X)'B( ) es homeomorfo a f (X). |

Algebras de funciones continuas con pesos.

2.3. Familias multiplicativas de Nachbin

A menos que se diga lo contrario (E, Q) es un algebra compleja, local-
mente convexa y de Hausdorff, donde Q es un familia saturado de seminor-
mas que genera su topologia y que satisface para cada q € Q existe ¢’ € Q
tal que

(2.3.1) q(zy) <d (2)d (y)
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para cualesquiera x,y € X.

Por su parte, X es un espacio topolégico de Hausdorff y no vacio, que
a partir de cierto momento se supondra que es T3%.

Diremos que una funcion real es positiva si no es nula y su rango esta
contenido en [0, o).

Sea V' una familia de funciones positivas definidas en X con las siguien-
tes propiedades:

(V1) Dadas u,v € Vy a > 0 existe w € V tal que au < w, y av < w.

(V3) Para toda funcién v € V existen u,w € V tales que v < uw.

(V3) Toda funcién v € V' es acotada.

(Vy) Para cada x € X existe v € V tal que v (z) # 0.

A un conjunto de funciones positivas definidas en X que cumplen la
propiedad (V1) se le llama una familia Nachbin. Cuando satisfacen las cuatro
propiedades anteriores se le llama una familia multiplicativa de Nachbin.

Ejemplos.

1. Sea A una familia no vacia de subconjuntos de X, y sea
V={axa:a>0y A€ A} donde x4 es la funcién caracteristica de A.

Si A es cerrada bajo uniones finitas, entonces la familia V' es de Nachbin,
ya que satisface (V7): dados axa,a’xar € Vy 8 > 0se tiene que AUA’ € A,
B'xava €Vy

Baxa < B'xavar y Ba'xar < B'xauar

donde 8’ = fmazx (a, ).

La familia V satisface (V3), pues dada axa € V, se cumple axs <
Vaxa-vaxay Vaxa€V.

La familia V satisface satisface (V3), ya que axa estd acotada por a.

Si A contiene a todos los subconjuntos de X formados por un sélo punto,
entonces V satisface (V)

Por tanto, para que una familia V' del tipo anterior sea multiplicativa
de Nachbin, basta que A sea cerrada bajo uniones finitas y que contenga a
todos los subconjuntos de X formados por un sélo punto. Por ejemplo, esto
se tiene para las siguientes colecciones A.

1.1 Sea A la familia de los subconjuntos finitos de X.

1.2 Sea A la familia de los subconjuntos compactos de X.

1.3 Sea A la coleccién de los subconjuntos A de X que son acotados,
donde esto significa que f (A) es acotado para toda f € C (X).

2. Sea V un subconjunto del conjunto B+ (X) de las funciones positivas
y acotadas definidas en X, o sea

BT (X)={f:X — (0,00) : f esacotada}
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Si V es cerrado bajo la suma y el producto por un escalar positivo,
y satisface que +/f € V siempre que f € V, entonces V es una familia
multiplicativa de Nachbin, ya que:

(V1) Dadas f,g € V 'y a > 0 se tiene que of < af + ag, ag < af + ag
vaf+ageV.

(V2) Dada f € V se tiene que f < /f-/fy V/feV.

(V3) Si f € V, entonces es acotada.

(V4) Dado z € X la funcién constante 1 pertenece a V' y no se anula en

Lo anterior sucede para los siguientes subconjuntos V' de BT (X).

2.1 El propio conjunto B (X).

2.2 El conjunto C;' (X)) de funciones continuas, positivas y acotadas.

2.3 El conjunto B[)’{) (X) de las funciones positivas con soporte compac-
to.

Tenemos que sop (af +g) C sop(f) Usop(g) si a > 0y sop (\/f) =
sop (f).

2.4 El espacio By (X) de las funciones acotadas y positivas que se
anulan al infinito.

Paraa > 0y f,g € By (X) tenemos que aof (z)+g (z) < esi f(z) < &
y 9(x) < § yademés, \/f (z) <esi f(z) <

Hay un subconjunto compacto K de X tal que f(z) < 5>, g(z) < 5y
f(z) <e?size X\ K.

2.5 Cuando X es localmente compacto, el conjunto C’S‘ (X) de las fun-
ciones continuas, positivas que se anulan al infinito.

Hacemos notar que si X es localmente compacto, entonces Cy (X) #

{0} . Sin embargo, Cy (Q) = {0}.

2.4. Definicion de las algebras de funciones continuas con pesos

Denotamos por C (X, E) al dlgebra de todas las funciones continuas de
X al dlgebra compleja localmente convexa E y por Cy, (X, E)) a su subédlgebra
de formada por las funciones continuas y acotadas. Una funcién f: X — F
se dice que es acotada si para cada ¢ € Q existe M > Otalque ¢ (f (z)) < M
para todo x € X.

Cuando E = C entonces escribimos, como ya hemos hecho, C (X) y
Ch (X) en lugar de C'(X,C) y Cy (X, C), respectivamente.

Recordamos que supusimos que la topologia de E estd generada por la
familia saturada () de seminormas.

Sea V una familia multiplicativa de Nachbin. Definimos el espacio de
funciones continuas con pesos CV (X, E) como el de todas las funciones
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f€C(X,FE) tales que

Pq. (f) = supq (v (2) f (z)) < oo
zeX

para cualesquiera g € Q y v € V.
Observamos que para f € CV (X, E),v eV g€ Qy x € X, se cumple

q(v(z) f(2)) =v(z)q(f(2)).
Por (V3) tenemos que
Cy(X,E) C OV (X, E).

En particular, para a € E, la funcién constante a de X en E pertenece
aCV (X,E).
Cuando F = C, entonces escribimos CV (X) en lugar de CV (X,C).
Asi,
Cy (X) cCcVv (X)
y en particular, toda funcién compleja constante definida en X pertenece a

OV (X).

PROPOSICION 2.4.1. El espacio CV (X, E) es un dlgebra con las opera-
ciones usuales de funciones y las funcionales py ., definidas previamente son
seminormas. La familia de todas estas seminormas estd dirigida.

DEMOSTRACION. Sean A € C, f,g € CV(X,E),v € Vyqe Q. Es
facil ver que A\f + g€ C(X,E) y fg € C (X, E). Por otra parte,

Paw (Af) supq (v (z) Af (x))

reX
- 522|A|q(v () f ()
= |\ supq (v () f (2))
zeX

= [Alpg (f) < o003

supq (v () (f (z) + g (2)))

zeX

supg (v (z) f (z)) + ¢ (v () g (2))

zEX
Py, (f) + P (9) < 0.

Pgv (f+9)

IN

IN
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Sige QyuveV,entonces existen ¢’ € Q, y u,w € V tales que

Paw (f-9) = supv(z)q((f(x) g(x)))

reX

supu (z) w (z) (x) ¢’ (f (x)) ¢’ (9 (2))

rzeX
< Pq’ ju (f)pq’,w (g) < 0.

IN

De donde, se sigue que CV (X, E) es un &lgebra y cada p,, es una
seminorma.
Por ultimo, dadas pq,. ¥ Pg’,w tenemos que

max (pq,u (f) » P’ jw (f)) é Pmazx(q,q"),v (f)

donde v € V satisface que v < v y w < v. Por tanto, la familia de las
seminormas p, . estd dirigida. 0

PROPOSICION 2.4.2. El dlgebra CV (X, E) con la topologia inducida
por la familia de seminormas{pq ., :v € V,q € Q} es un dlgebra localmente
conveza de Hausdorff.

DEMOSTRACION. En efecto, dados ¢ € Q, y v € V existen , ¢ € Q, y

ww € V tales que g (f () g () < ¢ ( (2)) ¢ (9(2) ¥ u (@) w(2) < v ()
para todo = € X. Lo primero por (2.3.1)). Asi,

Paw (f-g9) = supv(x)q((f(z)-g(x)))

reX

supu (z) w (x) (z) ¢’ (f (x)) ¢ (9 (x))

rzeX
< Pgu (f) Pq'w (9)-

O sea, el producto es continuo.
Por otro lado si f no es la funcién nula, entonces existen z € X, g € Q

y v €V tales que ¢ (f (z))v(x) # 0 y entonces py. (f) # 0. Por lo que
CV (X, E) es de Hausdorff. O

IN

2.4.1. Algunos ejemplos de CV (X, F) para distintas familias
V. A continuacién describimos las topologias obtenidas en CV (X, E) para
las distintas familias multiplicativas de Nachbin V' vistas al inicio del capi-
tulo. Asimismo con el uso de la Proposicién 1.3.12 veremos, para los casos
1.1 a 1.3 , a que equivale la convergencia de redes en esos espacios.

Ejemplos 1. Sea A una familia no vacia de subconjuntos de X, no
vacios. Tomamos la familia multiplicativa de Nachbin

V={axa:a>0y Aec A}.
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1.1 Sea A la coleccién de los subconjuntos finitos, no vacios, de X.
Entonces,
CV(X,E)=C(X,E)
v la topologia es la de la convergencia puntual.
Para cualesquiera f € C (X, E), g € Qy A € A, se tiene por definicién
que
Pa.axa (f) = Supg (f (z)) axa (z) = amixq (f (z)) < o0

por ser A finito y asi, f € CV (X, E). Por tanto CV (X, E) = C (X, E).
Sean (f;) una red de funciones en CV (X, E) y f € CV (X, E). Afirma-

mos que f; vEE f siysélosi f;(z) X f (z) para todo =z € X. Es decir,

en este espacio la convergencia se reduce a la convergencia puntual y es por
esto que su topologia es llamada de la convergencia puntual.

Para probar la parte “si” observamos que dado un conjunto A € A y un
escalar a > 0 se tiene que

Pa.axa (fi = f) = amaxq (fi (2) = f (2));
de donde, f; vt XE f si fl( ) E)f(w) para todo z € X.

Para la parte ‘sélo si”, dado & € X consideramos el conjunto A = {z}
y la funcién x4 de V. Entonces,

q(fi(x) = f (@) = paxa (fi = [);

y por consiguiente, f; (x) X fx)sif; vEH I

Es facil ver que la topologia de la convergencia puntual en C (X, FE)
también se puede dar mediante las seminormas |f|, , = ¢ (f (2)), cong € Q
y ¢ € X y que con esta topologia C (X, F) es m-convexa si Q es un familia
de seminormas submultiplicativas; por ejemplo, si £ = C con la topologia
usual.

1.2 Sea A la coleccion de los subconjuntos compactos, no vacios, de
X. Entonces,

CV(X,E)=C(X,E)

y la topologia es la compacto abierta x.

Para cualesquiera f € C(X,FE), g€ Qy A € A, se tiene que f (A) es
compacto y asi, ¢ (f (A)) es un conjunto acotado. Entonces

Pa.axa (f) = supq (f () axa = asupq (f (x)) < occ.
zeX z€A
Por tanto, CV (X, E) = C (X, E). Esta topologia es llamada la com-

pacto abierta en C' (X, E). La topologia compacto abierta vista en la pagina
37 es un caso particular, en que E = C.
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La convergencia de una red (f;) a f en CV (X, E) significa que para
cada seminorma q € Q y cada compacto A de X se cumpla que

qa(fi—f)= Supg (fi(x) = f(x)) =0

Es decir, la convergencia en C'V (X, E) es la de convergencia uniforme
sobre compactos. Por estd razon, la topologia correspondiente es también
llamada la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos.

1.3 Sea A la colecciéon de los subconjuntos acotados, no vacios, de X
. Entonces,

CV(X,E)=C(X,E)
v la topologia es la de la convergencia uniforme sobre acotados.

Sean f € C(X,E), g€ Qy A € A. Por definicién se tiene que f (A) es
acotado y asi, ¢ (f (A)) es un conjunto acotado. Entonces

Pg.axa (f) = supq (f (z)) axa = asupq (f (z)) < oo.
reX z€A

Por tanto, CV (X, E) = C (X, E).
La convergencia de una red (f;) a f en CV (X, E) significa que para
cada seminorma ¢ € Q y cada compacto A de X se cumpla que

a(fi— 1) = Supg (fi(x) = f(z)) =0

Es decir, la convergencia en CV (X, E) es la de convergencia uniforme
sobre acotados. La topologia en CV (X, E) es llamada la topologia de la
convergencia uniforme sobre acotados.

Ejemplos 2. Tomamos la familia multiplicativa de Nachbin

VCBT(X)={f:X —[0,00): fesacotada}.
2.1 Sea V = BT (X). Entonces,
CV (X,E)=Cy(X,E)

y la topologia es la uniforme.
Tomemos f € Cy (X, E), v € BY(X) y q € Q, entonces q(f (X)) y
v (X) son conjuntos acotados en C y asi,

Pgw (f) = supq (f (x)) v (z) < oo,
rzeX

por lo que f € CV (X, E).
Inversamente, si f € CV (X, E), y tomamos v como la funcién 1, se
sigue que

Pg,1 (f) = supq (f (z)) < o0
rxeX

asf f € Cp (X, E).



2.4. DEFINICION DE LAS ALGEBRAS DE FUNCIONES CONTINUAS CON PESOS79

Es facil ver que la topologia se puede generar por las seminormas
pq (f) = supq (f (z)) < o0,
zeX

en vista de que toda funcién en BT (X) es acotada.
2.2 Sea V el conjunto C’;‘ (X) de las funciones continuas, acotadas y
positivas. Al proceder como en 2.1 se tiene que

CV (X,E) = Cy (X, E)

y la topologia es la uniforme.

2.3 Sea V el conjunto By, (X) de las funciones positivas con soporte
compacto. Entonces,

CV(X,E)=C(X,E)

y la topologia es la compacto- abierta . Es decir obtenemos la misma
algebra localmente convexa que en el ejemplo 1.2.

En efecto, tomemos f € C(X,E), v € By (X) y ¢ € Q. Existe un
compacto K C X tal que v (X\ K) = {0}. El conjunto f (K) es compacto
y por tanto, ¢ (f (K)) es acotado. Por consiguiente,

Po (f) = supq (f (2))v(z) = supq (f (z)) v (z) < oo,

de lo que se sigue que f € CV (X, E).
Es facil ver que la topologia se puede generar por las seminormas

pq (f) = supq (f (x)) < oo,
reK

donde K corre por los compactos de X ya que toda funcién en V = Bg[) (X)
es acotada y xx € By (X).

2.4 Sea V el conjunto Bg (X) de las funciones acotadas y positivas que
se anulan al infinito. Entonces,

CV(X,E)=Cy(X,E).
A la topologia inducida en Cy (X, E) por las seminormas

Paw (f) = supq (f (z)) v (x)
rxeX

la llamamos la topologia estricta y la denotamos por 8. El nombre queda
justificado, pues E = C, la topologia que se obtiene al través de V' = B(T (X)
es la estricta (de Giles), vista en la pdgina 38.

Sabemos que Cy, (X, E) C CV (X, E), en general. Inversamente, tome-
mos f € CV (X,E) y supongamos que f ¢ Cy (X, E). Entonces existen
g € Q y una sucesién (x,) en X tales que

q(f (xn)) > 0.
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La funcién escalar definida en como

U(,’I}): n S?x:xn
0 six#ux,

pertenece a By (X) y se cumple que
Pgw (f) = Supg (f @) v(z) = Sl;I;lI(f (zn)) v (zn) = 00

lo contradice que f € CV (X, E). Por tanto, f € Cy (X, E).
2.5 Supongamos que X es localmente compacto y sea V el conjunto
CS' (X) de las funciones continuas, positivas que se anulan al infinito. En-
tonces
CV(X,E)=Cy(X,E).
A la topologia inducida en Cy (X, E) por las seminormas pg ,, (f) = supgq (f (z)) v (z)
zeX

la llamamos la topologia estricta y la denotamos por 3. Este caso tiene
como uno particular a Cj (X) con la topologia de Buck f, definida en la
pégina 38.

Sabemos que Cp (X) C CV (X, E). Inversamente, tomemos f € CV (X, E)
y supongamos que f ¢ Cy (X, E). Entonces existen ¢ € Q y una sucesién
(zn,) en X tales

q(f (xn)) > n?.
Como ya vimos la funcién definida en X como

1

(@) = siz=u,
vo () =
0 0 siz#ux,

pertenece a By .
Como X es localmente compacto y Hausdorff existe una funcién v €
Cif (X) tal que v (z) > v (v) para todo x € X y asf,

P (f) = supq (f (z)) v (x) = supq (f (zn)) v (n) = 00
reX n>1
lo que contradice que f € CV (X, E). Por tanto, f € Cy (X, E) .

2.5. El algebra CV (X)

Tenemos que CV (X) - CV (X, E) C CV (X,E). En efecto, si f €
CV(X,E)y a € CV (X), entonces, la funcién producto af estd bien defi-
nida en X, toma valores en F y es continua, ya que si (x;) es una red en X
que converge a x € X, entonces

flai) = f(x)
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a(z;) = ax).
Por ser estas funciones continuas y el producto por un escalar continuo
en F, tenemos que
a(z;) f (i) = af (2).
Ademas, dados ¢ € Q y v € V, existen u,w € V tales que y v < uw; de
donde

v(z)q(g(x)- f(z) <u(z)lg(@)|w(z)q(f(z)) <oo
para todo x € X. Asi, f € CV(X,E) y g € CV(X) implicangf €
CV (X,E).
Para a € E consideramos la funcién constante en X que toma ese valor
y la denotamos también por a. Si f € CV (X), entonces fa € CV (X, E).

2.5.1. Las evaluaciones en C'V (X). Familia de Nachbin de tipo
puntual. Seaz € X. Afirmamos que la funcién ¢, : CV (X) — C definida
como
es una funcional lineal multiplicativa no nula y continua en X; es decir,
Yy € M(CV (X)). Este cardcter de CV (X) se denota, como en el caso de
C (K) por & y también es llamado la evaluacidn en z. Asi, & (f) = f(x)
para toda f € CV (X).

Es claro que v, es una funcional lineal multiplicativa y no es nula pues-
to que las funciones constantes pertenecen a C'V (X). Para comprobar su
continuidad recordemos que existe v € V' tal que v (z) # 0. Entonces,

v (2) [Po () =v (@) |f ()] < Supv W) 1f W)l 5
para todo f € CV (X, E), o lo que es lo mismo

1
[V ()] < wpv (f)
para todo f € CV (X, E).
LEMA 2.5.1. La funcidn
D )T( = (M (CV (X),w"))

z

es continua.

DEMOSTRACION. Sean x € X y (z;) una red que converge a z. Dado f €
CV (X) se sigue de su continuidad que f (z;) — f (z). Por la Proposicién
1.6.3, &; — & en la topologia w*. Asi, ® es continua. O
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Veremos que las evaluaciones son w*—densas en M* (CV (X)). Para
esto requerimos del siguiente resultado.

LEMA 2.5.2. Sea f € CV (X) no invertible. Dado € > 0 existe xy =
x (e f) € X tal que
|f (zo)| <€
DEMOSTRACION. Demos f € CV (X), puede ser que ella no sea inver-
tible en C (X), o que si lo sea, pero % ¢ CV (X).
Supongamos primero que f € CV (X) no es invertible en C (X), lo que
quiere decir que existe zg € X tal que f (z¢) = 0 y por tanto, si tomamos

xzo = x (€, f) se obtiene lo que queremos.
Ahora supongamos que f es invertibleen C' (X) y % ¢ CV (X), entonces

existe u € V tal que
¢ (1> o 2@
“\f) aex|f(z)]

Sea sup |u (z)] = M, entonces existe o € X tal que

zeX
M
ulzo) M
|f(zo)| ~ €
de donde
= wjfjw > |f (o)
Al tomar z (e, f) = zp obtenemos lo que queremos. O

TEOREMA 2.5.3. Sea ¢ € M# (CV (X)). Dados ¢ > 0, n € N y
fiseo s fn € CV (X)), existe x € X tal que

2 (fi) = (fi)| <e

TEOREMA 2.5.4. para todo 1 < i < n. En otras palabras las evaluaciones
son w*—densas en M#* (CV (X)).

DEMOSTRACION. Sean ¢ >0,n € Ny fi,..., f, € CV (X). La funcién
F=> 1fe—e ),
k=1

donde ¢ (f) representa a la funcién escalar constante que toma dicho valor,
pertenece a CV (X). En efecto, las funciones constantes estdn en CV (X),
asi fr — ¢ (fx) € CV (X) para todo 1 < k < n, por ser CV (X) un dlgebra.
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Esto implica que fr — ¢ (fx) € CV (X); de lo que se sigue inmediatamente
que

Y1k — e (f)? € CV (X)
k=1
Observemos que

¢ (Z = so(fk>|2> = Yo (Ife—w(P)
k=1 k=1

= Yelth—eUe(F—v ()

k=1

I
M§

(e () =9 () e (B — 9 (i)

1

=7

Por lo que f no puede ser invertible en C'V (X), asf existe x tal que
n
DoIfi@) o ()P <€
i=1
y por tanto,

Ifi(x) =@ (fi)] <e

para 1 <17 <n. O

DEFINICION 2.5.5. Se dice que la familia multiplicativa de Nachbin V es
de tipo puntual si todo ¢ € M (CV (X)) es una evaluacidn; es decir existe
70 € X tal que ¢ (f) = Y, (f) = f (vo), para toda f € OV (X).

La nocién de familia de tipo puntual est4 muy relacionada con el con-
cepto de conjunto de nivel.

DEFINICION 2.5.6. Para cualesquiera v € V' y r > 0, el conjunto
L(,r)={z:v(x)>r}
es llamado un conjunto de nivel.

PROPOSICION 2.5.7. El conjunto V es del tipo puntual si y sdlo si para
——B(X
cualesquiera v € V yr > 0, la cerradura L (v,r)ﬁ( ) estd contenida en X.
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. ———B(X)
DEMOSTRACION. Supongamos que zg € (8 (X)\X)[ L (v,r) pa-
ra algunos v € V. y r > 0.Sean f € CV (X). Si C = sup|v(z) f (x)],
zeX

entonces

(25.1) f (@) < L@@

C
r r
para todo z € L (v,r).
Podemos ver a f como una funcién continua de X en la compactacién

por un punto C* de C. Entonces, f tiene una extension
fOipX) —C

a la compactacién de Stone- Cech 8 (X) de X. Por ser ¢ punto de acumu-
lacién de L (v, r), se sigue de (2.5.1) que |f¢ (xg)] < g

Definamos ¢ : CV (X) — C como ¢ (f) = f°(x0). Como la opera-
ci6én extension de C' (X,C*) a C (5 (X),C*) es un homomorfismo se sigue
que Y es un homomorfismo. Ademads, es no nulo puesto que las constantes
pertenecen a CV (X), y es continuo, ya que

WO =1 o)l < =~ (o (1)

O sea, p € M (CV (X)).

Si existe un elemento 1 € X tal que ¥ (f) = f (z1) = f° (z1) = f€ (z0)
para toda f € CV (X), entonces eso sucede para toda funcién escalar con-
tinua y acotada f, ya que como sabemos Cj (X) C C'V (X). También sabe-
mos que cada funcién en F = C (B (X)) es la extensién f¢ de una funcién
f € Cy(X);asaber f = F|X. Asi, no existe una funcién continua de 8 (X)
a [0, 1] que separe a z¢ y x1, lo que es una contradiccién a que 5 (X) es Tss.
Por tanto, V no es del tipo puntual.

Inversamente, supongamos que L (v, r)B(X) C X para cualesquiera v €

V y r > 0. En particular, L (v,7) es relativamente compacto en X, ya que
por la hipdtesis se tiene que

L (v,r)X =1L (vm)ﬁ(X) ﬂX =1L (’U,T)ﬂ(X).

—A(X)
y L(v,r) es compacto.
Sea ¢ € M (CV (X)). Existen v € V' y § > 0 tales que

9 ()< 5 sipo(f) <0

(recuérdese que {pq. : ¢ € Q,v € V} estd dirigida).
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Supongamos ¥ no es una evaluacién, entonces ¢ ¢ ® (L (v, 5)), donde
® es la funcién del Lema 2.5.1, que asocia & a cada x € X.
Tenemos que ® (L (v,é)) es w*—compacto y por tanto, w*—cerrado.

Entonces, existe una funcién continua

F:(M*(CV (X)), w*) —[0,1]

tal que F(¢p) =1y F (fb (L (v,é))) = {0}.
La funcién f = Fo ®: X — [0, 1] es continua y ademaés,

po(f) = maw{ sup [v(z) f(z)|, sup Iv(w)f(:v)l}

z€L(v,0) z€X\ L(v,6)

= sup v (z) F (Z)|
z€X\ L(v,0)
0.

Porlo que, f e CV (X)) y ¢ (f) < %

Por el Teorema 2.5.3 sabemos que el conjunto de las evaluaciones, es
decir {Z: x € X} es w*—denso en M# (C'V (X)), por lo que existe una red
(z;) en X tal que Z; =3 . Entonces,

Y (f) =limz; (f) = limf (z;) =limF (Z;) = F () =1
lo que es una contradiccién a que 9 (f) < % Por tanto, 1 € ® (L (u, 6)); es
decir, ¥ es una evaluacion. (I

IN

COROLARIO 2.5.8. Una familia V' es de tipo puntual si y sdlo si todo
elemento de V' se anula al infinito.

DEMOSTRACION. Supongamos que V es de tipo puntual y sean v € V
— B(X
y € > 0. Por la Proposicién 2.5.7, sabemos que L (v, 6)5( ) cX.
— B(X — B(X

El conjunto L (v,e)ﬁ( ) es compacto. Si z ¢ L(v,e)ﬁ( ), entonces = ¢
L (v,€) y por tanto, v (x) < €. Es decir, en el complemento de un compacto
la funcién v es menor €. Asi, v se anula al infinito.

Inversamente, supongamos que v se anula al infinito. Dado r > 0 se
tiene que existe un compacto K de X tal que v (z) < r para todo = € K°.
Esto implica que L (v,r) C K.

Puesto que la inmersién de X en 8 (X) es un homeomorfismo sobre su

imagen, tenemos que K es compacto, en particular es cerrado en f§(X).

— B(Xx
Entonces L (v,r)ﬁ( ) C K C X. Se sigue de la Proposicién 2.5.7 que V es

de tipo puntual. ([l



86 2. EL ESPECTRO DE ALGEBRAS DE FUNCIONES CONTINUAS CON PESOS

DEFINICION 2.5.9. Para una familia V se define el soporte sop (V) de
V' como:

B(X)

sop(V):U{m :vEV,r>O}.

De la la Proposicién 2.5.7 resulta claro que el sop (V) C X siy sélo si
V es de tipo puntual. En tanto que por la Propiedad (V4) de la familia V
tenemos que X C sop V. Al unir estos dos resultados obtenemos el siguiente.

TEOREMA 2.5.10. V es de tipo puntual si y solo si X = sop V.

PROPOSICION 2.5.11. Sean g € X y ¢ : CV (X) — C el cardc-
ter definido como ¢ (f) = f(xo). El cardcter ¢ es continuo si y sdlo si
xg € sop(V). A este cardcter también lo denotamos por &g y lo llamamos
evaluacion en xg.

DEMOSTRACION. Supongamos que v es continuo. Existenv € V 'y M >
0 tales que

(2.5.2) [ (F)l = [f (xo)] < Msup (v (2) [f (2)])

para todo f € CV (X).
B(X)
Supongamos que zq ¢ sop (V'), entonces xg ¢ L (v, ﬁ

Existe una funcién continua ¢¢ : 8 (X) — [0, 1] tal que
715()()

2.5.3 € =1 ‘(L — =0.

(2.5.3) 9°(w) =1yg <v, 2M)

Llamemos g a g© restringida a X. La funcién g es continua, con rango

en [0,1] y
(ofo)) -

Por ser g continua y acotada, tenemos que g € CV (X) y por (2.5.2)
v(2.5.3) se sigue que

1 1
L=lg" (@)l <M sup  (@)lg@) <M () ==
Sl e < (5)

Lo que es un absurdo, por lo que zg € sop (V).
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Reciprocamente, supongamos que g € sop (V). Existen v € V, 7 >0y
una red (z;) en L (v,7) que converge a xg. Como v (z;) > r, se sigue que

rlf (@)l < sup (v(z)[f (@)]);
reX

F)l < Ssup @) @)

TreX

para toda f € CV (X).
De lo que se deduce que

1
[ (O =1f (@)l < —sup (v (2) | f (2)])
reX
para toda f € CV (X). Por tanto, ¥ es continua. O

COROLARIO 2.5.12. SiV es de tipo puntual entonces cualquier evalua-
cion en CV (X) es continua.

DEMOSTRACION. En este caso,sop V = X. O

Para lo que sigue es necesario recordar un concepto, relacionado con la
continuidad de una funcién.

DEFINICION 2.5.13. Sea X espacio topoldgico, se dice que f: X — R
es superiormente semicontinua en zo € X, si para todo € > 0 existe una
vecindad N de zg tal que, todo elemento y € N cumple que f (y) < f (zo)+e.

Claramente toda funcién continua, es superiormente semicontinua .

PROPOSICION 2.5.14. Si V es de tipo puntual y todo elemento de V es
una funcion superiormente semicontinua, entonces

sop(V)={{z € X :v(x) #0 para algunav € V} = X.

DEMOSTRACION. Sea zg € sop (V), entonces zg € L (v,r) C X para
algunos 7 > 0 y v € V. Hagamos ¢ = 7, entonces existe una vecindad
abierta U de zq tal que v (y) < v (zo)+ §siy€U.

Por ser U vecindad de zg, existe y € U N L (v,7) y entonces

T T

,
——r__-< - - < )
-l vl - L <v)

Es decir zp € {z € X : v (z) # 0 para alguna v € V}.
Reciprocamente, tomemos un elemento

20 € {x € X :v(x) # 0 para alguna v € V'}

y sea v € V tal que v (zg) # 0. Por tanto, 29 € L <v, @) C sop (V).
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Finalmente, de la propiedad (V4) de la familia de Nachbin V se tiene
que
{r € X :v(z)#0 para algunav € V} = X.
O

A continuacién definimos un concepto que en el ultimo capitulo sera
estudiado con mayor amplitud.

DEFINICION 2.5.15. Sea X un espacio TS%. Se dice que X es realcom-

pacto si es homeomorfo a un subconjunto cerrado de un producto R, donde
I no es necesariamente finito.

COROLARIO 2.5.16. Si X es un espacio realcompacto y CV (X) contiene
al espacio C (X) de todas las funciones escalares continuas, entonces V' es
de tipo puntual.

DEMOSTRACION. Por hipdtesis, CV (X, E) = C (X) . Segin el Teorema
5.1.2 del capitulo 7 todo cardcter en C (X) es una evaluacion. O

2.5.2. Ejemplos de CV (X,FE) con V de tipo puntual. De los
ejemplos vistos en la subseccién 2.4.1 las siguientes dlgebras CV (X, E) estdn
determinadas por V de tipo puntual, pues en cada caso cualquier elemento
de V se anula al infinito.

Ejemplos 1. Sea A una familia no vacia de subconjuntos de X, no
vacios. Tomamos la familia multiplicativa de Nachbin

V={axa:a>0y Aec A}.
1.1 Si A es la coleccién de los subconjuntos finitos, no vacios, de X.
Entonces, V' es de tipo puntual y como vimos
CV(X,E)=C(X,E)

con la topologia es la de la convergencia puntual.
1.2 Sea A la coleccién de los subconjuntos compactos, no vacios, de
X. Entonces,
CV(X,E)=C(X,E)
v la topologia es la de la convergencia uniforme sobre compactos.
Ejemplos 2. Tomamos la familia multiplicativa de Nachbin

VCBT(X)={f:X —[0,00): fesacotada}.

2.1 Sea V el conjunto BOJF0 (X) de las funciones positivas con soporte

compacto. Entonces,
CV(X,E)=C(X,E)
y la topologia es la compacto- abierta x.



2.6. CARACTERES EN CV (X, E) 89

2.3 Sea V el conjunto BO+ (X) de las funciones acotadas y positivas que
se anulan al infinito. Entonces,

CV (X,E) = Cy (X, E).

En particular, cuando E = C, la topologia que se obtiene al través de V es
la estricta (de Giles) S.
2.4 Supongamos que X es localmente compacto y sea V el conjunto
Cg (X) de las funciones continuas, positivas que se anulan al infinito. En-
tonces
CV(X,E)=Cy(X,E).
Este caso tiene como uno particular a Cj, (X) con la topologia de Buck

B.
2.6. Caracteres en C'V (X, E)

2.6.1. Los caracteres H, . Definiremos en CV (X, E) funcionales
lineales multiplicativas que recuerdan a las evaluaciones.

Supongamos que x € X y h es una funcional lineal multiplicativa en F.
Entonces la funcién H : CV (X, E) — C definida como

H(f)=h(f(z))
es una funcional lineal multiplicativa en CV (X, E), que denotamos por
Hyp.
M4s atn si h es continua, entonces H, ) es continua, ya que existen
veV, qge Qy M >0 tales que

v(z)#£0
y
Ih(y)| < Mq(y)
para todo y € E y entonces se satisface
M
|h(f ()] < Mg (f(x)) < () S (W) a(f();

para todo f € CV (X, E), o lo que es lo mismo

Hon (f)] < %p f)

para todo f € CV (X, E).
Si h no es nula, entonces Hj , tampoco lo es, ya que las funciones
constantes de X en F pertenecen a CV (X, E).

Con M (A) denotaremos a M# (A) o M (A). Asi, Hy . € M (CV (X, E))
siempre que (z,h) € X x M (FE).
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En particular, si E = C, entonces tenemos que M¥ (E) = M (E) y este
conjunto se reduce a la funcién identidad I en C y entonces £ = H, 1, ya
que

T(f)=f(x)=1I(f(2)) =Ha1(f).

O sea, H, 1 es la evaluacién en X.

Para E tal que MV(E) # (b, por ejemplo cuando E es un &lgebra de
Banach, tenemos entonces definida las funcién:

®: X x M(E) = M(CV (X,E));
(.CC, h) — Hm,h
uno de cuyos casos particulares es

d: X - M(CV(X)).

T — x

Para la prueba del primer teorema de esta seccién requerimos de los dos
resultados auxiliares que a continuacién presentamos.

LEMA 2.6.1. Dado H € MV(C'V (X, E)), existen caracteres unicos
b eM(CV (X))

h:E—C

tales que:

a) H (af') =4 (a) H(f") donde f' € CV (X, E) y a € CV (X).

b) H (axa) = (o) h(a) donde a € CV (X) ya € E.

Ademds, ¥ no es nula. S1 H es continuo, también lo es h y si E tiene
idéntico entonces h € M (E).

DEMOSTRACION. Tomemos f, f' € CV (X,E) y a € CV (X). Sabemos
que af,af  aff' € CV (X, E) y es claro que af f' = faf’.
Por ser H un homomorfismo se cumple que

(2.6.1) H(af) H(f') = H(f) H(af).

Como H es no nula, existe f” € CV (X, E) tal que H (f) no es cero. Al
tomar en la igualdad anterior f = f”, tenemos que si H (f’) = 0, entonces
H(af)y=0.

Por otra parte, si H (f') # 0, entonces al tomar nuevamente en la
igualdad anterior f = f” obtenemos la siguiente igualdad

H(af")  H(af')

(262) HG7 BT
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Definamos
_H(af")
Y=gy
Afirmamos que 1 es un cardcter no nulo en CV (X). Sean a,a’ €
CV(X)yxeC.

H((Aa+d) f')
H(f")
H (Aaf") + H (o' f")
H(f")
AH (af") | H (o' f")
H(f") H(f")

= (o) +¢ ().

Entonces, 9 es aditiva y homogénea.

Por 2.6.1 tenemos que

H (af") H (o' ") = H (") H (aaf")

Y (dat+d) =

y entonces,
H (af") H (o' f")
H(f")

= H (aa'f"),

Por lo que

H (o) 1)

H(f")
H (af”) H (o' f")
H (f")*

_ (H (af”)> <H (o/f”)>
— \H(f) H(f")
= (@) ().
Por tanto, 1 es un carécter.
Si H es continuo, entonces 1 1o es ya que la asociacién o — «.f” define

una funcién continua de CV (X) en CV (X, E) . En efecto, dados ¢ € Q y
v €V, existen u,w € V tales que v < ww y por tanto

Pav (af") <supv (@) e (2)] g (f" (2))
<Mp. (a)
para toda a € CV (X), donde M = pg,, (f”).

W (ad)
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Veamos que ¢ tiene las propiedades requeridas. Si f' € CV (X, E) es
tal que H (f') = 0, entonces vimos previamente que H (af’) = 0 y por
consiguiente se cumple (a). Supongamos que H (f’) # 0. De la igualdad

2.6.2 resulta que ¥ (o) = I;(?f{))
Si hay otro cardcter ¢’ € CV (X) que cumple a), entonces ¢’ (o) =
Hé?f{,)) para todo « € CV (X); o sea, ¢’ = 1.
Finalmente, definimos h (a) = H (la) para cada a € F; donde 1 es la
funcién escalar constante 1 definida en X y a es la funcién constante a de
X en E.

Para a,b € E y A € C tenemos

y también se cumple (a).

h(da+b) = H(1(Aa+b))
= \H (la) + H (10)
A (a) + R (D),

h(ab) = H (lab)
— H(la)H (1b)
= h(a)h(b).
En conclusion h es un cardcter de £ y como la funcién ala = ga
pertenece a C'V (X, E) tenemos que
H (af”) H (1a)
Y (a)h(a) THUY
H (aaf”)
= == H .
H(f") (ae)
Es decir, se cumple (b).
Si b’ € M (E) satisface a (b), entonces

_ H(la)

ya que ¢ (1) = 1. Asi, h es tnico.
Si H es continuo, entonces h lo es ya que la asociacién a — la de F en
CV (X,E), donde 1 representa la funcién constante 1 definida en X, define
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una funcién continua. En efecto. Dados ¢ € Q y v € V' se cumple que
Pq.v (1a) = supv () g (a).
zeX
Si E tiene idéntico e, entonces la funcién constante e de X en E es el
idéntico de C'V (X, E), por tanto, H () =1y
h(e) =1 (1)h(e)

_ H(ef")

~OH(f)

_H(f")H (e)

- H(f)

=1.

Entonces, h € MV(E) si E tiene idéntico. O

LEMA 2.6.2. Sean q una seminorma en E, ¢ > 0, y f € CV (X, E),
entonces existen dos familias: {a;:i €I} en E y {a; :1 €I} en CV (X)
tales que:

1. {a; :i € I} es una particion de la unidad localmente finita en X; es
decir:

(a) 0 <oy, y> a;=1.

(b) Cada punto x € X tiene una vecindad U, tal que o; = 0 en U,
excepto para un nimero finito de indices i € I.

2.q(f () = > a;(z)a;) < € para todo x € X.

DEMOSTRACION. La seminorma ¢ define una pseudométrica E. Al es-
pacio pseudométrico asi definido lo denotamos por (F, q) y para cada a € E
y 7 > 0 denotamos por B, (a) a la bola abierta con centro en x y radio 7.

Hagamos I = E, entonces {B. (i) : i € I} es una cubierta abierta de
E. Por ser (E,q) pseudométrico se sigue del Teorema 2.1.9 que existe una
particién de la unidad {¢} :i € I}, localmente finita y subordinada a la
cubierta abierta {B,. (i) : i € I'}. Entonces

a) of € C (E,[0,1]).

b) o se anula fuera de B (i).

c¢) Cada punto ¢ € E tiene una vecindad V, tal que of = 0 en V,,
excepto para un numero finito de indices i € I.

d) Z ; = 1.

Definimos «; = o, o f para todo i € I. Entonces cada «; es una funcién
continua de X en [0,1] y Doy =Y afo f=1.

Hagamos U, = f~' (Vj()) para cada x € X, entonces a; = ofjo f =0
en la vecindad U, de x, excepto para un nimero finito de indices ¢ € T
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Por ultimo, hagamos a; = ¢ para cada ¢ € E. Entonces, con base en que
Yoicr @i (w) f(x) = f(x) y i (x) =0siq(f(v) —a;) > ¢, obtenemos

q (f (z) = Zai () az‘) = 4q (Z o; (z) (f (z) — ai))

el i€l

IN
£
o)
8
S~—"
<
~—
~
®
S~—
\
S

para todo x € X. O

TEOREMA 2.6.3. Si V es de tipo puntual, y H : CV (X, E) — C
es un cardcter continuo, entonces existen xg € X y un cardcter continuo
h:E — C tales que H (f) = h (f (z0)) para toda f € CV (X, E).

DEMOSTRACION. Si H es la funcional cero, tomamos h como la funcio-
nal cero obteniendo as{ inmediatamente el resultado. Supongamos que H es
no nula, entonces por Lema 2.6.1 tenemos que existen ¢ € M (CV (X)) v
un caracter continuo A definido en F tales que

(2.6.3) H (aa) = ¢ (a) h(a)
siempre que « € CV (X)ya€ E, y
(2.6.4) H (af ) =1 (o) H (f)

siempre que f € CV (X, E) y a € CV (X).

Por el Lema 2.6.1, por ser H continua entonces v lo es. Como V es de
tipo puntual, ¢ (o) = « () para algin g € X y todo o € CV (X) , por
lo que las igualdades (2.6.3) y (2.6.4) se transforma en
(2.6.5) H (aa) = a(zo) h(a)
siempre que a € E'y a € CV (X)

(2.6.6) H(af) = a (o) H (f)

siempre que f € CV (X, E) y a € CV (X).
Por la continuidad de H, existen M > 0 y una seminorma pg, en
CV (X, E) tales que

|H (f)| < Mpqg,o (f)
para todo f € CV (X, E).
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El teorema estard demostrado una vez que probemos que dados f €
CV (X) y & > 0 se cumple
(2.6.7) [H (f) = h (f (20))] < 2e.

Sean f € CV (X) y € > 0. Usaremos el Lema 2.6.2 en el espacio semi-
normado (E, q), tomando como real positivo a € = min < €, 17, W}W .
T €

Existe una familia de funciones {e; : i € I} C CV (X) y otra {a; : i € I}
de elementos del dlgebra tales que {c; : ¢ € I'} es una particién de la unidad
localmente finita en X y cumplen que

q(f(x)—Zai (x)ai) <¢

en X.

Hay una vecindad abierta U de x( tal que a; no es nula en U sélo para
un conjunto finito de indices, digamos que para i € J donde J C [ es un
conjunto finito.

Hagamos f' = > «a;a;. Entonces f' € CV (X, E), por ser una suma
icJ
finita de funciones en CV (X, E) y

q(f(z)—f (z)) <€ enU.

Como X\U es cerrado, existe una funcién continua o : X — [0,1]
tal que a(xzg) = 1 y « vale cero en X\ U, Por ser « acotada, esta funcién
pertenece a C'V (X).

Entonces a partir de (2.6.6) obtenemos que

(2.6.8) H(f")=H (af")

para todo f” € CV (X, E).
Siz € X\U, entonces v (z)q(a(x)(f(z)—f(z)) =0ysiz e U
entonces [’ (z) = > «; (x) a;, por tanto
icJ

qa(x) (f(2) = () = a(@)q(f(@)-f ()

< €.

De lo que se sigue inmediatamente que:

_ / < / L
Pgw (af —af’) < ejggv(x)<2M
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Por esto y la igualdad (2.6.8) concluimos que

\H(f)—H () = M(pgu(af—af)

€
<

5.
Denotemos por la la funcién escalar constante 1 definida en X, entonces
a partir de (2.6.5) obtenemos

7 (f (20)) = 1 (f (o))

|H (1 f (x0)) — H (1 f"(x0))|
M (pgo ((1- f (x0)) = (1- f" (x0))))
< M-q(f(x0) — f' (x0)) - supv (x)

A partir de la igualdad (2.6.5) obtenemos
H(fY=HQf) = H (Zai%) = H(aa;) = Y _h(a;) e (x0)

ieJ ieJ i€J

Zh (a; (o) a;) =h <ZO@ (7o) ai) = h(f (20)).

ieJ ieJ

IN

DN ™

Entonces,

[H(f)=h(f @)l < [H(f)=H)+[H(f) = h(f (o))
= [H ()= H()|+[h(f (x0)) = h(f (x0))]

< €.

O

2.7. Laigualdad M (CV (X,E)) = X x M (F) cuando V es de tipo
puntual

Los resultados hasta ahora obtenidos nos llevan a considerar, para cuan-
do M (E) # 0, la funcién

(2.7.1) U: X x M(E) — M(CV (X, E))

definida como ¥ (z,h) = Hyp (f). Es decir, ¥ (z,h) (f) = h(f (z)) para
toda f € CV (X, E).

TEOREMA 2.7.1. La funcion U es una funcion biyectiva y abierta si V
es de tipo puntual. Es decir,

M(CV (X,E)) =X x M (E).
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DEMOSTRACION. Que ¥ es sobre es el contenido del teorema 2.6.3. Solo
hay que hacer notar que como % no es nulo, tampoco lo es h.

Para ver que es inyectiva, supongamos que z,x’ € sop (V) y h,h' €
M (E) son tales que ¥ (z,h) = ¥ (2/, '), entonces

(2.7.2) h(f(x))=n(f ("))

para toda f € CV (X, E). Si f € CV (X, E) es la funcién constante f (z) =

a para todo x € X, con a € E, entonces, h(a) = h' (a). De donde h = I’.
Existe b # 0 en F tal que h(b) # 0. Si & # 2/, entonces como X es un

espacio T3, hay una funcién f € Gy (X) tal que f (z) =1y f(a') = 0. Asf,

fbe CV (X, E) y tenemos que h(f (z)) =h(b) £0=h(0) =h(f(2')), lo

que contradice a (2.7.2), por tanto x = 2’ y as{ ¥ es una funcién inyectiva.
Para ver que ¥ es una funcién abierta es suficiente ver que la funcién

inversa es continua. Sea (H;),_; una red en M (C'V (X, E)) que converge a
H. Asi,

icl

[H; (f) = H ()] —0

para toda f € CV (X, E).

Existen h;,h € M (E)y z; € V con i € I tales que H; (f) = h; (f (z;))
y H(f) = h(f (z)) para todo f € CV (X, E). Es decir, V=1 (H;) = (z;, h;)
v ot (1) = (@,h).

Entonces,

b (f () = b (f (2))] — 0

para todo f € CV (X, E). En particular, para la funcién constante en X,
f=a, con a € F, se tiene que

hi (f (i) = h (f (x))| = |hi (@) — h(a)] — 0.
Por lo que h; — h en M (E).
Para ver que 1 (H;) — ¥~! (H) sélo falta ver que x; — z. Supon-
gamos lo contrario, entonces existe una vecindad abierta V' de = tal que una

subred (z;,) se queda afuera de V. Existe o : X — [0, 1] continua tal que
a(X\V)={0}y a(x) =1, de donde se sigue que aa € CV (X, E) y

7 (a)] = |hi (a (24,) @) = B (a(z) a)] — 0,

por tanto h es la funcién cero, que es contradictorio a que h € M (E). Por
tanto ! es continua. O

2.7.1. Espectros de ciertas algebras particulares. Por el Teore-
ma anterior y lo visto en la Subsecciéon 2.5.2, tenemos que si E es un dlgebra
localmente convexa con espectro no vacio, entonces:

1. M(C(X,E)) = X x M(E) si C(X,F) tiene la topologfa de la
convergencia puntual.
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2. M(C(X,E)) =X x M(E) si C (X, E) tiene la topologia compacto
abierta k. En particular,

21 M(C(X,E)) = X x M (FE) si X es compacto, E es una &lgebra de
Banach y C (X, E) tiene la topologia de la convergencia uniforme.

3. M(Cy(X,E)) =X x M(E) si Cy (X, E) tiene la topologia estricta
B; es decir, la dada por las seminormas p, 4 donde ¢ corre por el conjunto
BS‘ (X) de las funciones acotadas y positivas que se anulan al infinito. En
particular:

3.1 M (Cy (X)) = X si Cp (X) tiene la topologia estricta (de Giles) S.

32 M (Cy(X,E)) = X x M (FE) si X es localmente compacto Cy, (X, E)
tiene la topologia estricta 3; es decir, la dada por las seminormas p, ¢ don-
de ¢ corre por el conjunto C'O+ (X) de las funciones continuas, acotadas y
positivas que se anulan al infinito.

3.3 M (Cp (X)) = X si Cp (X) tiene la topologia estricta (de Buck) .

A partir del Teorema 2.7.5 que aparece en la siguiente seccién se tendrd
que estas igualdades son como espacios topoldgicos.

2.7.2. Condiciones para que ¥ : X x M (E) — M (CV (X, E))
sea un homeomorfismo. La funciéon ¥ no es necesariamente una funcién
continua, pero veremos condiciones necesarias y suficientes para que lo sea.
Para esto recordamos el siguiente concepto.

DEFINICION 2.7.2. Sea X un espacio topolégico y Y un espacio métrico.
Se dice que una familia F de funciones f : X — Y es equicontinua en
x € X, si dado € > 0, existe una vecindad U de x tal que f (U) C B (f (z))
para toda f € F. Si es F es equicontinua en cada r € X, entonces F es
llamada una familia equicontinua en X.

Cuando X es un espacio vectorial topoldgico y F es una familia de
funcionales lineales, es facil probar que F es equicontinua en X si y sélo si
es equicontinua en 0.

En el espacio topolégico (M (E), wx) tenemos un concepto local de lo
anterior.

DEFINICION 2.7.3. Se dice que una familia F C M (E) es localmente
equicontinua si cada h € F tiene una wx-vecindad W formada por una
familia equicontinua en E; es decir, W es una familia equicontinua en 0.

PROPOSICION 2.7.4. Si E es un dlgebra de Banach, entonces cualquier
subfamilia no vacia F de M (E) es equicontinua y por tanto, localmente
equicontinua.

DEMOSTRACION. De acuerdo al Corolario 1.14.5 se tiene
A (@) < |z
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para cualesquiera x € X y h € F. Por consiguiente, F es equicontinua en 0.
Entonces cualquier w+*-vecindad de un elemento h € M (FE) es una familia
equicontinua de funcionales. O

TEOREMA 2.7.5. Sea ¥ : X x M (E) — M(CV (X,E)) la funcién
que aparece en (2.7.1). Las siguientes propiedades son equivalentes:

(a) U es continua si V' es de tipo puntual.

(b) La funcion ¥ : E x M (E) — M (CV (E,E)), con
V={Axa:A>0y AC Ees compacto}, es continua.

(c) M (E) es localmente equicontinua.

(d) La funcion candnica Eyq : E X M (E) — C, donde Ey4(a,h) =
h(a), es una funcidn continua.

DEMOSTRACION. Por ser V de tipo puntual tenemos que X = V.
(a)=(b) Esta implicacién es inmediata ya que sabemos que

V={Axa:X2>0y AC FE es compacto}

es de tipo puntual.
(b)=(d) Sean (a,h) € E x M (E) y (h;) y (a;) redes en M (E) y E,
respectivamente, tales que h; — h y a; — a. Por la continuidad de

U:Ex M(E) = M(CV(E,E))
(a,h) - U(a,h)

se tiene que VU (a;, h;) — ¥ (a,h) en M (CV (E,E)) y como la identidad
I de E pertenece a CV (E, E) , se concluye que

U (ag, 1) (1) = hi (a;) — U (a, k) (I) = h (a)

. Es decir, E,, es continua.

(d)=(c) Sea hg € M (FE). Como la funcién E,, es continua, dado € > 0
existen una vecindad U de 0 en E y una vecindad W de hg en M (E) tales
que E,, (U x W) C D, (0).

Entonces, h € W y a € U implican |h (a)| < e. O sea, W es una familia
equicontinua.

(¢)=(d) Supongamos que M (E) es una familia localmente equicontinua
y sea (ag, ho) € E x M (E).

Existe una vecindad W de hg tal W es equicontinua en E. Asi, dado
€ > 0 existe una vecindad U de ay para la cual h € W y a € U implican
que h(a) € B: (ho (ag)). Por lo que E,, es una funcién continua.

(d)=(a) Sea (zg,ho) € X x M (E), tomemos f € CV (X,E)ye >0,
entonces existe Uy x W vecindad de (f (zg) , ho) en E x M (E) tal que para
todo a € Uy y h € W se cumple que |h (a) — ho (f (z0))] < €.
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Hagamos U = f~!(Up), entonces U x W es una vecindad de (zo, ho)
tal que

(W (2, h) (f) = W (20, ho) (£)] = [P (f (2)) = ho (f (x0))] <.

Y asi ¥ es una funcion continua. O

OBSERVACION 2.7.6. Por la Proposicién 2.7.4, se cumple el inciso (c)
de este teorema cuando E es un dlgebra de Banach. Por tanto, si E es un
dlgebra de Banach, la funcion U es un homeomorfismo entre M (CV (X, E))
y X x M (E) y ast la igualdad

M(CV (X,E)) =X x M (E)
es como espacios topoldgicos.

Entonces, las igualdades dadas en la subseccién 2.7.1 son como espacios
topoldgicos cuando F es de Banach.
Asi, el ejemplo 2.1 de dicha seccién se transforma en

M(C(X,E)) = X x M (B)

como espacios topolégicos si X es compacto, F es una algebra de Banach y
C (X, E) tiene la topologfa de la convergencia uniforme, que es el resultado
probado por A. Hausner en [Ha.].

Por otra parte, si M (E) es localmente equicontinuo, entonces

M(C(X,B)) = X x M (E)

sin necesidad de que X sea k-espacio y E sea completa, que son hipdtesis
usadas por Dietrich en [Di.] para probar esa igualdad.

Para el dltimo resultado de este capitulo recordamos el siguiente con-
cepto definido en [Ma.].

DEFINICION 2.7.7. Un algebra topoldgica E es llamada semisimple si

ﬂ ker (h) = {0}

he M(E)

COROLARIO 2.7.8. Si sop (V) = X entonces CV (X, E) es semisimple
sty solo si E lo es.

DEMOSTRACION. Primero supongamos que CV (X, E) es semisimple y
seaa € ()] ker(h). La funcién contante a pertenece a CV (X, E).
he M(E)
Sea ¢ € M(CV (X, E)). Por el Teorema 2.7.1 existen h € M (E) y
x € sop (V) tales que 9 (a) = h(a(z)) = h(a) = 0. Por ser CV (X, E)
semisimple, se concluye que a = 0. Es decir, E es semisimple
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Ahora supongamos que E es semisimple y sea f € N ker ()
PYeEM(CV(X,E))
Para 2 € X y h € M (FE) tenemos que h(f (z)) = ¥(n,q) (f) = 0. De
donde, f(z) € (] ker(h) = {0}, para todo z € X. Asi, f = 0 y por
heM(E)
tanto
N ker (¢) = {0}. O sea, C'V (X, E) es semisimple. O

YeEM(CV (X, E))






Capitulo 3

El teorema de Glicksberg

El teorema que da nombre a este capitulo es central para lo que se vera
en el siguiente capitulo.
Para dar su demostracion se incluyen los resultados aqui presentados.

DEFINICION 3.0.9. Se dice que dos subconjuntos A y B de un espacio
topolégico X estan completamente separados si se satisface cualquiera de
las siguientes condiciones equivalentes:

(a) Existe una funcién continua « : X — R tal que a(A) = {0} y
a(B) ={1}.

(b) Existe una funcién continua « : X — [0,1] tal que a(4) = {0} y
a(B) ={1}.

(c) Dados r < s existe una funcién continua a : X — [r,s] tal que
a(4) = {r} y a(B) = {s}.

(d) Existen r < s y una funcién continua y acotada « : X — R, tales
que AC{reX:a(x)<r}yBc{reX:a(z)> s}

En cualquier de estos casos, decimos que la funcién « separa a los con-
juntos Ay B en X.

Comprobamos que las condiciones de la definicién anterior son equiva-
lentes:

Es claro que (b) implica (a), (c) implica (b) y (c) implica (d).

Si « satisface (a), entonces la funcién max (0, min(1, f)) satisface (b).

Si a satisface (b), entonces la funcién (s — r) a + r satisface (c).

Supongamos que para los reales r < s y la funcién « se satisface (d).

Entonces la funcién
min (maw (04(95)—7“70) ,1)
s—r
satisface (b).
Asf (a), (b), (¢) y (d) son equivalentes.

TEOREMA 3.0.10. [Extension del teorema de Urysohn]

103
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Un subespacio S de un espacio topoldgico X estda Cy- inmerso en X si
y solo si todo par de subconjuntos de S que estan completamente separados
en S, lo estin en X.

DEMOSTRACION. Sean A, B C S conjuntos completamente separados
en S, entonces existe una funcién continua « : S — [0,1], con a (4) = {0}
y a(B) ={1}. Como S estd Cp-inmerso en X, podemos extender a o a una
funcién continua y acotada o’ : X — R, y ésta separa a los conjuntos A y
Ben X.

Para la prueba del reciproco, basta ver que toda funciéon a : S — R
continua y acotada tiene una extensién o’ : X — R continua y acotada.

Supongamos que m = sup |« (z)|. Hagamos r, = (%) (%)n, para cada

zeX
n > 1y observemos que 31,11 = 2r,.

Tomemos a1 = «, entonces a; € Cp(S) v |a1| < 3rq.

Supongamos que para algin n > 1 se tienen definidas en S las funciones
reales, acotadas y continuas aj, ..., a, de manera que |ag| < 3ry para todo
1<k<n.

Sean

A = {zeS:a,(x)<-r,},
B = {zeS:a,(x)>r,}.

Entonces, A|JB # 0, pero alguno de los dos subconjuntos puede ser

vacfo. Supongamos que ambos son distintos del vacio. De acuerdo a (d) de

la Definicién 3.0.9 estos conjuntos estan completamente separados en S. De
donde, por la hipdtesis y el inciso (c¢) de esa misma definicién, existe una

funcién o, : X — [—rp, 7] tal que o, (A) = —rp, y &) (B) = rp. En S
definimos la funcién a,11 = a, — al,.
Entonces,
—a, (x) — 1y size A
|ans1 ()| = ¢ ap (z) — 70 size B

ap () —al, () size S\ (AUDB).
Los dos primeros renglones son menores que 2r,, y como
SN(AUB)={x €S :|ay, (@) <r,},
el tercer renglén también es menor que 2r,. Asi,
(3.0.3) ant1 € Oy (S) v |ans1| <27, = 3rp41.

Si A = ) entonces escogemos al, = r, y si B = (), entonces escogemos

ol = —r,. En estos dos casos también se cumple (3.0.3).
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Por tanto, podemos construir inductivamente una sucesion de funciones
reales (ay) en Cy (S) y otra () de funciones reales en Cj, (X) tales que

| < 3ry, |ag| <7

y
Qg1 = ap —
para todo k > 1.
Por la primera de las desigualdades anteriores tenemos que g, (z) — 0
para cada x € S. y de la segunda se sigue por la M- prueba de Weierstrass

que la serie ) «j, converge uniformemente en X; por tanto, su suma o’
n>1

es una funcién continua en X; Ademds |/ ()] < m en X, por lo que

o € Cy (X)

Ademas, para todo x € S se cumple que

ap (@) +... 4o, (@) = (a1(s)—ax(s) +...+ (an(s) — ani1(s))
= a1 (8) —ant1(s).
Por lo que entonces o/ =3 «j, restringida a S converge a a3 = f . Por
n>1
tanto, S esta Cp- inmerso en X. ([

3.1. P-espacios y z-conjuntos

En un espacio topoldgico X, la interseccién de un numero finito de
abiertos es un abierto. Estudiaremos las intersecciones de colecciones nume-
rables de abiertos, los cuales son llamados los Gs-conjuntos. Por ejemplo,
cualquier punto 7 en R es un Gg-conjunto ya que

oo

1 1

r= r——,r+—.

m ( n’ + n)
n=1

DEFINICION 3.1.1. Un elemento x de un espacio topoldgico X es lla-

mado un P-punto si siempre que z € G, donde G es un Gg-conjunto, existe

una vecindad V,, de x tal que V,, C G.

Podemos preguntarnos qué pasa si en un espacio topolégico X todos sus
elementos son P-puntos. La primera consecuencia, es que todo Gs-conjunto
es un abierto; o sea en este tipo de espacios las intersecciones de familias
numerables de abiertos son conjuntos abiertos.

DEFINICION 3.1.2. Un espacio topoldgico X es llamado un P-espacio si
todo x € X es un P-punto.
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Por ejemplo, todo espacio discreto es un P-espacio. Y para cualquier
funcién continua f de un P-espacio en R se tiene que f~1 ({r}) es un abierto
para cualquier real r, por ser un Gs-conjunto.

DEFINICION 3.1.3. Un subconjunto Z de un espacio topolégico X es lla-
mado un z-conjunto (cero-conjunto), si satisface cualquiera de las siguientes
dos condiciones equivalentes entre si:

(a) Existe una funcién continua f : X — C tal que Z = f~1({0}).

(b) Existe una funcién continua f : X — R tal que Z = f~1({0}).

(c) Existe una funcién continua f: X — [0,1] tal que Z = f~1({0}).

Sea f: X — R continua; con Z(f) denotaremos al conjunto f~1({0}).
O sea la coleccién de z-conjuntos estd dada por Z(f) al variar f.

A la coleccién de todos los z-conjuntos de X la denotamos por Z (X).

Es claro que en la definicién anterior que (b) implica (a) y (c¢) implica
(b), sea una funcién continua f : X — C, entonces Z (f) = Z (|f|) donde
|f] : X — R, por tanto (a) implica (b). Si f es una funcién que satisface
(b), entonces la funcién maz (0,min (1, f)) satisface (c). Asi, (a), (b) v (c)
son equivalentes.

Los siguientes son resultados que se siguen inmediatamente de la defi-
nicién:

La interseccién de dos z-conjuntos en X es un z-conjunto ya que

2(H(29) = 2(f* +¢°).

Si X es un subespacio de un espacio topoldgico Y y Z € Z (Y'), entonces
ZNX € Z(X), ya que si Z = f~1({0}) para una funcién continua f :
Y — [0, 1], entonces Z( X = Z (f|X).

Sea f : X — Y una funcién continua entre dos espacios topolégicos.
Si Z €Z(Y), entonces f~1(Z) € Z(X), ya que si Z = Z(g), entonces
F2) =2 (e ) )

Todo z-conjunto es un Gs-conjunto, ya que Z(f) = ﬁlf*1 (f%, %),

n=
pero esta no es la tnica relacién entre los Gs-conjuntos y los z-conjuntos,
como veremos a continuacion.

TEOREMA 3.1.4. Sea X un espacio topoldgico T3%. St G es un Gg-
conjunto de X y xg € G, entonces existe un z—conjunto Z (f) tal que xg €

Z(f) CG.

o0
DEMOSTRACION. Sea G = [\ U,, donde cada U, es un abierto. Sa-

n=1

n
bemos que para cada n > 1 el conjunto X\ (| U; es un cerrado que no
i=1
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contiene a xg, por lo que existe una funcién continua f,, : X — [O 1 ], tal

o

n

que fn (xO) =0y fn <X\ﬂ Uz> = 2%

i=1
o0

Por la M-prueba de Weierstrass la serie Y f,, converge uniformemente

y por tanto, define una funcién continua f : X — R. Ademds, f (z9) =0y

(oo}
x € Z(f), significa que Y. f,(z) =0, pero cada sumando es mayor o igual
n=

n
que cero, por tanto, f,(x) = 0 para todo n > 1; es decir, x € ( N Ui> para
i=1

todo n; por tanto, Z(f) es el conjunto buscado.

3.2. z-filtros

DEFINICION 3.2.1. Un z-filtro en un espacio topolégico X es una co-
lecciéon no vacia Z de z-conjuntos de X que satisface las siguientes tres
condiciones:

(a) 0 ¢ Z.

(b) Z1,79 € ZiZlmZQ € Z.

(c)SizcZ,ZeZy Z' € Z(X), entonces Z' € Z.

Por (c) X € Z.

El z-filtro Z se dice que es primo si 21,72, € Z(X)y Z1UZ2 € Z =
Z1€Z0Zy € Z.

Si Z es un z-filtro en un espacio topolégico Y y X C Y, entonces la

familia
{ZﬂX 7 Z}

es llamada la traza de Z en X.

En el caso de que no haya un z-filtro que contenga propiamente a F,
entonces éste es llamado un z-ultrafiltro.

Los z- conjuntos que son vecindades de un punto x en un espacio to-
polégico X son llamados las z-vecindades de x. La coleccién de todas las
z-vecindades de cualquier punto de un espacio topolégico es un z-filtro en
ese espacio.

PROPOSICION 3.2.2. Sea U un z-ultrafiltro en X, entonces
(a) Si Z € Z(X) y Z ¢ U, entonces existe Z' € U tal que Z(Z' = 0.
(b) U es primo.

DEMOSTRACION. (a) Sino existe tal Z’, entonces U | J{Z' N Z : Z' € U}
es un z-filtro que contiene propiamente a Z, lo que contradice que Z es un
z-ultrafiltro.
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(b) Supongamos que Z1,%Z2 € Z (X), Z1 ¢ Uy Zs ¢ U. Por (a), existen
Z1, Z% € U tales que Z; () Z; = () para ¢ = 1,2. Entonces

(zUz)NzN2) =0
y por consiguiente, Z1|J Z2 ¢ U. O

PROPOSICION 3.2.3. Si F es una subcoleccion de Z (X) que tiene la
propiedad de la interseccion finita, entonces hay un z-ultrafiltro en X que
la contiene.

DEMOSTRACION. Consideramos la familia C de todas las subcolecciones
de Z (X) que contienen a F y que tienen la propiedad de la interseccién
finita. Esta familia no es vacia pues F pertenece a ella y estd inductivamente
ordenada por la inclusion. Al aplicar el lema de Zorn, obtenemos un elemento
maximal Z en C. Es claro que contiene a F. Afirmamos que es un z-filtro. Es
obvio que cumple la condicién (a) de la definicién de z -filtro. Si Z, (1 Z2 ¢ 2
para ciertos conjuntos Zi,Z, € Z, entonces, Z|J{Z1(\Z2} € C, lo que
contradice la maximalidad de C, por tanto también cumple la condicién (b)
de la definicién de z-filtro. Finalmente se cumple (¢) de dicha definicién
porque si Z C A, Z € Zy A € Z(X)no implicaran que A € Z, entonces
la familia Z|J{A} € C contradiciéndose de nuevo la maximalidad de Z.
Estd asi probada nuestra afirmacién. Por otra parte, como todo filtro que
contiene a Z pertenece a C, entonces Z es un z-ultrafiltro. |

SiU y U’ son ultrafiltros de X distintos entre si, entonces existen Z € U
vy Z' € U’ ajenos entre si, ya que en caso contrario dado Z € UN\U' la familia
U {z} tiene la propiedad de interseccién finita y por tanto, estd contenido
en un z-ultrafiltro U” que contiene propiamente a U’, lo que contradice que
este ultimo es un z-ultrafiltro.

LEMA 3.2.4. Sea X un espacio Tsé- Para cada x € X el z-filtro de todas
las z-vecindades de x es una base local en x.

DEMOSTRACION. Sean z € X y U una vecindad de z. Existe una fun-
ci6én continua f: X — [0,1] tal que f(z) =0y f(X\U) = {1}. Definimos
0 si f(x)
F@-% sif@)

Es claro que g es continua y que Z (g) es una z-vecindad de x y Z (g) C
U. O

g(z)=

(AVARVAN
N N



3.2. Z-FILTROS 109

3.2.1. Convergencia y puntos de acumulaciéon de z-filtros.

DEFINICION 3.2.5. Un z-filtro Z en un espacio topoldgico X converge a
un punto x € X si cada vecindad de z en X contiene un elemento de Z. Por
el lema anterior esto es equivalente a que Z contenga al z-filtro de todas las
z- vecindades de z.

PROPOSICION 3.2.6. Sea Z un z-filtro en un espacio T3%, X, que con-
verge a un punto x € X, entonces

() Z={z}.

zZeZ

DEMOSTRACION. Como Z contiene al z-filtro de todas las z- vecindades

de z, entonces [\ Z C {z}. Por otra parte, supongamos que Z € Z es tal
Zez
que = ¢ Z . Entonces existe una funcién continua f : X — [0, 1] tal que

f@)=0y f(Z)={1}. Definimos
o) = 0 si f(z) <
. {f<x>—; i f () 2

g es continua y que Z (g) es una z-vecindad de ' y Z (g) (| Z = (). Esto

es imposible, pues Z (g),Z € Z. As{, z € ) Z. O
Zez

N[ N[

DEFINICION 3.2.7. Un punto x de un espacio topolégico X es llamado
un punto de acumulacién de un z- filtro Z en X si cada vecindad de x
interseca a todo elemento de Z. Como cada uno de estos es cerrado en X,

lo anterior equivale a que x € [ Z.
ZeZ.
Se sigue de la definicién que un z- filtro Z tiene un punto de acumulacién

siysélosi () Z #0.
ZEZ.
PROPOSICION 3.2.8. Six € X es un punto de acumulacion de un z-
filtro Z en X, entonces hay un z-ultrafiltro en X que contiene a Z y que
converge a .

DEMOSTRACION. Sea N el z-filtro de todas las z- vecindades de z en
X. La familia N'|J Z estd contenida en Z (X) y tiene la propiedad de in-
terseccion finita; por tanto, estd contenida en un z-ultrafiltro en X, que
obviamente contiene a Z y converge a x. (I

PROPOSICION 3.2.9. Si K es compacto entonces todo z- filtro Z en K
tiene un punto de acumulacion en K.
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DEMOSTRACION. El z- filtro Z est4 formado por cerrados en X y tiene
la propiedad de interseccién finita. Como X es compacto, entonces

() Z #0.
ZeZ.
O

PROPOSICION 3.2.10. Sea X un espacio T31. Siun z- filtro Z en X es
primo y x € X es un punto de acumulacion de Z, entonces Z converge a x.

DEMOSTRACION. Sean Z # X una z-vecindad de x. Existe una funcién
continua f : X — [0,1] tal que f () =1y f(X\JInt(Z)) = {0}. Definimos

2) = 0 si f(x) <
74 {f(w)—é 5 ()2

Es claro que g es continua y por consiguiente, Z (g) € Z (X); ademas,
X\ Z (g) es una vecindad de x contenida en Z. Debido a que X\ Z (g) es
una vecindad de z y éste es un punto de acumulaciéon de Z se tiene que
Z(g) ¢ ZycomoX =Z(g9)UZy Z es primo, entonces Z € Z. De donde,
Z converge a . O

N NI

3.2.2. Convergencia de z-filtros en superespacios.

DEFINICION 3.2.11. Sea X un subespacio de un espacio topolégico Y.
Un z-filtro Z en X se dice que converge a un punto y € Y si cada vecindad
de y en Y contiene un elemento de Z.

Esta definicién se reduce a la Definicién 3.2.5. cuando Y = X.

Si Y es de Hausdorff, entonces el limite de todo filtro es tinico, pues la
interseccién de cualesquiera dos miembros de un filtro no puede ser el vacio.

Si un z-filtro Z en X converge a y € Y, entonces y € Z, donde la
cerradura se toma en Y, para cada Z € Z. En efecto, dada una vecindad
UdeyenY, existe Z/ € Z tal que Z/ C V,ycomo Z/(Z CV(Zy
Z'N Z # 0 se sigue la afirmacidn.

PROPOSICION 3.2.12. Sean Z € Z (X), X denso enY. Siy € Z, don-
de la cerradura se toma en Y, entonces existe un ultrafiltro en X al que
pertenece Z y que converge a .

DEMOSTRACION. Sea V la traza en X del z-filtro en Y de todas las z-
vecindades de y en Y. La familia V| J{Z} estd contenida en Z (X) y tiene
la propiedad de interseccién finita debido a que y € Z y X es denso en Y.
Por la Proposicién 3.2.3 hay un ultrafiltro & en X que contiene a V| J{Z};
de donde Z € U y U converge a y. ]
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PROPOSICION 3.2.13. Sea X un subespacio denso de' Y. Cada punto de
Y es el limite de un z-ultrafiltro en X.

DEMOSTRACION. Sea y € Y y N el z2-filtro de todas las z-vecindades
de y en Y. Por la densidad de X en Y, la traza Nx de A en X es una
subfamilia de Z (X) que tiene la propiedad de interseccién finita y por tanto,
estd contenida en un z-ultrafiltro Z en X. Es obvio que Z converge ay. O

3.3. Condiciones para que X esté Cj-inmerso en Y.

Sean f : X — X’ una funcién continua entre dos espacios topolégicos.
Se define
12 ={Zez(V): 7 (2) € 2}
para cada z-filtro Z en X. Es claro que f# (Z) es un z-filtro en X’. Més
aln, si Z es primo, entonces f# (Z) también lo es , pues si Z;|JZy €
f#(Z), entonces f~1(Z1JZ2) € Z y por consiguiente f~!(Z;) € Z o
bien f~1(Zy) € Z; es decir, Z; € f# (Z) 0 Zy € f# (2).

TEOREMA 3.3.1. Sean Y un espacio T3% y X un subespacio denso en
Y. Cada una de las siguientes afirmaciones implica la que le sigue:

(a) Cualesquiera dos z-conjuntos en X ajenos entre si tienen cerraduras
en'Y ajenas entre si.

(b) Para cualesquiera dos z-conjuntos Zy y Zs en X se tiene la igualdad

2122 = Z1( ) 22,

donde las cerraduras se toman en'Y
(c) Cada punto de'Y es el limite de un dnico z-ultrafiltro en X.
(d) X estd Cy-inmerso en'Y.

DEMOSTRACION. (a)=-(b) La contencién Z; (Zy C Z; () Z2 siempre
se da. Sean r € Zﬂz y Z una z-vecindad de z en Y. Entonces x €
ZvNZ,x € Zo(\Z y Z1(\Z y Z2()\Z son Z-conjuntos en X. Por (a),
71 Z2(\Z # 0. y por tanto, x € Z1 (| Zs.

(b)=(c) Sea y € Y. Sabemos por la Proposicién 3.2.13 que hay un z-
ultrafiltro U en X que converge a y. Sea U’ un ultrafiltro en X distinto de
U, entonces existen Z € U y Z' € U'ajenos entre si. Por (b) se tiene que
ZNZ' = (. En vista de que y € Z, entonces y ¢ Z’' y por tanto, 4’ no
puede converger a y.

(¢)=(d) Sean f € Cp (X) y y € Y. Por (c) existe un dnico z-ultrafiltro
U, en X que tiene por limite a y. Hagamos K = f (X). Asi, f# (U,,) es un 2-
filtro en el espacio compacto K. Por la Proposicién 3.2.2, U, es primo y como
se vio al definirse f#, entonces f# (U,) también lo es. De las Proposiciones
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3.2.9 y 3.2.10 se sigue que f# (Uy) tiene un punto de acumulacién en K, que
llamaremos f (y), al cual converge. Por la Proposicién 3.2.6 se tiene que:

N z2={Iw}.

Zef#*(Uy)

Tenemos entonces definida una funcién f : Y — K que extiende a f, ya
que si y € X, entonces

) U={y};

Ueu,

de donde, y € f~1(Z) para todo Z € f# (U,); o sea, f(y) € ﬂZef#(uy) VA

y entonces f (y) = f (). B
Para probar la continuidad de f en Y primero veremos que es vélida la
siguiente afirmacién:

(3.3.1) AcZ(K), Z=f1 (A yyeZ= f(y) €A,

donde la cerradura se toma en Y,

En efecto si y € Z , entonces por la Proposicién 3.2.12 existe un ul-
trafiltro en X al que pertenece Z y que converge a y. Por la propiedad de
unicidad en (c) se tiene que Z € U, y por tanto, A € f# (U,) y entonces
fy) € A _

Sean y € Y y A una z-vecindad de f (y) en K. Probaremos que hay una
vecindad U de y tal que f(U) C A. Basta analizar el caso A # K. Por ser
K compacto existe una funcién continua h : K — [0,1] tal que i (f (y)) =1
y h(K\UInt (A)) = {0}. Definimos ¢ : kK — R.

g (w) = {0 si h(w)

N N

<
h(w)—3 sih(w)>

Es claro que g es continua y por consiguiente, A’ = Z (g) pertenece a
€ Z(K). Ademas, X\ A’ es una vecindad de f (y) contenida en A. Como
K\ AC A entonces K = A|JA’ y se sigue que si Z = f~1(A)y Z' =
(A4, entonces X = Z|JZ'y Y = X = Z|JZ’, donde la cerradura
se toma en Y. De que f(y) ¢ A’ de la implicacién (3.3.1) obtenemos que
y & Z'; por lo que U = Y\ Z’ es una vecindad de y y si v/ € Y\ 7/,
entonces y' € Z y nuevamente por (3.3.1) concluimos que f (y') € A. O sea,
f(U) c A. Con esto queda probada la continuidad de f y la implicacién
(c)=(d). O
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3.4. Espacios pseudocompactos

DEFINICION 3.4.1. Un espacio topoldgico X es pseudocompacto si toda
funcién continua f : X — R, es acotada.

Claramente todo conjunto compacto es pseudocompacto.

TEOREMA 3.4.2. Sea X un espacio topoldgico TB%. Los siguientes enun-
ctados son equivalentes:

(a) X es pseudocompacto.

(b) En X no hay una familia infinita de abiertos que sea localmente
finita.

DEMOSTRACION. (a)=+(b) Demostraremos la contrapuesta. Suponga-
mos que existe en X una familia infinita de abiertos {U;},.; que es local-
mente finita. Toda subfamilia de ésta, sigue siendo localmente finita. Sea
{Va}hen una subfamilia numerable de {U;},.;. Tomemos x,, € V,,. Existe
una funcién continua f,, : X — [0,n] tal que fp, (x,) = ny frn (X\Va) =0.

La funcién f (z) = > fn(x) estd definida en X y es continua, ya que

n>1

cada z € X tiene una vecindad que sélo interseca a un nimero finito de
abiertos V,,; luego entonces, en esta vecindad la serie se reduce a la suma de
un numero finito de funciones f,, o sea, f estd definida en esa vecindad y
coincide con la suma de un ntimero finito de funciones continuas, por lo que f
es continua. Por otra parte, f no es acotada, puesto que f (z,) > fn (zn) =n
para cada n > 1. Entonces, X no es pseudocompacto.

(b)=(a) Nuevamente se probara la contrapuesta. Supongamos que X no
es pseudocompacto, entonces existe una funcién f : X — [0,00) continua
y no acotada lo que implica que existe una sucesién (z,) en X tal que
f(xnt1) > f(xn)+1y f(x1) > 1. Entonces la distancia de f (z.,) a f (zy)
es mayor que 1 si m # n.

Tomemos la familia de bolas abiertas {B 2 (f (xn))} Claramente este

es una familia infinita de abiertos en R localmente finita.
Afirmamos que { f~1 (B + (f (mn))) es una familia infinita de abiertos

en X que es localmente finita, con lo que estard probado lo que queremos.
Es infinita ya que

7 (By (@) 7 (By (f (wn))) =0

si n # m, puesto que |f (z,) — f (xm)]| > 1.
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Para ver que es localmente finita, observamos que por la misma razon re-
cién dada, para cualquier z € X la bola B (f(x)) interseca a lo més a un ele-

mento de la familia {B% (f (mn))} Entonces, la vecindad f~! (B% (f(x)))

de z interseca a lo mds a una elemento de la familia {f‘l (B% (xn)) } O

El resultado anterior es parte fundamental de la demostracion del si-
guiente.

TEOREMA 3.4.3. Si un espacio topologico T3% es también un P-espacio
pseudocompacto, entonces es finito.

DEMOSTRACION. Sea X tal espacio y supongamos que es infinito. Sean
C y C’ dos subconjuntos de X no vacios

Tomemos dos puntos y; # x1 en X. Existe f; : X — [0, 1] continua,
con fi(x1) =0y fi(y1) = 1. Como es P-espacio, tenemos que f;* ({0})
es abierto y es también cerrado por serlo {0}. Asi, f; ! ((0,1]) es abierto
y cerrado, por ser el complemento de un cerrado y abierto. Los conjuntos
({0} v £71((0,1]) son distintos del vacio, ajenos entre sf, cerrados y
abiertos en X; ademas, al menos uno es infinito, pues por hipotesis, X es
infinito. A cualquiera de los dos que lo sea lo llamamos B} y al otro Bj.

Supongamos que para un natural n > 2 tenemos subconjuntos

Bi,B;, ..., B, B,

de X distintos del vacio, cerrados y abiertos en X, donde cada B; es infinito,
y que satisfacen: B;(\B, =0 paral <i<ny B, >..D>B,.y B, , D B;
si2<i<n

En B], podemos repetir lo hecho con X; es decir, tomamos dos puntos
Ty, # Yn, en B,y una funcién continua f,11 : X — [0,1] con fr41 (zn) =
0¥ fat1(yn) = 1. Los conjuntos B, N £}, ({0}), B, N f,-1 ((0,1]) son
no vacios y uno de ellos es infinito; a cualquiera de los dos que lo sea lo
llamamos B;H_l y al otro B,11. Entonces, los conjuntos Bn+1,B;H_1 son
ajenos entre si, distintos del vacio, cerrados y abiertos en X; ademas B;L 11
es infinito, B, D B, ¥ By, 2 Bt

Asi tenemos un sucesién By, B;, .., By, B;L, ... de subconjuntos de X con
las propiedades antes descritas. Se sigue entonces que B; (| B; =0 si i < j
y U B,, es un cerrado de X, ya que su complemento es una interseccién
nu?r:elrable de abiertos; es decir, un Gs-conjunto y por tanto, abierto por ser
X un P-espacio.
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Probaremos que la familia numerable de abiertos { B, }, -, es localmente

finita, lo que contradird el teorema anterior. Sea x € X, si  no esta en el
o0

cerrado |J By, entonces tiene una vecindad que no interseca a ningin B,,.

n=1
Supongamos que x estd en dicho cerrado, lo que implica que z € B,, para

algin n € N. Como B,, es abierto, existe una vecindad V' de x contenida en
B,, y esta vecindad sélo interseca a B,,, ya que B, es ajena al resto de las
B,,. O

Veremos una nueva caracterizacion de los conjuntos pseudocompactos,
la cual tiene una relacién muy estrecha con la nocién de Cp- inmerso. Para
esto necesitamos dos resultados previos.

TEOREMA 3.4.4. Las siguientes propiedades son equivalentes para cual-
quier espacio X que

sea Ty :

2

(a) X es pseudocompacto.

(b) Si f € Cy(X) es real, entonces f toma su valor mdzimo y su valor
minimo.

(¢) Toda sucesion (Uy,) de abiertos en X, no vacios, tiene un punto de
aglomeracion en X; es decir un punto tal que cualquiera de sus vecindades
interseca a U, para una infinidad de indices n.

DEMOSTRACION.

(a)&(c) Que X no tenga una familia infinita de abiertos que sea lo-
calmente finita equivale a que toda sucesion de abiertos con rango infinito
tiene un punto de aglomeracién. De esto y el Teorema 3.4.2 se sigue que (a)
es equivalente a (c).

(a)=(b) Tomemos f € Cj,(X) real. Supongamos que f no tiene ma-
ximo. Podemos suponer que el supremo de f es cero, en caso contrario
hacemos una traslaciéon. Entonces

1
T
O

es una funcion continua que claramente es no acotada, lo que contradice
nuestra hipotesis. Asi, f debe tomar su valor mdximo. De manera andloga
se prueba que alcanza su valor minimo.

DEMOSTRACION. (b)=-(a) Sea f € C'(X). Definimos

1
90) = e ([T @ )
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La funcién g es continua y estd acotada por 1. Por (b), g toma su valor
minimo m. Entonces m >0y

m <

1
~ max{| f(2)|,1}’

para todo z € X. De donde,

1
m7

| f(z)|<

es decir, f estd acotada. Asi, X es pseudocompacto. O

3.5. Las funciones z-cerradas y la (j-inmersién

DEFINICION 3.5.1. Sea f una funcién de un espacio topolégico X en
otro Y. Diremos que f es una funcién z-cerrada, si todo
z-conjunto es enviado en un conjunto cerrado.

TEOREMA 3.5.2. Sean X y Y dos espacios TS%. Las siguientes afirma-
ctones son equivalentes:

(a) La proyeccion [[ : X x Y — X sobre X es una funcidn z-cerrada.

(b) Sea A un z-conjunto en X XY, entonces

Z:U{@ﬁﬁﬁ??ﬁmex}

donde la cerradura se toma en X x 8(Y).

(c) X XY estq Cyp- inmerso en X x B(Y).

(d) Si f € Cy (X xXY) es real, entonces la funcion

F(x) =inf{f(z,y) :y €Y}

es continua (se puede sustituir inf por sup).

El teorema es vdlido si en las condiciones intercambios los papeles de
los espacios X y Y.

DEMOSTRACION.

(a)=(b) La demostracién hard por reduccién al absurdo. Supongamos
que

[[:Xxxy —Xx

es una funcién z-cerrada y que A es un z-conjunto en X X Y para el que es
falso que

Z:U{W:xeX}.

Como siempre se tiene que

z;U{aﬁﬁaivﬁmeX}
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entonces,
AgJ{@AnHel <) e x},

Existe una pareja (zq,po) € ANU {(A NH{z}xY)):ze X}; en par-
ticular:

a) (wo,po) € A.
b) (z0,p0) ¢ Ao, donde Ag = AN ({zo} xY)y
¢) (zo,po) € X x B(Y).
Como X x 3 (Y) es completamente regular, existe una funcién continua

FiXxBY)— {02]

tal que f (/TO) = % f ((xo,p0)) = 0.
Definamos g : X x 8(Y) — [0, 1] como

0 si f ((z,p)) <
fl@) =5 sif((zp) =

Claramente g es continua y envia a una vecindad Wy del punto (zq, po)
al0y Ag al 1.

Definamos A1 = Z (g|X xY) N A. Entonces A; es un z-conjunto en
X xY.

Sea W una vecindad de (zg, po). Entonces existe (z,y) € X x Y tal que
(x,y) € ANWo(W; entonces, (z,y) € Z(g|X xY) y por consiguiente,
(x,y) € W A1 O sea, (xg,p0) € A5.

Tenemos que zo ¢ [] (A1) pues en caso contrario: (zo,y) € A; para
algiin y € Y y entonces (xg,y) € Ag v g (z0,40) = 0 lo que contradice que
g (ZO) =1, por otro lado, dado que

[[:xx8(r)—X

es continua y su restriccién a X x Y es la respectiva proyeccion sobre X,
que por hipdtesis es z-cerrada, tenemos que

JioEH A1 CH HAI)

lo que contradice lo recién probado para xg.

(b)= (c) Como X x B(Y) es un espacio T51 y X x Y es denso en
X x B (Y), entonces por el Teorema 3.3.1 basta probar que si dos z-conjuntos
Z y Z' de X XY son ajenos entre si, entonces también los son sus cerraduras
en X x 5(Y).

g ((z,p)) = {

N D=
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Debido a que esos conjuntos son ajenos entre si se tiene que

{zm {z) x Y)} N {Z’ﬂ '] x Y)} —0

siempre que z,z’ € X . Por (b):

znz’ (UZQ({a:}xY))ﬂ( Z’ﬁ({x}xY))
reX

zeX

U ({Zm a7} % Y)} N {Z’ A} x Y)})

z,x'eX
e ®~
(¢)= (d) Sea f € C, (X xY) real y para € X definamos

F(z)=mf{f(x,y):yeY}.

Esta funcién esta bien definida pues la funcién real f estd acotada. Por
(c) existe una extensién f’, continua y acotada, de f a X x 8 (Y).

Fijemos xy € X. Se probard que f es continua en zy. Por la continuidad
de f’, dado ¢ > 0y y € B(Y) existe una vecindad abierta U, x V, en
X x 8(Y) de (z9,y) tal que

€

F @y~ £ @09l < &

para (z,y') € Uy, x V,. Como S (Y) es un conjunto compacto, entonces
existe un natural n y elementos yi,...,y, en Y tales que {V,, : 1 <i <n}

cubren a f(Y). Hagamos U = (| Uy,, entonces U es una vecindad abierta
i=1

de xg y

|f(1',y) _f(man)| <e€
paratodoy € f(Y)yz e U.
Sea x € U, existen y,yo € Y tales que
f(z,y) —e<F(z) y f(z0,90) — < F(x0)-

Entonces

F(x) = F(x0) < f(z,90) — f (%0,%0) +€ < 2¢

—2e < f(z,y) —e — [ (wo,y) < F(x) — F(z0),
por lo que se tiene la continuidad de F'.
(d)=(a) La demostracién sera por reduccién al absurdo. Supongamos
que [] no es z-cerrada; es decir, existe una funcién continua f: X xY — R
tal que [ (Z (f)) no es un conjunto cerrado en X. O sea, hay un elemento
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xo €]1(Z(f)) que no pertenece a [[(Z (f)). Existe una red (z;,y;) en
(Z (f)) tal que (x;) converge a xg. Como, f ((x;,y;)) = 0, entonces F (x;) =
0 para todo i. De la continuidad de F, se sigue que F () = 0.

Tenemos que f (zg,y) > 0 para cada y € Y, pues zo ¢[[(Z (f)) .En
X x Y definimos la funcién continua y acotada

(o) =min { T2 1

Por (d) la funcién

G(z) =inf{g(z,y) :y €Y}
es continua. Tenemos que: G (z;) = 0 ya que g (z;,¥;) =0y G (x9) =1, lo
que es absurdo, pues (x;) — xg. Por tanto, [ es una funcién z-cerrada. 0O

Ahora trabajaremos para saber cuando el producto de pseudocompactos
es pseudocompacto.

TEOREMA 3.5.3. Sean X y Y dos espacios Tzy. Entonces X XY es

pseudocompacto si y solo si X y Y son pseudocompactos y la proyeccion
[]: X XY — X sobre X (sobre Y) es z-cerrada.

DEMOSTRACION. Supongamos que el producto es pseudocompacto y

sea
f:X—>R

una funcién continua. Entonces la funcién f o [] (z,y) = f (z), es continua
y por tanto acotada en X x Y'; asi, f es acotada y se ha probado que X es
pseudocompacto. De modo andlogo se prueba que Y es pseudocompacto.

Por otra parte, supongamos que que [[: X x Y — X no es z-cerrada;
entonces existe £ € [[ (Z)\[](Z) para algin z-conjunto Z = Z (f) en
X xY, con f real. Entonces, f(zg,y) # 0 para cada y € Y. Definamos en
X x Y la funcién

f(z,y) 1}

f/ (xay) :min{‘fw’

Esta funcién es continua y ademés f’ determina el mismo z—conjunto
que f. Observemos que f’ (zg,y) =1 para caday € Y.

Para (x1,y1) € Z, existen vecindades Uy de z1, V; de y; y Wy de a9
tales que

F U xVi) C [oé)

f/ (Wl X Vl) - (;,1:| .
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Ahora, supongamos que para algin n > 1y cada 1 < k < n existen
(zk,yr) € Z y vecindades abiertas Uy de xg, Vi de yr, y Wi de z tales que

[ (Up x Vi)

N
—
=
w| =
N———

f/ (Wk X Vk)

N
7N
[SURN )

—_
—_

WeuU, C Wg_1,
Vie € Vi1,

donde Wy = X y Vo =Y. Entonces, W,, N [[(Z) # 0 pues zo € [[ (Z).
Sea xp11 € W, N[ (Z). Entonces (Zn41,Yn+1) € Z para algin y,41 €
Y. De donde, existe una vecindad abierta U,4+1 X V de (Zp41,Yn+1), CON
Upy1 CW, yV CV,, tal que

F (Unsa x V) C {o, ;) .

Como [’ restringida a {xg X Y} es idénticamente uno, entonces debe
existir una vecindad abierta W, 11 x V' de (20, Yn+t1), con Wy,11 C W, tal
que

f, (Wn+1 X V/) C (g, 1:| .

Si hacemos V1 = VNV’ entonces

f, (Un+1 X Vn+1) - 0

)

f/ (Wn+1 X Vn+1) C < ,1:| y

Wl =

Wl N

Wppi UUpir C W,
Vn+1 (- Vn

Por el Teorema 3.4.4 la coleccién de abiertos {U, x V,, : n > 1} tiene
un punto de aglomeracién (z,y) en X x Y. De esto y la continuidad de f’ se
sigue que f (z,y) < 3. Ademds, (z,y) también es punto de aglomeracién de
{W, xVy:n>1}, yaque Uy CWyy Vierr CVy, por lo que f/ (z,y) >
%, lo que contradice lo antes visto para f’ (z,y). Asi, [] es z-cerrado.

Reciprocamente, dada f € C' (X x Y) real consideremos la funcién g €

Cy (X xY) definida como g (z,y) = % Esta es una funcién mayor
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o igual que cero y menor estrictamente que 1. Por la hipétesis y el teorema
anterior sabemos que la funcién

F(z) =sup{g(v,y):y €Y}

es continua, y también es acotada, ya que 0 < F' (z) < 1.
Por ser X pseudocompacto y por el Teorema 3.4.4, existe o € X tal
que F (x¢) > F (z) para todo = € X.
Si f no es acotada, entonces  sup g (x,y) =1y asi, F(x) = 1.
(z,y)eX XY

2
La funcién h (y) = %

Y es pseudocompacto, entonces por el Teorema 3.4.4 la funcién h toma su
valor maximo en algtin yy € Y, por lo que

r i) = (g = L @)l
=) =ho) = P AT

Esta reduccién al absurdo, muestra que f estd acotada y por tanto,
X xY es pseudocompacto. (]

para y € Y es continua y acotada. Como

TEOREMA 3.5.4. Sean X y Y dos espacios T3%. Si la proyeccion

H:XxY—>X

sobre X es z-cerrada, entonces X es un P-espacio oY es pseudocompacto.
El teorema también es vdlido cuando se intercambian los papeles de los
espacios X yY.

DEMOSTRACION. Supongamos que X no es P-espacio. Por el Teorema
3.1.4 existen una funcién h € Cj, (X) y un punto xo € Z (h) tal que ninguna
vecindad de z( estd contenida en Z (h). Supongamos que Y tampoco es
pseudocompacto, entonces existe una funcién continua y acotada hy : Y —
R que no alcanza su valor maximo y minimo. Asi la funcién continua g :

Y — [0,1] definida como g (y) = % con M = suph; (y) y m =
yey

in}f/hl (y) es tal que inf{g(y) :y € Y} =0y g no toma el valor cero.

ye

En X x Y definamos la funcion

flzy) =gyl

Por el Teorema 3.5.2, F (z) = inf{f (z,y) : y € Y} es una funcién con-
tinua y f (z0,y) = ¢g(y)® = 1 para todo y € Y, o sea, F (z9) = 1, pero
para cualquier vecindad de xy hay un punto z en ella en el que la funcién h
toma un valor distinto de cero, por lo que para algin y € Y se cumple que
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flz,y) < % y entonces F' () < %, lo que contradice la continuidad de F.
Por tanto, Y es pseudocompacto. ([l

Con esto ya tenemos todo lo necesario para probar el teorema de Glicks-
berg, que fue el objetivo principal de este capitulo.

TeOREMA 3.5.5 (Glicksberg). Si X,Y" son dos espacios Ty infinitos,

entonces X XY es pseudocompacto si y solo si X XY esta Cy inmerso en
B(X)x B(Y), olo que es lo mismo B (X xY)=0(X)xB(Y).

DEMOSTRACION. Supongamos que X X Y es pseudocompacto. Por el
Teorema 3.5.3 las proyecciones [[y : X x Y = X y [[54) : X x B(Y) =
B(Y) son z-cerradas. En tanto que por el teorema 3.5.2, X x Y estd Cj
-inmerso en X X B(Y) y X x B(Y) estd Cp-inmerso en 5 (X) x 8(Y). Por
tanto, X X Y estd Cp -inmerso en 5 (X) x S(Y).

Inversamente, supongamos que 5 (X xY) = 3 (X) x 8(Y). El espacio
B(X) x f(Y) es una compactacién de 5 (X) x Y, pues la asociacién

(z,y) - (Zv €y (y))
define una inmersién de 8 (X) X Y en §(X) x 8(Y) con imagen densa.

Afirmamos que S (8 (X) xY) = g(X) x B(Y); o lo que es lo mismo,
segun el Teorema 2.2.12, 8 (X) x Y estd Cp-inmerso en 8 (X) x 8 (Y).

Sea f € Cp (B(X) x Y), entonces la restriccién fxxy de fa X xY per-
tenece a Cp, (X X Y') lo que implica que existe g € Cp (8 (X x Y)) que extien-
de a fxxy. Por la hipdtesis, podemos considerar que Cj, (8(X) x 8 (Y)) =
Cy (6 (X x Y)) y aue g € Cy (8(X) x (V).

La funcién g coincide con f en 8(X) xY, ya quesi (z,y) € 8(X) xY,
entonces existe una red ((z;,y)) en X X Y que converge a (z,y) y como
g(x,y) = f (z,y) para todo (z.y) € X x Y, se tiene que los limites de las
redes (g (x;,v)) v (f (z4,y)) son iguales; o sea, g(z,y) = f(z,y). Queda
probada la afirmacion.

Por el Teorema 3.5.2 la proyeccién [[5x) : B(X) XY — X es z-
cerrada y del anterior se sigue que §(X) es un P-espacio o bien Y es
pseudocompacto. No puede suceder que (X)) sea P-espacio, pues al ser
compacto entonces serfa finito (Teorema 3.4.3) y se contradiria que X es
infinito. Por consiguiente, Y es pseudocompacto. Andlogamente. se prueba
que X es pseudocompacto y por tanto, X X Y es pseudocompacto. O



Capitulo 4

Ejemplo en que M (CV (X, E)) # X x M (F)

4.1. Introduccién

Daremos un ejemplo de un espacio CV (X, E) para el cual no es cierto
que si H : CV (X,E) — C es un cardcter continuo, entonces existen
xo € sopV y un cardcter de dlgebras continuo h € M (E) tales que

para toda f € CV (X, E). O sea,
MV (X,E)#X xM(E).

Obviamente, en vista del Teorema 2.7.1, la familia V' no es de tipo puntual.

Mads atn, en ese ejemplo a cada (y,h) € 8(X) x M (E) le asociamos
un elemento H(, ) de M (CV (X, E)) que cuando y pertenece a X, estd
definido como H, ) (f) = h(f (y)) para toda f € CV (X, E), y hacemos
ver que existe H € M (CV (X, E)) tal que para cada tal que H # H, p);
para todo (y,h) € B (X) x M (E), es decir,

B(X) x M(E) S M(CV (X, E)).

4.2. El algebra C}, (X, F) vista como un dlgebra CV (X, E)

Sea X un espacio T} 1y E un algebra de Banach conmutativa y con
unidad.

Tomamos V = {Axx : A > 0}, la cual es una familia multiplicativa de
Nachbin. De hecho, es un caso particular del ejemplo 1 de la pagina 73,
cuando escogemos A = {X}. Es claro que cualquier funcién Axx pertene-
ciente a V' no se anula al infinito, pues es constante en X y A > 0. Asi, V
no es de tipo puntual (Corolario 2.5.8).

En este caso CV (X, E) = Cy (X, E), yaque si f € C (X, E), entonces

sup [[Axx f (2)[| = Asup |[f (z)]| < oo
zeX zeX
para todo A > 0 si y sdlo si sup || f (z)| < oo.
reX

123
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La topologia determinada en CV (X, FE) por V y la norma de E es
la dada por la familia de normas ||f]|, = Asup || f (z)| que es equivalente
reX

a la topologia uniforme de C} (X, E) que estd dada por la norma | f| =
sup || f (2)] y que es la usual en dicho espacio.
reX

Asi, (Cy (X, E), ||I]l) es un dlgebra de funciones continuas con pesos. En
particular, para cuando E = C, tenemos que CV (X) = (Cy (X),|[|[l),
donde |||, = sup |a(z)| para todo a € Cy (X).

reX

Es facil ver que al igual que Cy (X), el dlgebra (Cy (X, E), ||-||) es de
Banach. Como E tiene idéntico, también lo tiene (Cy (X, E), ||-||) y entonces,
por el Teorema 45 tenemos que

M((Cy (X, B), |11) = M* ((Co (X, E), |I1)) -

Como vimos en la Seccién 2.6, cada pareja (z,h) € X x M (E) deter-
mina un cardcter continuo H, »y : Cy (X, E) — C que estd definido como

Hany (f) = h(f (2)).
4.3. Los espacios Cj (X,C (K)) y sus caracteres H, .,

Sean X un espacio Tgé y K un espacio compacto. Entonces E = C (K)

con la topologia uniforme es un algebra de Banach, conmutativa y con uni-
dad, al igual que (Cy (X, C (K)),|||)-
Por lo anterior, CV (X,C (K)) = (Cy (X,C (K)),||||), donde

1l = sup [If ()]l
reX

If (@)l = sup |f () (2)].
zeK

Ademés, H, ) € M (Cy, (X, C (K))) para cada (z,h) € X x M (C (K))

De acuerdo al Teorema 1.18.1, M (C'(K)) = K en el sentido de que
h e M (C (K)) siy sdlo si es una evaluacién 2 para algin z € K, por lo que
escribiremos H, .) en lugar de H, 5) y se tiene que

para todo f € Cp (X,C(K)) y (z,2) € X x K.

4.4. El ejemplo

Sean K un espacio compacto e infinito y X un espacio T3% tal que X x K
no es pseudocompacto. Por ejemplo, de acuerdo al Teorema 3.5.3, X puede
escogerse como R o cualquier otro espacio T5 1 que no sea pseudocompacto.
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Consideramos el dlgebra CV (X, E) con E = C (K) y tomemos V =

De acuerdo a lo visto en las secciones anteriores, tenemos:

(a) Si ¢ € M(E) = M(C(K)) entonces ¢ (o) = «(z) para algin
z € K y toda o € C(K).

(b)

OV (X, E) = (Cy (X, C (K)), 1)

(c) La funcionales H, . definidas en el dlgebra de Banach Cy (X, C (K))
como H, .y (f) = f (z) (2) para toda f € Cy (X, C (K)) y cualquier (z,z) €
X x K, pertenecen a M (Cy (X, C (K))).

Veremos que a cada w € (X x K) le corresponderd un elemento H,,
en M (Cy (X,C (K))) vy que todo elemento de este espectro es una de las
funcionales H,, para una tnica w € §(X), o sea,

M (Cy (X,C(K))) = {Hy:w e B (X x K)}.

Cuando w = (z,2) con (z,z) € X x K se cumplird que H, (f) =
H o) (f) = f(2)(2) para toda f € Cy (X,C (K)). Para lo anterior es-
tamos identificando X x K con su imagen homeomorfa exxx (X x K) en
B(X xXK).

Asimismo, para cada (y,z) € 3 (X) x K definiremos un elemento H )
de M (Cy (X,C(K))) que cuando y pertenezca a X estard definido como
Hy, ) (f) = f(y) (2) para toda f € Cy, (X,C (K)). Aqui, estamos identifi-
cando a X con con su imagen homeomorfa ex (X) en 8 (X).

A elementos distintos en 3 (X) x K le corresponderan caracteres H, .
distintos. Asi, podemos considerar que

B(X)x K C M(Cy(X,C(K))).
Probaremos que existe w € 8 (X x K) tal que
H, (f) 7& H(y,z) (f)
para toda pareja (y,z) € 8(X) x K. O sea,
B(X) x K # M(Cy (X, C(K)))
y en particular

X x M(C(K)) =X x K # M(Cy(X,C(K)))

4.5. El isomorfismo isométrico I' y la igualdad
M (Cy (X, C(K)), [[-]) = {Hw : w € B(X x K)}
PROPOSICION 4.5.1. La funcidén
D: (Cy (X,C (K, ) — (Co (X %K), )
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definida como (T (f)) (x,z) = f(x)(z), es un isomorfismo isométrico de
dlgebras.

DEMOSTRACION. Ante todo veremos quesi f € Cy, (X, C (K)), entonces
I'(f) € Cy (X x K). Tenemos que I' (f) es continua, pues si ((z4, 2;)),c; €8
una red tal que (z;, z;) — (z,2) en X x K, entonces
0 (f) (@i, z0) =T (f) (@, 2)] = [ (2:) (2:) = [ (2) (2)

<|f (@) (z) = [ (@) (z0)| + | (2) (20) = ] () (2)]
<N f (@) = f (@)l + 1S (2) (20) = f () (2)]
para todo ¢ € I.
Como

If (i) = f (@)oo = 0
por ser f continua en X y
|f () (zi) = f(2) (2)| = 0
por ser f (x) continua en K, entonces
lo prueba que I' (f) es continua en (z, z) y por ser éste un punto arbitrario

de X x K, entonces I' (f) es continua.
Por otra parte,

IT(f) (@ 2) = |f(2) @ <If (@) <[] < oo,
para todo (z,z) € X x K, ya que f es acotada en X. As{, I" (f) es acotada.
Con lo que queda probado que I' (f) € Cy (X x K).
La funcién T (f) es lineal, ya que para A € C, f,g € Cy, (X,C(K)) y
(z,2) € X x K se tiene que
TAf+9)(x,2) = (Af(2)+g(2))(2)
= M(x) (k) +g(z)(2)
AT (f) (@, k) + T (9) (z,2).
Es multiplicativa, pues si f,g € Cy (X,C (K))y (z,2) € X x K, enton-
ces:
I'(fg)(z,2) = (f(z)g(x))(2)
= f(2)(2) g(2)(2)
= T'(f)(z,2) - T'(g)(z,2).
Es inyectiva, ya que si I' (f) = 0, es decir, ' (f) (x,2) = f(z)(2) =0
para toda (z,2) € X x K, entonces f (z) es la funcién cero para todo x € X
y por tanto, f es la funcién cero.
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Para ver que T' es suprayectiva, tomemos o« € Cy (X x K) arbitraria.
Definimos f : X — C(K) como f () = a(z,-). La funcién f(z) : K — C
es efectivamente continua porque es la x - seccién de la funcién continua a.

Probaremos que f € Cy (X,C (K)). Para mostrar que f es continua,
tomemos x € X arbitrario y sea € > 0. Por la continuidad de a en X x K,
para cada z € K existe r, > 0 tal que si (¢/,2') € B, (z) x By, (2) entonces
lo (', 2") — a (2, 2)] < §. Como K es compacto, entonces existe una familia
finita {z, : n € N} de elementos en K tal que {{B, (z,)}: n€ N} es
una cubierta de K.

Hagamos r = 711%111\} (r.,) y supongamos que d (z’,z) < r. Para cualquier

z € K existe n € N tal que z € B, (2,) por lo que
(z,2),(2,2) € By (x) X By, (2n) C By, (2) X By, (2n)

y entonces |a (2, 2') — a (2, 2,)] < § y |a(z,2) —a(x,2,)| < §; de donde,
la (27, 2) — a(z,2)| < ey por tanto, ||f (z) — f (2)||, < €y asi f es una
funcién continua en z.

El acotamiento de f se sigue de que

oo

[flle =sup [If (@)l = sup |a(z,2)|=|lall, < oc.
zeX rzeX,zeK

Asi, f € Cy (X,C (K)) y como es claro que T'(f) = «, resulta que T es
sobre.
Finalmente, observamos:

T lloe = sup1f (@) ()] = sup [If (2}l oo = [Ifloc -

zeX,zeEK

Por lo que I' es una isometria.
De acuerdo al Teorema 1.13.5 se sigue que

M(Cyp (X, C(K)), [[-) = {po—: 9 € M(Cyp (X X K), [|]l0)} -
Asi, cada H € M (Cy, (X,C (K))) es de la forma

H(f)=¢T(f))
para algin ¢ € M (C, (X x K)).
Por el Teorema 1.18.2 se tiene que

(4.5.1) M(Cop (X x K), [|-]lo) = B(X x K)

en el sentido de que ¢ € M (Cy, (X x K)) siy sblosi ¢ (a) = @ () = o (w)
para un tnico w € B(X x K) y todo a € Cy (X x K), donde af es la
extensién continua de a a (X x K).
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Por tanto, dado ¢ € M (Cp (X x K)) existe un tnico w € 8 (X x K)
tal que

(4.5.2) po—(f) =T (f)° (w)
para todo f € Cp(X,C (K)), donde ' (f)° es la extensién continua a a
B(XxK)deT(f): X xK — C.

Para cada w € (X x K) definamos H,, : Cp (X,C (K)) — C como

(4.5.3) Hy (f) =T (f)° (w)

para todo f € Cp(X,C(K)) o lo que es lo mismo, en términos de los
elementos de X x K,

(4.5.4) Hy (f) =UmTf(z,2)=lim f(2;)(2)

donde (x;, 2;) es cualquier red en X x K que converge en (X x K) a w.

Tenemos que Hy, # H, si w # w'. En efecto, si w # w’ son dos puntos
de B (X x K), entonces existe una funcién continua « : (X x K) — [0,1]
tal que a(w) # a(w'). Sean axxk la restriccién de v a X x Ky f €
Cy (X,C (K)) la funcién que satisface que I' (f) = axxx. De (4.5.3) se
tiene que

Hy (f) =T ()" (w) = a(w) # o (w) =T ()" (w') = Hy (f);
de donde, H,, # H,, .
Por esto y (4.5.2) podemos escribir
M (Cy (X,C(K)), ) = {Hw :w € B(X x K)} = B(X x K).

4.6. Prueba de la contencién propia

B(X)x K S M(Cy (X,C(K)))

La z-seccién I' (f), : X — C de la funcién I' (f) : X x K — C, con
z€ Ky feCy(X xK); es decir, la funcién definida como I'(f), (z) =
T'(f) (z,z) = f(x) (2) para todo x € X, es una funcién continua y acotada
en X y entonces tiene una tnica extensién continua I' (f) a 8 (X).

Para cada (y,2z) € B(X) x K definimos H, ) : Cy (X,C(K)) — C

como

(4.6.1) Hyo) (f) =T(f); (v)

para todo f € Cy (X, C (K)).
Podemos expresar a H, .y (f) en términos de los elementos de X x K
de la siguiente forma

(4.6.2)  Hy ) (f) = lmI (f), (x;) = lim T (f) (23, 2) = lim f (2;) (2)
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donde (z;) es una red en X que converge en 5 (X) a y.

Es claro entonces que Hy, .y (f) = f (y) (z)cuando y € X.

Se sigue de las propiedades lineales del limite y de que I' es lineal y
multiplicativa, que Hy, .) es una funcional lineal multiplicativa. Ademds, es
continua, ya que

[Hy,) (] = lim [f (23) ()] < [1f (20)llo < I/]

Dada la asociacién que manda a toda pareja (y, z) en H(, .y de 5 (X) x
K en M (Cy (X,C(K)),|I|l), esta es inyectiva .

Sean (yn, zn) € B(X) x K para n = 1,2 dos parejas distintas. Si z; #
z9, entonces existe a : K — [0,1] tal que a(z1) # a(z2), ya que K es
completamente regular. Definimos o’ : X x K — C como o (z,2) = a(2)
esta funcién es continua y acotada.

Sea f € Cp(X,C((X))) tal que I'(f) = o/, o sea , I'(f)(z,2) =
o (z,2) = a(z), entonces I' (f), () = a(2,) paran = 1,2y todo z € X.
De (4.6.2) se obtiene que

Hiy oy (f) =lim T(f),, (21") =a(z)
(n)

guiente, H,, -y 7 H(y, )

Supongamos que y1 7 Yo, entonces existen redes (x;) y (x}) en X tales
que z; — Y1 y ¢, — yo en S (X). Hay una vecindad V de y; tal que
(«}) tiene una subred en S (X)\V. Sea o : 8(X) — [0, 1] continua tal que
a(B(X)N\V)={0} y a(y1) = 1. Por tanto, o (y2) = 0.

Sean ax la restriccién de o a X, o € Cy (X x K) la funcién definida
como o (z,2z) =ax () y f € Cp (X, C (K))) la funcién tal que I" (f) = /.
Entonces, I'(f), () = ax (v) para n = 1,2 y todo z € X; de donde
' (f)S (y) = a(y) para todo y € 3(X) . Entonces, por (4.6.1) tenemos que

Heyy oy (f) =T ()%, (1) =a(y) =1

para n = 1,2, donde (x ) es una red en X que converge a ¥,. Por consi-

Hy, ) (f) =T (f)%, (y2) = a(y2) = 0.
Por consiguiente, H,, ..y # H(y, z,)-
Por todo lo anterior, podemos escribir
B(X) x K C M(Cy(X,C(K))) =B(X x K).

Ademds, si para w € (X x K) existe una pareja (y,z) € f(X) x K
tal que H,, # H(y .), entonces esa pareja es tinica, ya que hemos visto que
la asociacién (y,z) — H(y,-) es inyectiva.
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Veremos que existe w € (X x K) tal que H, # H,.) para toda
(y,2) € B(X) x K.

Supongamos lo contrario, es decir que para todo w € (X x K) existe
una (tinica) pareja (yu, 2w) € B(X) x K tal que H(,, .,y = H,. Entonces
podemos definir la funcién

G:8(XxK)—[(X)xK

como G (w) = (Y, Zuw)-

Veremos que G es un homeomorfismo que deja fijo a los puntos de
X x K.

Sabemos que G (z,z) = (z,2) para toda (z,z) € X x K y asi, G deja
fijos a los puntos de X x K.

Una vez que probemos que G es una funcién continua se seguird que
también es cerrada, ya que S (X x K) es compacto.

Sean wg € (X x K) y U una vecindad abierta de G (wo) = (Yuwg s 2w, )-
Probaremos que G~! (U) es una vecindad de wg. Podemos suponer que
U+#p5(X)x K.

Existe una funcién continua « : 8 (X) x K — [0, 1], tal que

7 ((B(X) x K)NU) = {0}

Y (Yuwo» Zwy) = 1.

En particular, v (4, 2¢) # 0 implica G (w) = (Yu, 2w) € U.

Sea f € Cy (X,C (K,QC)) tal que I'(f) =/, donde ' es la restriccién
de v a X x K. Entonces I' (f) (z, zy) = 7' (2, 2y) para todo z € X y todo
w € B(X x K). Si fijamos z, tenemos que (I'(f), )" = (7.,)" = 7=
Entonces,

Hy (f) =Hy, 20y (F) = T ().,)" W) =2 W) =7 Ww: 20) -

y por consiguiente,
wo € {w e B(X x K): Hy(f) #0} =
{weB(X xK):vYuw,2w) 0t C{we (X xK):G(w)eU}.

Como H,, es continua, entonces {w € 8(X x K) : Hy, (f) # 0} es una
vecindad de wg. De donde, G~! (U) es una vecindad de wq. Entonces G es
continua en wy. Como éste es un punto arbitrario de 5 (X x K), entonces
G es continua.

Probaremos que G no es biyectiva

Supongamos que G no es inyectiva, lo que implica que existen wy y ws
en (X x K)y (y,z) en B(X) x K, tales que H,, = H, ) paran = 1,2,
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por lo que existe § : (X x K) — [0,1] continua tal que § (w1) = 1y
) (U}Q) =0.

Sea g € Oy (X,C (K,C)) tal que T'(g) = 0’, donde 0’ es la restriccién de
daX x K.

Entonces,

8 (wi) = (' (9))° (wi) = Hu, (9) = Hyz) (9) = (T'(9).)" (1) -
Lo que nos lleva al absurdo 1 = 0. Por tanto, G es inyectiva.
Finalmente, G es sobre ya que X X Y es denso en (X xXY) y en
B(X) x B(Y) yal ser G continua y ser invariante en los puntos de X x Y
tenemos que

GBXxY)=G(XxY)CGXxY)=XxY=8(X)xa(Y).

Entonces por el Teorema 2.2.12 se concluye que (X x K) = g(X) x
K, pero esto es imposible pues escogimos X de modo que X x K no es
pseudocompacto y entonces el teorema de Glicksberg no dice 5 (X x K) #
B(X)x K.

Por tanto no puede existir tal funcién G, o sea hay un elemento w €
B (X x K) tal que

H, # H,

Y,%)

para todo (y,z2) € 8 (X) x K.






Capitulo 5

Espacios realcompactos y cardinales medibles

5.1. Espacios realcompactos.

Nuestro primer objetivo es el estudio de los espacios realcompactos, sus
caracterizaciones y como podemos obtener a partir de un espacio T} 1 un
espacio realcompacto

DEFINICION 5.1.1. Un espacio topolégico no vacio X es llamado real-
compacto si es homeomorfo a un subconjunto cerrado del producto R,
donde I puede ser infinito.

En la definicién se puede cambiar R por C, ya que R estd inmerso en C
como subespacio cerrado y, por otro lado, C es realcompacto, el producto de
espacios realcompacto también lo es, al igual que todo subespacio cerrado
de un real compacto.

TEOREMA 5.1.2. Sean X un espacio realcompacto y ¢ : C (X) — C
un cardcter no nulo.. Entonces, existe ¢ € X tal que ¢ (f) = f (¢) para todo
f e C(X). Es decir todo cardcter no nulo de C (X) en C es un evaluacion
¢ para algin c € X.

DEMOSTRACION. Lo demostraremos analizando tres casos.

1. Supongamos que X = C! y para cada i € I sea P, : X — C la
proyeccién sobre la i-ésima coordenada. Entonces P; € C(X) para todo
i € 1. Denotemos a 1 (P;) por ¢; y hagamos ¢ = (¢;)

Afirmamos que

(5.1.1) U (f) = fle)=¢(f)

para toda f € C (X).
Para probar esta afirmacién consideramos tres subcasos
1.1. Supongamos que f € C (X) se anula en una vecindad V' de c. Basta

considerar cuando V' es un abierto bésico que contiene a ¢; o sea, V = [[U;
il

donde cada U; es un abierto en C tal que ¢; € U; para todo iy U; = C

excepto para ¢ en un conjunto finito F' C I. Definimos la siguiente funcién

iel”

133
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continua:
h:X — R
z — Z<|Pi(a:)—ci\2>.
ieF

Entonces, ¢ V implica que existe i € F tal que P; (z) ¢ U;, por lo
que P; (z) # ¢; y por tanto, h (x) # 0, asi, h es distinta de cero fuera de V.

Hagamos
f(z) :
g(x)—{h(r) size X\V

0 sizeV
Entonces g estda bien definida en X como funcién combinada porque
f (V) = {0} implica f(V) = {0} y asi, z € (X \V) NV implica que
igg = 0. Ademads la funcién g es continua en X debido a que f, h y la

funcién nula son funciones continuas en X y los conjuntos X \ V y V forman
una cubierta cerrada de X.
Por otra parte, g-h = f - x(x\v) = [, ya que f se anula en V, con lo
que se sigue que:
v(f) = (9 h)
= (h

o(Sir- cz|>

< )

(c;i —ci) -9 ((Pl) - ci)

1€F

9V

IN

= 0.
Asi, ¥ (f) =0 = f(c¢) por lo que se cumple (?7?)
1.2 Supongamos que f (¢) = 0. Si no se cumple (?7), entonces
Y (f)=a#0.

Definimos a : C — C como

lalt ., Ty
t site D
para todo t € Cdonde D C C es la bola abierta con centro en f(c) =0y

radio ‘ L
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Entonces « estd bien definida en X como funciéon combinada, ya que

t € (C\D) N D implica que |t| = % y asf, % = t. Ademds, « es continua

puesto que las funciones que se combinan son continuas y (C\D) y D
forman una cubierta cerrada de X.

Hagamos h = f — (g o f). Sea U una vecindad de ¢ tal que f (x) € D si
x € U. Observemos que

h(z)=f(x)—g(f(2))=[f(x) = f(z)=0

siz € U. O sea, h se anula en una vecindad de c.
Por lo que se demostré en 1.1, concluimos que ¥ (k) = 0, lo que implica
que

(5.1.2) vigef)=¢(f)=a
Como a es distinto de cero y por definicién, |g ()] < % para todot € C,
entonces

a—g(F @)= 20
para todo x € X

O sea, la funcién compleja y continua hy = a — g o f definida en X no
se anula en ningin punto y por tanto, es invertible, de donde v (h1) # 0;
pero de (5.1.2) se sigue que ¢ (h1) = a — ¥ (go f) = 0. Esta reduccién al
absurdo nos dice que ¢ (f) =0 = f (¢).

1.3 Si f(c) # 0, entonces f — f(c) es una funcién continua que se
anula en c. Por lo demostrado en el caso 1.2 tenemos que ¥ (f — f (c)) =
() = £ (¢) = 0. Por tanto, % () = f (c).

2. Supongamos que X =Y donde Y es un subconjunto propio y cerrado
de C!. Sea ¢ : C (C') — C (Y) la funcién que asocia a cada f € C (C')
su restriccién fy a Y. Es inmediato que ¢ es un homomorfismo.

Dado un carédcter no nulo ¢ : C' (Y) — C, se tiene que la asociacién

[ =Y (fy)

define una funcional lineal multiplicativa en C! no nula, ya que las contantes

pertenecen a Cy, y por el caso 1, ¥ (fy) = f (co) para algin ¢y € CL.
Afirmamos que ¢y € Y. En caso contrario, por ser Y cerrado existe una

funcién continua f : C! — C tal que f(co) =1y f(Y) = {0} y por tanto:

L = f(co)

= Y (fy)
— $(0)=0.
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Lo que es absurdo; asi ¢y € Y. Es decir, 9 (g) = g (co) para todo g €
C (Y) que sea restriccién de alguna f € C' (CT).

Afirmamos que ¥ (g) = g(co) para todo g € C (Y). Por el Teorema
1.16.2 relativo a los ntcleos de caracteres, basta probar que si g € C(Y) y
¥ (g) = 0, entonces ¢éo(g) = g (co) = 0.

Sea g € C'(Y) tal que 9 (g) = 0 y supongamos que g (co) # 0. En-
tonces ¢ ¢ g1 (0) que es un conjunto cerrado en Y y por ser Y cerrado
en C!, entonces g~' (0) es cerrado en C!. Asi existe f € C ((CI) tal que
flg71(0)) = {1}y f(co) =0.

La funcién continua f2+| g|2 es positivaen Y y por tanto, es un elemento
invertible en C' (Y'), por lo que v (f;% + |g\2> # 0.
Por otro lado,

W (f% + |g|2)

¥ (fy)? + 4 (99)

= (fr () +v(9)¢(9)
0.

Esta igualdad contradice lo antes visto. Por consiguiente, g (co) = 0.

3. Pasemos al caso general y supongamos que h : X — Y es un homeo-
morfismo donde Y C C! es un conjunto cerrado. Entonces, la aplicacién
T:C((Y)— C(X) definida como T (g) = g o h es un homomorfismo. De
donde, o T : C(Y) — C es un cardcter no nulo y por el caso 2, existe
co €Y tal que ¥ (T (g9))) = g (co) para todo g € C (Y). Por tanto,

g

—
b(f)y=v | [fohTloh| | =Ff(c)

para todo f € C (X), donde ¢ = h~! (cy). O

Ahora usaremos este resultado para probar una reciente caracterizacién
de los espacios realcompactos [Er.]

TEOREMA 5.1.3. Sea X un espacio T3%. Las siguientes dos afirmaciones
son equivalentes:

(a) X es realcompacto.

(b) Una red (z;) en X es convergente si (y sdlo si) lim f(x;) existe
para toda f € C(X).

DEMOSTRACION. (a) = (b) Por el resultado anterior, si X es realcom-
pacto entonces los caracteres no nulos en C (X) son evaluaciones. Supon-
gamos que X es real compacto y sea (z;) una red en X tal que lim f (z;)
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existe para toda f € C(X). Definamos la funcién ¢ : C (X) — C como
W (f) = lim f ().

Por las propiedades de los limites en C es facil ver que ¥ es un caracter
y es no nulo, pues las constantes pertenecen a C (X). Asi, existe x € X tal
aue v (f) = £ (2) = lim f ().

Afirmamos que la red (x;) converge a x. Para probarlo supongamos lo
contrario; entonces existen una vecindad abierta U de z y una subred (z;, )
de (x;) cuyo rango estd fuera de U. Existe una funcién continua h : X — C
tal que h (X\U) =1y h(z)=0.

Por la hipétesis, existe lim h (z;), por lo que éste debe ser igual a 1, ya
que lim h(x;,) = 1, pero entonces 1 = lim h(xz;) = ¥ (h) = h(z) =0, lo
que es absurdo. Por tanto, x; — x como afirmamos.

(b) = (a) Supongamos que una red (z;) en X es convergente si existe
lim f (x;) para toda f € C(X).

Mostraremos que la funcién

H:X — CX
z = (f(2);

es una inmersién y que su imagen es un cerrado de C¢X)

La funcién H es inyectiva, ya que si z # y, entonces existe f : X —
[0, 1] continua tal que f(z) =0y f(y) =1, por lo que (f (2)); # (f (¥)); ¥
la funcién H es continua ya que cada una de sus funciones componentes los
son.

Veamos que H es cerrada sobre su imagen. Sea F' un cerrado de X
si F' = X, entonces es obvio que H(F) es cerrado en H(X). Supongamos
que F' # X, por lo que existen x € X\ F' y una funcién continua h, :
X — [0,1] tales que h,(F) = {0} v hy(z) = 1. Sea P, la proyeccién
(f (2)); — he. Entonces

H(F) = P ({0})NH(X)
TEX\F

es un cerrado de H(X). Por tanto, H es una inmersién en C¢),

Para ver que es H(F) es un cerrado de C¢X) supongamos que (z;) es
una red en F tal que H (z;) = (f (z:)); — (yf)Jc , 0 lo que es lo mismo
f(x;) — yy para cada f. Por cumplirse (b) y ser F' es cerrado en X, se
sigue que x; — x para algin = € F' y entonces yy = f (z) para cada f; de
donde (yf)f € H (F). Por tanto, H (F) es un cerrado de C°®). Por todo
lo anterior X es realcompacto. ([
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TEOREMA 5.1.4. Todo espacio compacto y Hausdorff es realcompacto.

En particular, 8 (X) es realcompacto para todo espacio topoldgico X que sea
T51.
2

DEMOSTRACION. La funcién
H:K — C¢X
z = (f(2);-

es inyectiva y continua. Como K es compacto, entonces H es una inmersién
y H (K) es cerrado en C¢X), O

En lo que sigue necesitaremos trabajar con el conjunto
v(X)={z e p(X): f¢(r) # oo para toda f € C (X)}

donde S (X) es la compactacién de Stone-Cech y f€ es la extensién a 3 (X)
de cada f € C (X) pensada como funcién de X en la compactacién por un
punto C* de C. Es claro que X C v (X), donde, como es costumbre, hemos
identificado X con su imagen en S (X).

TEOREMA 5.1.5. Sea X un espacio topoldgico Ts1. Entonces v (X) es
un espacio realcompacto.

DEMOSTRACION. Por definicién v (X) C B(X). Sea (z;) una red en
v(X) tal que lim g (z;) existe en C para toda g € C (v (X)). Si f €
C (B (X)), entonces su restriccion f,,x) a v (X) pertenece a C (v (X)) y por
tanto, lim f,(x) (z;) = lim f (z;) existe en C. Por ser 8 (X) realcompacto,
se tiene que (z;) — x, para algin z € § (X).

Sea f € C'(X), entonces la restriccién fJ ¢y de f¢ a v (X) es un funcién
compleja y continua en v (X) y por tanto, lim fS(X) (z;) = lim f¢(x;) =
f€ (z) existe en C, por lo que z € v(X). Asi, v (X) es realcompacto.

Sea X un espacio topolégico TS%. Dada f € C(X), pensada con co-
dominio C*, la restriccién f¥ a v (X) de la extensién f¢ de f a 5 (X) serd
llamada la real-extensién de f a v (X). Asi, f¥ € C (v (X)).

Si damos el orden de la contencién a la familia de los subespacios real-
compactos de 3 (X), entonces v (X) es el elemento minimo de dicha familia,
que contiene a X. O

TEOREMA 5.1.6. Sea X un espacio T3%. El minimo subespacio real-
compacto de B(X) que contiene a X es v (X). A v(X) se le llama la real-
compactacion de X.

DEMOSTRACION. Supongamos que X C R C 3 (X) y que R es realcom-
pacto. Tomemos xo € v (X) y sea (z;) una red en X que converge a zo en
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B(X). Sean f € C (R), fx surestriccién a X y f% la extensién continua de
fx: X = CcC°ap(X). Entonces, f(z;) = f% (x:) — % (z0) y como
5 (zo) # o0, se tiene que existe lim (f (z;)) en C. De donde, (z;) — =
para algin xz € R, por ser R realcompacto. Se sigue que x = z y por tanto,
v(X)CR. O

5.2. Cardinales medibles.

En todo lo que sigue P (X) denota a la coleccién de todos los subcon-
juntos del conjunto X.

DEFINICION 5.2.1. Sea X un conjunto. Decimos que F C P (X) es un
filtro en X si:

< 0¢F
s F#£0.

= Si A,B € F, entonces ANB € F.

» SiA€e Fy AC B C X entonces B € F.

DEFINICION 5.2.2. Sea JF un filtro en X . Decimos que F es un ultrafiltro
en X si para cualquier A € P (X) se cumple que A € F o X\ A € F.

DEFINICION 5.2.3. Una o- dlgebra en un conjunto X es una familia
¥ C P(X) que tiene las siguientes tres propiedades:

s JeX.
= Si A €Y entonces X\ A € X.

s Si 4, € ¥ para todo n € N, entonces |J A4, € X.
neN

La propia familia P (X) es un ejemplo de o- dlgebra en X.

OBSERVACION 5.2.4. Dados un conjunto X y una o- dlgebra & de X,
es inmediato ver que si A, B € X, entonces ANB € % ya que ANB =
AN (XN B) = X\ ((X\A4)UB).

DEFINICION 5.2.5. Una medida en X es una funcién p : ¥ — [0, o0]
definida en una o- algebra ¥ de X que tiene las siguientes dos propiedades:

= u(@)=0y

"L < U An> = > u(Ay,) si (Ay) es una sucesién en ¥ de conjuntos
neN neN
ajenos 2 a 2.
En lo sucesivo todas las medidas estardn definidas en P (X) y tomarin
sélo alguno de dos valores: 0 y 1. Ejemplos de tales medida en cualquier o-
algebra ¥ de un conjunto X son: la medida nula, o sea la que vale cero en
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todo elemento de X y en el caso en que X # () las medidas definidas para
cada x € X como uy; (A) =1six € Ay 0 en otro caso.

DEFINICION 5.2.6. Una medida p en X es llamada trivial si es la medida
nula o existe x € X tal que u = u, para algin x € X. Es decir, u es trivial
si es nula o bien p ({z}) = 1 para algin z € X.

DEFINICION 5.2.7. Diremos que un cardinal m es medible si existe un
conjunto M tal que su cardinalidad |M| es m y para el cual hay una medida
no trivial.

Es facil ver, que si m es medible, entonces en cualquier conjunto de
cardinalidad m existe una medida no trivial.
Supondremos la existencia de un cardinal medible

TEOREMA 5.2.8. El conjunto F = {A € P (M): pu(A) =1} es un ul-
trafiltro para cualquier medida no nula p definida en un conjunto M.

DEMOSTRACION. F # ), ya que M € F y (D) = 0, por lo que ) ¢ F.
SiAe FyAC B, entonces 1 (B) = u(A) + p(B\A) > 1, por lo que
@ (B) =1y por tanto, B € F.

S A, B € F entonces:

1=p(AUB) = puB)+pu(AN(ANB))=1+1—-pu(ANB).
Asi, 1 = p (AN B). Por tanto, F es un filtro. De hecho, es un ultrafiltro,
ya que
1= p (M) =p(A) + 1 (XNA),
por lo que A o X\ A pertenece a F. O

LEMA 5.2.9. Sean m un cardinal, M un conjunto de cardinalidad m y
© una medida en M. Entonces:

(a) Si m es medible y p1 es no trivial, entonces p(A) = 0 para todo
conjunto A C M de cardinalidad no medible.

(b) Si I es un conjunto de indices de cardinalidad no medible y {A; : i € I'}
es una familia de subconjuntos de M ajenos 2 a 2, entonces

K <UA’L> = ZM (4;).
iel iel
(c) Si I es un conjunto de indices de cardinalidad no medible y

{AleI}
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es una familia de subconjuntos de M tales que 1 (A;) = 0 para todo i € I,

entonces
iel

DEMOSTRACION. (a) Si A C M es tal que p(A) = 1, entonces p res-
tringida a la o-dlgebra P (A) es una medida y es no trivial en A, ya que es
no nula y no puede existir @ € A con p({a}) = 1. Asi, A es medible. De
esto se sigue (a).

(b) Supongamos que p (U Ai> = 0, entonces 0 = u (U Ai> > n(Ay)

i€l i€l
para todo ¢ € I y por tanto,

p (U&) = u(4)=o0.

i€l i€l

Ahora supongamos que <U Az) = 1. Observamos que si pu(4;) =1
iel

para algin ¢ € I, entonces u(A;) = 0 para cualquier otro indice j € I y se

cumple que

1% (U&) = ZM (Ai) =1,
i€l i€l

por lo que es suficiente demostrar que existe A; tal que u (4;) = 1.
La funcién A : P (I) — {0,1} definida como

Mﬂ:u<UAJ

i€J

es una medida en I y como |I| es no medible, entonces A es trivial, y es no
nula, ya que

MD=M<U&>=L
iel
, por lo que existe ¢ € I tal que A ({i}) = 1; o sea 1 (A4;) = 1.

(¢) Supongamos que p(4;) = 0 para todo a € A. Damos a A un buen
orden < y definimos

A= AN 4.

j<i
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De donde A; C A; y por tanto, p (A;) = 0. Ademas UA; = UJAy
i€l i€l

los conjuntos A; son ajenos por pares. De (b) se sigue que

1 (U&) =p (UA;> =>n (A;) = 0.

i€l iel el

O

LEMA 5.2.10. Dado un cardinal m, un conjunto M de cardinalidad m
y una medida p en M, tenemos que para cualquier conjunto de indices I de
cardinalidad no medible y cualquier familia {A; : i € I} de subconjuntos de
M tales que (A;) =1 para todo i € I, se tiene que p (ﬂAz =1.
iel
DEMOSTRACION. Tenemos que p (M) =1y u(M\A4;) = 0 para todo

1 € I. Por el lema anterior, u <U (M\Ai)> =0, de lo que se sigue que
i€l

L (ﬂAi> =u (M\U (M\Ai)> =1.

i€l i€l
|

TEOREMA 5.2.11. (a) Si m es un cardinal no medible, entonces todo
cardinal menor que m es no medible.

(b) La unidn de los conjuntos de una una coleccién de cardinalidad no
medible de conjuntos con cardinalidades no medible tiene cardinalidad no
medible.

(c) Si m es un cardinal no medible entonces 2™ es no medible.

DEMOSTRACION. (a) Tomemos un cardinal n < m y sean M’ y M
conjuntos de cardinalidades m' y m, respectivamente, con M’ C M, y '
una medida en M’ no nula. Definimos en M la medida

i(A) = 1 (M A).

Esta es una medida en M, por ser 4’ una medida, por lo que i es una medida
trivial y es no nula ya que p (M) = ' (M') = 1; de donde, existe x € M
tal que p({z}) = 1; o sea, p/ (M N{x}) = 1. Por consiguiente, z € M’,
@ ({x}) =1y i es trivial. Por tanto, m’ es un cardinal no medible.

(b) Sea I un conjunto de indices de cardinalidad no medibley {A; : i € I}
una familia de conjuntos con cardinalidades no medibles. Hagamos A =



5.2. CARDINALES MEDIBLES. 143

|J A; v supongamos que en A existe una medida p no trivial; es decir que
=
|A| es medible.

Por (a) del Lema 5.2.9, u(A;) = 0 para toda ¢ € I y por (c¢) de ese
mismo lema

p(Ad) = n (U/h) =0.
ici
Por tanto, p es la medida cero, lo que contradice que p es no trivial y por
tanto, |A| es no medible.
(c) Sea un conjunto M de cardinalidad m, as{ P (M) tiene cardinalidad
2™, Supongamos que p es una medida en P (M) no nula. Para cada x € M
definimos dos subcolecciones de P (M)

O, ={ACM:zxcA}
0y =PM)\NO, ={ACM:z¢gA}.

Hagamos
I={zeM:pu0,) =1}
y
G= (ﬂ@)ﬂ N -0.
xzel e M\ T
Entonces

pPANNG = plJ@oNo)J U POHN-0.)
zel sEM\ I
Como
i (P (M)NO,) =0
sizely
p(PM)N—0;)=0
sixz € M\, se sigue del Lema 5.2.9 que p (P (M)\G) =0y asi, u(G) = 1.
Afirmamos que G = {I}. Es claro que I € G . Por otra parte, A € (] O,

xzel
implicaque I C Ay Ae [ —0O, implica M\I C M\ A; osea, A CI.
ceMN\T
De donde, A=1si A€ G . Asi, G={I}y pes trivial. Por tanto, 2™ es no
medible. ]

COROLARIO 5.2.12. Todo cardinal menor o igual que 2% es no medible.
En particular, C y cualquier conjunto numerable tienen cardinalidades no
medibles.
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DEMOSTRACION. Sea 1 una medida en N no nula, entonces p (N) =1,

por lo que Y u({n}) =11y asi, existe n € N tal que p ({n}) = 1, por tanto
neN
u es trivial y entonces ¥y es un cardinal no medible. Por (¢) del Teorema

5.2.11 2% es no medible y por (a) del mismo teorema cualquier cardinal
menor que 2% es no medible. (|

5.3. Cardinales medibles y su relacién con los espacios discretos
y realcompactos.

Daremos una caracterizacién de los cardinales medibles que depende de
que ciertos conjuntos con la topologia discreta sean realcompactos.

TEOREMA 5.3.1. Si X tiene cardinalidad no medible, entonces X con
la topologia discreta es realcompacto.

DEMOSTRACION. Sea (z;) una red en X tal que para toda f € C (X)
se cumple que f (z;) — y5 en C. Toda funcién en X es continua por tener
X la topologia discreta.

Definimos p : P(X) — {0,1} como u(A) = 1 siy s6lo si (z;) estd
eventualmente en A; o sea existe ig tal que x; € A para todo 7 > ig.

Veremos que p es una medida. Claramente p (@) = 0. Sea (4,) una
sucesién en P (X) de conjuntos ajenos 2 a 2. Supongamos que

I GA” = 1.
n=1

Es decir, la red (z;) estd eventualmente en |J A, y entonces existe ig
n>1
tal que z; € |J A, para todo i > ig.
n>1

Definimos la funcién g: X — R como g(z) =nsiz € A, y g(x) =0
en otro caso. Sabemos por hipétesis que g (z;) — y, en C. Como el rango
de g (z;) son los enteros no negativos entonces existen i; > o y n > 0 tales
que g (z;) =nsii > iy, lo que implica quen > 1y x; € A, para toda i > iy
y asi, p(A,) =1

Si tomamos m # n entonces p(A4;,) = 0, ya que es ajeno a A, y
entonces:

H U Ap, = ZN(AH)'
n=1

n=1
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Ahora supongamos que

M G An = 0

n=1

oo
En este caso la red (x;) estd eventualmente en X\ |J An, o sea, estd
n=1
eventualmente en cada X\ 4,,. Por consiguiente, u(A,) = 0, para todo
n > 1, por lo que

(oo} o0

K U Ap = ZN (An) = 0.
n=1 n=1

Es decir, p es o-aditiva y por tanto, es una medida en X . Como éste tiene

cardinalidad no medible, entonces p debe de ser trivial y como p(X) =1,

entonces existe z € X tal que p({z}) = 1. Por consiguiente la red se

estaciona en z, por lo que x; — . O

5.4. Los espacios D y D¢

Ahora tomemos el primer ordinal D con cardinalidad medible y démosle
la topologia discreta.
Definamos D¢ = D U {cc}, donde oo ¢ D, y la familia

7={U CD*:U C D o bien co € Uy D\ Utiene cardinalidad no medible} .

Afirmamos que 7 es una topologia para D°¢.

Claramente tanto el vacio, como D¢ pertenecen a 7. Tomemos U, U’ € T;
sioco ¢ U o oo ¢ U entonces co ¢ UNU' y ast, UNU’ € 7. Supongamos
que oo € UNU' y observemos que D\ (UNU') = (DN\U) U (DN\U").
Si DU y DN\U' son finitos, entonces D\ (U N U’) es finito y por tanto
| DN (U NU")| es un cardinal no medible y entonces U NU’ € 7.

Por otro lado, si DS\ U o D\ U’ es infinito, entonces

DN (U NU)| = [(DNU) U (DNU')| = max {|D\UI, [D*\U'[}

lo que implica que D\ (U NU’) es un conjunto de cardinalidad no medible
,astUNU €.

Por ultimo, veamos que 7 es cerrado bajo uniones arbitrarias. Tomemos
un familia {U;:i €I} C 7y sea W = |JU;. Si 0o ¢ U; para todo i € T

i€l

entonces oo ¢ W, por lo que W € 7. Supongamos que oo € U; para alguna
j € 1, entonces oo € W y |[D\Uj| es un cardinal no medible. Observemos
que DN\W C D\Uj, lo que implica que [D\W| < |D\Uj|. Por el
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Teorema 5.2.11 se deduce que W no es medible y por tanto W € 7. Con
esto queda probada nuestra afirmacion.

El espacio D con la topologia discreta es obviamente un espacio T3%.
Ahora comprobamos que (D€, 7) también lo es.

Sean F' C D¢ un cerradoy x € D\ F. Siz € D, entonces {z} es abierto
y también lo es D\ {z}, pues este conjunto contiene a co y su complemento
es {x} que tiene cardinalidad no medible. Entonces, la caracteristica de {x}
definida en D° es continua y separa a x y F. Si x = oo, entonces F' C D.
Por tanto, F' es también abierto y la caracteristica de F' definida en D€ es
continua y separa a x y F.

TEOREMA 5.4.1. (D¢, 7) es realcompacto.

DEMOSTRACION. Sea (;),.; una red en D€ tal que f(z;) — yy para
toda f € C (D¢). Probaremos que (z;) converge.

Si M C D es un conjunto de cardinalidad no medible, entonces: N y
D\_N son abiertos en D¢ para todo N C M, cualquier funcién g : M — C
es continua porque la topologia inducida en M por 7 es la discreta y la
funcién hg : D¢ — C definida como

ho () g(x) sizeM
xTr) =
g 1 si z € DNM

donde g es una funcién compleja definida en M es también continua.

Supongamos que existe un conjunto M de cardinalidad no medible tal
que J = {j€l:xz; € M} es un conjunto cofinal de I. Entonces, la red
() ey en M es una subred de (zi);¢; -

Por tener M cardinalidad no medible y el Teorema 5.3.1, M es realcom-
pacto.

Como para cualquier funcién g : M — C se tiene, por hipétesis, que
hg (x:i) — Yn,, entonces hy (v;) = g (x;) — yn,. Al ser M real compacto,
concluimos que x; — x para algtin x € M.

Sea go : M — C la funcién cero, entonces hg, (x;) — Yg,, DETO
ho (x;) = go (x;) = 0, por lo que y,4, = 0. Entonces, existe ig € I tal que
para toda i > ig, go (x;) = 0. Por consiguiente, i > ig implica x; € M; es
decir, ¢ € J y por tanto, ; — x.

Supongamos ahora que J = {j € I : ; € M} no es un conjunto cofinal
de I para ningin conjunto M C D de cardinalidad no medible. Dada una
vecindad U de oo tenemos que D\U C D y D\U es de cardinalidad no
medible. Asi, J ={j € I:x; € DU} no es un conjunto cofinal de I por
lo que existe ig € I tal que x; € U para todo i > ig. De donde, z; — o0.
Por tanto, D¢ es realcompacto. O
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TEOREMA 5.4.2. D con la topologia discreta mo es realcompacto.

DEMOSTRACION. Construiremos una red en D que serd divergente y
tal que bajo cualquier funcién compleja definida en D se obtiene una red
convergente. Por el Teorema 5.1.3, D no es realcompacto.

Tomemos en D una medida no trivial p y sea

A={ACD:u(4)=1}.

Por el Teorema 5.2.8, el orden inverso de la contenciéon de conjuntos
dirige a A ya que A, A’ € A implica que A A’ € A.

Tomemos x4 € A para cada A € A. La red (v4) 4.4 diverge D, ya
que en caso contrario existe, por tener D la topologia discreta, x € D y
Ag € A tales que x = x4 para todo A C Ap, con A € A. Como p es no
trivial tenemos que {z} ¢ A . Asf, D\ {z} € A, (D\A{z})NAy C Ay y
(DN Az}) N Ag € A, por lo que x = T(p\ {z})na, ¥ llegamos al absurdo
x € (DN A{z}) N Ap.

Afirmamos que el rango de toda subred de (z4),c 4 tiene medida 1.
Para probarlo consideremos una de tales subredes (mh(i)) = (mh(i))i cp Su
rango R y supongamos que u(R) = 0. Entonces D\ R € A. Recordamos
que I es un conjunto dirigido y h : I — A es una funcién creciente tal que
h(I) es cofinal en A. Por esto dltimo, existe i € I tal que h (i) C D\ R.
Entonces, zj;) € DN\ R y obviamente, zj;) € R ; lo que es absurdo. Queda
entonces probada nuestra afirmacién.

Sea f : D — C una funcién cualquiera. Probaremos que existen ¢y € C
y Ag € A tales x4 €= fl(co) si A € Ay A C Ay. Por tanto, la red

((f (#4)) 4c.4) converge a cq.
Si R es el rango de (£.4) 4. 4, entonces por lo antes visto se tiene que

1=M(R)=u<{U <f1<cmR>}) S @R

ceC ceC
donde la ultima igualdad se da por el inciso (b) del Lema 5.2.9 ya que C
tiene cardinalidad no medible.
Entonces existe un tnico complejo ¢g tal que p (f~! (co) NR) = 1.
El conjunto

Ay={AcA:za€D\f"(c0)}

no es cofinal en A, pues de serlo tenemos que (x4) ¢ 4,68 una subred de
(T4) gc 4> SU rango Ry tiene medida 1 y como Ry C R\ (f_1 (co) ﬁR),
entonces

p (BN (7 ()N R)) =1
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Esto conduce al absurdo

1=p(R)=pn(f" (o) NR) +pu (RN (f7' (o) NR)) =2,
Asi, existe Ay € A tal que las condiciones A € Ay A C Ap implican
A ¢ Ag; es decir, x4 € f71(co)siA€e Ay AC Ay. O

TEOREMA 5.4.3. Un conjunto X con la topologia discreta es realcom-
pacto si y solo si tiene cardinalidad no medible.

(1922

DEMOSTRACION. La parte “si” es el teorema 5.3.1. Para la otra par-
te, supongamos que X es un conjunto con cardinalidad medible dotado
de la topologia discreta. Bien ordenamos al conjunto X y concluimos que
|D| < |X]|, por ser D el primer ordinal con cardinalidad medible. Entonces
existe Y C X tal que |D| = [Y]. El espacio Y con la topologia discreta es
homeomorfo a D con la topologia discreta. Por tanto, el subespacio cerrado
Y de X no es realcompacto y entonces tampoco lo es el espacio X. O



Capitulo 6
Ejemplo en que M” (CV (X, E)) # X x M" (E)

Daremos un ejemplo de un espacio CV (X, E) para el cual no es cierto
quesi H : CV (X, E) — C es un cardcter no nulo, entonces existen g € X
y un cardcter de algebras h € M (E) tales que H (f) = Hyop) (f) =
h(f (zo)) para toda f € CV (X, E).

6.1. El algebra C (X, E) vista como una &lgebra CV (X, E)

Sean X un espacio TS% y E un algebra localmente convexa cuya to-
pologia estd dada por la familia de seminormas {g; : i € I}. Vimos en el
Ejemplo 1.1 de la pédgina 77 que CV (X,E) = C(X,FE) cuando V =
{Ax4a:A>0y A C X finito} y que su topologia estd dada por las semi-
normas || f|l iz = ¢ (f(x)) con i € I y x € X. Recordamos que estd es la
topologia de la convergencia puntual.

Cuando E = C, entonces C'V (X, E) = C(X) y su topologia estd dada
por las seminormas

donde x corre por X.
Los espacios D y D¢, definidos en la seccién anterior, son espacios 15 1

Hagamos X =D, E=CyV ={Axa: A >0y A C X finito}. Entonces
CV(X,E)=C(D)
v la topologia de esta algebra esta dada por las seminormas
jal, = la (d)

conaeC(D)ydeD.
Como D tiene la topologia discreta, entonces C (D) = CP.
Cambiemos D por D¢ x D. Entonces

CV (X,E)=C(D°x D)
y su topologia estd dada por las seminormas
‘a|(d’,d) = la(d',d)|

149
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cona € C(D*x D)y (d,d) € D* x D.
SiX=DE=C(D)yV ={Axa:A>0y AC X finito}, entonces
CV(X,E)=C(D*C (D))
v la topologia de estd algebra localmente convexa estd dada por las semi-
normas definidas como

£ ll¢ag,ary = 1 (d) ()]

para cada (d,d’) € D¢ x D.
Las tres algebras C (D), C (D¢ x D)y C (D¢, C (D)) son m-convexas.

6.2. Los caracteres Hy , de C (D¢, C (D))

TEOREMA 6.2.1. La transformacién T : C (D) — C (v (D)) definida
como T (f) = f¢, donde f€ es la restriccion a v (D) de la extension de f a
B (D), es un isomorfismo de dlgebras.

DEMOSTRACION. La funcién f¢ es compleja debido a la definicién de
v (D). De la unicidad de la extensién a 8 (D) de cada funcién en C (D), se
sigue que T es un isomorfismo de dlgebras. O

TEOREMA 6.2.2. Para cada p € v (D) definimos la funcion ¢, : C (D) —
C como ¢, (f) = f¢(p). Entonces
M*(C(D)) = {¢y :p€v (D)}
Esta igualdad también la escribimos como

(6.2.1) M#(C (D)) = v (D)

DEMOSTRACION. Con la notacién del teorema anterior tenemos que
¢p = poT, donde p denota la evaluacién en p. Entonces ¢, es un cardcter
en C (D) y no es nulo, ya que las funciones constantes estdn en C' (D). Asf,
6y € MF(C (D).

Inversamente si ¢ € M# (C (D)), entonces ¢ o T~ € M# (C (v(D))).
Por el Teorema 5.1.2,

M#(C(v(D))) = {p:pev(D)}

De donde, existe p € v (D) tal que ¢ o T-1(f¢) = f¢(p) para todo
feeC(v(D)). O sea,

¢ (f)= (60T ") (T () = f*(0) = b, (f)
para todo f € C' (D). O



6.3. EL ISOMORFISMO I' 151

Para cada (d',¢,) € D¢ x M# (C (D)) se define en C (D¢, C (D)) el
caracter Hgy gcomo
Hy g, (f) = ¢p (f (d)) = (f (d))" ().

A Hy 4 lo denotaremos como Hg . Asi,

(6.2.2) Hap (f) = (f(d)° ()
para cada (d',p) € D¢ x v (D) y f € C(D°,C(D)).
En términos de los elementos de D tenemos que
(6.2.3) Hap (f) =lim (f (d)) (di) = lim f (d') (d;)

donde (d;) es cualquier red (d;) en D que converge a p.

6.3. El isomorfismo I
TEOREMA 6.3.1. La funcién T': C (D¢,C (D)) — C (D¢ x D), donde
L(f)(d,d)=f(d)(d),
es un isomorfismo de dlgebras topoldgicas.

DEMOSTRACION. Es facil ver que I' es un homomorfismo. Es bicontinuo,
pues para cada (d',d) € D® x D se cumple que
T lw.ay = T dd)
= |(fi(d)(d)]
= il ga -

Para ver que T es inyectiva supongamos que I' (f) = 0, lo que significa
que (f(d"))(d) = 0 para todo (d',d) € D¢ x D. Entonces f (d') = 0 para
toda d’ € D¢y por tanto, f es la funcién cero. Asi, I" (f) es la funcién cero,
por tanto, I' es inyectiva.

Para ver que I' es sobre, tomemos a € C' (D€ x D) y observemos que
cada una de sus D®-secciones ag estd en C (D) = CP. Definimos f : D¢ —
C (D) como f(d') =ag =a(d,.).

Afirmamos que f € C (D¢, C (D)), en cuyo caso es claro que I' (f) = a.
Tomemos una red (d}) en D¢ tal que (d;) — dj en D°. Entonces,

|f(d) = f(do)ly = le(di,d) —al(dyd)
para cualquier d € D.
Por ser « continua, y tenerse que (d, d) — (dj, d), se sigue que

| (dj, d) — a (dgy, d)| — 0.

De donde, f es continua. O
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6.4. Las funciones [’y f” y algunas de sus propiedades

Sean f € C (D¢, C (D)). Entonces, I'(f) € C (D¢ x D) y sus D®- sec-
ciones I' (f), : D — Cx son continuas en D, por lo que sus extensiones
continuas (I' (f),) a B (D) no toman el valor co en v (D). Asi, existe

a(f): D¢ xv(D) — C
definida como

(6.4.1) o (f) (@) = (T (N))" () = lim [ (d) (d:);
donde (d;) es cualquier red en § (D) que converge a p.
En particular, para cualquier p; € v (D) la restriccién

(6.4.2) a(Npexipy i D x {p1} = C

es una funcién continua y su extensién continua
e (f)eDex{pl} v (D x {p1}) = C

a v (D x {p1}) es compleja valuada.
Fijemos p; € v (D). Para simplificar la notacién, haremos

fr=a(f)
y
" =1 Dexcipi}
para cada f € C (D¢, C (D)), donde fbex{pl} es la restriccién de f' a D¢ x
{p:}.

Entonces, lo anterior se resume del siguiente modo: para cada f €
C (D¢, C (D)) hay dos funciones

f':D¢xv(D) — C
(@', p) = T Ha) )
' f"iv(Dexp) — C
Y - (f/Dex{pl}) ()

que son continuas y tales que:
1. Si f e C (D¢, C (D)), entonces,
(6.4.3) f(d,p)=lim f(d)(d),
donde, (d',p) € D¢ x v (D) y (d;) es cualquier red en D que converge a p.
2. En particular, si « € C(D® x D) y f € C (D¢, C (D)) es la funcién
que satisface T' (f) = «, entonces

fd p) =lim f(d) (di) = lim o (dy, dy)
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donde, (d',p) € D¢ x v (D) y (d;) es cualquier red en D que converge a p.
3.S8i f e C (D% C (D)), entonces,

(6.4.4) ') =lim f'(d,p1),
donde p’ € v (D¢ x {p1}) y (d}, p1) es cualquier red en D¢ x {p;} que con-
verge a p'.

4. Las transformaciones

C (D¢, C (D)) — C (D¢ x v (D))
f I

C D", (D)) = O (0D < (1))
son lineales.

Las primeras afirmaciones de 4 se siguen de que si f,g € C (D¢,C (D)) y
A€ C,entonces I' (f +Ag)y = AU (f) e+ (9)a y T (fR) o =T (f) T (R)
y estas igualdades se mantienen para las funciones « definidas como en
(6.4.1), pues la toma de extensiones es lineal; es decir,

A\f+9) =X"+dy (f9) =7
A su vez al tomar las restricciones (6.4.2) de estas funciones a D¢ X

{p1} se conservan las igualdades y finalmente sucede lo mismo para las
extensiones de dichas restricciones a v (D€ X {p1}); o sea

A +9)" =Af"+g"y (f9)" = f"g".
5. Al comparar (6.2.3) y (6.4.3) tenemos que
Hap (f) = f'(d,p)
donde, (d',p) € D¢ x v (D).

6.5. El ejemplo
Afirmamos que
(M*(C (D%, C(D))) # D x M*(C(D)).
en el sentido de que hay un elemento H € M¥ (C (D¢, C (D))) tal que
H# Hy p

(d',p) € D¢ x v (D). Recuérdese que M# (C (D)) se identifica con v (D)
(6.2.1).
Sabemos que D no es realcompacto, asi que D g v (D). Tomemos

P € v (D)\D.
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Como |D® x {p1}| = |D|, entonces |D x {p; }|es medible y por tanto,
D¢ x {p1} con la topologia discreta no es real compacto. Tomemos

Py € v ((D° x {p1}))\ (D x {p1}).

Tomemos dos redes: (d;);c; en D'y (d;) en D¢ tales que

il
dj — D1
y
(di,m) — Py
Entonces, por las Propiedades 1 y 2 de la pagina 152 tenemos que
7 (i) =tim 1 (d) (&)
y

1" (p2) = tim f (d; 1)
para cada d’ € D¢y f € (D¢, C (D)).
La funcién H : C (D¢, C (D)) — C definida como

H(f) = 1" (02) (= tim ' (di.p1))
es un caracter, ya que por la Propiedad 4 de la pagina 153 si
f,geC(D,C(D))

v A € C, entonces

"o ' no. ' ni,’

H(f+g9)=Af+9) (pg) =Af (p2> +y (pz) =AH (f)+H(9),
y
H(fg) = (f9)" (p2) = £ (p2)g" (2) = H (H) H (9).-
Ademéas H es no nulo, pues

7' (1) = tim £ (d;) (@)

para cualquiera ¢. Si hacemos f; (d')igual a la funcién constante 1 en D,

para todo d’ € D¢, entonces f] (d;,pl) =1 para todo i y
H(fi)=1

Afirmamos que
H+H (@' »)

para toda pareja (d/,p> € D¢ x v (D).
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Sea (da,po) € D¢ x v (D) arbitrario. Tomemos en D una red (dg)keK

tal que
d% — Do,

entonces

Hg oy (F) = 1" (dooo ) (= tim 1 () (a9))
para cada f € (D¢, C (D)).
Supongamos que d, € D y definamos f : D¢ — C (D) como

I (d/) la funcién constante 0 en D si d # dj
~ ]la funcién constante 1 en D sid = do

Entonces f € C (D¢, C (D)) ya que {dlo} y DO\ {db} son abiertos: el
primero por ser un subconjunto de D y el segundo por contener a co y ser
su complemento un conjunto finito y por tanto, no medible.

Entonces, f (dg) (d) =1 para todo d € D y asi, por
Hgr o) (F) =1 (dmpo) =1

Por otra parte, si d # dl) , entonces f (d,) (d) =0 paratodod € Dy
por tanto,

f (d/7p1) = lim f (d/) (d;) = 0.
En particular
7' (divpr) =1tim £ (d;) (a;) = o0.
para todo i € I.

El conjunto Iy = {z el: d; = dz)} no es cofinal en I, pues de serlo la
red (d;)ielo es una subred de (d;) y por tanto, (d}, p1)converge a (dé,pl).
Entonces, p,) = (dé,pl) pertenece a D¢ x {p1} lo que es contrario a la

eleccién de pj.
Por tanto, existe ig € I tal que i > ig implica d} # dj. De donde,

H(f) = 1" (p2) =lim f' (d,p1) =0,

Asi, H (f) # H(d{,,po) (f) y por tanto,

H 75 H(dg,po)'
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Ahora supongamos que d;) = 00. Definamos « : D¢ x D — C como
1 sideDyd<d
a(d,d)={0 sid eDyd>d
1 sid =oo.
Esta funcién es continua; o sea
aecC(D°x D).
Para probarlo, tomemos (d/,d) € D°x Dy (d;,dl> | una red en
€

D x D tal que (d;,dl) s (d’,d). Asi, (d;) —»d vy (d) — d. La red
(di) ever/ltualmente se estaciona en d, pues D tiene la topolo/gia d,iscreta.
Sid € D, entonces existe Iy € L tal que [ > [y implicad, =d y d; =d,
ya que D tiene la topologia discreta. Por consiguiente, « (d;, dl> =« (d/ , d)
sil > lp y entonces, « (d;, dl) — « (d',d).
Ahora supongamos que d = oo. Sea
C={dieD:dy>d}y={d1 € D:a(d,d) =1}.

Entonces DNC = {d; € D : d; < d} es una segmentos de D y por tan-
to, es un ordinal menor que D. Entonces D\ C' es un conjunto de cardi-
nalidad no medible, ya que D es el primer ordinal con cardinalidad me-
dible. Asi, C'U {co} es una vecindad de oo, por lo que existe Iy € L tal
que | > lp implica, d; € CU{co} y di = d. Entonces, | > [y implica
a((dz,dl>) = a((dz,d)) =1 = a(co,d) , tanto si d; € C, como si

d; = 00. Asi, a (dz,dl) — a/ (00, d) . Por tanto, « es continua en D€ x D.

Fijemos d € D y hagamos
A:{dgGDIa(d,dQ):].}:{dgGDZdQSd}.

La cardinalidad de A es no medible, pues |A| = [{d2 € D:dy <d}| y
segun se vio en parrafo anterior [{d2 € D : d2 < d}| es no medible. Entonces
A es realcompacto.

El punto p; no se encuentra en la cerradura ZU(D) de A; ya que en otro
caso, existe una red (ds) en A, tal que (ds) — p1 en v (D), por lo que
lim 7 (xs) existe para toda v € C (A). Por ser A un espacio realcompacto
(zs) converge a un punto de A y por tanto p; € A. Esto contradice la
eleccién de p;. Asi, v (D) \ A es una vecindad de p.

Por la Propiedad 2 de la pagina 152, tenemos que
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f(d,p1) =lm «a(d,dj)
para todo d' € D°.

Existe jo € J tal que j > Jy implica d; pertenece a la vecindad v (D) \ A
de pi. Entonces d; € {dy € v (D) :dy > d} si j > jo y por consiguiente,
a(d,d;) = 0 para tales j. De donde f'(d’,p1) = 0 para toda d’ € D¢y
entonces

H(f)=[" (p;> = lim f’ (d;,pl) -0

H( o po) (f) = [ (00, po) = lim a (o0, d;) = 1.
Ast, H (f) # H(oo,po) (f) ¥ PO tanto,

H 75 H(dg,po)'
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