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Introduccion

Los problemas de optimizacion desembocan en la basqueda del méximo o minimo de una
funcién en su dominio o en una parte de él.

Los mas sencillos de resolver, son aquellos que sélo tienen una variable, ya que con solo
derivar, encontrar los puntos donde la primera derivada se hace cero y utilizar el criterio de
la segunda derivada, se puede obtener la solucion. Cuando en el problema hay dos
variables, de tal manera que una de ellas se puede escribir en términos de la primera, el
problema se reduce a uno que puede resolverse con calculo de una variable. Por supuesto
hay problemas de maximos y minimos que involucran tres 0 mas variables, sin embargo
ellos no seran abordados en este trabajo.

En los casos de problemas de dos variables que mencionamos en el parrafo anterior, la
dificultad radica en plantear la funcion que se va a optimizar y la ecuacion auxiliar que
involucra las restricciones del problema.

Cuando se quiere determinar los maximos o minimos de una funcién sometida a una 0 mas
restricciones, no siempre es posible resolver la restriccion para alguna de las variables en
términos de las otras, pero se puede seguir un método para determinar los puntos donde se
alcanzan los méaximos o minimos; tal procedimiento se denomina Método de los
Multiplicadores de Lagrange. Este método reduce el problema restringido con n variables a
uno sin restricciones de n + k variables, donde k es igual al niUmero de restricciones, pero
cuyas ecuaciones pueden ser resueltas mas facilmente. Una vez encontrados los posibles
candidatos, se utiliza el hessiano limitado para determinar la naturaleza de ellos. Aunque no
es la Unica manera para determinar qué tipo de puntos son, en este trabajo es el que
usaremos.

Muchos libros de célculo de una sola variable, tiene ejemplos de problemas de
optimizacion que involucran varias variables, en ese caso se plantea el problema y se
escriben las variables en términos de una sola, reduciéndose asi el problema a encontrar el
maximo o el minimo de una funcién real de variable real. Dichos problemas pueden ser
resueltos considerando todas las variables mediante el uso del Método de los
Multiplicadores de Lagrange, que si bien es cierto que aparece en los textos de calculo de
varias variables, el nimero de ejemplos es reducido, sin duda porque el proceso resulta
largo.

En este trabajo se presenta una coleccion de problemas de optimizacion. Cada uno de ellos
esta resuelto utilizando primero el Criterio de la segunda derivada y posteriormente, usando
el Método de Multiplicadores de Lagrange; por supuesto en ambos casos se obtiene el
mismo resultado. La mayoria son problemas clasicos del calculo de una variable, ninguno
de ellos aparece resuelto en los textos de calculo de varias variables.
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PRELIMINARES
TEOREMA DE ROLLE
Sea f una funcién continua en [a, b] y diferenciable en (a, b). Si
f(a) =f(b),
entonces, hay por lo menos un punto c en (a, b) tal que f *(c) = 0.

La interpretacion geométrica del teorema de Rolle nos dice que hay un punto en el que la
recta tangente a la grafica de la funcion es paralela al eje de las abscisas.

— X

TEOREMA DE LOS VALORES EXTREMOS

Sea f una funcién continua en [a, b] entonces f alcanza tanto un minimo como un
méaximo sobre este intervalo. EI maximo y el minimo pueden ocurrir en los extremos del
intervalo.

TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Sea f una funcidén continua sobre el intervalo cerrado [a, b] y diferenciable en (a, b),
entonces existe un namero c en (a, b) tal que

f()=10)-1@ (bg:;(a).

La interpretacion geométrica del teorema del valor medio nos dice que hay un punto en el
que la recta tangente a la grafica de la funcién es paralela a la secante que une los puntos

(a f(a))y (b, f (0)).



CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA

Sea f una funcion derivable en (a, b) excepto quiza en ¢ € (a, b), entonces

e Sif'(x)<O0en(a,c)yf'(x)>0en(cb),entonces f(c) es el valor minimo de
f en (a, b).

e Sif'(x)>0en(a,c)yf'(x)<O0en(cb), entonces f(c) es el valor maximo de
f en (a, b).

CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA

Sea f una funcion tal que f'(c) =0 y cuya segunda derivada existe en un intervalo abierto
que contiene a c.

e Si f"(c)>0, entonces f(c) es un minimo relativo.
e Si f"(c)<0, entonces f(c) es un maximo relativo.

e Si f"(c)=0, este criterio no decide y ha de recurrirse al criterio de la primera
derivada.

EXTREMOS CON RESTRICCIONES

Cuando se quiere determinar los maximos o minimos de una funcién sometida a una o mas
restricciones por ejemplo el de encontrar la distancia minima que hay entre una superficie y
el origen, no siempre es posible resolver la restriccion para alguna de las variables en
términos de las otras, pero se puede seguir un método para determinar dichos puntos
méaximos o minimos; dicho procedimiento se denomina Método de los Multiplicadores de
Lagrange y consiste en lo siguiente:

Reduce el problema restringido con n variables a uno en el que hay que resolver un sistema
de ecuaciones con n + k variables, donde k es igual al nimero de restricciones.

Podemos necesitar optimizar f (X, y) sujeta a la condicién adicional de que (x, y) también
satisfaga una ecuacion g (x, y) = ¢, donde g es alguna funcién y ¢ es una constante. El
conjunto de dichos puntos (X, y) es la curva de nivel de g de valor c.



METODO DE LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Sean f:UcR >Ry g:Uc R*—R funciones de clase C' dadas y S el conjunto de
nivel de g de valor c. Sean v, €U , g (vo) = ¢, si Vg(v,) =0, entonces si f|S (f restringida a
S) tiene un méaximo o un minimo local en v, , existe un nimero real A tal que

Vi (v,) =AVg(Y,).

Esta idea es esencialmente la extension natural del método usual para funciones de una
variable, buscar maximos o minimos entre sus puntos criticos.

Una vez que se tienen los puntos criticos utilizamos el siguiente criterio para determinar si
son Maximos 0 minimos:

HESSIANO LIMITADO

Sean f:UcR® >Ry g:Uc R°— R funciones de clase C? Seanv, €U, g (Vo) =cy
S el conjunto de nivel de g de valor c. Supongamos que Vg(v,) =0 y que existe un nimero
real A tal que Vf(v,)=A4Vg(v,). Formamos la funcion auxiliar

h(x,y) = f(x,y) — Ag(x,y)

y el determinante hessiano limitado

dg  dg
Cox dy
dg 0*h 0%h
S 9x  ox? dxdy
dg 0*h 0%h
9y dydx 0y?

0

evaluado en v, Entonces:

e Si|H| > 0, entonces v, es un punto maximo local de f|S

e Si|H| < 0, entonces v, es un punto minimo local de f|S



Encontrar dos nimeros positivos cuya suma sea 110 y su producto sea maximo.

Solucionl:
Si

X+Yy=110.
Entonces

x=110-y.

Queremos maximizar
P(y) =(110-y)y.
Calculamos la primera derivada

P'(y)=110-2y
e igualamos a cero
y =55.
Este es el valor critico.
Calculamos la segunda derivada
P'(y)=-2

Sustituyendo el valor critico en la segunda derivada

P "(55) =-2<0.
Asi, P tiene un méximo en

y =55.
Por lo tanto, los nimeros positivos cuya suma es 110 y su producto es maximo son

Xx=55 y y=55

Que dan como resultado un producto de 3025.

Solucién 2:
Sea
f(x,y)=xy.
Con la restriccion
x+y=110.
Consideramos
g(xy)=x+y.

Utilizamos el método de multiplicadores de Lagrange



VE (X y)=AVg(x,Y).

Calculamos las primeras derivadas parciales,

Axy)_ of(xy) _,
OX oy
8g(x,y)_l 6g(x,y)_1
ox oy
Entonces,
(y,x)=2(11).
Igualando las coordenadas y considerando la restriccion se tiene que,
y=41
X=A4
X+Yy=110.

Asi,
x=55 , y=55 y A=55

Entonces tenemos v, =(55,55), g(55,55)=110, S es la curva de nivel para g de valor
110, Vg(v,)#0 yexiste 1 =55 tal que Vf (v,)=AVg(V,).

Consideramos la funcién auxiliar

w(xy)="f(xy)-49(xy)
=xy—A(x+Y).

Y el determinante hessiano limitado

o _d9(xy) ag(xy)
OX oy
‘ﬁ‘:_ag(x,y) Ow(x.y) o'w(xy) evaluadoenv_ y A.
OX Ox? OXoy °
_ag(ny) Qw(xy) Ow(xy)
oxoy oy?

Calculamos las derivadas parciales de w (X, )




Fw(xy) CALIC)
ox2 8y2

o'w(x,y)

Oxoy -
Por lo que el hessiano resultante es
0o -1 -
H|=]-1 0 1]|=2>0.
-1 1 0

Entonces (55,55), es un maximo local para f|S, donde S es la curva de nivel para g de

valor 110. Por lo tanto, los nGmeros positivos cuya suma es 110 y su producto es maximo

son
x=55 y y=55

Que dan como resultado un producto de 3025.



Encontrar dos niumeros positivos tales que su producto sea 192 y su suma sea minima

Soluciénl:
Si

Xy =192
entonces

192
y=—":.
X
Queremos minimizar
S(X)=x+ 192 :
X

Calculamos la derivada
S'(x) =1-192x7?
e igualamos a cero

X =+/192.
Calculamos la segunda derivada
S"(x)=2(192)x°

Sustituyendo el valor critico en la segunda derivada

s (v192)=2(192) (V192) >0,
Asi, Stiene un minimo en
X =4/192.

Por lo tanto, los nimeros positivos tales que su producto es 192 y su suma es minima son

x=4192 y=+i92

Que dan como resultado una suma aproximadamente de 27.7.

Solucién 2:
Sea
f(x,y)=x+y.
Con la restriccion
xy =192.
Consideramos
a(xy)=xy.

Utilizamos el método de multiplicadores de Lagrange



VE (X y)=AVg(x,Y).

Calculamos las primeras derivadas parciales,

o (xy) _, o (xy) _,
ox oy

og(xy) _ ag(x,y):X'
ox oy

Entonces,
(L) =2(y,x).
Igualando las coordenadas y considerando la restriccion se tiene que,
1=Ay
1=AXx
Xy =192.
Asi,

1
x=4192 , y=\192 y A=———.
Y y V192

Entonces tenemos V, =(\/192,\/192), g (x/192,\/192) =192, S es la curva de nivel para g

1
de valor 192, Vg (v, )#0 yexiste 4 =—== tal que VT (v,)=4AVg(V,).
g(v,) =0y NiTH q (Vo) g(v,)

Consideramos la funcién auxiliar

w(x,y)=f(xy)-1g(x,y)
=X+y-A(xy).

Y el determinante hessiano limitado

_ag(x, y) _8g(x, y)

0
OX oy
2 2
‘ﬁ‘ _|8(xy) 9 w(>§,y) ow(xy) evaluadoenv,_ y A.
OX OX OXoy

ag(x,y) ow(xy) ow(xy)
oy oxoy oy*

Calculamos las derivadas parciales de w (X, y)



aW(X’ y) =1-1y —aW(X’ y) =1-AX
OoX
o*w(x,y) 0 o*w(x,y) 0
6X2 ayZ
o*w(x,y)

=-A
Oxoy

Por lo que el hessiano resultante es

0 192 192
H|=|-v192 o0 ~1 |=-3842

—J192 -2 0

Evaluando en A

_3gai=-24 g

V192

Entonces (\/192,\/192), es un minimo local para f|S, donde S es la curva de nivel para g

de valor 192. Por lo tanto, los nimeros positivos tales que su producto es 192 y su suma es
minima son

X =+/192 y y =192

Que dan como resultado una suma aproximadamente de 27.7.



Encontrar dos niumeros positivos tales que el producto sea 192 y la suma del primero mas el
triple del segundo sea minima

Solucionl:
Si

Xy =192
entonces

192
X==—.
y
Queremos minimizar
S=3y+ &
y

Calculamos la primera derivada
S'(y)=-192y +3.
e igualamos a cero

y =8.
Este es el valor critico.

Calculamos la segunda derivada
S"(y)=2(192) y>.
Sustituyendo el valor critico en la segunda derivada
$"(8)=2(192)(8) " >0.

Asi, Stiene un minimo en

Por lo tanto, los niUmeros son

Y la suma es 32.
Solucién 2:

Sea
f(x,y)=x+3y.

10



Con la restriccion
xy =192,

Consideramos
a(xy)=xy.

Utilizamos el método de multiplicadores de Lagrange
VE (X y)=AVg(X,Y).

Calculamos las primeras derivadas parciales,

o (xy) _, o (xy)_,
OX oy

a9 (X, y): aQ(X,Y):X_
oX oy

Entonces,
(1.3)=4(y,x).

Igualando las coordenadas y considerando la restriccion se tiene que,

1=2y (a)
3=1x (b)
Xy =192 ().
Despejando 4 de (a)
A==
Sustituyendo A de (b)
3=2%
y
X = 3y.
Sustituyendo x en (c)
y(3y)=192
2 192
3
y=8.

Asi,

11



1
x=24, y=8 vy /Izg

Entonces tenemos Vv, =(24,8), g(24,8)=192, S es la curva de nivel para g de valor 192,
Vg (v,)#0 yexiste 4 :% tal que Vf (v,)=Avg(V,).

Consideramos la funcién auxiliar

w(xy)=f(xy)-2g(xy)
=Xx+3y—-A(xy).

Y el determinante hessiano limitado

_ag(x, y) _8g(x, y)

0
OX oy
2 2
‘ﬁ‘ _[L%9(ey) 9 W()Z( y) ow(xy) evaluadoenv, y 4.
OX OX oxoy

_ag(xy) d'w(xy) @w(xy)
oy oxoy oy’

Calculamos las derivadas parciales de w (X, y)

W) 3 gy MWXY) 5 g
oy
o*w(x,y) 0 o*w(x,y) 0
2 oy?
O*W(x.y) _ )
OXoy '

Por lo que el hessiano resultante es

0 -8 -24
H|=|-8 0 -a|=8[-244]-24[82]
24 -2 0

= —16[24&]
evaluando en A4

12



—16{24%} =-48<0

Entonces (24,8), es un minimo local para f|S, donde S es la curva de nivel para g de
valor 192.

Por lo tanto, los niimeros son

Y la suma es 32.

13



Encontrar la longitud y el ancho del rectangulo con perimetro p y area maxima.
Soluciénl:

Llamamos x y y al largo y al ancho del rectangulo respectivamente.

Como
2X+2y=0p
entonces
x=P=2y
2
Se quiere maximizar
-2
A(y) = y[—p > yj
Calculamos la primera derivada
Aly)= g -2y
e igualamos a cero
_P
-z y 4 .
Este es el valor critico.
Calculamos la segunda derivada
A'(y)=-2.

Sustituyendo el valor critico en la segunda derivada

A"(Ej —_2<0.
4

Por lo tanto, Atiene un maximo en

_p

y 4
Con este valor de y obtenemos que

=P

4
2

Asi el &rea maxima se obtiene con un cuadrado de lado % con un area de f—6 unidades
cuadradas.
Solucién 2:
Sea

f(x,y)=xy.

14



Con la restriccion
2X+2y =p.
Consideramos

g(x y)=2x+2y.
Utilizamos el método de multiplicadores de Lagrange
VE (X y)=AVg(X,Y).

Calculamos las primeras derivadas parciales,

Axy) of(xy)_,
OX oy
ag(x,y)_2 ag(x,y)_2
ox oy
Entonces,
(v, x)=4(2,2).

Igualando las coordenadas y considerando la restriccion se tiene que,

y=24 (@)
X=21 (b)
2X+2y=p (c).

De (a) y (b) tenemos que x = .
Asi,

4

4
Entonces tenemos Vv, —(— —j, g(ﬁ Ej
4 4

Vg (v,)#0 yexiste /1—— tal que Vf (v,)=4

0

, S es la curva de nivel para g de valor p,

(Vo).

Consideramos la funcién auxnlar

w(x,y)=f(xy)-29(xy)
=xy—A(2x+2y).

Y el determinante hessiano limitado

15



_8g(x, y) _ag(x, y)

0
OX oy
2 2
‘ﬁ‘ _|8(xy) 9 w(>:,y) ow(xy) evaluadoenv_ y A.
OX OX OXoy

_ag(xy) 2w(xy) dw(xy)
oy oxdy oy’

Calculamos las derivadas parciales de w (X, y)

MWY) oy W)y
OX oy
2 2
aw(>§,y):0 5W(>:’y):0
ox oy
o*w(x,y) 9
ooy
Por lo que el hessiano resultante es
0 -2 -2
H|=]-2 0 1|-8>0
-2 1 0

Entonces (%%} , s un maximo local para f|S, donde S es la curva de nivel para g de

valor p.
2
Asi el &rea maxima se obtiene con un cuadrado de lado % con un area de f—G unidades

cuadradas.

16



Con 875 metros de rollo de alambrada debe cercarse un terreno rectangular por tres de sus
lados, ya que el cuarto lado estara limitado por el cauce de un rio. ¢(De qué medidas debera
hacerse para que su superficie sea la maxima abarcada?

Solucidn 1:

-— G752 —

Sea x la altura del rectangulo; por lo tanto, la base sera 875—2xy la superficie del terreno
seré

S(x) = x(875-2x)
S(X) =875x —2x°.
Calculamos la primera derivada:

S'(x)=875-4x

e igualamos a cero

875-4x=0

875
X=—".

) 4
Este es el valor critico.
Calculamos la segunda derivada

S"(x) =—4.

Sustituimos el valor critico en la segunda derivada

S (@j =-4<0.
4

Por lo tanto, S tiene un méaximo en

X= % =218.75.

Entonces, las dimensiones del terreno deben ser

218.75x437.5 metros.

17



Solucién 2:

Sea

f (x, y) = Xy.
Con la restriccion

2xX+y =875.

Consideramos
g(xy)=2(x+y)-y
=2X+Y.
Utilizamos el método de multiplicadores de Lagrange

VE(x,y)=4AVg(x,y).
Calculamos las primeras derivadas parciales,

61‘(x,y):y af(x,y):X
OX oy
6g(x,y):2 ag(x,y):l
oxX oy '
Entonces,
(v.x)=1(21).
Igualando las coordenadas y considerando la restriccion tenemos que,
y=24 (a)
X=1 (b)
2x+y =875 (©).
Sustituimos A en (a)
y =2X.
sustituimos y en (c)
2X+2x =875
4x =875
875
X=—"-.
4
Asi,
X = 8& y= % y A= SE
4 2 4

18



j =875. Ses la curva de nivel para g de

)

875 875) (875 875
’ 4

Entonces tenemos \'A =( )

valor 875, Vg(v,)#0 yexiste 1= 8%Stal que Vf (v,)=4vg(v,).

Consideramos la funcién auxiliar
w(x,y)=f(xy)-1g(x,y)
=xy—A(2x+Yy).
Y el determinante hessiano limitado

o _%9(xy) ag(xy)
OX oy
‘ﬁ‘:_ag(x,y) swixy) ow(xy) evaluadoenv, y 4.
OX ox’ OXoy °
g (xy) o'w(x,y) o*w(x,y)
oy oxoy oy*

Calculamos las derivadas parciales de w(x, y)

ow( X, OoW( X,
—( y):y—Z/l ( y):x—/l
oy
2 o°W(X,
aW()Z(’y)zo (2y)=0
OX oy
o*w(x,y) 1
OXoy -
Por lo que el hessiano resultante es
0 -2 -1
H|=l-2 0 1]|=4>0
-1 1 0
Entonces (%5@] es un maximo local para f|S , donde S es la curva de nivel para g
de valor 875.

19



VI.  Con 875 metros de rollo de alambrada debe cercarse un terreno rectangular por sus cuatro
lados. ¢De qué medidas debera hacerse para que su superficie sea la maxima abarcada?

Soluciénl:

875 = 2X

- -

2
Sea x la altura del rectangulo; por lo tanto, la base sera

875—2x
2

y la superficie del terreno sera

S(X)ZX(875—2le

Calculamos la primera derivada,

S'(x) = %(875—4x)

e igualamos a cero

Este es el valor critico.

Calculamos la segunda derivada
S"(x)=-2.

Sustituimos el valor critico en la segunda derivada
S (%) =-2<0.
4
Por lo tanto, S tiene un méaximo en
(875

4
El terreno debe ser un cuadrado de 218.75 metros de lado.

20



Solucién 2:
Sea

f(xy)=xy.
Con la restriccion
2(x+y)=875.
Consideramos
g(x,y)=2(x+y).

Utilizamos el método de multiplicadores de Lagrange

VE(x,y)=4AVg(x,y).
Calculamos las primeras derivadas parciales,

Axy) of(xy) _,
OX oy
ag(x,y):2 ag(x,y):2
OX oy
Entonces,
(v,x)=4(2,2).
Igualando las coordenadas y considerando la restriccion se tiene que,
y=24 (@)
X=24 (b)
2x+2y =875 ().
Comox=y
(85 85 815
4 4 8

875 875) (875 875
4" 4 )

Entonces tenemos v, =( , 14 j=875, S es la curva de nivel para g de

valor 875, Vg(v,) =0 y existe 1= %tal que Vf (v,)=4vg(v,).

Consideramos la funcién auxiliar

f(xy)-29(xy)
=Xy —A(2x+2y).

w(xy)

El determinante hessiano limitado

21



_8g(x, y) _ag(x, y)

0
OX oy
2 2
‘ﬁ‘ _[9(y) 9 W()Z( y) owlxy) evaluadoenv, y 1.
OX OX oxoy

a9 (x,y) o°w(xy) o*w(xy)
oy OXay oy’

Calculamos las derivadas parciales de w(x, y)

W)y oy WXY) oz
ox oy
azw(i, ) _o 52W(>2(, Y) _,
OX oy
o*w(x,y) 1
Oxoy
Por lo que el hessiano resultante es
0 -2 -2
H|=|-2 0 1|=8>0.

-2 1 0

875 875

Entonces (TT] es un maximo local para f|S , donde S es la curva de nivel para g

de valor 875.
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VIl.  Se deben construir envases cilindricos de bebida con capacidad de 300 cm®. Calcular las
dimensiones que deben tener para que su costo sea el minimo.

Soluciénl:

El costo de cada envase depende de la cantidad de material que se lleve; por lo tanto, el de
costo minimo sera el que tenga menor superficie.

Suponemos que los envases tienen forma cilindrica recta de espesor uniforme con altura h
y radio r. Donde la base del rectangulo es igual al perimetro p de la circunferencia de la

tapa.
Entonces el area del cilindro es
271 + ph
donde el perimetro p es igual a p =2zr, por lo tanto, sustituyendo tenemos que el area es,
A=2xr*+2zxrh.

Por otra parte, el volumen del envase es el area del circulo de una de las tapas por la altura

del cilindro:
300 = r’h
=30
zr

Sustituyendo h se tiene que:
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2

A(r) =2xr? +27r [@j

zr
=27r? +@.
r
Calculamos la primera derivada:
A'(r)=4nr - QZO
r
e igualamos a cero
Azr®—600=0
150
r= 3/—.
T
Calculamos la segunda derivada
A"(r) =4z + 222,

r
Sustituyendo el valor critico en la segunda derivada

A"(s @}47”—1200 5>0.
z 150
3=
T

Asi, A tiene un minimo en

Por lo tanto, las dimensiones que debe tener el cilindro para que su costo sea minimo son:

’150 ;1200
r=3— h=3
T , T

con las cuales se obtiene un area aproximada de 135.33 cm’,

Solucién 2:
Sea

f (h,r)=2zr*+2zrh
Con la restriccién
7zr?h = 300.
Consideramos
g(h,r)=zrh.

Utilizamos el método de multiplicadores de Lagrange
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vf (h,r)=avg(h,r).

Calculamos las primeras derivadas parciales,

af(a:r):%zr af(at’r):27r(2r+h)
ag(h.r) = 7r? a(hr) =2xrh.
oh or

Entonces,
(271,27 (2r +h)) = A(xr?, 27rh).
Igualando las coordenadas y considerando la restriccion tenemos que,

27(2r+h) = A2zrh (a)
271 = Azr’? (b)
7r*h =300 (c).
Despejando A de (b)
1-2

Sustituyendo A en (a)

Sustituyendo h en (c)

273 =300
150
r=3—.
T
Asi,
I N R 1
T T 150
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Entonces tenemos v, :[3/1200, s/@J 9{3,1200, 3/@J:300, S es la curva de nivel
T T T T
2

tal que Vf (v,)=AVg(V,).
i/ﬁ (Vo) (Vo)
VA
Consideramos la funcién auxiliar

w(h,r)=f(h,r)-Ag(h,r)
=271? + 27rh— Azr?h.

para g de valor 300, Vg(v,)#=0 yexiste 1=

Y el determinante hessiano limitado

0 ~ag(hr) ag(hr)
oh or
‘ﬁ‘z _ﬁg(h,r) GZW(T’r) owihr) evaluadoenv, y 4.
oh oh ohor
og(h,r) o*w(hr) o*w(h,r)
o ohor or?

Calculamos las derivadas parciales de w (h, r)

h
aw(h,r) 2 W) _ gy s 220 - 2201
TZZﬂ'r—lﬂ'r or
=27 [2r +h—Arh]
2 2 h
8w(h,r):0 aw(z’r):Zﬂ'[Z—/lh]
oh? or
2
AU UL PSP
ohor
:272'[1—ﬂ,r].
Por lo que el hessiano resultante es
0 —zr? —2xrh
[H|=|-r? 0 27[1-Ar]|=—27°r (2r +34rh—4h)

—27rh 27[[1— /’Lr] 27[[2 - /Ih]

Evaluando en v,y en A4

[H|= 660073150372 <0
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Entonces HlZOO, 3/?} Es un minimo local para f|S , donde S es la curva de nivel para
T T

g de valor 300.

Por lo que el cilindro debe tener aproximadamente 3.627 cm de radio y 7.25 cm de altura.
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VIII.

Una agencia de publicidad cobra por centimetro cuadrado del &rea total empleada (area
cobrable), lo que incluye el area imprimible més dos méargenes de 2 cm a la izquierda y a la
derecha y dos de 3 cm arriba y abajo. Un cliente necesita mandar hacer una publicidad que
tenga 480 cm? de area impresa. Calcular las dimensiones que debe tener la regién cobrable
para que el costo sea el minimo.

Solucionil:
2 X 2

3
-
T
. o
480 area o
¥ imprimible %
o)
=
m

3

area cobrable

Sea x la base del rectangulo del area imprimible. Por lo tanto, como dicha area debe ser de

480 cm?, la altura es 4—80
X

Por lo que el area cobrable es
480
A(x)=(x+4)(—+6j.
X

Calculamos la primera derivada:

A'(x)=(x+4)(—4—820]+(@+6]

X X
—-480x—-1920 480+ 6X%
- X2 X

e igualamos a cero
480x +6x° = 480x +1920
x* =320

x:8«/§.

Este es el valor critico.

Calculamos la segunda derivada
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A"(x)=2(1920)(x).
Sustituyendo el valor critico en la segunda derivada

A'(8V5)= (3840)([8\/5]3) >0,

De donde, A tiene un maximo en

x:8«/§.

Entonces:
Las dimensiones del area cobrable deben ser aproximadamente de 21.8 cm x 32.8 cm que
dan un &rea cobrable de 718.6 cm®.

Solucion 2:

Sea
f(xy)=(x+4)(y+6).

Con la restriccion
Xy =480.

Consideramos
g(xy)=xy.

Utilizamos el método de multiplicadores de Lagrange
V(X y)=AVg(x,Y).

Calculamos las primeras derivadas parciales,

—af(x’y):y+6 af(x’y):x+4
ox oy

ag(x,y):y 6g(x,y):X
ox oy '

Entonces,
(6+y,x+4)=2(y,X)
Igualando las coordenadas y considerando la restriccién tenemos que,

6+y=Ay (@)
4+ X=AX (b)
Xy =480 ().

Despejando A de (a)
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Sustituyendo A en (b)

Sustituyendo y en (c)

Entonces

Asi,

Entonces tenemos Vv, :(8«/5,12\/5), g (8\/3,12\/3) =300, S es la curva de nivel para g de

1+2V5 tal que Vf (v,)=4vg(v,).

Il
WM ¢ |o < | o

I
< < | & i

6
A=—t1
125
_1+245

25

1+2\/§
. y=125 A=
y=125 vy 3

valor 480, Vg(V, ) #0 yexiste A=
9(v,)#0y 3



Consideramos la funcién auxiliar

w(xy)=f(xy)-2g(xy)

=(x+4)(y+6)—Axy.
Y el determinante hessiano limitado

0 _ag(x,y) _ag(x,y)
OX oy
‘ﬁ‘ _|L% (xy) dwlxy) ow(xy) evaluadoenv,_ y A.
ox ox? Xy °
_ag(xy) o'w(xy) @w(xy)
oy OXay oy’?

Calculamos las derivadas parciales de w(x, y)
ow(xy) _

=y+6-41y aW(X’y):x+4—/1x
ox oy
2 2
aw(>: Y) _g 5W(>:’y):0
OX oy
2
o*W(X,y) 14
Oxoy
Por lo que el hessiano resultante es

0 -y —x
H|=l-y 0 1-al=2xy(1-4).

-x 1-12 0

Evaluando en v, yen A4

2xy(1-1) = 960{1—(% +1ﬂ <0.

Entonces (8«/5,12\/5) es un minimo local para f|S , donde S es la curva de nivel para g

de valor 480.
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Con un rollo de 270 metros de alambrada se deben construir dos corrales adyacentes
idénticos. Calcular las dimensiones que debe tener el cercado para que el area abarcada sea
maxima.

Soluciénl:

Sean x el ancho y Yy la longitud del cercado total. Como se dispone de 270 metros de
alambrada y se van a emplear 3 secciones de longitud x y dos de longitud Yy, entonces
3x+2y =270, de donde

3X
=135——.
y 2
El area total es

A(X)=xy = x(135—3—zx).

Calculamos la primera derivada:

A'(x)=135-3x.
e igualamos a cero
X =45,
Este es el valor critico.
Calculamos la segunda derivada
A"(x)=-3.

Sustituimos el valor critico en la segunda derivada

A"(45) =-3<0.
Por lo tanto, A tiene un maximo en
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X =45,

3[45] _135

Entonces, tenemos que y =135- 5 5

: : 135 .
Por lo que las dimensiones de los corrales deben ser de 45 x 7metros, que dan el area

maxima aproximada de 3037.5 metros cuadrados.

Solucion 2:
Sea
f(x,y)=xy.
Con la restriccion
3x+2y =270.

Consideramos
g(x y)=3x+2y.
Utilizamos el método de multiplicadores de Lagrange

VE (X, y)=AVg(X,Y).
Calculamos las primeras derivadas parciales,

of
xy)_, of(xy) _,
OX oy
ag(x,y):3 ag(x,y):2
OX oy '
Entonces,
(y,x)=4(3,2).
Igualando las coordenadas y considerando la restriccién tenemos que,
y=31 ()
X=21 (b)
3x+2y =270 (c).
Despejando A de (a)
PR
3.
Sustituyendo A en (b)
X==Y.

Sustituyendo x en (c)
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3(% yj+2y =270

2y+2y =270
4y =270
135
==
Asi,
135 45
x=45 y=7 y Z:?

Entonces tenemos v, = [45, %) , g (45,%) =135, S es la curva de nivel para g de valor

270, Vg (v, )#0 yexiste 1= ? tal que Vf (v,)=4vg(v,).

Consideramos la funcién auxiliar

w(xy)=f(xy)-29(xy)
=Xy —A(3x+2y).
Y el determinante hessiano limitado

0 _ag(x,y) _ag(x,y)

OX oy

2 2
‘ﬁ‘ _[L%8(xy) 0 w(>§,y) ow(xy) evaluadoenv,_ y A.

OX OX OXoy
_og(xy) dw(xy) ow(xy)

oy OXoy oy*

Calculamos las derivadas parciales de w( x, y)

W(XY) _y 3, W(XY) 2
X oy
o*w(x,y) 0 o*w(x,y) 0
aXZ ayZ
o*w(x,y) )
oxoy '

Por lo que el hessiano resultante es
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0 -3 -2
\ﬁ\: 3 0 1|=12>0
2 1 0

Entonces (45, 1:)’75) es un maximo local para f|S, donde S es la curva de nivel para g de

valor 270.

: : 135 .
Por lo que las dimensiones de los corrales deben ser de 45 x 7metros, que dan el area

maxima aproximada de 3037.5 metros cuadrados.
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Un fabricante desea disefiar una caja abierta que tenga una base cuadrada y un érea
superficial de 108 centimetros cuadrados. ;Qué dimensiones debe tener la caja para que el
volumen sea maximo?

Soluciénl:
Como la caja tiene una base cuadrada, su volumen es

V =x°h.
El &rea superficial de la caja es

S =x? +4xh =108.

Despejando h de
x? +4xh =108

2
h:(lOS—x J
4x
V =x°h
_ 108—x?
4x

3
:27x—x—.
4

Sustituyendo h tenemos

Calculamos la primera derivada:
3%
V'(x)=27—-—
4
e igualamos a cero
3x* =108
X =16.
Por tanto, los nimeros criticos son x =46. No se considera el —6 porque x es una longitud.
Entonces, 6 es el valor critico.

Calculamos la segunda derivada

Sustituyendo el valor critico en la segunda derivada

ve(e)=—2 <o

Asi, V tiene un maximo en
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Por lo tanto,

Las dimensiones de la caja deben ser de 6x6x3

Solucidn 2:
Sea

f(x,h)= x2h.
Con la restriccion

x? +4xh =108.

Consideramos
g(x,h)=x*+4xh.

Utilizamos el método de multiplicadores de Lagrange

Vf (x,h) = Avg(x,h).
Calculamos las primeras derivadas parciales,

of (x,h) —ouh of (x,h) e
oh

ag(X’h):2x+4h 8g(x,h):4x.
OX oh

Entonces,
(2xh,x*) = A(2x+4h, 4x).

Igualando las coordenadas y considerando la restriccién tenemos que,

2xh =24Ax+44h (@)
X* = 41X (b)
x* +4xh =108 (c).
Despejando A de (b)
=2
4

Sustituyendo A en (a)
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2

xh:X—+X—h
4 2
X h
_+_
4 2

4h = x+2h

2h=x.

h=

Sustituyendo x en (c)

(2h)* +4h(2h) =108
4h? +8h* =108

h? =9

h=3.

Asi,
3
x=6 , h=3 y i=>.
Entonces tenemos v, =(6,3), g(6,3)=108, S es la curva de nivel para g con valor 108,
Vg (v, )#=0 yexiste 1 =gtal que Vf (v,)=4vg(v,).
Consideramos la funcién auxiliar
w(x,h)=f(x,h)-2g(x,h)
= xzh—ﬂ,(x2 +4xh).
El determinante hessiano limitado

0 _6g(x,h) _ag(x,h)
OX oh
‘ﬁ‘ _|_29(xh) azw(>2<, h) dw(xh) evaluadoenv_y 1.
OX OX oxah
ag(x,h) d*w(x,h)  &*w(x,h)
~on oxah oh?

Calculamos las derivadas parciales de w(x, h)

M:2xh—2/1x—4ﬂ,h aW(X’h):xz—Mx
oX oh
2 0° .h
aw(x’h):Zh—Z}t W()z( ):0
OX? oh
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o*w(x,h)

=2X—4A.
oxoh
Por lo que el hessiano resultante es
0 —(2x+4h)  —4x
H|=|-(2x+4h)  2h-22  2x-42
—4x 2X—44 0

=(2x+4h)[ 4x(2x—42)]-4x{-(2x+4h)(2x-41)+4x(2h-24)}
=4x(2x+4h)(2x—44)+4x(2x+4h)(2x—-42)-16X* (2x—41)
=8x(2x+4h)(2x—-44)-16x" (2x—41)

=32x(x—4)[2h]

Evaluando en v, yen A4

[H|= 32(6)((6)—@)}[2(6)] >0.

Entonces (6,3), es un maximo local para f|S, donde S es la curva de nivel para g de

valor 108.
Las dimensiones de la caja deben ser de 6x6x3.
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XI.

Una caja con base cuadrada y parte superior abierta debe tener un volumen de 50 cm®.
Encontrar las dimensiones de la caja que minimicen la cantidad de material que debe ser

usado.

Solucidn 1.

==
- /
= S

X
Sean x el lado de la base y y la altura de la caja, puesto que

V =x’y =50
se tiene que
50
Yy=—
es decir, la altura de la caja es:
50
P

Por lo que el area de la superficie de la caja es

A(X) = X +4x(50j

X
, 200

=X +—.
X

Calculamos la primera derivada:

A'(X) = 2x—2i‘,_o
X

2x*—200
R

e igualamos a cero
2x°-200

XZ

0

X = 3/100.
Este es el valor critico.
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Calculamos la segunda derivada

n) =244
X

Sustituyendo el valor critico en la segunda derivada

A"(300) =2+ 40 .o

()

Por lo tanto, A tiene un minimo en

X = 3/100.

Entonces, el area de la caja que utiliza la menor cantidad de material es

A(/100) = (3100 +

(%00}
Y las dimensiones de la caja son
X= 3 100 y y = 50 2 -
(¥00)
Solucion 2:
Sea

f (X, y)=x*+4xy.
Con la restriccion
x*y =50.
Consideramos
g(xy)=x.

Utilizamos el método de multiplicadores de Lagrange
VE (X, y)=AVg(X,Y).

Calculamos las primeras derivadas parciales,

M:2x+4y
X oy

a9
— =2X = =X’
ox y

Entonces,
(2x+4y,4x) = ﬂ(2xy, xz).
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Igualando las coordenadas y considerando la restriccion se tiene que,

2X+4y = 21xy (@)
AX = AX? (b)
x’y =50 (©).

Despajando A de (b) tenemos que

; .
Sustituyendo A en (a)

Sustituyendo x en (c)

Asi,

25 4
x=3100 = ,3/— A= .
Y 2 Y 3100
3 25 3 25 :
Entonces tenemos v, =| 3/100, 3 > | g| 100, 3 > =50, S es la curva de nivel para g

4
de valor 50, Vg (v, )#0 yexiste 1= tal que Vf (v,)=A4Vg(y,).
(1) 20y o @0t VI (1) =2V9(v,)

Consideramos la funcién auxiliar

w(xy)="f(xy)-49(xy)

=X’ +4xy—ﬂ(x2y).
Y el determinante hessiano limitado

0 _ag(xy)  dg(xy)
OX oy
‘ﬁ‘:_ag(x,y) Ow(x.y) ow(xy) evaluadoenv, y A.
O ox? oXoy °
Lag(xy) Pw(xy) Ow(xy)
Oxoy oy?
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Calculamos las derivadas parciales de w (X, y)

aW(aX' Y) _oxray—a2xy awg;, R
X
aZW(X,y):Z_Z;Ly M:O
aXZ ayZ
OWXY) _y_psy
Oxoy

Por lo que el hessiano resultante es

2

0 —2Xy —X
‘ﬁ‘ =|-2xy 2-21y 4-2ax|=4x’y(4-22x)—-x*(2-22y)
X2 4-22x 0

Evaluando en v, yen A4

s ] g )2 g B

—_1600| % (2 100)4{2—%{3 %D
(

= -1600| {2 |-(3100) (2-4)

— _1600| 32 +2(£/@)4

=-2784.95.

Entonces [«3/100, #%] es un minimo local para f|S, donde S es la curva de nivel para g

de valor 50.

Entonces, el area de la caja que utiliza la menor cantidad de material es

A(/100) = (3100 +

Y las dimensiones de la caja son X = {100 y y=
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XII.

Un terreno tiene la forma de un rectdngulo con dos semicirculos en los extremos. Si el
perimetro del terreno es de 50 m, encontrar las dimensiones del terreno para que tenga el
area maxima.

Solucidn 1:

Sea x el radio del semicirculo, y y como en la figura, entonces el perimetro del terreno es

2y +27mx="50.
Despejando y se tiene que
y=25-7xX.

Por lo que el area del terreno es

A(X) = 2xy + 7X°
=2x(25—-7x)+ X

=50x — 27X% + 7 X?

=50x — 7zX°.
Calculamos la primera derivada:
A'(x) =50-27x
e igualamos a cero
50-2zx=0
25
X=—.
i T
Este es el valor critico.
Calculamos la segunda derivada
A"(x) =-2x.

Sustituyendo el valor critico en la segunda derivada
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Por lo tanto, A tiene un méaximo en

. . 25 . L.
Entonces, el lado del rectangulo debe medir 25—7— =0, por lo que es area maxima se
T

obtiene cuando el terreno tiene forma circular.
Solucidn 2:

Sea
f(X,y)=2xy+7x°.

Con la restriccion
2y +27xx="50.

Consideremos
g(x y)=2y+27x.

Utilizamos el método de multiplicadores de Lagrange
VE (X y)=AVg(X,Y).

Calculamos las primeras derivadas parciales,

af((;)((’y):2y+27zx 6f(a>;,y):2X
og(%Y) _, ag(xy)_,
oxX oy '

Entonces,
(2y+27x,2x)=A(27,2).

Igualando las coordenadas y considerando la restriccion se tiene que,

2y + 27X =2Ax (a)
2X =24 (b)
2y +27x =50 (©).

De (b) tenemos que x = A.

Sustituyendo A en (a)
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2Y+ 27X =271X

2y=0
y=0.
Sustituyendo y en (c)
27cx =50
2
T
Asi,
25 25
X=—, y=0y A=—.
T T

25

2
Entonces tenemos Vv, = (—SOj g(
v T

,Oj =50, S es la curva de nivel para g de valor 50 y

Vg (v, )#0 yexiste /‘tzé tal que Vf (v,)=4Avg(V,).
T

Consideramos la funcién auxiliar

w(x,y)=f(xy)-1g(x,y)
=2xy +7X* = A(2y +27X).

Y el determinante hessiano limitado

0 _ag(xy)  dg(xy)
OX oy
‘ﬁ‘:_ag(x,y) Ow(x.y) o'w(xy) evaluadoenv, y 4.
OX Ox? Oxdy °
aaxy) Plny) Fwlxy)
OXoy oy’

Calculamos las derivadas parciales de w (X, y)

MWY) oy 2mx— 27 W(Y) oy oz
OX oy
w(xy) o'w(x.y) _ 0
X2 8y2
o*w(x,y) )
Oxoy
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Por lo que el hessiano resultante es

0 2 -2
\ﬁ\ =|-2z 2z 2|=8x
2 2 0

Entonces (EOJ es un méaximo local para f|S , donde S es la curva de nivel para g de
T

valor 50.

Entonces el area maxima se obtiene cuando el terreno es circular.
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XIIl.  Una ventana presenta forma de un rectangulo coronado por un semicirculo. Encontrar las

dimensiones de la ventana con area maxima, si su perimetro es de 10 m.

Solucidn 1:

Sea x el didmetro del semicirculo. El perimetro de la ventana es

X+2y+ % x=10
despejando y tenemos que

x(l+§j+2y:10

T
2y=10—|1+— |X
d ( 2)

y:5_2+ﬁ

X.
Por lo que el area de la ventana es

anw+%ﬁ

:x[5—2+7[x}+£x2
4 8
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-r—4

= X® +5x
8
__ T sk
8
Calculamos la primera derivada:
A'= _7[_+4 X+5
4
e igualamos a cero
—zi£x+5:0
4
20
T+4°
Este es el valor critico.
Calculamos
7+4
A'(X)=——.
(x) n

Sustituyendo el valor critico en la segunda derivada

A{ Z)]:_n+4<0
T+4 4

Por lo tanto, A tiene un maximo en

20
T+4

X =

Sustituyendo en el valor de y que habiamos obtenido, tenemos

y=5—(2+7r)( > j

T+4
5(ﬂ=+4)—(10+5ﬂ)
y =
m+4
10
T+4
. o 20
Entonces, el &rea maxima de la ventana es cuando X=——y Yy =—— que dan como
T+4 r+4

resultado un area de



(20}(10) z(zojz
A= —_— |+ =
A+m )\4+rx) 8\4+rx
A= 20 2(10+5—7[j

(4+7) 2
10
4+ 1)

A=

(20+57)

—~

que es aproximadamente 7.001 metros cuadrados.
Solucién 2:
Sea
1 (xY 1
f(x,y)=xy+=z|=| =xy+=7x°
(xy)=xy 2”(2) ary
Con la restriccion

X+2y+ ﬂg =10.
Consideramos
g(xy)= x+2y+7r§.
Utilizamos el método de multiplicadores de Lagrange

VE (X y)=AVg(X,Y).

Calculamos las primeras derivadas parciales,

Axy)_ wx Ay
oX 4 oy

a9 (x, y):1+£ ag(x,y):2
OX 2 oy '

Entonces,
(y+”—x,x]=z(1+f,2j.
4 2

Igualando las coordenadas y considerando la restriccion se tiene que,

50



y+%xz/1(l+£j (a)

2
X =24 (b)
x+2y+%X=lO ©).
De (b) tenemos que
A==
Sustituyendo A en (a)
X (X T
y+—=| = || 1+—=
e
X X ;X
y+—==—+—
4 2 4
_X
y >

Sustituyendo y en (c)

2
x[2+ﬁj=1o
2
20
X = :
4+ 7
Asi,
20 10 10
4+ A+ 1 4+ 71
2 1 2 1 :
Entonces tenemos v, = —O—O , g 0 : 0 =10, S es la curva de nivel para g
A+7 A+ A+7m A+7

de valor 10, Vg(v,) =0 y existe A= % tal que Vf (v,)=Avg(v,).
T

Consideramos la funcién auxiliar

w(x,y)=Tf(xy)-1g(xYy)

X —i(x+2y+ﬂ—xj.
8 2

=Xy +

Y el determinante hessiano limitado
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_ag(xy)  dg(xy)

0
OX oy
2 2
‘ﬁ‘ _|dlxy) @ W()z( y) owixy) evaluadoen v, y A.
OX OX Oxoy

Cag(xy) dw(xy) w(xy)
oy oxoy oy’

Calculamos las derivadas parciales de w (X, y)

8W(X’y):er”_X_,qL_”_ﬂ“ &N(x,y)zx_m
oX 4 2
Fw(xy) =z dwxy)
Ox? 4 oy?
82W(x,y)_1
Oxoy

Por lo que el hessiano resultante es

‘ﬁ‘:_(lJrfj % 1|=4+7>0.
1

Entonces (ﬁ £] es un méaximo local para f|S, donde S es la curva de nivel para
4+ A4+

g de valor 10.



XIV.

Se va a construir una cisterna rectangular con base y tapa cuadradas para almacenar 12 m®
de agua. Si el concreto para construir la base y los lados tiene un costo de $100 por m® y el
material para construir la tapa cuesta $200 por m? ;cuéles son las dimensiones de la

cisterna que minimizan el costo de su construccion?

Solucidn 1:

X

Sea x el lado de la base de la cisterna y h la altura, entonces, puesto que
V =x’h=12
Asi,

El costo total de la cisterna es
C =100x’ +100(4xh)+ 200x*

=300x%° + 400xh.
C(x) =300x* + 400x[%j
X

4800
—

=300x° +

Calculamos la primera derivada:
4800

X2

C'(x) =600x —

e igualamos a cero

4800 _

X2

600x —
4800

X2

600X =

=< X,
[l
N oo

Este es el valor critico.
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Calculamos la segunda derivada
9600

X

C"(x) = 600 +

Sustituyendo el valor critico en la segunda derivada

A"(2) =600+ 960? > 0.
Por lo tanto, C tiene un minimo en
X=2.
Entonces, el costo minimo de la cisterna es cuando x=2 y h = 3 por lo que el costo es de
$360.
Solucion 2:
Sea

f (x,h) =300x" +400xh.
Con la restriccion
x*h =12.

Consideramos
g(x,h)=xh.
Utilizamos el método de multiplicadores de Lagrange
Vf (x,h) = Avg(x,h).

Calculamos las primeras derivadas parciales,

(M) _ 600x-+ 400n A (%h) _ 400x
OX oh

ag(x,h) onh ag(x,h) 2
OX oh

Entonces,
(600x-+400h, 400x) = A (2xh, x* ).

Igualando las coordenadas y considerando la restriccion se tiene que,



600x +400h = A(2xh) @)

400x = AX? (b)
x’h =12 (©).
De (b) tenemos que
2=20
X
Sustituyendo A en (a)
600x + 400h = (@J 2xh
X
600x +400h =800h
200
X=—
300
x:zh
3
Sustituyendo x en (c)
2
(2 hj h=12
3
4 h®=12
9
h®=27
h=3.

Asi,
x=2, h=3 y A1=200.

Entonces tenemos v, =(2,3), g(2,3)=12, S es la curva de nivel para g de valor 12 y
Vg (v,)#0, existe =200 tal que Vf (v,)=A4Vg(v,).
Consideramos la funcion auxiliar

w(x,h)=f(xh)-2g(x,h)
=300x° +400xh— A(x*h).

Y el determinante hessiano limitado
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0 _ag9(xh) _Gg(x,h)
OX oh
2 2
‘ﬁ‘ _|-2a(xh) w(>2<,h) w(x.h) evaluadoenv, y 4.
OX OX oxoh
_ag(x,h) o*w(x,h)  &*w(x,h)
oh oxoh oh?
Calculamos las derivadas parciales de w (x, h)
MWN) _ 600x -+ 400h— 2.0 W) 4o0x— 2
OX oh
2 2
W) _ 600 2n gwixh) V(‘;(hf’h) .
2
TWY) _ 400 2x
oxoh

Por lo que el hessiano resultante es

0 —2xh —x?
\ﬁ\ —|-2xh 600—24h 400—21x
—x*  400—24x 0

= 2xh| X* (400—24x) |- x* [ ~2xh (400 - 24x) + x* (600 22h) |

=2x°n(400 - 24x) +2x°h (400 — 24x) —
=2x°h(400-24x)—-
=2x°{4h(200- Ax)—

Evaluando env, y 4

al

16{12(

{22(
16{—
{-

—-200) -
2400+ 600}
16{-1800} <0.

x* (600—24h)
x(300— 2h)}.

x* (600—22h)

2(2) {4(3)(200—(200)(2))—2(300—200(3))}
2(-300)}

Entonces (20,30) es un minimo local para f|S , donde S es la curva de nivel para g de

valor 12.

Por lo que, el costo minimo de la cisterna es cuando x =2 y h = 3 resultando un costo de

$360.
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XV.

Se van a usar cuatro metros de alambre para formar un cuadrado y un circulo. ;Cuéanto
alambre debe usarse para el cuadrado y cuénto para el circulo con el fin de que el area total
sea maxima?

Solucién 1:
Llamamos x al lado del cuadrado y r al radio del circulo, entonces el &rea total se expresa
como

X2 + 71,
En virtud de que la cantidad total de alambre es 4 metros
4=4X+2xr.

Por tanto,
2(1-x)

T
Al sustituir en la expresion del area:

A(X) = X +7{2(1_ X)T
T

2, 4(1-x)°
T

1 2
=;[(7z+4)x —8x+4].

=X

Como se tienen 4 metros de alambre y el perimetro del cuadrado es 4x entonces x <1

El dominio de la funcidn es 0 < x <1 restringido por el perimetro del cuadrado.
Calculamos la primera derivada

AX) = 2(r+4)x-8
e igualamos a cero
2(7+4)x-8 _ 0
T
(r+4)x=4
4
X = :
(r+4)
Este es el valor critico.
Calculamos la segunda derivada
2 4
A= 274

Sustituyendo el valor critico en la segunda derivada
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A,,( 4 ]: 2(7+4) o

(m+4) V4

Por lo tanto, A tiene un minimo en
4

X =
(r+4)-
Entonces, el valor maximo se alcanza en uno de los extremos del dominio.
Analizando los extremos tenemos:

AL) = 1[(“4)(1)2 ~8(1)+4]
1 T

A©) =—[ (z+4)0) ~8(0)+4] =2 {(r+4)-8+4]
: T
:;>1. =£[(7T+4)_4]

T
=1

Por lo que el area méaxima se alcanza en x = 0, esto es, cuando todo el alambre es utilizado
para hacer el circulo.

Solucién 2:
Sea
f(x,r)=x*+zr’

Con la restriccion
4AX+27r =4,

Consideramos
g(x,r)=4x+2xr.
Utilizamos el método de multiplicadores de Lagrange

VE (%, r)=2AVg(x,r).

Calculamos las primeras derivadas parciales,

of (X’r):2x of (x,r) _onr
OX or

ag(x,r) 4 ag(x,r) o
OX or

Entonces,
(2X, 27zr) =A (4, 27[).
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Igualando las coordenadas y considerando la restriccion se tiene que,

2x =44
27y =27/
4x+2nr=4

De (b), se tiene que

r=A.
Despejando A de (a)

a=2

2

Sustituyendo r en (c)

Asi,

2

Entonces tenemos v, :(

4x+2n(fJ=4
2

AX+7x =4
4
4+ 1
, f=— y Z:

4
7r+4’7r+4j (72'+4 T+4 j

2
de valor 4, Vg (v, )#0 yexiste 4= —tal que Vf (v,
T+

Consideramos la funcién auxiliar

w(xr)=f(x,

()
(b)
(c).

T+4

=AVg(v,).

r)—Ag(xr)

=X* + 71 = A(4x+27T).

Y el determinante hessiano limitado

0 _8g(x,r) _8g(x,r)
OX or

‘ﬁ‘: _ag(xr) o*w(x,r)  o*w(x,r)
OX Ox? oxor

og(x,r) o*w(xr) o*w(x,r)
or OXOr or?

evaluadoenv, y 4.

4, S es la curva de nivel para g
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Calculamos las derivadas parciales de w (x, r)

OW( X, ow( X,
(4T) _py—a2 ) per—2m2
OX or
o*w(x, o*w(x,
y) _, (%Y) 5y
OX or
o*w(x,y) 0
ooy
Por lo que el hessiano resultante es
0 -4 -2
H|=|-4 2 0 |=4[(-4)27]-2z[4x]
2z 0 2«
=—87r(4+72)< 0.
4 2 . -
Entonces (——] es un minimo local para f|S, por lo que, el valor maximo se
T+4 w+4
alcanza en uno de los extremos del dominio.
Analizando los extremos tenemos:
Al) = 1[(;; +4)1)° -8(1)+4]
T
1
A(0) == 4)(0)* -8(0) + 4
© = [(r+ 400" -80) 4] v )-8eq
4 T
=—>1. 1
7T =—[(z+4)-4]
VA
=1

Asi que el area maxima se alcanza en x = 0, esto es, cuando todo el alambre es utilizado
para hacer el circulo.
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XVI.  Untrozo de alambre de 10 m de largo se corta en dos partes. Una se dobla para formar un
cuadrado y la otra para formar un tridngulo equilatero. Hallar como debe cortarse el
alambre de modo que el &rea encerrada sea minima

Solucidn 1:

Alambee

. . X
La parte x del alambre se usa para el cuadrado, por lo tanto cada lado tiene longitud e

La parte 10 — x del alambre se usa para el tridngulo equilatero, por lo tanto cada lado tiene

longitud 10;)(.

&=

| =

De la figura del triangulo, usando el teorema de Pitagoras, obtenemos la siguiente relacion:

he +(1O_Xj2 _(1O—xj2
6 3
h =2

9
h? = 3—36(10— x)’

(10— x)’ _3_16(10_ X)?

h= (10-x).

1
J12
Entonces el area del cuadrado es

X2

Ac(X) =—.
16
Y el area del triangulo es
AL(X) = l{i(lo— x)}[l(lo— x)}
2| \12 3

(10— x)2 .

612

Por lo que el area total es
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Apy =5 10X

16 612
Calculamos la primera derivada:
10—
A =X -20=X)
8 312
e igualamos a cero
x (10-x) o
8 312
[1 1 j 10
X| =+ =—
8 3J12) 312
J[312+8) 10
2412 ) 312
‘= 80
3\/1_2+8'
Este es el valor critico.
Calculamos la segunda derivada
1 1
A'(X) ==+ —F—==.
) 8 312

Sustituyendo el valor critico en la segunda derivada

A"[&]—1+i>o
312+8) 8 312

Por lo tanto, A tiene un minimo en
80

X= .
3\/1_2+8

Entonces, el area es minima cuando x =

80 y es aproximadamente 2.71 metros.
3V12+8
0 80  30V12
3V12+8 3VI2+8

El perimetro del triangulo es

~ 7.38 m.

Solucién 2:

Sea



2 2

f(x, y):x—+y—\/§

16 4
Con la restriccion
x+3y =10.
Consideramos

g(x y)=x+3y.
Utilizamos el método de multiplicadores de Lagrange
VE (X y)=AVg(xy).

Calculamos las primeras derivadas parciales,

of (x.y) _x oY) _Y 3
OX 8 oy 2
ag(xy) _4 og(x.y) _4
OX oy '
Entonces,
Xy
—, =3 |=1(13).
(2. 245)-a009
Igualando las coordenadas y considerando la restriccion se tiene que,
X
—=A a
3 (a)
2B=31 (b)
x+3y =10 (c).
De (a) se tiene que
A==
Sustituyendo A en (b)
3,3
2 8
NG
=—X.
y 4
Sustituyendo y en (c)
X+ 3(—3 x] =10
4
x3[l+ —SJ =10
4
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40

X= .
3+33
Asi,
40 10 5
X=—— y =—\/§ /1=—.
4+33 y 4+.3 y 4+33

Entonces tenemos voz[ 40 , 10 3), g( 40 , 10 ﬁjle,Ses la curva
4+33 4+3 4+3 4433

. ) 5
de nivel parag de valor v. y Vg(v. ) =0 yexiste 1 = tal que Vf (v )=AVqg(v.).
para g LY Vg (v,)=0y s B (V,)=2vg(v,)

Consideramos la funcién auxiliar

w(x,y)=f(xy)-1g(x,y)

:X—2+y—\/§—/l(x+3y).
16 4

Y el determinante hessiano limitado

0 _8g(x, y) _8g(x, y)
OX oy
‘ﬁ‘ - _ag(xy) dw(xy) dw(xy) evaluadoenv, y A.
ox ox? oxoy °
_ag(xy) w(xy) &w(xy)
OXoy oy’?

Calculamos las derivadas parciales de w (X, y)

w(xy)_x_, wxy) V3 4
OX 8 oy 2
o'w(xy) 1 o'w(xy) 3
oF 8 PY 2
o'w(x.y) _ 0
oXoy '

Por lo que el hessiano resultante es
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3 0 V3

Entonces [ 40 , 10 «/§j es un minimo local para f|S , donde S es la curva de nivel
4+J§ 4+\/§

para g de valor 10.

Asi el area es aproximadamente de 2.71 metros.
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XVII.  Determinar las dimensiones del cilindro circular recto de maximo volumen que puede ser
inscrito en una esfera de radio R.

Solucidn 1:

Considerando un cilindro recto con base circular de radio r y altura h (inscrito en una esfera
de radio R). Si se analiza una seccion transversal del cuerpo, la figura representativa de
ellos es la misma que se tiene para una circunferencia de radio R y un rectangulo inscrito en
ella de base 2r y altura h.

El volumen del cilindro es
V = zr?h.

Es una funcién de dos variables (r y h).

En el triangulo rectangulo CQP (por el teorema de Pitagoras) se obtiene

2
R*=r? +(Ej .
2

Donde

Entonces,
2 1 3
V (h) :n(R h—=h j
4
Calculamos la primera derivada:

V'(h) =7z(R2 —§h2)
4
e igualamos a cero
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E(Rz —%hzjzo

2

B

Debido a que h representa la altura, entonces h > 0, entonces

h=—2R

B

hl=—=R..

es el valor critico.
Calculamos la segunda derivada

vxm=—§nh

Sustituyendo el valor critico en la segunda derivada

v--[iRJ:_gﬂimo.

N N

Por lo tanto, V tiene un maximo en

2
h=—R.
NG
Entonces, el cilindro tiene mayor volumen cuando
2
h=—R
3 y
Dicho volumen maximo es
4 s
—7R".
33
Solucion 2:
Sea
f(r,h)=zr*h

Con la restriccion

Consideramos
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g(r,h):r2+(gj2.

Utilizamos el método de multiplicadores de Lagrange

Af (r,h)=2Ag(r,h).

Calculamos las primeras derivadas parciales,

af(r’h):2m‘h 8f(r’h):m‘
or oh

6g(r,h):2r ag(r,h)znl
or oh 2

Entonces,
(27zrh,7zr2) :A(Zr,h].
2

Igualando las coordenadas y considerando la restriccion se tiene que,

2rxrh=2Ar (a)
h
r’=i— b

2 > (b)

h 2
r‘+—=| =R? c).
3] ©

De (a) tenemos que
A=rh.

Sustituyendo A en (b)

Sustituyendo r en (c)

Asi,



r= 2R , h=-2R 1=2%R
3 3 3
2_ 2 2. 2 ) :
Entonces tenemos v, =| ,|[-R,—=R |, 9| ,[=R,—=R |=R", Ses la curva de nivel para g
33 3B

2z

B

de valor R?, Vg(v,)=0 yexiste 1=-"=R tal que Vf (v,)=AVg(Y,).

Consideramos la funcién auxiliar
w(r,h)=f(r,h)-Ag(r,h)

2
=7zr2h—ﬂ{r2 +h—]
4

Y el determinante hessiano limitado

0 _8g(r,h) _ag(r,h)
or oh
[H|= _%(r.h) azW(Z’h) IW(LN)| o aluado en vV, Y A
or or oroh
og(r.h) o°w(r,h)  &*w(r,h)
~ oh oroh oh?

Calculamos las derivadas parciales de w (r, h)

aW(r’h):27zrh—2/1r m(r’h):ﬁrz—in
or oh
2 2
ow(rh) o o, ow(rh)_ 4
or? oh? 2
2
0 W(r,h) Conr
oroh

Por lo que el hessiano resultante es
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0 —2r _h
— 2 7h®  Ah?
‘H‘:—Zr 27h—22 27zr:2r2/1+4h7rr2—7+7
_h 2rr A
2 2

Evaluando en vpy en A4
2
2 2.\ (ZRJ 2 2.\
:—”R2\/:R+ 3 ) \ix| LR 4] [5R]| -
NE) 3 2 NG 3 2

_87zR3

N

Entonces [\ER% RJ es un maximo local para f|S , donde S es la curva de nivel para g

de valor R?.

, . 4
Entonces, el volumen maximo es V = ——= 7R3,
33
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XVIIIl.  Determinar las dimensiones del cono circular recto de maximo volumen que puede ser
inscrito en una esfera de radio R.

Solucidn 1:

Consideramos una esfera de radio R > 0 y un cono que tiene base circular de radio r >0y
alturah > 0.

Una seccidn transversal perpendicular a la base del cono y que pase por su eje se muestra
en la figura siguiente.

El volumen del cono es

V= 17rl‘2h.
3

Utilizando el teorema de Pitagoras en el triangulo CQP, obtenemos

R?=(h—R) +r?
Entonces si despejamos r?

r’=R?~(h-R)’
=R?—h?+2Rh—R?
=—-h?+2Rh.

y la sustituimos en el volumen tenemos,
V =Z7(2Rh-h?)h

Wl Wik

7(2Rh*-h?).
Calculamos la primera derivada:
1
V'(h)==7(4Rh—-3h’
(=27 )

e igualamos a cero
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1
57:(4Rh—3h2):0

4 :
Entonces hl:OyhzzgR, como h se refiere a la altura del cono y buscamos las

dimensiones maximas de éste, entonces h, =0 no tiene sentido, por lo que h, =§R es el
valor critico.
Calculamos la segunda derivada

V"(h)=%7r(4R—6h).

Sustituimos el valor critico en la segunda derivada

\ [f RjZ—fﬂR <0.
3 3

Por lo tanto, V tiene un minimo en

h=2r
3
. . - 4 22
Entonces, las dimensiones maximas del cono son cuando h= 3 Ryr= 3 R, por lo que

el volumen maximo es

9 3
:gﬂRz.
81
Solucién 2:
Sea
f(r,h)==zrh.

Con la restriccion

Consideramos
g(r,h)=(h—R)2 +r2.

Utilizamos el método de multiplicadores de Lagrange
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Af (r,h)=2Ag(r,h).

Calculamos las primeras derivadas parciales,

o 2 o 1 ,
—=—rhr —=—nr
or 3 oh 3

B o B _a(h-R).
or oh

Entonces,

2 1
Zxrh,=zr? |=A(2r,2[h=R]).
(2 Jar |- 2(r.20n-R)
Igualando los componentes y considerando la restriccion se tiene que,

%ﬂrh:Z/Ir (a)
1 .
gﬁr =22(h-R) ()

(h—R)*+r2=R? ©).
Despejamos A de (a)

Sustituimos A en (b)

1 , (xh

gﬂ'r :(?JZ(h—R)
r*=2h(h-R)
r2 = 2h? - 2Rh

r =+/2h* - 2Rh.

Sustituimos r en (c)

(h=R)"+(v/2n" - Rh)2 =R’

h* —2Rh+R? +2h* —2Rh = R?
3h?—4Rh =0
h(3h—4R)=0.
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4 :
Entonces hl:OyhzzgR, como h se refiere a la altura del cono y buscamos las

dimensiones maximas de éste, entonces h, =0 no tiene sentido.

Asi,
r:&R : h=ﬂR y /1=£7ZR.
3 3 9
Entonces tenemos v, = (¥ R,% R] , 0 (¥ R,g R) =R?, Ses la curva de nivel para g

de valor R?, Vg (v, )= 0 y existe 1 =gzzR tal que Vf (v,)=4vg(v,).

Consideramos la funcién auxiliar
w(r,h)=f(r,h)-Ag(r,h)
- %ﬂrzh —i[(h - R)2 + rz}.

Y el determinante hessiano limitado

0 _ag(r,h) _ag(r,h)
or oh
‘ﬁ‘ _|-%e(nh) 82W(Z’h) ow(rh) evaluadoenv, y A.
or or oroh
og(r.h) o*w(r,h)  &*w(r,h)
- oh oroh oh?

Calculamos las derivadas parciales de w (r, h)

aW(r’h):gfzrh—z/lr aW(r'h):£7zr2—2/1(h—R)
or 3 oh 3
2 2
av\/(r,h):g”h_z/l 8W(Ir,h):_2/1

or? 3 oh?
2
0 W(r,h):gm.

oroh 3

Por lo que el hessiano resultante es
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0 =2r -2(h-R)
‘ﬁ‘ =l -2r g7zh -22 gm‘
3 3
2
2(h-R)  Zar -2

2

:z{_zr(_u)u(h_R)@mﬂ_z(h_R){_erm}z(h_R)[gﬂh_zz}
:2r{4/1r+(h—R)(gﬁrH—Z(h—R){—Eﬂrz}rqh—R)Eﬂh—ﬂ}}
=8r2{/1+(h—R)(%ﬂﬂ}JrS(h—R){Eﬂrz}—(h—R)Eﬂh—ﬂ}}

Evaluando en vy en A4

e Eay R RS BV e e

Entonces [\ER% R] es un maximo local para f|S , donde S es la curva de nivel para g

de valor R?.
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XIX.

¢Qué puntos de la grafica de y = 4 — x? estan mas cercanos al punto (0, 2)?

Solucién 1:

Como se muestra en la imagen, hay dos puntos de la grafica a una distancia minima del
punto (0, 2). La distancia entre el punto (0, 2) y uno (x, y) sobre la graficay = 4 — x? es:

d =(x-0) +(y-2).
Si utilizamos la ecuacion y = 4 — x2, podemos volver a escribir
d= \/xz +(4-x? —2)2 = Jx* —3x% +4.

Como d es méas pequefia cuando la expresion en el interior del radical es menor, solo
necesitamos encontrar los valores criticos de

f(x)=x*-3x"+4.
Notemos que el dominio de f es toda la recta real.
Calculamos la primera derivada:
f'(x) = 4x® —6x

e igualamos a cero para obtener los valores criticos

4% -6x=0
x(4x2 - 6) =0
de donde tenemos que
x=0 0 |X| = §
2
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Entonces, la funcién f (x) tiene tres valores criticos: 0, \/g y —\E :

Calculamos la segunda derivada

f "(x) =12x* —6.

) Sustituimos x; = \/g en la segunda derivada:

wro1d B
f(xl)—l{\EJ 3]

=12>0.

Por lo que f (x1) tiene un minimo en x;.

i) Sustituimos x; = _\E en la segunda derivada:

f"(xz):lz(—\Ej -6
~12>0.

Por lo que f (x) tiene un minimo en X..

iii) Sustituimos x; = 0 en la segunda derivada:
f"(x)=12(0)" -6
=—6>0.

Por lo que f (x) tiene un maximo en x;.

Por lo tanto los puntos mas cercanos al punto (0, 2) son

deep e

Y la distancia minima es

Solucién 2:

Sea
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f(x, y)=1fx2+(y—2)2.

x> +y=4.

Con la restriccion

Consideramos
g(xy)=x+y.

Utilizamos el método de multiplicadores de Lagrange

VE (X y)=AVg(X,Y).
Calculamos las primeras derivadas parciales,

of (x.y) _ X axy)_ (y-2)
oX x2+(y—2)2 oy \/x2+(y—2)2
ag(x,y) oy ag(x,y) 1
OX |
Entonces,
X =2 |- j(2x).

\/x2+(y—2)2 '\/x2+(y—2)2

Igualando las coordenadas y considerando la restriccion se tiene que,

X = 21X (a)
x? +(y—2)2
_ -2 -y (b)
x? +(y—2)2
X*+y=4 (c).
De (a) tenemos que
1

Sustituimos A en (b)



(y-2) 1

PE+(y-2)" 2+ (y-2)

1
)
(y-2) 5
2y-4=1
y=2
>
Sustituimos y en (c)
x2+§:4
2
3
K=
2
Por lo que A es
A= L

1= 1
s [3,1
2 4
P
5 |7
4
1
A=—.
NG
Asi,
3 5 1
X: . l = /l:_
2 y 2 y \/7
0]
3 5 1
X:_ > ' == /l:_
2 y 2 y \/7



Entonces tenemos v, :[i\/g, g} g [i\/g g] =4, S es la curva de nivel para g de valor

4, Vg(v,)#0 y existe 1=l que Vf (v,)=4vg(v,).

Ni

Consideramos la funcién auxiliar

w(xy)=f(xy)-1g(x )
=X +(y=2)" —A(x*+y).

Y el determinante hessiano limitado

0 _8g(x,y) _ag(x, y)

OX oy
2 2
‘ﬁ‘z _%(xy) @ w(>2< y) ow(xy) evaluadoenv, y 4.
OX OX OXoy

&g (x.y) o*w(xy) o*w(x,y)
oy Oxoy oy*

Calculamos las derivadas parciales de w (X, y)

ow(xy) _ X o wxy)_ y-2
OX (x2+(y—2)2)% oy (x2+(y—2)2)%
o*w(x,y) 1 2l (x4 2\ %
) - (y-2) 7 |-22
OX (x2+(y—2)2)% I:( ) }

1 X
= 1- -24
(x2+(y—2)2)}/2 [ (x2+(y—2)2)]

T2 (¢ (y-2) ]

_ ! O ]
_(x2 +(y—2)2)%_ (x*+(y—2)*)
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o*w(x,y)

X(y-2)

OXoy

Por lo que el hessiano resultante es

0
— 1
—2AX {
(¥ +(y-27°)"
__ x(y=2)
(x*+(y—2)*)

—2AX

X

A

%

1 (y-2)?

(x2 +(y—2)2)

2
1- 21
x? +(y—2)2}

= 2AX| =2Ax 1-
|: [(X2+(y2)2)%]{ (X2+(y—2)2

x(y—2) 1

>M<

7

-2
x(y-2)

(x2 +(y—2)2)

%

(y-2)?

1 {1
(X +(y-27) "

x(y-2)

—A| =2AX| -
(x*+(y-2)°

o 22°X

= |t 4
)4 [(x2+<y—2)2

X2
)% J{l_ X2 +(y—2)?

(¥ +(y-27)"

(X +(y-27)

Si analizamos

entonces

después

X2+ (y—2)2)%

|

_x2+(y—2)2}

|
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X = 2 <1
(¢ +(y-2y°) 3+(5_2j2
2 \2
por lo que
~ A? | 23 (y-2) J{l— X2 } <0
(Xz+(y_2)z)% (Xz+(y_2)z)% X2 +(y—2)°

Entonces ( /E§j es un minimo local para f|S, donde S es la curva de nivel para g con

valor 4.
Por lo tanto los puntos més cercanos al punto (0, 2) son

P63
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XX.

Determinar las dimensiones del cilindro circular recto de maximo volumen que puede ser
inscrito en un cono circular recto de radio R y altura H.

Solucidn 1:

Sea r el radio del cilindro y h su altura. Analizamos una seccion transversal perpendicular a
la base del cono y que pase por su eje.

El volumen del cilindro es
V = zr?h.
Es una funcidn de dos variables (r y h).
Para escribir r en términos de h tomamos en cuenta dos de los tridngulos semejantes que
hay en la figura:

H=

R
Por semejanza se cumple la proporcion:
R_r
H H-h
De donde tenemos que
_R(H=N)
==
Sustituyendo en la formula del volumen,
V =zr’h
2
R(H-h
= 7{ ( )} h
H
R? 2
= ”F(H —h) h
R2

:nF(HZh—th2+h3).
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Calculamos la primera derivada:
Vi(h) =

7R?
H 2

(H?—4Hh+3n?)

e igualamos a cero

7R?
H2

0

(H2—4Hh+3h2)

(H?-4Hh+3n*)=0

_4H +\J(-4H)’ - 4(3)H*

h
2(3)
he 4H ++/16H? —12H?
6
he 4H +£/4H?
6
h_4Hi2H
—
Por lo tanto,
H
=H h,=—.
h y o h=-
Luego, la funcion V(h) tiene dos puntos criticos.
Calculamos la segunda derivada:
" 7R?
V'(h) = g (—4H +6h)
i) Sustituimos h = H en la segunda derivada:
2
V'(h) = ”HRZ (—4H +6H)
7R?
2
= 27|T_IR > 0.

Entonces V(h) tiene un minimo en hy,

84



i) Sustituimos h, = % en la segunda derivada:

7R? H
V'(h)= —4H +6—
( 2) H2 ( 3j

2
=”HR2 (—4H +2H)

7R?
2
:_27zR <0
H

Entonces V(h) tiene un maximo en hy,

. . - H .
Por lo que, el volumen maximo se obtiene para el cilindro de altura h, = 3 y de radio

r:gR
3

De lo anterior concluimos que dicho volumen maximo es:

R’ HYH
V(hz):ﬂ'F(H ——j ?

3
2 2
H"\3 3
_,,R_Z(i j
H2\ 27
=i7zHR2
27
Solucién 2:
Sea
f(r,h)=xr*h
Con la restriccion
r__R
H-h H’
Consideramos
r
r,h)=
9(rh)=5—
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Utilizamos el método de multiplicadores de Lagrange
Vi (r,h)=4vg(r,h).

Calculamos las primeras derivadas parciales,

CEGLD P AN _ e
or ch

ag(r,h) 1 8g(r,h): r
o  H-h oh  (H-h)"

Entonces,

2\ 1 r
(27zrh,7rr )—ﬁ[H —h,(H —h)zj-

Igualando las coordenadas y considerando la restriccion tenemos que,

27rrh:/1ﬁ (a)
r

zri =21 b
TED) (b)

r R
H-h H (c)

Despejamos A de (a)
izZﬂrh(H —h).

Sustituimos A en (b)

zr? = [Zﬁrh(H — h)](

wr? =[ 27r°h] (Hl_ 3

Sustituyendo h en (c)
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-

R
HH H
3
rzﬂ(H—ij
H 3
r:E(EH]
H\3
r:gR
3
Por lo que
w35
3 3 3
S
9 3
2=2 ZHR
27
Asi,
r=2R : hoH y zziszR.
3 3 27

Entonces tenemos v, = gR,i , g gR,E =B, S es la curva de nivel para g de valor
3 3 3 3 H
R

o Vg (v,)#0 yexiste l:%ﬂHzR.tal que Vf(v,)=4vg(v,).

Consideramos la funcion auxiliar
w(r,h)=f(r,h)-Ag(r,h)

=7zr2h—/1( ' j
H-h

El determinante hessiano limitado

0 _ag(r,h)  ag(rh)
or oh
[H|= _%(r.h) 62W(2’h) IW(EN)| ¢\ aluado en vV, Y A
or or oroh
ag(r,h)  o*w(r,h)  o*w(r,h)
~ oh oroh oh?

Calculamos las derivadas parciales de w (r,h)
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r H-h

a\Ng’h):anh—ﬁ(Lj aN(r,h)_ﬂrZ_/{[ r ]

2
8W(Z’h):2ﬂ'h 2 =" 3
or oh (H_h)

o*w(r,h) A

T
oroh (H—h)’

Por lo que el hessiano resultante es

S S
H—h (H-h)
‘ﬁ‘z ——1 27h 27r — >
H-h (H-h)

A 2Ar

- 2 zr— 2 - 3
(H-h) (H—h) (H-h)

1 1 =2Ar ||| T 22T — A

“H-h|| H=h{(H-hY (H-h)’ (H-hy’
el st e
(H-h)"| H-=h (H—=h) (H-h)

_ 2 2zr*  ar 2zr*  Ar  2r’zh
(H-hY (H-hY (H-hY (H-h) (H-h) (H-h)'
_ (jﬁr;)“ [2H —3h]
Evaluando en v, yen A4
R L
EH“
81

Entonces (% R%j es un maximo local para f|S , donde S es la curva de nivel para g de

R
valor —.
H

88



XXI.

Un comerciante de pintura tiene los siguientes gastos al comprar y distribuir x cajas de
pintura por semana:

e Costos fijos 1200 pesos.
e Costo de la pintura 60x pesos.

o ’2‘—4 pesos por semana por concepto de almacenamiento de inventario, manejo,

etcétera.
Semanalmente vende x cajas con un precio de p pesos por caja, donde

x = 2160 — 24p
Calcular el precio p al cual debe vender cada caja para hacer maxima la ganancia semanal.
Soluciénl:

El costo semanal esta dado por
2
C(x) = 1200 + 60x + .

El ingreso semanal por vender x cajas a p pesos cada una es

I(x) = px

_(2160—x>
22 )*

= —=)x.
- - - 24
Queremos maximizar la ganancia semanal que es:

G(x) =1(x)—C(x)

= (90—i)x— 1200+60x+x—2
N 24 24 )

Calculamos la primera derivada

, X X
G (X) = 90—%—2—60—E
= 30 —g
e igualamos a cero
x = 180.

Este es el valor critico

Calculamos la segunda derivada
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n 1
G (X) = —g.

Sustituyendo el valor critico en la segunda derivada

1
G"'(180) = —g <0.
Asi G tiene un maximo en

X = 180.

Entonces, el precio al que se debe vender la caja para que la ganancia semanal sea maxima
es de

180 = 2160 — 24p

24p = 1980
B 165
Solucion 2:
Sea

X2

f(x,p)=xp—-1200—-60x ——.
(X, p)=xp X >3

Con la restriccion
X+ 24p = 2160.

Consideramos
g(x, p)=x+24p.

Utilizamos el método de multiplicadores de Lagrange
Vi (%, p)=AVg(x, p).

Calculamos las primeras derivadas parciales,

M: p_60_l M:X
OX 12 op

a(xp)_, A(xP) _ oy
ox op '

Entonces,
X
—60——,x |=1(124).
[p P j (1,24)

Igualando las coordenadas y considerando la restriccion se tiene que,
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De (b) tenemos que

Sustituyendo A en (a)

Sustituyendo x en (c)

Por lo que

Asi,

Entonces tenemos V, :(

valor 2160, Vg(v,)=0 y existe 4 =% tal que Vf (v,)=4vg(v,).

X
p—60—-=21 (@)

12
x =242 (b)
x + 24p = 2160 (o)

A==
24

p_60_i=i
12 24

24p—-1440—-2x =X
X =8p—480.

8p —480+24p = 2160

32p =2640
_165
5
X =180.
165 15
x=180 =— A=—.
P 2 y 2

Consideramos la funcién auxiliar

w(x, p)=f(x p)-4g(x p)

2

X
= px—120—60x—— — (X —24
pX X ” (x p)

Y el determinante hessiano limitado

180,%), g (180, %) =2160, S es la curva de nivel para g de
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0 _ag(xp)  a9(xp)
OX op
‘ﬁ‘ _|_% (x.p) w(x.p) ow(xp) evaluadoenv,_ y A.
ox ox? OxXop °
_ag(xp) o*'w(x,p) o*w(x,p)
op oxop op?

Calculamos las derivadas parciales de w (x, p)

OW( X,
5‘W(X, p)zp_60—i—ﬂ, —( p):X—24/1
OX 12 op
ow(x,p) 1 o'w(x p) _

x 12 op’

o'w(x,p)

oxop

Por lo que el hessiano resultante es
0 -1 =24
— 1
|H]| 1 5 1
—24 1 0

Entonces (180,%) es un maximo local para f|S, donde S es la curva de nivel para g

de valor 2160. Por lo que, el precio al que se debe vender la caja para que la ganancia
semanal sea maxima es de
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XXII.

Un rayo de luz se refleja en un espejo como se muestra en la figura siguiente:
A

| d B
SWE

R
20

Encontrar el punto R de reflexion de tal manera que la distancia total d, + d, sea minima.
Solucién 1:
Sea

F(x) = /X2 +25+J(20-x)* +9.

Calculamos la primera derivada:
X —(20-x)

+
425 \[(20-x)° +9

f'(x) =

e igualamos a cero
x  (20-x)
VX425 [(20-x)’ +9

x1/(20— X)" +9 = (20— x)/x? + 25

X*((20-x)" +9)= (20— x)*(x* +25)

9x* = 25(20 - x)°
9" = 25(400-40x + x* )
10000 -1000x + (25— 9)x* =0
16x* ~1000x +10000 = 0
2x2 ~125x+1250 =0
125 +,125” -8(1250)
- 4
_ 125+ ,[125(45)
- 4
_125+3,[125(5)
4
_12513(25)
-

X

93



25 o
Entonces x, = 5 y X, =50, son los valores criticos.

Calculamos la segunda derivada

2 2 ~(20-x)’
NI, —(20-%)" +9 - ———"

X% +25 (20-x)°+9
25 +(20—x)2+9—(20—x)2

(x2 + 25)% ((20— x) + 9)3
% 9 |
(x*+25)° ((20—x)2+9)E

Sustituimos x, en la segunda derivada
f (%jz 25 ~+ J - >0.
2 2 2 2
[(25) +25] ((20—(25D +9J
2 2

Entonces en x, se alcanza un minimo. Desechamos el otro punto critico ya que por las
condiciones del problema no tiene sentido.

Observacion:

El punto critico es el valor x para el cual

X 20 —x
dy dy
Consideremos la figura
A
: d;q B
1 d [
! : '3
L a )
p R Q
20

Los triangulos APR y RQB son rectangulos, de donde

x
cosazd—1
y
20 —x
cosf = 4

Entonces el minimo se obtiene cuando
cosa = cosf
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Como ay p estanentre 0y % entonces el minimo se alcanza cuando a = f3, es decir,
cuando el &ngulo de incidencia es igual al angulo de reflexion.

Solucidn 2:

Sea

f(x, y):\fx2 +25 +\/y2 +9.
Con la restriccion
X+Yy=20.
Consideramos

a(x,y)=x+y.

Utilizamos el método de multiplicadores de Lagrange

VE (X y)=4Vg(x,y).
Calculamos las primeras derivadas parciales,

6f(x,y): X 8f(x,y)= y
ox Jx+25 oy y?+9
ag(x,y):1 ag(x,y):1

OX oy '

Entonces,

X y |
{\/x2+25 ’ \/y2+9J_/1(1’1)'

Igualando las coordenadas y considerando la restriccion tenemos que,

X

——=1 (a

Vx? + 25 )
> =) )
y*+9
x+y=20 (o)

Igualamos de (a) y (b)
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X .y
X2 +25 \Jy?+9
xz(y2 +9): yz(x2 +25)

x*y? +9x% = x*y? + 25y
9x? = 25y?
3x =5y

x—gy
3V

Sustituimos x en (c)

5

—y+y=20

3 yty
8
—y=20
3 y

15

Asi,

Entonces tenemos v, = (2?1?) , 0 (%%} =20. Ses la curva de nivel para g de valor

°_tal que Vf (v,)=4vg(v,).

2
J725
Consideramos la funcion auxiliar

w(x,y)=f(xy)-2g(xy)
—JX?+25 +\/y2 +9-A(x+Y).

20, Vg (v, )#0 yexiste 1=

Y el determinante hessiano limitado

a9 (x,y) a9 (xY)

0
OX oy
2 2
‘ﬁ‘z (%) 9 W()z( y) owixy) evaluadoen v,y A.
OX OX oxoy

_ag(xy) *w(x,y) ow(x,y)
oy OXoy oy*?

Calculamos las derivadas parciales de w(x, y)



ow(xy) X L i »
X Ix’+25 Y V1o
o*w(x,y) 25 o*w(x, y) g
X (x2+25) ¥ (yro)
o'w(x,y) 0
ooy
Por lo que el hessiano resultante es
0 -1 -1
25 )
g=| 3 9 25
|H| = (x2 4+ 25)2 -7 _ — i
1 1 9 (y2+9)2  (x%+25)2
(y2 +9)2
Evaluando en x = 2 Y= 15
2 2
7 9 25
=2~ 5 — 5~ 2-002>0.

2 2 2 2
() +9) (B +2s)
25 15 . .
Entonces (——] es un minimo local para f|S , donde S es la curva de nivel para g de

valor 20.
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Conclusiones

El primer problema con el que nos encontramos, en los ejemplos mostrados, es el
planteamiento de la funcién que se quiere optimizar y de la ecuacién que satisface la
restriccion del problema - esto es necesario para ambos métodos.

La ventaja de resolver problemas de optimizacion utilizando técnicas de calculo de una
variable, es que no hay que poseer grandes conocimientos de calculo, ya que con tener
claros los conceptos de la primera y segunda derivadas y el Criterio de la segunda derivada,
es mas que suficiente.

Una desventaja de dicho método, es que no siempre somos capaces de escribir una variable

en términos de otra, lo que provoca que no podamos continuar con la aplicacion del
método; otra es que en caso de poderse, la ecuacion resultante no es tan amigable para
calcular su derivada, lo que hace que la resolucion del problema se dificulte.

Ahora bien, el método de los Multiplicadores de Lagrange es utilizado para resolver
problemas de optimizacion de varias variables, para utilizar este método, es necesario tener
mas conocimientos de célculo, como son:

i) Las derivadas parciales,
i) La derivabilidad de funciones de varias variables,
iii) El Hessiano limitado

para probar si hay maximos o minimos.

Como este método transforma un problema de n variables con k restricciones a uno de n+k
variables sin restricciones, el problema se reduce a resolver un sistema de ecuaciones de
n+k variables, lo que algunas veces puede resultar un tanto tedioso. También, al realizar la
prueba del Hessiano, algunas veces puede complicarse por la naturaleza de las ecuaciones,
lo que podria hacer que la prueba fuese mas complicada que el problema mismo.

Por estas razones, no es posible decir que alguno de los dos métodos es absoluto, ambos
tienen sus ventajas y desventajas, si bien, el método de los Multiplicadores de Lagrange es
mucho mas potente, hay ocasiones en que resulta mucho mas facil resolver la restriccion
para alguna de las variables en términos de las otras y utilizar el calculo de una variable.
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