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3.3 Extensividad de la categoŕıa XΓ−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4 El producto tensorial en Ext 59
4.1 El cálculo de fracciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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Introducción

En el trabajo [15] de Gian-Carlo Rota, se hizo un análisis profundo de la Teoŕıa de
funciones de Möbius en matemáticas combinatorias y se comprobó su importancia. La
noción de álgebra de incidencia juega un papel importante dentro de esto.

Las categoŕıas de Möbius fueron introducidas por Leroux en [4] y abstraen la idea
de conjunto parcialmente ordenado y localmente finito; además les asocia un álgebra de
incidencia, donde se demuestra el principio de inversión de Möbius.

En el art́ıculo “The Hopf algebra of Möbius intervals” de Lawvere y Menni, se con-
struye un álgebra de Hopf H a través del enfoque objetivo aplicado a una categoŕıa
monoidal extensiva de objetos combinatorios, con valores en anillos apropiados, esencial-
mente abstráıdo de funtores combinatorios en los objetos. Ésta posee la propiedad que
para cualquier categoŕıa de Möbius C, existe un morfismo de álgebras del dual H∗ de H
al álgebra de incidencia de C. Además, el principio de inversión de Möbius en álgebras
de incidencia se sigue de un resultado de la inversión en H∗. Ellos creen que el ajuste
2-categórico correcto de algunos de sus resultados parece ser la 2-categoŕıa de categoŕıas
extensivas Ext y su producto tensorial.

En el trabajo, se supone que el lector está familiarizado con los conceptos básicos de
la Teoŕıa de categoŕıas como son: categoŕıas, subcategoŕıas, transformaciones naturales,
funtores, ĺımites, coĺımites, productos, coproductos, coproductos y productos fibrados,
categoŕıa rebanada, adjunciones, isomorfismo natural, etc. Las definiciones se pueden
encontrar en [1], [12] y [13].

Nuestro objetivo es construir esta estructura monoidal cerrada en la 2-categoŕıa Ext
dada por Gates en [6], y entender como se ajusta al problema de Lawvere y Menni, aunque
esto último no es tratado en la tesis.

En el primer caṕıtulo, damos la definición de categoŕıa extensiva, basándonos en la
definición dada en [18]; la cual abstrae la idea de que el coproducto en conjuntos y en
topoloǵıa es la unión disjunta. Dada la definición de categoŕıa extensiva, obtenemos al-
gunos resultados, uno de los cuales es que la suma es disjunta, además de ser distributiva
en caso de tener productos. Consideramos la categoŕıa de categoŕıas extensivas y funtores
que preservan sumas.

Dada una categoŕıa X , definimos la categoŕıa Fam(X ), la cual es folklore categórico, la
categoŕıa de familias finitas de elementos de X o la completación bajo coproductos finitos
de X ; la cual se prueba es extensiva, y vemos algunas propiedades de ésta en el caṕıtulo
2.

En el caṕıtulo 3, construimos la categoŕıa de fracciones, con la idea siguiente: Dada
una categoŕıa X y Γ una subclase de morfismos de la clase de morfismos de X , bajo
ciertas restricciones, podemos contruir una nueva categoŕıa XΓ−1, la cual “invierte” (en
cierto sentido) a los morfismos en Γ, llamada la categoŕıa de fracciones XΓ−1, la cual es
extensiva en caso de que X lo sea y Γ sea cerrada bajo sumas finitas. La definición dada
aqúı es la dual de la dada en [17] página 256. La construcción del producto tensorial en
Ext, radica en que podemos invertir cierta clase de morfismos en Fam(X×Y ), utilizando
la categoŕıa de fracciones. Es la analoǵıa a la construcción del producto tensorial para
grupos abelianos.

En el desarrollo de la tesis, veremos los aspectos técnicos de éstas ideas, concluyendo
en el caṕıtulo 4 con la construcción del producto tensorial en Ext.



Caṕıtulo 1

Categoŕıas extensivas

En este caṕıtulo vamos a ver un caso especial de categoŕıas utilizadas en este trabajo, las
cuales absatraen la idea de suma y producto de números como lo hacemos regularmente.
En estas categoŕıas es posible hacer “teoŕıa de números” y abstraer algunos resultados.
La definición que utilizamos es la dada en [18], y se puede consultar más sobre el tema en
[3].

Dados X una categoŕıa con sumas finitas y A,B ∈ X , podemos considerar el funtor
F : X/A×X/B X/(A+B)// , el cual a un par (f, g) ∈ X/A×X/B le asocia F (f, g) =
f + g; el único morfismo que hace conmutar los diagramas

Df +Dg A+B

Df A

f+g //

iDf

OO

f
//

iA

OO Df +Dg A+B

Dg B

f+g //

iDg

OO

g
//

iB

OO

Y dado un morfismo (x, y) : (f, g)→ (h, k) en X/A× X/B, le asigna el morfismo x+ y :
Df +Dg → Dh +Dk, el cual hace conmutar el diagrama

Df +Dg Dh +Dk

A+B

x+y //

f+g $$JJJJJ

h+kzzttttt

Se deja al lector demostrar que es funtor.
La siguiente definición expresa en términos de funtores, cuando un morfismo f : Df →

A+B se puede descomponer de tal manera que obtengamos dos morfismos f1 : Df1 → A
y f2 : Df2 → B; con la propiedad que Df1 +Df2 = Df y f1 + f2 = f , como la suma en las
categoŕıas Con y Top.

1.1 Definición

Definición 1.1 Categoŕıa extensiva
Una categoŕıa X se dice que es extensiva si tiene sumas finitas y ∀A,B ∈ X el funtor

F : X/A×X/B X/(A+B)// es una equivalencia de categoŕıas.

Al funtor anterior le llamaremos el funtor de comparación.
Véase que cuando se tiene sumas finitas, tenemos un objeto inicial en la categoŕıa, pues∑
∅A = 0 donde 0 es el objeto inicial de X . Observemos que, ∀A ∈ X , A + 0 ∼= A. Esto

1



2 Caṕıtulo 1. Categoŕıas extensivas

es fácil de comprobar con la definición de coproducto en una categoŕıa y demostrando que
A cumple con la propiedad universal del coproducto de A y 0.

A continuación veremos un teorema muy útil para comprobar si una categoŕıa es ex-
tensiva. Otro ejemplo de categoŕıa extensiva es la categoŕıa de gráficas finitas Graphf .

1.2 Teorema de equivalencia

El siguiente teorema es muy útil en este trabajo, puesto que nos da una caracterización
de las categoŕıas extensivas, la cual es más fácil de utilizar pues trabaja con los elementos
de la categoŕıa y no con funtores.

Teorema 1.2 Sea X una categoŕıa, entonces X es extensiva si y solo si se cumplen las
siguientes condiciones:

1. X tiene sumas finitas.

2. X admite productos fibrados a lo largo de inyecciones de sumas binarias.

3. Dado un diagrama conmutativo en X

X Z Y

A A+B B

// oo

���� ��
// oo

Si la parte de abajo es una suma, entonces los cudrados son productos fibrados si y
solo si la parte de arriba es una suma.

(=⇒) Supongamos que X es extensiva, con lo cual tiene sumas finitas. Veamos que se
cumple la condición (2). Supongamos que el funtor de comparación es una equivalencia
de categoŕıas; y por el teorema 1 del caṕıtulo IV, sección 4 de [12], pág. 91, tenemos que
F es parte de una adjunción de equivalencia 〈G,F, η, ε〉, donde la unidad η : Id ⇒ FG y
la counidad ε : GF → Id son isomorfismos naturales.

Supongamos que tenemos un diagrama de la forma

A A+B

Z

iA //

h

��

Veamos que este diagrama acepta un producto fibrado. Como h ∈ X/(A + B), entonces
(h1, h2) = G(h) ∈ X /A × X/B. Luego, como ηh : h ∼= h1 + h2, entonces Z ∼= Z1 + Z2.
Luego, tenemos el morfismo iZ1 : Z1 → Z1 + Z2. Veamos que el diagrama

A A+B

Z1 Z1 + Z2

iA //

h1

��

h1+h2

��

iZ1 //
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es un producto fibrado. Supongamos que tenemos un diagrama conmutativo

A A+B

W Z1 + Z2

iA //

w

��

h1+h2

��

g //

(1.1)

P.D. ∃!f : W → Z1 tal que el diagrama

A A+B

Z1 Z1 + Z2

W

iA //

h1

��

h1+h2

��

iZ1 //

g

!!

w

��

f

��????

conmuta.
Como W ∼= W + 0 e iW : W → W + 0 es el isomorfismo entre W y W + 0; tenemos

el morfismo g ◦ i−1
W : W + 0 → Z1 + Z2 Con lo cual, obtenemos el cuadrado conmutativo

conmutativo

W + 0

A+ 0

Z1 + Z2

A+B

w+!

��

g◦i−1
W //

IdA+!
//

h1+h2

��

Luego, g ◦ i−1
W ∈ X/(A+B), pues hace conmutar el diagrama

W + 0 Z1 + Z2

A+B

g◦i−1
W //

w+! ��????????

h1+h2����������

Además, los elementos (w+!) y (h1 + h2) vistos bajo la equivalencia de X/(A + B) y
(X/A × X/B), son (w, !) y (h1, h2) respectivamente, entonces existen morfismos g1 y
g2 ∈ X tales que los diagramas

W Z1

A

g1 //

w

��77777777777

h1

�������������
0 Z2

B

g2 //

!

��77777777777

h2

�������������

(1.2)

conmutan y g ◦ i−1
W = g1 + g2. Además, tenemos que g2 =!, con lo cual g ◦ i−1

W = g1+!.
Proponemos a g1 como el morfismo buscado. Veamos que es única con la propiedad de
que el diagrama

A A+B

Z1 Z1 + Z2

W

iA
//

h1

��

h1+h2

��

iZ1 //

g

!!

w

��

g1
��????

(1.3)



4 Caṕıtulo 1. Categoŕıas extensivas

conmuta. Por (1.2), tenemos la parte izquierda del diagrama (1.3). Observando el siguiente
diagrama conmutativo

W Z1

W + 0 Z1 + Z2

g1 //

iW

��

iZ1

��g1+!//

tenemos que iZ1 ◦ g1 = (g1+!) ◦ iW = (g ◦ i−1
W ) ◦ iW = g, con lo cual tenemos la parte

de arriba de (1.3), obteniendo que el diagrama (1.3) conmuta. Veamos la unicidad de g1.
Supongamos que existe k : W → Z1 tal que el diagrama

A A+B

Z1 Z1 + Z2

W

iA //

h1

��

h1+h2

��

iZ1 //

g

!!

w

��

k
��????

conmuta. Como los diagramas

W Z1

A

k //

w

��77777777777

h1

�������������
0 Z2

B

! //

!

��77777777777

h2

�������������

conmutan, entonces el diagrama

W + 0 Z1 + Z2

A+B

k+! //

h1+h2����������

w+! ��???????? (1.4)

conmuta. Además tenemos que iZ1 ◦ k = g, con lo cual (iZ1 ◦ k) ◦ i−1
W = g ◦ i−1

W = g1+!,
entonces, (iZ1 ◦ k) = (g1+!) ◦ iW , i.e, el diagrama

W W + 0

Z1 Z1 + Z2

iW //

k

��

iZ1

//

g1+!

��

conmuta. Con esto obtenemos que el siguiente diagrama conmuta

W + 0 W + 0

Z1 + Z2 Z1 + Z2

IdW+0 //

k+!

��

IdZ1+Z2

//

g1+!

��
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entonces k+! = g1+!, y como k+! hace conmutar el diagrama (1.4), con lo cual, por la
biyección entre X/(A + B)(w+!, h1 + h2) ∼= X/A(w, h1) × X/B(!, h2) (en particualr la
unicidad), tenemos que k = g1. Esto demuestra la unicidad. La demostración que la
inyección de B en A+B acepta un producto fibrado es análoga.
∴ X acepta productos fibrados a lo largo de las inyecciones.
Ahora veamos que se cumple la condición (3). Sea

X Z Y

A A+B B

a // boo

h

��

f

��

g

��

iA
//

iB
oo

un diagrama conmutativo tal que la parte de abajo es una suma.
P.d Los cuadrados son productos fibrados sii la parte de arriba es una suma.

Demostración:
(=⇒) Supongamos que los cuadrados son productos fibrados. Como el funtor F es una

equivalencia de categoŕıas, tenemos que h ∼= FG(h) = h1 + h2. Luego, Z ∼= Z1 + Z2, con
Z1 el dominio de h1 y Z2 el dominio de h2. Por lo hecho anteriormente, los productos
fibrados son de la forma

Z1 Z Z2

A A+B B

iZ1 //
iZ2oo

h

��

h1

��

h2

��
// oo

Por la propiedad universal del producto fibrado, tenemos que Z1
∼= X y Z2

∼= Y de donde
se deduce que Z ∼= X + Y , entonces tenemos que la parte de arriba es una suma.

(⇐=) Ahora supongamos que en el diagrama dado, la parte de arriba es una suma, en-
tonces para demostrar que los cuadrados son productos fibrados, basta ver la demostración
de la condición (2) que acabamos de hacer, se vió que la suma es un producto fibrado.
∴ si X es extensiva, entonces se cumplen las condiciones 1,2 y 3.

(⇐=) Ahora veamos que si se cumplen 1,2 y 3, entonces la categoŕıa es extensiva.
Claramente por la condición 1, X tiene sumas finitas. Sea h : Z → A + B; por la
condición 2, sabemos que existen los productos fibrados a lo largo de las inyecciones, es
decir, existen los productos fibrados

Z1

A

Z

A+B

h1

��

k //

iA
//

h

��

Z2

B

Z

A+B

h2

��

l //

iB
//

h

��

Definimos el funtor G : X/(A+B) X/A×X/B// como G(h) = (h1, h2) en los

objetos. Si tenemos un morfismo f : h → g en X/(A + B), es decir, un diagrama
conmutativo de la forma

Z L

A+B

f //

g
����������

h ��???????? (1.5)
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Tenemos los siguientes diagramas en los cuales los cuadrados son productos fibrados

Z1 Z Z2

A A+B B

k // loo

h

��

h1

��

h2

��iA // iBoo

L1 L L2

A A+B B

s // poo

g

��

g1

��

g2

��iA // iBoo

y como tenemos que el diagrama (1.5) conmuta, esto produce que el diagrama

Z1 L Z2

A A+B B

f◦k // f◦loo

g

��

h1

��

h2

��

iA
//

iB
oo

conmute; luego, por la propiedad universal del producto fibrado, ∃!f1 : Z1 → L1 y ∃!f2 :
Z2 → L2 tales que el diagrama

L1 L L2

A A+B B

Z1 Z2

s // poo

g

��

g1

��

g2

��iA // iBoo

f1
��????

f◦k

##

h1

��

f2
������

h2

��

f◦l

{{
(1.6)

conmuta. Entonces definimos G(f) = (f1, f2), aśı actúa G en morfismos. Que manda
identidades en identidades es fácil de ver. Para ver que abre composiciones, supongamos
que el diagrama

K L M

A+B

f // g //

k ##GGGGGGGGGG

l

��
m

{{wwwwwwwwww

conmuta y que tenemos diagramas conmutativos donde los cuadrados son productos fibra-
dos

K1 K K2

A A+B B

L1 L2 L

A A+B B

M1 M M2

A A+B B

p //

k1

��

qoo

k

��

k2

��

iA
//

iB
oo

r //

l1

��

soo

l

��

l2

��

iA
//

iB
oo

t //

m1

��

uoo

m

��

m2

��

iA
//

iB
oo
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Viendo que el siguiente diagrama conmuta

M1 M M2

A A+B B

K1 K2

t // uoo

m

��

m1

��

m2

��iA // iBoo

g1◦f1
$$JJJJJJ

(g◦f)◦p

%%

k1

��

g2◦f2
zztttttt

k2

��

(g◦f)◦q

yy

obtenemos lo deseado, donde g1, g2, f1, f2 están definidos como en (1.6) y utilizando la
propiedad universal del producto fibrado.

Ahora veamos que FG y GF son naturalmente isomorfos a las identidades correspon-
dientes. Sea h ∈ X/(A+B), la definición de G(h) es el par de morfismos tales que hacen
conmutar el diagrama

X1 X X2

A A+B B

k // loo

h1

��

h

��

h2

��

iA
//

iB
oo

donde los cuadrados son productos fibrados. Con esto obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo

X1 +X2 X

A+B

[k,l] //

h1+h2

��77777777777

h

�������������

Luego, por la condición 3, tenemos que el morfismo inducido [k, l] : X1 + X2 → X es
un isomorfismo, con lo cual FG(h) = F (h1, h2) = h1 + h2

∼= h. Definimos εh = [k, l], el
morfismo inducido por el coproducto. Ahora veamos que este isomorfismo es natural. Sea
f : h→ g un morfismo en X/(A + B); entonces G(h) = (h1, h2) y G(g) = (g1, g2) son los
pares de morfismos que hacen conmutar los diagramas

X1 X X2

A A+B B

Z1 Z Z3

A A+B B

k //

h1

��

loo

h

��

h2

��

iA
//

iB
oo

r //

g1

��

soo

g

��

g2

��

iA
//

iB
oo

con cuadrados productos fibrados. La definición de G(f) = (f1, f2) es el único par de
morfismos que hacen conmutar el diagrama

Z1 Z Z2

A A+B B

X1 X2

r //

g1

��

soo

g

��

g2

��

iA
//

iB
oo

f1
��????

h1

��

f◦k

!!
f2
������

h2

��

f◦l

}}

(1.7)
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P. D. El siguente diagrama

FG(h) h

FG(g) g

εh //

FG(f)

��

εg
//

f

��

conmuta. Este diagrama se traduce al diagrama

h1 + h2 h

g1 + g2 g

[k,l] //

f1+f2

��

[r,s]
//

f

��

el cual a su vez se traduce en el diagrama

X1 +X2 X

Z1 + Z2 Z

[k,l] //

f1+f2

��

[r,s]
//

f

��

(1.8)

Ahora bien, como los siguientes diagramas conmutan por (1.7)

X1 +X2 X

Z1 + Z2 Z

X1

Z1

[k,l] //

f1+f2

��

[r,s]
//

f

��

iX1

��????????

f1

�� iZ1

??�������� r

::

k

$$
X1 +X2 X

Z1 + Z2 Z

X2

Z2

[k,l] //

f1+f2

��

[r,s]
//

f

��

iX1

��????????

f2

�� iZ2

??�������� s

::

l

$$

utilizando la propiedad universal del coproducto, obtenemos que el diagrama (4.3) con-
muta; i.e ε es transformación natural.

Ahora bien, sea (h1, h2) ∈ X/A × X/B con dominio (X1, X2); entonces GF (h1, h2) =
G(h1 + h2) = (x1, x2) es el único par de morfismos que hacen conmutar el diagrama

Z1 X1 +X2 Z2

A A+B B

k1 //

x1

��

k2oo

h1+h2

��

x2

��

iA
//

iB
oo
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con cuadrados productos fibrados. Por la condición (2), sabemos que en el diagrama
conmutativo

X1 X + Y X2

A A+B B

iX1 //

h1

��

iX2oo

h1+h2

��

h2

��

iA
//

iB
oo

los cuadrados son productos fibrados. Luego, por la propiedad universal del producto
fibrado existe un único par de isomorfismos (p1, p2) tal que el diagrama

Z1 X1 +X2 Z2

A A+B B

X1 X2

k1//

x1

��

k2oo

h1+h2

��

x2

��

iA
//

iB
oo

p1
��????

h1

��

iX1

!!
p2
������

h2

��

iX2

}}

(1.9)

conmuta. De este diagrama obtenemos un isomorfismo (p1, p2) : (h1, h2) → (x1, x2) en
X/A × X/B. Definimos η : Id ⇒ GF en la instancia (h1, h2) como η(h1,h2) = (p1, p2), el
morfismo definido por la propiedad universal del producto fibrado. Además, obtenemos
que los diagramas

Z1 X1

A

p−1
1 //

x1 ��????

h1������
Z2 X2

B

p−1
2 //

x2 ��????

h2������
(1.10)

conmutan. Veamos que η es natural:
Sea (f1, f2) : (h1, h2) → (g1, g2) en X/A × X/B con dominio (X1, X2) y (Y1, Y2) respec-
tivamente. Sabemos que GF (h1, h2) = (x1, x2) y GF (g1, g2) = (y1, y2), donde estos pares
de morfismos son únicos con la propiedad de que los diagramas

Z1 X1 +X2 Z2

A A+B B

k1 //

x1

��

k2oo

h1+h2

��

x2

��

iA
//

iB
oo

W1 Y1 + Y2 W2

A A+B B

j1 //

y1

��

j2oo

g1+g2

��

y2

��

iA
//

iB
oo

(1.11)

conmutan. Tenemos GF (f1, f2) = G(f1 + f2) = (f̂1, f̂2), donde este par de morfismos
es el único con la propiedad de que el diagrama

W1 Y1 + Y2 W2

A A+B B

Z1 Z2X1 +X2

k1 //

y1

��

k2oo

h1+h2

��

y2

��

iA
//

iB
oo

f̂1

��4444444

x1

��

k1 //

f̂2

��








x2

��

k2oo

f1+f2

��

(1.12)
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conmuta. Además, tenemos que η(h1,h2) = (p1, p2) y η(g1,g2) = (q1, q2) son los únicos
isomorfismos que hacen conmutar los diagramas

Z1 X1 +X2 Z2

A A+B B

X1 X2

k1//

x1

��

k2oo

h1+h2

��

x2

��

iA
//

iB
oo

p1
��????

h1

��

iX1

!!
p2
������

h2

��

iX2

}}
W1 Y1 + Y2 W2

A A+B B

Y1 Y2

j1 //

y1

��

j2oo

g1+g2

��

y2

��

iA
//

iB
oo

q1
��????

g1

��

iY1

!!
q2
������

g2

��

iY2

}}

(1.13)
P.D. El diagrama

(h1, h2) GF (h1, h2)

(g1, g2) GF (g1, g2)

η(h1,h2)//

(f1,f2)

��

GF (f1,f2)

��

η(g1,g2)
//

(1.14)

conmuta. Este se traduce en que el diagrama

(h1, h2) (x1, x2)

(g1, g2) (y1, y2)

(p1,p2) //

(f1,f2)

��

(f̂1,f̂2)

��

(q1,q2)
//

conmute; el cual a su vez, se traduce en la conmutatividad de los diagramas

X1 Z1

Y1 W1

p1 //

f1

��

f̂1

��

q1
//

X2 Z2

Y2 W2

p2 //

f2

��

f̂2

��

q2
//

(1.15)

Utilizando los diagramas (1.10) y el diagrama (1.13); y que los diagramas

X1 Y1

A

f1 //

h1 ��????
g1������

X1 Y1

A

f1 //

h1 ��????
g1������

conmutan, obtenemos que el diagrama

W1 Y1 + Y2 W2

A A+B B

Z1 Z2X1 +X2

k1 //

y1

��

k2oo

h1+h2

��

y2

��

iA
//

iB
oo

q1◦(f1◦p−1
1 )

��;;;;;;;;

x1

��

k1 //

q2◦(f2◦p−1
2 )

����������

x2

��

k2oo

f1+f2
��
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conmuta, con lo cual f̂1 = (q1 ◦ f1) ◦ p−1
1 y f̂2 = (q2 ◦ f2) ◦ p−1

2 ; i.e. el diagrama (1.15)
conmuta.
∴ η : Id⇒ GF es natural.
∴ existe un funtor G : X/(A + B) → X/A × X/B e isomorfismos naturales FG ∼= Id y
GF ∼= Id.
∴ F es una equivalencia de categoŕıas. �

1.3 Propiedades básicas de las categoŕıas extensivas

Lema 1.3 Si la categoŕıa X es extensiva y A ∈ X entonces la categoŕıa rebanada X/A es
extensiva.

Demostración Es suficiente con observar que si f ∈ (X/A) con dominio B, entonces
(X/A)/f ∼= X/B.�

Definición 1.4 Sean X y Y categoŕıas con sumas finitas y F : X → Y un funtor. Dec-
imos que F preserva sumas finitas si dado un diagrama suma 〈fi : Xi → X〉i∈I con I
finito, se cumple que el diagrama 〈F (fi) : F (Xi)→ F (X)〉i∈I es un diagrama suma.

Observación 1.5 Sean X ,Y ,Z categoŕıas con sumas finitas y F : X → Y, G : Y → Z
funtores que preservan sumas. Entonces GF preserva sumas.

Es inmediato de la definición de funtor que preserva sumas, demostrar esta observación.
Gracias a esta observación, podemos considerar la 2-categoŕıa Ext; la categoŕıa de cate-
goŕıas extensivas, funtores que preservan sumas y transformaciones naturales. Deseamos
construir el producto tensorial en ésta categoŕıa.

Dadas dos categoŕıas extensivas, podemos considerar la categoŕıa de funtores que van
de X a Y que preservan sumas Ext[X ,Y ], la cual, como a continuación veremos, hereda
esta propiedad.

Teorema 1.6 Sean X y Y categoŕıas extensivas, entonces la categoŕıa Ext[X ,Y ] es ex-
tensiva.

Demostración:

Veamos que Ext[X ,Y ] posee sumas finitas. Sean F1, F2 ∈ Ext[X ,Y ], definimos F1+F2 :
X → Y , en un objeto A ∈ X como (F1 + F2)(A) = F1(A) + F2(A) y en un morfismo
f : A → B como (F1 + F2)(f) = F1(f) + F2(f), veamos que con esta definición, F1 + F2

es funtor. Sea A ∈ X y el morfismo IdA, entonces (F1 + F2)(IdA) = F1(IdA) + F2(IdA) =
IdF1(A)+IdF2(A) = IdF1(A)+F2(A), donde la última igualdad resulta de la propiedad universal
del coproducto. Ahora, si tenemos un par de morfismos f : A → B y g : B → C en X ,
entonces tenemos que (F1 + F2)(g ◦ f) = F1(g ◦ f) + F2(g ◦ f) es el morfismo que hace
conmutar los diagramas

F1(A) + F2(A) F1(C) + F2(C)

F1(A) F1(C)

F1(g◦f)+F2(g◦f)//

iF1(A)

OO

F1(g◦f) //

iF1(C)

OO
F1(A) + F2(A) F1(C) + F2(C)

F2(A) F2(C)

F1(g◦f)+F2(g◦f)//

iF2(A)

OO

F2(g◦f) //

iF2(C)

OO
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Sabemos que el morfismo F1(f) + F2(f) hace conmutar los diagramas

F1(A) + F2(A) F1(B) + F2(B)

F1(A) F1(B)

F1(f)+F2(f) //

iF1(A)

OO

F1(f) //

iF1(B)

OO
F1(A) + F2(A) F1(B) + F2(B)

F2(A) F2(B)

F1(f)+F2(f) //

iF2(A)

OO

F2(f) //

iF2(B)

OO

(1.16)
Y además el morfismo F1(g) + F2(g) hace conmutar los diagramas

F1(B) + F2(B) F1(C) + F2(C)

F1(B) F1(C)

F1(g)+F2(g) //

iF1(B)

OO

F1(g) //

iF1(C)

OO
F1(B) + F2(B) F1(C) + F2(C)

F2(B) F2(C)

F1(g)+F2(g) //

iF2(B)

OO

F2(g) //

iF2(C)

OO

(1.17)
Uniendo el diagrama de la derecha con el de la derecha y el diagrama de la izquierda con
el de la izquierda de (1.16) y de (1.17), obtenemos que los diagramas

F1(A) + F2(A) F1(C) + F2(C)

F1(A) F1(C)

(F1+F2)(g)◦(F1+F2)(f)//

iF1(A)

OO

F1(g)◦F1(f) //

iF1(C)

OO

(1.18)

F1(A) + F2(A) F1(C) + F2(C)

F2(A) F2(C)

(F1+F2)(g)◦(F1+F2)(f)//

iF2(A)

OO

F2(g)◦F2(g) //

iF2(C)

OO

(1.19)

conmutan. Luego, como F1 y F2 son funtores, obtenemos que F1(g) ◦ F1(f) = F1(g ◦ f)
y F2(g) ◦ F2(f) = F2(g ◦ f); entonces, los diagramas (1.18) y (1.19) son en realidad los
diagramas

F1(A) + F2(A) F1(C) + F2(C)

F1(A) F1(C)

(F1+F2)(g)◦(F1+F2)(f)//

iF1(A)

OO

F1(g◦f) //

iF1(C)

OO

F1(A) + F2(A) F1(C) + F2(C)

F2(A) F2(C)

(F1+F2)(g)◦(F1+F2)(f)//

iF2(A)

OO

F2(g◦f) //

iF2(C)

OO

Por la unicidad del morfismo inducido por la propiedad universal del coproducto, tenemos
que (F1(g) + F2(g)) ◦ (F1(f) + F2(f)) = F1(g ◦ f) + F2(g ◦ f), es decir (F1 + F2)(g ◦ f) =
(F1 + F2)(g) ◦ (F1 + F2)(f). Con esto obtenemos que F1 + F2 es funtor.
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Ahora bien, si A,B ∈ X , entonces (F1 + F2)(A + B) = F1(A + B) + F2(A + B) ∼=
(F1(A) + F1(B)) + (F2(A) + F2(B)) ∼= (F1 + F2)(A) + (F1 + F2)(B), i.e. F1 + F2 respeta
sumas. Se deja al lector verificar los detalles.

Definimos las inclusiones iF1 e iF2 , como las transformaciones naturales que en cada
A ∈ X , asocia los morfismos iF1(A) e iF2(B). La naturalidad es consecuencia inmediata de
la propiedad universal del coproducto en Y .

Veamos que F1 + F2 posee la propiedad universal del coproducto.
Sea G : X → Y un funtor, η : F1 ⇒ G y τ : F2 ⇒ G transformaciones naturales.

P.D ∃!µ : F1 + F2 ⇒ G transformación natural, tal que los diagramas

F1 + F2 G

F1

µ //

iF1

OO

η

::ttttttttttttttttt

F1 + F2 G

F2

µ //

iF2

OO

τ

::ttttttttttttttttt

(1.20)

conmutan.
Demostración.
Como tenemos las transformaciones naturales η y τ , entonces para cada A ∈ X , tenemos
morfismos ηA : F1(A) → G(A) y τA : F2(A) → G(A). Como Y es extensiva, ∃!µA :
F1(A) + F2(A)→ G(A) tal que hace conmutar los diagramas

F1(A) + F2(A) G(A)

F1(A)

µA //

iF1(A)

OO

ηA

::tttttttttttttt

F1(A) + F2(A) G(A)

F2(A)

µA //

iF2(A)

OO

τA

::tttttttttttttt

(1.21)

Definimos a µ en cada instancia como µA, es decir el morfismo que existe bajo la propiedad
universal del coproducto. Sea f : A→ B en X . P.D. el diagrama

F1(A) + F2(A) G(A)

F1(B) + F2(B) G(B)

µA //

F1(f)+F2(f)

��

µB
//

G(f)

��

(1.22)

conmuta. Para esto, observemos los siguientes diagramas conmutativos

F1(A) + F2(A) G(A)

F1(B) + F2(B) G(B)

F1(A)

F1(B)

µA //

F1+F2(f)

��

µB
//

G(f)

��

iF1(A)

��??????? ηA

$$

F1(f)

�� iF1(B)

??�������
ηB

::

F1(A) + F2(A) G(A)

F1(B) + F2(B) G(B)

F2(A)

F2(B)

µA //

F1+F2(f)

��

µB
//

G(f)

��

iF2(A)

��??????? τA

$$

F2(f)

�� iF2(B)

??�������
τB

::
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Con esto obtenemos que (G(f) ◦ µA) ◦ iF1(A) = (µB ◦ (F1 + F2(f))) ◦ iF1(A) y (G(f) ◦ µA) ◦
iF2(A) = (µB ◦ (F1 + F2(f))) ◦ iF2(A), con lo cual por la propiedad universal de la suma,
obtenemos que G(f) ◦µA = µB ◦ (F1 +F2)(f), y por lo tanto el diagrama (1.22) conmuta.
∴ µ : F1 + F2 ⇒ G es transformación natural.
La unicidad de µ es fácil de demostrar y se deja al lector.
∴ Ext[X ,Y ] tiene sumas finitas.

Observemos que Ext[X ,Y ] tiene objeto inicial, el funtor F0 : X → Y , tal que ∀ A ∈ X ,
F0(A) = 0; y a todo morfismo le asocia el morfismo Id0; donde 0 es el objeto inicial
en Y . Es claro que respeta sumas, y es inicial puesto que para cualquier otro funtor
F : X → Y , tenemos la transformación natural ! : F0 ⇒ F definida en cada instancia
como ! : 0→ F (A). Se deja al lector verificar este hecho.

Ahora veamos que cumple la condición (2) del teorema (1.2). Si tenemos un diagrama

F1 F1 + F2

G

iF1

//

η

��

(1.23)

Donde F1, F2, G ∈ Ext[X ,Y ], η es una transformación natural e iF1 la transformación
natural inclusión definida anteriormente. Para cada A ∈ X , existe un diagrama

F1(A) F1(A) + F2(A)

G(A)

iF1(A)

//

ηA

��

en Y ; que por ser extensiva, tiene productos fibrados a lo largo de inyecciones de la forma

F1(A) F1(A) + F2(A)

G(A)H(A)

iF1(A)

//

ηA

��

ϕA

��

µA //

Esto para cada A ∈ X . Observemos que si tenemos un morfismo f : A → B en X ,
entonces tenemos morfismos G(f) : G(A)→ G(B), F1(f) : F1(A)→ F1(B) y (F1+F2)(f) :
(F1 + F2)(A)→ (F1 + F2)(B), los cuales hacen conmutar el diagrama

F1(B) F1(B) + F2(B)

G(B)H(A)

iF1(B)

//

ηB

��

F1(f)◦ϕA

��

G(f)◦µA //

Utilizando la naturalidad de η y iF1 obtenemos, ηB◦(G(f)◦µA) = ((F1+F2)(f)◦ηA))◦µA =
(F1 + F2)(f) ◦ (iF1(A) ◦ ϕA) = iF1(B) ◦ (F1(f) ◦ ϕA). Luego, por la propiedad universal del
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producto fibrado, ∃!f̂ : H(A)→ H(B) tal que hace conmutar el diagrama

F1(B) F1(B) + F2(B)

G(B)H(B)

H(A)

iF1(B)

//

ηB

��

ϕB

��

µB //

f̂
$$JJJJ

F1(f)◦ϕA

��

G(f)◦µA

''

Definimos H(f) = f̂ , el morfismo que existe por la propiedad universal del producto
fibrado de la manera anterior. Observemos que si H es funtor, de este último diagrama
obtenemos autómaticamente la naturalidad de ϕ y µ. Es claro que H manda identidades a
identidades, solo veamos que abre composiciones. Sean f : A→ B y g : B → C morfismos
en X , por definición H(g ◦ f) es el único morfismo que hace conmutar el diagrama

F1(C) F1(C) + F2(C)

G(C)H(C)

H(A)

iF1(C)

//

ηC

��

ϕC

��

µC //

H(g◦f)

��???????

F1(g◦f)◦ϕA

��

G(g◦f)◦µA

$$

(1.24)

Fijándonos en el siguiente diagrama conmutativo

F1(C) F1(C) + F2(C)

G(C)H(C)

H(B)

H(A)

G(B)

G(A)

F1(B)

F1(A)

iF1(C)

//

ηC

��

ϕC

��

µC //

H(g)

��???????

µB //

ϕB

��

F1(g) ��???????

F1(f) ��???????

ϕA

��

µA //

H(f)

��???????
G(f)

��???????

G(g)

��???????
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y utilizando que F1 y G son funtores, tenemos que F1(g ◦ f) = F1(g) ◦ F1(f) y G(g ◦ f) =
G(g) ◦G(f). Entonces el diagrama anterior se traduce en el diagrama conmutativo

F1(C) F1(C) + F2(C)

G(C)H(C)

H(A)

iF1(C)

//

ηC

��

ϕC

��

µC //

H(g)◦H(f)

��???????

F1(g◦f)◦ϕA

��

G(g◦f)◦µA

$$

Luego, por la propiedad universal expresada en el diagrama (1.24), se tiene que H(g◦f) =
H(g) ◦H(f), con lo cual H es funtor.
Análogamente, construimos el funtor I : X → Y definido por el producto fibrado para
cada A ∈ X del diagrama

F1 + F2(A) F2(A)

G(A)

iF1(A)oo

ηA

��

con sus respectivas transformaciones naturales θ : I ⇒ G y ξ : I ⇒ F2 tal que el diagrama

F1 + F2 F2

G I

iF2oo

η

��
ξ

��

θoo

conmuta. Luego, para cada A ∈ X , tenemos el diagrama conmutativo

H(A) G(A) I(A)

F1(A) F1 + F2(A) F2 + F2(A)

µA // θAoo

iF1(A)

//
iF2(A)

oo

ϕA

��

ηA

��

ξA

��

Donde los cuadrados son productos fibrados, y por la extensividad de Y , [µA, θA] : H(A)+
I(A) ∼= G(A). Consideremos el diagrama conmutativo

H(A) +H(B) G(A) +G(B) I(A) + I(B)

F1(A) + F1(B) F1(A) + F1(B) + F2(A) + F2(B) F2(A) + F2(B)

µA+µB // θA+θBoo

iF1(A)+iF1(B)

//
iF2(A)+iF2(B)

oo

ϕA+ϕB

��

ηA+ηB

��

ξA+ξB

��

(1.25)
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donde el renglón de abajo y el renglón de arriba son sumas y utilizando la extensividad de
Y , los cuadrados son productos fibrados. Ahora, utilizando que F1, F2 y G abren sumas;
obtenemos el diagrama conmutativo

H(A) +H(B) G(A+B) I(A) + I(B)

F1(A+B) F1(A) + F1(B) + F2(A) + F2(B) F2(A+B)

[G(iA),G(iB)]◦(µA+µB) // [G(iA),G(iB)]◦(θA+θB)oo

iF1(A+B)

//
iF2(A+B)

oo

[F1(iA),F1(iB)]−1◦(ϕA+ϕB)

��

ηA+B

��

[F2(iA),F2(iB)]−1◦(ξA+ξB)

��

y los cuadrados son productos fibrados; luego, H(A)+H(B) ∼= H(A+B) e I(A)+I(B) ∼=
I(A+B), con lo cual H, I ∈ Ext[X ,Y ].

Ahora veamos que estos diagramas son el producto fibrado en la categoŕıa Ext[X ,Y ].
Solo lo haremos para H y se deja al lector demostrarlo para I.

Sean J ∈ Ext[X ,Y ] y α, β transformaciones naturales tales que el diagrama

J G

F1 F1 + F2

α //

β

��

iF1

//

η

��

conmuta. Entonces, para cada A ∈ X tenemos que el diagrama

J(A) G(A)

F1(A) F1 + F2(A)

αA //

βA

��

iF1
(A)
//

ηA

��

conmuta, con lo cual tenemos que para cada A ∈ X , ∃! γA : J(A) → H(A) tal que el
diagrama

H(A) G(A)

F1(A) (F1 + F2)(A)

J(A) αA

%%

βA

��

iF1
(A)
//

ηA

��

µA //

ϕA

��

γA ""EEEE

conmuta. Veamos que si definimos γ : J ⇒ H en cada instancia como γA, ésta es natural.
Sea f : A→ B. P.D. El diagrama

J(A) H(A)

J(F ) H(B)

γA //

J(f)

��

γB
//

G(f)

��
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conmuta.
Demostración.
Por hipótesis, tenemos que γB es el único morfismo que hace conmutar el diagrama

H(B) G(B)

F1(B) (F1 + F2)(B)

J(B) αB

%%

βB

��

iF1
(B)
//

ηB

��

µB //

ϕB

��

γB ""EEEE

con lo cual J(f) ◦ γB es el único morfismo que hace conmutar el diagrama

H(B) G(B)

F1(B) (F1 + F2)(B)

J(A) J(f)◦αB

%%

J(f)◦βB

��

iF1
(B)
//

ηB

��

µB //

ϕB

��

J(f)◦γB
""EEEE

(1.26)

Por otro lado, tenemos que H(f) hace conmutar el diagrama

H(B) G(B)

F1(B) (F1 + F2)(B)

H(A) G(A)

F1(A)

ϕA

��

µA //
G(f)

""EEEE

F1(f) ""
EEEE

iF1
(B)
//

ηB

��

µB //

ϕB

��

H(f)

""EEEE

y γA hace conmutar el diagrama

H(A) G(A)

F1(A) (F1 + F2)(A)

J(A) αA

%%

βA

��

iF1
(A)
//

ηA

��

µA //

ϕA

��

γA ""EEEE

De estos dos últimos diagramas, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

H(B) G(B)

F1(B) (F1 + F2)(B)

H(A) G(A)

F1(A)

J(A)

ϕA

��

µA //
G(f)

""EEEE

F1(f) ""
EEEE

iF1
(B)
//

ηB

��

µB //

ϕB

��

H(f)

""EEEE

γA
""EEEE

βA

��

αA

%%

(1.27)
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Luego, por la naturalidad de α y de β, tenemos los siguientes diagramas conmutativos

J(A) G(A)

J(F ) G(B)

αA //

J(B)

��

αB

//

G(f)

��

J(A) F1(A)

J(B) F1(B)

βA //

J(f)

��

βB
//

G(f)

��

Entonces el diagrama (1.27), se traduce en el diagrama conmutativo

H(B) G(B)

F1(B) (F1 + F2)(B)

J(A) J(f)◦αB

%%

J(f)◦βB

��

iF1
(B)
//

ηB

��

µB //

ϕB

��

γA◦H(f)

""EEEE

Luego, tenemos que γA ◦H(f) hace conmutar al diagrama (1.26), con lo cual γA ◦H(f) =
J(f) ◦ γB.
∴ γ es natural. La unicidad de γ es inmediata de la propiedad universal del producto
fibrado. Con esto obtenemos que el diagrama

H G

F1 F1 + F2

µ //

ϕ

��

η

��

iF1

//

es un producto fibrado en Ext[X ,Y ].
∴ Ext[X ,Y ] cumple la condición (2) de (1.2).

Ahora, supongamos que tenemos un diagrama conmutativo

G I H

F1 F1 + F2 F2

ϕ // θoo

η

��

µ

��

iF1

//
iF2

oo

τ

��

(1.28)

en Ext[X ,Y ]. Supongamos que el renglón de arriba es una suma, i.e I = G + H y ϕ, θ
son las inclusiones. P.D. Los cuadrados son productos fibrados.
Demostración.

Para cada A ∈ X , tenemos que el diagrama

G(A) G(A) +H(A) H(A)

F1(A) F1(A) + F2(A) F2(A)

iG(A) //
iI(A)oo

η

��

µ

��

iF1(A)

//
iF2(A)

oo

ηA+µA

��
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conmuta. Luego, como Y es extensiva y el renglón de abajo y el renglón de arriba son
sumas, entonces los cuadrados son productos fibrados. Supongamos que tenemos un dia-
grama conmutativo

J G+H

F1 F1 + F2

ϕ′ //

η′

��

iF1

//

η+µ

��

en Ext[X ,Y ]. Luego, para cada A ∈ A, tenemos que el diagrama

J(A) G(A) +H(A)

F1(A) F1(A) + F2(A)

ϕ′A //

η′A

��

iF1(A)

//

ηA+µA

��

conmuta. Luego, tenemos que para cada A ∈ X , ∃! ρA : J(A)→ G(A) tal que el diagrama

G(A) G(A) +H(A)

F1(A) F1(A) + F2(A)

J(A)

iG(A)//

ηA

��

iF1(A)

//

ηA+µA

��

ρA
��???

η′A

��

ϕ′A

%%

conmuta. Definimos ρ : J ⇒ G en cada instancia A por ρA. La demostración de que ρ
es natural, es análoga a la hecha anteriormente y se deja al lector. La unicidad de ρ es
inmediata de la unicidad que proporciona el producto fibrado.

Con esto el diagrama

G G+H

F1 F1 + F2

iG //

η

��

iF1

//

η+µ

��

es un producto fibrado. La demostración que el diagrama

G+H H

F1 + F2 F2

iHoo

µ

��

iF2

oo

η+µ

��

es un producto fibrado es análoga y se deja al lector.
∴ Si la parte de arriba del diagrama (1.28) es una suma, entonces los cuadrados son
productos fibrados.

Ahora, supongamos que los cuadrados de (1.28) son productos fibrados. P.D. La parte
de arriba es una suma.
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Demostración.
Vimos en esta demostración, que los productos fibrados a lo largo de inyecciones de funtores
están construidos con las inyecciones de las imágenes y utilizando la extensividad de Y .
Podemos decir entonces que H y G son isomórficamente naturales a los funtores que
definimos a partir del producto fibrado en Y .

Con esto en mente, tenemos para cada A ∈ Y , en el diagrama conmutativo

G(A) I(A) H(A)

F1(A) (F1 + F2)(A) F2(A)

ϕA // θAoo

iF1(A)

//
iF2(A)

oo

ηA

��

τA

��

µA

��

los cuadrados son productos fibrados; luego, por la extensividad de Y , tenemos que la
parte de arriba es una suma, es decir, εA : I(A) ∼= G(A) + H(A), donde εA = [ϕA, θA].
Veamos que este isomorfismo es natural. Sea f : A→ B. P.D. el diagrama

G(A) +H(A) I(A)

G(B) +H(B) I(B)

εA //

G(f)+H(f)

��

I(f)

��

εB
//

(1.29)

Demostración: utilizando la naturalidad de ϕ y θ, obtenemos los diagramas conmutativos

G(A) +H(A) I(A)

G(B) +H(B) I(B)

G(A)

G(B)

[ϕA,θA] //

G(f)+H(f)

��

I(f)

��

[ϕB ,θB ]
//

iG(A)

''OOOOO

G(f)

�� iG(B)

77ooooo

ϕA

''

ϕB

77

G(A) +H(A) I(A)

G(B) +H(B) I(B)

H(A)

H(B)

[ϕA,θA] //

G(f)+H(f)

��

I(f)

��

[ϕB ,θB ]
//

iH(A)

''OOOOO

H(f)

�� iH(B)

77ooooo

θA

''

θB

77

de donde (εB ◦ (G(f) +H(f))) ◦ iG(A) = (I(f) ◦ εA) ◦ iG(A) y (εB ◦ (G(f) +H(f))) ◦ iH(A) =
(I(f) ◦ εA) ◦ iH(A); y por la propiedad universal del producto fibrado, obtenemos que
εB ◦ (G(f) + H(f)) = I(f) ◦ εA, i.e. el diagrama (1.29) conmuta, con lo cual, ε es
isomorfismo natural.
∴ la parte de arriba es una suma.
∴ Si en el diagrama (1.28) los cuadrados son productos fibrados, entonces la parte de
arriba es una suma.
∴ Ext[X ,Y ] cumple con las condiciones del teorema (1.2).
∴ Ext[X ,Y ] es extensiva.�

F́ıjese que en la demostración no utilizamos en ningún momento que X fuese extensiva,
sólo para ver que los funtores que definimos para productos fibrados abrieran sumas. La
demostración anterior la podŕıamos haber hecho sin la suposición que X fuese extensiva y
sin suponer que los funtores abren sumas, pero el resultado dado aqúı está más de acuerdo
con lo que utilizaremos.

Ahora veremos algunas propiedades de las categoŕıas extensivas.
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Lema 1.7 Si X es una categoŕıa extensiva, entonces el objeto inicial es estricto.

Demostración
Supongamos que existe un morfismo f : A 0// en X . En el diagrama conmutativo

A A A

0 0 0

IdA // IdAoo

f

��

f

��

f

��Id0 // Id0oo

tenemos que la parte de abajo es una suma. Se puede verificar fácilmente que ambos
cuadrados son productos fibrados, y por el teorema (1.2), la parte de arriba es una suma,
de donde A+ A ∼= A y entonces A ∼= 0.�

Lema 1.8 Si X es una categoŕıa extensiva, la suma de dos objetos es disjunta y las
inyecciones son monomorfismos.

Demostración
El diagrama

A A 0

A A+B B

IdA // !oo

IdA

��

iA

��

!

��iA // iBoo

conmuta, y además tanto la parte de arriba como la de abajo son sumas, entonces de
acuerdo con el teorema (1.2), ambos cuadrados son productos fibrados. El cuadrado de
la derecha de este diagrama nos dice que la suma es disjunta. Ahora, supongamos que
∃C ∈ X y f, g: C A// tal que iA ◦ f = iA ◦ g. Entonces tenemos que el diagrama

C A

A A+B

g //

f

��

iA

��iA //

conmuta; luego, ∃! h : C A// tal que el diagrama

A A

A A+B

C

IdA //

IdA

��

iA

��

iA
//

h ��?????

f

��

g

!!

conmuta, de donde f = IdA ◦ h = g obteniendo lo deseado. Es análogo demostrar que iB
es monomorfismo también.�

Las categoŕıas extensivas poseen una propiedad algebraica muy importante, la cual tiene
intŕınsecamente la idea de sumar y multiplicar en N, la cual es llamada la ley distributiva,
descrita a continuación:
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Sea X una categoŕıa con sumas y productos finitos. Decimos que X satisface la ley
distributiva si el morfismo 0→ 0×X y el inducido

(X × Y ) + (X × Z)X × Y X × Z

X × (Y + Z)

[Id×iY ,Id×iZ ]

OO

Id×iY

77pppppppppppppppppppppp

Id×iZ

ggNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNN

iX×Y

//
iX×Z

oo

son isomorfismos. Ejemplos de categoŕıas distributivas son las categoŕıas extensivas, como
a continuación veremos; y ejemplos de categoŕıas no distributivas son V ectK para un
campo K y Grp.

Lema 1.9 Si X es una categoŕıa extensiva con productos finitos, entonces X satisface la
ley distributiva.

Demostración.
Por el lema (1.7), tenemos que para cualquier C ∈ X , C × 0 ∼= 0, pues el morfismo

proyección tiene codominio 0. Además para cualquier morfismo f : A→ B, el diagrama

C × A C ×B

A B

IdC×f//

πA

��

πB

��f //

es un producto fibrado; con lo cual, en el diagrama conmutativo

C × A C × (A+B)

A A+B

C ×B

B

IdC×iA//

πA

��

π(A+B)

��

iA
//

IdC×iBoo

πB

��

iB
oo

los cuadrados son productos fibrados, y entonces la parte de arriba es una suma, i.e.
C × (A+B) ∼= (C × A) + (C ×B).�

Estos resultados nos dicen que es posible definir suma y producto en las clases de
isomorfismo de objetos de la categoŕıa (o equivalentemente, en su esqueleto1). Esta es la
idea de la llamada teoŕıa objetiva de los números. Para más referencias puede consultarse
([18]).

1Véase [12] pág. 91



Caṕıtulo 2

Categoŕıa de familias

Dada una categoŕıa X , podemos construir una categoŕıa C, que tenga una copia de X y
sumas finitas con la siguiente propiedad universal: Para cualquier categoŕıa Z que posea
sumas finitas y cualquier funtor F : X Z// , ∃!F̂ :C → Z (salvo isomorfismo natural) que
preserva sumas y tal que el diagrama

X Z

C

F //

��?????????

F̂

??���������

conmuta. Esta categoŕıa también es llamada la completación bajo coproductos finitos de
X .

Definición 2.1 Categoŕıa Fam(X ):
Sea X una categoŕıa. Construimos su categoŕıa de familias, Fam(X ), de la siguiente

manera: Los objetos de Fam(X ) son familias finitas de elementos de X ; los cuales son
de la forma 〈Ai〉i∈I , con I un conjunto finito y ∀i ∈ I, Ai ∈ X . Si 〈Ai〉i∈I y 〈Bj〉j∈J
son dos objetos en Fam(X ), entonces un morfismo f̂ : 〈Ai〉i∈I 〈Bj〉j∈J// es un morfismo

f : I → J en Conf , junto con una familia de morfismos 〈f ′i : Ai → Bf(i)〉i∈I , donde cada
f ′i ∈Mor(X ). Los morfismos en Fam(X ) los podemos ver de la siguiente manera I

J

f �� , 〈f
′
i : Ai → Bf(i)〉


los cuales denotaremos por (f, 〈f ′i〉i∈I) : 〈Ai〉 → 〈Bj〉j∈J . La composición en esta categoŕıa
es la composición de morfismos en Conf , con la composición de familias en X ; es decir,
si 〈Ai〉i∈I , 〈Bj〉j∈J , 〈Ck〉k∈K ∈ Fam(X ), entonces J

K

g
�� , 〈g′i : Bj → Cg(j)〉j∈J

 ◦
 I

J

f �� , 〈f
′
i : Ai → Bf(i)〉i∈I


es de la manera  I

K

g◦f �� , 〈g′f(i) ◦ f ′i : Ai → Cg(f(i))〉i∈I


el cual denotaremos por (g ◦ f, 〈(g′f(i) ◦ f ′i)i〉i∈I . Si Â = 〈Ai〉i∈I ∈ Fam(X ), entonces

IdÂ = (IdI , 〈IdAi
〉i∈I); y la asociatividad de los morfismos en Fam(X ) es gracias a la

asociatividad en ConF y en X .

24
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Con esta definición, Fam(X ) forma una categoŕıa, se le pide al lector verificar este
hecho. A continuación veremos algunas propiedades de esta categoŕıa.

2.1 Extensividad de Fam(X )

Teorema 2.2 Si X una categoŕıa, entonces Fam(X ) es extensiva.

Demostración
Primero veamos que Fam(X ) tiene sumas finitas. Para esto nos basta ver que tiene

objeto inicial y sumas binarias. El objeto inicial en Fam(X ) es la familia indizada por el
conjunto
∅. Sean 〈Ai〉i∈I , 〈Bj〉j∈J ∈ Fam(X ), entonces su suma o coproducto es la familia 〈Cl〉l∈I+J
con

Cl =

{
Ai si l = i e i ∈ I
Bj si l = j y j ∈ J

y las inyecciones son los morfismos I

I + J

iI �� , 〈IdAi
: Ai → Ai〉i∈I


Es análoga la definición de inyección de 〈Bj〉j∈J . Veamos que se tiene la propiedad universal
deseada.

Supongamos que existe 〈Dk〉k∈K ∈ Fam(X ) y morfismos I

K

f �� , 〈f ′i : Ai → Df(i)〉i∈I

  J

K

g
�� , 〈g′j : Bj → Cg(j)〉j∈J


Entonces, tenemos el morfismo inducido por la propiedad universal del coproducto en
Conf , [f, g] : I + J K// . Definimos el morfismo en Fam(X ) de la siguiente manera: I + J

K

[f,g] �� , 〈[f, g]′l : Cl → D[f,g](l)〉l∈I+J


en donde [f, g]′l = f ′i si l = i para alguna i ∈ I y [f, g]′l = g′j si l = j para alguna j ∈ J .
Este morfismo hace conmutar los diagramas

〈Dk〉k∈K〈Cl〉l∈I+J

〈Ai〉i∈I

([f,g],〈[f,g]′l〉l∈I+J )
//

(f,〈f ′i〉i∈I)

55llllllllllllllllllllll

(iI ,〈IdAi
〉i∈I)

OO
〈Dk〉k∈K〈Cl〉l∈I+J

〈Bj〉j∈J

([f,g],〈[f,g]′l〉l∈I+J )
//

(g,〈g′j〉j∈J )

55llllllllllllllllllllll

(iJ ,〈IdBj
〉j∈J

OO

pues ([f, g], 〈[f, g]′l〉l∈I+J) ◦ (iI , 〈IdAi
〉i∈I) = ([f, g] ◦ iI , 〈[f, g]′ ◦ IdAi

)i〉i∈I) = (f, 〈[f, g]′iI(i) ◦
IdAi
〉i∈I) como iI(i) = i (visto dentro de la suma), entonces [f, g]′iI(i) = [f, g]′i = f ′i ,

con lo cual (f, 〈[f, g]′iI(i) ◦ IdAi
〉i∈I) = (f, 〈f ′i ◦ IdAi

〉i∈I) = (f, 〈f ′i〉i∈I). Análogamente se

demuestra que ([f, g], 〈[f, g]′l〉l∈I+J) ◦ (iJ , 〈IdBj
〉j∈J) = (g, 〈g′〉j∈J). Supongamos que existe

otro morfismo  I + J

K

h �� , 〈h′l : Cl → Dh(l)〉l∈I+J
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tal que al componerlo con las inclusiones, obtengamos los morfismos (f, 〈f ′i〉i∈I) y (g, 〈gj〉j∈J),
i.e.

Como h hace conmutar los diagramas

I + J K

I

h //

iI
OO

f

77oooooooooo

I + J K

J

h //

iJ
OO

g

77oooooooooo

Por la propiedad universal en Conf , tenemos que h = [f, g]. Con esto, obtenemos que
h′l : Cl → D[f,g](l). Además, por la definición de composición dada, tenemos que ∀i ∈
I, h′l ◦ IdAi

= f ′i ; con lo cual h′l = f ′i si l = i para alguna i ∈ I y ∀j ∈ J, h′l ◦ IdBj
= g′j;

con lo cual h′l = g′j si l = j para alguna j ∈ J . Pero ésta es precisamente la definición de
[f, g]′l, entonces ∀l ∈ I + J, [f, g]′l = h′l. Luego, ([f, g], 〈[f, g]′l〉l∈I+J) = (h, 〈h′l〉l∈I+J).

∴ Fam(X ) tiene sumas finitas.

Veamos que cumple la condición (2) del teorema (1.2). Supongamos que existe un
diagrama

〈Ai〉i∈I

〈Zk〉k∈K

〈Cl〉l∈I+J
(iI ,〈IdAi

〉i∈I)
//

(f,〈fk〉k∈K)

��

donde 〈Cl〉l∈I+J es el coproducto de 〈Ai〉i∈I y 〈Bj〉j∈J en Fam(X ) como lo definimos ante-
riormente. Luego, tenemos un diagrama

I I + J

K

iI
//
f ��

en Conf , que es extensiva, con lo cual existen K1, K2 ∈ Conf tal que K = K1 + K2 y
además el diagrama

I I + J

K1 +K2K1

iI
//

f1+f2

��
f1

��

iK1 //

(2.1)

es un producto fibrado. Luego, consideremos el objeto 〈Zk〉k∈K1 ∈ Fam(X ) y veamos que
el diagrama

〈Ai〉i∈I

〈Zk〉k∈K

〈Cl〉l∈I+J

〈Zk〉k∈K1

(iI ,〈IdAi
〉i∈I)

//

(f,〈fk〉k∈K)

��

(iK1
,〈IdZk

〉k∈K1
)
//

(f1,〈fk〉k∈K1
)

��
(2.2)

es un producto fibrado. Sea k1 ∈ K1, entonces por (2.1) los morfismos conmutan en Conf ;
además IdAi

◦ fk1 = IdZk1
◦ fk1 , con lo cual, para cada k1 ∈ K1 los morfismos conmutan.

Entonces, el diagrama (2.2) conmuta.
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Supongamos que existe un diagrama conmutativo en Fam(X ) de la forma

〈Ai〉i∈I

〈Zk〉k∈K

〈Cl〉l∈I+J

〈Yn〉n∈N

(iI ,〈IdAi
〉i∈I)

//

(f,〈fk〉k∈K)

��

(g,〈gn〉n∈N ) //

(h,〈hn〉n∈N )

��

De este diagrama obtenemos que en Conf el diagrama

N K

I I + J

g //

h

��

f1+f2

��

iI
//

conmuta.

Observación 2.3 De estos dos diagramas, obtenemos que para cada n ∈ N , hn = IdAh(n)
◦

hn = fg(n) ◦ gn.

Como el diagrama (2.1) es un producto fibrado en Conf , entonces ∃!s : N K1
// tal que

el diagrama

K1 K

I I + J

N

iK1

//

f1

��

f1+f2

��

iI
//

s ��????

h

��

g

!!

conmuta. Definimos el morfismo N

K1

s �� , 〈gn : Yn → Zs(n)〉n∈N


en Fam(X ). Veamos que el diagrama

〈Zk〉k∈K1 〈Zk〉k∈K

〈Ai〉i∈I 〈Cl〉l∈L

〈Yn〉n∈N
(s,〈gn〉n∈N )

��????????????

(h,〈hn〉n∈N )

��

(g,〈gn〉n∈N )

&&(iK1
,〈IdZk

〉k∈K1
)
//

(f1,〈fk〉k∈K1
)

��

(iI ,〈IdAi
〉)i∈I

//

(f,〈fk〉k∈K)

��

(2.3)
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conmuta. Es claro que conmuta en los morfismos de Conf ; y para cada n ∈ N , el diagrama

Zs(n) Zs(n)

Af(s(n)) Af(s(n))

Yn
gn

��????????

hn

��

gn

&&IdZs(n) //

fs(n)

��

IdAf(s(n))

//

fs(n)

��

conmuta por la observación (2.3); luego, el diagrama (2.3) conmuta. Para ver la unicidad,
supongamos que existe un morfismo

(s′, 〈s′n〉n∈N) : 〈Yn〉n∈N → 〈Zk〉k∈K1

tal que el diagrama

〈Zk〉k∈K1 〈Zk〉k∈K

〈Ai〉i∈I 〈Cl〉l∈L

〈Yn〉n∈N
(s′,〈s′n〉n∈N )

��????????????

(h,〈hn〉n∈N )

��

(g,〈n〉n∈N )

&&(iK1
,〈IdZk

〉k∈K1
)
//

(f,〈fk〉k∈K1
)

��

(iI ,〈IdAi
〉i∈I)

//

(f,〈fk〉k∈K)

��

conmuta. Entonces tenemos que el diagrama

K1 K

I I + J

N

iK1

//

f1

��

f1+f2

��

iI
//

s′ ��
????

h

��

g

!!

conmuta, de donde obtenemos que s = s′ por la propiedad universal del producto fibrado
en Conf . Ahora, para cada n ∈ N , el diagrama

Zs(n) Zs(n)

Af(s(n)) Af(s(n))

Yn
s′n

��????????

hn

��

gn

&&IdZs(n) //

fs(n)

��

IdAf(s(n))

//

fs(n)

��
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conmuta; con lo cual, para cada n ∈ N , s′n = gn, que es la definición de nuestro morfismo,
i.e. (s, 〈gn〉n∈N) = (s′, 〈s′n〉n∈N). Probando aśı que el diagrama (2.2) es un producto
fibrado. Es análoga la construcción para el diagrama

〈Bj〉j∈J

〈Zk〉k∈K

〈Cl〉l∈I+J
(iJ ,〈IdBj

〉j∈J )
//

(f,〈fk〉k∈K)

��

Ahora, para ver la condición (3), supongamos que tenemos un diagrama conmutativo

〈Ai〉i∈I 〈Cl)〉l∈L 〈Bj〉j∈J

〈Zk〉k∈K1 〈Zk〉k∈K1+K2 〈Zk〉k∈K2

// oo

// oo
�� ����

en donde la parte de abajo es una suma.
(=⇒) Supongamos que los cuadrados son productos fibrados. Por la condición (2) de-

mostrada, tenemos que los productos fibrados a lo largo de las inyecciones son precisamente
sumas, objetos de la forma

〈Ai〉i∈I 〈Cl〉l∈I+J 〈Bj〉j∈J

〈Zk〉k∈K1 〈Zk〉k∈K1+K2 〈Zk〉k∈K2

// oo

// oo
�� ����

con 〈Cl〉l∈I+J la suma de 〈Ai〉i∈I y 〈Bj〉j∈J en Fam(X ), y los morfismos de arriba son las
respectivas inclusiones, de donde la parte de arriba es una suma.
(⇐=) Supongamos que la parte de arriba es una suma, entonces por la condición 2 otra
vez, los cuadrados son productos fibrados.

Con esto, Fam(X ) cumple las condiciones del teorema (1.2).
∴ Fam(X ) es extensiva.�

Veamos de que manera puede ser el producto en esta categoŕıa, y cuando podemos
garantizar su existencia.

2.2 Productos en Fam(X )

Teorema 2.4 Si X es una categoŕıa con productos finitos, entonces Fam(X ) tiene pro-
ductos finitos.

Demostración
Observemos que el objeto final en esta categoŕıa es el objeto 〈1〉∗∈{∗}, donde 1 es el

objeto final en X . Sean 〈Ai〉i∈I , 〈Bj〉j∈J ∈ Fam(X ), definimos su producto como el objeto
〈Ai ×Bj〉(i,j)∈I×J con las proyecciones definidas como I × J

I

πI �� , 〈πAi
: Ai ×Bj → Ai〉(i,j)∈I×J

  I × J

J

πJ �� , 〈πBj
: Ai ×Bj → Bj〉(i,j)∈I×J


El lector puede verificar que este objeto cumple la propiedad universal del producto.�

Con este resultado, obtenemos que si X tiene productos, entonces Fam(X ) es distribu-
tiva.
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2.3 Propiedad universal de Fam(X )

Ahora, podemos definir un funtor de manera natural, FamX ( ) : X Fam(X )// , tal

que si A ∈ X , definimos FamX (A) = 〈A〉∗∈{∗}; y en un morfismo f : A→ B, le asociamos
morfismo (Id{∗}, 〈f〉∗) : 〈A〉∗∈{∗} → 〈B〉∗∈{∗}. Se puede verificar que éste es un funtor, que
además es fiel y pleno.

Teorema 2.5 Sean X ,Y categoŕıas y F : X Y// un funtor. Si Y tiene sumas finitas,

entonces ∃!F̂ : Fam(X ) Y// funtor (salvo isomorfismo canónico) que preserva sumas
tal que el diagrama

X Fam(X )

Y

FamX ( )//

F ((RRRRRRRRRRRR

F̂��

conmuta, i.e., podemos factorizar funtores a través de Fam(X ).

Demostración

Sea 〈Ai〉i∈I , definimos F̂ (〈Ai〉i∈I) =
∑

i∈I F (Ai). Dado un morfismo 〈Ai〉i∈I 〈Bj〉j∈J
(f,〈fi〉i∈I) //

obtenemos la siguiente familia de morfismos Ai Bf(i)
fi // . Con ésto, obtenemos en Y

la familia de morfismos F (Ai) F (Bf(i))
F (fi)// ; y como Y tiene sumas finitas, entonces

∃!h :
∑

i∈I F (Ai)→
∑

j∈J F (Bj) tal que para cada i ∈ I, el diagrama∑
i∈I F (Ai)

∑
j∈J F (Bj)

F (Ai) F (Bf(i))

h //

iF (Ai)

OO

F (fi)
//

iF (Bf(i))

OO

conmuta. Definamos F̂ ((f, 〈fi〉i∈I) = h el morfismo proporcionado por la propiedad univer-

sal del coproducto. Veamos que definido aśı, F̂ es funtor. Sean 〈Ai〉i∈I , 〈Bj〉j∈J , 〈Ck〉k∈K ∈
Fam(X ). Considerando el morfismo identidad en Fam(X )

〈Ai〉i∈I 〈Ai〉i∈I
(IdI ,〈IdAi

〉i∈I)
//

entonces el morfismo inducido debe ser la Id∑
i∈I F (Ai), pues este morfismo hace conmutar

para cada i ∈ I el diagrama

∑
i∈I F (Ai)

∑
i∈I F (Ai)

F (Ai) F (Ai)

Id∑
i∈I F (Ai) //

iF (Ai)

OO

F (IdAi
)

//

iF (Ai)

OO

pues F es funtor, entonces F (IdAi
) = IdF (Ai), con lo cual ya es claro que hace conmutar

el diagrama anterior. Con ésto obtenemos que F̂ ((IdI , 〈IdAi
〉i∈I)) = Id∑

i∈I F (Ai).
Veamos que abre composiciones. Sean

〈Ai〉i∈I 〈Bj〉j∈J 〈Ck〉k∈K
(f,〈fi〉i∈I) // (g,〈gj〉j∈j)//
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en Fam(X ). Tenemos que F̂ (g ◦ f, 〈gf(i) ◦ fi〉i∈I), que denotaremos como h, es el único
morfismo que hace conmutar el diagrama∑

i∈I F (Ai)
∑

i∈I F (Ck)

F (Ai) F (C(gf(i)◦f)(i))

h //

iF (Ai)

OO

F (gf(i)◦fi)
//

iF (Cg◦f(i))

OO

Sabemos que F̂ ((f, 〈fi〉i∈I)) y F̂ ((g, 〈gj〉j∈j)) son los únicos morfismos que hacen conmutar
los diagramas∑

i∈I F (Ai)
∑

j∈J F (Bj)

F (Ai) F (Bf(i))

∑
j∈J F (Bj)

∑
k∈K F (Ck)

F (Bj) F (Cg(j))

F̂ ((f,(fi)i∈I))//

iF (Ai)

OO

F (fi)
//

iF (Bf(i))

OO

F̂ ((g,(gj)j∈J ))
//

iF (Bj)

OO

F (gj)
//

iF (Cg(j))

OO

Uniendo éstos dos diagramas con j = f(i), obtenemos el diagrama conmutativo∑
i∈I F (Ai)

∑
j∈J F (Bj)

∑
k∈K F (Ck)

F (Ai) F (Bf(i)) F (Cg◦f(i))

F̂ ((f,(fi)i∈I))//
F̂ ((g,(gj)j∈J ))

//

F (fi)
//

F (gf(i))
//

iF (Ai)

OO

iF (Bf(i))

OO

iF (Cg◦f(i))

OO

de la funtorialidad de F obtenemos que F (gf(i)) ◦ F (fi) = F (gf(i) ◦ fi); con lo cual el
diagrama ∑

i∈I F (Ai)
∑

j∈J F (Bj)
∑

k∈K F (Ck)

F (Ai) F (Cg◦f(i))

F̂ ((f,(fi)i∈I))//
F̂ ((g,(gj)j∈J ))

//

F (gf(i)◦fi)
//

iF (Ai)

OO

iF (Cg◦f(i))

OO

conmuta, y por la propiedad universal del coproducto, tenemos que F̂ (g◦f, (gf(i)◦fi)i∈I) =

F̂ ((g, (gj)j∈J)) ◦ F̂ ((f, (fi)i∈I)). ∴ F̂ es funtor.
Para demostrar la propiedad universal enunciada, tenemos que si A ∈ X , entonces

F̂ ◦ FamX (A) = F̂ (〈A∗〉∗∈{∗}) =
∑
∗∈{∗} F (A∗) = F (A∗) = F (A). Si A,B ∈ X y A B

f //

es un morfismo, entonces F̂ ◦ FamX (f) = F̂ ((Id{∗}, 〈f〉∗∈{∗}), que por definición es el
morfismo que hace conmutar el diagrama

F (A) F (B)

F (A) F (B)

F̂ ((f,(Id{∗}∗)) //

IdF (A)

OO

F (f)
//

IdF (B)

OO

donde las inclusiones son las identidades respectivas. Se puede ver que el morfismo que
hace conmutar este diagrama es F (f), con lo que tenemos que F̂ ((f, (Id{∗}∗)) = F (f).

∴ F̂ ◦ FamX = F.
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Ahora bien, supongamos que existe un funtor G : Fam(X )→ Y que respeta sumas, tal
que el diagrama

X Fam(X )

Y

FamX ( )//

F **TTTTTTTTTTTTTTT

G��

(2.4)

conmuta. Sea Â = 〈Ai〉i∈I ∈ Fam(X ). Por la construcción dada del coproducto en
Fam(X ), tenemos que

∑
i∈I〈A∗i〉∗i∈{∗i} = 〈Ai〉i∈I con A∗i = Ai. Como G preserva sumas,

obtenemos el isomorfismo [G(iA∗i )] : G(〈Ai〉i∈I) ∼=
∑

i∈I G(〈A∗i〉∗i∈{∗i}) =
∑

i∈I F (Ai) =

F̂ (〈Ai〉i∈I). La penúltima igualdad es resultado de la conmutatividad del diagrama (2.4).

Veamos que ηÂ = [G(iA∗i )] : G(Â)→ F̂ (Â) es natural.
Sea (f, 〈fi〉i∈I) : 〈Ai〉i∈I → 〈Bj〉j∈J P.D. El diagrama

F̂ (〈Ai〉i∈I) G(〈Ai〉i∈I)

F̂ (〈Bj〉j∈J) G(〈Bj〉j∈J)

[G(iA∗i
)]
//

F̂ (f)

��

G(f)

��

[G(iB∗j
)]
//

(2.5)

conmuta.
Demostración: El diagrama (2.5) se traduce en el diagrama∑

i∈I F (Ai) G(〈Ai〉i∈I)

∑
j∈J F (Bj) G(〈Bj〉j∈J)

[G(iA∗i
)]
//

[fi]

��

G(f)

��

[G(iB∗j
)]
//

El cual a su vez, se traduce en el diagrama∑
i∈I G(〈A∗i〉∗i∈{∗i}) G(〈Ai〉i∈I)

∑
j∈J G(〈B∗j〉∗j∈{∗j}) G(〈Bj〉j∈J)

[G(iA∗i
)]
//

[G(fi)]

��

G(f)

��

[G(iB∗j
)]
//

(2.6)

Con [G(fi)] el morfismo inducido por la propiedad universal de la suma. Para cada i ∈ I,
tenemos que el diagrama

∑
i∈I G(〈A∗i〉∗i∈{∗i}) G(〈Ai〉i∈I)

∑
j∈J G(〈B∗j〉∗j∈{∗j}) G(〈Bj〉j∈J)

G(〈A∗i〉∗i∈{∗i})

G(〈B∗j〉∗j∈{∗j})

[G(iA∗i
)]
//

[G(fi)]

��

G(f)

��

[G(iB∗j
)]
//

iG(〈A∗i 〉∗i∈{∗i}
)

%%LLLLLLLLLL

G(fi)

��
iG(〈B∗j 〉∗j∈{∗j}

)

99rrrrrrrrr

G(iA∗i
)

''

G(iB∗j
)

77
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conmuta, y entonces por la propiedad universal de la suma, el diagrama (2.6) conmuta,
i.e, el diagrama (2.5) conmuta.

∴ η : G⇒ F̂ es un isomorfismo natural.
∴ F̂ es único savo isomorfismo canónico.�

En el siguiente apartado veremos lo importante de estas categoŕıas, que nos serán de
mucha ayuda para construir una categoŕıa monoidal, el producto tensorial en la categoŕıa
de categoŕıas extensivas Ext.



Caṕıtulo 3

Categoŕıa de fracciones

En matemáticas, la noción de invertir elementos ha sido muy útil y necesaria para su
desarrollo, un ejemplo muy claro es la localización. En categoŕıas, lo que se busca es una
categoŕıa donde se pueda invertir una colección de morfismos, bajo ciertas restricciones
en esta colección, y además que cumpla con cierta propiedad universal. En éste caṕıtulo
estudiaremos un poco de esta categoŕıa, lo necesario que utilizaremos en el trabajo. Lo
utilizado en el trabajo se puede encontrar en [17].

3.1 Construcción

Definición 3.1 Cálculo de fracciones
Sea X una categoŕıa. Un cálculo de fracciones derecho en X , es una clase de morfismos

Γ en X , cuyos elementos llamaremos denominadores, con las siguientes propiedades:
(CF1) Γ es cerrada bajo composiciones y tiene las identidades. Esto es, si s : A B// ,
t : B C// ∈ Γ, entonces t ◦ s ∈ Γ, además ∀A(A ∈ X ), IdA ∈ Γ.
(CF2) Para morfismos f : A C// y s : B C// con s ∈ Γ, existe un diagrama conmu-
tativo

D B

A C

g //

s′

��

s

��

f
//

con s′ ∈ Γ.
(CF3) Dado un diagrama

X Y Z
f //
g
//

s //

en X , con s◦f = s◦g y s ∈ Γ, existe un morfismo s′ : W X// en Γ tal que f ◦s′ = g ◦s′.

Definición 3.2 Sea Γ una clase de morfismos en X . Llamamos la cerradura de Γ a la
clase de morfismos en X , denotada Γ∗, que cumple:

1. ∀A ∈ X , IdA ∈ Γ∗

2. ∀s1, s2 . . . , sn ∈ Γ, s1 ◦ s2 ◦ . . . sn ∈ Γ∗ siempre que la composición esté definida.

Proposición 3.3 Sean X una categoŕıa y Γ una clase de morfismos que cumple la propiedad
(CF2) y (CF3), entonces su cerradura Γ∗ es un cálculo de fracciones derecho.

34
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Demostración:

Es claro que tiene a las identidades. Si s, t ∈ Γ∗, con s : A→ B y t : B → C, entonces
s = s1 ◦ . . . ◦ sn y t = t1 ◦ . . . ◦ tm; con si, tj ∈ Γ para i ∈ {1, . . . n} y j ∈ {1, . . .m}.
Entonces t ◦ s = t1 ◦ . . . tm ◦ s1 ◦ . . . ◦ sn, luego t ◦ s ∈ Γ∗. Con esto, Γ∗ cumple (CF1).

Veamos que cumple (CF2). Supongamos que tenemos dos morifsmos

B

CA

s

��

f
//

con s ∈ Γ∗. La demostración es por inducción sobre el número de morfismos en Γ tal que
la composición es igual a s (omitiendo las identidades). Si el número de morfismos en la
composición de s es 1, entonces s ∈ Γ. Por hipótesis existe un diagrama conmutativo

D B

A C

g //

s′

��

s

��

f
//

con s′ ∈ Γ y por lo tanto s′ ∈ Γ∗. Ahora, supongamos cierto el resultado para n− 1 y que
s es composición de n morfismos en Γ. Tenemos que s = l ◦ k con k composición de n− 1
morfismos en Γ y l ∈ Γ. Entonces tenemos un diagrama de la forma

A C

E

B

f
//
l��

k��

Como l ∈ Γ y Γ cumple (CF3), entonces existe un diagrama conmutativo en X

D E

A C

f ′ //

l′

��

l

��

f
//

con l′ ∈ Γ. De esto obtenemos morfismos D E
f ′ // y B E

k // . Por hipótesis de inducción
existe un diagrama conmutativo en X

D′ B

D E

h //

k′

��

k

��

f ′
//
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con k′ ∈ Γ∗ de donde tenemos el diagrama conmutativo

D′ B

A C

h //

l′◦k′

��

s=l◦k

��

f
//

con l′ ◦ k′ ∈ Γ∗, pues l′ ∈ Γ y k′ ∈ Γ∗.
Para ver que (CF3) se cumple, sea un diagrama

X Y Z
f //
g
//

s //

en X , con s ◦ f = s ◦ g y s ∈ Γ∗. La demostración se hará por inducción sobre el número
de morfismos en Γ tal que la composición es s (omitiendo identidades). Si el número de
elementos en la composición es 1, entonces s ∈ Γ, con lo cual el resultado se sigue de
que Γ cumple (CF3). Ahora, supongamos que el resultado es cierto para morfismos que
son composiciones de n− 1 morfismos de Γ y que s es composición de n morfismos de Γ.
Luego, s = l ◦ k, con k ∈ Γ y l composición de n − 1 morfismos en Γ. Entonces tenemos
un diagrama de la forma

X Dl Z
k◦f //

k◦g
//

l //

y sabemos que l iguala a los morfismos k ◦ f y k ◦ g, pues l ◦ (k ◦ f) = (l ◦ k) ◦ f = s ◦ f =
s ◦ g = (l ◦ k) ◦ g = l ◦ (k ◦ s). Entonces, por hipóstesis de inducción, existe un morfismo

Dl′ X
l′∈Γ //

tal que (k ◦ f) ◦ l′ = (k ◦ g) ◦ l′ y l′ ∈ Γ∗ , entonces reescribiendo esto, tenemos el diagrama

Dl′ Y Dl

f◦l′ //

g◦l′
//

k //

con k que iguala a los morfismos f ◦ l′ y g ◦ l′. Luego, como k ∈ Γ, entonces existe

Dk′ Dl′
k′ //

tal que (f ◦ l′) ◦ k′ = (g ◦ l′) ◦ k′ y k′ ∈ Γ. Considerando el morfismo l′ ◦ k′, el cual está en
Γ∗, pues l′ ∈ Γ∗ y k′ ∈ Γ, obtenemos lo deseado.
∴ Γ∗ cumple las condiciones (CF1), (CF2) y (CF3). �

Definición 3.4 Categoŕıa de fracciones:
Sea X una categoŕıa y Γ un cálculo de fracciones derecho. Formamos la categoŕıa XΓ−1,

con Ob(XΓ−1) = Ob(X ); y si X, Y ∈ XΓ−1, entonces un morfismo X Y// es la clase
de equivalencia de un par de morfismos

X

Ds

Y

s

������ f

��????

con s ∈ Γ, al que denotaremos como f/s.
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Si f/s : X → Y , y g/t : Y → Z; definimos la composición (g/t) ◦ (f/s) como el
morfismo

X Y Z

Ds Dt

Dt′

s

������ f

��????

t������ g

��????

t′

������� f ′

��?????

con t′ ∈ Γ. La relación en los morfismos es de la siguiente manera: decimos que f/s ∼ g/t
si existe un diagrama conmutativo

X Y

Ds

Dt

Du

s

��������������
f

��?????????????

t

__????????????
g

??�������������

l

OO

k

��

uoo

Donde u es un denominador.

Falta ver que, con ésta definición, XΓ−1 realmente forma una categoŕıa. Antes veamos
unos cuantos resultados que nos ayudarán a ésto.

Proposición 3.5 La relación ∼ es de equivalencia

La reflexividad y simetŕıa son inmediatas. Transitividad:
Supongamos que f/s ∼ g/t y g/t ∼ h/p. Entonces existen diagramas conmutativos

X Y

Ds

Dt

Du

s

��������������
f

��?????????????

t

__????????????
g

??�������������

l

OO

k

��

uoo X Y

Dt

Dp

Du′

t

��������������
g

��?????????????

p

__????????????
h

??�������������

n

OO

m

��

u′oo

con u, u′ ∈ Γ. De esto obtenemos el diagrama

Du X

Du′

u //

u′

��

en X . Por hipótesis existe un diagrama conmutativo

Du X

Du′E

u
//

u′

��

j

��

i //
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con j ∈ Γ. Ahora bien, como u ∈ Γ, entonces u ◦ j ∈ Γ. Luego, tenemos un diagrama

E Dt X
k◦j //
n◦i
//

t //

con t ◦ (k ◦ j) = u ◦ j = u′ ◦ i = t ◦ (n ◦ i) y con t ∈ Γ, con lo que existe un morfismo

Dq E
q // con (k ◦ j) ◦ q = (n ◦ i) ◦ q. Considerando el diagrama

X Y

Ds

Dp

Dq

s

����������������

f

��??????????????

p

__??????????????
h

??��������������

l◦(j◦q)

OO

m◦(i◦q)

��

w
oo

con w = s ◦ (l ◦ (j ◦ q) ∈ Γ pues s ◦ l, j, q ∈ Γ. Conmuta puesto que del lado izquierdo
s ◦ (l ◦ (j ◦ q)) = (u ◦ j) ◦ q = (u′ ◦ i) ◦ q = m ◦ (p ◦ (i ◦ q)); del lado derecho f ◦ (l ◦ (j ◦ q)) =
g ◦ (k ◦ (j ◦ q)) = g ◦ (n ◦ (i ◦ q)) = h ◦ (m ◦ (i ◦ q); con lo cual f/s ∼ g/t.�

Proposición 3.6 La composición en XΓ−1 no depende del cuadrado conmutativo elegido.

Sean f/s : X → Y y g/t : Y → Z tal que componerlos tenemos dos diagramas de la forma

X Y Z

Ds Dt

Dt′

s

������ f

��???? t

������ g

��????

t′

������ ft
��????

X Y Z

Ds Dt

Dj

s

������ f

��???? t

������ g

��????

j

������ fj

��????

(3.1)

Por la propiedad (CF2), existe un diagrama conmutativo

Dk Dt′

Dj X

l //

k

��

t′

��j //

con k ∈ Γ. Luego, si componemos esta igualdad con el morfismo f , obtenemos f ◦ (t′ ◦ l) =
f ◦ (j ◦k); y por conmutatividad de los diagramas (3.1) obtenemos t◦ (ft′ ◦k) = t◦ (fj ◦k),
i.e. se tiene el diagrama

Dk Dt Y
ft◦l //

fj◦k
//

t //
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Como t ∈ Γ, por la propiedad (CF3) se tiene que existe un morfismo w : W → Dk y
w ∈ Γ, tal que (ft′ ◦ l) ◦ w = (fj ◦ k) ◦ w. Con esto obtenemos el diagrama conmutativo

X Y

Dt′

Dj

W

s◦t′

��������������

s◦j

__????????????

g◦fj

��????????????

g◦ft

??������������

l◦w

OO

k◦w

��

uoo

con u = s ◦ (j ◦ (k ◦ w)) ∈ Γ . �.
Con este resultado, podemos decir quién es el morfismo identidad en la categoŕıa XΓ−1,

ya que podemos elegir el representante más conveniente. Si X ∈ X entonces el morfismo
identidad en X, es el morfismo de la forma

X

X

X

IdX

������� IdX

��?????

Pues si tenemos un morfismo

X

Ds

Y

s

������ f

��????

entonces al componer IdX/IdX ◦ f/s tenemos el diagrama

X X Y

X Ds

Ds

IdX

������� IdX

��?????
s

������ f

��????

IdDs

��????s

������

i.e., el diagrama

X

Ds

Y

s

������ f

��????

con esto IdX/IdX ◦ f/s = f/s. Y si tenemos un morfismo

Z

Dt

X

t

������ g

��????

entonces IdX/IdX ◦ g/t es el diagrama

Z X X

Dt X

Dt

t

������ g

��????

IdX������� IdX

��?????

g

��????IdDt

������

= X

Dt

X

t

������ g

��????

con lo cual g/t ◦ IdX/IdX = g/t.
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Proposición 3.7 La composición en XΓ−1 no depende del representante.

Demostración: Supongamos que g/t ∼ g′/t′ : Y → Z y f/s : X → Y . Entonces, existe
un diagrama conmutativo

Y Z

Dt

Dt′

Dv

t

��������������

t′

__????????????

g

��????????????

g′

??������������

v

OO

v′

��

boo (3.2)

con b ∈ Γ. Sabemos que f/s ◦ g/t y f/s ◦ g′/t′ son diagramas de la forma

X Y Z

Ds Dt

Dp

s

������ f

��???? t

������ g

��????

p

������ q

��????

X Y Z

Ds Dt′

Dp′

s

������ f

��???? t′

������ g′

��????

p′

������ q′

��????

(3.3)

con p, p′ ∈ Γ. Utilizando la propiedad (CF2), de estos dos diagramas se desprende el
diagrama conmutativo

Dk Dp

Du Ds

l //

k

��

p

��

u
//

(3.4)

con k ∈ Γ. Luego, si consideramos el diagrama

Dv

Dt

YDk Dp Dt

t��

v��

l
//

q
//

t
//

y utilizando que t ◦ v ∈ Γ, obtenemos por la propiedad (CF2) que existe un diagrama
conmutativo

Dv

Dt

YDk Dp Dt

Dz

t��

v��

l
//

q
//

t
//

z

��

w //

(3.5)

con z ∈ Γ. Utilizando los diagramas (3.3) y (3.4), obtenemos también que el diagrama

Dv

Dt′

YDk Dp′ Dt′

Dz

t′��

v′��

k
//

q′
//

t′
//

z

��

w //

(3.6)
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conmuta. Con esto, obtenemos los siguientes diagramas

Dz Dt Y
q◦(l◦z) //
v◦w

//
t // Dz Dt′ Y

q′◦(k◦z)) //

v′◦w
//

t′ //

con t, t′ ∈ Γ y además,

t ◦ (q ◦ (l ◦ z)) = t ◦ (v ◦ w) t′ ◦ (q′ ◦ (k ◦ z)) = t′ ◦ (v′ ◦ w)

por (3.5) y (3.6); luego, en virtud de la propiedad (CF3), existen morfismos r : Dr → Dz,
r′ : Dr′ → Dz en Γ, tal que

(v ◦ w) ◦ r = (q ◦ (l ◦ z)) ◦ r (v′ ◦ w) ◦ r′ = ((q′ ◦ k) ◦ z) ◦ r′

Por último, obtenemos un diagrama

Dr

Dr′ Dz
r′

//

r

��

con r ∈ Γ; entonces por la propiedad (CF2), existe un diagrama conmutativo de la forma

Dm Dr

Dr′ Dz

n //

m

��

r′
//

r

��

con m ∈ Γ.
Con ésto, obtenemos el diagrama conmutativo

DmDk

Dp

Dp′

X Z
z◦(r′◦m)oo

l

OO

k

��

s◦p

��������������
g◦q

  BBBBBBBBBBBBB

s′◦p′

__????????????
g◦q

>>|||||||||||||

Además, tenemos que (s ◦ p), z, r′, y m ∈ Γ, con lo cual la composición está en Γ; i.e,
g/t ◦ f/s = (g ◦ q)/s ◦ p ∼ (g′ ◦ q′)/s ◦ p′ = g′/t′ ◦ f/s.

Demostrando análogamente que si f/s ∼ f ′/s′ : X → Y , entonces g/t◦f/s ∼ g/t◦f ′/s′,
se obtiene lo deseado.
∴ La composición no depende del representante.�

Proposición 3.8 La composición en XΓ−1 es asociativa.
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Sean X, Y, Z,W ∈ XΓ−1 y morfismos

X Y
f/s // Y Z

g/t // Z W
h/k //

P.D h/k ◦ (g/t ◦ f/s) = (h/k ◦ g/t) ◦ f/s.
Para esto, el lado izquierdo de la igualdad es un diagrama de la forma

X Y Z W

Ds Dt Dk

Dt′

Dk′

s

��������������
f

��????????????

t

��������������
g

��????????????

k

��������������

h

��????????????

t′

��������������
f ′

��????????????

k′

��������������

l

��????????????????????????????

(3.7)

y el lado derecho es de la forma

X Y Z W

Ds Dt Dk

Dl′

Di

s

��������������
f

��????????????

t

��������������
g

��????????????

k

��������������

h

��????????????

l′

��������������
g′

��????????????
i

������������������������������

m

��????????????

(3.8)

Ahora, tenemos los morfismos

Dk′ Ds

Di

t′◦k′
//

i

��

Como se tiene que Γ cumple la propiedad (CF2) e i ∈ Γ, existe un diagrama conmutativo

Dk′ Ds

DiU

t′◦k′
//

i

��

v

��

u //
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con v ∈ Γ. Luego, si componemos con el morfismo f , tenemos la igualdad f ◦ ((t′ ◦ k′) ◦
v) = f ◦ (i ◦ u) utilizando la conmutatividad de los diagramas (3.7) y (3.8), tenemos que
f ◦ ((t′ ◦ k′) ◦ v) = t ◦ (f ′ ◦ k) y f ◦ (i ◦ u) = t ◦ (l′ ◦m), i.e., tenemos un diagrama

U Dt Y
l′◦k′ //

f ′◦k
//

t //

y t ∈ Γ. Por la propiedad (CF3), existe un morfismo a : Da → U tal que (f ′ ◦ k′) ◦
a = (l′ ◦ m) ◦ a. Volvamos a hacer lo mismo pero ahora con el morfismo g, entonces
g ◦ ((f ′ ◦ k′) ◦ a) = g ◦ ((l′ ◦m) ◦ a), y utilizando la conmutatividad de los diagramas (3.7)
y (3.8), obtenemos g ◦ ((f ′ ◦ k′) ◦ a) = k ◦ (l ◦ a) y g ◦ ((l′ ◦m) ◦ a) = k ◦ ((g′ ◦m) ◦ a). Con
esto volvemos a obtener un diagrama de la forma

Da Dk Z
l◦a //

(g′◦m)◦a
//

k //

con k ∈ Γ. Otra vez utilizando la propiedad (CF3), existe un morfismo b : Db → Da tal
que (l ◦ a) ◦ b = ((g′ ◦m) ◦ a) ◦ b. Con esto obtenemos que el diagrama

X

Dk′

W

Di

Db

s◦(t′◦k′)

��������������

h◦l

��????????????

i◦s

__????????????
h◦(g′◦m)

??������������

v′

OO

u′

��

p
oo

conmuta, con v′ = v ◦ (a ◦ b) y u′ = u ◦ (a ◦ b). Además, como v ∈ Γ, entonces (s ◦ (t′ ◦
k′)) ◦ (v ◦ (a ◦ b)) ∈ Γ, i.e, p ∈ Γ ∴ h/k ◦ (g/t ◦ f/s) = (h/k ◦ g/t) ◦ f/s.�

Con estos resultados, obtenemos que XΓ−1 es una categoŕıa con la composición en
morfismos definida.

3.2 Propiedad universal de XΓ−1

A continuación veremos la propiedad universal que posee esta categoŕıa.

Lema 3.9 Sean X una categoŕıa y Γ un cálculo de fracciones derecho en X . Entonces
existe un funtor γ : X XΓ−1// tal que si s ∈ Γ, γ(s) es invertible. Además si Y
es una categoŕıa y F : X Y// un funtor con la propiedad de que ∀s ∈ Γ, F (s) es

invertible, entonces ∃!F̂ : XΓ−1 Y// , tal que el diagrama

X XΓ−1

Y

γ //

F ''OOOOOOOOOO

F̂��

conmuta.

Demostración:
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Primero, definimos a γ en los objetos como la identidad; y si tenemos un morfismo

X Y
f // , definimos γ(f) = f/IdX , i.e., al morfismo

X Y

X
IdX

������� f

��?????

Es claro que manda identidades a identidades. Veamos que abre composiciones. Sean

X Y Z
f // g // morfismos en X .

P.D. γ(g ◦ f) = γ(g) ◦ γ(f).

Sabemos que γ(g) ◦ γ(f) es un diagrama

X Y Z

X Y

X

IdX

������� f

��????? IdY

������� g

��?????

IdX

������� f

��?????

con ese representante elegido, y el resultado de esa composición es prescisamente

X Z

X
IdX

������� g◦f
��?????

con lo cual γ(g ◦ f) = γ(g) ◦ γ(f).
∴ γ es funtor.

Además, si Ds Y
s // ∈ Γ, entonces γ(s) = s/IdDs tiene como inversa al morfismo

IdDs/s; pues IdDs/s ◦ s/IdDs es un diagrama

Ds Y Ds

Ds Ds

Ds

Ids
������ s

��???? s

������ IdDs

��????

IdDs

������ IdDs

��????

que es justamente el diagrama

Ds Ds

DsIdDs

������ IdDs

��????

La otra composición que tenemos es s/IdDs ◦ IdDs/s que es un diagrama

Y Ds Y

Ds Ds

Ds

s

������
IdDs

��????

IdDs
������ s

��????

IdDs

������ IdDs

��????
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de donde s/IdDs ◦ IdDs/s = s/s. Fijándonos en el diagrama conmutativo

Y Ds Y

Ds

Y

s

��������������

s

��????????????

IdY

__?????????????
IdY

??�������������

IdDs

OO

s

��

soo

con lo cual s/s = IdY /IdY .
Ahora bien, supongamos que existe un funtor F : X Y// tal que invierte a los

morfismos en Γ. ∀ X ∈ X , definimos F̂ (X) = F (X), y en morfismos

X Y

Ds
s

������ f

��?????

como F̂ (f/s) = F (f) ◦ F (s)−1. Veamos que la definición no depende del representante.
Supongamos que f/a ∼ g/t, i.e., existe un diagrama conmutativo de la forma

X Du Y

Ds

Dt

s

��������������
f

��????????????

t

__????????????
g

??������������

u

OO

v

��

woo

con w ∈ Γ. De aqúı tenemos que F (s) ◦ F (u) = F (t) ◦ F (v) y F (f) ◦ F (u) = F (g) ◦ F (v).
Además, tenemos que w = s ◦ v ∈ Γ, y con lo cual es invertible. Entonces tenemos
que F (s ◦ u) ◦ F (s ◦ u)−1 = (F (s) ◦ F (u)) ◦ F (s ◦ u)−1 = IdDu , y si componemos con
F (s)−1, tenemos que F (u) ◦ F (s ◦ u)−1 = (F (s)−1 ◦ F (s)) ◦ F (u) ◦ (F (s ◦ u)−1) = F (s)−1.
Análogamente obtenemos que F (t)−1 = F (v)◦F (t◦v)−1. Además como s◦u = t◦v, se sigue
que F (s ◦ u)−1 = F (t ◦ u)−1. Juntando estas observaciones se tiene que F (f) ◦ F (s)−1 =
F (f) ◦ (F (u) ◦ F (s ◦ u)−1) = (F (g) ◦ F (v)) ◦ F (s ◦ u)−1 = F (g) ◦ (F (v) ◦ F (t ◦ v)−1) =
F (g) ◦ F (t)−1.
∴ la definición no depende del representante.

Veamos que F̂ es funtor. Es claro que manda identidaes en identidades. Sean X, Y, Z ∈
X y morfismos

X Y

Ds
s

������ f

��????

Y

Dt

Z

t

������ g

��????

entonces la composición es un morfismo

X Y Z

Ds Dt

Dk

s

������ f

��???? t

������ g

��????

k
������ h

��????

(3.9)
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P.D. F̂ (g/t) ◦ F̂ (f/s) = F̂ (g ◦ h/s ◦ k).

Por definición, F̂ (g ◦ h/s ◦ k) = F (g ◦ h) ◦ F (s ◦ k)−1, F̂ (f/s) = F (f) ◦ F (s)−1 y

F̂ (g/t) = F (g) ◦ F (t)−1. Por el diagrama (3.9) obtenemos el diagrama conmutativo

F (Dk) F (Dt)

F (Ds) F (Y )

F (h) //

F (k)

�� F (f) //

F (t)

��

Como t, k ∈ Γ, entonces F (t)−1 ◦ F (f) = F (h) ◦ F (k)−1. Luego, tenemos que F (g ◦ h) ◦
F (s ◦ k)−1 = (F (g) ◦ F (h)) ◦ (F (k)−1 ◦ F (s)−1) = F (g) ◦ ((F (h) ◦ F (k)−1) ◦ F (s)−1) =
F (g) ◦ ((F (t−1) ◦ F (f)) ◦ F (s)−1) = (F (g) ◦ F (t−1)) ◦ (F (f) ◦ F (s)−1).

∴ F̂ es funtor.
Ahora veamos que tiene la propiedad universal enunciada. Sean X, Y ∈ X , entonces

F̂ ◦ γ(X) = F̂ (X) = F (X); y si X Y
f // , entonces F̂ ◦ γ(f) = F̂ (f/IdX) = F (f) ◦

F (IdX)−1 = F (f). Luego, el diagrama

X XΓ−1

Y

γ //

F ''OOOOOOOOOO

F̂��

conmuta. Supongamos que existe un funtor G : XΓ−1 −→ Y tal que el diagrama

X XΓ−1

Y

γ //

F ''OOOOOOOOOO
G��

(3.10)

conmuta. Con ésto, si X, Y ∈ X , entonces G ◦ γ(X) = G(X) = F (X) = F̂ (X). Si

X Y

Ds
s

������ f

��????

en XΓ−1, solo hacemos la observación que f/s = f/IdX ◦ IdDs/s (observación que se
deja al lector verificar); con ésto G(f/s) = G(f/IdX) ◦ G(IdDs/s), y como el morfismo
IdDs/s tiene inversa s/IdDs , tenemos que G(IdDs/s) = G(s/IdDs)

−1. Como el diagrama
(3.10) conmuta, tenemos que G(f/IdX) = F (f) y G(s/IdDs) = F (s), de donde G(f/s) =

G(f/IdX) ◦G(IdDs/s) = F (f) ◦ F (s)−1 = F̂ (f/s). ∴ G = F̂ .�

Observación 3.10 Sea X una categoŕıa y Γ una clase de morfismos en X que cumple las
propiedades (CF2) y (CF3) y XΓ∗

−1
la categoŕıa de fracciones que invierte a los elementos

de Γ∗. Sean Y una categoŕıa; F,G : XΓ∗
−1 → Y funtores y η : F → G una transformación

natural. Entonces basta ver la naturalidad en los morfismos de la forma f/s con s ∈ Γ.

Dado un elemento f/s ∈ XΓ∗
−1

, sabemos que s = sn ◦ sn−1 ◦ . . . ◦ s1. Haremos el caso
para n = 2 y la demostración para el caso general es por inducción. Supongamos que
s = s2 ◦ s1, entonces f/s se ve en diagrama de la forma

A B

Ds2

Ds1

s2
����

s1 ����
f

��????????
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Luego, viendo a IdDs2
/s2 y f/s1 en diagramas

A Ds2

Ds2
s2

������ IdDs2

��????

Ds2 Ds1

B
s1
������ f

��????

Entonces, IdDs2
/s2 ◦ f/s1 es el diagrama

A Ds2 B

Ds2 Ds1

Ds1

s2

||yyyyy IdDs2

""EEEE s1
||yyyy f

""EEEEE

IdDs1

||yyyy s2
""EEEE

con lo cual, IdDs2
/s2 ◦ f/s1 = f/s1 ◦ s2 = f/s. Con esto, tenemos que el diagrama

conmutativo

F (A)

F (B)

G(A)

G(B)

F (f/s)

��

ηA //

ηB
//

G(f/s)

��

se descompone en el diagrama conmutativo

F (A)

F (Ds2)

F (B)

G(A)

G(Ds2)

G(B)

F (IdDs2
/s2)

��

F (f/s1)

��

G(IdDs2
/s2)

��

G(f/s1)

��

ηA //

ηDs //

ηB //

3.3 Extensividad de la categoŕıa XΓ−1

En este apartado veremos las propiedades que tiene esta categoŕıa que acabamos de definir,
que el funtor γ : X → XΓ−1 preserva sumas si X tiene sumas; y demostraremos la
extensividad en esta. Para esto, observemos la siguiente definición:

Definición 3.11 Sean X una categoŕıa y Γ un cálculo de fracciones derecho. Decimos
que Γ tiene sumas finitas de denominadores si ∀s, t ∈ Γ, s+ t ∈ Γ.

Teorema 3.12 Sean X una categoŕıa extensiva y Γ un cálculo de fracciones derecho que
tiene sumas finitas de denominadores, entonces el funtor γ : X → XΓ−1 preserva sumas
finitas.

Demostración:
Que el funtor preserva sumas quiere decir que si tenemos X, Y ∈ X , entonces si

X X + Y Y
iX// iYoo
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es un diagrama suma en X , entonces el diagrama

X X + Y Y
iX/IdX// iY /IdYoo

es un diagrama suma en XΓ−1.

Veamos que tiene la propiedad universal deseada.

Sean Z ∈ X y

X

Ds

Z

s

������ h

��????

Y

Dt

Z

t

������ g

��????

morfismos en XΓ−1.
P.D. ∃!

X + Y

Dk

Z

k
������ z

��????

tal que z/k ◦ iX/IdX = h/s y z/k ◦ iY /IdY = g/t.
Demostración:
Como tenemos los morfismos

Ds Z Dt Z
h // g //

entonces existe [h, g] : Ds + Dt → Z, el morfismo inducido por la propiedad universal en
X . Definimos el morfismo

X + Y

Ds +Dt

Z

s+t

������ [h,g]
��????

con s + t ∈ Γ, pues Γ tiene sumas de denominadores. Si componemos este morfismo con
la inclusión en X, tenemos el diagrama

X X + Y Z

X Ds +Dt

Ds

IdX

������� i
��???? s+t

������ [h,g]
��????

iDs

��????s

������

Que es exactamente el diagrama

X

Ds

Z

s

������ h

��????

Se le deja al lector verificar que pasa lo mismo al componer con el otro morfismo inclusión.
∴ los diagramas

X X + Y

Z

iX/IdX //

h/s
''OOOOOOOOOOOOOOOO

[h,g]/s+t,

��

Y X + Y

Z

iY /IdY //

g/t
''OOOOOOOOOOOOOOOO

[h,g]/s+t

��

conmutan.
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Ahora bien, supongamos que existe un morfismo z/k : X+Y → Z tal que los diagramas

X X + Y

Z

iX/IdX //

h/s
''OOOOOOOOOOOOOOOO

z/k

��

Y X + Y

Z

iY /IdY //

g/t
''OOOOOOOOOOOOOOOO

z/k

��

(3.11)

conmutan. Estas composiciones se traducen en diagramas

X X + Y Z

X Dk

Dl

IdX

������� iY
��????

k
������ z

��????

l2
��????l1

������

Y X + Y Z

Y Dk

Dm

IdY

������� iY
��????

k
������ z

��????

m2

��????m1

������

que son diagramas de la forma

X

Dl

Z

l1

������ z◦l2
��????

Y

Dm

X + Y

m1

������ z◦m2

��????

(3.12)

Además por la conmutatividad de (3.11) se tiene que existen diagramas de la forma

X Z

Ds

Dl

Da

l1

��������������
z◦l2

��????????????

s

__????????????
h

??������������

a1

OO

a2

��

Y Z

Dt

Dm

Db

m1

��������������
z◦m2

��????????????

t

__????????????
g

??������������

b1

OO

b2

��

(3.13)

con s ◦ a2, b2 ◦ t ∈ Γ. De estos diagramas, podemos construir el diagrama conmutativo

X + Y Z

Ds +Dt

Dk

Da +Db

Dl +Dm
k

������������������

z

��????????????????

s+t

__????????????????

[h,g]

??����������������

a1+b1

OO

a2+b2

��

[l2,m2]

OO

(3.14)

con [l2,m2] el morfismo inducido por la propiedad universal del coproducto. La de-
mostración de la conmutatividad del diagrama es inmediata utilizando la propiedad uni-
versal del coproducto y utilizando los diagramas (3.12) y (3.13); se deja al lector verificar
este hecho. Además se tiene que (s+ t) ◦ (a2 + b2) ∈ Γ, con lo cual z/k = [h, g]/s+ t.�

Proposición 3.13 Sea X una categoŕıa extensiva y Γ un cálculo de fracciones derecho
con sumas de denominadores, entonces XΓ−1 es extensiva.
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Demostración:
Ya vimos que la categoŕıa XΓ−1 tiene sumas; veamos que cumple con la propiedad (2) de
(1.2). Supongamos que existe un diagrama

X X + Y

A

iX/IdX

//

f/s

��

en XΓ−1, con el morfismo f/s de la forma

A X + Y

Ds
s

������ f

��????

Entonces tenemos un diagrama en X de la forma

X X + Y

Ds

iX
//

f

��

que por ser extensiva, existe un producto fibrado

A1 Ds

X X + Y

h //

f1

��

f

��

iX
//

de donde obtenemos el diagrama conmutativo

A1 Ds

X X + Y

h/IdA1 //

f1/IdA1

��

f/IdA

��

iX/IdX

//

(3.15)

en XΓ−1. Veamos que (3.15) es un producto fibrado.

Supongamos que existe un diagrama conmutativo

B Ds

X X + Y

g/t //

p/k

��

f/IdDs

��

iX/IdX

//
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Ambas composiciones de este diagrama, son diagramas de la forma

B Ds X + Y

Dt Ds

Dt

t

������ g

��???? IdDs

������ f

��????

IdDt

������ g

��????

B X X + Y

Dk X

Dk

k

������ p

��???? IdX

������� iX
��????

IdDk

������ p

��????

(3.16)

y por ser ambas composiciones iguales, tenemos un diagrama conmutativo

B Du X + Y

Dt

Dk

t

��������������
f◦g

��????????????

k

__????????????
iX◦p

??������������

u

OO

v

��

(3.17)

Observando el diagrama conmutativo

Du Ds

X X + Y

g◦u //

p◦v

��

f

��

iX
//

obtenemos por la propiedad universal del producto fibrado en X , que ∃!j : Du −→ A1, tal
que el diagrama

A1 Ds

X X + Y

Du

h //

f1

��

f

��

iX
//

j

��????

p◦v

��

g◦u

!!

(3.18)

conmuta. Consideremos el morfismo

B

Du

A1

k◦v
������ j

��????

Veamos que el morfismo cumple que el diagrama

A1 Ds

X X + Y

B

h/IdA1 //

f1/IdA1

��

f/IdDs

��

iX/IdX

//

j/k◦v

��????????

p/k

��

g/t

$$

(3.19)
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conmuta. Para ver esto, tenemos que f1/IdA1 ◦ j/(k ◦ v) es un diagrama de la forma

B A1 X

Du A1

Du

k◦v
������ j

��???? IdA1

������ f1

��????

IdDu

������ j

��????

Luego, por (3.18) tenemos que el diagrama

B Du X

Du

Dk

k◦v

��������������
f1◦j

��????????????

k

__????????????
p

??������������

IdDu

OO

v

��

(3.20)

conmuta, y además k ◦ v ∈ Γ, con lo que f1/IdA1 ◦ j/(k ◦ v) = p/k.
Por otro lado, tenemos que h/IdA1 ◦ j/(k ◦ v) es un diagrama de la forma

B A1 Ds

Du A1

Du

k◦v
������ j

��???? IdA1

������ h
��????

IdDu

������ j

��????

Por los diagramas (3.17) y (3.18), el diagrama

B Du Ds

Dt

Du

t

��������������
g

��????????????

k◦v

__????????????
h◦j

??������������

u

OO

IdDu

��

(3.21)

conmuta. Luego, h/IdA1 ◦ j/(k ◦ v) = g/t. Entonces, por (3.20) y (3.21) tenemos que
(3.19) conmuta.

Supongamos que existe un morfismo n/m : B −→ A1 tal que el diagrama

A1 Ds

X X + Y

B

h/IdA1 //

f1/IdA1

��

f/IdDs

��

iX/IdX

//

n/m

��????????

p/k

��

g/t

$$

(3.22)
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conmuta.
P.D. n/m = (j/k ◦ v)
Demostración:

Observemos primero que h/IdA1 ◦ n/m y f1/IdA1 ◦ n/m son diagramas

B A1 Ds

Dm A1

Dm

m

������ n
��???? IdA1

������ h
��????

IdDm

������ n
��????

B A1 X

Dm A1

Dm

m

������ n
��???? IdA1

������ f1

��????

IdDm

������ n
��????

respectivamente. Por la conmutatividad de (3.22) y la de (3.19), tenemos que j/(k ◦ v) ◦
f1/IdA1 = n/m◦f1/IdA1 y j/(k ◦v)◦h/IdA1 = n/m◦h/IdA1 , de donde existen diagramas
conmutativos de la forma

B Du1 X

Du

Dm

k◦v

��������������
f1◦j

��????????????

m

__????????????
f1◦n

??������������

u1

OO

v1

��

B Du2 Ds

Du

Dm

k◦v

��������������
h◦j

��????????????

m

__????????????
h◦n

??������������

u2

OO

v2

��

(3.23)

Luego, tomemos el diagrama

Du2 B

Du1

m◦v2
//

m◦v1

��

con m ◦ v1 ∈ Γ; con lo cual por la propiedad (CF2), existe un diagrama conmutativo

Du2 B

Du1Da

m◦v2
//

m◦v1

��

a1 //

a2

��
(3.24)

con a2 ∈ Γ. Además, tenemos las igualdades m ◦ v1 = (k ◦ v) ◦ u1 y m ◦ v2 = (k ◦ v) ◦ u2.
Con lo cual el diagrama

Du2 B

Du1Da

(k◦v)◦u2
//

(k◦v)◦u1

��

a1 //

a2

��
(3.25)

conmuta. De (3.24) obtenemos el diagrama

Da Dm B
v2◦a2 //
v1◦a1

//
m //
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y además m ∈ Γ; con cual, por la propiedad (CF3) existe un morfismo Dc Da
c // en Γ,

tal que (v2 ◦ a1) ◦ c = (v1 ◦ a2) ◦ c. De (3.25) tenemos el diagrama

Da Du B
u2◦a2 //
u1◦a1

//
k◦v //

y k ◦ v ∈ Γ; con lo cual, por la propiedad (CF3), existe un morfismo Dd Da
d // en Γ,

tal que (u2 ◦ a2) ◦ d = (u1 ◦ a1) ◦ d. Si consideramos el diagrama

Dd Da

Dc

d
//

c

��

Por la propiedad (CF3) existe un diagrama conmutativo

Dd Da

DcDb

d
//

c

��

d′

��

c′ //

con c′ ∈ Γ. Denotemos b = d ◦ d′ = c ◦ c′. Consideremos los morfismos

Db A1

n◦(v2◦(a2◦b))//

j◦(u2◦(a2◦b))
//

Veamos que son iguales. Si consideramos el diagrama

Db A

X X + Y

h◦(n◦(v2◦(a2◦b)))//

f1◦(n◦(v2◦(a2◦b)))

��

f

��

iX
//

(3.26)

conmuta, puesto que ya teńıamos que f ◦ h = iX ◦ f1. Considerando el diagrama conmu-
tativo

A1 A

X X + Y

Db

h //

f1

��

f

��

iX
//

n◦(v2◦(a2◦b))

��4444444444 h◦(n◦(v2◦(a2◦b)))

��

f1◦(n◦(v2◦(a2◦b)))

��

(3.27)

Luego, por (3.23), tenemos que h◦(j◦(u2◦(a2◦b))) = h◦(n◦(v2◦(a2◦b))) y f1◦(j◦(u1◦(a1◦
b))) = f1 ◦(n◦(v1 ◦(a1 ◦b))). Además, (v1 ◦a1)◦b = (v2 ◦a2)◦b y u1 ◦(a1 ◦b) = u2 ◦(a2 ◦b),
con lo cual f1 ◦ (j ◦ (u2 ◦ (a2 ◦ b))) = f1 ◦ (n ◦ (v2 ◦ (a2 ◦ b))) . Con estas dos cosas tenemos
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que el morfismo j ◦ (u2 ◦ (a2 ◦ b)) hace conmutar el diagrama (3.27), con lo cual, por la
propiedad universal del producto fibrado, obtenemos que j◦(u2◦(a2◦b)) = n◦(v2◦(a2◦b)).
Utilizando esto y el diagrama (??) el siguiente diagrama

B A1

Dm

Du

Db

m

��������������

n

��????????????

k◦v

__????????????
j

??������������

(v2◦a2)◦b

OO

(u2◦a2)◦b

��

conmuta; y además m ◦ v2 ∈ Γ, a2 ∈ Γ y b ∈ Γ, de donde m ◦ ((v2 ◦ a1) ◦ b) ∈ Γ con lo cual
n/m = j/k ◦ v
∴ El diagrama (3.15) es un producto fibrado.

Ahora bien, como Id/s : Ds
∼= A obtenemos que el diagrama

X X + Y

AA1

iX/IdX

//

f/s

��

s◦h/IdA1 //

f1/IdA1

��

es un producto fibrado.
∴ XΓ−1 cumple la propiedad (2) de (1.2). Ahora veamos la propiedad (3) de (1.2). Sea

A1 A A2

X X + Y Y

j/a, // k/boo

iX/IdX

//
iY /IdY

oo

f/s

��

h/p

��

g/t

��

(3.28)

un diagrama conmutativo.
(=⇒) Supongamos que el renglón de arriba es una suma, entonces tenemos que el diagrama
(3.28) es un diagrama de la forma

A1 A1 + A2 A2

X X + Y Y

iA1
/IdA1 //

iA2
/IdA2oo

iX/IdX

//
iY /IdY

oo

f/s

��

f+g/s+t

��

g/t

��

Tenemos que un producto fibrado del diagrama

X X + Y

Ds +Dt

iX
//

s+t

��
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en X , es el diagrama

X X + Y

Ds +DtDs

iX
//

f+g

��

iDs //

f

��

por ser extensiva. Observando nuestra construcción del producto fibrado hecha anterior-
mente, obtenemos que un producto fibrado en XΓ−1 es

X X + Y

A1 + A2Ds

iX/IdX

//

f+g/s+t

��

(s+t)◦iDs/IdDs//

f/IdDs

��

Como IdDs/s : A1
∼= Ds en XΓ−1; obtenemos que el diagrama

X X + Y

A1 + A2A1

iX/IdX

//

f+g/s+t

��

k //

(f/IdDs )◦(IdDs/s)

��

(3.29)

es también un producto fibrado, con k = (s+t)◦iDs/IdDs◦IdDs/s . Si vemos la composición
f/IdDs ◦ IdDs/s, es un diagrama

A1 Ds X

Ds Ds

Ds

s

���������� IdDs

��???????? IdDs

����������
f

��????????

IdDs

����������
IdDs

��????????

con lo cual f/IdDs◦IdDs/s = f/s. Por otro lado, la composición ((s+t)◦iDs/IdDs)◦IdDs/s
es un diagrama

A1 Ds A1 + A2

Ds Ds

Ds

s

���������� IdDs

��???????? IdDs

����������
(s+t)◦iDs

��????????

IdDs

����������
IdDs

��????????
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de donde tenemos que ((s+ t) ◦ iDs/IdDs) ◦ IdDs/s = (s+ t) ◦ iDs/s. Además, tenemos el
diagrama conmutativo

A1 A1 + A2

A1

Ds

Ds

IdA1

��������������
iA1

��????????????

s

__????????????
(s+t)◦iDs

??������������

s

OO

IdDs

��

con s ∈ Γ, entonces (s + t) ◦ iDs/s = iA1/IdA1 . Juntando estas dos observaciones y el
diagrama (3.29), tenemos que el diagrama

X X + Y

A1 + A2A1

iA1
/IdA1

//

f+g/s+t

��

iA1
/IdA1//

f/s

��

es un producto fibrado en XΓ−1. La demostración para el lado derecho del diagrama (3.28)
es análoga.
∴ Si el renglón de arriba es una suma, entonces los cuadrados son productos fibrados.
(⇐) Ahora, supongamos que los cuadrados del diagrama (3.28) son productos fibrados.
Sabemos que dado el diagrama

Dp

X X + Y Y

h��

iX
//

iY
oo

en X , existe un diagrama de la forma

B1 Dp B2

X X + Y Y

h

��

q // roo

f1

��

f2

��

iX
//

iY
oo

con ambos cuadrados productos fibrados, con lo cual el morfismo [q, r] : B1 +B2 → Dp es
isomorfismo. Además, sabemos que en el diagrama

B1 Dp B2

X X + Y Y

h/p

��

p◦q/IdB1 //
p◦r/IdB2oo

f1/IdB1

��

f2/IdB2

��

iX/IdX

//
iY /IdY

oo
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los cuadrados son productos fibrados, con lo cual, obtenemos que existen isomorfismos
únicos m1/n1 : A1 → B1 y m2/n2 : A2 → B2, con la propiedad de que el diagrama

B1 Dp B2

X X + Y Y

A1 A2

h/p

��

p◦q/IdB1 //
p◦r/IdB2oo

f1/IdB1

��

f2/IdB2

��

iX/IdX

//
iY /IdY

oo

m1/n1

��????

f/s

��

j/a

$$
m2/n2

������

g/t

��

k/b

zz

(3.30)

conmuta. Con esto, obtenemos el isomorfismo (m1 +m2)/(n1 + n2) : A1 +A2 → B1 +B2.
Observando la siguiente composición de isomorfismos

A1 + A2 B1 +B2 Dp A
m1+m2/n1+n2 //

[q,r]/(IdB1+B2
)
//

p/IdDp //

obtenemos que A1 + A2
∼= A, sea ε éste isomorfismo. Sólo veamos que ε es el morfismo

inducido por la suma. Observemos los siguientes diagramas conmutativos

A1 + A2 B1 +B2 Dp A

A1 B1

m1+m2/n1+n2 //
[q,r]/(IdB1+B2

)
//

p/IdDp //

iA1

OO

m1/n1

//
iB1

OO

q/IdB1

33gggggggggggggggggggg

A1 + A2 B1 +B2 Dp A

A2 B2

m1+m2/n1+n2 //
[q,r]/(IdB1+B2

)
//

p/IdDp //

iA2

OO

m2/n2

//
iB2

OO

r/IdB2

33gggggggggggggggggggg

Luego, por la conmutatividad del diagrama (3.30), obtenemos que ε◦ iA1 = j/a y ε◦ iA2 =
k/b, con lo cual ε = [j/a, k/b] : A1 + A2

∼= A.

∴ La parte de arriba es una suma.
∴ Se cumple 3 de (1.2)
∴ XΓ−1 es extensiva.�

Esta construcción nos será de ayuda para invertir una clase de morfismos conveniente.



Caṕıtulo 4

El producto tensorial en Ext

Dados dos categoŕıas X ,Y ∈ Ext, consideramos la subcategoŕıa plena Ext[X ,Y ] de la
categoŕıa Cat[X ,Y ]. Lo que buscamos construir es un producto tensorial ⊗ tal que Ext
sea monoidal cerrada, es decir, que tengamos el isomorfismo natural

Ext[X ⊗ Y ,Z] ∼= Ext[X , Ext[Y ,Z]]

Obtenemos X ⊗Y aplicando la categoŕıa de fracciones a Fam(X × Y), buscando invertir
los morfismos convenientes como Gates lo hace en [6]. Es la analoǵıa del producto tensorial
de grupos abelianos.

4.1 El cálculo de fracciones

Sean X ,Y categoŕıas extensivas e I, J ∈ Conf . Una especificación de denominador prim-
itivo son objetos

∑
i∈I Xi ∈ X y

∑
i∈ı Yi ∈ Y , familias de morfismos iXi

: Xi →
∑

i∈I Xi y

iYi : Yi →
∑

i∈I Yi. Denotaremos a
∑

i∈I Xi y
∑

j∈I Yi por X̂ y Ŷ respectivamente.
Tomemos un conjunto finito K y una K − familia indizada de especifiaciones de de-

nominadores primitivos (X̂k, Ŷk, Xik , Yik , iXik
, iYik ). Obtenemos objetos 〈(X̂k, Ŷk)〉k∈K ∈

Fam(X × Y). Luego, definimos:

1. K ′ =
∐

k∈K Ik × Jk

2. π : K ′ → K, el morfismo que a un elemento (ik, jk) ∈ K ′ le asocia k, es decir, la
proyección en el k-ésimo sumando.

3. Podemos formar el elemento 〈(Xik , Yjk)〉(ik,jk)∈K′ ∈ Fam(X ,Y)

4. Sea h la familia de morifsmos K ′-indizada de morfismos en X × Y , con h(ik,jk) =
(iXik

, iYjk ) para (ik, jk) en el k-ésimo sumando, es decir h = 〈(iXik
, iYjk )〉(ik,jk)∈K′ .

El resultado es un morfismo

(π, h) : 〈Xik , Yjk〉(ik,jk)∈K′ → 〈X̂k, Ŷk〉k∈K

de Fam(X × Y). Definimos como un denominador primitivo a un morfismo de esta man-
era. Denotamos a la colección de denominadores primitivos por Γ, y su cerradura por
composición como Γ∗. Lo que deseamos es ver que Γ∗ es un cálculo de fracciones derecho
en Fam(X × Y), utilizando la proposición 3.3.

Proposición 4.1 Γ cumple con las propiedades (CF2) y (CF3) de la proposición 3.3.

59
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Demostración
Veamos que se cumple (CF2). Supongamos que tenemos un diagrama en Fam(X × Y)

〈(Wl, Zl)〉l∈l 〈(X̂k, Ŷk)〉k∈K

〈(Xik,Yjk
)〉(ik,jk)∈K′

(s,〈(fl,gl)〉l∈L)
//

(π,h)

��

(4.1)

Luego, para cada l ∈ L, tenemos los morfismos fl : Zl → X̂s(l) y gl : Wl → Ŷs(l).
Como X y Y son extensivas, podemos dar una descomposición en sumas de Zl y Wl en
elementos tantos como Is(l) y Js(l) respectivamente (recordando que X̂s(l) =

∑
is(l)∈Is(l)

Xis(l)

y Ŷs(l) =
∑

js(l)∈Js(l) Yjs(l))); renombrando Is(l) = Il y Js(l) = Jl, tenemos que Zl =
∑

il∈Il Zil
y Wl =

∑
j∈Jl Wjl y además fl y gl también se descomponen en morfismos de la forma

∑
il∈Il Zil X̂s(l)

∑
j∈Jl Wjl Ŷs(l)

∑
il∈Il

fil //

∑
jl∈Jl

gjl //

tal que para cada il ∈ Il y jl ∈ Jl, los diagramas

∑
il∈Il Zil X̂s(l)

Zil Xis(l)

∑
j∈Jl Wjl Ŷs(l)

Wjl
Yjs(l)

∑
il∈Il

fil //

iZil

OO

fil

//

iXis(l)

OO

∑
jl∈Jl

gjl //

gjl
//

iWil

OO

iYis(l)

OO
(4.2)

conmutan. Definimos el morfismo p :
∐

l∈L Il × Jl →
∐

k Ik × Jk de la siguiente manera:
si (il, jl) ∈ Il × Jl, entonces p(il, jl) = (is(l), js(l)) ∈ Is(l) × Js(l). Denotemos como L′ =∐

l∈L Il × Jl. Este morfismo nos genera un morfismo en Fam(X × Y) de la forma

〈(Zil ,Wjl)〉(il,jl)∈L′ 〈(Xik ,Wjl)〉(ik,jk)∈K′
(p,〈(fil ,gjl )〉(il,jl)∈L′ ) //

Además, tenemos la función τ : L′ → L definida como la proyección en la l-ésima coorde-
nada. Todo esto nos define el morfismo

〈(Zil ,Wjl)〉(il,jl)∈L′ 〈(Zl,Wl)〉l∈L
(τ,〈(iZil

,iWjl
)〉(il,jl)∈L′ ) //

Este es claramente un elemento en Γ. Luego, podemos considerar el diagrama

〈(Wl, Zl)〉l∈l 〈(X̂k, Ŷk)〉k∈K

〈(Xik , Yjk〉)(ik,jk)∈K′〈(Zil ,Wjl〉)(il,jl)∈L′

(s,〈(fl,gl)〉l∈L)
//

(π,h)

��

(τ,〈(iZil
,iWjl

)〉(il,jl)∈L′ )

��

(p,〈(fil ,gjl )〉(il,jl)∈L′ )//

(4.3)



4.1. El cálculo de fracciones 61

Para ver que conmuta, observemos que para los morfismos definidos en Conf tenemos que
el diagrama ∐

l∈L Il × Jl
∐

k∈K Ik × Jk

L K

p //

τ

��

f
//

π

��

conmuta. Si fijamos un elemento (il, jl) ∈ L′, la conmutatividad del diagrama (4.3) lo
tenemos por el diagrama (4.2). Luego, tenemos que el diagrama (4.1), se completa en el
diagrama (4.3) y además el morfismo (τ, 〈iZil

, iWjl
〉)(il,jl) ∈ L′ ∈ Γ, con lo cual Γ cumple

(CF2).
Ahora, supongamos que tenemos un diagrama de la forma

〈(Wl, Zl〉)l∈L 〈(Xik , Yjk〉)(ik,jk)∈K′ 〈(X̂k, Ŷk)〉k∈K
(π,h) //

(s,〈(fl,gl)〉l∈L) //

(t,〈(nl,ml)〉l∈L)
//

tal que (π, h) ◦ (s, 〈(fl, gl)〉l∈L) = (π, h) ◦ (t, 〈(nl,ml)〉l∈L). Luego, tenemos en Conf que
∀ l ∈ L, π ◦ s(l) = π ◦ t(l).Sea l ∈ L, denotemos π ◦ s(l) = k para facilitar la demostración.
La igualdad anterior nos dice que los elementos s(l) y t(l) caen en el mismo sumando
Ik × Jk. Sean s(l) = (ik, jk) y t(l) = (i′k, j

′
k) en el k-ésimo sumando. Por hipótesis,

sabemos que iXik
◦fl = iXi′

k

◦nl y iYjk ◦ gl = iYj′
k

◦ml, i.e, tenemos los siguientes diagramas

conmutativos

XikWl

X̂k
Xi′k

Zl Yjk

Yj′k Ŷk

fl //

nl

��

iXik

��

iX
i′
k

//

gl //

ml

��

iYjk

��

iY
j′
k

//

(4.4)

Por el lema (1.8), la suma de objetos es disjunta en categoŕıas extensivas; con lo cual,
considerando el cuadrado del lado izquierdo del diagrama (4.4), tenemos los siguientes
casos: Si i = i′, entonces tenemos que iXik

◦fl = iXik
◦nl, utilizando el lema (1.8), tenemos

que las inyecciones son monomorfismos, con lo cual, obtenemos que fl = nl. Ahora bien,
si i 6= i′, entonces por el lema (1.8), tenemos que existe un morfismo de Wl en 0 (ver la
forma del producto fibrado), y por el lema (1.7), el objeto inicial es estricto, con lo cual
podemos considerar que Wl = 0 y que los morfismos fl =! y nl =!. Análogamente en el
cuadrado derecho de (4.4), tenemos que si j = j′, entonces gl = ml y si j 6= j′, entonces
Zl = 0, gl =! y ml =!. Para l ∈ L, formemos los siguientes conjuntos finitos

I ′l =

{
1 si i = i′

∅ si i 6= i′
y J ′l =

{
1 si j = j′

∅ si j 6= j′

Luego, podemos formar los objetos 〈U∗l〉∗l∈I′l y 〈V∗l〉∗l∈J ′l ; con la familia de morfismos
I ′l-indizada, c∗l : U∗l → Wl y la familia J ′l -indizada d∗l : V∗l → Zl de la siguiente manera:

U∗l =

{
Wl si i = i′ y c∗l = IdWl

0 si i 6= i′ y el morfismo vaćıo
y V∗l =

{
Zl si j = j′ y d∗l = IdZl

0 si j 6= j′ y el morfismo vaćıo

De esto podemos formar el conjunto L′ =
∐

l∈L I
′
l × J ′l con su morfismo proyección α :

L′ → L. Luego, tenemos una descomposición en sumas de Wl y de Zl. Si i = i′, entonces
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tenemos que U∗ = Wl, el cual es claramente una descomposición en sumas de Wl con
su morfismo inclusión, el cual es en este caso la identidad (es análogo con Zl). Ahora,
si i 6= i′, entonces tenemos que Wl = 0, entonces es la suma de una familia vaćıa, i.e,∑
∗l∈ U∗l = 0 = Wl, y las inclusiones son el morfismo vaćıo. Todo ésto nos genera un

morfismo en Fam(X × Y)

〈(U∗l , V∗l)〉(∗l,∗l)∈L′ 〈(Wl, Zl)〉
(α,〈(c∗l ,d∗l )〉(∗l,∗l)∈L′ )//

el cual es un denominador primitivo. Finalmente, solo debemos checar que el morfismo
dado iguala a los morfismos (s, 〈(fl, gl)〉l∈L) y (t, 〈(nl,ml)〉l∈L). Para esto, observemos que
L′ =

∐
l∈L I

′
l × J ′l , donde I ′l y J ′l o son inicial o son final. Los elementos en I ′l × J ′l son

de las siguientes formas: si ambos son finales, entonces tenemos un solo elemento, si uno
de los dos es 0, entonces no hay elementos. Entonces dar un elemento en L′ es dar un
elemento en l ∈ L tal que I ′l y J ′l sean ambos terminales, es decir , s(l) = t(l).
Con esto, tenemos que si (∗l, ∗l) ∈ L′, entonces s(α(∗l, ∗l)) = t(α(∗l, ∗l)). Ahora, si ten-
emos un elemento (∗l, ∗l) ∈ L′, sabemos que hay un elemento en el l-ésimo sumando
si s(l) = t(l). Luego, tenemos que fl ◦ c∗l = fl ◦ IdXl

= fl = nl = nl ◦ IdXl
=

nl ◦ c∗l . Análogamente se obtiene que gl ◦ dbl = ml ◦ dbl . Con ésto afirmamos que
(s, 〈(fl, gl)〉l∈L) ◦ (α, 〈(cal , dbl)〉(al,bl)∈L′) = (t, 〈(nl,ml)〉l∈L) ◦ (α, 〈(cal , dbl)〉(al,bl)∈L′). Luego,
Γ cumple la condición (CF3).
∴ Γ cumple las condiciones (CF2) y (CF3)�

En virtud de la proposición (3.3), tenemos que Γ∗ es un cálculo de fracciones derecho.
Definimos X ⊗Y como Fam(X × Y)((Γ∗)−1). Solo nos resta ver que X ⊗Y es extensiva.
Para ésto, solo tenemos que demostrar el siguiente lema.

Lema 4.2 Si X y Y son categoŕıas extensivas, entonces Γ tiene sumas de denominadores
primitivos.

Demostración
Sean X , Y categoŕıas extensivas y

(π, h) : 〈 (Xik , Yjk) 〉(ik,jk)∈K′ → 〈(X̂k, Ŷk) 〉k∈K (ρ, h′) : 〈 (Wil , Zjl) 〉(il,jl)∈L′ → 〈 Ŵl, Ẑl) 〉l∈L

denominadores primitivos, donde K ′ =
∐

k∈K Ik × Jk y L′ =
∐

l∈L Il × Jl. Definimos el
conjunto K ′ + L′ =

∐
t∈K+L Pt ×Qt, donde

Pt ×Qt =

{
Ik × Jk si t ∈ K
Il × Jl si t ∈ L

junto con un morfismo τ : K ′+L′ → K +L, que manda a cada elemento a su proyección.
Además, definimos las familias de elementos en Fam(X × Y)

〈 (Uit , Vjt) 〉(it,jt)∈K′+L′ 〈 (Ût, V̂t) 〉t∈K+L

de la siguiente manera:

(Uit , Vjt) =

{
(Xik , Yjk) si t ∈ K y t=k

(Wil , Zjl) si t ∈ L y t=l
(Ût, V̂t) =

{
(X̂k, Ŷk) si t ∈ K y t=k

(Ŵl, Ẑl) si t ∈ L y t=l

Viendo estas definiciones, para cada (it, jt) ∈ K ′ + L′, podemos definir el morfismo

(iUit
, iVjt ) : (Uit , Vjt)→ (Ût, V̂t) como

(iUit
, iVjt ) =

{
(iXik

, iYjk ) si t ∈ K y t=k

(iWil
, iZjl

) si t ∈ L y t=l
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Además, podemos observar que para cada t ∈ K + L, tenemos que
∑

it∈It Uit = Ût y∑
jt
Vjt = V̂t. Esto nos genera el morfismo

〈(Uit , Vjt)〉(it,jt)∈K′+L′ 〈(Ût, V̂t)〉t∈K+L

(τ,〈(iUit
,iVjt

)〉)
//

que es un denominador primitivo. Además el lector puede convencerse de que

〈(Xik , Yjk)〉(ik,jk)∈K′ + 〈(Wil , Zil)〉(il,jl)∈L′ = 〈(Uit , Vjt)〉(it,jt)∈K′+L′

〈(X̂k, Ŷk)〉k∈K + 〈(Ŵl, Ẑl)〉l∈L = 〈(Ût, V̂t)〉t∈K+L

Con ésto concluimos que (τ, 〈(iUit
, iVjt )〉) es un denominador primitivo.

∴ Γ tiene sumas de denominadores primitivos.�
En virtud de la proposición (3.13), X ⊗ Y es extensiva.

4.2 La categoŕıa monoidal cerrada Ext

En este apartado, veremos la propiedad universal del producto tensorial definido. Quer-
emos ver que ⊗ hace de la categoŕıa Ext monoidal, y que además exista el isomorfismo
natural

Ext[X ⊗ Y ,Z] ∼= Ext[X , Ext[Y ,Z]]

Primero, veamos que el producto tensorial definido es un bifuntor. Sean F : X → X ′ y
G : Y → Y ′ en Ext. Estos funtores nos definen el funtor F × G : X × Y → X ′ × Y ′, que
actúa por coordenadas en la categoŕıa producto. éste nuevo funtor define un funtor de la
forma

X × Y X ′ × Y ′

Fam(X ′ × Y ′)

F×G //

FamX′×Y′ ( )

OO

Por el teorema (2.2), tenemos que Fam(X ′ × Y ′) tiene sumas finitas, con lo cual, por el

teorema (2.5), existe un funtor F̂×Ŷ : Fam(X × Y)→ Fam(X ′ × Y ′) tal que el diagrama

X × Y X ′ × Y ′

Fam(X ′ × Y ′)Fam(X × Y)

F×G //

FamX′×Y′ ( )

OO
F̂×Ĝ //

FamX×Y ( )

OO

conmuta. Viendo el teorema (2.2), este funtor está definido de la siguiente manera: Si

〈(Xi, Yi)〉i∈I ∈ Fam(X × Y), entonces (F̂ × Ĝ)(〈(Xi, Yi)〉i∈I = 〈(F (Xi), G(Yi))〉i∈I y dado
un morfismo (f, 〈(fi, gi)〉i∈I) : 〈(Xi, Yi)〉i∈I → 〈(Wj, Zj)〉j∈J , entonces

F̂ × Ĝ(f, 〈(fi, gi)〉i∈I) = (f, 〈(F (fi), G(gi)))〉i∈I .
Ahora, componiendo éste nuevo funtor con γFam(X′×Y ′) : Fam(X ′ × Y ′) → X ′ ⊗ Y ′ =

Fam(X ′ × Y ′)(Γ∗)−1, obtenemos el funtor γFam(X ′×Y ′)◦(F̂×Ĝ) : Fam(X × Y)→ X ′ ⊗ Y ′.
Para ver que tenemos un funtor de X ⊗ Y en X ′ ⊗ Y ′, veamos que este nuevo funtor invierte
a los denominadores primitivos de Fam(X × Y).

Sea

(π, 〈(iXik
, iYjk ))〉(ik,jk)∈K′ : 〈(Xik , Yjk)〉(ik,jk)∈K′ → 〈(X̂k, Ŷk)〉k∈K
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un denominador primitivo en Fam(X × Y). Tenemos que (F̂×Ĝ)(π, 〈(iXik
, iYjk )〉(ik,jk)∈K′) =

(π, 〈(F (iXik
), G(iYjk ))〉(ik,jk)∈K′) donde

(π, 〈(F (iXik
), G(iYjk ))〉(ik,jk)∈K′) : 〈(F (Xik), G(Yjk))〉(ik,jk)∈K′ → 〈(F (X̂k), G(Ŷk))〉k∈K

Luego, F y G son funtores que abren sumas, entonces para cada k ∈ K, tenemos que los
morfismos inducidos por la suma son isomorfismos

[F (iXik
)] :

∑
ik∈Ik

F (Xik) ∼= F (
∑
ik∈Ik

Xik) = F (X̂k)

[G(iYjk )] :
∑
jk∈Jk

G(Yjk) ∼= G(
∑
jk∈Jk

Yjk) = G(Ŷk)

Además, para cada ik ∈ Ik y jk ∈ Jk

F (iXik
) = [F (iXik

)] ◦ iF (Xik
) G(iYjk ) = [G(iYjk )] ◦ iG(Yjk )

Sea F̂ (Xk) =
∑

ik∈Ik F (Xik) y Ĝ(Yk) =
∑

jk∈Jk G(Yjk). Ahora bien, observando el dia-
grama conmutativo en Fam(X ′ × Y ′)

〈(F (Xik), G(Yjk))〉(ik,jk)∈K′

〈(F̂ (Xk), Ĝ(Yk))〉k∈K

〈(F (X̂k), G(Ŷk))〉k∈K

(π,〈(iF (Xik
),iG(Yjk

))〉(ik,jk)∈K′ )
++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW

(π,〈F (iXik
),G(iYjk

)〉(ik,jk)∈K′ )
//

(IdK ,〈([F (iXik
)], [G(iYjk

)])〉k∈K

OO

(4.5)
Sabemos que (IdK , 〈([F (iXik

)], [G(iYjk )])〉k∈K) es un isomorfismo en Fam(X ′ × Y ′), con
lo que la imágen de éste morfismo en X ⊗ Y es también isomorfismo. Sabemos que el mor-
fismo (π, 〈(iF (Xik

), iG(Yjk ))〉(ik,jk)∈K′) es también invertible en X ′ ⊗ Y ′, pues es un denomi-
nador primitivo, con lo cual, la composición de ambos morfismos en X ′ ⊗ Y ′ es invertible,
entonces, por el diagrama (4.5) la imágen del morfismo (π, 〈(iF (Xik

), iG(Yjk ))〉(ik,jk)∈K′) es
invertible en X ′ ⊗ Y ′.

Utilizando la propiedad universal de la categoŕıa de fracciones, ∃!F ⊗ G : X ⊗ Y →
X ′ ⊗ Y ′ funtor, tal que el diagrama

X ⊗ Y X ′ ⊗ Y ′

Fam(X × Y) Fam(X ′ × Y ′)
F̂×Ĝ

//

γFam(X×Y )

OO

γFam(X′×Y′)

OO
F⊗G //

conmuta. Además, este funtor preserva sumas, pues dados dos elementos

〈(Xk, Yk)〉k∈K , 〈(Wj, Zj)j∈J ∈ Fam(X × Y)

tenemos que su suma es la familia 〈(Ct, Dt)〉t∈K+J , con

(Ct, Dt) =

{
(Xk, Yk) si t=k y k ∈ K
(Wj, Zj) si t=j y j ∈ J
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Entonces, (F ⊗G)(〈(Ct, Dt)〉t∈K+J) = 〈(F (Ct), G(Dt))〉t∈K+J con

(F (Ct), G(Dt)) =

{
(F (Xk), G(Yk)) si t=k y k ∈ K
(F (Wj), G(Zj)) si t=j y j ∈ J

que es precisamente la definición de la suma de los elementos 〈(F (Xk), G(Yk))〉k∈K y
〈(F (Wj), G(Zj))j∈J en Fam(X ′ × Y ′). Con esto, tenemos que ⊗ es un bifuntor en Ext.

Antes de pasar a lo siguiente, haremos un par de observaciones, las cuales son fáciles
demostrar:

Observación 4.3 Dados dos conjuntos finitos A,B y familias de objetos 〈Xa〉a∈A, 〈Xb〉b∈B
en una categoŕıa X con sumas finitas, se cumple∑

c∈A
∐
B

Xc
∼=

∑
a∈A

+
∑
b∈B

Xb

Argumento que es válido para conjuntos finitos, i.e; si K es un conjunto finito, y para
cada k ∈ K existen familias 〈Xik〉ik∈Ik , entonces∑

ik∈
∐

k∈K Ik

Xik
∼=

∑
k∈K

∑
ik∈Ik

Xik

.

Observación 4.4 Dados dos conjuntos finitos A,B y una familia de objetos 〈X(a,b)〉(a,b)∈A×B
en una categoŕıa X con sumas finitas, se tiene que∑

(a,b)∈A×B

X(a,b)
∼=

∑
b∈B

∑
a∈A

X(a,b)

.

esta última observación, es producto de esta otra:

A×B ∼= A×
∐
b∈B

{b} ∼=
∐
b∈B

A× {b} ∼=
∐
b∈B

A

y el resultado se sigue de la observación (4.3). Todos los isomorfismos dados en las obser-
vaciones, son los morfismos inducidos por la propiedad universal de la suma.

Por último, veamos que ⊗ definido anteriormente, hace que Ext sea una categoŕıa
monoidal cerrada.

Proposición 4.5 La categoŕıa 〈Ext,⊗, Setf〉 es una categoŕıa monoidal simétrica cerrada
con el bifuntor ⊗ definido anteriormente.

Demostración:
Demostremos primero que existe un isomorfismo natural

Ext[X ⊗ Y ,Z] ∼= Ext[X , Ext[Y ,Z]]

Para esto definimos φ : Ext[X ⊗ Y ,Z]→ Ext[X , Ext[Y ,Z]], de la siguiente manera:
Sea F ∈ Ext[X ⊗ Y ,Z], entonces φ(F ) : Ext[X , Ext[Y ,Z]] está definido como φ(F )(X)(Y )
= F (〈(X, Y )〉∗∈{∗}) para X ∈ X y Y ∈ Y . Sea g : Y → Y ′ un morfismo en Y , entonces
φ(F )(X)(g) = F (Id{∗}, 〈(IdX , g)〉∗∈{∗}) el cual es un funtor claramente.

Ahora bien, sea f : X → X ′ un morfismo un X , definimos φ(F )(f) : φ(F )(X) ⇒
φ(F )(X ′) en cada instancia Y ∈ Y como φ(F )(f)Y = F (〈(f, IdY )〉∗∈{∗}) : φ(F )(X)(Y )→
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φ(F )(X ′)(Y ). Sea g : Y → Y ′ un morfismo en Y , entonces es claro que el siguiente
diagrama conmuta utilizando que F es funtor

F (〈(X, Y )〉∗∈{∗}) F (〈(X ′, Y )〉∗∈{∗})

F (〈(X, Y ′)〉∗∈{∗}) F (〈(X ′, Y ′)〉∗∈{∗})

F (〈(f,IdY )〉∗∈{∗}) //

F (〈(IdX ,g)〉∗∈{∗})

�� F (〈(f,IdY ′ )〉∗∈{∗}) //

F (〈(IdX′ ,g)〉∗∈{∗})

��

Luego, φ(F ) es funtor; falta ver que preserva sumas. Sean X ∈ X y 〈Yk〉k∈K ∈ Fam(Y).
P.D. (φ(F ))(X)(

∑
k∈K Yk)

∼=
∑

k∈K(φ(F )(X)(Yk)).
Demostración:

Por definición tenemos que φ(F )(X)(
∑

k∈K Yk) = F (〈(X,
∑

k∈K Yk)〉∗∈{∗}). Observemos
que tenemos los morfismos

X∗ X∗
IdX // Yk

∑
k∈K Yk

ik //

Podemos construir el conjunto
∐
∗∈{∗}{∗}×K∗ = K, y el objeto 〈(X∗, Yk∗)〉(∗,k∗)∈∐∗∈{∗}{∗}×K∗ .

Considerando la familia 〈(X∗, Yk∗)〉(∗,k∗)∈∐∗∈{∗}{∗}×K∗ = 〈(X, Yk)〉k∈K ∈ Fam(X × Y),
obtenemos el morfismo

(π, 〈(IdX∗ , iYk)〉(∗,k∗)∈∐∗∈{∗}{∗}×K∗) : 〈(X∗, Yk)〉(∗,k∗)∈∐∗∈{∗}{∗}×K∗ −→ 〈(X,
∑
k∈K

Yk)〉∗∈{∗}

con π(∗, k∗) = ∗, es decir, es la proyección en el ∗-ésimo término. Además, tenemos que
para el único elemento en {∗},

∑
∗X∗ = X y

∑
k∗∈K∗ Yk∗ =

∑
k∈K Yk, de donde tenemos

que el morfismo definido es un denominador primitivo. Luego, este morfismo es invert-
ible en X ⊗ Y , es decir, 〈(X∗, Yk)〉(∗,k∗)∈∐∗∈{∗}{∗}×K∗ ∼= 〈(X,∑k∈K Yk)〉∗∈{∗}. Luego, como

los funtores preservan isomorfismos, entonces F (〈(X∗, Yk)〉k∈K) ∼= F (〈(X,
∑

k∈K Yk)〉∗∈{∗}).
Además F preserva sumas, con lo cual F (〈(X, Yk)〉k∈K) ∼=

∑
k∈K F (〈(X, Yk∗)〉∗∈{∗}). Con

estos dos isomorfismos, obtenemos que
∑

k∈K F (〈(X, Yk∗)〉∗∈{∗}) ∼= F (〈(X,
∑

k∈K Yk)〉∗∈{∗}),
es decir

∑
k∈K φ(X)(Yk) ∼= φ(F )(X)(

∑
k∈K Yk).

Análogamente se demuestra que φ(
∑

k∈K Xk) ∼=
∑

k∈K φ(Xk).
Definimos θ : Ext[X , Ext[Y ,Z]]→ Ext[X ⊗ Y ,Z] de la siguiente manera:

Sea G ∈ Ext[X , Ext[Y ,Z]] un funtor que preserva sumas, esto nos genera un funtor
G∗ : X × Y → Z definido como G∗(X, Y ) = G(X)(Y ) y en un morfismo (f, g) : (X, Y )→
(X ′, Y ′) le asociamos el morfismo G(f)y ◦ G(X)(g). Para mostrar que es funtor, sean
(f1, g1) : (X1, Y1)→ (X2, Y2) y (f2, g2) : (X2, Y2)→ (X3, Y3) morfismos en X × Y ; entonces
G∗(f2, g2) ◦ G∗(f1, g2) = (G(f2)Y3 ◦ G(X2)(g2)) ◦ (G(f1)Y2 ◦ G(X1)(g1)); como G(f1) :
G(X1)⇒ G(X2), tenemos el siguiente diagrama conmutativo

G(X1)(Y2) G(X1)(Y3)

G(X2)(Y2) G(X2)(Y3)

G(X1)(g2)//

G(f1)Y2

��

G(X2)(g2)
//

G(f1)Y3

��

Entonces (G(f2)Y3 ◦G(X2)(g2))◦(G(f1)Y2 ◦G(X1)(g1)) = (G(f2)Y3 ◦G(f1)Y3)◦(G(X1)(g2)◦
G(X1)(g1)); utilizando que G ∈ Ext[X , Ext[Y ,Z]] y G(X1) ∈ Ext[Y ,Z], obtenemos

(G(f2)Y3◦G(f1)Y3)◦(G(X1)(g2)◦G(X1)(g1)) = G(f2◦f1)Y3◦G(X1)(g2◦g1) = G∗(g2◦g1, f2◦f1)
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Con esto, tenemos que G∗ : X × Y → Z es un funtor.
A su vez, G∗ induce un funtor Ĝ : Fam(X × Y) → Z, definido por la propiedad uni-

versal de la categoŕıa Fam(X × Y). Solo resta ver que este funtor invierte denominadores
primitivos.

Sea

(π, 〈(ilk , iYjk ))〉(lk,jk)∈K′ : 〈(Xlk , Yjk)〉(lk,jk)∈K′ → 〈(Xk, Yk)〉k∈K

un denominador primitivo en Fam(X × Y). Luego, tenemos que Ĝ((π, 〈(ilk , ijk)〉(lk,jk)∈K′)
= f es el único morfismo que hace conmutar el diagrama∑∐

k∈K Lk×Jk G(Xlk)(Yjk)
∑

k∈K G(Xk)(Yk)

G(Xlk)(Yjk) G(Xlk)(Yk) G(Xk)(Yk)

f //__________________

i(lk,jk)

OO

G(Xlk
)(ijk )

//
G(ilk )(IdYk)

//

ik

OO

Por las observaciones anteriores y utilizando que G preserva sumas, se obtiene el siguiente
diagrama conmutativo∑

k∈K G(Xk)(Yk)
∑∐

k∈K Lk×Jk G(Xlk)(Yjk)

G(Xk)(Yk) G(
∑

k∈K Xlk)(
∑

Yjk
)

∑
lk∈Lk

∑
jk∈Jk G(Xlk)(Yjk)

∑
Lk×Jk G(Xlk)(Yjk)

G(Xlk)(Yk)

G(Xlk)(Yjk) G(Xlk)(Yjk)

g //_________________________

ik

OO

∼= //
∼=//

∼= //

G(Xlk
)(ijk )

OO

G(ilk )(IdYjk
)

OO

Id
//

i(lk,jk)

OO

ik

OO

Con estos dos diagramas obtenemos que g es el inverso de f .
Como Ĝ invierte denominadores primitivos, obtenemos un funtor θ(G) : X ⊗ Y → Z.

Es claro que este funtor respeta sumas, por la definición y por la propiedad universal de
Fam(X × Y).

Ahora bien, sea F ∈ Ext[X ⊗ Y ,Z], entonces θφ(F )(〈Xk, Yk〉k∈K) =
∑

k∈K φ(F )(Xk)(Yk)
=

∑
k∈K F (〈(Xk, Yk)〉∗∈{∗}) ∼= F (〈Xk, Yk〉k∈K), donde el último isomorfismo es natural pues

F respeta sumas. SeaG ∈ Ext[X , Ext[Y ,Z]], entonces φθ(G)(X)(Y ) = θ(G)〈(X, Y )〉∗∈{∗} =∑
∗∈{∗} Ĝ(X, Y ) = G(X)(Y ). Con esto, obtenemos que φ es isomorfismo.
A continuación, demostremos que Setf es el neutro con respecto a ⊗. Sea X ∈

Ext, definimos ΛX : Fam(Setf × X ) → X de la siguiente manera: Si 〈(Jk, Xk)〉k∈K ∈
Fam(Setf ×X ), entonces

ΛX (〈(Jk, Xk)〉k∈K) =
∑
k∈K

∑
jk∈Jk

Xk

y dado un morfismo (h, (fk, gk)) : 〈(Jk, Xk)〉k∈K → 〈(Il, Yl)〉l∈L, obtenemos familias de
morfismos 〈fk : Jk → Ih(k)〉k∈K y 〈gk : Xk → Yh(k)〉k∈K . Entonces, dada k ∈ K fija,
obtenemos la familiza de morfismos 〈gk : Xk → Yh(k)〉jk∈Jk , donde cada morfismo no
depende de jk, con lo cual obtenemos el morfismo inducido por la propiedad universal de
la suma

ĝk :
∑
jk∈Jk

Xk →
∑

ih(k)∈Ih(k)

Yh(k)
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Con ésto obtenemos la familia de morfismos 〈ĝk :
∑

jk∈Jk Xk →
∑

ih(k)∈Ih(k) Yh(k)〉k∈K ,

con lo cual; obtenemos el morfismo inducido

[ĝk] :
∑
k∈K

∑
jk∈Jk

Xk →
∑
l∈L

∑
il∈Il

Yl

Definimos ΛX (h, 〈(fk, gk)〉k∈K) = [ĝk]. En diagrama, este morfismo se puede ver de la
forma

Xk

Yh(k)

∑
jk∈Jk Xk

∑
ih(k)∈Ih(k) Yh(k)

∑
k∈K

∑
jk∈Jk Xk

∑
l∈L

∑
il∈Il Yl

gk
��

ijk //

ifk(jk)

//

ik //

il
//

ĝk
���
�
�

[ĝk]
���
�
�

Se deja al lector verificar que respeta identidades y composiciones. Ahora bien, si tenemos
un denominador primitivo

(π, 〈(iLjk
, iXik

)〉(jk,ik)∈K′ : 〈(Ljk , Xik)〉(jk,ik)∈K′ → 〈(Lk, X̂k)〉k∈K

con K ′ =
∐

k∈K Jk × Ik y π la proyección en el k-ésimo sumando. ΛX actúa en este
morfismo de la siguiente manera:

Xik

X̂k

∑
ljk∈Ljk

Xik

∑
lk∈Lk

X̂k

∑
(ik,jk)∈

∐
k∈K Ik×Jk

∑
ljk∈Jk

Xik

∑
k∈K

∑
lk∈Lk

X̂k

iik
��

iljk //

ilk

//

i(ik,jk) //

il
//

îik ���
�
�

[îik ]
���
�
�

Queremos definir un morfismo
∑

l∈L
∑

il∈Il X̂k →
∑

(ik,jk)∈
∐

k∈K Ik×Jk

∑
ljk∈Jk

Xik que sea

el inverso de [îXik
]. Para ésto, recordemos que X̂k =

∑
ik∈Ik Xik y

∑
jk∈Jk Ljk = Lk;

utilizando las siguientes observaciones

Con ésto en mente, veamos los siguientes isomorfismos∑
(ik,jk)∈

∐
k∈K Ik×Jk

∑
ljk∈Ljk

Xik
∼=(4.3)

∑
k∈K

∑
(ik×jk)

∑
ljk

Xik
∼=(4.4)

∑
k∈K

∑
ik∈Ik

∑
jk∈Jk

∑
ljk∈Ljk

Xik
∼=(4.3)

∑
k∈K

∑
ik∈Ik

∑
ljk

∐
jk∈Jk

Ljk

Xik =
∑
k∈K

∑
ik∈Ik

∑
Lk

Xik
∼=

∑
k∈K

∑
lk∈Lk

∑
ik∈Ik

=
∑
k∈K

∑
lk∈Lk

X̂k

Donde el último isomorfismo es la conmutatividad de la suma. Como todos los isomor-
fismos son los morfismos inducidos por la propiedad universal de la suma, obtenemos que
[îXik

] es isomorfismo, con lo cual, por la propiedad universal de la categoŕıa de fracciones
∃!λX : Setf ⊗X → X , tal que el diagrama

Fam(Setf ×X ) Setf ⊗X

X

γFam(Setf×X )
//

ΛX
**TTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

λX

��

conmuta.



4.2. La categoŕıa monoidal cerrada Ext 69

Ahora veamos que λ es natural. Supongamos que F : X → Y es un funtor en Ext.
P.D. El diagrama

Setf ⊗X X

Setf ⊗ Y Y

λX //

IdSetf
⊗F
��

λY
//

F

��
(4.6)

conmuta (bajo isomorfismo natural).
Demostración:

Sea 〈(Jk, Xk)〉k∈K ∈ Setf ⊗X , entonces

λY◦IdSetf⊗F (〈(Jk, Xk)〉k∈K) = λY(〈(Jk, F (Xk)))〉k∈K =
∑
k∈K

∑
jk∈Jk

F (Xk) ∼=
∑
k∈K

F (
∑
jk∈Jk

Xk)

∼= F (
∑
k∈K

∑
jk∈Jk

Xk) = F ◦ λX (〈(Jk, Xk)〉k∈K)

con lo cual el diagrama (4.6) conmuta bajo isomorfismo natural.
Si X ∈ X , definimos λ−1

X (X) = 〈(1∗, X∗)〉∗∈{∗}; veamos que es la inversa de λX
(bajo isomorfismo natural). Sea X ∈ X , entonces (λX ◦ λ−1

X )(X) = λX (〈(1, X)〉∗∈{∗}) =∑
∗∈{∗}

∑
1X

= X. Por el otro lado, sea 〈(Jk, Xk)〉k∈K ∈ Setf ⊗X , entonces

λ−1
X ◦ λX (〈(Jk, Xk)〉k∈K) = λ−1

X (
∑
k∈K

∑
jk∈Jk

Xk) = 〈(1∗,
∑
k∈K

∑
jk∈Jk

Xk)〉∗∈{∗}

Ahora bien, considerando los siguientes morfismos en Fam(Setf ×X )

1. πX = (πK , 〈(ijk , IdXk∗
)〉(jk,∗k)∈

∐
k∈K Jk×1k) : 〈(1jk , Xk∗)〉∐k∈K Jk×1k → 〈(Jk, Xk)〉k∈K

2. τX = (τK , 〈(Id1jk
, iXk

)〉∐
k∈K 1k×Jk) : 〈(1k, Xk)〉∐k∈K 1k×Jk → 〈(1k,

∑
jk∈Jk Xk)〉k∈K

3. µX = 〈(µ, 〈(Id1∗ , i
∑

jk∈Jk
Xk

))〉∐
∗∈{∗} 1∗×K∗ : 〈(1∗,

∑
jk∈Jk Xk)〉∐∗∈{∗} 1∗×K∗ →

〈(1∗,
∑

k∈K
∑

jk∈Jk Xk)〉∗∈{∗} con µ la proyección en el *-ésimo sumando.

Lo que podemos observar primero es que
∐
∗∈{∗} 1∗ × K∗ = K. Además todos éstos

morfismos son denominadores primitivos, y por lo tanto invertibles en Setf ⊗ X , con lo
cual

〈(Jk, Xk)〉k∈K ∼=Id/πX 〈(1jk , Xk∗)〉∐k∈K Jk×1k
∼=TX/Id 〈(1k, Xk)〉∐k∈K 1k×Jk

∼=τX/Id

〈(1k,
∑
jk∈Jk

Xk)〉k∈K ∼=µX/Id 〈(1∗,
∑
k∈K

∑
jk∈Jk

Xk)〉∗∈{∗}

donde TX es el isomorfismo en Fam(X × Y)

TX : 〈(1jk , Xk∗)〉∐k∈K Jk×1k → 〈(1k, Xk)〉∐k∈K 1k×Jk

Observamos que este isomorfismo se ve de la forma ((µX ◦ τX) ◦ TX)/πX . el cual se puede
ver por un argumento de cardinalidad. Veamos que el isomorfismo es natural. Sea

r/t : 〈(Jk, Xk)〉 → 〈(Al, Yl)〉
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un morfismo en Setf ⊗ X con t un denominador primitivo (basta tomar t denominador
primitivo por la observación (3.10)).
P.D. el diagrama

〈(Jk, Xk)〉k∈K

〈(Al, Yl)〉l∈L

〈(1∗,
∑

k∈K
∑

jk∈Jk Xk)〉∗∈{∗}

〈(1∗,
∑

l∈L
∑

al∈Al
Yl)〉∗∈{∗}

((µX◦τX)◦TX)/πX//

r/t

��

λ−1
X λX (r/t)

��

(µY ◦(τY ◦Ty))/πY

//

(4.7)

conmuta. Denotemos a
∐

k∈KMk ×Nk = K ′; y sea r/t el morfismo siguiente

〈(Jk, Xk)〉k∈K

〈(Jmk
, Xnk

)〉(mk,nk)∈K′

〈(Al, Yl)〉l∈L

(θ,〈(imk
,ink

)〉(mk,nk)∈K′ )

||yyyyyyyyyyyyy
(f,〈h(mk,nk), g(mk,nk)〉)

""EEEEEEEEEEEEE

Luego, el diagrama (4.7) se traduce al diagrama

〈(Jk, Xk)〉k∈K

〈(Al, Yl)〉l∈L

〈(1∗,
∑

k∈K
∑

jk∈Jk Xk)〉∗∈{∗}

〈(1∗,
∑

l∈L
∑

al∈Al
Yl)〉∗∈{∗}

µX◦(τX◦TX)/πX//

r/t

��

z

��

µY ◦(τY ◦Ty)/πY

//

(4.8)

Donde z = (Id{∗}, 〈(Id1∗ , [ĝ(mk,nk)] ◦ [̂ink
]−1)〉∗∈{∗})〉∗∈{∗}/Id; los morfismos [ĝ(mk,nk)] y [̂ink

]
son los definidos por los diagramas

Xnk

Yf(mk,nk)

∑
jmk
∈Jmk

Xnk

∑
af(mk,nk)∈Af(mk,nk)

Yf(mk,nk)

∑
(mk,nk)∈K′

∑
jm∈Jm Xnk

∑
l∈L

∑
al∈Al

Yl

g(mk,nk)

��

ijmk //

ih(mk,nk)(jm)

//

i(mk,nk) //

if(mk,nk)

//

ĝ(mk,nk)
���
�
�

[ĝ(mk,nk)]

���
�
�

(4.9)

Xnk

Xk

∑
jmk
∈Jmk

Xnk

∑
jk∈Jk Xk

∑
(mk,nk)∈K′

∑
jmk
∈Jmk

Xnk

∑
k∈K

∑
jk∈Jk Xk

ink

��

ijmk //

i(jmk
)

//

i(mk,nk) //

ik
//

înk
���
�
�

[̂ink
]
���
�
�

(4.10)

Este último morfismo sabemos que es invertible, con lo cual queda definido el morfismo

[ĝ(mk,nk)] ◦ [̂ink
]−1 :

∑
k∈K

∑
jk∈Jk

Xk →
∑
l∈L

∑
al∈Al

Yl

utilizando en el diagrama (4.8).
Veamos primero la composición

µY ◦ (τY ◦ Ty) ◦ r/t : 〈(Jk, Xk)〉k∈K → 〈(1∗,
∑
l∈L

∑
al∈Al

Yl)〉∗∈{∗}



4.2. La categoŕıa monoidal cerrada Ext 71

Como Γ cumple la propiedad (CF2), entonces el diagrama

〈(Jmk
, Xnk

)〉∐
k∈K Mk×Nk 〈(Al, Yl)〉l∈L

〈(1al , Yl)〉∐l∈L Il×1l

(f,〈(h(mk,nk),g(mk,nk))〉∐k∈K Mk,Nk
)
//

πY
��

tiene una una completación a un cuadrado conmutativo, de la siguiente manera: Para cada
(mk, nk) ∈

∐
k∈KMk ×Nk, obtenemos el morfismo h(mk,nk) : Jmk

→ Af(mk,nk), con lo cual∐
al∈Al

h−1
(mk,nk)(al) = Jmk

si f(mk, nk) = l. Definimos el morfismo ial : h−1
(mk,nk)(al)→ Jmk

como la inclusión en el coproducto. Denotemos por K ′ =
∐

k∈KMk × Nk. Con esto,
formemos el conjunto

∐
k′∈K′ Ak′ × 1k′ con Ak′ = A(mk,nk) = Al si f(mk, nk) = l. Ahora

bien, definimos los siguientes morfismos en Conf :

α :
∐

k′∈K′ Ak′×1k′ →
∐

k∈KMk×Nk, con α(ak′ , ∗k′) = k′; es decir, α es la proyección en
el k′-ésimo sumando. β :

∐
k′∈K′ Ak′×1k′ →

∐
Al×1l como β(ak′ , ∗k′) = (af(mk,nk), ∗f(mk,nk));

y por último, el morfismo 1al : h−1
(mk,nk)(al) → 1al el cual asocia a todo elemento en el do-

minio a el único elemento ∗al ∈ 1al . Con lo cual, obtenemos el cuadrado conmutativo

〈(Jmk
, Xnk

)〉∐
k∈K Mk×Nk 〈(Al, Yl)〉l∈L

〈(1al , Yl)〉∐l∈L Il×1l〈(h−1
(mk,nk)(al), Xnk

)〉∐
k′∈ k′ Ik′×1k′

(f,〈h(mk,nk),g(mk,nk)〉∐k∈K Mk,Nk
)
//

πY

��

(αK′ ,〈(ial ,IdXnk
)〉∐

k′∈K′ Ik′×1k′
)

��

(β,〈(1al ,g(mk,nk))〉) //

Con este cuadrado, obtenemos que la composición que deseábamos es el diagrama (4.11).
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〈(Jk, Xk)〉k∈K 〈(Al, Yl)〉l∈L 〈(1∗,
∑

l∈L
∑

al∈Al
Yl)〉∗∈{∗}

〈(Jmk
, Xnk

)〉(mk,nk)∈K′ 〈(1al , Yl∗)〉∐l∈L Al×1l

〈(h−1
(mk,nk)(al), Xnk

)〉∐
k′∈K′ Ak′×1k′

(θ,〈(imk
,ink

)〉(mk,nk)∈K′ )

wwoooooooooooooooooo
(f,〈(h(mk,nk),g(mk,nk))〉(mk,nk)∈K′ )

''OOOOOOOOOOOOOOOOOO

πY

wwooooooooooooooooo
µY ◦(τY ◦TY )

''OOOOOOOOOOOOOOOOO

(α,〈(iil ,IdXnk
)〉k′∈K′ )

wwooooooooooooooooo
(β,〈(1il ,g(mk,nk))〉k′∈K′

''OOOOOOOOOOOOOOOOO

(4.11)
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〈(Jk, Xk)〉k∈K 〈(1∗,
∑

l∈L
∑

al∈Al
Yl)〉∗∈{∗}

〈(Jmk
, Xnk

)〉(mk,nk)∈K′ 〈(1al , Yl∗)〉∐l∈L Al×1l

〈(h−1
(mk,nk)(al), Xnk

)〉∐
k′∈K′ Ak′×1k′

〈(1jk , Xk∗)〉∐k∈K Jk×1k 〈(1∗,
∑

k∈K
∑

jk∈Jk Xk〉∗∈{∗}

〈(1jk , Xk∗)〉(jk,∗k)∈
∐

k∈K Jk×1k

〈(1jk , Xnk
)〉∐

k∈K Jk×Nk

πX

vvmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

(Id,〈(Id∗,[ĝ(mk,nk)]◦[̂ink
])〉∗∈{∗}

((QQQQQQQQQQQQQQQQQQQ

Id

vvmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

µX◦(τX◦TX)

((QQQQQQQQQQQQQQQQQQQ

(θ,〈(imk
,ink

)〉(mk,nk)∈K′ )

hhQQQQQQQQQQQQQQQQQQQ
µY ◦(τY ◦TY )

66mmmmmmmmmmmmmmmmmmm

(α,〈(iil ,IdXnk
)〉k′∈K′ )

hhQQQQQQQQQQQQQQQQQQ
(β,〈(1al ,g(mk,nk))〉k′∈K′ )

66mmmmmmmmmmmmmmmmmm

(u,〈(Id1jk ,ink
)〉(jk,nk)∈

∐
k∈K Jk×Nk

)

OO

(v,〈(p,IdXnk
)〉(jk,nk)∈

∐
k∈K Jk×Nk

)

��

(4.12)
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Por el otro lado, tenemos que la composición µX ◦ (τX ◦ TX)/πX ◦ z es el diagrama

〈(Jk, Xk)〉k∈K 〈(1∗,
∑

l∈L
∑

al∈Al
Yl∗)〉∗∈{∗}

〈(1jk , Xk∗)〉∐k∈K Jk×1k 〈(1∗,
∑

k∈K
∑

jk∈Jk Xk〉∗∈{∗}

〈(1jk , Xk∗)〉(jk,∗k)∈
∐

k∈K Jk×1k

πX

wwooooooooooo
(Id,〈(Id∗,[ĝ(mk,nk)]◦[̂ink

])〉∗∈{∗}
''OOOOOOOOOOO

Id

wwooooooooooo
µX◦(τX◦TX)

''OOOOOOOOOOO

(4.13)

Para ver que estas composiciones son iguales, formemos el diagrama (4.12) (página ante-
rior), donde u :

∐
k∈K Jk×Nk →

∐
k∈K Jk×1k y v :

∐
k∈K Jk×Nk →

∐
k′∈K′ Ik′×1k′ están

definidos como u(jk, nk) = (jk, 1k) y v(jk, nk) = (h(mk,nk)(jk), 1k′). Esta última definición
resulta de la función h(mk,nk) : Jmk

→ Af(mk,nk), y recordando que
∑

mk∈Mk
Jmk

= Jk. En-
tonces un elemento en Jk, lo pensamos en su m-ésimo sumando y le aplicamos la función
h(mk,nk). Con esto obtenemos un elemento en Af(mk,nk), y recordando la definición de
Ak′ = Af(mk,nk) obtenemos un elemento en

∐
k′∈K′ Ak′ × 1k′ . Ahora bien, el morfismo

ink
: Xnk

→ Xk es la inclusión en la suma y el morfismo pjk : 1jk → h−1
(mk,nk)(al) está

definido como pjk(1jk) = jk visto en el al-ésimo sumando de Jmk
.

Ahora bien, obsérvese el siguiente diagrama en Conf , el cual está acomodado conforme
la notación de (4.12):

k ∈ K ∗ ∈ {∗}(jk, nk) ∈
∐

k∈K Jk ×Nk

(jk, ∗k) ∈
∐

k∈K Jk × 1k ∗ ∈ {∗}

(jk, ∗k) ∈
∐

k∈K Jk × 1k

(mk, nk) ∈
∐

k∈KMk ×Nk (h(mk,nk)(jk), ∗f(mk,nk)) ∈
∐

l∈LAl × 1l

(h(mk,nk)(jk)(mk,nk), ∗(mk,nk)) ∈
∐

k′∈K′ Ak′ × 1k′

u

OO

v

��

Id

vvmmmmmmmmmmmmm

πK

vvmmmmmmmmmmmmmm

α

hhQQQQQQQQQQQQQ

θK

hhQQQQQQQQQQQQQQ

1∗

((QQQQQQQQQQQQQ

Id

((QQQQQQQQQQQQQ

β

66mmmmmmmmmmmmm

1∗

66mmmmmmmmmmmmm

(4.14)
con el cual, demostramos que los morfismos conmutan al nivel de Con de (4.12) y además,
el morfismo que resulta de las composiciones del lado izquierdo es la proyección en el k-
ésimo sumando. Sea (jk, nk) ∈

∐
k∈K Jk ×NK , el diagrama (4.15) representa al diagrama

(4.12) fijando el dominio y contradominio de los morfismos
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(Jk, Xk) (1∗,
∑

l∈L
∑

al∈Al
Yl)(1jk , Xnk

)

(1jk , Xk∗) (1∗,
∑

k∈k
∑

jk∈Jk Xk)

(1jk , Xk∗)

(Jmk
, Xnk

) (1al , Yl∗)

(h−1
(mk,nk)(al), Xnk

)

(Id,ink
)

OO

(pjk ,Id)

��

(Id,Id)

wwooooooooooo

(ijk ,Id)

vvmmmmmmmmmmmmm

(ial ,Id)

hhQQQQQQQQQQQQ

(imk
,ink

)

ggOOOOOOOOOOO

(Id,ik◦ijk )

''OOOOOOOOOOO

(Id,[ĝ(mk,nk)]◦[̂ink
])

((QQQQQQQQQQQQ

(1al ,g(mk,nk))

66mmmmmmmmmmmm

(Id,ial )

77ooooooooooo

(4.15)
es claro que el lado izquierdo conmuta. Además, obtenemos que el morfismo que resulta de
las composiciones del lado izquierdo es la inclusión en (Jk, Xk). Con esta observación y la
del diagrama anterior, obtenemos que la composición de los morfismos del lado izquierdo
es un denominador primitivo. Para el lado derecho, es claro que en la primera entrada las
composiciones son las mismas. La conmutatividad en la segunda entrada se traduce en el
siguiente diagrama

Xnk Xk

∑
jk∈Jk Xk

∑
k∈K

∑
jk∈Jk Xk

∑∐
k∈K Mk×Nk

∑
jmk∈Jmk

Xnk

Yf(mk,nk)

∑
af(mk,nk)∈Af(mk,nk)

Yf(mk,nk)
∑

l∈L
∑

al∈Al
Yl

g(mk,nk)

��

ink //
ijk // ik //

[̂ink
]−1

//____

[ĝ(mk,nk)]

���
�
�
�
�

ih(mk,nk)(jmk)

//
if(mk,nk)

//

el cual conmuta debido a la conmutatividad de los diagramas (4.9) y (4.10). Con esto
concluimos que el diagrama (4.12) conmuta.
∴ El diagrama (4.7) conmuta.
∴ λ es un isomorfismo natural.

Definimos %X : X ⊗Setf → X de la misma manera que λX , con lo cual, la demostración
que % es isomorfismo natural, es la misma que para λ.

A continuación, veamos que dados X ,Y ,Z ∈ Ext, existe un isomorfismo natural
αX ,Y,Z : (X ⊗ Y)⊗Z → X ⊗ (Y ⊗ Z).

Para esto, utilizemos los isomorfismos

Ext[(X ⊗ Y)⊗Z,W ] ∼= Ext[X ⊗ Y , Ext[Z,W ]] ∼= Ext[X , Ext[Y , Ext[Z,W ]]]

∼= Ext[X , Ext[Y ⊗ Z,W ]] ∼= Ext[X ⊗ (Y ⊗ Z),W ]

con W = (X ⊗ Y)⊗Z y Id ∈ Ext[(X ⊗ Y)⊗Z, (X ⊗ Y)⊗Z], con esto, obtenemos
isomorfismos un funtor α−1

X ,Y,Z : X ⊗ (Y ⊗ Z)→ (X ⊗ Y)⊗Z definido como

α−1
X ,Y,Z(〈(Xk, 〈(Ylk , Zlk)〉lk∈Lk

))〉k∈K =
∑
k∈K

∑
Lk∈Lk

〈(〈(Xk, Ylk)〉∗in{∗}, Zlk)〉∗∈{∗} =

〈(〈(Xk, Ylk)〉∗∈{∗}, Zlk)〉lk∈∐k∈K Lk
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Análogamente, si utilizamos los isomorfismos

Ext[X ⊗ (Y ⊗ Z),W ] ∼= Ext[X , Ext[Y ⊗ Z,W ] ∼= Ext[X , Ext[Y , Ext[Z,W ]]]

Ext[X ⊗ Y , Ext[Z,W ]] ∼= Ext[(X ⊗ Y)⊗Z,W ]

con W = X ⊗ (Y ⊗ Z) y Id ∈ Ext[X ⊗ (Y ⊗ Z),X ⊗ (Y ⊗ Z)], obtenemos un funtor
αX ,Y,Z : (X ⊗ Y)⊗Z → X ⊗ (Y ⊗ Z) definido como

αX ,Y,Z((〈(Xlk , Ylk)〉lk∈Lk
, Zk)〉k∈K) = 〈(Xlk , 〈(Ylk , Zk)〉∗∈{∗})〉lk∈∐k∈K Lk

Con esto, obtenemos

αX ,Y,Z ◦ α−1
X ,Y,Z(〈(Xk, 〈(Ylk , Zlk)〉lk∈Lk

)〉k∈K) = 〈(Xk, (〈(Ylk , Zlk)〉∗∈{∗})〉lk∈∐k∈K Lk

Utilizando que
∐

k∈K Lk =
∐

k∈K 1k×Lk〈(Xk, (〈(Ylk , Zlk)〉∗∈{∗})〉lk∈∐k∈K Lk
, construimos el

morfismo

(πK , 〈(IdXk
, Id〈(Ylk ,Zlk

)〉∗∈{∗})〉(∗k,lk)∈
∐

k∈K 1k×Lk
: 〈(Xk, (〈(Ylk , Zlk)〉∗∈{∗})〉lk∈∐k∈K 1k×Lk

→

〈(Xk, 〈(Ylk , Zlk)〉lk∈Lk
)〉k∈K

con πK la proyeccón en el k-ésimo sumando. Además, para cada k ∈ K
∑
∗k Xk =

Xk y
∑

lk∈Lk
〈(Ylk , Zlk)〉∗∈{∗} = 〈(Ylk , Zlk)〉lk∈Lk

; con lo cual, el morfismo definido es un
denominador primitivo y por lo tanto invertible. La naturalidad de este morfismo no se
demostrará aqúı.

La simetŕıa es consecuencia inmediata de que X × Y ∼= Y × X , es decir γX ,Y : X ⊗ Y →
Y ⊗ X está definida en un objeto como γX ,Y(〈(Xk, Yk)〉k∈K) = 〈(Yk, Xk)〉k∈K , y en morfis-
mos de la forma natural.

4.2.1 Axiomas de coherencia

La demostración de los axiomas de coherencia se harán conforme a los diagramas que
vienen en el apéndice.

El diagrama (A.1), se observa en el diagrama (4.16)

〈(〈(Wjkl
, Xjkl

)〉kjl∈Kjl
, 〈(Yjl , Zl)〉∗∈{∗})〉jl ∈

∐
l∈L Jl

〈(Wkjl
, 〈(Xjkl

, 〈(Yjl , Zl)〉∗∈{∗})〉∗∈{∗})〉kjl∈
∐∐

jl∈Jl
Kjl

〈(〈(Wkjl
, (〈(Xkjl

, Yjl
)〉∗, Zl)〉∗∈{∗})〉kjl

∐
l∈L(

∐
jl∈Jl

Kjl
)〈(〈(Wkjl

, 〈(Xjkl
, Yjl

)〉∗∈{∗}〉kjl∈
∐
jl∈Jl

Kjl
, Zl)〉l∈L

〈(〈(〈(Wkjl
, Xkjl

)〉kjl∈Kjl
, Yjl

)〉jl∈Jl , Zl)〉l∈L

〈(Wkjl
, 〈(〈(Xkjl

, Yjl
〉∗∈{∗}, Zl〉∗∈{∗}〉kjl∈

∐
l∈L(

∐
jl∈Jl

∈Kjl )

αW,X ,Y⊗Z

))RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

IdW⊗αX ,Y,Z

GG����������αW,X⊗Y,Z//

αW,X ,Y⊗IdZ

��*
**************

αW⊗X ,Y,Z

55lllllllllllllllllllllll

∼=
OO

(4.16)

donde el isomorfismo dado está determinado por el isomorfismo entre los sub́ındices, en
los objetos son familias de identidades, con lo cual es isomorfismo natural.
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El diagrama (A.2), se observa en el diagrama (4.17)

〈(〈(Xlk , Jlk)〉lk ∈ Lk, Yk)〉k∈K 〈(Xlk , 〈(Jlk , Yk)〉∗∈{∗})〉lk∈∐k∈K Lk

〈(
∑

lk∈Lk

∑
jlk∈Jlk

Xlk , Yk)〉k∈K 〈(Xlk ,
∑

jlk∈Jlk
Xlk)〉lk∈∐k∈K Lk

αX,I,Y

//

%⊗Id

��4444444444444444

Id⊗λ

��

















∼= //

(4.17)
Con el isomorfismo construido de la siguiente manera. Consideremos lo siguientes mor-

fismos en Fam(X ,Y)

1. π = (πK , 〈(ilk , IdYk〉lk∈∐k∈K Lk×1k) : 〈(
∑

jlk∈Jlk
Xlk , Yk)〉∐k∈K Lk×1k →

〈(
∑

lk∈Lk

∑
jlk∈Jlk

Xlk , Yk)〉k∈K con πK la proyección en el k-ésimo sumando.

2. σ = (σ∐
k∈K Lk

, 〈(ijlk , IdYk)〉∐
lk∈

∐
k∈K Lk

Jlk
) : 〈(Xlk , Yk)〉jlk∈K′ →

〈(
∑

jlk∈Jlk
Xlk , Yk)〉∐k∈K Lk

con K ′ =
∐

lk∈
∐

k∈K Lk
Jlk y σ∐

k∈K Lk
la proyección en el

lk-ésimo sumando.

3. τ = (τ∐
k∈K Lk

, 〈(IXlk
, ijlk 〉(∗lk ,jlk )∈K′′ : 〈(Xlk , Yk)〉(∗lk ,jlk )∈K′′ →

〈(Xlk ,
∑

lk∈Lk
Yk)〉lk∈∐k∈K Lk

conK ′′ =
∐

lk∈
∐

k∈K Lk
1lk×Jlk y τ∐∐

k∈K Lk
es la proyección

en el jlk-ésimo sumando.

Todos estos morfismos son denominadores primitivos, con lo cual son invertibles en
X ⊗ Y . Además, K ′ = K ′′, con lo cual obtenemos

〈(Xlk , Yk)〉jlk∈K′ = 〈(Xlk , Yk)〉(∗lk ,jlk )∈K′′

Luego, el isomorfismo dado es (π ◦ θ)/τ .
Los diagramas (A.4) claramente conmutan por la definición de la simetŕıa y del neutro.
Ahora, observando el siguiente diagrama

〈(Xk, 〈(Ylk , Zlk )〉lk ∈ Lk)〉k∈K 〈(〈(Xk, Ylk )〉∗∈{∗}, ZLk )〉lk∈
∐
k∈K Lk

〈(Zlk , 〈(Xk, Ylk )〉∗∈{∗})〉lk ∈
∐
k∈K Lk

〈(Xk, 〈(Zlk , Ylk )〉lk∈Lk )〉k∈K 〈(〈(Xk, Zlk )〉∗∈{∗}, Ylk )〉lk∈
∐
k∈K Lk

〈(〈(Zlk , Xk)〉∗∈{∗}, Ylk )〉lk∈
∐
k∈K Lk

α // γ //

α
//

γ⊗Id
//

Id⊗γ

��

α

��

(4.18)
obtenemos que el diagrama (A.5) conmuta; de hecho, es una igualdad.
∴ 〈Ext,⊗, Setf〉 es una categoŕıa monoidal cerrada.



Apéndice A

La parte de categoŕıas monoidales se puede ver en [8], [12] y [13].

A.1 Categoŕıas monoidales

Las categoŕıas monoidales son una noción más general de un monoide, mejor dicho, es una
categoŕıa A con un bifuntor ⊗ : A×A −→ A que es asociativo bajo isomorfismo natural
y con un objeto I que actúa como neutro por izquierda y por derecha bajo isomorfismo
natural.

El producto tensorial de R-módulos, de espacios vectoriales, grupos abelianos, etc;
son un ejemplo de estas categoŕıas, de ah́ı la motivación de la definición de categoŕıas
monoidales. A continuación veremos estas categoŕıas y sus propiedades.

Definición y ejemplos

Definición A.1 Categoŕıa monoidal:
Una categoŕıa monoidal 〈X ,⊗, I〉, es una categoŕıa X con un bifuntor ⊗ : X×X −→ X ,

un objeto I ∈ X e isomorfismos naturales αXY Z : (X ⊗ Y ) ⊗ Z −→ X ⊗ (Y ⊗ Z),
λX : I ⊗X −→ X, %X : X ⊗ I −→ X, sujetos a los dos axiomas de coherencia expresados
en los siguientes diagramas conmutativos:

(W ⊗X)⊗ (Y ⊗ Z)

W ⊗ (X ⊗ (Y ⊗ Z))

W ⊗ ((X ⊗ Y )⊗ Z)(W ⊗ (X ⊗ Y ))⊗ Z

((W ⊗X)⊗ Y )⊗ Z

αW,X,Y⊗Z

''OOOOOOOOOOOOOOOOOO

IdW⊗αX,Y,Z

CC����������αW,X⊗Y,Z//

αW,X,Y ⊗IdZ
��7777777777

αW⊗X,Y,Z

77oooooooooooooooooo
(A.1)

(X ⊗ I)⊗ Y X ⊗ (I ⊗ Y )

X ⊗ Y

αX,I,Y

//

%⊗Id
��????????????

Id⊗λ
��������������

(A.2)

De estas tres condiciones se sigue que cualquier diagrama de este tipo (es decir, diagramas
donde se utilizan instancias de α, λ, % y ⊗) conmuta, este es el teorema de coherencia de
Mac Lane y la demostración se puede ver en [12]. Ejemplos de estas categoŕıas son:

78
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1. Dado un anillo conmutativo R, la categoŕıa de R −módulos, su producto tensorial
y R como el neutro.

2. La categoŕıa Ab de grupos abelianos, el producto tensorial y Z como el neutro.

3. La categoŕıa V ectK de espacios vectoriales sobre el campo K, su producto tensorial
y K como el neutro.

4. Cualquier categoŕıa con productos finitos es monoidal, con el producto como ⊗
y neutro el objeto final. Ejemplos de estas son Cat, Top, Con,Ord; la categoŕıa de
categoŕıas pequeñas, espacios topológicos, conjuntos finitos y conjuntos parcialmente
ordenados respectivamente.

5. Cualquier categoŕıa con coproductos finitos es monoidal, con el coproducto como ⊗
y neutro el objeto inicial.

A.1.1 Categoŕıa monoidal estricta

Definición A.2 Categoŕıa monoidal estricta:
Se dice que una categoŕıa monoidal X es estricta si los isomorfismos naturales α, λ, %

son identidades.

A.1.2 Categoŕıa monoidal simétrica

Definición A.3 Categoŕıa monoidal simétrica:
Se dice que una categoŕıa monoidal X es simétrica si existe un ismorfismo

γX,Y : X ⊗ Y −→ Y ⊗X (A.3)

natural en X, Y ∈ X tal que los siguientes diagramas conmutan:

X ⊗ Y Y ⊗X

X ⊗ Y

γX,Y //

IdX⊗Y ��????????

γY,X
����������

X ⊗ I I ⊗X

X

γX,I //

λX ��????????

%X
����������� (A.4)

X ⊗ (Y ⊗ Z) (X ⊗ Y )⊗ Z Z ⊗ (X ⊗ Y )

X ⊗ (Z ⊗ Y ) (X ⊗ Z)⊗ Y (Z ⊗X)⊗ Y

α // γ //

α
//

γ⊗Id
//

Id⊗γ

��

α

��

(A.5)

Ejemplos de estas categoŕıas son:

1. Cualquier categoŕıa con productos o coproductos finitos es automáticamente simétrica,
definiendo A⊗B = A×B ó A⊗B = A+B; y γ : X×Y ∼= Y ×X ó X+Y ∼= Y +X
respectivamente, el isomorfismo canónico existente entre estos.

2. El producto tensorial en R−mod, V ectK y Ab, esto si R es un anillo conmutativo..

3. La categoŕıa Top∗ de espacios topológicos basados, su producto smash ∧ como ⊗ y
la 0-esfera como I. Véase [14] y [19].
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Ejemplos de categoŕıas monoidales no simétricas son la categoŕıa de bimódulos sobre un
anillo R no conmutativo, con ⊗R como ⊗ y R la identidad; y la categoŕıa de endofuntores
de una categoŕıa pequeña, con la composición como ⊗ e I = Id el funtor identidad. En
este ejemplo α, λ, % son identidades, por lo que es estricta y no es simétrica.

A.1.3 Categoŕıa monoidal cerrada

Las categoŕıas monoidales cerradas son una generalización de la categoŕıa monoidal 〈Con,×, 1〉.
Dado A ∈ Con, si consideramos el funtor × A, es bien conocido el isomorfismo

Hom(B × A,C) ∼= Hom(B,CA)

Además ( )A es un funtor con lo cual deducimos que ( )A es un adjunto izquierdo de ×A;
de ah́ı la motivación de la siguiente definición.

Definición A.4 Categoŕıa monoidal cerrada:
Se dice que una categoŕıa monoidal X es cerrada si para cada Y ∈ X , el funtor ⊗ Y :

X −→ X tiene adjunto derecho ( )Y : X −→ X .

Ejemplos de estas categoŕıas son las siguientes:

1. Cualquier categoŕıa cartesianamente cerrada es una categoŕıa monoidal cerrada,
como lo es 〈Con,×, 1〉. Para ver más de categoŕıas cartesianamente cerradas, se
puede consultar [13].

2. La categoŕıa monoidal 〈V ectK ,⊗, K〉, el funtor ⊗ V tiene como adjunto izquierdo
al Hom(V, ).

3. La categoŕıa monoidal 〈CGHaus∗,∧, 0− esfera〉, la categoŕıa monoidal de espacios
topológicos compactos Hausdorff basados. El funtor ∧ Yy0 , tiene como adjunto
izquierdo a Hom(Yy0 , )∗, este es un espacio topológico basado, pues si tenemos un
espacio topológico basado Zz0 , entonces el Hom(Yy0 , Zz0)fz0 es un espacio topológico
basado, con la topoloǵıa compacto-abierta y punto base fz0(y) = z0 ∀y ∈ Y , puede
consultar [14].
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