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Introduccion

Una digrafica D es una pareja (V(D), F(D)) tal que V(D) es un conjunto no
vacio de elementos llamados vértices y F'(D) es un conjunto de parejas ordenadas de
vértices distintos llamadas flechas. Un niicleo N en una digrafica D es un conjunto
de vértices de D tal que entre dos de ellos no hay flechas y para todo v € V(D) \ N
existe una flecha hacia algin vértice de N. Una digrafica es nicleo perfecta si
toda subdigrafica inducida tiene ntucleo. El concepto de nucleo fue introducido por
Von Neumann y Morgenstern en [27] en el contexto de la Teoria de Juegos y en un
principio fue llamado “solucién de un juego”. Posteriormente C. Berge noté que el
mismo concepto resultaba 1til en muchos otros contextos y lo llamé “ntucleo de una
digrafica”. Debido a la gran cantidad de aplicaciones es que se empezd a estudiar la
existencia de ntucleos en digraficas, principalmente finitas, entre los resultados més
destacados se encuentran los realizados por Richardson [28], [29]; Duchet y Meyniel
[4]; Duchet [2], [3]; H. Galeana-Sanchez [7]; H. Galeana-Sanchez y V. Neumann-Lara
8], [9]-

Cabe observar que no todas las digraficas tienen nicleo, por ejemplo los ciclos
dirigidos de longitud impar no tienen nicleo. El problema de decidir si una digrafica
plana tiene ntcleo es NP-completo, como demostré V. Chvatal en 1980. En 1981 A.
Fraenkel probo en [5] que el problema de decidir si una digrafica plana tiene nicleo
permanece siendo NP-completo ain cuando se pida dp(z) < 3, 65(z) <2y dp(z) <2
para cada vértice x de D.

Si una digrafica D tiene todas sus flechas coloreadas con m colores diremos
que D es una digrifica m-coloreada. Una trayectoria dirigida (o un ciclo dirigido)
monocromatica en la digrafica D es una trayectoria dirigida (o un ciclo dirigido) tal
que todas sus flechas estan coloreadas del mismo color. Un ciclo dirigido en D es llamado
casimonocromatico si con a lo mas una excepcion, todas sus flechas estan coloreadas del
mismo color. Un conjunto N de vértices de una digrafica m-coloreada es un nicleo por
trayectorias dirigidas monocromaticas si entre los vértices del conjunto no existen
trayectorias dirigidas monocromaticas y desde cualquier v € V(D) \ N existe una
trayectoria dirigida monocromatica hacia algtin vértice de N. Notese que el concepto
de nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas es una generalizacion del concepto
de ntcleo ya que si a cualquier digrafica le asignamos un color distinto a cada una de
sus flechas, entonces un conjunto de vértices es nucleo de la digréafica si y sélo si es un
nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.

Cabe mencionar que aunque el concepto de nicleo por trayectorias dirigidas
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monocromaticas es una generalizacién del de niicleo existe una estrecha relacién entre
ellos, dada por la cerradura transitiva de una digrafica m-coloreada D. La cerradura
transitiva de una digréfica D m-coloreada, denotada por €(D) es la digrafica tal que
V(€(D)) =V(D)y F(ED)) = F(D)U{(u,v) con color i | existe una uv-trayectoria
dirigida monocromatica de color ¢ en D}. Se puede probar que para cualquier color
i la subdigrafica de €(D) inducida por todas las flechas de color i es una digréfica
transitiva. También, se puede probar que D tiene ntcleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas si y sélo si €(D) tiene ntcleo.

En [26] Sands, Sauer y Woodrow demuestran que una digréfica 2-coloreada sin
trayectorias dirigidas monocromaticas infinitas exteriores tiene nicleo por trayectorias
dirigidas monocromaticas. En este mismo articulo se prueba, en particular, que todo
torneo 2-coloreado T tiene un vértice v tal que desde cualquier otro vértice u € V(7))
existe una trayectoria dirigida monocromatica hacia v. También, plantean el siguiente
problema: Sea T" un torneo m-coloreado tal que no tiene ciclos dirigidos de longitud 3,
3-coloreados. {Debe T' tener un vértice que satisfaga lo anterior?

Shen Minggang en [25] prueba que si en el problema anterior se pide ademas que
no tenga subtorneos transitivos de orden 3, 3—coloreados, entonces existe tal vértice.
También, muestra que esto es lo mejor posible para m > 5. De hecho, prueba que
para m > 5 existe un torneo m—coloreado 1" tal que cada ciclo dirigido de longitud 3
es casimonocromatico y 1" no tiene ntucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.
También para cada m > 3 existe un torneo m-—coloreado 7" tal que cada torneo
transitivo de orden 3 es casimonocroméatico y 7" no tiene nicleo por trayectorias
dirigidas monocromaticas.

En [22] H. Galeana-Sénchez y R. Rojas-Monroy demuestran que el resultado
planteado por Sands, Sauer y Woodrow no es valido para m = 4. El caso m = 3 (si T es
un torneo 3—coloreado tal que cada ciclo dirigido de longitud 3 es casimonocromatico,
entonces 7' tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocrométicas) continia abierto.

Es importante hacer notar que la forma en que hemos redactado estos
resultados, haciendo uso de la definicion de ntucleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas, no es la forma original en la que fueron presentados en las referencias
correspondientes. El concepto de ntucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas
es una generalizacion del concepto de nucleo, y fue introducido por H. Galeana-
Sanchez més tarde en [10], en dicho trabajo se establecen condiciones suficientes
para la existencia de nucleos por trayectorias dirigidas monocrométicas en torneos
m-coloreados. Algunas de dichas condiciones son las siguientes:

i. Todo ciclo dirigido de longitud 3 y 4 contenido en 7" es un ciclo casimonocromatico.
Prueba ademas que tal condicion no implica ni es implicada por la propuesta por
Shen Minggang.

ii. Todo ciclo dirigido de longitud 3 contenido en 7" es un ciclo monocromatico.

En [11] H. Galeana-Sanchez demuestra que la digrafica D m—coloreada
obtenida de la eliminacién de una tnica flecha (u,v) de algun torneo 7' m—coloreado



(es decir, D =2 T — (u,v)) tiene ntcleo por trayectorias dirigidas monocromaéticas, si
cada ciclo dirigido contenido en D de longitud a lo més 4 es casimonocromatico.

Maés tarde con respecto a las mismas digraficas, en [16] H. Galeana-Sanchez y
J.J. Garcia-Ruvalcaba prueban que si D no contiene C3 ni T3 3—coloreados, entonces
D tiene nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas. C3 es un ciclo dirigido de
longitud 3 y 75 es un subtorneo transitivo de orden 3.

En [13] se prueba que para un torneo 3-coloreado 7' tal que todo Cj es
casimonocromético y para cada v € V(T) se tiene que | &(v) |< 2, entonces
(D) es nucleo perfecta y por lo tanto, T' tiene nucleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas. {(v) denota el conjunto de colores asignados a las flechas que tienen
a v como extremo final.

En [24] H. Galeana-Sanchez y R. Rojas Monroy prueban una vasta serie de
resultados, como se detallan a continuacion:

i. Demuestran que si D es una digrafica casitransitiva m-coloreada tal que todo C
es monocromatico, entonces €(D) es nucleo perfecta y en consecuencia D tiene
nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.

ii. Considerando T" un torneo m—coloreado tal que todo ciclo dirigido de longitud
3 es casimonocromatico, muestran que si m = 4, entonces no necesariamente
T tiene ntucleo por trayectorias dirigidas monocromdticas (lo cual es un
contraejemplo al hasta entonces problema abierto planteado en [26]). Param = 3,
demuestran que si en 1" para cada vértice el niimero de colores que aparecen en las
flechas que inciden en él son a lo mas 2, entonces 1" tiene nicleo por trayectorias
dirigidas monocromaticas.

iii. Prueban que si D es un torneo bipartito donde todo ciclo dirigido de
longitud 4 es monocromatico, entonces D tiene ntucleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas.

iv. Prueban la existencia de ntcleo por trayectorias dirigidas monocromaticas en
torneos bipartitos que cumplen ciertas condiciones de coloracién en los ciclos
dirigidos de longitud 4 y 6, ademés también piden condiciones similares para
ciertos subtorneos bipartitos de orden 5 llamados torneos ciclicamente 4-partitos.

v. Justifican que si la digrafica m—coloreada D no tiene trayectorias dirigidas
monocromaticas infinitas exteriores, entonces la digréafica subdivision, S(D), tiene
nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.

En [23] Hahn, Ille y Woodrow demuestran que si para alguna s > 3, todo
ciclo de longitud s contenido en 7' es casimonocromatico y todo ciclo contenido en T’
de longitud | < s es a lo méas 2—coloreado, entonces 7' tiene nicleo por trayectorias
dirigidas monocromaticas.

Estudiando los resultados que se tienen acerca de digraficas que satisfacen
tener nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas hemos podido darnos cuenta
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que las condiciones se basan en pedir que ciertas subdigraficas sean monocromaticas o
casimonocromaticas.

Dada la importancia de la existencia de nicleos por trayectorias dirigidas
monocromaticas, es que en el presente trabajo buscamos condiciones suficientes para
que algunas familias de digraficas finitas tengan niicleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas.

En el capitulo 1 presentamos los conceptos y resultados bésicos en digraficas.
Conceptos tales como ntcleos en digraficas y ntcleos por trayectorias dirigidas
monocromaticas en digraficas m—coloreadas.

En el capitulo 2 probamos que una digrafica finita m—coloreada D tiene niicleo
por trayectorias dirigidas monocromaticas si existe una particion de la digrafica D en
dos subdigraficas generadoras D; y Dy tales que:

i. F(D1)NF(Dy) =0, F(D1)UF (D) = F(D), colores(D;)N colores(Dy) = (J;
ii. cada ciclo dirigido de D contenido en D; es monocromatico para i € {1,2};
iii. D no contiene (Dy, D, Dy) subdivisiones de C3 3—coloreadas y

iv. si (u,v,w,z) es una (Dy, D, Ds) subdivisién de P3 3—coloreada, entonces existe
una trayectoria dirigida monocromatica entre vy x en D.

El capitulo 3 esta dividido en dos secciones: En la primera seccién damos
condiciones suficientes para que las digraficas transitivas en cada cambio de color
tengan ntucleo por trayectorias dirigidas monocroméaticas. Decimos que una digréafica
D, m-coloreada es transitiva en cada cambio de color si (u,v) € F(D) de color
ay (v,w) € F(D) de color b con u # w y a # b implica que (u,w) € F(D) de
cualquier color. En la segunda seccion también damos condiciones suficientes para que
las digraficas casitransitivas en cada cambio de color tengan nicleo por trayectorias
dirigidas monocromaticas. Decimos que una digrafica D, m-coloreada es casitransitiva
en cada cambio de color si (u,v) € F(D) de color a'y (v,w) € F(D) de color b con
u# wy a#bimplica que (u,w) € F(D) 6 (w,u) € F(D) de cualquier color.

Finalmente, en el capitulo 4 con respecto a digraficas finitas m—coloreadas,
usando una técnica similar a la empleada por Sands, Sauer y Woodrow probamos
que una digrafica finita m—coloreada D tiene nucleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas si existen dos subdigraficas generadoras D y Dy de la digréafica D
tales que:

i. F(D1)NF(Dy) =0, F(D,)UF (D) = F(D), colores(D;)N colores(Dy) = (J;
ii. D; no contiene y—ciclos para i € {1,2};

iii. si D contiene un Cs(xg, 2, w, xp), entonces existe una row—trayectoria dirigida
monocromatica en D o existe una zxy—trayectoria dirigida monocromatica en

D.

Y



iv. si D contiene un I/D;(u, Z,w, xy), entonces al menos una de las siguientes trayecto-
rias dirigidas monocromaticas se tiene: uw—trayectoria dirigida monocromatica
en D, wu—trayectoria dirigida monocromatica en D, xqu—trayectoria dirigida
monocromatica en D, uxg—trayectoria dirigida monocromatica en D, row—tra-
yectoria dirigida monocromatica en D, zu—trayectoria dirigida monocromatica
en D, zxo—trayectoria dirigida monocromética en D, zgz—trayectoria dirigida
monocromatica en D;.

Observamos que el resultado mencionado arriba puede ser aplicado a todas
aquellas digréficas que no contienen ~y—ciclos. De esta forma, generalizaciones de
muchos resultados previos son obtenidos como consecuencia directa de este ultimo
resultado.






Capitulo 1

Definiciones basicas

Este primer capitulo tiene como propodsito presentar conceptos y resultados
béasicos en digraficas: conceptos tales como ntucleos en digraficas y ntcleos por
trayectorias dirigidas monocromaticas en digraficas m—coloreadas. No hemos incluido
las demostraciones de los teoremas mencionados, pero puede consultarse [1].

1.1. Digraficas

Definicién 1.1.1 Una digrdfica D consiste de un conjunto finito no vacio de objetos
llamados vértices, al cual denotaremos por V(D) y de un conjunto de pares ordenados
de distintos vértices de D (posiblemente vacio) a cuyos elementos les llamaremos flechas
y que denotaremos por F(D).

Diremos que el orden de D es la cardinalidad de V(D) y el tamafio de D es la
cardinalidad de F'(D).

Definicién 1.1.2 Sea D una digrdfica; u,v € V(D). Si f = (u,v) € F(D) decimos
que u y v son los extremos de f : u el extremo inicial de f y v el extremo final de f.
También, decimos que f es incidente desde u e incidente hacia v. Ademds, decimos
que u es adyacente hacia v y que v es adyacente desde .

Definicién 1.1.3 Sean D es una digrdfica yv € V(D). El ingrado o grado interior de
v, denotado por 6,(v), es el nimero de vértices adyacentes hacia v.

Definicién 1.1.4 Sean D es una digrdafica y v € V(D). El exgrado o grado exterior
de v, denotado por 6},(v), es el mimero de vértices adyacentes desde v.

Definicién 1.1.5 Si D es una digrifica y v € V(D). El grado de v, denotado por
dp(v), se define como dp(v) = d,(v) + 65 (v).

Definicién 1.1.6 Sea D una digrdfica, D' es una subdigrdfica de D si V(D') C V(D)
y F(D') C F(D), y la denotamos por D" C D.
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Definicién 1.1.7 Sea D una digrdfica, D' es una subdigrdfica propia de D si V(D') C
V(D) ¢ F(D') C F(D) y la denotamos por D' C D.

Definicién 1.1.8 Una subdigrdfica D' de wuna digrdfica D es una subdigrdfica
generadora de D si V(D) = V(D).

Definicién 1.1.9 Sea D una digrdfica, si B C F(D), definimos la subdigrdfica de D
inducida por B como la digrdfica que tiene como conjunto de vértices a los extremos de
las flechas en B y como conjunto de flechas a B. Denotamos por D[B] a la subdigrdfica
de D inducida por B.

Definicién 1.1.10 Sea D una digrdfica, si U C V(D), definimos la subdigrdfica
de D inducida por U como la digrifica que tiene a U como conjunto de vértices y
como conjunto de flechas a todas las flechas de D que tienen ambos extremos en U.
Denotamos por D[U| a la subdigrdfica de D inducida por U.

Observaciéon 1.1.1 Generalmente nos referiremos a las subdigrdficas inducidas por un
conjunto de vértices simplemente como subdigrdficas inducidas, en caso de que hagamos
referencia a una subdigrafica inducida por un conjunto de flechas asi lo especificaremos.

Definicién 1.1.11 Sea D una digrdfica y f = (u,v) € F(D), decimos que f es una
flecha simétrica de D si (v,u) € F(D).

Definicién 1.1.12 Sea D una digrdfica y f = (u,v) € F(D), decimos que f es una
flecha asimétrica de D si (v,u) & F(D).

Definicién 1.1.13 La parte asimétrica de una digrifica D, denotada por Asim(D)
es la subdigrdfica generadora de D cuyo conjunto de flechas es el conjunto de flechas
asitmétricas de D.

Definicién 1.1.14 La parte simétrica de una digrdfica D, denotada por Sim(D) es
la subdigrdfica generadora de D cuyo conjunto de flechas es el conjunto de flechas
simétricas de D.

Definicién 1.1.15 Una digrdfica D es una digrdfica asimétrica si cada flecha de D es
una flecha asimétrica.

Definicién 1.1.16 Una digrafica D es una digrdfica simétrica si cada flecha de D es
una flecha simétrica.

Definicién 1.1.17 Una digrdfica D es una digrdfica semicompleta si entre cualesquiera
dos vértices distintos de D existe al menos una flecha entre ellos. Y D es una digrafi-
ca completa si entre cualesquiera dos vértices distintos de D existe la flecha simétrica
entre ellos.
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Definicién 1.1.18 Una digrdfica D es una digrdfica r—reqular si para todo v € V (D),
op(v) =05(v) =r.

Definicién 1.1.19 Sea D una digrdfica y u,v € V(D) no necesariamente distintos.
Diremos que un uwv—camino en D es una sucesion de vértices de la forma (u =
Ug, U, ..., Uy = v) tal que para toda i € {0,1,....,n — 1}, (us, uis1) € F(D) o bien
(ui+1,ui) c F(D)

Definicién 1.1.20 Sea D una digrdfica, una trayectoria en la digrdfica D es un
camino (U, Us, ..., Uy,) tal que w; # w; si i # j.

Definicién 1.1.21 Sea D una digrdfica, un camino cerrado en la digrdfica D es un
camino (uy, Usg, ..., Uy,) tal que up = u,.

Definicién 1.1.22 Sea D una digrafica, un ciclo en la digrdfica D es un camino
cerrado (Uq, Uz, ..., Up, u1) tal que u; # w; si i # j. Denotamos por C,, al ciclo que
consta de n vértices.

Definicién 1.1.23 Sea D una digrdfica, un camino dirigido en la digrdfica D es un
camino (uy, Us, ..., u,) tal que para cada i € {1,2,....,n — 1} se tiene que (u;,uiy1) €
F(D).

Definicién 1.1.24 Sea D una digrdfica, una trayectoria dirigida en la digrdfica D es
un camino dirigido que ademds es una trayectoria.

Definicién 1.1.25 Sea D una digrdfica, un camino dirigido cerrado en la digrdafica D
es un camino dirigido que ademads es un camino cerrado.

Definicién 1.1.26 Sea D wuna digrdfica, un ciclo dirigido en la digrdfica D es un
camino dirigido cerrado que ademds es un ciclo.

Definicién 1.1.27 Sean D wuna digrafica y W = (ug,uy,...,u,) un camino en D,
decimos que n es la longitud de W y la denotamos por £(C).

Notacién 1.1.1 Sean W = (u = ug,uy, ..., u, = v) un camino en una digrdfica D y
1 <i<j<n. Al uuj—camino (u;, s, ..., uj_1,u;) contenido en W lo denotamos
por (u;, W, u;).

Definicién 1.1.28 Sea D una digrifica y sean Sy, Sy C V(D). Una S1So—flecha de
D es una flecha que incide desde un vértice de Sy hacia algin vértice de Ss.

Definiciéon 1.1.29 Sea D una digrdfica, decimos que D es una digrafica bipartita si
existe una biparticion {U, W} de los vértices de D tal que cualquier flecha de D tiene
un extremo en U y otro en W.
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Los siguientes teoremas son resultados basicos en Teoria de Digréaficas que
emplearemos en diversas ocasiones.

Teorema 1.1.1 Sean D una digrifica y u,v € V(D). Todo uwv—camino dirigido en D
contiene una uwv—trayectoria dirigida en D.

Teorema 1.1.2 Sea D una digrdfica. Todo camino dirigido cerrado en D contiene un
ciclo dirigido.

Teorema 1.1.3 Sea D una digrdfica. Si D no tiene ciclos dirigidos, entonces tiene al
menos un vértice de exgrado cero.

Teorema 1.1.4 Sea D una digrdfica. Si para todo v € V(D) se cumple que d,,(v) > 1
(respectivamente 0;,(v) > 1), entonces D contiene un ciclo dirigido.

1.2. Nucleos en digraficas

La Teoria de Nucleos en Digraficas es importante ya que tiene muchas
aplicaciones, algunas de ellas son en: Teoria de Juegos, Teoria de Decisiones, Teoria
de Codigos, Complejidad Computacional, Logica e Inteligencia Artificial, entre otras.
Para aplicaciones ver [6], [27], [28], [29].

Definicién 1.2.1 Sea D wuna digrdfica. Un subconjunto S de V(D) serd llamado
independiente si para cualesquiera dos vértices distintos u,v de S no existe la uv—flecha
ni la vu—flecha en D.

Definicién 1.2.2 Sea D wuna digrdfica. Un subconjunto S de V(D) serd llamado
absorbente si para cada vértice v que no pertenece a S, existe una vS—flecha, es decir,
v es adyacente hacia algun elemento de S.

Definicién 1.2.3 Sea D una digrdfica. Un subconjunto N de V(D) serd llamado un
niucleo de D si es un conjunto independiente y absorbente de D.

Definicién 1.2.4 Sea D una digrifica, D es una digrdfica nicleo perfecta si toda
subdigrdfica inducida de D tiene nicleo. Denotamos por NP a una digrdfica nicleo
perfecta.

Definicién 1.2.5 Sea D una digrafica, D es una digrdfica nicleo imperfecta critica si
D no tiene nicleo, pero toda subdigrdfica inducida propia de D tiene nicleo. Denotamos
por NIC' a una digrdfica nicleo imperfecta critica.

Observaciéon 1.2.1 Notese que no todas las digraficas tienen nicleo, por ejemplo los
ciclos dirigidos de longitud impar no tienen nicleo.
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El siguiente teorema es debido a Berge-Duchet y es uno de los resultados cldsicos
sobre la existencia de nucleos en digraficas y nos sera de gran utilidad a lo largo de
nuestro trabajo.

Teorema 1.2.1 (Berge-Duchet [2]) Si D es una digrdfica tal que cada ciclo dirigido
posee al menos una flecha simétrica, entonces D es nicleo perfecta.

Teorema 1.2.2 Si D es una digrdfica tal que cada ciclo dirigido impar posee al menos
dos flechas simétricas, entonces D tiene nicleo.

Definicién 1.2.6 Una digrdfica es un torneo si entre cada par de vértices existe una
y solo una flecha.

Definicién 1.2.7 Una digrafica D es un torneo bipartito si existe una biparticion
{V1,Vao} de V(D) tal que toda flecha de D tiene un extremo en Vi y el otro en Vs,
y entre cualquier vértice de Vi y cualquier vértice de Vo existe una y solo una flecha.

1.3. Nucleos por trayectorias monocromaticas

Una generalizacion del concepto de ntucleo es el concepto de ntcleo por
trayectorias dirigidas monocrométicas dado por H. Galeana-Sénchez en [10]. Para
hablar de ntcleos por trayectorias dirigidas monocromaticas consideraremos digraficas
en donde a cada flecha se le ha asignado un color.

Definicién 1.3.1 Sea D una digrdfica. Diremos que D es una digrdfica m-coloreada
si las flechas de D son coloreadas con m colores.

Definicién 1.3.2 Una digrdfica D es monocromdtica si todas sus flechas estdn
coloreadas con el mismo color, es casimonocromdtica si con a lo mads una excepcion,
todas sus flechas tienen el mismo color, y es policromdtica si D es al menos
3—coloreada.

Definiciéon 1.3.3 Sea D una digrdfica m—coloreada, una trayectoria dirigida mono-
cromdtica en la digrdfica D es una trayectoria dirigida tal que todas sus flechas estdn
coloreadas del mismo color.

Definicién 1.3.4 Sea D wuna digrdfica m-coloreada. Un conjunto S de vértices de
D serd llamado independiente por trayectorias dirigidas monocromdticas si para
cualesquiera dos vértices distintos u,v de S no existe una trayectoria dirigida
monocromdtica entre u y v en D.

Definicién 1.3.5 Sea D una digrdfica m-coloreada. Un conjunto S de vértices de D
serd llamado absorbente por trayectorias dirigidas monocromdticas si para cada vértice

v que no pertenece a S, existe una trayectoria dirigida monocromdtica de v a un vértice
de S.
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Definicién 1.3.6 Sea D wuna digrafica m-coloreada. Un conjunto N de vértices de
D es un nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas, st N es independiente
por trayectorias dirigidas monocromdticas y absorbente por trayectorias dirigidas
monocromdaticas en D.

Definicién 1.3.7 Sea D una digrdfica, decimos que una sucesion de vértices, (v;)ien
es una trayectoria infinita exterior de una digrdfica D si para cada i € N se tiene que
(vi, Viy1) € F(D) y para cualesquiera i,j € N tales que i # j se tiene que v; # v,.

Notese que el concepto de niicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas es
una generalizacién del concepto de ntcleo ya que si a una digrafica D le asignamos
un color distinto a cada una de sus flechas, entonces un conjunto de vértices de D
es un nucleo de la digrafica D si y sélo si es un ntcleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas de D.

Notemos que la definicion de digréfica no permite que haya dos o mas flechas
con los mismos extremos y en la misma direccion. Las digraficas en las que esto ocurre
se llaman multidigréaficas y a dichas flechas se les llama flechas multiples. En la presente
tesis trabajaremos con digraficas.

Existe una relacion muy importante entre el concepto de ntcleo y nticleo
por trayectorias dirigidas monocromaéticas, y esta dada por el concepto de cerradura
transitiva de una digrafica D, m—coloreada.

Definicién 1.3.8 Sea D wuna digrdfica m-coloreada, la cerradura transitiva de D,
denotada por €(D), se define como la siguiente multidigrifica:

V(D)) =V(D) y

F(&(D)) = F(D) U {(u,v) con color i | existe una uv-trayectoria dirigida
monocromdtica de color i en D}.

A continuacién enunciamos el teorema que muestra la relacion entre ntcleos y
nucleos por trayectorias dirigidas monocromaticas en una digrafica D, m—coloreada.

Teorema 1.3.1 Sea D wuna digrdfica m-coloreada, D tiene nicleo por trayectorias
dirigidas monocromdticas si y sélo si €(D) tiene nicleo. Mds atun, el nimero de nicleos
por trayectorias dirigidas monocromdticas de D es igual al nimero de nicleos de €(D).

A lo largo de la presente tesis pondremos un tridngulo (A) para indicar que ha
finalizado la demostracion de una afirmacion.



Capitulo 2

Ciclos monocromaticos y
trayectorias monocromaticas en
digraficas m—coloreadas

En este capitulo consideraremos digraficas finitas m—coloreadas. Sands, Sauer
y Woodrow, demuestran en [26] que si D es una digréfica cuyas flechas son coloreadas
con dos colores, tal que D no contiene trayectorias infinitas exteriores monocromaticas,
entonces existe un conjunto independiente por trayectorias dirigidas monocromaticas
S de vértices de D tal que, para cada vértice x que no esta en S, existe una trayectoria
dirigida monocromatica de x a un vértice de S.

Notese que el teorema de Sands, Sauer y Woodrow puede escribirse en términos
de ntcleos de la siguiente manera: Si D es una digrafica cuyas flechas son coloreadas
con dos colores, tal que D no contiene trayectorias infinitas exteriores monocromaticas,
entonces la cerradura transitiva de D, €(D) tiene nicleo. Mas atn, €(D) es ntcleo
perfecta.

Para el caso finito podemos reescribir el teorema de Sands, Sauer y Woodrow
como sigue:

Teorema 2.0.2 Sea D una digrifica. Si existen dos subdigrificas transitivas Dy y Do
de la digrdfica D tales que: D = D1UDy, F(D1)NF(Dy) = 0. Entonces D tiene nicleo.

Con respecto a digraficas finitas m—coloreadas, usando una técnica similar a la
empleada por Sands, Sauer y Woodrow demostraremos una generalizacion del Teorema
2.0.2. El resultado establece que D una digrafica finita m—coloreada tiene nicleo por
trayectorias dirigidas monocromaticas si existe una particion de la digrafica D en dos
subdigraficas generadoras Dy y D, tales que:

i. F(D1) N F(Dy) = 0, F(Dy) U F(Dy) = F(D), colores(D;)N colores(Dy) = ()
(colores(D) denota los colores usados en las flechas de D);

ii. cada ciclo dirigido de D contenido en D; es monocromatico para ¢ € {1,2};

13
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iii. D no contiene (Dy, D, Dy) subdivisiones de C5 3—coloreadas y

iv. si (u,v,w,z) es una (Dy, D, Ds) subdivisién de P3 3—coloreada, entonces existe
una trayectoria dirigida monocromatica entre vy x en D.

Las condiciones suficientes sobre que cada ciclo sea monocromatico en D; para
i € {1,2} y no permitir (Dy, D, Ds) subdivisiones de C3 3—coloreadas en D se basan
en la conjetura de Sands, Sauer y Woodrow, mencionada en la introduccion, la cual es
la motivacion de este primer resultado.

2.1. (D1, D, Ds) subdivisiones

Iniciaremos con algunas definiciones imprescindibles para después abordar
el problema de determinar condiciones suficientes para la existencia de ntucleo por
trayectorias dirigidas monocromaticas en digraficas finitas m—coloreadas.

Sea D una digrafica m— coloreada tal que existen dos subdigraficas generadoras
Dy y Dy de la digrafica D, tales que: F(Dy) N F(Dsy) =0, F(D,) U F(Dy) = F(D) y
colores(D;)N colores(Dsy) = .

Definicién 2.1.1 Si C = (ug,...,up = Vo,...,Vp = Wo,...,W, = Uy) €S un
camino dirigido cerrado en D, decimos que C' es una (D1, D, Do) subdivision de Cs,
3—coloreada si:

i. Tv = (ug,...,ux) es una trayectoria dirigida monocromdtica de color a y
estd contenida en Dy,

ii. To = (vo,...,Up) €s una trayectoria dirigida monocromdtica de color b y
estd contenida en D, y

iii. Ty = (wog,...,w,) es una trayectoria dirigida monocromdtica de color ¢ vy
estd contenida en Ds,

donde a # b, b # ¢ y a # c. Véase la Figura 2.1.
Definicién 2.1.2 Si P = (ug, ..., ux = Vg, ...,V = Wy, - . ., W) €S un camino dirigido
en D, decimos que P es una (D, D, Dy) subdivision de P3, 3—coloreada si:

i. Tv = (ug,...,ux) es una trayectoria dirigida monocromdtica de color a y
estd contenida en Dy,

it. To = (vo,...,Up) €s una trayectoria dirigida monocromdtica de color b y
estd contenida en D, y

iii. Ty = (wog,...,w,) es una trayectoria dirigida monocromdtica de color ¢ vy
estd contenida en Ds,

donde a # b, b# ¢ y a # c. Véase la Figura 2.2.
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Figura 2.1: (Dq, D, Ds) subdivisién de Cj3, 3—coloreada.
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Figura 2.2: (Dq, D, Dy) subdivisién de P3, 3—coloreada.

2.2. Ciclos monocromaticos y trayectorias mono-
cromaticas

El siguiente teorema y los siguientes lemas tratan sobre digraficas m—coloreadas,
tal que cada ciclo es monocromatico. Estos resultados nos seran de gran utilidad para

demostrar nuestro teorema principal (Teorema 2.3.2.)

Teorema 2.2.1 Sea D una digrdfica m—coloreada tal que todo ciclo dirigido en D

es monocromdtico. Si C' = (ug,uy,...,U,_1) €S una sucesion de n > 2 vértices dos
a dos distintos tal que para cada i € {0,...,n — 1}, T; es alguna w;u;y1-trayectoria
dirigida monocromdtica, entonces el conjunto de trayectorias {T; | i € {0,...,n—1}}

es monocromdtico, es decir las trayectorias T; son dos a dos del mismo color (los indices
de los vértices estan tomados modulo n.)

Demostracién. Sea q; el color de la trayectoria T}, parai € {0,...,n—1}. Probaremos
que a; = a; para cualesquiera i,j € {0,...,n —1}.

Procederemos por induccién sobre n (n > 2, el niimero de vértices en la sucesion
C' dos a dos distintos.)
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Supongamos que n. = 2. Si ag # ay, entonces en D, ToUT] es un camino dirigido

cerrado no monocromatico y por el Teorema 1.1.2 contiene un ciclo dirigido, el cual es
no monocromatico (claramente el ciclo contiene flechas de Ty y T} pues Ty y T3 por
si solas no contienen ciclos), lo que contradice la hipétesis. Por lo tanto, ag = a;. Ver
Figura 2.3.

Figura 2.3: Ty U T} es un camino dirigido cerrado no monocromatico y por lo tanto,
contiene un ciclo dirigido no monocromatico.

Supongamos que el Teorema 2.2.1 es cierto para sucesiones C’ como en las

hipétesis y con a lo mas n — 1 vértices. Sea C' una sucesién de n vértices que satisface
las hipdtesis del Teorema 2.2.1.
Analizaremos dos posibles casos:

Caso 1:

Caso 2:

Existen dos trayectorias consecutivas en C' que tienen el mismo color.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que ag = a;. Entonces en D, Ty UT} es
un camino dirigido monocromatico de ug a uy y por el Teorema 1.1.1 contiene
una ugus—trayectoria dirigida monocromatica de color ag, llamémosle T{ a tal
trayectoria de color ay. Ver Figura 2.4.

Sea C" = (ug, Uz, ug, ..., u,—_1), C' es una sucesiéon de n — 1 vértices dos a dos
distintos que satisface las hipotesis del Teorema 2.2.1. Asi, por hipdtesis de
induccién las trayectorias 13, 15, T3, ..., 1,1 son dos a dos del mismo color. Y
como ag = ap, entonces las trayectorias Ty, 11,15, ..., T,_1 son dos a dos del
mismo color.

No existen dos trayectorias consecutivas en C' que tengan el mismo color.
Afirmacién 1. (V(T;) \ {wiy1}) NV (T;11) = 0 parai € {0,...,n—1}.

Si para alguna i € {0,...,n — 1}, (V(T;) \ {wix1}) N V(Ti11) # 0, sea v el
ultimo vértice, diferente de ;. 1, de T; que estd en T;,4, entonces (v, T}, u;p1) U
(wiy1, Tiy1,v) es un ciclo dirigido que no es monocromatico, lo cual contradice la
hipétesis. Por lo tanto, (V/(T;)\{ui+1})NV (Ti11) = 0 paratodai € {0,...,n—1}.
Ver Figura 2.5. A
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Figura 2.4: Ty U T} es un camino dirigido monocromatico de ug a us y por lo tanto,
contiene una wuyus—trayectoria dirigida monocromatica de color ag, 7.

Figura 2.5: (v, T, wi1) U (tix1, Tix1,v) es un ciclo dirigido que no es monocromatico.

Si V(T;) N V(T;) = 0 para cualesquiera i,j tales que j —i > 2 (mod n),
n—1

entonces UTZ' es un ciclo dirigido de D que no es monocromatico, lo que
contradicez loa hipdtesis. Por lo tanto, para alguna ¢ y para alguna j tales
que j —i > 2 (mod n), V(T;) N V(T;) # 0. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que i = 0y sea jo = max{j | V(Ty) N V(1) # 0}; nétese que
2 < jo < n— 2, de otro modo, jy seria 1 6 n — 1, lo cual contradiria la
Afirmacién 1. Sea v € V(1) NV (Tj,), entonces en D tenemos que T = (ug, Tp, v)
es una trayectoria dirigida monocromdtica de color ag y Tj, = (v, T}, wjy11)
es una trayectoria dirigida monocromaética de color a;,, ver Figura 2.6. Asi,
C" = (U, v, Ujyt1, Wjg42, - - -, Up—1) €S una sucesién de a lo mas n — 1 vértices
dos a dos distintos que satisface las hipdtesis del Teorema 2.2.1, y por hipdtesis
de induccién las trayectorias g, T}, Tjy 11, - - -, Ty son dos a dos del mismo color,
en particular Tj 11 v Tjy+2 (mod n) son dos trayectorias consecutivas del mismo
color, lo cual contradice la suposicién del caso 2.
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Figura 2.6: Tj = (ug, To,v) es una trayectoria monocromatica de color ag y Tj, =
(v, T}j,, ujo+1) €s una trayectoria monocromatica de color aj,.

De los casos 1y 2 concluimos que para i € {0,1,...,n — 1} las trayectorias T;
son dos a dos del mismo color. W

Lema 2.2.2 Sea D una digrdfica m—coloreada tal que todo ciclo dirigido en D es
monocromdtico. Entonces no existe una sucesion de vértices (xg,x1,2s,...) en D tal
que para toda i € {0,1,...} existe una x;x;1—trayectoria dirigida monocromdtica en
D y no existe ninguna x; 1x;,—trayectoria dirigida monocromadtica en D.

Demostracién. Supongamos por contradiccién que existe una sucesién de vértices
(xo,x1,T2,...) en D tal que para cada i existe una z;x;,;—trayectoria dirigida mo-
nocromatica en D y no existe ninguna x;,z;—trayectoria dirigida monocromatica en
D.

Ya que D es una digrafica finita existen i < j, {i,7} € N U {0} tales que

r; = x;. Sea jo = min{j | ; = x;para alguna i < j}, y sea iy € {0,1,...,j0 — 1}
tal que z;, = x, (nétese que ip es unico por la definicién de jp.) Sin pérdida de
generalidad, supongamos que ig = 0y jo = n. Asi, C = (xg,21,...,T,_1) €S Una
sucesion de n vértices dos a dos distintos tal que para cada i € {0,...,n — 1},

existe una x;x;,1—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D y no existe
ninguna x;1x;—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D (los indices de
los vértices estan tomados modulo n.) Para cada i € {0,...,n — 1}, sea T; alguna
x;T;11—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D. Se sigue del Teorema 2.2.1
que todas las trayectorias T; son dos a dos del mismo color.

n—1 n—1
Asi, U T; es un camino dirigido cerrado monocromatico y U T, es un x1xp—ca-
i=0 i=1

mino dirigido monocromatico contenido en D. Asi, por el Teorema 1.1.1 existe una
xr1x9—trayectoria dirigida monocromética contenida en D, lo cual es una contradiccion
con la suposiciéon de que no existe ninguna z;,1x;—trayectoria dirigida monocromatica
contenida en D.

Concluimos que no existe una sucesién de vértices (g, x1, To,...) en D tal que
para toda i € {0,1,...} existe una z;x;,;—trayectoria dirigida monocromaética en D y
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no existe ninguna x;;x;—trayectoria dirigida monocromaética en D.

Lema 2.2.3 Sea D una digrdfica m—coloreada tal que todo ciclo dirigido en D es
monocromdtico. Erxiste xo € V(D) tal que para cada z € V(D) \ {xo} si existe
una roz—trayectoria dirigida monocromdtica contenida en D, entonces existe una
zxo—trayectoria dirigida monocromadtica contenida en D.

Demostraciéon. Supongamos por contradiccion que D es una digrafica como en las
hipétesis del Lema 2.2.3 y que no existe un vértice xy que satisfaga la afirmacion del
Lema 2.2.3.

Sea xg € V(D), se sigue de nuestra suposicién que existe z; € V(D) \ {xo}
tal que existe una xgr;—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D y no
existe ninguna x;xp—trayectoria dirigida monocromaética contenida en D. De nuevo,
por nuestra suposicién existe x5 € V(D) \ {x1} tal que existe una x;xs—trayectoria
dirigida monocromatica contenida en D y no existe ninguna x,x;—trayectoria dirigida
monocromatica contenida en D. Nuevamente, existe x3 € V(D) \ {2} tal que existe
una xrpxrz—trayectoria dirigida monocromaéatica contenida en D y no existe ninguna
xr3re—trayectoria dirigida monocromética contenida en D. Una vez elegidos de este
modo xg, 71, ..., T,; dada nuestra suposicién podemos elegir z,1 € V(D) \ {z,} de
tal forma que existe una x,x,,1—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D
y no existe ninguna x, .1z, —trayectoria dirigida monocromatica contenida en D. De
este modo, obtenemos una sucesiéon de vértices (xg, 1, x9, x3,...) tal que para cada
i €{0,1,2,...} existe una x;x;;1—trayectoria dirigida monocromética contenida en D
y no existe ninguna x;,,x;—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D. Pero
esto contradice el Lema 2.2.2.

Concluimos que existe g € V(D) tal que para cada z € V(D) \ {zo} si
existe una xpz—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D, entonces existe
una zxg—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D.

A continuacién definimos seminticleo por trayectorias dirigidas monocromaticas
mod Dy y probamos una propiedad respecto a este concepto.

Sea D una digrafica m—coloreada tal que existen dos subdigraficas generadoras
D; y D, de la digrafica D tales que: F(Dq) N F(Dy) =0, F(Dy) U F(Dy) = F(D) y
colores(D1)N colores(Dy) = 0.

Sea S C V(D), diremos que S es semintcleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas mod Dy de D si:

i. S es independiente por trayectorias dirigidas monocromaéticas (ver la Definicién
1.34)y

ii. para cada z € V(D) \ S, si existe una Sz—trayectoria dirigida monocromética
contenida en D;, entonces existe una zS—trayectoria dirigida monocromatica
contenida en D. Véase la Figura 2.7.
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Figura 2.7: S es un seminticleo por trayectorias dirigidas monocromaticas médulo Dy
de D.

Noétese que en la definicién anterior Dy y Dy juegan un papel simétrico y
por lo tanto, analogamente podemos definir semintcleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas mod Dy de D.

Lema 2.2.4 Sea D una digrdfica m—coloreada. Si existen dos subdigrificas gener-
adoras de D, Dy y Dy tales que: F(Dy) N F(Dy) = 0, F(D1) U F(Dy) = F(D),
colores(Dy)N colores(Dy) = O y en Dy todo ciclo dirigido es monocromdtico. En-
tonces existe vog € V(D) tal que {xo} es un seminicleo por trayectorias dirigidas
monocromdticas mod Do de D.

Demostracién. Probaremos que existe xg € V(D) tal que para cada z € V(D) — {xo}
si existe una xpz—trayectoria dirigida monocromatica contenida en Dy, entonces existe
una zxrg—trayectoria dirigida monocromética contenida en D.

Ya que en D; todo ciclo dirigido es monocromatico, se sigue del Lema 2.2.3
que existe zg € V(D) tal que para cada z € V(D) \ {zo} si existe una zoz—trayec-
toria dirigida monocromatica contenida en D, entonces existe una zxy—trayectoria
dirigida monocromaética contenida en D;. Por la definicion de semintcleo por trayec-
torias dirigidas monocromaéticas mod Dy de D se sigue que {xp} es un seminticleo por
trayectorias dirigidas monocromaticas mod Dy de D. R

Ahora a partir de los semintcleos mod Dy de una digréfica D construiremos a
la digréfica Dg y probaremos una propiedad respecto a esta digréfica.

Sea D una digrafica m—coloreada tal que existen dos subdigraficas generadoras
de D,D; y Dy que satisfacen las siguientes condiciones: F(D;) N F(Dy) = ),
F(Dy) U F(Dy) = F(D), colores(D;)N colores(Dy) = () y D; contiene sélo ciclos
dirigidos monocromaticos.

Sea

8§ ={0# S| S es seminticleo por trayectorias monocromaticas mod Dy de D}.

Notese que por el Lema 2.2.4, existe un seminticleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas mod Dy de D y asi, 8§ # ().
Denotemos por Dg la digrafica definida como sigue:
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i. V(Ds) =8 (es decir, por cada elemento de 8 ponemos un vértice en Dg) y

ii. (S1,S52) € F(Dg) siy sélo si para cada s; € Sy existe so € Sy tal que s1 = s
0 existe una s;so—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D, y no existe
ninguna s»5; —trayectoria dirigida monocromatica contenida en D.

Lema 2.2.5 Sea D una digrdfica m—coloreada. Si existen dos subdigrdaficas generado-
ras Dy y Do de la digrdfica D tales que: F(D1)NF (D) =0, F(D,)UF(Dy) = F(D),
colores(D1)N colores(Dy) = 0 y en D; todo ciclo dirigido es monocromdtico para
i € {1,2}. Entonces, Dg es una digrdfica que no contiene ciclos dirigidos.

Demostraciéon. Dado que en Dy todo ciclo dirigido es monocromaético, se sigue del
Lema 2.2.4 que 8 # ) y por lo tanto la digrafica Dg estd bien definida. Supongamos
por contradiccion que la digrafica Dg contiene algin ciclo dirigido, digamos € =
(S0, S1, - -+, Sn_1,50) de longitud n > 2. Ya que € es un ciclo dirigido en Dg tenemos
que S; # S; siempre que 7 # j.

Afirmacién 1. Existe iy € {0,1,2,...,n — 1} tal que para alguna z € S;,, z ¢
Sip+1(mod n).

De lo contrario, tendriamos que para toda i € {0,1,...,n — 1} y toda z € 5;
se tiene que z € S;.1, entonces Sy C 57 C Sy, C---5, 1 C S, =S5 Asi, Sy C S, C Sy
paratodak € {1,2,...,n—1} y sesigue que Sy = Sy paratoda k € {1,2,...,n—1}. En
consecuencia, S; = S; para cualesquiera 4, j € {0,1,...,n—1}. Por lo tanto, tendriamos
que € = (Sp), lo cual es una contradiccién con el hecho de que un ciclo posee al menos
dos vértices distintos. A
Afirmacién 2. Si existe ig € {0,1,...,n — 1} tal que para algunos z € S;, vy
w € Si+1 (mod n) se tiene que existe una zw—trayectoria dirigida monocromatica.
Entonces, existe jo # i, jo € {0,1,...,n — 1} tal que w € Sj; y w & S;y+1 (mod n).

Véase la Figura 2.8.
S $ 11

=@ =@ =@
W

Figura 2.8: zw—trayectoria dirigida monocromatica.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que iz = 0. Dado que w € S, si
w & Sy se tendria probada la Afirmacién 2 con j, = 1. Podemos suponer que w € Ss,
si w & S3 se tendria probada la Afirmaciéon 2 con j, = 2. Nuevamente, podemos
suponer que w € S3, si w ¢ Sy se tendria probada la Afirmacién 2 con j, = 3.
Repitiendo este procedimiento n — 1 veces, llegamos a que w € Sy, lo cual es una
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contradiccion pues z € Sy y por hipdtesis se tiene que existe una zw—trayectoria
dirigida monocromatica (.5; es independiente por trayectorias dirigidas monocromaticas
para toda i € {0,1,...,n—1}.) A

Ahora se sigue de la Afirmaciéon 1 que existen i € {0,...,n — 1} y
to € S, tal que to € Si+1- Ya que (S;,Si,+1) € F(Dg) se sigue que existe
t1 € Si,+1 tal que existe una tpt;—trayectoria dirigida monocromatica contenida
en Dy y no existe ninguna t,.59;,—trayectoria dirigida monocromatica contenida en
D. De la Afirmacién 2 se sigue que existe un indice iy € {0,...,n — 1} tal
que t1 € S;; v t1 € Siya1 y yva que (S;,S;,41) € F(Dg) se sigue que existe
to € S;+1 tal que existe una t;to—trayectoria dirigida monocromética contenida en
D5 y no existe ninguna t,.5;, —trayectoria dirigida monocromatica contenida en D.
Nuevamente, de la Afirmacién 2 se sigue que existe un indice iy € {0,1,...,n — 1}
tal que to € Sy, v ta & Sy y como (S,,Si,+1) € F(Dg) tenemos que existe
ts € Si,4+1 tal que existe una tyt3—trayectoria dirigida monocromética contenida en
D5 y no existe ninguna t3.5;, —trayectoria dirigida monocromatica contenida en D.
Continuando de esta manera obtenemos una sucesién de vértices (tg, t1, s, .. .) tal que
existe una t;t; .1 —trayectoria dirigida monocromatica contenida contenida en Dy y no
existe ninguna t;,,t;—trayectoria dirigida monocromética contenida en D. Pero esto
contradice el Lema 2.2.2 aplicado a la subdigrafica generadora Ds. Por lo tanto, Dg es
una digrafica que no contiene ciclos dirigidos. B

2.3. Ciclos monocromaticos y nucleos por trayecto-
rias monocromaticas

El siguiente teorema es un caso particular de nuestro teorema principal.

Teorema 2.3.1 Sea D una digrifica m—coloreada tal que todo ciclo dirigido en D es
monocromdtico. Entonces, €(D) tiene un nicleo.

Demostracién. Probaremos que en €(D) cada ciclo tiene al menos una flecha
simétrica. Asi, por el Teorema 1.2.1 se tendra el resultado.
Sea €(D) la cerradura transitiva de la digrafica D, supongamos por

contradicciéon que existe un ciclo C' = (ug,uq,...,u,—1 = ug) en €(D) tal que no
contiene ninguna flecha simétrica. Entonces en D para toda i € {0,1,...,n— 1} existe
una u;u;4 1 —trayectoria dirigida monocromatica y no existe ninguna u;1u;—trayectoria
dirigida monocromatica. Asi, obtenemos una sucesién de trayectorias Ty, 11, ..., T,_1
en D. Si T, es una wu;u;y;—trayectoria dirigida monocromatica para toda ¢ €
{0,1,...,n — 1}, se sigue del Teorema 2.2.1 que todas estas trayectorias 7; son del
n—1 n—1
mismo color. Asi, U T; es un camino dirigido cerrado monocromatico y U T; es
i=0 i=1

un ujug—camino dirigido monocromatico contenido en D. Por lo tanto, existe una
uyup—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D, lo cual es una contradicciéon
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con la suposiciéon de que no existe ninguna u;,u; —trayectoria dirigida monocromatica
contenida en D.

Por lo tanto, en €(D) cada ciclo contiene al menos una flecha simétrica y €(D)
tiene un nucleo. W

La idea de la demostraciéon en nuestro teorema principal es seleccionar S €
V(Ds) tal que 65 (S) = 0 (tal S existe, pues probamos que Dg no contiene ciclos
dirigidos y se aplica el Teorema 1.1.3) y demostrar que S es un niicleo por trayectorias
dirigidas monocromaticas de D.

Teorema 2.3.2 Sea D una digrdfica finita m—coloreada. Si existen dos subdigrdficas
generadoras Dy y Do de la digrdfica D tales que:

i. F(D1)NF(Dy) =10, F(Dy)UF(Dy) = F(D), colores(D1)N colores(Dsy) = ();
ii. Cada ciclo dirigido de D contenido en D; es monocromdtico para i € {1,2};
i1i. D no contiene (D1, D, Dy) subdivisiones de C3 3—coloreadas y

iv. Si (u,v,w,x) es una (Dy, D, Dy) subdivision de Py 3—coloreada, entonces existe
una trayectoria dirigida monocromadtica entre u y x en D.

Entonces D tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas.

Demostracion.

Considérese la digrafica Dg de la digrafica D (nétese que dado que en D; cada
ciclo dirigido es monocromaético, se sigue del Lema 2.2.3 que 8 # () y por lo tanto, la
digrafica Dg esté bien definida.)

Como Dg es una digrafica finita y por el Lema 2.2.5 no contiene ciclos dirigidos
se sigue del Teorema 1.1.3 que Dg contiene al menos un vértice de exgrado cero. Sea
S € V(Ds) tal que 65, (S) = 0.

Afirmamos que S es un ntcleo por trayectorias dirigidas monocromaticas de
D.

Supongamos por contradiccion que S no es un nicleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas de D. Ya que S € V(Dg), tenemos que S es independiente por
trayectorias dirigidas monocromaticas.

Sea

X ={z € V(D) | no existe zS—trayectoria dirigida monocromatica en D.}

Se sigue de nuestra suposicién que X # (). Como D[X] es una subdigrafica
inducida de D, tenemos que D[X]| satisface las hipé6tesis del Teorema 2.3.2 y en
particular la subdigrafica de Dy en D[X] satisface las hipétesis del Lema 2.2.4. Asi,
se sigue del Lema 2.2.4 que existe xy € X tal que para cada z € X — {xo} se
cumple que si existe zgz—trayectoria dirigida monocromatica contenida en Dy, entonces
existe zxp—trayectoria dirigida monocromética contenida en D;. Es decir, {x¢} es un
semintcleo por trayectorias dirigidas monocromaticas mod Dy de D.
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Sea
T ={z € S| no existe zxo—trayectoria dirigida monocromética en Dy.}

Por la definicién de T" tenemos que para cada z € (S—T) existe zxy—trayectoria
dirigida monocromaética contenida en Ds.

Noétese que ya que por hipétesis se tiene que colores(Dy)N colores(Dy) = 0,
se sigue que toda trayectoria dirigida monocromatica de D esta contenida en D; o
estd contenida en Ds.
Afirmacién 1. T'U {zo} es independiente por trayectorias dirigidas monocromaticas.

Claramente T es independiente por trayectorias dirigidas monocromaticas
(T'C Sy Ses8)y{xy} esindependiente por trayectorias dirigidas monocromaticas.

i. No existen T{xq}—trayectorias dirigidas monocromaticas contenidas en D.

Supongamos por contradiccién que existe alguna T'{xq} —trayectoria dirigida mo-
nocromatica contenida en D. Sea « tal trayectoria. Por la definicién de T y por
la hip6tesis de que colores(D1)N colores(Dy) = (), se sigue que « estd contenida
en Dy ycomoT C Sy S €38, sesigue que existe alguna z¢S—trayectoria dirigida
monocromatica contenida en D, contradiciendo que xy € X.

ii. No existen {zq}T—trayectorias dirigidas monocromaticas contenidas en D.

Se sigue directamente del hecho que T C Sy xg € X. A

Afirmacién 2. Sea z € V(D) — (T'U {x0}). Si existe una (7" U {x¢})z—trayectoria
dirigida monocromaética contenida en Dy, entonces existe una z(7'U {zy})—trayectoria
dirigida monocromaética contenida en D.

Caso 1: Existe una T z—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D;.

Probaremos que existe una z(7' U {xo})—trayectoria dirigida monocromética
contenida en D.

Ya que T" C S y S € &, se sigue que existe una zS—trayectoria dirigida
monocromatica contenida en D. Si existe una zT —trayectoria dirigida mono-
croméatica contenida en D se tendria probada la Afirmacién 2. Asi, podemos
suponer que existe una z(S — T')—trayectoria dirigida monocromatica contenida
en D. Sean a; una uz—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D; con
u € Ty as una zw—trayectoria dirigida monocromética contenida en D con
w € (S—=T). Yaque w € (S—T), se sigue de la definicién de T que existe
a3 una wxg—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D,. Dado que
colores(D1)N colores(Dy) = () y i es monocromdtica se sigue exactamente una
de las siguientes dos afirmaciones: as esta contenida en D 6 as esta contenida
en Ds.

Maés aun, color(ay) # color(as), de otro modo, color(a;) = color(as) y existe
una uw—trayectoria dirigida monocromatica contenida en oy U aw, con {u,w}
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C S, contradiciendo que S es independiente por trayectorias dirigidas monocro-
maticas. Ademads, podemos suponer que color(as) # color(as) pues si color(ay) =
color(az), entonces ap Uag contiene una zxg—trayectoria dirigida monocromatica
y por lo tanto, existe una z(7' U {zo})—trayectoria dirigida monocromética en
D y se tendria probada la Afirmacién 2. También, color(ay) # color(asz) pues
oy esta contenida en Dj y ag estd contenida en Dy y por hipdtesis colores(Dq)N
colores(Ds) = (). Sin pérdida de generalidad, supongamos que color(a;) = 1,
color(ay) = 2 y color(as) = 3; se sigue que las trayectorias oy, as y ag sélo se
intersectan en sus vértices.

También podemos suponer que xg € V(ay), de otra forma (z,as,xy) es una
zxog—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D y por lo tanto, existe una
2(T U {xy})—trayectoria dirigida monocromatica en D y se tendria demostrada
la Afirmacién 2. Anédlogamente podemos suponer que z ¢ V(ag), pues de lo
contrario (z, az, Tg) es una zxg—trayectoria dirigida monocromatica contenida en
D y se tendria demostrada la Afirmacion 2.

Ahora analizaremos los dos posibles casos:

Caso 1.1: ay C D;y.
En este caso V(1) N V(az) = {z}, de otro modo, tendriamos que existe

un ciclo dirigido no monocromatico contenido en a; U as C Dy, lo cual
contradice las hipétesis.

Si V(ae) N V(ag) = {w}, entonces consideraremos los siguientes dos
subcasos:

1) Si V(ay) NV (az) = 0 tenemos que (u, g, 2) U (2, ag, w) U (w, as, o) es
una (Dq, D, Dy) subdivisién de P53 3—coloreada y se sigue de las hipétesis
que existe una trayectoria dirigida monocromatica contenida en D entre
u'y g, lo cual es imposible pues u € T'y ya probamos que T'U {zo} es
independiente por trayectorias dirigidas monocromaticas. Ver la Figura
2.9.

D

Figura 2.9:
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2)

Si V(aq) N V(as) # 0, sea v el dltimo vértice de a; que estd en agz
(nétese que v # z pues ya vimos que z € V(ag), v # w ya que de
lo contrario existirfa una uw—trayectoria dirigida monocromatica con
{u,w} C 8, contradiciendo que S es independiente por trayectorias
dirigidas monocromaéticas y v # u ya que de lo contrario existiria una
wu—trayectoria dirigida monocroméatica con {u, w} C S, contradiciendo
que S es independiente por trayectorias dirigidas monocromaticas) y se
tiene que (v, aq, 2)U(z, az, w)U(w, as,v) es una (D1, D, Dy) subdivisién
de ('35 3—coloreada, contradiciendo las hipdtesis. Ver la Figura 2.10.

Figura 2.10:

Si (V(az) NV (ag)) — {w} # 0, entonces consideraremos los siguientes dos
subcasos:

1)

Si V(o) N V(ag) = 0, sea v el primer vértice de as que estd en
az (v # z pues z € V(ag) vy v # x¢ pues xy € V(az)), entonces
(u, 00, 2) U (2, 00,v) U (v, a3, 20) es una (Dy, D, Dy) subdivision de Py
3—coloreada y se sigue de las hipdtesis que existe una trayectoria
dirigida monocromatica entre u y x¢ en D, lo cual es imposible pues
u € Ty ya probamos que T'U {zy} es independiente por trayectorias
dirigidas monocromaticas. Ver la Figura 2.11.

Si V(ag) N V(as) # 0, sea v el dltimo vértice de as que estd en aq
(v # x9 pues xg € V(az) y v # z pues z € V(as)). Si la trayectoria
(v, aig, ) todavia intersecta a v, sea z el primer vértice de o posterior
a v que estd en ay (r # z pues z & V(ag) y ¢ # u ya que de
lo contrario existe una wu—trayectoria dirigida monocromaética con
{u,w} C S, contradiciendo que S es independiente por trayectorias
dirigidas monocromaticas), entonces (z,aq,z) U (2, az,v) U (v, as,x)
es una (Dy, D, Dy) subdivisién de C3 3—coloreada, contradiciendo la
hipétesis. Y si ag ya no intersecta a aq, entonces (u, aq, 2) U (2, g, v) U
(v, a3, ) es una (Dq, D, D) subdivision de P3 3—coloreada y se sigue
de las hipdtesis que existe una trayectoria dirigida monocromatica entre
u'y xo en D, lo cual es imposible pues v € Ty ya probamos que
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Figura 2.11:

T U{xp} es independiente por trayectorias dirigidas monocromadticas.
Ver la Figura 2.12.

Figura 2.12:

Caso 1.2: ay C Ds.
En este caso V(az2) NV (as) = {w}, de lo contrario existe un ciclo dirigido
no monocromatico contenido en as U ag C Dy, lo cual no es posible.

Si V(ap) NV (ag) = {z}, entonces tenemos los siguientes dos subcasos:

1) Si V(ar)NV(ag) =0, tenemos que (u, oy, 2) U (2, ag, w) U (w, az, o) €s
una (Dy, D, Dy) subdivisién de Py 3—coloreada y se sigue de las hip6tesis
que existe una trayectoria dirigida monocromatica entre u y xo en D, lo
cual es imposible pues u € Ty probamos que T'U{x¢} es independiente
por trayectorias dirigidas monocromaticas. Ver la Figura 2.13.

2) SiV(an)NV(az) # 0, sea v el dltimo vértice de ay que estd en ag (v # z
pues z € V(ag), v # w ya que de lo contrario existe una uw—trayectoria
dirigida monocromatica con {u,w} C S, contradiciendo que S es
independiente por trayectorias dirigidas monocromaticas y v # u ya
que de lo contrario existe una wu—trayectoria dirigida monocromatica
con {u,w} C S, contradiciendo que S es independiente por trayectorias
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Figura 2.13:

dirigidas monocromaticas) y se tiene que (v, aq, 2)U(z, az, w)U(w, as, v)
es una (Dy, D, Dy) subdivisién de C5 3—coloreada, contradiciendo las
hipétesis. Ver la Figura 2.14.

Figura 2.14:

Si (V(a1) NV (ag)) — {2z} # 0, entonces tenemos los siguienes dos subcasos:

1)

Si V(o) N V(ag) = 0, sea v el primer vértice de a; que estd en aq
(v # uyv # wya que de lo contrario en ambos casos existe una
uw—trayectoria dirigida monocromética con {u, w} C S, contradiciendo
que S es independiente por trayectorias dirigidas monocrométicas),
entonces (u, ay, v)U(v, ag, w)U(w, as, xg) es una (Dy, D, Dy) subdivisién
de P3 3—coloreada y se sigue de las hipotesis que existe una trayectoria
dirigida monocromatica entre u y x¢ en D, lo cual es imposible pues
u € T y probamos que T U {xy} es independiente por trayectorias
dirigidas monocromaticas. Ver la Figura 2.15.

Si V(ag)NV(az) # 0, sea v el dltimo vértice de oy que estd en a3 (v # =z
pues z € V(ag3), v # w ya que de lo contrario existe una uw—trayectoria
dirigida monocromética con {u,w} C S, contradiciendo que S es
independiente por trayectorias dirigidas monocromaticas, v # u ya que
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Figura 2.15:

de lo contrario existe una wu—trayectoria dirigida monocromética con
{u,w} C 8, contradiciendo que S es independiente por trayectorias
dirigidas monocromaticas y v # x9 ya que de lo contrario existe
una uxg—trayectoria dirigida monocromatica lo cual es imposible pues
u € T y probamos que T'U {xo} es independiente por trayectorias
dirigidas monocromaticas) y sea z el primer vértice de oy posterior
a v que estd en ay (ndtese que = puede ser igual a z). Claramente
(v, a1, 2) U (2,00, w) U (w, az,v) es una (Dq, D, Dy) subdivisién de Cj
3—coloreada, contradiciendo las hipétesis. Ver la Figura 2.16.

Figura 2.16:

Caso 2: Existe una xgz—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D;.

Probaremos que existe una z(7' U {x})—trayectoria dirigida monocromética
contenida en D.

Sea « una xgz—trayectoria dirigida monocromatica contenida en Dy.

Si z € X, entonces se sigue de la eleccion de xy que existe una zxy—trayectoria
dirigida monocromética en D; y por lo tanto existe z(T U {xo})—trayectoria
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dirigida monocromatica en D y se tendria probada la Afirmacién 2. Asi, podemos
suponer que z € X.

Ya que z ¢ X se sigue de la definicion de X que existe una zS—trayectoria dirigida
monocromatica contenida en D, sea ay tal trayectoria, digamos que a5 termina en
w. Siw € T, entonces ay es una z(7T'U{xy})—trayectoria dirigida monocromética
contenida en D y la Afirmacion 2 queda demostrada. Asi, supongamos que
w € (S—=T). Yaquew € (S—T), por la definiciéon de T se tiene que existe una
wxo—trayectoria dirigida monocromatica contenida en Ds, sea a3 tal trayectoria.
Como colores(D;)N colores(Dy) = () 'y a es monocromética se sigue exactamente
una de las siguientes dos afirmaciones: ai esta contenida en Dy 6 s esté contenida
en Ds.

Nuevamente, tenemos que color(cy) # color(as), de otro modo, color(a;) =
color(ay) y existe una zow—trayectoria dirigida monocromética contenida en
a1 U ag contradiciendo que g € X y w € S. Ademéds, podemos suponer que
color(az) # color(as) de otro modo ap Uarg contiene una zzo—trayectoria dirigida
monocromatica y quedaria demostrada la Afirmaciéon 2. También color(ay) #
color(az) pues ag estd contenida en D; y agz estd contenida en Dy y por las
hipédtesis colores(D;)N colores(Dy) = (). Sin pérdida de generalidad, supongamos
que color(ag) = 1, color(ay) = 2 y color(ag) = 3, asi las trayectorias ai,as y ag
solo se intersectan en sus vértices.

Igual que en el caso 1 podemos suponer que xo € V(as), de otra forma (z, ag, o)
es una zxg—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D y por lo tanto
existe una z(T'U{xo})—trayectoria dirigida monocromatica en D y la Afirmacién
2 quedaria demostrada. Andlogamente podemos suponer que z € V(a3), pues de
lo contrario (z, ag, xg) es una zxy—trayectoria dirigida monocromatica contenida
en D y la Afirmacion 2 quedaria demostrada.

Ahora analizaremos los dos posibles casos:

Caso 2.1: ay C D;.

En este caso V(a1) NV (az) = {z}, de otro modo, tendriamos que existe un
ciclo dirigido no monocroméatico contenido en a; U aps C Dy, lo cual no es
posible.

Si V(ag) NV (ag) = {w}, entonces analizaremos dos posibles subcasos:

1) SiV(ag)NV(as) = {0} tenemos que (xg, ay, 2) U(z, ag, w) U (w, as, z)
es una (Ds, D, Ds) subdivision de C3 3—coloreada, lo cual contradice
las hipdtesis. Ver la Figura 2.17.

2) Si (V(ew) NV(ag)) — {zo} # 0, sea v el ultimo vértice de ay que
estd en az (v # z, 2 € V(az) vy v # w pues de lo contrario existe
una zow—trayectoria dirigida monocromatica con zg € X y w € S) y se
tiene que (v, aq, 2)U(z, az, w)U(w, as,v) es una (D1, D, Ds) subdivisién
de C3 3—coloreada, contradiciendo las hipotesis. Ver la Figura 2.18.
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Figura 2.18:

Si (V(ag) NV (az)) —{w} # 0, entonces analizaremos dos posibles subcasos:

1) Si V(ay) NV(as) = {xp}, sea v el ultimo vértice de a3 que esta en
ag (v # xy pues g € V(aw) y v # z pues z € V(ag)), entonces
(ro,01,2) U (z,a0,v) U (v,as,z0) es una (Dy, D, Ds) subdivisiéon de Cj
3—coloreada, contradiciendo las hipétesis. Ver la Figura 2.19.

2) Si (V(ay) NV(az)) — {xo} # 0, sea v el dltimo vértice de ag que
estd en ay (v # o, 10 € V(an) y v # 2,2 € V(asz)) y sea x el primer
vértice de ag posterior a v que estd en a; (nétese que x puede ser igual
a xp). Claramente (x,aq,2) U (z,a2,v) U (v, a3, x) es una (Dy, D, Dy)
subdivision de C5 3—coloreada, contradiciendo las hipdtesis. Ver la
Figura 2.20.

Caso 2.2: ay C Ds.

En este caso V(ay) NV (a3) = {w}, de lo contrario existe un ciclo dirigido no
monocromatico contenido en ap U a3 € Dy, lo cual contradice la hipdtesis.

Si V(aq) NV (ag) = {2}, entonces tenemos dos posibles subcasos:
1) SiV(a)NV(az) = {zo} tenemos que (g, aq, 2) U (2, az, w) U (w, as, zo)

es una (Dq, D, Ds) subdivision de C3 3—coloreada, contradiciendo las
hipétesis. Ver la Figura 2.21.
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2)

Figura 2.20:

Si (V(en) NV (ag)) —{xo} # 0, sea v el tltimo vértice de o que estd en
az (v # z pues z € V(az) y v # w pues de lo contrario existe una
row—trayectoria dirigida monocromética con zg € X y w € S) y se
tiene que (v, aq, 2)U(z, az, w)U(w, az,v) es una (D1, D, Ds) subdivisién
de C'3 3—coloreada, contradiciendo las hipédtesis. Ver la Figura 2.22.

Si (V(ap) NV () — {2z} # 0, entonces tenemos dos posibles subcasos:

)

SiV(ag)NV (a3) = {zo}, sea v el primer vértice de a; que estd en oy (v #
xo, o € V(az) y v # w pues de lo contrario existe una xow—trayectoria
dirigida monocroméatica con zy € X y w € §), entonces (g, ay,v) U
(v, g, w)U(w, ag, g) es una (Dy, D, Dy) subdivisién de C3 3—coloreada,
contradiciendo las hipétesis. Ver la Figura 2.23.

Si (V(en) NV (ag)) — {zo} # 0, sea v el ultimo vértice de a; que
estd en ag (v # 2,2 € V(az) y v # w pues de lo contrario existe
una zow—trayectoria dirigida monocromética con zp € X y w € S)
y sea z el primer vértice de ; posterior a v que estd en ay (ndtese
que x puede ser igual a z). Claramente (v, ay, ) U (x, az, w) U (w, as, v)
es una (Dy, D, Dy) subdivisién de C5 3—coloreada, contradiciendo las
hipétesis. Ver la Figura 2.24. A
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Figura 2.22:

De las Afirmaciones 1 y 2 se sigue que T U {zo} € 8§ y por lo tanto,
T U{zo} € V(Ds).

Tenemos que (S, T U{xo}) € F(Ds) yaque T C S, 29 € X y para cada s € S
tal que s € T existe una sxg—trayectoria dirigida monocromética contenida en Ds y
no existe ninguna xyS—trayectoria dirigida monocromaética contenida en D. Pero esto
contradice el hecho de que §7, (S) = 0.

Por lo tanto, S es un nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas en D y
el Teorema 2.3.2 queda demostrado. B

Observacién 2.3.1 Notese que mientras en el Teorema 2.3.1 se pide que todo ciclo
dirigido sea monocromdtico en el Teorema 2.3.2 puede haber ciclos no monocromadticos,

pues los ciclos monocromdticos solo se piden en cada D; para i € {1,2}. Ver la Figura
2.25.

Observaciéon 2.3.2 Notese que el Teorema 2.3.2 generaliza el teorema de Sands,
Sauer y Woodrow ya que:

i. Una digrdfica 2—coloreada es una digrdfica m— coloreada para m = 2.

1. Una digrdfica 2—coloreada se puede dividir en 2 subdigrdficas generadoras
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Figura 2.24:

monocromdticas Dy y Do de la digrdfica D tales que: F(Dy) N F(Dy) = 0,
F(Dy) U F(Dq) = F(D), colores(D1)N colores(Dy) = ().

iti. Cada ciclo dirigido en D; para i = {1,2} es monocromdatico pues cada D; lo es.

iv. D no contiene (D1, D, Dsy) subdivisiones de C3 3—coloreadas pues en D no hay
3 colores.

v. Por la misma razon que en v D no contiene (D1, D, Dy) subdivisiones de P3
3—coloreadas.

Por lo tanto, toda digrdfica 2—coloreada D cumple las hipdtesis del Teorema
2.3.2 y como la conclusion de los dos teoremas es la misma, el Teorema 2.3.2 generaliza
el teorema de Sands, Sauer y Woodrow.
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Figura 2.25:






Capitulo 3

Digraficas transitivas y
casitransitivas en cada cambio de
color

En este capitulo, con respecto a digraficas transitivas en cada cambio de color
y casitransitivas en cada cambio de color, probaremos condiciones suficientes para la
existencia de nucleo por trayectorias dirigidas monocromaéticas.

3.1. Digraficas transitivas en cada cambio de color

Iniciaremos esta seccién dando la definiciéon de digrafica transitiva en cada
cambio de color, para después demostrar 2 lemas de gran utilidad que se refieren a las
propiedades de las digréficas transitivas en cada cambio de color.

Definicién 3.1.1 Una digrifica D, m-coloreada es transitiva en cada cambio de
color si (u,v) € F(D) de colora y (v,w) € F(D) de colorb conu # w ya # b implica
que (u,w) € F(D) de cualquier color.

Lema 3.1.1 Sea D una digrdfica m-coloreada y transitiva en cada cambio de color.
Si en la digrdfica D tenemos T una uv-trayectoria dirigida monocromdtica de color
a y (v,x) es una flecha de color b con © # u y a # b, entonces en D tenemos una
ux—trayectoria dirigida monocromdtica.

Demostracién. Sean 7" una uv—trayectoria dirigida monocromatica de color a y (v, z)
una flecha de color b en D. Analizaremos dos posibles casos:

Caso 1. x € V(7). El resultado es inmediato, pues claramente tenemos una ux—trayectoria
dirigida monocromatica, véase la Figura 3.1.

Caso 2. x ¢ V(7). Aplicaremos induccién sobre ¢(T"). Si ¢(T') = 1, entonces en la digréafica
D tenemos a las flechas (u,v) y (v,z) de distinto color. Asi, dado que D es

37
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b
._a,._a,._a,._a,._a,@

W, U U X U,

Figura 3.1: uz—trayectoria dirigida monocromaética.

transitiva en cada cambio de color, entonces tenemos a la flecha (u, x) y se sigue
el resultado deseado. Supongamos que se tiene el Lema 3.1.1 para toda trayectoria
dirigida monocromética T con ¢(T) =n — 1. Sea T'= (u = ug, ..., U, = v) una
trayectoria dirigida monocromética de longitud n. Considerando a las flechas
(Up—1,u, = v) y (v,z), tenemos en D la flecha (u,_1,2) ya que las flechas
(Up—1,u, = v) y (v,z) son de distinto color y estdn en D (D es transitiva en
cada cambio de color), véase la Figura 3.2.

Figura 3.2: T'= (u = uo, ..., u, = v) de color a y (v, z) de color b.
Sea T" = (uqg, ..., u,_1), analizaremos dos posibles casos:

Caso 2.1. color(u,_1,z) = color(T). En este caso T"U (u,_1, x) es una uxr—trayectoria
dirigida monocromatica en D y se tiene el resultado, véase la Figura 3.3.

Figura 3.3: color(u,_1,x) = color(T).

Caso 2.2. color(u,_1,z) # color(T). En este caso T" y la flecha (u,_1,x) satisfacen
la hipdtesis de induccién pues £(T") = n — 1 y por lo tanto, tenemos una
ur—trayectoria dirigida monocromatica en D y se sigue el resultado, véase
la Figura 3.4.

Esto finaliza la prueba. Il
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Figura 3.4: color(u,_1,x) # color(T).

Lema 3.1.2 Sea D una digrafica m-coloreada y transitiva en cada cambio de color. St
en la digrdfica D tenemos T una uv-trayectoria dirigida monocromdtica de color a y
Ty una vw-trayectoria dirigida monocromdtica de color b con uw # w y a # b, entonces
en D tenemos una uw—trayectoria dirigida monocromdtica.

Demostracién. Sean 7T} una uv-trayectoria dirigida monocromatica de color a y T5
una vw-trayectoria dirigida monocromatica de color b en D. Aplicaremos induccion
sobre £(T5). Si ¢(T3) = 1, el resultado se sigue del Lema 3.1.1. Supongamos que se tiene
el Lema 3.1.2 para toda trayectoria dirigida monocromaética 715 con ¢(T3) = m — 1. Sea
T, = (v = vg,...,v, = w) una vw—trayectoria dirigida monocromatica de longitud
m. Dado que el color(T}) # color(T,) y considerando a la trayectoria T y a la flecha
(v,v7) estas satisfacen la base de induccién, por lo tanto, tenemos una uv, —trayectoria
dirigida monocromatica en D, llamémosle T3, ver la Figura 3.5.

T
o« R

t/a{o e 2o 2o a:\b*o;bwo beg Do Do

u U T, Vv v, T W

Figura 3.5: uv;—trayectoria dirigida monocromatica.
Sea T} = (vq,vg, ..., V), analizaremos dos posibles casos:

Caso 1. color(T3) = color(T). En este caso por el Teorema 1.1.1 T3 U T3 contiene una
uw—trayectoria dirigida monocromatica en D y se tiene el resultado, véase la
Figura 3.6.

Caso 2. color(T3) # color(13). En este caso las trayectorias T3 y Ty satisfacen la hipétesis
de induccion pues ((73) = m — 1 y por lo tanto tenemos una ww—trayectoria
dirigida monocromaética en D y se sigue el resultado, véase la Figura 3.7.

Finalmente, se tiene el resultado deseado. H
Sands, Sauer y Woodrow, demuestran en [26] que si D es una digrafica cuyas
flechas son coloreadas con dos colores, tal que D no contiene trayectorias infinitas
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Figura 3.6: color(T3) = color(T3).
18
c c
e R Y

c
C
./a{o e %o Ze a:\b\o be Dg Lo e

u U T Y v, T W

Figura 3.7: color(T3) # color(T3).

exteriores monocromaticas, entonces existe un conjunto independiente por trayectorias
monocromaticas S de vértices de D tal que, para cada vértice x que no esta en S,
existe una trayectoria dirigida monocromatica de x a un vértice de S.

Noétese que el teorema de Sands, Sauer y Woodrow puede escribirse en términos
de ntcleos de la siguiente manera: Si D es una digréfica cuyas flechas son coloreadas
con dos colores, tal que D no contiene trayectorias infinitas exteriores monocromaticas,
entonces la cerradura transitiva de D, €(D), tiene niicleo, mas atn €(D) es nicleo
perfecta.

Y todavia podemos reescribir el teorema de Sands, Sauer y Woodrow como
sigue:

Teorema 3.1.3 Sea D una digrdafica. Si existen dos subdigrdficas transitivas Dy y Do
de la digrdfica D tales que: D = Dy U Dy, F(Dy) N F(Dy) = 0 y D; no contiene
trayectorias infinitas exteriores para cada i € {1,2}. Entonces D tiene nicleo.

El siguiente teorema nos serd de gran utilidad para demostrar condiciones
suficientes para que las digraficas transitivas en cada cambio de color tengan nitcleo
por trayectorias dirigidas monocromaticas.

Teorema 3.1.4 Sea D wuna digrdfica m—coloreada. Si existen dos subdigrdficas
generadoras Dy y Dy de D tales que: F(Dy) N F(Dy) =0, F(Dy) U F(Dy) = F(D),
colores(D1)N colores(Dy) = 0 y cada Dy, i = 1,2 es transitiva en cada cambio de color.
Entonces €(D) es union de dos digrdficas transitivas.

Demostracién. Dado que colores(D;)N colores(Dy) = (), observamos que cada
trayectoria dirigida monocromatica en D esta contenida en Dy o estd contenida en Ds.
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Asi, cada flecha que agregamos a D para construir su cerradura transitiva esta contenida
en €(Dq) o estd contenida en €(Dy) y se sigue que €(D) = &€(D;)U&(D,). Por lo tanto,
bastara probar que €(D;),i = 1,2 es transitiva.

Sean u,v y w vértices distintos en €(D;) tales que (u,v) y (v,w) son flechas
en €(D;), entonces en D; tenemos una uv—trayectoria dirigida monocromatica T y
una vw—trayectoria dirigida monocromatica T,. Si las trayectorias T} y 15 son del
mismo color, entonces por el Teorema 1.1.1, 77 U T, contiene una uw—trayectoria
dirigida monocromdtica en D; y por lo tanto, tenemos la flecha (u,w) en €(D;). Y
si las trayectorias T} y T5 son de distinto color, entonces por el Lema 3.1.2 tenemos
una uw—trayectoria dirigida monocromatica en D; y por lo tanto, a la flecha (u,w) en
(D).

Concluimos que €(D) es unién de dos digraficas transitivas. Bl

Corolario 3.1.5 Sea D wuna digrdfica m—coloreada. Si existen dos subdigrdficas
generadoras Dy y Do de D tales que: F(Dy) N F(Dy) = 0, F(Dy) U F(Dy) = F(D),
colores(D1)N colores(Dy) = 0 y cada Dy, i = 1,2 es transitiva en cada cambio de color.
Entonces €(D) tiene nicleo.

Demostracién. Se sigue directamente de los Teoremas 3.1.3 y 3.1.4. B

Finalmente, en el siguiente corolario damos condiciones suficientes para que las
digraficas transitivas en cada cambio de color tengan nticleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas.

Corolario 3.1.6 Sea D wuna digrdfica m—coloreada. Si existen dos subdigrdficas
generadoras Dy y Dy de D tales que: F(Dy) N F(Dy) =0, F(Dy) U F(Dy) = F(D),
colores(D1)N colores(Dy) = 0 y cada Dy, i = 1,2 es transitiva en cada cambio de color.
Entonces D tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas.

Demostracion. Se sigue del hecho que D tiene nucleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas si y sélo si €(D) tiene nicleo. W

3.2. Digraficas casitransitivas en cada cambio de
color

Iniciaremos esta seccion dando la definicion de digréafica casitransitiva en cada
cambio de color, para después demostrar 2 lemas de gran utilidad que se refieren a las
propiedades de las digréaficas casitransitivas en cada cambio de color.

Definicién 3.2.1 Una digrdfica D, m-coloreada es casitransitiva en cada cambio
de color si (u,v) € F(D) de color a y (v,w) € F(D) de colorb conu# w ya #b
implica que (u,w) € F(D) ¢ (w,u) € F(D) de cualquier color.

Lema 3.2.1 Sea D wuna digrdfica m-coloreada tal que D es casitransitiva en cada
cambio de color y todo C3 de D es monocromadtico. Si en la digrdfica D tenemos T
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una uv-trayectoria dirigida monocromdtica de color a y (v, x) es una flecha de color b
cona # b yx # u, entonces en D tenemos una ur—trayectoria dirigida monocromdtica.

Demostracion.
Sean T una wv—trayectoria dirigida monocromética de color a y (v,z) una
flecha de color b en D. Analizaremos dos posibles casos:

Caso 1. x € V(T). El resultado es inmediato, pues claramente tenemos una uz—trayectoria
dirigida monocromética en D, véase la Figura 3.8.

U, U b X W

Figura 3.8: ur—trayectoria dirigida monocromatica.

Caso 2. x & V(T). Aplicaremos induccién sobre ¢(T'). Si ¢(T) = 1, entonces en la digréfica
D tenemos a las flechas (u,v) y (v,z) de distinto color. Asi, dado que D es
casitransitiva en cada cambio de color, entonces tenemos en D a la flecha (u, ) o
a la flecha (z,u). Supongamos que (z,u) € F(D), entonces (u, v, x,u) es un ciclo
dirigido no monocromético de longitud 3 en D contradiciendo que todo C'3 en D
es monocromético. Por lo tanto, (x,u) ¢ F(D), lo cual implica que (u,x) € F(D)
y se sigue el resultado, véase la Figura 3.9.

o ® ~-®
u Y

Figura 3.9: (u,z) € F(D).

Supongamos que el Lema 3.2.1 se tiene para toda trayectoria dirigida monocro-
méatica 7" con {(T) = n — 1. Sea T = (u = wug,...,u, = v) una trayectoria
dirigida monocromatica de longitud n. Considerando a las flechas (u,_1,u, = v)
y (v, x) tenemos en D a la flecha (u,_1, z) o ala flecha (x,u,_1), ya que las flechas
(tUp_1,u, = v)y (v, x) son de distinto color (D es casitransitiva en cada cambio de
color). Supongamos que tenemos a la flecha (x,u,_1), entonces (u,_1,v,x, U,_1)
es un ciclo dirigido no monocromatico de longitud 3 en D, contradiciendo que
todo C3 en D es monocromético. Por lo tanto, (z,u,_1) ¢ F(D), lo cual implica
que (u,_1,x) € F(D), véase la Figura 3.10.

Sea T" = (uqg, ..., u,_1), analizaremos dos posibles casos:



3.2. Digraficas casitransitivas en cada cambio de color 43

Figura 3.10: (u,_1,2) € F(D).

Caso 2.1. color(u,_1,z) = color(T). En este caso T"U (u,_1, ) es una ur—trayectoria
dirigida monocromaética en D y se tiene el resultado, véase la Figura 3.11.

[ J { )
W U U T W, Vv
Figura 3.11: 7" U (u,_1,x) es una ux—trayectoria dirigida monocromatica en D.

Caso 2.2. color(u,_1,x) # color(T). En este caso T" y la flecha (u,_1,x) satisfacen
la hipdtesis de induccién pues £(T") = n — 1 y por lo tanto, tenemos una
ur—trayectoria dirigida monocromatica en D y se sigue el resultado, véase
la Figura 3.12.

L
W U U T

Figura 3.12: 7" y la flecha (u,,_1, z) satisfacen la hipétesis de induccion.

Esto finaliza la prueba. B

Lema 3.2.2 Sea D wuna digrdfica m-coloreada tal que D es casitransitiva en cada
cambio de color y todo C3 de D es monocromdtico. Si en la digrdfica D tenemos
Ty una uv-trayectoria dirigida monocromdtica de color a y Ty una vw-trayectoria
dirigida monocromdtica de color b con uw # w y a # b, entonces en D tenemos una
uw—trayectoria dirigida monocromadtica.

Demostracién. Sean 7T una wuv-trayectoria dirigida monocromatica de color a y T,
una vw-trayectoria dirigida monocromatica de color b en D. Aplicaremos induccién
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sobre ¢(T5). Si ¢(T3) = 1, el resultado se sigue del Lema 3.2.1. Supongamos que se tiene
el Lema 3.2.2 para toda trayectoria dirigida monocromatica Ty con ¢(13) = m — 1.
Sea Ty = (v = vp,...,v,, = w) una trayectoria dirigida monocromatica de longitud
m. Dado que el color(T}) # color(T,) y considerando a la trayectoria T y a la flecha
(v,v1) estas satisfacen la base de induccién, por lo tanto, tenemos una uv, —trayectoria
dirigida monocromética en D, llamémosle T3, ver la Figura 3.13.

T
o« R

t/a{o e 2o 2o a:\b*o;bwo beg Do Do

u U T, Vv v, T W

Figura 3.13: T3 es una uv,— trayectoria dirigida monocromatica.
Sea T = (v1, Vs, ..., Uy). Analizaremos dos posibles casos:

Caso 1. color(T3) = color(Ty). En este caso por el Teorema 1.1.1, T3 U T3 contiene una
uw—trayectoria dirigida monocromatica en D y se tiene el resultado, véase la
Figura 3.14.

Figura 3.14: T35 U T contiene una uw—trayectoria dirigida monocromética.

Caso 2. color(T3) # color(Ty). En este caso las trayectorias T y Ty satisfacen la hipdtesis
de induccion pues ((73) = m — 1 y por lo tanto tenemos una ww—trayectoria
dirigida monocromética en D y se sigue el resultado, véase la Figura 3.15.

Finalmente, se tiene el resultado deseado.

El siguiente teorema nos serd de gran utilidad para demostrar condiciones
suficientes para que las digraficas casitransitivas en cada cambio de color tengan ntcleo
por trayectorias dirigidas monocromaéticas.

Teorema 3.2.3 Sea D wuna digrdfica m—coloreada. St existen dos subdigrdficas
generadoras Dy y Dy de D tales que: F(Dy) N F(Dy) =0, F(Dy) U F(Dy) = F(D),
colores(D1)N colores(Dy) = 0; cada D;, i = 1,2 es casitransitiva en cada cambio de
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Figura 3.15: T3 y Ty satisfacen la hipdtesis de induccién.

color y todo Cs en cada D;,i = 1,2 es monocromdtico. Entonces €(D) es union de dos
digrdficas transitivas.

Demostracién.

Dado que colores(D;)N colores(Dy) = (), observamos que cada trayectoria
dirigida monocromatica en D esta contenida en D o esta contenida en D,. Asi, cada
flecha que agregamos a D para construir su cerradura transitiva estd contenida en
(D) o esta contenida en €(Dsy) y se sigue que €(D) = €(D;) U &(Dy). Por lo tanto,
bastara probar que €(D;),i = 1,2 es transitiva.

Sean u, v y w vértices distintos en €(D;) tales que (u,v) y (v, w) son flechas en
¢(D;), entonces en D; tenemos una uv—trayectoria dirigida monocromética 7; y una
vw—trayectoria dirigida monocromatica T5. Si las trayectorias T} y T5 son del mismo
color, entonces por el Teorema 1.1.1, T} U T, contiene una uw—trayectoria dirigida
monocromatica y por lo tanto, tenemos la flecha (u,w) en €(D;). Y si las trayectorias
T1 vy T son de distinto color, entonces por el Lema 3.2.2, tenemos una uw—trayectoria
dirigida monocromadtica en D; y por lo tanto, a la flecha (u,w) en €(D;).

Concluimos que €(D) es unién de dos digréficas transitivas. B

Corolario 3.2.4 Sea D wuna digrifica m—coloreada. Si existen dos subdigrdficas
generadoras Dy y Do de D tales que: F(Dy) N F(Dy) = 0, F(Dy) U F(Dy) = F(D),
colores(D1)N colores(Dy) = 0; cada D;, i = 1,2 es casitransitiva en cada cambio de
color y todo Cs en cada D;,i = 1,2 es monocromdtico. Entonces €(D) tiene nicleo.

Demostracién. Se sigue directamente de los Teoremas 3.1.3 y 3.2.3. B

Finalmente, en el siguiente corolario damos condiciones suficientes para que
las digraficas casitransitivas en cada cambio de color tengan ntcleo por trayectorias
dirigidas monocromaticas.

Corolario 3.2.5 Sea D wuna digrdfica m—coloreada. Si existen dos subdigrdficas
generadoras Dy y Do de D tales que: F(Dy) N F(Dy) = 0, F(Dy) U F(Dy) = F(D),
colores(D1)N colores(Dy) = 0; cada D;, i = 1,2 es casitransitiva en cada cambio de
color y todo Cs en cada D;,i = 1,2 es monocromdtico. Entonces D tiene nicleo por
trayectorias dirigidas monocromdticas.

Demostracién. Se sigue del hecho que D tiene niticleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas si y sélo si €(D) tiene nicleo. W






Capitulo 4

v—ciclos en digraficas coloreadas en
sus flechas

En este capitulo consideraremos digraficas finitas m—coloreadas. Sands, Sauer
y Woodrow, demuestran en [26] que si D es una digréfica cuyas flechas son coloreadas
con dos colores, de tal manera que D no contiene trayectorias infinitas exteriores
monocromaticas, entonces existe un conjunto independiente por trayectorias dirigidas
monocromaticas S de vértices de D tal que, para cada vértice x que no esta en S,
existe una trayectoria dirigida monocromatica de x a un vértice de S.

Ya antes mencionamos que el teorema de Sands, Sauer y Woodrow puede
escribirse en términos de ntcleos de la siguiente manera:

Teorema 4.0.6 Sea D una digrifica. Si existen dos subdigrificas transitivas Dy y Do
de la digrdfica D tales que: D = Dy U Dy, F(Dy) N F(Dy) = 0 y D; no contiene
trayectorias infinitas exteriores para cada i € {1,2}. Entonces D tiene nicleo.

El resultado principal de este capitulo establece que D una digrafica finita
m—coloreada tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas si existe una
particién de la digrafica D en dos subdigréaficas generadoras Dy y Dy tales que:

i. F(Dy)NF(Dy) =0, F(Dy)U F(Dy) = F(D), colores(D;)N colores(Dy) = ;
ii. D; no contiene y—ciclos para i € {1,2};

iii. Si D contiene un Cs(xg, z, w, xg), entonces existe una xow—trayectoria dirigida
monocromatica en D o existe una zxg—trayectoria dirigida monocromatica en D;

iv. Si D contiene un I/D;(u, z,w, xg), entonces al menos una de las siguientes trayecto-
rias dirigidas monocromaticas se tiene: uw—trayectoria dirigida monocromatica
en D, wu—trayectoria dirigida monocromatica en D, zou—trayectoria dirigida
monocromatica en D, uxg—trayectoria dirigida monocromatica en D, row—tra-
yectoria dirigida monocromatica en D, zu—trayectoria dirigida monocromatica
en D, zxg—trayectoria dirigida monocromatica en D, xgz—trayectoria dirigida
monocromatica en D.

47
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Entonces D tiene nticleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.
En la demostraciéon de este teorema usamos una técnica similar a la empleada

por Sands, Sauer y Woodrow; ndtese que este teorema es una generalizacién del
Teorema 4.0.6.

4.1. ~—ciclos

Sea D una digrafica m— coloreada tal que existen dos subdigraficas generadoras
Dy y Dy de la digrafica D, tales que: F(Dy) N F(Dsy) =0, F(D) U F(Dy) = F(D) y
colores(D1)N colores(Dy) = 0.

Definicién 4.1.1 Denotaremos por Cs(u, v, w,u) al camino dirigido cerrado C' = (u =
UQy oy Uy =V =V, .oy Uy = W = Wy, ..., W, = Uy = Uu) que satisface:

i. Ty = (u = ug,...,ux = v) es un camino dirigid monocromdtico de color a
contenido en D,

ii. To = (v = vg,..., U = W) es un camino dirigido monocromdtico de color b
contenido en D y

iii. Ty = (w = wo,...,w, = u) es un camino dirigido monocromdtico de color c
contenido en D,

donde a # b, b#c ya # c.

Definicién 4.1.2 Denotaremos por Ps(u,v,w,x) al camino dirigido P = (u =
UQy ey U =V =V, .oy Uy = W = Wy, ..., W, = T) que salisface:
i. Ty = (u = ug,...,up = v) es un camino dirigido monocromdatico de color a

contenido en D,

ii. Ty = (v = vg,...,0, = w) es un camino dirigido monocromdtico de color b
contenido en D y

ii. T3 = (w = wy,...,w, = x) es un camino dirigido monocromdtico de color ¢
contenido en D,

donde a #b, b#c ya+#c.

Definicién 4.1.3 Sea D una digrdfica m-coloreada. Un ~y-ciclo en D es una sucesion
de vértices distintos de D, v = (ug,U1,...,Un_1,U, = ug) tal que para cada i €
{0,1,...,n—1}:

1. Eriste una u;u;yq-trayectoria dirigida monocromadtica en D y
1. No existe ninguna u;iu;-trayectoria dirigida monocromdatica en D.

(Obsérvese que los indices de los vértices estan tomados mod n.) Véase la Figura 4.1.
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Figura 4.1: v = (ug, 1, .., Up_1, Up = Ug)-

4.2. ~—ciclos y trayectorias monocromaticas

Los siguientes lemas dan resultados acerca de digraficas que no contienen
~v—ciclos y nos seran de gran utilidad en la demostracién de nuestro teorema principal
de este capitulo.

Lema 4.2.1 Sea D una digrdfica m—coloreada tal que no contiene y—-ciclos. Eziste
xog € V(D) tal que para cada z € V(D) — {xo} si existe una xoz—trayectoria dirigida
monocromdtica contenida en D, entonces existe una zxo—trayectoria dirigida mono-
cromdtica contenida en D.

Demostracién. Supongamos por contradiccion que D es una digréfica como en las
hipétesis del Lema 4.2.1 y que no existe un vértice xy que satisfaga la afirmacion del
Lema 4.2.1.

Sea g € V(D), se sigue de nuestra suposicién que existe x; € V(D) — {xo}
tal que existe una xgr;—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D y no
existe ninguna x;xg—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D. De nuevo
por nuestra suposicién existe zo € V(D) — {x1} tal que existe una z;xy—trayectoria
dirigida monocromatica contenida en D y no existe ninguna xox;—trayectoria dirigida
monocromatica contenida en D. Nuevamente, existe z3 € V(D) — {x2} tal que existe
una xpxrz—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D y no existe ninguna
r3ro—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D. Una vez elegidos de este
modo xg, Z1, ..., T,; dada nuestra suposicién podemos elegir x, 1 € V(D) — {x,} de
tal forma que existe una x,x,.1—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D
y no existe ninguna x,1z,—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D. De
este modo, obtenemos una sucesiéon de vértices (xg, z1, %2, T3,...) tal que para cada
i €{0,1,2,...} existe una x;x; ;1 —trayectoria dirigida monocromética contenida en D
y no existe ninguna x;;2z;—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D. Ya
que D es una digrafica finita existe {i,7} € NU {0} con i < j tal que x; = ;. Sea
Jo =min{j | x; = x; para alguna i < j}, y sea ig € {0,1,...,jo — 1} tal que z;, = xj,
(nétese que i es inico por la definicién de jg). Sin pérdida de generalidad, supongamos
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que ig =0y jo =n. Asi, C = (29,21, ...,Tpn_1,T, = Tg) €s una sucesion de n vértices
distintos tal que para cada i € {0,...,n — 1}, existe una z;x;,;—trayectoria dirigida
monocroméatica contenida en D y no existe ninguna x;,,x;—trayectoria dirigida mono-
cromatica contenida en D (los indices de los vértices estan tomados médulo n.) Por
lo tanto, C' = (xg,Z1,...,Tp_1,T, = xg) es un y—ciclo de D, lo cual contradice la
hipétesis.

Concluimos que existe zo € V(D) tal que para cada z € V(D) — {xo} si
existe una xgz—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D, entonces existe
una zxg—trayectoria dirigida monocromética contenida en D. B

Sea D una digrafica m—coloreada tal que existen dos subdigraficas generadoras
de D,D; y Dy que satisfacen las siguientes condiciones: F(D;) N F(Dy) = ),
F(Dy) U F(Ds) = F(D) y colores(D;)N colores(Dy) = 0.

Sea S C V(D) diremos que S es un semintcleo por trayectorias dirigidas mo-
nocromaticas moédulo Dy de D si:

i. S es independiente por trayectorias dirigidas monocrométicas (ver Definicion
1.34) y

ii. Para cada z € V(D) — S, si existe una Sz—trayectoria dirigida monocromatica
contenida en D — Dy = Dy, entonces existe una zS—trayectoria dirigida mono-
cromatica contenida en D. Véase la Figura 4.2.

Figura 4.2: S es un seminticleo por trayectorias dirigidas monocromaticas médulo D,
de D.

Noétese que en la definicién anterior Dy y Dy juegan un papel simétrico y por
lo tanto, andlogamente podemos definir seminticleo por trayectorias dirigidas monocro-
maticas mod Dy de D.

Lema 4.2.2 Sea D una digrdfica m—coloreada. Si existen dos subdigrdaficas generado-
ras Dy y Do de la digrdfica D tales que: F(D1)NF (D) =0, F(D1)UF(Dy) = F(D),
colores(D1)N colores(Ds) = 0 y Dy no contiene y—ciclos. Entonces existe xg € V(D)

tal que {xo} es un seminicleo por trayectorias dirigidas monocromdaticas mod Dy de
D.
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Demostracién. Probaremos que existe xg € V(D) tal que para cada z € V(D) — {xo}
si existe una xgz—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D — Dy = Dy,
entonces existe una zxg—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D.

Ya que D; no contiene y—ciclos se sigue del Lema 4.2.1 que existe zg € V(D)
tal que para cada z € V(D) — {x¢} si existe una xz—trayectoria dirigida monocromé-
tica contenida en D — Dy = Dy, entonces existe una zro—trayectoria dirigida mono-
cromatica contenida en D;. Por la definicion de semintucleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas mod Dy de D se tiene que {xy} es un seminticleo por trayectorias
dirigidas monocromaticas mod Dy de D. B

Sea D una digrafica m—coloreada tal que existen dos subdigraficas generadoras
de D,D; y Dy que satisfacen las siguientes condiciones: F(D;) N F(Dy) = 0,
F(Dy) U F(Ds) = F(D), colores(D;)N colores(Dy) = () y Dy no contiene y—ciclos.

Sea

8§ ={0 # S| S es semintcleo por trayectorias monocrométicas modDy de D.}

Notese que por el Lema 4.2.2, existe un seminticleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas mod Dy de D y asi 8 # ().
Denotemos por Dg la digrafica definida como sigue:

i. V(Dg) =8 (es decir, por cada elemento de 8§ ponemos un vértice en Dg) y

ii. (S1,952) € F(Dsg) siy sblo si para cada s; € Sy existe sy € Sy tal que s; = s9
0 existe una s;so—trayectoria dirigida monocromatica contenida en Dy y no existe
ninguna $,57—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D.

Lema 4.2.3 Sea D una digrdfica m—coloreada. Si existen dos subdigrdaficas generado-
ras de D, Dy y Dy tales que: F(D1)NF(Dy) =0, F(D,)UF (D) = F(D), colores(Dy)N
colores(Dy) = 0 y D; no contiene y—ciclos para i € {1,2}. Entonces, Dg es una di-
grafica aciclica.

Demostracién. Ya que por hipdtesis D no contiene ~-ciclos, se sigue del Lema
422 que 8§ # () y por lo tanto, la digrdfica Dg estd bien definida. Supongamos
por contradiccion que la digrafica Dg contiene algin ciclo dirigido, digamos € =
(S0, 51, -+, Sn_1,S0) de longitud n > 2. Ya que € es un ciclo dirigido en Dg tenemos
que S; # S; siempre que 7 # j.
Afirmacién 1. Existe iy € {0,1,2,...,n — 1} tal que para alguna z € S;,, z ¢
Sio+1(mod n).

De no ser asi, tendriamos que para cada i € {0,1,...,n — 1} y cada z € S; se
tiene que z € S;;1, entonces 5o C S, C S C---C S5, 1 C S, =08 Asi, Sy C 5. C 5
para cada k € {1,2,...,n— 1} y se sigue que Sy = Sy para cada k € {1,2,...,n—1}.
Por lo tanto, S; = S; para cualesquiera i, j con 4,j € {0,1,...,n—1}. Asi, tendriamos
que € = (), lo cual es una contradiccién pues un ciclo posee al menos dos vértices
distintos. A
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Afirmacién 2. Si existe i € {0,1,...,n — 1} tal que para algunos z € S, vy
w € Si,+1(mod n) se tiene que existe una zw—trayectoria dirigida monocromatica.
Entonces existe jo # o, jo € {0,1,...,n — 1} tal que w € S;, y w & S;,41(mod n).

Véase la Figura 4.3.
S $ 11

=@ =@ =@
W

Figura 4.3: zw-trayectoria dirigida monocromaética.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que iy = 0. Primero observemos que
w & S, = Sy ya que de lo contrario tendriamos una zw—trayectoria dirigida mono-
cromatica con {z,w} C Sy, contradiciendo que Sy es independiente por trayectorias
dirigidas monocromaticas. Como w € Sy, sea jo = max{i € {0,1,...,n —1} | w € S;}
(ndtese que por las dos observaciones anteriores jj estd bien definido). Asi, w € Sj, y
w € Sj0+1. AN

Ahora se sigue de la Afirmacion 1 que existen ig € {0,...,n — 1} y ty € S,
tales que ty & Sip+1. Ya que (S, Siy+1) € F(Ds) se sigue que existe t; € S;,41 tal
que existe una tygt;—trayectoria dirigida monocromatica contenida en Dy y no existe
ninguna t;5;, —trayectoria dirigida monocromética contenida en D (en particular no
existe tito—trayectoria dirigida monocromaética contenida en D.) De la Afirmacién 2,
se sigue que existe un indice i1 € {0,...,n — 1} tal que t; € S;; y t1 € Si,+1 v ya
que (S;,,S;,11) € F(Dg) se sigue que existe to € S; 11 tal que existe una tyto—tra-
yectoria dirigida monocromatica contenida en Dy y no existe ninguna t,.5;, —trayec-
toria dirigida monocromética contenida en D (en particular no existe tot; —trayec-
toria dirigida monocromatica contenida en D.) Nuevamente de la Afirmacién 2, se
sigue que existe un indice i € {0,1,...,n — 1} tal que &5 € S;, v to & Sii1 ¥
como (S;,, Si,11) € F(Ds) tenemos que existe t3 € S;,,1 tal que existe una tot3—tra-
yectoria dirigida monocromatica contenida en D, y no existe ninguna t¢35;,—tra-
yectoria dirigida monocromética contenida en D (en particular no existe tgto—tra-
yectoria dirigida monocromatica contenida en D.) Una vez elegidos de este modo
to,t1,...,tx; de la Afirmaciéon 2 se sigue que existe un indice i, € {0,...,n — 1}
tal que ty € S;, vt & Si+1 ¥ ya que (S;,,S5,4+1) € F(Dg) se sigue que existe
th+1 € Si+1 tal que existe una tt;,; —trayectoria dirigida monocromatica contenida
en Dy y no existe ninguna ¢;,.5;, —trayectoria dirigida monocromatica contenida en D
(en particular no existe tjy1t,—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D.)
De esta forma obtenemos una sucesién de vértices (to, 1, ta, 3, ...) tal que para cada
i €40,1,2,3,...} existe una t;t; ;1 —trayectoria dirigida monocromética contenida en
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Dy y no existe ninguna t;,1t;—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D. Ya
que D es una digréfica finita existe {4, j} € NU {0} con ¢ < j tal que t; = ¢;. Sea
Jo = min{j | t; = t;para alguna i < j}, y sea ip € {0,1,...,jp — 1} tal que t;, = t;,
(ndtese que i es unico por la definicién de jy.) Sin pérdida de generalidad, supongamos
que i9g = 0y jo = n. Asi, C = (to,t1,...,tn_1,t, = to) es una sucesion de n vértices
distintos tal que para cada i € {0,...,n — 1}, existe una ¢;t;,1—trayectoria dirigida
monocroméatica contenida en Dy y no existe ninguna t;,1t;—trayectoria dirigida mono-
cromatica contenida en D (los indices de los vértices estan tomados médulo n). Esto
contradice el hecho de que Dy no contiene y—ciclos. Por lo tanto, Dg es una digrafica
aciclica. l

4.3. ~y—ciclos y ntucleos por trayectorias dirigidas
monocromaticas

El siguiente teorema es el teorema principal de este capitulo. La idea principal
en la demostracién es considerar a la digrafica Dg y seleccionar S € V(Ds) tal que
05 (S) = 0 (tal S existe, pues probamos que Ds es aciclica) y demostrar que S es un
nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas de D.

Teorema 4.3.1 Sea D una digrdfica finita m—coloreada. Si existen dos subdigrdficas
generadoras Dy y Do de la digrdfica D tales que:

i. F(Dy)NF(Dy) =0, F(Dy)UF(Dy)=F(D), colores(D1)N colores(Dy) = 0);
ii. D; no contiene y—ciclos para i € {1,2};

iti. Si D contiene un C3(xo, z,w, xg), entonces existe una xow—trayectoria dirigida
monocromdtica en D o existe una zxo—trayectoria dirigida monocromdatica en

D;

w. Si D contiene un g(u, z,w, Tg), entonces al menos una de las siguientes trayecto-
rias dirigidas monocromdaticas se tiene: uw—trayectoria dirigida monocromdtica
en D, wu—trayectoria dirigida monocromdtica en D, xou—trayectoria dirigida
monocromdatica en D, uxo—trayectoria dirigida monocromdtica en D, row—tra-
yectoria dirigida monocromdtica en D, zu—trayectoria dirigida monocromdtica
en D, zxo—trayectoria dirigida monocromadtica en D, xoz—trayectoria dirigida
monocromatica en Dy.

Entonces D tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas.

Demostracién. Considérese la digrafica Dg de la digrafica D (ndtese que dado que

Dy no contiene v-ciclo, se sigue del Lema 4.2.2 que 8 # () y por lo tanto, la digrafica
Dg esta bien definida.)
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Ya que Dg es una digrafica finita y por el Lema 4.2.3, es aciclica, se sigue del
Teorema 1.1.3 que Dg contiene al menos un vértice de exgrado cero. Sea S € V(Ds)
tal que &7, (S) = 0.

Afirmamos que S es un ntcleo por trayectorias dirigidas monocromaticas de
D.

Supongamos por contradiccién que S no es un nicleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas de D. Ya que S € V(Dg), tenemos que S es independiente por
trayectorias dirigidas monocromaticas en D.

Sea

X ={z € V(D) | no existe zS—trayectoria dirigida monocromatica en D.}

S

Figura 4.4: X C V(D).

Se sigue de nuestra suposiciéon que X # (). Ya que D[X] es una subdigréfica
inducida de D, tenemos que D[X] satisface las hipdtesis (i) y (ii) del Teorema 4.3.1
y en particular D[X] satisface las hipétesis del Lema 4.2.2. Asi, se sigue del Lema
4.2.2 que existe rp € X tal que para cada z € X — {zp} se cumple que si existe
una rpz—trayectoria dirigida monocromatica contenida en Di, entonces existe una
zxog—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D.

Sea

T ={z € S| no existe zzo—trayectoria dirigida monocromatica en Ds.}

Por la definicién de 7" tenemos que para cada z € (S—1T') existe zxo—trayectoria
dirigida monocromatica contenida en D,. Véase la Figura 4.5.

Noétese que ya que por hipétesis se tiene que colores(Dy)N colores(Dy) = 0,
se sigue que toda trayectoria dirigida monocromatica de D esta contenida en D; o
esta contenida en Ds.
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S

Figura 4.5: T C S.

Afirmacién 1. T'U {xy} es independiente por trayectorias dirigidas monocromaticas
en D.

Claramente T' es independiente por trayectorias dirigidas monocrométicas
(I'CSySes8)y{x} esindependiente por trayectorias dirigidas monocrométicas.

i. No existen T'{x}—trayectorias dirigidas monocromaticas contenidas en D.

Supongamos por contradiccién que existe alguna T{zq}—trayectoria dirigida
monocromatica contenida en D. Sea « tal trayectoria. Por la definicién de 1"y por
la hipdtesis de que colores(D;)N colores(Dy) = ) se sigue que « esta contenida
en Dy ycomoT C Sy S €8 sesigue que existe una xyS—trayectoria dirigida
monocromatica contenida en D, contradiciendo que zo € X.

ii. No existen {zq}T —trayectorias dirigidas monocromaticas contenidas en D.

Se sigue directamente del hecho que T'C S'y xp € X. A

Afirmacién 2. Sea z € V(D) — (T'U {x0}). Si existe una (7" U {x¢})z—trayectoria
dirigida monocromética contenida en D;, entonces existe una z(7'U {zy})—trayectoria
dirigida monocromaética contenida en D.

Caso 1: Existe xgz—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D;.

Probaremos que existe una z(7 U {xy})—trayectoria dirigida monocromética
contenida en D.

Sea o una xgz—trayectoria dirigida monocromatica contenida en Dy.

Si z € X, entonces se sigue de la eleccién de xy, que existe una zxg—tra-
yectoria dirigida monocromaética contenida en D. Por lo tanto, existe una
2(T U {zy})—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D y se tendria
probada la Afirmacion 2. Asi, podemos suponer que z ¢ X.



56 ~v—ciclos en digraficas coloreadas en sus flechas

Ya que z € X, se sigue de la definicion de X que existe una zS—trayecto-
ria dirigida monocromatica contenida en D, sea ap tal trayectoria, digamos
que s termina en w. Si w € T, entonces oy es una z(T U {xg})—trayectoria
dirigida monocromatica contenida en D y la Afirmacién 2 queda demostrada.
Asi, supondremos que w € (S —T). Ya que w € (S — T, por la definicién de
T se tiene que existe una wxy—trayectoria dirigida monocromaéatica contenida en
D, sea a3 tal trayectoria.

Maés atin color(ay) # color(as), de otro modo, color(ay) = color(aw) y existe una
row—trayectoria dirigida monocromatica contenida en a7 U sy contradiciendo
que o € X y w € S. Ademds, podemos suponer que color(ay) # color(ag),
de otro modo, as U a3 contiene una zxy—trayectoria dirigida monocromatica y
por lo tanto, existe una z(7 U {xo})—trayectoria dirigida monocromaética en D
y quedaria demostrada la Afirmacién 2. También color(ay) # color(ag) pues o
estd contenida en D; y ag estd contenida en Dy y por las hipdtesis colores(Dq)N
colores(Dy) = (). Ver la Figura 4.6.

Figura 4.6: 6’\3(%, z,w, o) en D.

Asi, tenemos un C3(xg, 2, w, r9) en D y por hipdtesis existe una zow—trayectoria
dirigida monocromatica en D o existe una zxg—trayectoria dirigida monocroma-
tica en D.

Veamos que ninguna de estas dos trayectorias dirigidas monocromaticas puede
existir en D.

i. No existe xow—trayectoria dirigida monocromatica en D, se sigue directa-
mente de las definiciones de X y S pues o € X y w € S.

ii. No existe zxg—trayectoria dirigida monocromatica en D pues de lo contrario
se tendria demostrada la Afirmacién 2.

Caso 2: Existe una T z—trayectoria dirigida monocromatica contenida en D;.
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Probaremos que existe una z(7 U {x¢})—trayectoria dirigida monocromatica
contenida en D.

YaqueT C Sy S €8, sesigue que existe una zS—trayectoria dirigida monocro-
matica contenida en D. Si existiera una zT'—trayectoria dirigida monocromética
contenida en D se tendria probada la Afirmacion 2. Asi, podemos suponer que
existe una z(S — T')—trayectoria dirigida monocromética contenida en D. Sean
a1 una uz—trayectoria dirigida monocromatica contenida en Dy con u € Ty ay
una zw—trayectoria dirigida monocromética contenida en D con w € (S—T). Ya
que w € (S —T) se sigue de la definicién de T que existe az una wzy—trayectoria
dirigida monocromatica contenida en Ds.

Nuevamente tenemos que color(ay) # color(ag) de otro modo color(ay) =
color(ay) y existe una uw—trayectoria dirigida monocromética contenida en
a1 Uay, con {u,w} C S, contradiciendo que S es independiente por trayectorias
dirigidas monocrométicas. Ademds supondremos que color(as) # color(as) pues
si color(aw) = color(ag), entonces as U a3 contiene una zzy—trayectoria dirigida
monocromatica y por lo tanto existe una z(7' N {zq})—trayectoria dirigida mo-
nocromética en D y se tendria probada la Afirmacién 2. También color(ay) #
color(a) pues oy estd contenida en Dy y a3 estd contenida en Dy y por la hipétesis
colores(D1)N colores(Dy) = ). Ver la Figura 4.7.

Figura 4.7: l/D;(u, Z,w, xg). en D.

Por lo tanto, tenemos un @(u,z,w,xo) en D y por hipdtesis existe alguna
de las siguientes trayectorias dirigidas monocromaticas: uw—trayectoria dirigida
monocromatica en D, wu—trayectoria dirigida monocromatica en D, rou—tra-
yectoria dirigida monocromatica en D, uxy—trayectoria dirigida monocromatica
en D, xqw—trayectoria dirigida monocromatica en D, zu—trayectoria dirigida
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monocromatica en D, zxp—trayectoria dirigida monocromatica en D, xgz—tra-
yectoria dirigida monocromatica en D.

Veamos que ninguna de estas trayectorias dirigidas monocromaticas existe en D.

i. No existe uw—trayectoria dirigida monocromatica en D ya que contradiria
el hecho de que {u,w} C S y S es seminticleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas mod Dy de D.

ii. No existe wu—trayectoria dirigida monocromatica en D por la misma razén
que en (7).

iii. No existe zgu—trayectoria dirigida monocromatica en D pues ya probamos

que T'U{zo} es independiente por trayectorias dirigidas monocromaticas en
D.

iv. No existe uxg—trayectoria dirigida monocromatica en D por la misma razén
que en (i77).

v. No existe xqw—trayectoria dirigida monocromatica en D se sigue directa-
mente de las definiciones de X y S pues zp € X y w € S.

vi. No existe zu—trayectoria dirigida monocromatica en D pues de lo contrario
se tendria probada la Afirmacién 2.

vii. No existe zxg—trayectoria dirigida monocromatica en D por la misma razén
que en (vi).

viii. No existe zoz—trayectoria dirigida monocromatica en D pues de lo contrario
tendriamos un C3(xg, z, w, xy) y se tendria el caso 1. A

De las Afirmaciones 1 y 2 se sigue que 7'U {x¢} € 8. Por lo tanto, T"U {xo} €
V(Ds).

Tenemos que (S, T U{xo}) € F(Ds) yaque T C S, g € X y para cada s € S
tal que s € T existe una sxg—trayectoria dirigida monocromética contenida en Ds y
no existe ninguna xS —trayectoria dirigida monocromaética contenida en D. Pero esto
contradice el hecho de que §7, (S) = 0.

Por lo tanto, S es un nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas en D y
el Teorema 4.3.1 queda demostrado. B

Observacién 4.3.1 Notese que el Teorema 4.3.1 puede ser aplicado a todas aquellas
digrdaficas que no contienen y—ciclos. Generalizaciones de muchos resultados previos
son obtenidas como consecuencia directa del Teorema 4.5.1.

A continuacion damos algunas definiciones para después dar una lista de
teoremas que satisfacen no contener y—ciclos.

Definicién 4.3.1 Una digrdfica D es casitransitiva si para {u,v,w} C V(D) tales que
{(u,v), (v,w)} C F(D) implica que (u,w) € F(D) ¢ (w,u) € F(D).
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Definicién 4.3.2 Sea D una digrdfica y u € V(D) denotaremos por:
F*(u) = {(u,v) € F(D) | v € V(D)}.
F*(u) es monocromdtico si todos sus elementos tienen el mismo color.

Definicién 4.3.3 Decimos que D es 3-casitransitiva si para cada u,v € V(D) tal
que existe una wv-trayectoria dirigida de longitud 3 se tiene que (u,v) € F(D)

6 (v,u) € F(D).
Definicién 4.3.4 Denotamos por Ty a la siguiente digrdfica, ver la Figura 4.8:
. V(T4) - {U,'U,IUVT} )

ii. F(Ty) = {(u,v), (v,w), (w,z), (u,z)}.

u Vv

w X

Figura 4.8: T}.

Definicién 4.3.5 Ty es el torneo bipartito definido como sigue, véase la Figura 4.9:
i. V(T(,‘) ={u,v,w,z,y, 2},
. F(Tﬁ) = {(U,ZU), (an)a (w,x), (wa Z)v (x,y), (ya U), (yv U)a (Zay)}

con {(u,w), (w,z), (y,u),(z,y)} de color 1 y {(v,w), (w, 2), (x,y), (y,v)} de color 2.

u \% X V4
NN 2[ \2 /|2 1
w y

Figura 4.9: Ty.
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Definicién 4.3.6 Definimos ?8 como la siguiente digrdfica (ver la Figura 4.10):
L. V(?g) = {87 tyu,v,w,x,y, Z};

it. F(?g) ={(s,1), (s,2), (t,u), (t,y), (u,v), (u, 2), (v,w), (v,s), (w, x), (w,t),
(z,9), (z,u), (y,2), (y,0), (2, 5), (z,w)},
con_{)(s, t),(s,x), (t,u), (u,v), (u, 2), (v,w), (x,u)} de color 1 y todas las demdas flechas
en T's de color 2.

Figura 4.10:

Definicién 4.3.7 Una (2,k — 2)—subdivision de Cy-bicolor es un ciclo C = Ty U Ty,
en donde Ty es una trayectoria dirigida monocromdtica de longitud 2 de color a y Ty
es una trayectoria dirigida monocromdatica de longitud k — 2 de color b, con a # b.

Definicién 4.3.8 Sea T un torneo m—coloreado. Diremos que T tiene la propiedad
P, si cumple una de las siguientes condiciones:

i. Cada Cy C T es alomds bicolor y no es una (2, k—2)—subdivision de Co—bicolor
Y

ii. cada Cy CT (t < k) es alo mas bicolor (de manera que no es policromdtico).

Definicién 4.3.9 Una (1, 1,k — 2)—subdivision de C3 3—-coloreado es un ciclo C =
T UTy, UTs en donde Ty es una trayectoria dirigida monocromdtica de longitud 1 de
color a, Ty es una trayectoria dirigida monocromdtica de longitud 1 de color b y T3 es
una trayectoria dirigida monocromdtica de longitud k — 2 de color ¢, con a # b, b # ¢

yaF#c.

Definicién 4.3.10 Una (1,1, k — 2)—subdivision de T3 3—coloreado es un trayectoria
T =Ty UTy,UT; en donde T} es una trayectoria dirigida monocromadtica de longitud
1 de color a, Ty es una trayectoria dirigida monocromdtica de longitud 1 de color b y
T3 es una trayectoria dirigida monocromdtica de longitud k — 2 de color ¢, con a # b,

b#cyas#ec.
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Definiciéon 4.3.11 Sea T un torneo m—coloreado. Diremos que T satisface la
propiedad PII, para algun entero fijo k > 3 si:

i. No eziste alguna (1,1, k — 2)—subdivision de C3 3—coloreado en T,
ii. No existe alguna (1,1, k — 2)—subdivision de T5 3—coloreado en T y

i1i. No existe alguna (1,1,t — 2)—subdivision de C3 3—coloreado en T, cont < k y
t>3.

A continuacion damos una lista de teoremas que satisfacen no contener
~vy—ciclos.

Teorema 4.3.2 (H. Galeana-Sanchez, R. Rojas-Monroy, G. Gaytan-Gémez [20])
Sea D una digrdfica m— coloreada tal que todo ciclo dirigido en D es monocromdtico.
Entonces D no contiene y—ciclos.

Teorema 4.3.3 (H. Galeana-Sanchez, R. Rojas-Monroy, B. Zavala [18]) Sea D
una digrdfica m-coloreada casitransitiva tal que para cada uw € V(D), F*(u) es mono-
cromdtico y D no contiene C5 3—coloreados. Entonces D no contiene y-ciclos.

Teorema 4.3.4 (H. Galeana-Sanchez, R. Rojas-Monroy, B. Zavala [19]) Sea D
una digrdfica m-coloreada 3-casitransitiva tal que para cada uw € V(D), F*(u) es
monocromdtico. St cada C3, Cy y Ty contenido en D es casimonocromdtico, entonces
D no contiene ~y-ciclos.

Teorema 4.3.5 (H. Galeana-Sanchez [10]) Sea T un torneo m-coloreado tal que
cada ciclo dirigido de longitud a lo mds 4 es un ciclo casimonocromatico. Entonces D
no contiene y— ciclos.

Teorema 4.3.6 (H. Galeana-Sanchez [10]) Sea T un torneo m-coloreado tal que
cada ciclo dirigido de longitud 3 contenido en T' es un ciclo monocromadtico. Entonces
D no contiene vy—ciclos.

Teorema 4.3.7 (H. Galeana-Sanchez [10]) Sea T un torneo m-coloreado tal que
cada ciclo dirigido de longitud 3 contenido en T es €(T") monocromdtico. Entonces D
no contiene y—ciclos.

Teorema 4.3.8 (H. Galeana-Sanchez [11]) Sea D una digrdfica m—coloreada ob-
tenida de la eliminacion de una unica flecha (u,v) de algin torneo T m— coloreado (es
decir, D = T — (u,v) ). Si cada ciclo dirigido contenido en D de longitud a lo mds 4 es
casimonocromdatico, entonces D no contiene y— ciclos.

Teorema 4.3.9 (H. Galeana-Sanchez y R. Rojas-Monroy [14]) Sea T un tor-
neo bipartito m-coloreado tal que cada ciclo dirigido de longitud 4 es casimonocromdtico,
cada ciclo dirigido de longitud 6 es monocromdtico y T' no contiene subtorneos isomor-
fos a Ts. Entonces T' no contiene y—ciclos.
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Teorema 4.3.10 (H. Galeana-Sanchez y R. Rojas-Monroy [12]) Sea T un tor-
neo bipartito m-coloreado. Si cada ciclo dirigido de longitud 4 en D es monocromdtico,
entonces ' no contiene y—ciclos.

Teorema 4.3.11 (H. Galeana-Sanchez y R. Rojas-Monroy [13]) Sea T un tor-
neo 3-coloreado. Si cada ciclo dirigido de longitud 3 en D es casimonocromdtico y para
cada v € V(T) se tiene que | £(v) |< 2, entonces T no contiene y—ciclos.

Teorema 4.3.12 (H. Galeana-Sanchez y P. Delgado-Escalante [21]) Sea T un
torneo m-coloreado. SiT satisface la propiedad PI, para algin entero k > 4, entonces
T no contiene y—ciclos.

Teorema 4.3.13 (H. Galeana-Sanchez y P. Delgado-Escalante [21]) Sea T un
torneo m-coloreado. Si T satisface la propiedad P11y para algun entero k > 3, entonces
T no contiene y—ciclos.

Teorema 4.3.14 (H. Galeana-Sanchez y R. Rojas-Monroy [15]) Sea T un tor-
neo bipartito m-coloreado tal que, cada Cy es casimonocromdtico, c_a)da Ty es casi-
monocromdatico y T no contiene subdigrdficas inducidas isomorfas a T'g. Entonces T
no contiene y—ciclos.

Teorema 4.3.15 (H. Galeana-Sanchez, J.J. Garcia-Ruvalcaba [16]) Sea D una
digrdfica m— coloreada obtenida de la eliminacion de una unica flecha (u,v) de algin
torneo T m—coloreado. Si D no contiene C3 ni Ty 3—coloreados, entonces D no con-
tiene y—ciclos.

A continuacién damos algunos ejemplos de como aplicar nuestro teorema
principal (Teorema 4.3.1) a todos aquellos teoremas que satisfacen no contener v—
ciclos.

Teorema 4.3.16 Sea D wuna digrdfica m—coloreada. Si existen dos subdigrdficas
generadoras Dy y Do de la digrdfica D tales que:

i. F(D1)NF(Dy) =0, F(Dy)UF(Dy) = F(D), colores(D;) N colores(Dy) = ().

1. Dy es un torneo bipartito tal que, cada Cy es casimonocromdtico, cada Ty es
ﬁ

casimonocromdatico y no contiene subdigrdficas inducidas isomorfas a T'g. Y Do

es una digrafica m— coloreada tal que cada ciclo dirigido en Dy es monocromdtico.

iii. Si D contiene una (D1, D, Dy) subdivision de C3 3—coloreada (zg,z,w,xy),
entonces existe una xow—trayectoria dirigida monocromdatica en D o existe una
zxo—trayectoria dirigida monocromdtica en D.

iv. Si D contiene una (D1, D, Dy) subdivision de Ps 3—coloreada (o, z,w,xo),
entonces al menos una de las siquientes trayectorias dirigidas monocromdticas
se tiene: uw—trayectoria dirigida monocromdtica en D, wu—trayectoria dirigida
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monocromdatica en D, xqu—trayectoria dirigida monocromdtica en D, uxo—tra-
yectoria dirigida monocromdtica en D, xow—trayectoria dirigida monocromdtica
en D, zu—trayectoria dirigida monocromdtica en D, zxg—trayectoria dirigida
monocromdtica en D, xoz—trayectoria dirigida monocromdtica en D .

Entonces D tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas.

Teorema 4.3.17 Sea D wuna digrifica m—coloreada. Si existen dos subdigrdficas
generadoras Dy y Do de la digrdfica D tales que:

0.

1.

7.

F(Dy)NF(Dsy) =0, F(Dy)U F(Dy) = F(D), colores(Dy) N colores(Ds) =

0.
Dy es un torneo tal que satisface la propiedad PII para algin entero k > 3.
Y Dy es una digrdfica casitransitiva tal que para cada u € V (Do), F*(u) es
monocromdatico y Dy no contiene C5 3—coloreados.

Si D contiene una (Dy, D, Dy) subdivision de C3 3—coloreada (xg,z,w,xg),
entonces existe una row—trayectoria dirigida monocromdatica en D o existe una
zxog—trayectoria dirigida monocromdtica en D.

Si D contiene una (D1, D, Dy) subdivision de P3 3—coloreada (xg,z,w,xg),
entonces al menos una de las siquientes trayectorias dirigidas monocromdticas
se tiene: uw—trayectoria dirigida monocromdtica en D, wu—trayectoria dirigida
monocromdatica en D, xqu—trayectoria dirigida monocromdtica en D, uxo—tra-
yectoria dirigida monocromdtica en D, xow—trayectoria dirigida monocromdtica
en D, zu—trayectoria dirigida monocromdtica en D, zxg—trayectoria dirigida
monocromdtica en D, xoz—trayectoria dirigida monocromdtica en D .

Entonces D tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromadticas.

Teorema 4.3.18 Sea D wuna digrdfica m—coloreada. Si existen dos subdigrdficas
generadoras Dy y Do de la digrdfica D tales que:

.

.

.

F(Dy)NF(Dy) =0, F(D1)U F(Dy) = F(D), colores(Dy) N colores(Dq) = 0.

Dy es un torneo tal que satisface la propiedad Pl para algun entero k > 4. Y
Dy es una digrafica 3-casitransitiva tal que para cada u € V(Dy) , FT(u) es
monocromdtico y cada Cs, Cy y Ty contenido en Dy es casimonocromdtico.

Si D contiene una (Dy,D,Dy) subdivision de Cs 3—coloreada (xo,z,w,xq),
entonces existe una row—trayectoria dirigida monocromdatica en D o existe una
zxo—trayectoria dirigida monocromadtica en D.

Si D contiene una (Dy, D, Do) subdivision de Py 3—coloreada (xg,z,w,xq),
entonces al menos una de las siquientes trayectorias dirigidas monocromdticas
se tiene: uw—trayectoria dirigida monocromdtica en D, wu—trayectoria dirigida
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monocromdatica en D, xqu—trayectoria dirigida monocromdtica en D, uxy—tra-
yectoria dirigida monocromdtica en D, xow—trayectoria dirigida monocromdtica
en D, zu—trayectoria dirigida monocromdtica en D, zxg—trayectoria dirigida
monocromdtica en D, xoz—trayectoria dirigida monocromdtica en D;.

Entonces D tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas.

Teorema 4.3.19 Sea D wuna digrdfica m—coloreada. Si existen dos subdigrdficas
generadoras Dy y Do de la digrdfica D tales que:

.

1.

7.

F(Dy)NF(Dy) =0, F(D1)U F(Dy) = F(D), colores(Dy) N colores(Dq) = 0.

Dy es un torneo 3-coloreado tal que cada ciclo dirigido de longitud 3 es
casimonocromdtico y para cada v € V(Dy) se tiene que | {(v) |< 2. Y Dy es
un torneo tal que cada ciclo dirigido de longitud a lo mas 4 en Dy es un ciclo
casimonocromdtico.

Si D contiene una (Dy, D, Dy) subdivision de C3 3—coloreada (xg,z,w,xg),
entonces existe una xow—trayectoria dirigida monocromdatica en D o existe una
zxo—trayectoria dirigida monocromdtica en D.

Si D contiene una (D1, D, Dy) subdivision de P3 3—coloreada (xg,z,w,xg),
entonces al menos una de las siquientes trayectorias dirigidas monocromdticas
se tiene: uw—trayectoria dirigida monocromdtica en D, wu—trayectoria dirigida
monocromdatica en D, xqu—trayectoria dirigida monocromdtica en D, uxy—tra-
yectoria dirigida monocromdtica en D, xow—trayectoria dirigida monocromdtica
en D, zu—trayectoria dirigida monocromdtica en D, zxg—trayectoria dirigida
monocromdtica en D, xoz—trayectoria dirigida monocromdtica en D .

Entonces D tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas.

Teorema 4.3.20 Sea D wuna digrifica m—coloreada. Si existen dos subdigrdficas
generadoras Dy y Do de la digrdfica D tales que:

0.

0.

.

F(D))NF(Dy) =0, F(Dy)U F(Dy) = F(D), colores(D;) N colores(Dy) = .

Dy un torneo bipartito tal que cada ciclo dirigido de longitud 4 en D es
monocromdatico. Y Dy es un torneo tal que cada ciclo dirigido de longitud 3
contenido en Dy es un ciclo monocromdtico.

Si D contiene una (Dy, D, Dy) subdivision de C3 3—coloreada (xg,z,w,xg),
entonces existe una row—trayectoria dirigida monocromdatica en D o existe una
zxo—trayectoria dirigida monocromdtica en D.

Si D contiene una (Dy, D, Ds) subdivision de Ps 3—coloreada (xg,z,w,xq),
entonces al menos una de las siquientes trayectorias dirigidas monocromdticas
se tiene: uw—trayectoria dirigida monocromdtica en D, wu—trayectoria dirigida
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monocromdatica en D, xqu—trayectoria dirigida monocromdtica en D, uxo—tra-
yectoria dirigida monocromdtica en D, xow—trayectoria dirigida monocromdtica
en D, zu—trayectoria dirigida monocromdtica en D, zxg—trayectoria dirigida
monocromdtica en D, xoz—trayectoria dirigida monocromdtica en Dy.

Entonces D tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas.
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