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Introduccion

El motivo principal de este trabajo es hacer un anélisis de los modelos de di-
fusién con tendencia lineal con una distribucién marginal conocida y preestable-
cida, pero arbitraria. Asimismo también se presenta una construccién de mo-
delos de difusién basdandose en probabilidades de transicién.

Los procesos de difusion resultan ser una buena herramienta para obtener un
modelo aproximado de variables continuas en tiempo continuo. Es posible para
fenémenos fisicos, bioldgicos, econométricos y sociales encontrar una aproxi-
macién por medio de procesos de difusién, tal es el caso de los movimientos
moleculares de particulas sujetas a interaccion entre ellas, las fluctuaciones de
los precios en un mercado perfecto, la variacién del crecimiento poblacional o la
sustitucién de genes en el desarrollo evolutivo, entre otros.

El capitulo 1 de este trabajo es una recopilacion de definiciones y de resul-
tados en la teoria de procesos estocdsticos necesarios para establecer la termi-
nologia y la notacién de los procesos de difusion. Por su parte, en el capitulo
2 se establecen las definiciones requeridas para la definicién de los procesos de
difusién, como es el caso de la media y varianza infinitesimales, y también se
incluyen algunos resultados y ejemplos referentes a los mismos. En el capitulo
3 podemos encontrar el motivo primodial de este trabajo, donde se presentan
varios resultados interesantes sobre los procesos de difusién que tienen tendencia
lineal, una distribucién marginal conocida, pero arbitraria. Ademads, se mues-
tran los calculos para obtener los coeficientes de difusién explicitamente, que
dependen de la distribucion. Finalmente, el capitulo 4, también relevante en
este trabajo, lleva como objetivo el estudiar la densidad de transicion de un
proceso de difusion especifico por medio del uso de variables latentes, y también
aplicar un derivado de esta técnica a datos reales para determinar los parametros
correspondientes al usar ciertas condiciones distribucionales.






Capitulo 1

Procesos estocasticos

La teoria de procesos estocasticos estudia familias infinitas de variables
aleatorias. Estas variables aleatorias pueden depender de un parametro entero
o de un parametro real, por ejemplo el tiempo. Tipicamente, un proceso es-
tocdstico se considera un estado de cierto sistema que varia aleatoriamente con
el tiempo. Si los estados de este sistema son observados en momentos de tiempo
discreto entonces los relacionamos con una sucesién aleatoria o con un proce-
so estocdstico a tiempo discreto. Sin embargo, cuando los estados se observan
en intervalos de tiempo, o se piensa provienen de un fenémeno que se da en
tiempo continuo, los relacionamos con procesos estocdsticos a tiempo continuo.
Los procesos de difusién son una clase de los procesos estocdsticos a tiempo
continuo.

Este capitulo es una compilaciéon de definiciones y resultados tomados de
varios libros para establecer las bases en la definicién de los procesos de difusién
que son motivo del siguiente capitulo, entre ellos estdn Mikosch [11], Karlin y
Taylor [6], Skorokhod [16], Skorokhod [17] y Billingsley [2].

1.1. Introduccién y definiciones

Supongamos que existe un espacio de probabilidad comin (92, A, P) donde
estdn definidas las familias de variables aleatorias. Denotemos por R a los
nimeros reales y por C a los niimeros complejos.

Definiciéon 1 Un proceso estocdstico X
X={X,teT}={X({t,w),teT,weQ}

es una funcidn de dos variables X : T x Q — R, donde X; = X; (1) = X (¢,-)
es una variable aleatoria para cada t € T. Para cada w € Q) llamamos a
X (w) : T — R una realizacion, una curva muestral o una trayectoria
del proceso estocdstico X .
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A menudo 7 es un intervalo, por ejemplo 7 = [a,b], [a,b) 6 [a, ), donde
a < b. En estos casos llamamos a X un proceso estocdstico en tiempo continuo.

Ahora, vamos a mencionar las caracteristicas no aleatorias de un proceso
estocdstico tales como su distribucién, esperanza, etc.

Un proceso estocdstico no trivial X = {X,,t € T} con conjunto de indices
infinito 7 es un objeto infinito-dimensional, es decir, la coleccién de variables
aleatorias X;, ¢ € 7. Una manera alterna de ver un proceso estocdstico es
acomodarlo de modo que cada variable aleatoria sea la entrada de un vector con
n entradas, n =1,2,....

Definicién 2 Las distribuciones finito-dimensionales (fidis) del proceso
estocdstico X son las distribuciones de los vectores finito-dimensionales
(X4,,...,Xt,), para todas las posibles elecciones de tiempos t1,...,t, € T y
para cada n > 1, es decir,

{Fx, x0,-x,, itn=1,2,..., y n=12,..}.

Desde el punto de vista distribucional, la caracteristica bésica de proba-
bilidad de un proceso estocdstico es su familia de distribuciones finito-
dimensionales. Algunas propiedades de una familia de distribuciones finito-
dimensionales son:

1. Fy g (A1, Ak, A1, .-, An), 1 < k < n, es una medida en A,
donde A es la o-dlgebra de .

2. Fy (A, Ay = Fi oo, (Aiyy--.,Ai), s ig,...,i, es una per-

mutacién de los numeros 1,...,n.
3. Ftlww-ytnflytn (A17 ) A’ﬂ*h Q) = Ft17-~~;tn—1 (A17 ) Anfl)'

Las propiedades (1)-(3) son llamadas las condiciones de consistencia para
las distribuciones finito-dimensionales, aunque no siempre se satisfacen. Estas
condiciones permiten que las fidis determinen la distribuciéon de X. En este caso,
haremos referencia a la coleccién de las fidis como la distribucion del proceso
estocdstico.

Entonces, con el siguiente teorema, conocido como el teorema de existen-
cia de Kolmogorov, podemos afirmar la existencia de un proceso estocdstico,
X = {Xi(w);t € T,w € Q}, asociado a una familia de distribuciones finito-
dimensionales, Fy, . . (A1,...,A,), que satisfaga las condiciones de consisten-
cia tal que

P [th ((.U) S A17 e ,th (w) (S An] = Ft1,...,tn (Al, e 7A7L)~ (11)

Teorema 1 Supongamos que € = R™. Si wuna familia de funciones
Fyy . 4, (A1, ..., Ay) posee las condiciones de consistencia, entonces existe una
funcion aleatoria X (t,w) tal que la igualdad (1.1) se cumple para toda n y para
toda ti,...,t, € R, y Ay,..., A, € R™.
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Demostraciéon Ver el Teorema de consistencia de Kolmogorov en la pagina 8 de
Skorokhod [17]. O

Para ambos conjuntos de tiempo 7, continuos y discretos, es tutil distinguir
varias clases de procesos estocasticos de acuerdo con su relacién con el tiempo.
Primero recordemos que para un vector aleatorio X = (Xj,...,X,) definimos
su esperanza como px = (E[X4],...,E[X,]) y su matriz de covarianzas como
EX = (COV (Xi’Xj))i,j:L...,n'

Entonces para un proceso estocdstico X = {X;,t € T} visto como una
coleccién de vectores finito-dimensionales (X¢,,..., X% ), t1,...,tn € T ¥y
n > 1, se calculan la esperanza y la matriz de covarianzas para cada vector
como se indica en el parrafo anterior.

Definicién 3 La funcion esperanza de X estd definida para cada X; por
pt)=pux, =E[Xy], teT.
La funcion covarianza de X estd definida para cada par Xy, X, por
C(t,s) =Cov (X, X;) =E[(X;, — px,) (Xs —px,)], t,s€T.
La funcion varianza de X estd definida para cada X¢ por
o?(t) = C(t,t) = Var (X;), t € T.

Estas expresiones dan informacion sobre la variabilidad en el tiempo de un
proceso estocdstico. La funcién esperanza pu(t) es una cantidad determinista en
la que las trayectorias de X se concentran en su alrededor. La funcién covarianza
C(t, s) es una medida determinista de dependencia en el proceso X. La funcién
varianza o (t) se puede considerar como una medida determinista de expansién
de las trayectorias de X alrededor de p(t).

Ejemplo 1 La definicion de una densidad gausiana n-dimensional estd dada
por

1 1 -1 ! n
2m)/2(det(z))1/2 P {—Q(fﬂ — I (z - p) } ;€ R

Un proceso estocdstico es llamado gausiano con pardmetros p y X si todas sus
fidis son distribuciones gausianas multivariadas con los pardmetros p y X co-
mo su esperanza y matriz de covarianzas, respectivamente. La distribucion de
un proceso estocdstico gausiano estd determinada sélo por la coleccion de las
esperanzas y matrices de covarianzas de las fidis.

Un proceso gausiano simple en T = [0,1] consiste de las variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas normal con media cero y varianza
1, es decir, N(0,1). En este caso las fidis son caracterizadas por las funciones
de distribucion:

fx(z) =

P[th SIL‘l,...,th an]
:P[th S .Tl] ...P[th S xn]
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=®&(xq1) - P(zy),

para 0 <t <---<t, <1, (ml, A ,xn) € R". Las trayectorias de este proceso
son muy irrequlares. Este proceso tiene como esperanzas y covarianzas:

pu(t) =0

1, sit=s,

C(t,s):{ 0, sit#s.

1.2. Estacionariedad e incrementos indepen-
dientes

Los procesos estocasticos se pueden clasificar en procesos estacionarios y pro-
cesos no estacionarios. Los procesos estacionarios son una forma de clasificacién
en que los instantes en que se estudian los procesos no son importantes.

Definicién 4 Decimos que un proceso X = {X;,t € T} es estacionario en
el sentido estricto si sus fidis son invariantes bajo desplazamientos de tiempo,
es decir, si

Ft1+h,t2+h,...,tn+h - Ftl,tz,‘..,t"? (12)
para todas t;,t; + h € T, donde he R, i=1,2,...,nyn=1,2,3,....

Observacién 1 Son equivalentes las notaciones:

=Fx, Xi, X -

Ligstig,eostiy 3

i, Xigs

En particular, X es estacionario en sentido estricto si X; tiene la misma
distribucién para todat € 7. Un ejemplo de un proceso estacionario en el sentido
estricto es una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas (i.i.d.).

Definicién 5 Si hay una constante p y una funcion ¢ : ® — R tal que las
medias, varianzas y covarianzas de un proceso estocdstico satisfacen:

pu(t) = p,
a?(t) = c(0) y (1.3)
C(s,t) = c(|t = s]),

para toda s,t € T, entonces al proceso lo llamamos estacionario en el senti-
do amplio o estacionario de segundo orden. Es decir, el proceso es esta-
cionario solo con respecto a los primeros y sequndos momentos.

Ejemplo 2 Un proceso Poisson homogéneo o proceso Poisson con pardmetro
de intensidad A > 0 es un proceso estocdstico X = { Xz, t > 0} tal que
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i. Xy =0, inicia en cero casi sequramente,

ii. X; — X, es una variable aleatoria que se distribuye Poisson con pardmetro
At — $) para toda 0 < s < t,

iii. los incrementos Xy, — Xy, y Xi, — Xt, son independientes y estacionarios,
para toda 0 <t <ty <t3 < ty.

Sus medias, wvarianzas y covarianzas son u(t) = X, o*(t) = Xt y
C(s,t) = Amin {s, t}, respectivamente, para toda s,t > 0.

Un proceso estacionario en el sentido estricto es un proceso estacionario en
el sentido amplio si sus medias, varianzas y covarianzas son todas finitas. Por
el contrario, un proceso estacionario en el sentido amplio no necesariamente es
estacionario en el sentido estricto.

Si describimos un proceso de la vida real utilizando un proceso estocastico
estacionario en el sentido estricto o estacionario en el sentido amplio, entonces
estamos suponiendo que las correspondientes caracteristicas distribucionales de
este proceso no cambian en el transcurso del tiempo.

Ejemplo 3 (a) Siun proceso gausiano X es determinado por sus esperanzas y
covarianzas, entonces de la estacionariedad en el sentido estricto tenemos
que

pwt+h)y=pult) y Ct,s)=C({t+h,s+h),

para toda s,t € T y h tal que s+ h,t+h € T. FEsto significa que
w(t) = u(0) y C(t,s) = c(|t — s|). Entonces un proceso gausiano esta-
cionario en el sentido estricto es también un proceso estacionario en el
sentido amplio, y viceversa, debido a que los momentos de primer y se-
gundo orden caracterizan completamente el proceso.

(b) El proceso Ornstein-Uhlenbeck (0O-U) X = {X;,t € R} con pardmetro
v > 0 y wvalor inicial Xo ~ N(0,1) es un proceso gausiano con medias
wu(t) = 0 y covarianzas C(s,t) = exp (—v |t — s|), para toda s,t € R*. Este
es un proceso estacionario en el sentido amplio y también es estacionario
en el sentido estricto.

Otra forma de clasificacion importante de los procesos estocasticos son aque-
llos con incrementos independientes.

Definicién 6 Sea X = {X;,t € T} un proceso estocdstico y sea T C R un
intervalo. Se dice que X tiene incrementos estacionarios si

FXt_Xs = FXt+h_Xs+h’

para todat,s € T yh tal quet+h,s+h € T. Se dice que X tiene incrementos
independientes si para cada eleccion det; € T con0=1; < - - <t, yn>1,

X, Xy — Xy oo, Xy, — X,y

son variables aleatorias independientes.



8 CAPITULO 1. PROCESOS ESTOCASTICOS

Ejemplo 4 El movimiento browniano estindar W = {W;,t > 0} es un
proceso gausiano con incrementos independientes y

Wo =0, casi seqguramente,

= para toda 0 < s <t
E[W =0y Var(W; — W) =t — s, (1.4)
= tiene trayectorias continuas casi seqguramente

Un movimiento browniano estdndar W tiene covarianzas iguales a
C(s,t) = min(s,t), entonces no es estacionario en el sentido amplio.

1.3. Procesos de Markov

Las probabilidades condicionales son una buena herramienta en el andlisis de
las relaciones entre las variables aleatorias de un proceso estocéstico en diferentes
instantes de tiempo. Por ejemplo, consideremos una sucesion de variables aleato-
rias X7, Xs,... que toman valores en un conjunto discreto E = {x1,x9,...},
E C R, que puede ser finito o infinito. Supongamos que estamos en el instante
de tiempo n y conocemos el valor actual de X,, que es z;,_, y también conocemos
los valores pasados X; = z;,, X9 = %4,,...,Xp—1 = 7;,_,. Entonces deseamos
predecir algo sobre los valores futuros al usar esta informacién, por ejemplo el
valor de la variable aleatoria del futuro inmediato, es decir X,,11. Para esto son
ltiles las probabilidades condicionales:

P[Xn+1 :a:j |X1 :Iil,XQ :xiz,...,Xn :aﬁi"]

PXi =2, Xo=24,...,Xn =4, X1 = 7]
b
P[Xl :Iil,XQZI’iQ,...7Xn :Iln]

para cada x; € E.

Observacion 2 Por convencion utilizamos la siguiente notacion:

{Xl :xil} = {w eQ: Xl(w) :.’L'Z‘l}.

En principio podriamos determinar tales probabilidades condicionales para
todos los estados z;,,Zi,,...,%;, € E y para toda n = 1,2,.... Sin embargo,
en un sistema determinista gobernado por una ecuacién diferencial de primer
orden sdlo el valor actual z;,, de X,, es necesario para determinar el valor futuro
X,+1, mientras que los valores pasados de X1, Xs,...,X,,—1 son involucrados
indirectamente para determinar el valor de X,,. Esta es la idea basica de la
siguiente propiedad.

Definicion 7 Decimos que X cumple la propiedad de Markowv, si
P [Xn+1 =X ‘Xn = {I?Z'T”. . ,X() = .’Eio] = P [Xn+1 =X ‘Xn = {I?in] s (15)

para todo x,x;,,...,x;,, € Eyn=123,....
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Una sucesion de variables aleatorias presentando esta propiedad es un ejem-
plo de un proceso de Markov. En particular llamamos a esta sucesion una cadena
de Markov en tiempo discreto. En términos generales, los procesos de Markov
se definen de la siguiente manera.

Recordemos que una clase F de subconjuntos de €2 es una o—algebra si se
cumple que 2 € F; también que si B € F, entonces B¢ € F; y que es cerrada
bajo la formacién de uniones numerables, es decir, si By, Bs,... € F, entonces
B; U BsU,... € F. Denotaremos por o (§2) a la o—4lgebra generada por  que
ademds cumple que es una clase de subconjuntos de €2 que es la interseccién
de todas las o—4élgebras que contienen 2. La o—4lgebra generada por R es la
o—4algebra de Borel, es decir o (R) = B.

Definicién 8 Sea {X;,t € T} un proceso estocdstico, donde T € R. X es un
proceso de Markov si la siguiente condicion es satisfecha:

P (f(X:) € Blo (Xu,u<s))=P(f(Xy) € Blo (X,)), (1.6)
para toda B € B, para toda f B — medible y para toda s,t >0, s < t.

Los procesos de Markov son modelos generales de probabilidad de sistemas
dindmicos con perturbaciones que son independientes en tiempos diferentes.
Esos sistemas dinamicos se determinan con una funcién especifica para el estado
del sistema al momento ¢ bajo la condicién de que su estado al momento s es
x e R.

Definicién 9 Definimos las probabilidades de transicion del proceso de
Markov X por
P(s,z;t,B)=P(X; € B| X, =1),

para toda x € R, BE B ys<t.

Para s, t y = fijos, P (s,z;t,-) es una funcién de probabilidad o medida en
la o-algebra B de subconjuntos de Borel de R. Entonces tenemos una densidad
p (s, x;t,-) llamada una densidad de transicidn, tal que

Ps.ait.B) = [ plsaitiy)dy

B

para todo B € B. También definimos P (s, z;t, B) = Ig(z) parat = s, donde Ip
es la funcién indicadora del conjunto B. La funcién P (s,z;t, B) determina la
probabilidad de que el proceso que inicia en x al tiempo s pertenezca al conjunto
B al momento t.

Definicion 10 Decimos que un proceso de Markov en tiempo continuo es ho-
mogéneo si todas sus densidades de transicion p (s, z;t,y) dependen sélo de la
diferencia de tiempo (t — s), s < t, y no del valor especifico de t.

La homogeneidad es otro término para referirnos a la estacionariedad de los
incrementos.
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Ejemplo 5 Los siguientes procesos son procesos de Markov homogéneos:

= Movimiento browniano estindar (1.4) tiene densidad de transicidn

. _ 1 (y — x)?
p(S,I’,t, y) = mexp (2(t—8>) . (17)

= El proceso O-U con v =1 tiene densidad de transicion

1 (y _ xe—(t—s))Q
e — _\Wmze )" 1.
p(S,Jj, tvy) 277(]_ — 672@75)) exp < 2(1 _ e—2(t—s)) ( 8)

Cuando tenemos un proceso de Markov homogéneo tenemos que
p(s,z;t,y) =p(0,x;t — s,y), esta igualdad es equivalente a escribir la
siguiente igualdad p(xs,y:) = p(xo,yt—s). La correspondiente funcién de
probabilidad de transicién de p(0,z;t — s,y) es P (0,x;t — s, B).

Por otro lado, se puede ver que todo proceso de Markov satisface la ecuacion
de Chapman-Kolmogorov que en términos de densidades se escribe como:

o)
p(s,z;t,y) = / p(s,x;7,2)p (7, 258, y) dz (1.9)

— 00

paratoda s <7 <tyuz,yech

Esta ecuacién sugiere que para que un proceso que inicia desde un estado x
en el tiempo s pertenezca a un conjunto B en el tiempo t es posible que pase
después del estado inicial por un estado z en el tiempo 7 y en seguida moverse
al conjunto B en el tiempo t.

1.4. Movimiento browniano

El movimiento browniano juega un rol central en la teoria de probabilidad,
en la teoria de procesos estocasticos, en fisica, en finanzas, etc.

Al considerar la definicién dada en el ejemplo 4 del movimiento browiano se
hace la siguiente afirmacién.

Lema 1 Las variables aleatorias Wy — Wy y Wi_s, ambas, tienen una distribu-
cion N(0,t —s) para s < t.

Demostracién Ver seccién 1.3 de Mikosch [11]. O

Este lema es resultado de la estacionariedad de los incrementos del proceso,
entonces W; — Wy tiene la misma distribucion que W;_, — Wy = W;_, que es
normal con media cero y varianza proporcional a la longitud del intervalo [s, t].

Las descripciones del movimiento browniano y del proceso Poisson, dadas
en los ejemplos 4 y 2, respectivamente, coinciden en que son procesos con incre-
mentos estacionarios e independientes. La diferencia crucial entre ellos estd en
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la distribucién de los incrementos. La suposicion de que los incrementos se dis-
tribuyan Poisson es conveniente cuando las trayectorias son funciones con saltos,
mientras que la suposicion de que se distribuyan gausianas es conveniente cuan-
do las trayectorias son continuas.

De la descripcién dada del movimiento browniano en el ejemplo 4 vemos que
tiene como funcién esperanza

p(t) =E[W] =0, t>0,

y como los incrementos Wy — Wy = W, v Wy — W, son independientes para
s < t, recordemos que su funcién covarianza es

C(t,s) =E[[(W; — W) + Wy W]

=E[(W, - Wo)W,] + E [W?],

entonces E [W2] = Var (W,) = Var (W, + (W, — Wy)). Por la independencia
de los incrementos tenemos que E [W2] = Var (W) + Var (W, — Wj), y toman-
do la definicién del movimiento browniano, que dice que Wy = 0, y por el lema
1 entonces E [Wﬂ = s. Por lo tanto,

C(tas) =E [(Wt - Ws)} E [Ws] +s

= S.

Lo anterior resulté de suponer que s < t; si suponemos que s > t, entonces
tenemos que

C (t,s) = E[W, [(Ws — W,) + W]
=E[W,(W, - W) + E [W7]
=E [Wf] E [(We - Wf)] +1
=t.

Entonces, como un proceso gausiano es caracterizado por sus esperanzas y var-
ianzas podemos afirmar que el movimiento browniano es un proceso gausiano
con u(t) =0y C(s,t) = min(s,t).

De la descripcién del movimiento browniano dada en el ejemplo 4, sabemos
que sus trayectorias son continuas. Sin embargo estas funciones de t son ex-
tremadamente irregulares, pues ellas oscilan violentamente. Esto se debe a que
los incrementos de W son independientes. En particular, los incrementos del
movimiento browniano en intervalos adyacentes son independientes cualquiera
que sea la longitud de los intervalos. Entonces W (-,w) tiene en intervalos ar-
bitrariamente pequenos pedazos de trayectoria con pendientes arbitrariamente
grandes, lo que hace que W(-,w) no sea diferenciable en cero.

Teorema 2 Los trayectorias del movimiento browniano {W(-,w),w € Q} son
con probabilidad 1 no-diferenciables.
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Demostracién Ver teorema 37.3 de Billingsley [2]. O

Incluso las irregularidades se pueden tornar mas violentas bajo ciertas trans-
formaciones del movimiento browniano.

Del movimiento browniano se pueden derivar varios procesos gausianos y no
gausianos que son en la practica relevantes. Introducimos ahora algunos de estos
procesos:

(a) Puente browniano

Consideremos el proceso
Xe =Wy —tWy, 0<t <1,

donde Xg =Wy — 0W; =0y X; = W; — 1W; = 0. En estas dos tltimas
igualdades vemos la razon por la que este proceso X se le llama Puente
browniano.

Teniendo presentes las propiedades del movimiento browniano sobre sus
funciones esperanza y covarianza, tenemos para el puente browniano que
E [X;] = E[W;] —tE[W;] = 0. Recordemos la definicién de la covarianza,

C(t,s) = E[X;X,] — E[X{] E[X]
=E[(W; — tW;) (W5 — sW1)]
=E [W,W, — sW, W1 — tW, W + tsW7]
= min(¢,s) — smin(¢,1) — tmin(1, s) + ts
= min(t, s) — ts.
Las funciones esperanza y covarianza del puente browniano son:

p(t) =0y C(t,s) = min(t, s) —ts, s,t €[0,1].

(b) Movimiento browniano con tendencia

Consideremos el proceso
Xt :,U,t—FO'Wt, tZO,

para las constantes ¢ > 0y p € R. Teniendo en cuenta las propiedades del
movimiento browniano tenemos que E [X;] = E [ut + cW;] = ut, mientras
que para el caso de la covarianza,

C(ta 3) =E [Xth] —-E [Xt] E [Xs}

=E[(ut +oWy) (us + oWs)] — ptps
= utps + psoE [Wy] + utoB [W,] + o*E [W,W,] — utus

= o®min(s,t).
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Este es un proceso gausiano con esperanza y covarianzas:
w(t) = ut y C(t,s) = o®min(t, s), s,t > 0.

La funcién esperanza p(t) = ut, que es la tendencia del proceso, determina
la forma caracteristica de las trayectorias. Por lo tanto, X se le llama
movimiento browniano con tendencia (lineal).

(c) Movimiento browniano geométrico

El proceso sugerido por Black, Scholes y Merton estd dado por
X =exp{ut+oWi}, t >0,

es decir, es la exponencial del movimiento browniano con tendencia, por
esto se le llama movimiento browniano geométrico.

La transformada de Lag)lace de una variable aleatoria Z con distribuciéon
N(0,1) es E [e¢7] = e¢'/2. Entonces

u(t) = E[X¢] = E[exp{ut + cWi}]

=exp{ut}E [exp {Jt1/2W1 H

{2}

= exp w+=-c"|tp.
2

Y la covarianza seria

O(t7 5) =E [Xth] —E [Xt] E [Xs]

= exp p (t + 5)E [exp {o (W; + W,)}] —exp { (u - ;0’2> (t + s)}

—exp (¢ + 9B [exp (o (W = W) + 20N -oxw { (4+ 302 ) (00

= exp pu(t + s)E[exp {o (W; — W)} E [exp {20W;}]

— exp { (u + 20—2) (t+ s)}
= exp { (u + ;0’2) (t+ s)} (exp {o”s} —1).

Las esperanzas y covarianzas del movimiento browniano geométrico son:

1
wu(t) = exp { (,u + 202> t}
y para s <,

1
C(t,s) = exp { (,u + 202> (t+ s)} (exp {o?s} —1).
En particular, el movimiento browniano geométrico tiene varianza

o?(t) = exp {(2n+ 0°) t} (exp {02t} — 1).
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1.5. Conclusiones

Hemos establecido las definiciones y propiedades basicas de los procesos es-
tocasticos, que son necesarias para poder continuar con el siguiente capitulo, por
ejemplo, definiciones sobre qué es un proceso estocastico, o sobre la funcién es-
peranza y covarianza de un proceso estocastico; y con respecto a sus propiedades
tales como la estacionariedad, los incrementos independientes o la propiedad de
Markov de un proceso estocastico. Todo esto era necesario explicarlo en este
capitulo para asi definir lo que son los procesos de difusion, tema central del
siguiente capitulo.



Capitulo 2

Procesos de difusion

Cuando se tiene un ndmero relativamente grande de observaciones de algin
fenémeno de interés, se pueden presentar diferentes escenarios o estados transi-
torios como resultado del mismo comportamiento del fenémeno o de la relacién
de este con otros fenémenos. Ejemplos de estos fenémenos son el cambio de
temperatura o la interaccién entre las observaciones para el caso de la fisica;
los nacimientos, muertes, mutaciones o infecciones en el area de la biologia; o
también, el consumo o el cambio de precios en economia; entre otros. Entonces,
cuando el nimero de observaciones es grande, el tiempo de transicién entre ellas
puede ser relativamente pequeno si se elige una escala de tiempo conveniente
para que sean relativamente frecuentes. Bajo una situacién asi es posible usar
un modelo de aproximacién de tipo difusién en el que la variable de interés y el
tiempo sean continuos.

Las definiciones, resultados y parte de los calculos de este capitulo se tomaron
del libro Karlin y Taylor [7]. Una vez comprendido este capitulo es posible
obtener los célculos involucrados en los resultados del capitulo 3.

2.1. Definiciones

Sea I un intervalo de nimeros reales que puede ser como (I,7), (I,r], [I,7)
o [l,7], donde | < r y I,r son niimeros reales. Puede pasar que | = —c0 y/o
r = 4o0. Sea Qr = {f;f:[0,00) — I}, el conjunto de todas las funciones que
van de [0,00) a I. Sea Q@ = Q.

Sea B la o-algebra de Borel de [0,00) generada por el proceso estocéstico
X ={X(t,w),0 <t < oo,we N}

Sea T una variable aleatoria en ) con valores en [0, 00) U cc.

Definiciéon 11 Decimos que 7 es un tiempo de Markov asociado a X tal que
para toda t > 0,
{r <t} e F,

donde Fi¥ = 0 {X,;0<s <t}

15
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Esta variable también es conocida como tiempo de paro. Un tiempo de
Markov asociado a un proceso parametral continuo dado {X;,0 <t < oo}, lo
denotamos por 7 (X;).

Definicién 12 Si para cualquier tiempo de Markov 7, la distribucion de

Xt1+TaXt2+7'7 s 7th+7'7

conty <ty < -+ <ty, dado Xg, s <1y X; =z, es idéntica con la distribucion
de
Xt17Xt27 v 7th7

con ty] < ty < --- < tg, dado que Xog = z, entonces el proceso de Markov se
dice que posee la propiedad fuerte de Markov o es un proceso fuerte de
Markow.

Con esto podemos dar una descripcién general de un proceso de difusion.

Definicién 13 Un proceso estocdstico X con pardmetros jn y o en tiempo con-
tinuo que posee la propiedad fuerte de Markov y que sus curvas aleatorias X
son continuas con respecto a t, con probabilidad uno es llamado un proceso de
difusion.

Consideremos un proceso de difusiéon X = {X;,¢ > 0} con I, un intervalo
con puntos finales | < r, como su espacio de estados.

Definiciéon 14 A los procesos estocdsticos que inician desde cualquier punto en
el interior de I y llegan a cualquier otro punto en el interior de I, que puede
ser alcanzado con probabilidad positiva, son llamados regulares, es decir, sean
ze I, T, el tiempo en que el proceso alcanza el valor z por primera vez y x el
estado inicial del proceso, entonces el proceso es regular si

P(T,<x|Xo=1z)>0,
para toda z,x € I, donde l < x,z <.

En el caso en el que z nunca sea alcanzado decimos por convencién que
T, = oco. De ahora en adelante s6lo consideramos procesos de difusién regulares.

Cada proceso de difusion satisface la siguiente condicion, que se le conoce
por la condicion de Dynkin.

Condicién 1 Para cada € > 0,

1
lim —P (|.X - X X; = = 2.1
P ([ Xtsn t|>elXe=2)=0, (2.1)

para toda x € I.
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Esta relacién afirma que los desplazamientos grandes de orden mayor a un
€ fijo son muy poco probables sobre intervalos de tiempo lo suficientemente
pequenos. Con esto podemos decir que las trayectorias del proceso son continuas.

Comunmente en la literatura los procesos de difusién que han aparecido como
modelos de fenémenos fisicos o bioldgicos son caracterizados por dos condiciones
béasicas ademds de (2.1), que ademds describen la media y la varianza de los
desplazamientos infinitesimales.

Sea ApX; = Xiyn — X¢. Con lo siguiente afirmamos la existencia de los
limites:

1
1}1&1 EE [ALX: | Xy =] = p(x,t) (2.2)
y
1
lim 2B (4002 X = 2] = 02 (2,0), (2.3)

cuando | < x < r.

Definicién 15 Las funciones u(x,t) y o (x,t) son llamadas los pardmetros
infinitesimales del proceso. En particular, p(xz,t) se le llama el pardmetro
de tendencia, media infinitesimal o desplazamiento infinitesimal es-
perado y a o2 (z,t) se le llama el pardmetro de difusién o varianza in-
finitesimal.

Generalmente . (z,t) y o2 (z,t) son funciones continuas de x y ¢, y un proceso
regular cumple que o2 (x,t) es positiva para toda | < z < ry t > 0. Otra forma
de definir a X = {X;,t > 0} como un proceso de difusién es si se cumple que
X es un proceso de Markov que satisface (2.1) y ademds que (2.2) y (2.3) sean
funciones continuas de x y t.

Los tiempos de alcance de puntos y conjuntos son utiles en el estudio de
procesos de difusién uni-dimensionales.

Definicién 16 Definimos los tiempos de alcance del proceso estocdstico
X ={X;,0 <t < oo} al nivel z o del estado z por

7 1 o st X¢ # z, para 0 <t < o0,
27| iInf{t>0;X;, =2z}, en otro caso.

Usamos la notacion
Ta,b =: min {Ta, Tb} =T, NTy,

para referirnos al tiempo de alcance en a o en b, al que se llegue primero, ya
sea Xy =a o Xy =b.

Para procesos que inician en Xg = x, © € (a,b), el tiempo de alcance es
sitmilar al tiempo de salida del intervalo (a,b), porque lo que se quiere alcanzar
es algin elemento de (a,b)®,

T (a,b) =: inf {t > 0; X; ¢ (a,b)},

con Xo =z en (a,b).
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Es conveniente tener condiciones suficientes bajo las cuales un proceso de
Markov es un proceso de difusion. Introduzcamos el concepto de un proceso
estocastico estandar.

Definicién 17 Un proceso estocdstico con la propiedad fuerte de Markov
X ={X;,t > 0} es llamado un proceso estdndar si las trayectorias del proceso
poseen las siguientes propiedades o condiciones de regularidad:

(1) X: es continua por la derecha, es decir, para toda s > 0,

lim X, = X,;

t—st
(ii) los limites izquierdos de Xy existen, es decir

lim X, existe para toda s > 0;
t—s—

Y

(iii) si ¢ty <ty < --- son tiempos de Markov convergiendo a t < oo, entonces
lim,, o X¢, = X}, cuando t < oco.

n

Un resultado relevante es que cada proceso fuerte de Markov X = {X;,¢ > 0}
continuo en probabilidad y bajo condiciones de regularidad, posee una versiéon

equivalente, X = {Xt7t > 0}, que es un proceso estandar. Es decir,

Definicion 18 Decimos que los procesos X; y X; son equivalentes si X; y X,
tienen las mismas distribuciones finito-dimensionales.

Supondremos de ahora en adelante que los procesos de Markov son procesos
estandares.

Para un proceso de difusién estacionario en R puede existir una densidad de
probabilidad estacionaria p(y) tal que

o0 (o]
p0) = [ plsstyp)is= [ pleppds, (24)
— 00 —o0
para toda 0 < s <ty y € R, aunque no siempre se conoce de forma explicita.
. - oo

Cabe mencionar que p(y) >0 paratodaye Ry [ py)dy = 1.

Una propiedad muy importante de los procesos de Markov, que se le llama
ergodicidad, relaciona los promedios de tiempo a largo plazo de sus realizaciones
con el promedio con respecto a la distribucion estacionaria.

Definicién 19 Un proceso de difusion estacionario X = {X;,t > 0} se dice
que es ergodico si el siguiente limite del promedio en el tiempo existe y es igual
al promedio con respecto a p, con probabilidad 1, es decir si

o0

lim % /0 Fxndt= | @) p@)de, (2.5)

—0Q0

para todas las funciones medibles acotadas f : ¥ — R.
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Las trayectorias de un proceso de difusién son casi seguramente funciones
continuas en el tiempo, aunque no son necesariamente diferenciables. Podemos
definir la continuidad de un proceso estocdstico X (¢) en t de diferentes formas de
modo correspondiente a las diferentes convergencias de sucesiones de variables
aleatorias. En particular, tenemos que para un instante de tiempo ¢ fijo:

I. Continuidad con probabilidad uno:

P ({w €0 1im[X(s,w) — X(t,w)| = o}) =1 (2.6)

II. Continuidad en media cuadrada: E [th] < ooy

lim E [|XS - Xﬂ ~0. (2.7)

s—t
II1. Continuidad en probabilidad: para toda € > 0
h'rr}fP {weQ:|X(s,w) — X(t,w)| >¢€}) =0. (2.8)

IV. Continuidad en distribucion: para todos los puntos de continuidad de F}

lim F, (2) = Fy(x). (2.9)

Estas formas de convergencia estan relacionadas unas con otras del
mismo modo que las convergencias de sucesiones de variables aleato-
rias. En particular: (I) implica (III), (II) implica (III) y (III) implica
(IV). Sin embargo (III) se puede escribir en términos de la métrica
lim, oo E[| X, — X|/ (14 |X,, — X|)] = 0 como

‘Xs *Xt| |:| —0.

—_—— 2.1
1+ |Xs - Xt ( 0)

limE [
s—t

Para un proceso de difusion, el concepto de continuidad apropiado es
la continuidad de trayectorias. Hay un criterio de Kolmogorov que trata de
la continuidad de trayectorias de un proceso estocastico en tiempo continuo
X = {X;,t € T} conocido como el teorema de continuidad de Kolmogorov que
establece que si E[|X; — X;|’] — 0 rdpidamente, donde v es una constante
positiva, entonces X tiene una versién equivalente continua.

Una condicién suficiente para que un proceso estdndar sea una difusién es
que cumplan la condicién de Dynkin dada en (2.1). El siguiente teorema afirma
la suficiencia de esta condicién.

Teorema 3 Sea {X;,t > 0} un proceso estdndar y supongamos que se cumple
la condicion de Dynkin (2.1). Entonces {Xi,t > 0} es un proceso de difusion.

Demostracién Ver teorema 1.1 en la pdgina 163 de Karlin y Taylor [7]. (|

Entonces podemos enfocarnos en comprobar si un proceso cumple la condi-
cién de Dynkin y es aqui donde el siguiente lema cubre esa funcion.
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Lema 2 Siun proceso estdndar satisface la siguiente condicion, a veces llamada
condicion de Dynkin, de momentos infinitesimales,

1
lim > B8, X" X, = 2] = 0, (2.11)

para alguna p > 2 uniformemente en x en cualquier subintervalo compacto de
(I,7) y t en cualquier intervalo acotado [0, N|, entonces la condicidn de Dynkin
(2.1) es satisfecha.

Demostracién Ver lema 1.1 en la pdgina 165 de Karlin y Taylor [7]. g

Otro criterio muy utilizado para verificar que un proceso estocastico uni-
dimensional {X;,t > 0} tiene una trayectoria continua, ain cuando no posea la
) )
propiedad de Markov, es la condicion de Kolmogorov:

Condicién 2 Sea {X;,t > 0} un proceso estocdstico que cumple
E[|X: - X" < Cler - 908|1+a ) (2.12)

para toda s,t > 0, donde a, v y C' son constantes positivas independientes de
s yt, ye es una funcion no decreciente continua. Entonces existe una version
equivalente X que posee trayectorias continuas.

El movimiento browniano estandar W = {W;,¢ > 0} satisface la condicién
2 y por lo tanto tenemos que

E [|Wt—Ws|4] =3t — s

para toda s,t > 0. Entonces el movimiento browniano tiene casi seguramente
trayectorias continuas.
Para procesos d-dimensionales la condicién de Kolmogorov tiene que ser
modificada a
E[IX; - X.["] < Clor — o7,

con a, vy C constantes positivas y el exponente de la derecha ahora excede d.

Transformaciones elementales de procesos

A partir de ciertas transformaciones aplicadas a algunos procesos dados
podemos determinar la forma y los pardmetros infinitesimales de esos proce-
SOS.

Una funcién continua estrictamente creciente g puede ser usada para trans-
formar un proceso estocdstico arbitrario {X;,t > 0} en otro proceso {Y;,¢ > 0}
definido por Y; = ¢ (X;). Si {X;,t > 0} es un proceso de Markov con trayec-
torias continuas, es decir una difusién, entonces también lo es {Y;,t > 0}, ya
que g se ha supuesto continua y monétona, por lo que {Y;,¢ > 0} es un proceso
de Markov con trayectorias continuas. Ademds, si {X;,t > 0} tiene pardmetros
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infinitesimales p(z) y 02 (x) dados por (2.2) y (2.3), y g tiene dos derivadas con-
tinuas uniformemente ¢’ y ¢”, entonces {Y;,t > 0} también tiene pardmetros
infinitesimales.

Con el siguiente teorema podemos determinar los parametros infinitesimales
de {YV; = g (Xy),t > 0}.

Teorema 4 Sea {X;,t > 0} una difusion regular con el intervalo I como su es-
pacio de estados teniendo como puntos finales | y r. Supongamos que { X, t > 0}
tiene pardmetros infinitesimales pu(z) y o(x). Sea g una funcion estrictamente
mondtona en I con sequnda derivada continua g"(x), paral < x < r. Entonces
{Y; = g(Xy),t >0} define un proceso de difusion en el intervalo con puntos
finales g(1) y g(r), y {Yi,t > 0} tiene pardmetros infinitesimales

py (y) = 30°(x)g" (x) + p(z)g' ()
oy (y) = ;2(3:) [ ()] (2.13)

donde y = g(x).

Demostracion Ver teorema 2.1 en la pagina 173 de Karlin y Taylor [7]. d

2.2. Ejemplos de procesos de difusion

A. Movimiento browniano

Un movimiento browniano es un proceso de difusién regular en el intervalo
(=00, +00) con p(x) = 0y o?(x) = o2, para toda z. Podemos calcular
estos parametros infinitesimales tomando en cuenta que AL, X = X5, — X
se distribuye normal con media cero y varianza o?h, es decir,

E[AX |Xo=2]=0

E [(AhX)Q 1Xo = x} — o2h.

Para este caso, se comprueba solamente la ecuacién (2.11) cuando p = 4,
es decir la condicién de Dynkin. Entonces tenemos

E[(AX)4|X :x}: ! /oo e d LY 1y
h 0 J2rho 7ooy p 202k Y,

2
y:
sea —o = 2§, entonces

4o*h? [

E [(AhX)4 X, = a:] ===

¢32e78d¢ = 3h%0*

y (2.11) se cumple.

Ahora si sumamos la tendencia pt a un movimiento browniano {Xy,¢ > 0}
obtenemos un movimiento browniano con tendencia {X; + pt,t > 0}. En
este caso el pardmetro de tendencia es p, mientras que el parametro vari-

anza es 0'2.
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B. Movimiento browniano absorbido y el reflejado

El movimiento browniano absorbido y el reflejado son procesos de difusion
regulares definidos en el espacio de estados I = [0, 00). Estos dos procesos
inician desde un punto Xy = z en el interior del intervalo, es decir, x > 0y
tanto el proceso absorbido como el reflejado actiian como un movimiento
browniano hasta el nivel cero, es decir, hasta que el estado cero es al-
canzado por primera vez. Por lo tanto, los pardmetros infinitesimales son
pu(xr) =0y o?(x) =02 para 0 < z < co.

Entonces tenemos dos procesos de difusién con el mismo espacio de es-
tados y los mismos parametros infinitesimales, esto significa que estos
pardmetros, u(z) y 0?(x), no definen tinicamente un proceso de difusién.
Los parame- tros infinitesimales dirigen la evolucion del proceso sélo mien-
tras el proceso este en el interior del espacio de estados I. Para definir
completamente un proceso de difusion, tenemos que anexar condiciones
de frontera para especificar el comportamiento en cualquiera de los pun-
tos finales de I de modo que el proceso pueda alcanzar estos puntos finales.
Y es asi como podemos diferenciar estos dos procesos.

C. Proceso Ornstein-Uhlenbeck

Este proceso de difusion tiene los nimeros reales, I = (—o00,00), como
su espacio de estados y u(t) = —at, 0?(t) = 02, como sus pardme-
tros infinitesimales, donde o y ¢ son constantes positivas arbitrarias. El
parametro de tendencia infinitesimal refleja una fuerza que regresa hacia

el origen y de una magnitud proporcional a la distancia.

Si el movimiento browniano representa la posicién de una particula, la
derivada del movimiento browniano representa la velocidad de la particula.
Pero esta derivada no existe en cualquier punto del tiempo. El proceso
Ornstein-Uhlenbeck es un modelo alternativo que supera este defecto al
modelar directamente la velocidad de la particula como una funcién del
tiempo. Dos factores son considerados que afectan esta velocidad durante
una duracién pequena de tiempo. Primero, la resistencia por la friccién
de medio circunvecino es tomado en cuenta para reducir la magnitud de
la velocidad por una cantidad proporcional. Segundo, hay un cambio en
la velocidad causado por las coalisiones aleatorias con las particulas
vecinas. Estos dos factores nos llevan a las especificaciones p(t) = —at
y 02(t) = 02, respectivamente.

D. Movimiento browniano geométrico

Aplicaremos una transformaciéon como la planteada en el teorema 4 para
definir el movimiento browniano geométrico.

Sea {X;,t > 0} el proceso proveniente de un movimiento browniano con
pardmetros de tendencia p y de difusién 0. El proceso {Y;,t > 0} definido
por Y; = exp {X,} se llama movimiento browniano geométrico. El espacio
de estados es el intervalo (0,00). Si tg < t; < -+ < t,, son puntos en el
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tiempo, los radios sucesivos

Yy, Yi,
A )
Yt(] Ytn—l

son variables aleatorias independientes para el movimiento browniano geo-
métrico, de manera que los cambios porcentuales sobre intervalos de tiem-
po ajenos son independientes. Con y = g(z) = e tenemos que ¢'(z) =
g"(x) =y, por lo tanto los pardmetros infinitesimales para el movimiento
browniano geométrico ¥ son

u(z) = (u + ;UQ) vy o%(z) = o>

El movimiento browniano geométrico es usado a menudo para modelar
precios de activos, como lo son las acciones, que son comerciadas en un
mercado perfecto. Los precios no son negativos y exhiben un crecimiento
exponencial a lo largo de su trayecto, dos propiedades muy marcadas para
el movimiento browniano geométrico.

E. El proceso de Bessel

El proceso de Bessel es definido como la distancia Euclideana desde el ori-
gen de un movimiento browniano n-dimensional hasta el tiempo ¢ y es un
proceso de Markov. Usemos el teorema 4 para determinar los pardmetros
infinitesimales apropiados. Primero establezcamos a

Z(t) = X1(t)> + -+ Xn(t)?,

donde {X;(t),t > 0} son procesos de movimientos brownianos estdndares
independientes. Condicionemos que X;(t) = z;, i = 1,...,n, y denotemos
por

Xi(t-i-At):.’L‘i—‘rAhXi y Z(t+At):Z+AZ,

donde z = 2% +- - - +2z2. Entonces desarrollando AZ de la tltima igualdad

AZ = (X1(t+ A1) — a2 + -+ (Xn(t + A1) — 22

n

= 2@ ARX A X) + [(AnX0) e+ (A X))

como ApXy,...,Ar,X, son independientes y tienen distribucién normal
con media cero y varianza At, se sigue que

E[AZ|Z(t) = z] = nAt

E [(AZ)2 Z(t) = z] —4 (2?4 +22) At + o(At)

= 4zAt + o(At),
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donde o(At) representa las esperanzas de términos de la forma (A, X;)*
y de ordenes mayores. Similarmente encontramos que

E|[(a2)"12(t) = z} —0 ((At)2>

y asf la condicién (2.11) se cumple cuando p = 4. Concluimos por lo tanto
que Z(t) es un proceso de difusién con los pardmetros infinitesimales

wr)y=n y o*(z) =4z

El proceso de Bessel {Y;,t > 0} se define por Y; = g [Z(t)] para g(z) = /.
Siy = g(z), entonces

wz)=n,  o*(z) =4y’

1 1 1 1

’ - - = 7 -
Aplicando el teorema 4 para obtener los parametros infinitesimales del
proceso de Bessel Y, asi
n—1 9
= =1.
1(y) 5y Y )

Para n = 1, el proceso de Bessel se puede identificar con el movimiento
browniano reflejado que tiene a u(y) =0y o?(y) = 1.

2.3. Propiedades generales

Supongamos que {X;, ¢ > 0} sea un proceso de difusién homogéneo en el
tiempo que satisface las siguientes condiciones:

1. el espacio de estados es un intervalo I de la forma [, 7], (I,7], [I,7) o (I,7),
donde —oc0o <l < r < o0,

2. el proceso es regular en el interior de I, es decir,
P(T. <o0|Xg=2)>0,

l < x,z <r,donde T, es el primer tiempo, si lo hay, que el proceso alcanza
el valor z,

3. el proceso tiene pardmetros infinitesimales u(z) y o%(z), para |l < z < r,
donde AR X =X, — Xo y

, 1
w(x) = 1}%% EE [ARX | Xo = z]

1
o?(x) = 1}5101 EE (ALX) | Xo =2z,
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4. los pardmetros infinitesimales p(x) y o(x) son funciones continuas de ,
y o2 >0, paral <z <r.

Sean a y b fijos tales que [ < a < b < r, sean T, el primer tiempo de alcance de
z 'y T, el primer tiempo en que el proceso alcanza a a o a b.
Por ahora concentrémonos en tres problemas:

Problema A. Encontrar
u(z) =P (Ty < T, |Xo=1x),
a < x < b, la probabilidad de que el proceso alcance b antes que a a.

Problema B. Encontrar
v(z) =E [Ty | Xo = ]

a < x < b, el tiempo esperado para alcanzar a a o alcanzar a b.

Problema C. Para una funcién acotada y continua g, encontrar

Ta,b
w(z) =E / g(Xs)ds|Xg=x|,
0

a<x<b.

Como lab trayectorias del proceso de difusién son continuas, la integral
fo “* g (Xs)ds estd bien definida. Si g(z) representa un valor de costo
cuando el procebo este en el estado z, entonces A es el costo total hasta el
tiempo en que a o b sean alcanzados por primera vez. Si g(z) = 1 para toda z,
entonces A =T, 3, que es el tiempo para alcanzar a a o alcanzar a b, de manera
que el Problema B es un caso especial del Problema C.

Bajo las condiciones (1)-(4), mencionadas al inicio de esta seccién, mostramos
que v(z) y w(z) son finitas, que u(z), v(x) y w(x) poseen dos derivadas aco-
tadas para a < x < b, y que estas funciones satisfacen las siguientes ecuaciones
diferenciales:

» Ecuacién A
du 1 2 d*u

O=p ()%Jrf ()@, a<z<b wula)=0, ud) =1 (2.14)

» Ecuacién B
dv 1 , . d*

1=y ()%Jr, ()@; a<xz<b, wv(a)=vb) =0 (2.15)

» Ecuacién C
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Las soluciones explicitas de estas ecuaciones diferenciales estan en (2.25) -
(2.27).

Consideremos el Problema A. Las condiciones de frontera son u(a) = 0y
u(b) = 1, ya que u(x) es la probabilidad de que el proceso alcance b antes que
a con valor inicial en x. Ahora consideremos a < x < b y elijamos un tiempo
h de duracién lo suficientemente pequeno, de manera que la probabilidad de
alcanzar a o b antes del tiempo h es insignificante. Condicionemos la posicién
de X}, entonces al tiempo h la probabilidad de alcanzar b antes que a es u(X}).
Al usar la ley de probabilidad total tenemos

u(z) = Eu(Xn)[Xo = x] + o(h),

donde el término de error o(h) es de orden més pequeno que h. Ahora escribimos
ApX = Xj, — x y usemos la expansiéon de Taylor

u(Xp) =u(z+ ApX)

d’ (u(z))

= u(z) + (AL X)W (z) + (AX2 " +Z (ALX) g

donde el cuarto y demds términos son de orden mas pequeno que (ApX )2 y
pueden ser omitidos. Como

E[AwX | Xo = 2] = p(a)h + o(h)

E[(0,X)%] X = x] = 02(z)h + o(h)
tenemos
u(®) = B [u(X3) [ Xo = 2] + o(h)
=E[u(z+ ApX)|Xo =2x]+ o(h)

— u(z) + B[ALX | Xo = 2]/ (z) + %E [(AnX)? X0 = ] " (2) + o(h)

= u(z) + p(z)u'(x)h + %Uz(az)u”(az)h + o(h).

Sustraemos u(z) de ambos lados, dividimos por h y hacemos decrecer h hasta
cero para concluir que

1
0= p(x)u'(x) + 502(x)u”(x),
a < x < b, que es la ecuaciéon diferencial para el Problema A.
La derivacién de (2.16) es similar a la derivacién de (2.14). Las condiciones
de frontera son w(a) = w(b) = 0. Elegimos un tiempo h de duracién corta como
antes. Condicionamos la posicién de Xy, entonces en el tiempo h la esperanza de

la integral total es la esperanza de la funcién g hasta el tiempo h, foh g(Xs)ds,
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mas la esperanza de la funcién g en el tiempo restante, th“’b g (Xs) ds. Condi-

cionando en X} = z, la media condicional de th “*g(X,)ds es

Ta,b Ta,b
Bl [ oxdsx =z =8| [ g(x)ds X0 =2
h 0

la dltima igualdad es debido a la propiedad de Markov y la estacionariedad del
proceso, y si tomamos la definicién de w, obtenemos la siguiente igualdad

E

Ta,b
/h g(XS)ds|Xh:z] =w(z). (2.17)

, . . h
Por su parte, enfoquémonos en la primera integral, fo 9 (Xs)ds. Como las
trayectorias del proceso y la funcién g son continuas, tenemos la aproximacién

E

h
/0 g(Xs)ds|Xo = x] = g(x)h + o(h). (2.18)

Ahora, tomemos en cuenta la definicién de w y las integrales en (2.17) y (2.18).
Para a < x < b tenemos
w(z)=E

/0 g(Xs)ds|Xo=2| +Ew(Xp)|Xo =2], (2.19)

y como ya habiamos definido antes A, X = X, — x, entonces

Ew(Xp)|Xo=z] =E[w(z+ ArX) | Xo = 2]

= w(z) + plx)w' (x)h + %UQ(sc)w”(m)h + o(h),

de manera que (2.19) se vuelve
w(z) = g(e)h+wla) + payu () + Lo @ (2)h + ofh).

Asi también hemos obtenido la ecuacién diferencial del Problema B, pues como
ya habfamos mencionado la ecuacién B es un caso particular de la ecuacién C.
Sustraemos w(x) de ambos lados, dividimos por h y hacemos tender h a cero
obteniendo la ecuacién diferencial para el Problema C.

Volvamos a las soluciones de los tres problemas. Pero antes definimos tres
funciones que se usan a lo largo de este trabajo.

Definicién 20 Recordemos que o*(z) > 0 para | < x < r. Definimos a la
densidad de escala por

s(z) = exp {— /x 3’; 8 dg} , (2.20)
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paral < x <r. A la funcion de escala del proceso la definimos por

_ /x exp {—/n i’;égdé‘} dn, (2.21)

paral < x < 7. Y la densidad de velocidad la definimos por
(2.22)

paral < x <.

Usamos integrales indefinidas aqui por razones que madas adelante se
aclararan.

Cada una de las ecuaciones (2.14)-(2.16) incluye el operador diferencial L
definido por

LI(2) = p(a) (&) + 502 (@)f" (@),

donde f es una funcién dos veces diferenciable continuamente en (a,b). Una
aproximacioén a la solucién de las ecuaciones (2.14)-(2.16) es expresar este ope-
rador como diferenciaciones sucesivas con respecto a la medida de escala y de
velocidad. Con este fin, primero verificamos que s'(z)/s(z) = —2u(z)/c*(z).
Entonces introducimos 1/s(x) como un factor de integracién, por lo que reagru-
pamos variables y obtenemos

0= () is [ o | .

Para obtener una expresién mds breve y significante para L, escribimos
s(x) = dS(x)/dx en la forma diferencial dS = s(x)dx y similarmente escribimos
la densidad de velocidad como una diferencial de una medida de velocidad M
en la forma dM = m(z)dz. En términos de estas diferenciales, el operador L en
(2.23) es

Lf(z) = 19 {df(x)} (2.24)

" 2dM | dS

A la expresion anterior se le llama la representacion candnica del operador dife-
rencial infinitesimal asociado con el proceso de difusion.
En términos de esta representacion candnica, la ecuacién diferencial para el

Problema A es
1 d [du(m)} 0

2dM | dS

para a < x < b, u(a) = 0 y u(b) = 1. La solucién se sigue directamente de dos
integraciones sucesivas.
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Denotemos las constantes de integracién por « y [, integremos una vez
para obtener du(x)/dS(x) = 8, y de nuevo para obtener u(z) = a + 3S(z),
a <z <b. Con la condicién de frontera u(a) =0, podemos determinar que
a=—035(a), y con u(b) =1 que 8 =1/[S(b) — S(a)]. Haciendo un resumen de
este andlisis tenemos:

Solucion A.

u(z) = M’ para a < z <b. (2.25)

Note que u(x) no se altera si S(x) es reemplazado por S*(z) = o + 8S(x)
para cualesquiera a y 8 # 0. Asf que, si S(z) es una funcién de escala, también
lo es S*(x). Entonces se sigue que podemos especificar la funcién de escala S(x)
si usamos integrales indefinidas pues el resultado u(z) no depende de los limites
inferiores de integracién.

Observacion 3 La funcion de escala puede ser usada para reescalar el espacio
de estados (I,r) en términos de las probabilidades de alcance de varios niveles,
y este uso motiva su nombre. Fijemos un punto xg como el origen y deter-
minemos la funcion de escala al realizar una traslacion, si es necesario, lo que
causa que S(xo) = 0. Entonces formamos el proceso Y (t) = S (Xy) en el in-
tervalo (S(1),S(r)). Como S es estrictamente mondtona y dos veces continua-
mente diferenciable, recurrimos al teorema 4 que establece que los pardmetros
infinitesimales del proceso {Y;,t > 0} son

() = 50*(0)S" () + ()8 () = 0

0¥ (y) = 0*(x) [S'(0))" = 0*(x)5%(a),
donde y = S(x). La medida de escala para el proceso {Y;,t > 0} es por lo tanto
Sy (y) = y, o lo que es equivalente, Sy (y) = y = a + By, con o, 8 # 0,
constantes. Un proceso {Yz, t > 0} cuya funcion de escala es lineal se dice que
esta en escala natural o candnica ya que las probabilidades de alcance

b—a’

P (T.(Y) < T,(Y) Y (0) = y) = para a <y <b,

son proporcionales a las distancias actuales.

Continuemos con el Problema C pues el Problema B es un caso especial del
Problema C. En la representacién candnica, la ecuacién diferencial es escrita
como

1 d [dw(z)

e = (@),

2dM | dS(z)

para a < z < b, sujeto a las condiciones de frontera w(a) = w(b) = 0. En la
primera integracién, obtenemos

dw(n)

W 2 [ ggane) + 9
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7
— -2 [ g@mieyic + 5.
y después de la segunda integraciéon tenemos
T
wiw) =2 [ | [ stemias| asen + 515 - s(@) +

Como w(a) = 0, entonces a = 0 y w(b) = 0 requiere que

b n
m/ [/ g(ﬁ)m(ﬁ)df} ds(n).
Al usar u(z) = [S(x) — S(a)] / [S(b) — 5(a)], obtenemos

wiz) =2 {u<x> / b [ / Z(f)m(&)df} ast - [ [ / "g(@m(g)df} dS(n)} .

Cambiemos el orden de integracién y hagamos manipulaciones algebraicas y se
reduce a lo siguiente:

0=

Solucion C.

b
wx) =2 {a(aa) / 1S(b) — S(E)] m(€)g(€)de

- u() [ " [5(6) - S(a) m(f)g(@ds} (2.26)

Como mencionamos antes, el caso especial g(£) = 1 da la solucién al Problema
B.

Solucion B.

b
o) =2 {u(m) / (S(b) — S(E)] m(€)de

-] [ 156 - S(@) m(é)dé} (2.27)

Veamos lo que obtenemos si consideramos por un momento un proceso en
escala natural en donde S(z) = z y s(z) = S’'(z) = 1. Calculemos el tiempo
esperado para salir del intervalo (x—e¢, z+€) iniciando en . Insertemos a = z—e¢,
b=x+¢ u(z) =3y S(x) =z en (2.27), asf obtenemos

xr+e xT
v@) =E[Taras o=l = [ @re-gm@der [ (€- o+ omie)de,

€
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de donde

1
Im <E[T, ¢ s1c| X0 =
i S B [T cote [ Xo = 2]

x

xr+e
:h’ml/x (w-l—e—f)m(f)df—i—leffgelz/ (€ — 2+ e)m(§)dE.

€l0 €2 r—e

Entonces la densidad de velocidad m(x) se puede construir como la velocidad
en la que el proceso tarda en encontrarse en el estado x.

Observacién 4 v(x) es 4til para calcular la cantidad de tiempo esperado que el
proceso pasa en un intervalo [, + A) antes de alcanzar a Ty, ;. Si hacemos que
A sea lo mas pequeno posible hasta que sea d§ obtenemos el tiempo esperado local
en &£. Para hacer estas ideas mds precisas, escribimos la solucion del Problema

C

Ta,,b
w(z) =E / g9(Xs)ds|Xo = x] : (2.28)
0
para a < x < b, en la forma
b
w@) = [ 6 @) g6y (2.20)
donde
S(z)—S(a)][S(b)—S(¢
G _ [ e g a e €<, 530
(.8 =1 HIs0)-SISE-swl ~ cf<s<b (2.30)
Sh-s@  PEsE ¢SEsTsh

A la funcion G (z,&) se le llama la funcion de Green del proceso en el inter-
valo [a,b]. Al determinar el tiempo esperado que el proceso pasa en el intervalo
[€,€ + A) antes de alcanzar a T, es equivalente a evaluar

Ta,b
w(z) =E / g(Xs)ds|Xo=xz|,
0
para
1L, < <E+A,
9(w) = { 0, en otro caso. (2:31)

Sigamos el formato de (2.29), es decir

g+A
w(z) = /5 G (x,n)dn. (2.32)

Mientras la funcion g(x), como se define en (2.81), no satisfaga la suposicidn
de continuidad del Problema C, (2.32) se puede establecer definiendo funciones
continuas aprorimadas convenientes.

Al hacer que A sea lo mds pequenio posible como d§, vemos de (2.32) que
G (z,€) d§ mide el tiempo esperado que el proceso pasa en el intervalo infinite-
simal [€,& + d€) antes de alcanzar a Ty, dado que Xo =z, x € [§,§ + dE).
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Algunos casos concretos
Tomando en cuenta las soluciones (2.25)-(2.27) expondremos dos ejemplos:

A. Movimiento browniano estandar

Sea {X;,t > 0} un movimiento browniano estdndar con pardmetros in-
finitesimales u(z) = 0, o%(z) = 1. Entonces tomemos

s(z) = exp{—2 /w C’rg((%dg} —1

y para la medida de escala S(z) = x, de manera que u(x), la probabilidad
de alcanzar a b antes que a a con estado inicial x, es

r—a
= 2.33
ule) = 222 (23
para a < x < b. La densidad de velocidad es
1
me) = ——— =1,
&= et
y la funcién de Green, definida en (2.30) para el intervalo [a, b] es
2E=l=8) ;< p < <h
G (z,€) = g o =T =6=0 2.34
(2.) {2(5_?(3_1),“5@@_ (234)
Entonces un cédlculo directo de (2.27) da
v(z) =E[Tep | Xo =] = (z - a)(b— ), (2.35)

para a < x <b.

B. Movimiento browniano con tendencia

Si{X¢,t > 0} es un movimiento browniano con tendencia no cero u(x) = p
y varianza o2, entonces

s(z) = exp {—2px/0”},
S(z) = Aexp {—2uz/0*} + B,
donde A y B son constantes y

exp {—2px/o?} — exp {—2pa/o?}
o5 (—2ub[o%) — o {~2pafo%}

u(zx) =

1 2
m(§) = 2@ = ﬁexp{—Q,um/a b
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2.4. Conclusiones

El objetivo de este capitulo es la definicién de los procesos de difusion,
al igual que enunciar algunas de sus propiedades con respecto a sus parame-
tros infinitesimales. Sin embargo, las definiciones obtenidas a través de estos
parametros infinitesimales, como lo son la densidad de escala y la densidad de
velocidad, son el mévil principal de este capitulo, porque estas definiciones y
algunas propiedades desarrolladas de ellas en este capitulo son importantes en
la demostracion del teorema 5 del siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Procesos de difusion con
densidad marginal y funcion
de autocorrelacion dadas

Los modelos que se basan en procesos estacionarios tipo difusién son mode-
los que se pueden ajustar por medio de la distribucién marginal y la estructura
de correlacion encontradas en muchas series de tiempo, por ejemplo en finanzas
y en turbulencias. En este trabajo estudiamos los modelos de difusién con ten-
dencia lineal, con una distribucién marginal conocida y preestablecida, y con
coeficientes de difusiéon que podemos encontrar explicitamente.

El trabajo en este capitulo esta basado en el articulo de Bibby, Skovgaard
y Sorensen [1]. Bésicamente es un desglose de los célculos ”tras bambalinas”de
algunos resultados del mencionado articulo.

3.1. Introduccion

Consideremos el problema de elegir un modelo en tiempo continuo basado
en observaciones en tiempo discreto Xy, ,..., X, . En la eleccién de un modelo
para estas observaciones es conveniente la comprensién de los procesos que son
gobernados por el sistema del cual los datos fueron obtenidos. Una forma de
hacer la descripcién de un sistema es por medio de un nimero de ecuaciones
diferenciales ordinarias, es decir,

dX;

— =b(X t>
dt ( t)? _07

en el caso de una sola ecuacion diferencial ordinaria. Con este modelo se puede
hacer una extensién al sumar un término de ruido blanco

dXt = b(Xt)dt + vV ’U(Xt)th, t Z O,

35
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donde W es un movimiento browniano estdndar. Esto introduce incertidumbre
al tratar de describir con este modelo al sistema de los datos, lo cual también es
resultado de la dependencia entre las observaciones. Asi que, al tener una funcién
de tendencia dada por b, mostramos cémo cualquier densidad de probabilidad
que satisfaga débilmente las condiciones de regularidad, puede ser tratada como
una densidad marginal cuando elegimos convenientemente al coeficiente de di-
fusién v. Este resultado es ttil cuando es posible elegir un coeficiente de difusion
que se base en los datos.

En muchos casos los métodos en el manejo de los procesos no son entendidos
lo suficiente o son muy complicados para describirlos por medio de una funcién
simple de tendencia b, por lo que se tiene que tomar una aproximacién obtenida
con mas datos, si es que es posible. El principal objetivo de este trabajo es
proponer un método para elegir un modelo que se base en los datos. Es decir,
mostramos cémo construir un modelo para X = {X;,¢t > 0} con una densidad
marginal dada por f, es decir que X; ~ f, también donde f es infinitamente
divisible y satisface algunas condiciones de regularidad, y con una funcién de
autocorrelacién dada por p, p(t) = Corr(X:, Xeq¢), s,t > 0, y donde p(t)
pertenece a una clase de funciones de autocorrelaciéon. El modelo usualmente no
es markoviano. Las expresiones para f y p son elegidas de manera que ellas se
ajustan a un histograma de los datos y a la funcién de autocorrelacién empirica,
respectivamente.

Por lo tanto, los modelos introducidos en este trabajo se pueden usar para
construir modelos estocasticos con volatilidad.

3.2. Construcciéon de procesos de difusion

En esta seccion describimos la construccién de procesos de difusién con una
funcién de autocorrelacién exponencial y una distribucion marginal especifica.
La difusién se construye de tal manera que la distribucién marginal esta concen-
trada en el conjunto (I,u), —oo <1 < u < 00, y tiene una funcién de densidad
preestablecida f con respecto a la medida de Lebesgue en el espacio de estados
(I,u). En el resto de esta seccién una densidad de probabilidad f satisface la
siguiente condicién.

Condicién 3 La densidad de probabilidad f es continua, acotada, estricta-
mente positiva en (I,u), cero fuera de (I,u) y tiene varianza finita.

Consideremos la ecuacién diferencial estocédstica

dX; = —0(X; — p) dt + V/o(X)dW,, >0, (3.1)

donde 6 > 0, p € (I,u) y v es una funcién no negativa definida en el conjunto
(1, u).

Lo que queremos hacer es elegir una v de manera que X sea ergddico con
densidad invariante igual a la funcién de densidad dada f. Entonces supongamos
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que esto se ha conseguido y que

/l" v(x) f(z)dr < . (3.2)

Entonces la solucién X es un proceso de reversion a la media, y si este proce-
so es estacionario la funcién de autocorrelacién es e~%. El teorema 5, que se
demuestra mas adelante, dice que si

_ 20 [T -y fW)dy _ 20pF(x) — 20 [["yf(y)dy
f() f(z) ’

donde F' es la funcién de distribucién asociada con la funciéon de densidad f,
entonces X es ergddico con funcién de densidad invariante f, y (3.2) se satiface.

v(z) l<z<u, (3.3)

Lema 3 Supongamos que la esperanza de [ es menor o igual a p, y que v
estd dada por (3.3). Entonces la funcidn

g9(x) = f(z)v(z) (3-4)

es estrictamente positiva para toda | < x < u, y lim,_; g(x) = 0. Si f tiene
esperanza igual a p, entonces lim,_,, g(x) = 0.

Demostracién De (3.3) y (3.4) tenemos que

o(x) = 26 /l "1 — ) f(y)dy

y podemos ver que ¢ es estrictamente creciente en (I,u) y es decreciente en
(1, u). Entonces por la definicién de g tenemos que lim,_,; g(z) = 0, cuando
la esperanza de f es menor a pu, es decir py < p, entonces lim,_., g(x) > 0
y si gy = p tenemos que lim, ., g(z) = 0. Por lo tanto g(x) > 0 para toda
<z <u.

O

Teorema 5 Supongamos que la densidad de probabilidad f tiene esperanza p y
satisface la condicion 3. Entonces se cumple lo siguiente.

(1) La ecuacion diferencial estocdstica dada por (3.1) y (3.3) tiene una tunica
solucidon débil markoviana. El coeficiente de difusion es estrictamente posi-
tivo para todo | < x < u.

(i) EIl proceso de difusion X que es solucion de (3.1) y (3.3) es ergddico con
densidad invariante f.

(iii) La ecuacion (3.2) es satisfecha. Ademds, si Xo ~ f, entonces X es esta-
cionario, B (X.y¢ | Xs = 2) = e, y la funcion de autocorrelacion para
X esta dada por

Corr (X 44, X,) = e % (3.5)
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(iv) Si—oo <l du < oo, entonces la difusion dada por (3.1) y (3.3) es la inica
difusion ergddica con tendencia —6(x — p) y con densidad invariante f.
Si el espacio de estados es R entonces la difusion dada por (3.1) y (3.3)
es la unica difusion con tendencia —0(x — p) y con densidad invariante f
que satisfaga (3.2).

Demostracién (i) Tenemos que f tiene esperanza p y al usar el lema 3
tenemos que g(x) > 0, x € (I,u). Como f es continua y estrictamente positiva
en (I,u), entonces v(z) > 0, x € (I,u). Por lo tanto \/v(z) > 0, x € (I, u).

Para z € (I,u), la densidad de escala es

s(z) = exp {29 /I yv(_y;‘}

para algun punto interior z* € (I,u). Sea h'(z) = 20(x — p) f(z)/g(x), si inte-
gramos 1'(x) tenemos que h(z) = 20 7" [(y — 1) (y)/9(y)] dy.
Por otro lado, como g(z) = 20 flw(u —y)f(y)dy, entonces

g9(x) g(z)

Ademés sabemos que [, [¢'(y)/g9(y)]dy = Ing(y)|/, si g(y) > 0, y € (l,u).
Entonces h(x) = —Ing(x), € (I,u). Si integramos sobre (z,z*), x € (I,u),
tenemos por un lado que

hw)[* :29/9” (y—u)f(y)dy:%/(y—u)dy

NN

v - 9y) v(y)
y por otro,
g(z”)
—Ing(y)[i. = —Ing(z) + Ing(z*) =In
) (@) +Ingle?) =S
Entonces 26 [ (i’}@’)‘)dy =In(g(z*)/g(x)), si usamos la funcién exponencial en

ambos lados tenemos que

exp {29 [ 1= /o) dy} -4 (3.6)

*

Entonces la funcién de escala esta dada por,

st = [ sty =) [ —say

; < 9(y)

La funcién S es estrictamente creciente, dos veces diferenciable continuamente
y mapea (I,u) a R.

Si u < oo, se sigue de la condicion 3 que existe k£ > 0 tal que
g(z) =20 [*(y — n) f(y)dy < k(u — z). Entonces

S 2 gty [y = ater) g (S0,

o U—Y T—u
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Si z tiende a u entonces In [(z* — u) / (x — u)] tiende a co. Por lo tanto S(z)
tiende a co cuando z tiende a wu.

Sil < oo, tomamos a g(z) = 20 flz(u —y)f(y)dy y como f esta acotada,
entonces g(x) > k(x —1). As{

1 x—1

Si z tiende a ! entonces In [(x — ) / (z* — 1)] tiende a —oco. Por lo que S(z) tiende
a —oo si x tiende a .
Ahora, la ecuacién diferencial estocéstica

dY, =5 (571 (Y1) Vo (S~1(Y2))dW, (3.7)

satisface las condiciones del teorema 2.2 en Engelbert y Schmidt [3] porque la
funcién s (S7!(z)) /v (S~1(z)) es continua en K.

Por lo tanto tiene una tinica solucién débil markoviana con espacio de estados
R. Por la férmula de It6, el proceso S (Y3) es solucién de (3.1). Sabemos que X
es una solucién de (3.1) y como S(z) es dos veces diferenciable continuamente
podemos usar la férmula de It6 de 1-dimensién. Entonces S(X;) es solucién de
(3.7), por la férmula de It6. Por lo tanto, hemos demostrado (i).

(ii) Se define a la densidad de velocidad por

I S 1 C))
o?(x)s(x)  g(a*)’

esta 1ltima igualdad se obtiene de las expresiones o?(x) = v(z) = g(z)/f(z)
y s(z) = g(z*)/g(z). Entonces la densidad es proporcional a la densidad de la
medida de velocidad. Mientras que por el teorema 18 en Skorokhod [16] podemos
concluir que la densidad es unica, finita e invariante. Hemos demostrado (ii).

(ili) Tenemos que
/:O g(x)dz = /:o () f(z)de
=2 [ N / (v - ) f () dyda

=20 [ "= i) [ dody
=20 [ (- sy
< o0

pues f tiene varianza finita. Ahora calculemos la siguiente esperanza condicional
E[X(t)|X(0) = z]. Recordemos que:

dXt = —Q(Xt — /,L)dt + ’U(Xt)th, (38)
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y tomemos en cuenta la siguiente funcién h(t, z) = e’ x. Entonces multiplique-
mos por €' a X; que se define en (3.8) y tenemos a Y; = ¢’ X;. Usemos la
férmula de It6-Doeblin para resolver la ecuacién (3.8) y obtenemos que

t
Y, — Y, :/ {ht (5, X.) + 6 (1 — Xo) ha (5, Xs) + %ozhm (s, X.)| ds
0

+/t Vo (Xo)hy (s, X,) dW,
0

donde h; y h, son las primeras derivadas de h(t,x) con respecto a t y a z,
respectivamente, y h,, es la segunda derivada con respecto a x. Al desarrollar
obtenemos que

t 1 t
1/t - YO = / |:0698Xs + 0 (/J’ - XS) 898 + §U(Xs) * O:| ds + / m@edes
0 0

¢ ¢
= / [QeGSXS + Ope?s — GeesXs] ds +/ Vo(X,)e?*dw,
0 0

t t
z/ Gueosds—F/ Vo(X,)el*dw,.
0 0

Por lo tanto, al sustituir Y; obtenemos,

t t
X, = Xo + Gu/ e ds + / e \Ju(X,)dWs.
0 0

Calculemos la esperanza de la ecuacién anterior y como la esperanza de la
integral de Ito es cero, debido a que la esperanza de las diferencias dW; es cero,
entonces

E [e“Xt} =E[Xo] + %"(e"t -1),

multipliquemos por e,

E[X:] = e "E[Xo] + pu(1 —e7%).
Como X = x, entonces tenemos que
E[X;|Xo=2]=2e " 4 p(1 —e%).
Por la estacionariedad de X podemos afirmar que:
E[X. | X, =2] =2z % + p(1 — e ). (3.9)

Ahora calculemos la funciéon de autocorrelacion para X. Sabemos por definiciéon
que
E [Xs+tXS] —-E [Xs+t] E [XS]

v/ Var(X,1+)\/Var(X)

Corr (Xgy4, Xs) =
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Enfoquémonos en el célculo de E [X;;:X;], vy usemos la propiedad de la espe-
ranza que dice que la esperanza de X y E[E[X |Y']] son las mismas, entonces

E [X,1:X] = E[B[X, X, | X, = 2]
=E[X,E[X,,|X, = ]].
Usemos la ecuacién (3.9)
E [Xot:Xs] = E [ X (Xse ™ + (1 — )]
=E[X2] e +EIX)pu(1-e")
=E[X] e+ (B[X,)? (1-e)
= (B[x2] - (B[X.])?) e + (BIX,).

Tomando en cuenta este resultado y que el proceso es estacionario obtenemos
la funcién de autocorrelacién

(B [X2) - (B[X.)?) e + (BIX.])* — E[Xo 1] E[X,]

Corr (Xs+t7Xs) = 5

g

(B [x3] - (BIX.)?)

—6t
B} e

o
_ Var (Xs) _a
= 72@
o
= 0,

Hemos demostrado (iii).
(iv) Por el inciso (ii) notemos que para una difusién ergédica de la forma
(3.1) con densidad invariante f cuando g(z*) = K, tenemos que

F@) = % exp (—29 /x Wdy) ,

= Km(z),

para alguna constante positiva K, donde m es la densidad de la medida de
velocidad. Entonces tomando en cuenta la ecuacién anterior, tenemos que

F(@)v(z) = K exp (20 /: wdy> ,

si tomamos el logaritmo obtenemos que

log g(x) = log K — 20/ udy,
x* ’U(y)
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también tenemos que la funcién g = fv es diferenciable, entonces

@) = 28 = 253 = 2000~ ) ),

al integrar llegamos a

g(z) = /lx 20(p —y) f(y)dy + C

donde C es alguna constante. Como g(z) = f(z)v(x), al sustituir y desarrollar
conseguimos que

o(z) = 17 20(n—y) f(y)dy + C
f(z)

Ahora, para poder afirmar que v(z) > 0, para toda | < x < u, es necesario que
C > 0, pues en el lema 3 hemos visto que la integral tiende a cero en la frontera.
Si una de las fronteras es finita, necesitamos que C' = 0 para que la medida de
escala 1/fv diverja en esa frontera porque la integral en (3.10) tiende a cero
en la frontera. Por otro lado, si ambas fronteras son infinitas, (3.1) y (3.10)
definen una difusién ergédica con densidad invariante f, para toda C' > 0. Pero
observemos que la condicién (3.2) sélo se cumple cuando C' = 0.

(3.10)

O

3.3. Expresiones generales de procesos de
difusién

Cuando la densidad invariante pertenece a una familia exponencial con una
componente lineal en el estadistico canénico del coeficiente de difusion al cuadra-
do podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 6 Consideremos una densidad invariante para un proceso de difusion
que pertenece a una familia exponencial de la forma siguiente,

f@:6) = a(§)b(x) exp {617 + (&) - t(2)}, (3.11)

donde & = (&1,...,&) y & = (0,&,...,&), a y t pueden ser vectores, y 7 -7
puede ser el producto punto. Entonces el coeficiente de difusion al cuadrado
estd dado por

9 .
o(as€) = 2920 DY)
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Demostraciéon Desarrollemos algunos cédlculos en la densidad de la familia
exponencial,

f(@:6) = a(§)b(z) exp {&1z + a(§) - t(x) }
= exp {—(=loga(¢))} b(x) exp {&1z + a(§) - ()}
= exp {&1z + a(§) - t(z) — (—loga(§))} b(z)
= exp {&1z + a(§) - t(x) — P(§)} b(x)

donde definimos a ¥(£) = —loga(&). De acuerdo con la seccién 2 en Morris [13],
entonces
o
9 (3.13)

donde p es la esperanza univariada calculada por flg“ xag(g 5), y F(z;€) es la
funcién de distribucién de f(x;&).

Entonces realicemos algunos calculos en el lado izquierdo de la ecuacién

(3.13),
() _ 9(—logals)
06 061
1 da(®)
a(§) 0& -
Por lo tanto, tenemos que
1 9a§) _
(6 06, 73 (3.14)
Por otro lado, calculemos M. Entonces,
OF (z;€)
) a@/ fy:0)d
=;;ZQMOmep%w+a@%ﬂwH@
- [ o ) exp (€10 -+ al€) 1) dy
1 1
= [ % b esp feay +al) - by
1 1
+ [ ale) 5 exp (6w +al€) - )by
B a
= 2 [ a(@bwexn (6w +al) - 1) dy

+/lxya< Jexp (€19 + a(€) - 1(y)) dy
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9a(£) z
_ % . .
= B+ [ ufwo.

Multiplicando por ﬁ?z), obtenemos que

2055 F(z:6) —29@655(%(3:;5) =20 [ yf(y; €)dy
flz &) f(@:€) .

Sutituyamos por lo obtenido en la ecuacién (3.14),

2055 F(3:€)  20uF(w:€) — 20 f)" yf (y:€)dy
f(@:€) f(z:€) ’

y tomemos en cuenta (3.3), entonces tenemos que

B QQ%F(LE; £)

f@e v(; ),

I <x<u.

El resultado de las tranformaciones lineales simples esté dado en el siguiente
lema del que se sigue que sélo necesitamos considerar distribuciones centradas
y estandarizadas.

Lema 4 Sea {X;,t > 0} un proceso de difusion estacionario con tendencia li-
neal y densidad invariante f. Consideremos la tranformacion lineal dada por

Y,=a+0Xy, 0>0, ach

FEntonces

i) =% oy (122)),

g

donde g denota la densidad invariante de {Y;,t > 0}, y donde vy y vy denotan
los coeficientes de difusion al cuadrado obtenidos por (3.3) de f y g, respectiva-
mente.

Demostracion Sean f y g las densidades de X; y Y;, respectivamente. Como
Y, =a+o0X,,
0 >0y a€eR, entonces Xy = % Asi, tenemos que
Gly) =P (Y <y)

=P(a+0cX;: <y)
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:P(thy_a)
g
(")

ag

entonces g(y) = f ((y — @) /o) L. Por lo tanto

_ 20 I (= 2)g(2)dz
9(y)

_ 20 [P (n—2)Lf(%2)dz
()

29fl?ia(p—afou)f(u)adu

vg(y)

)
2 f: o2(=% — u)f (u) du
f(%5%)

2 20 fl$ (0 —u)f (u)du
f(557)

_ 2 Yy—«o
—O’?)f( pu )

45

En el siguiente ejemplo consideramos una densidad invariante en el eje (I, 00),
donde [ > —oo. En esta situacion puede ser més conveniente reescribir la expre-
sién (3.3) de la siguiente forma: sabemos que 1— F'(x) también es una funcién de
distribucién pero al usarla cambian los limites de integracién en v(z) y tenemos

que d(1 — F(z)) = —f(x), entonces

_ 20u(1 — F(x)) =20 [[" yf(y)dy
—f(x)

_ —20p(1 — F(x)) +20 [ yf(y)dy
f(z)

v(z)

_ —20p(1 — F(x)) + 20x(1 — F(z)) — 202(1 — F(2)) 4+ 260 [ yf(y)dy

f(x)

f(x)

_ —20(p—2)(1 - F(2)) +20(—2(1 — F()) + [, yf(y)dy)
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al integrar por partes, tenemos que

—20(u — x)(1 — F(x)) +20 [;°(1 — F(y))dy
f(z) '

v(z) =
Asi tenemos que

o(z) = 20 ([, (1—F(z))dy — (u—2)(1 F(ﬂf)))7 el (3.15)
f(x)

En el caso de difusiones positivas, es decir I = 0, el coeficiente de difusion
al cuadrado se puede expresar en términos de la funcién hazard A y la funcién
hazard integrada A de la siguiente forma: la definicién de la tasa hazard es
AMz) = f(z)/ (1 — F(x)) y con esto tenemos la funcién hazard acumulada pues
AMz) = A(x) y asi A(z) = —log(1l — F(z)). Entonces tenemos de la expresién
(3.15) que

20(/," (1 — F(y))dy — (u — 2)(1 - F(x)))
f(z)

20(7—y Jo (1= F(y)dy — (n— )

f(z)
1—F(x)

20(exp {log(1 — F(x)) "} [ exp {log(1 — F(y))} dy — (1 — z))

f(x)
1-F(x)

(eA(w) f;:o e_A(y)dy +x— ,LL)
Az) '

v(z) =

Por lo tanto,

260 (eA(z) fwoo e MWdy + & — u)

o(a) = e ,

z> 0. (3.16)

3.4. Modelos de difusién explicitos

Veamos algunos ejemplos de difusiones con una densidad invariante en la
linea real completa, es decir —I = u = 00, en la linea real positiva, y con soporte
compacto.

= Distribucién Student

En este ejemplo consideramos un proceso de difusion con densidad inva-
riante igual a una distribucién ¢(v) con v grados de libertad, es decir,

(41
1@ = m

v+1

T2
<1+V:c> , zeR, v>N0.
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Aqui tomamos g = 0. Sélo consideramos distribuciones ¢ para las que la
varianza existe, entonces suponemos que v > 2. En este caso

/m yf(y)dy:/j y\/ry(—;i(z)(lJrin)"?ldy

v (Y 1+ 7]

_2\/ﬁr(g)( 2) v—1 ]OO

v 1 (1T N P
i (o) r V)

. wiv—z  T(4EL) g

a virs(v—1) T(%) (427

_ l/% F(il)(Verz) %

De acuerdo con (3.3) y como p = 0, tenemos que

o(z) = 22HE @) — 20 iyt (y)dy
f(=@)

v vt1 o
20 ( vz F§(2))(y+x2)zl)

T
72 (v—1)
pEts D4

T 2
(vm)®

ey (v +a?) T

2

Por lo tanto 00
v(z) = Z/_1(1/+x2)7 r € R

La funcién v también estd bien definida para v = 2 y entonces vemos
que se define una difusion ergddica con la distribucién ¢ como distribucién
invariante.
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O

= Distribucién Gamma

Consideremos un proceso de difusién con una densidad invariante de la
distribucién Gamma, es decir,

ale=A 050, a>0, A>0.

Para que la densidad este acotada suponemos que o > 1. En este caso la
esperanza es y = a/\. La funcién de distribucién estd dada por

Fz) = ”ﬁgf‘),
donde
I(z;0) = /Ow y* e Vdy (3.17)

es una funcién Gamma incompleta. Ahora resolvamos primero la siguiente
integral para la densidad invariante gamma,

x T A o1
/0 yf(y)dy=/0 oL te ™ Mdy
1ot
:@/o (Ay)¥e Mdy

1 Az B
:)\F(a)/o u®e “du

— ; —(\z (xe—)\ac A auoz—le—u u
— @ A a—1_-—u _ # o, —Ax
= )\F(a)/o u* e “du N(a) (Ax)%e

« T A\
= — T (\x: _ = a—1_—Az
M) M) =3 ¢

= XF(JC) - Xf(x)-

De acuerdo con (3.3), tenemos que

o(a) = 2HE@) — 26 Ji vt (w)dy
f(z)
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205 F () — 20% F(x) + 205 f(x)
f(x)

X
=20~
o

Por lo tanto,
(@) 20z
v(xr) = —.
A

Este proceso es muy conocido y fue propuesto por Cox, Ingersoll, Jr. y
Ross como un modelo para las tasas de interés a corto plazo.

O

El siguiente es un ejemplo de una densidad invariante con soporte compacto.

= Distribucién Beta

Consideremos un proceso de difusién con una densidad invariante corres-
pondiente a la distribucién Beta, es decir,

f(z)=B(a, )"t Y1 —2)’7t, 0<z<l, a>0, B3>0,
donde B(a,b) = I'(a)T'(b)/T'(a 4+ b) es la funcién Beta. En este caso la
funcién de distribucién estd dada por

F(z) = I(a, B) = /Oz Y (1 —y)?ldy/B(o, B), 0<z <1,

y la media es 4 = o/ (a4 3). Entonces resolvamos primero la siguiente
integral:

‘ _ 1 ’ a—1 _ N\B-1
/Oyf(y)dy 73@,5)/0 yy* (1 —y)7 dy

_ 1 ’ « _ B—1
_ 1 C (at)—1(q _ A1
Bla+1, @ 1 ) -
=5, mrT
Q

De acuerdo con (3.3), tenemos que

o(z) = 20uF (z) — 20 [ yf(y)dy
f(z)
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26%%155(04,6) — QGﬁIw(a +1,08)
f(x)
B 249% [I:(c,B) — L;(a+ 1, 8)]
f(z)
En la p4gina 84 de Jordan [5] se prueba la siguiente igualdad con respecto

a la funcién beta incompleta: I, (o, 8) — I (a + 1,08) = ””;(Bl(;igb, entonces

sustituyendo esta igualdad tenemos

20 __ z¢(1—x)®

a+pB aB(a,b)
() = —————
@) 7)
_ az—fﬁma(l — a:)b
B(a,b)f()
~ 20x(1 —x)
=—i3 5
Entonces el coeficiente de difusion al cuadrado toma la forma
20
v(x) = z(l—2), O0<z<l.
@)= 5o -)

= Distribucién normal

Consideremos un proceso de difusiéon con una densidad invariante corres-
pondiente a la distribucién normal estandar, es decir

flz) = J%exp{—;ﬁ}, —00 < x < 00.

En este caso la funcién de distribucion estd dada por

F(z)=®(x) = \/%/g;exp{;f}, —00 <z < 00,

y la media es p = 0. Entonces resolvamos primero la siguiente integral:

/; yf(y)dy = /1 y\/% exp {;yQ} dy
el

1 . { 1302}
———exXp{ —— .
V2T P 2
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De acuerdo con (3.3), tenemos que

o) = 201 @) =20yl ()dy
f(z)

20\/% exp {f%xQ}

\/%7 exp {—%xQ}
= 26.

Por lo tanto,
v(x) = 26.

= Distribucién logistica

Consideremos un proceso de difusién con una densidad invariante corres-
pondiente a la distribucion logistica, es decir

el‘

f(x):m,

0 < zr<o0.

En este caso la funcién de distribucién esta dada por

1

Fo)=1ve

—o0o < x <00,

y la media es g = 0. Entonces resolvamos primero la siguiente integral:
dy = ——=d
/O yf(y)dy /_Ooy(1+€y)2 y
integrando por partes
— / p dy
oo Coo 14eY

vy haciendo un cambio de variable u = e¥ obtenemos

Y

1+e¥

/O yf(y)dy = 2y

x

1+e®

/Oz yf(y)dy =2 — 2log(1 + €%).

De acuerdo con (3.3), tenemos que

o(z) = 2HE@) ~ 26 iyt (y)dy
f(z)

=20 [* _yf(y)dy
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(14’61)2 et
2 — log(1 r
e gy og(1 + €®)

=40 [e7"(1 4 €")*log(1 +€*) — z(1 + €")] .

=20

Por lo tanto,

v(z) =46 [e " (1 + €*)*log(1 + €*) — z(1 + €”)] .

Distribucién Valor extremo

Consideremos un proceso de difusién con una densidad invariante de la
distribucién valor extremo tipo Gumbel, es decir,

flx)=e""° |, —co<z<oo.

En este caso la esperanza es u = -y, que es la constante de Euler-Mascheroni
y su valor es aproximado a 0.5772. La funcién de distribucién general de
la distribucién tipo Gumbel estd dada por

F(z) = e_e%xi“)/ﬂ, —00 <z < 00

en nuestro caso usamos la distribucién con pardmetros p =0y g =1. Es
decir,
Flz)=e*", —oo<x<o0.

Ahora resolvamos primero la siguiente integral para la densidad invariante,

/yf(y)dy=/ yexp{—y—e Y} dy
0 o)

haciendo un cambio de variable u = e™¥, tenemos

: ay= [ 1 ~vq
/Oyf(y) Yy / og(y)e Ydy

integrando por partes,

oo

[ urtinay = —toste eso -+ [ ey

0 e~

o0

= rexp {—e_””} + / ie‘ydy.

e~

De acuerdo con (3.3), tenemos que

o(z) = 20uF (x) — 26 [y f(y)dy
f(z)
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20yexp{—e*} + 20 (f:v exp{—e "} — [, le’ydy)
- exp{—z—e "}
= 20 exp {—e_””} ('y — T —exp {e_“’} Ei (—e_“’)) ,
donde Fi(z) = —f (e7¥/y)dy, x < co. Por lo tanto,

v(z) =20exp{—e "} (y—z —exp{e "} Ei(—e")).

» Distribuciéon Pareto

Consideremos un proceso de difusién con una densidad invariante de la
distribucién Pareto, es decir,

fl@)=a(l4+2) ", 0<z<oo, a>1

En este caso la esperanza es p = (o — 1)71, a > 1. La funcién de distribu-
cion estd dada por

Flz)=1-(1+2z)"% 0<z<oo, a>1.

Ahora resolvamos primero la siguiente integral para la densidad invariante,

/ yf (y)dy = / ya(l + )@y
0 0

integrando por partes,

/Omyf(y)dy = [a(liy)a :Jr/om é(l +y)“dy]

o x _ 1 )~ (D) 1

{ a(l+x)e a(a—l)(1+ ) +a(a—1)}
T 1 1

T0+2° @-Dita 1 Ta-1

De acuerdo con (3.3), tenemos que

20uF (x) — 29fl yf(y
f(af)
201 (1— (1+a2)") +20x(1 + )~ + 2017 (1 + )" (=D —1)
B a(l+ z)—(at+l)
_ 2055 (1 +a2) “20x (14 2)”
a(l—z) !

v(z) =
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_ 202=z(1 +2)"* + 20x(1 + z) ™
N a(l+z)-o1
20z(1 + z) (=15 + 1)

a—1

o
1

a—1

=26 z(1 4 z).

Por lo tanto,

v(z) = 29@ ! 196(1 + x).

= Distribucién exponencial

Consideremos un proceso de difusién con una densidad invariante de la
distribucién exponencial, es decir,

f)=Xe ™" 0<z<oo, A>0.

En este caso la esperanza es y = ()\)_1, A > 0. La funcién de distribucién
esta dada por

Flz)=1—e? 0<z<oo, A\>0.

Ahora resolvamos primero la siguiente integral para la densidad invariante,

/w yf(y)dy = /w yre Mdy

0 0

integrando por partes,
T - xT
/ yf(y)dy = —ye |, +/ e Mdy
0 0

s 1 1
_ _we—)\x _ 76_)@ 4+ =

3
De acuerdo con (3.3), tenemos que

_ 20pF (x) — 20 [} yf (y)dy

v(x) =
f(x)

B 20%(1 — e’)‘i) + 20 (xe’“ + %(e*’\w — 1))

- Ae— Az

o

)
Por lo tanto,

20x
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» Distribuciéon Chi-cuadrada

Consideremos un proceso de difusién con una densidad invariante de la
distribucién Chi-cuadrada, es decir,

v_1 _1l,

e 2?2 O0<z<oo, v2>2

En este caso la esperanza es p = v, v > 2. La funcién de distribucién
esta dada por

xr
1 v 1
F(x) = Viffle*ﬂd, O<z<oo, v>2
@ = sErEy y e
2
Ahora resolvamos primero la siguiente integral para la densidad invariante,
/éE f( )d /z 1 v_q lyd
= = gz lez
ufwdy = | yzévr(g)y y

integrando por partes,

=——F—x%¢ 4+ +——
2T (5) 2T ()
De acuerdo con (3.3), tenemos que

o(z) = 201 (@) =20 Syl (y)dy

f(x)
T 1 r_1,—1y 1 v _ 1.
- 29Uf0 2%F(g)y2 e 2 dy+4972gr(%)xze 2
f(z)
1 z r—1 -1y
292%F(%)Vf0 y2~lem2Ydy
f(x)
T ————r et
_ g
- 1 v_1 _1,
2%1“(5)362 €’
= 46x

Por lo tanto,
v(z) = 40z.
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O

= Distribucién Gamma inversa

Consideremos un proceso de difusién con una densidad invariante de la
distribucién Gamma inversa, es decir,

A ;
fla)= ——a e s, 0<z<oo, §>0, A>L.

En este caso la esperanza es p =6/ (A—1),d >0y A > 1. La funcién de
distribucién esta dada por

A GRS R
F(a:)—ro\) (a: e w—|—(/\—1)/0 y e vdy),

donde 0 <z < o00,d >0,y A> 1.

De acuerdo con (3.3), tenemos que

20uF(z) — 20 [ d
o) = 200 (z) f(a:)fl yf(y)dy
20525 F(x) — 260 [ yf(y)dy
f(x)
,\2_61 Fé(;) (1‘_)‘—"_16_% +(A=1) fom y‘*efgdy) — 29% foz y"\efg

6 L a—1,-2
O e @

%x_)““le_% +26 [ y e vdy — 20 Iy y~Ye vdy
zAlem % .

20
=1
Por lo tanto,

Distribucién gausiana inversa

Consideremos un proceso de difusién con una densidad invariante de la
distribucién gausiana inversa, es decir,

A _ A(e—9)2
f(z) = —e 2%, 0<xz<oo, 6>0, A>0.
2mas
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En este caso la esperanza es p = 4, § > 0. La funcién de distribucién
estd dada por

AT 22 AT
Flz)=23 —(——-1 O /(=41
(=) (\/;(,u )>+e; ( \/;(NJF )>’
donde 0 < x < 00, § > 0, y A > 0. Ahora resolvamos primero la siguiente

integral para la densidad invariante,

A

_ 2

z 1/2
Yy oA S (y—p)?
M/o H \/27Ty3/2€ s U gy pF (z) — pF(z)

‘Y A2 A= (y—n)®
ol Gt D gt =+ e )

al hacer un cambio de variable u = \/% (% - 1)7 tenemos

: dy = VG S dy+ F
/Oyf(y)y—u /_Oo Nz Y+ F(x)

= 20 (@(j - 1>) — uF(2).

De acuerdo con (3.3), tenemos que

20uF (z) — 20 [[" yf(y
f(I)

AOuF (z) — 400D (\F(; . 1))

f(z)

40y {cp (\/g(g— ))w%(— ;<§+1)>] 40 <\/§(§—1))

v(z) =

A0pes ® (_\/5(73 + 1))
f(z) '

Por lo tanto,
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O

= Distribucién F

Consideremos un proceso de difusién con una densidad invariante de la
distribucién F, es decir,

aa/QﬁB/2 1.04/271

a+p3

flz) = B(%,g) (B+az)™s

O<z<oo, a>2, [>2

En este caso la esperanza es p = 3/ (8 —2), 8 > 2. La funcién de dis-
tribucién estd dada por

F(z) =

272

]_ Biiz _ _
7/ y* 21— y)P Py,
ZenL

donde 0 < z < 0o, a > 2, y B > 2. Ahora resolvamos primero la siguiente
integral para la densidad invariante,

. s 4 a2 8/2
/0 yf(y)dy:/o B(%’g) (6:)‘_9%) <1_ﬂiyay> =4

hacemos un cambio de variable y tenemos

/ yf )y = T/ aﬁy e )
gy b

N -
= B (a 5) E/O ya/2(1 - y>ﬂ/2 2dy
272

al integrar por partes obtenemos

@

* _ 1 B 2 a2 8/2—1 =
dy = 2= 1—
/0 yf(y)dy B<%’§> o [ 5 oY (1-y)
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De acuerdo con (3.3), tenemos que

20pF (z) — 20 [ yf(y)dy

v(z) =

f(x)
Ié] 1 Frow B
20 a/2-1 1 — B/2 1d
5—23(373)/0 y (1 y) y
26 _
+26 Yy 21— y)P2t
ﬂ ﬁizm _ 1
—920 a/2-1 1— B/2 1d -
(ﬂQ)B(‘2”7§)/0 N P e
a/2 B/2—1
_ 496 (ﬁ—osé-ozw) ( - B—&-(w:)
a a/2 B/2
a(B-2)8(%.9) i ()™ (- 55) "
4B x
Calf-2)1— T
46
Por lo tanto, )
4
v(x) = a(ﬁ_Q)m(ﬁ—&—am).

= Distribucién log-normal

Consideremos un proceso de difusién con una densidad invariante de la
distribucién log-normal, es decir,
1 — L (logz—8)? 2
f(z) = ——=—¢ 2,2V , 0<xz<oo, o°>0.

V2ro2lx

1
En este caso la esperanza es p = €972
esté dada por

2 ., . . .,
7", 0 > 0. La funcién de distribucién

F(:v):<I>(1(Yg(bpta)_li>7 0<z<oo, o2>0.

Ahora resolvamos primero la siguiente integral para la densidad invariante,

’ _ [T Y i (ogy-o)?
dy= | —ZL—¢ 27 d
/0 yf(y)dy /O ooy Y
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/x 1 7%(logy—570)2 6+§d
= e o e
0o V2moy Y

haciendo un cambio de variable

log x—§

xT p= —0 1 y2
dy = —'7d
/0 yf(y)dy u/m me Yy

:Mq,(bgw—é_g),
ag

De acuerdo con (3.3), tenemos que

() = 20uF (x) — 20 [y f(y)dy
f(x)

() o (=t

Por lo tanto,

o 2o o=t )

= Distribucién Weibull

Consideremos un proceso de difusion con una densidad invariante corres-
pondiente a la distribucién Weibull, es decir,

fl@)=cate™, z€(0,00), ¢>0.

En este caso la esperanza es u = I'(¢c™1 +1), ¢ > 0. La funcién de distribu-
cion esta dada por

Flz)=1-¢2, z€(0,00), ¢>0.

Resolvamos primero la siguiente integral:

/ yf(y)dy = / cyy*te Y dy

0 0

cy®e Y dy

/

:/4 ure du
0
/

1.9y_1 —
uletD—Tle—ugy,
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1
= T(a% = +1).
(@2 +1)
De acuerdo con (3.3), tenemos que

o(a) = 20uF (x) =20 [ yf(y)dy
f(z)
C200(E+ 1)1 —e) — 20T (2 L + 1)
- f(z) '

Por lo tanto,

C200(2+1)(1—e ") —200(a% L + 1)
a f(@)

v(x)

, x € (0,00).

» Distribucion uniforme

Consideremos un proceso de difusién con una densidad invariante corres-
pondiente a la distribucién uniforme, es decir,

f(x)=1, x€(0,1).

En este caso la esperanza es y = 1/2. La funcién de distribucién estd dada
por
F(zx)=z, x€(0,1).

Resolvamos primero la siguiente integral:

T x y295 £B2
dy = dy = | 2| ==.
/Oyf(y)y /Oyy {2}0 5

De acuerdo con (3.3), tenemos que

o(z) = 2HE@) ~ 26 Jo vf(w)dy
f(x)

1 x?
= fx — 022
=0z(l —x).

Por lo tanto,
v(z) =0x(1—z), =z€(0,1).



s

-

CAPITULO 3. PROCESOS DE DIFUSION CON ...

62

Cuadro 3.1: El coeficiente de difusion al cuadrado para las distribuciones mas comunes

Nombre de la Funcién de Espacio de Media Espacio Coeficiente de
distribucién densidad f(x estados (I, u arametral difusién v(z
. ) H p
Normal 137 (—o00,00) 0 - 20
27
r(«5) 1 1 20 2
Student St (%) (1++12?%)” 2 (—o0, 00) 0 v>1 = (v +29)
Logistica R (—00, 00) 0 - 40 [e—w (1 +e*)2log(1 + e*) — z(1 + ew)]
Valor extremo emTme (—00, 00) 5 - 20e— " ('y —z e " Ei(—e*z))
Pareto a(l+z)—a"1 (0, 00) (yil a>1 20ux(1 + x)
Exponencial a e~ Az (0, 00) + A>0 2y
Gamma F’\(a)xa_le_’\x (0, 00) < a>1,A>0 %x
v T
x> 2%;‘(%)1‘5_ e 2% (0, 00) v v>2 40x
Gamma inversa FL;)x_)\_le_a/z (0,00) =5 d>0,A>1 2222
A(z—96) - J—
Gausiana inversa \/27:‘13 e 2%z (0, 00) é A>0,>0 ‘;1(95)6%(3 <—\/%(§ + 1))
g a1
F a2p2 2 _ 0,00 B a>2,8>2 4 __2(8+ azx
B(%é) (51+az)%ﬁ . ( ) p-2 - a(F-2) ( )
_ 1 —77(103;-'0—5) 5+1o2 2>0 20 logz—4§\ logz—§
Log-normal T5oo5,C 2 (0, 00) e’T2 o ) <<I> ( = ) [ ( = cr))
Weibull cxe—le—° (0, 00) r (% +1) c>0 f2(fc) (F (% +1) <1 - e*“““c) —T (% % + 1))
Uniforme 1 (0,1) % - Ox(1l —z)
T - =
Beta o (1 - z)P! (0,1) 55 a>0,8>0 20 2(1 - )

Nota: Las distribuciones Student, Pareto, Gamma inversa y F no tienen varianza finita.
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En el cuadro 3.1 presentamos el coeficiente de difusién al cuadrado de las
funciones de distribuciéon méas comunes. Denotamos por @ a la funcién de dis-
tribucién normal estdndar, por I'(z; o) a la funcién Gamma incompleta dada
por (3.17), y por Ei a la funcién integral exponencial dada por

1
7/ —e Ydy, x<0.

—T

Finalmente, v denota la constante de Euler, v =0.57722.

3.5. Conclusiones

Una vez demostrado el teorema 5, que es uno de los resultados mas relevantes
de este capitulo, pudimos concretar el cdlculo explicito del coeficiente de difusién
de la ecuacién (3.1) para diferentes distribuciones conocidas que se resumen en
el cuadro 3.1. Dentro de esas distribuciones conocidas se calculé el coeficiente
de difusién para el caso de la distribucién Gamma. Esta distribucién la vamos a
considerar en el siguiente capitulo para construir un proceso de difusién a partir
de probabilidades de transicion.
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Capitulo 4

Construccion alternativa de
un proceso de difusion

Como el titulo de este capitulo lo dice se estudia una construccion de procesos
de difusion. Esta construccién se basa en iteraciones que involucran probabi-
lidades de transiciéon bajo el supuesto de que el proceso tiene una distribucién
marginal conocida. La construccién expuesta en este capitulo se fundamenta en
el articulo de Mena y Walker [12] y se aplica a una base de datos referente a los
precios de electricidad de Alberta, Canada.

4.1. Construccion de difusiones con probabili-
dades de transicion

Lo que se pretende en esta seccién es establecer la construccién de un mod-
elo de Markov, {X¢,t > 0}, que tenga una distribucién marginal perteneciente
a una familia paramétrica IIx (z) dada. Para hacer la aproximacién de tal pro-
ceso lo que primero haremos es construir las probabilidades de transicién ha-
ciendo que la marginal sea invariante en el tiempo. Para la construccion de las
probabilidades de transicién usamos una densidad condicional, fy|x (y|z), y
asi obtenemos la densidad de transicién dada de la siguiente forma

P(Tn_1,2n) Z/fxw(xn 1y) fyx (Y Tn-1)m(dy), (4.1)

donde fx|y (z|y) ~ fy|x (y|z)mx(x), donde mx es una densidad priori que es
invariante para la densidad de transicién (4.1), es decir,

mx () = / P(nrs 2n) T (En 1) (diEn—1). (4.2)

Ambas medidas, 77 y 72, denotan medidas que se usan en la practica como
son las medidas de Lebesgue o de conteo.

65
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Consideremos una densidad condicional fy|x tal que la densidad de transi-
cién resultante de (4.1) satisfaga las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, esto
es,

(T, Tiys) = /p(xs,xt+s)}7($0»$s)772(d$s)~ (4.3)

Un proceso de Markov construido a través de la probabilidad de transicién
con densidad dada por (4.1) hereda algunas caracteristicas de una cadena de
Markov generada a través de un algoritmo de muestreo de Gibbs.

Veamos un ejemplo sobre esta construccién.

1. Supongamos que Xj se distribuye como una Gamma(a, A), para o, A > 0.

2. También supongamos que fy|x es la distribucién Poisson. Entonces
si Y1|Xo ~ Poisson(¢Xy), donde ¢ > 0, por lo tanto X;l|¥; ~
Gamma(a+Y1,\+¢), entonces la densidad marginal de X; también
tiene una densidad Gamma(a, ).

3. Después tomamos Y3 |X; ~ Poisson(¢pX;) vy X2|Yo ~ Gamma(a +
Yo, A+ ¢), v asi sucesivamente hasta obtener la muestra deseada.

El parametro ¢ es el pardmetro que controla la correlacién del proceso
{X¢,t > 0}.

Al tomar en cuenta la ecuacién en (4.1) se obtiene la densidad de tran-
sicién para el proceso {X;,t> 0}, donde fx|y (zn|y) es la funcién de den-
sidad Gamma(z,;y + &, ¢ + A) v fy|x (¥|zn—1) es la funcién de densidad
Poisson(y; n-19),

p(xn—la xn)

0o +a
=S Nt e (— (64 X)) a0y SPATn0)

= T(y+a) v
> o y a-1(@(@+N)!
Z Xp{ ) (Jin + Tp— 1) )\J?n} (¢ + /\) (xn—lafn) Ly W

y=0

= exp {6 (@ + 2a1) = Aan} (6 + 02 Y wr?fim&yﬂx”)

y=0

:exp{fqﬁ(:zzn +xn—1) A$71}(¢+)\) (:Cnxn 1¢(¢+A))

% Z ¢+ )‘ xn lxn)y+
L'(y+a)y!

exp {— (¢ (zp + Tn_1) — Azy)}
(¢+)\) 04+1)/2¢(o¢ 1)/2
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a—1

x ( n >21a_1 (2\/xnxn_1¢(q§—|—)\)), (4.4)

Tn—1

donde I, () denota la funcién de Bessel modificada de la primera clase con indice
vt

Entonces si se quiere introducir dependencia en tiempo continuo en el modelo
anterior podemos dejar que el parametro ¢ controle la correlacién, y que varie
en el tiempo t, denotandolo como ¢;. Entonces al encontrar explicitamente la
forma de esta funcién se espera que resulte un proceso, {X;,t > 0}, que exista
y sea de Markov.

El espacio correspondiente del proceso presentado es completo y separa-
ble, por lo tanto la existencia de un proceso de Markov, con las distribuciones
establecidas, se puede asegurar cuando se cumplen las ecuaciones de Chapman-
Kolmogorov.

Con respecto a la funcién ¢;, supongamos que es una funcién determin-
ista estrictamente positiva, entonces la densidad de transicién en tiempo ho-
mogeneo que se especificd en (4.4) estd dada ahora con la funcién de densidad
Gamma(z;y + a, ¢y + A) y con la funcién de densidad Poisson(y; xod:), y
obtenemos que

p(wo, 1)

_ oxp{= (ds (we + o) + M)} (xt

= T /\)_(a+1)/2 (bgafl)/z 1_0) I (2 120t (o + A)) , (4.5)

donde I, (-) denota la funcién de Bessel modificada de la primera clase con indice
v.

Entonces para ver cuéles son los valores de ¢; con los que la expresién (4.5)
satisface las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov lo que se usa es la transfor-
mada de Laplace en vez de la densidad de transicion.

Denotemos la transformada de Laplace de la variable aleatoria Z como
Lz(&) = Elexp{£Z}], donde £ € C. Por lo tanto, si Z tiene una distribucién
Gamma(a, \), entonces Lz(€) = (1 — A7) y si Z se distribuye como una
Poisson(n), entonces Lz(£) = exp {n(e* — 1)}, donde en nuestro caso n = zo¢;.

La transformada de Laplace para la densidad de transicién (4.5) se obtiene
como sigue:

Lx,|Xg=xo (§) = E [Lx, 1y, [Xo = 0]

= E[E [exp {{X:} [Y2][Xo = 0]

1Funcién de Bessel modificada de la primera clase con indice v:
_ S} 1 z\2y+v
Iy(ﬂ?) - Zy:O T'(y+v+1)y! (5) .
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(Yita)
—B|(1- @) 1o =20

- [(1 — (@47 e {ln (1- e+ n7"e) y} X0 = xo]

)
) exp {aue oo {—n (1= (60 + 7€)} - 1]}

I |
= (1) o fave (55 )

Usemos esto para comprobar que se satisfacen las ecuaciones de Chapman-
Kolmogorov para cierta funcién ¢;. Entonces

B[Lx,ix, (O1%0] = {1— 6+ V7€) Lxx, (¢ff-g>

_ {1 (e + s +A) }aexp{ 0Pt Ps }
(¢ +A) (95 + A) (Gt + AN (9s +A) —€(de+ s +A) ]
La cual es igual a Ly, |x, (§) si y sélo si ¢ satisface la siguiente igualdad

_ ¢t¢s
btts = PRNP R (4.6)

Multipliquemos la ecuacién (4.6) por 4 del lado derecho,
_ A ¢t¢s
Pres =~
A ¢t + ¢s +A

)‘d)tqss
(¢t + X (s +A) — G5’

ahora multipliquemos por (@Jr)‘)(ﬁf;r )=t

, entonces tenemos que

M(ps + A) — B
)\:¢t+s(¢t+ )(G;f;' ) — b

e (A3 )

¢t¢s
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- i;‘) (60 + N) (s + A) — drse.

Por lo que obtenemos

¢t+s+)\: (¢t+)\)(¢s+)\).

4.7
Prts Dt s .7

Ahora definamos ¢, := (A + ¢¢) /¢, entonces llegamos a que
Ptts = PtPs, (4.8)

que se conoce como la ecuacién de Cauchy y tiene como solucién positiva ¢y =
¥, Entonces sustituyendo esto en la definicién de ¢, logramos obtener que

o= 2 (4.9)

eft — 1’

donde 6 > 0.

4.2. El proceso de difusion Gamma-Poisson

Supongamos que tenemos un proceso de Markov en tiempo homogéneo con
densidad de transicién p(xg, z:), entonces podriamos probar si efectivamente es
un proceso de difusion. Esto lo podemos comprobar, como ya lo hemos men-
cionado, con la condicién de Dynkin, y se verifica cuando se satisface que

1
lim — xg,xt) dxy = 0, 4.10
1ot mimopéﬁ( 0,T¢) dy ( )

para € > 0. Recordemos que la condicién (4.10) esencialmente impide que un
proceso tenga saltos instantaneos. Si usamos la desigualdad de Chebyshev y de
acuerdo con el lema 2 del capitulo 2 podemos asegurar que (4.10) se satisface si

1 h
lim - [[X; — X,|" | X, = }:0 411
im | Xt — Xol|" | X0 = 2o , (4.11)

para h > 2. Al satisfacerse esta condicién podemos establecer las ecuaciones
de diferencias estocdsticas con coeficiente de tendencia u(z) y coeficiente de
difusién o(z) como

o1
(o) = lt%l e [Xi — Xo|Xo = o], (4.12)

o1
o(r0) = lim - B [|Xt — Xol?|Xo = 20| - (4.13)
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Para comprobar que existen estos limites para el proceso Gamma-Poisson,
primero definimos E,,(-) := E(-|Xg=x¢). Si Z ~ Gamma(a, \) entonces
E [Z7] = (a);/M, donde (a); := a(a+1)---(a + j — 1) denota el factorial
ascendente. Por lo tanto, para el proceso Gamma-Poisson tenemos

E$0 [(y + a)]]
A+¢)
donde la esperanza del lado derecho se obtiene por medio de una distribucion

Poisson(zg¢;). Por lo tanto, para verificar la condicién (4.11), es suficiente
considerar h = 4, en cuyo caso obtenemos

B [ 1] = (11

E,, <|Xt - X0\4) = B, (X}) — 420 By, (XP)
+625Ey, (X7) — 423 Eqy (X¢) + 2

122507 + ¢ (12230 — 25X (24 + 240) + 20 (24 4 360 + 1207))
(A + )"
+zg A —dai P a+aiA? (6a + 60%) + 2o (8a + 120 — 40°) + ().

Usemos ¢y = A (eet — 1)71, entonces

.1 4 .1y 4 1 —4
ey (A+ 1) tlﬁ)ltﬁﬁt (A+ 1) tlll%ltﬁbt (A+ 1) 0 (4.15)
Por lo tanto, la condicién (4.11) se cumple. Andlogamente, si aplicamos (4.12)
y (4.13), vemos que

o(x) =1/ %x (4.16)

En este caso, la expresién de o () podemos verificar que es la que tenemos en
el cuadro 3.1 para la distribucién Gamma.

Por lo tanto, el proceso Gamma-Poisson se puede ver como la distribucion
de la solucién de una ecuacién diferencial estocastica dada por

2
dX, =0 (i‘ - Xt) dt + ,/;Xtdwt, (4.17)

donde {W;, ¢ > 0} denota un movimiento browniano. Este proceso es una repara-
metrizacién del modelo CIR que es ampliamente usado como un modelo de tasas
de interés. La forma de la funcién de tendencia muestra el efecto de la reversiéon
a la media hacia su valor de equilibrio §, lo cual es precisamente la media de la
densidad invariante.
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4.3. Resultados

Para ejemplificar el método descrito en este capitulo tomamos observaciones
del mercado de electricidad de Alberta, Canada!. El centro de mercado de elec-
tricidad de Alberta es el System Coordination Centre (SCC), abierto las 24 horas
del dia, siete dias a la semana y soporta las operaciones eléctricas en tiempo real
del sistema. Por su parte, en el Energy Trading System (ETS) se vinculan en
tiempo real las ofertas de suministro de electricidad y las ofertas de la demanda
de los participantes en el mercado, ademéas de que publican esta informacién
de mercado en la pdgina web de Alberta Electric System Operator (AESO).
También, el ETS recibe los datos de medicién eléctrica y realiza la liquidacion
financiera y las funciones de facturacién para el mercado de electricidad. Los
controladores del sistema envian electricidad para satisfacer la demanda, lo cual
establece el precio del mercado en cada hora en tiempo real, denominado ” precio
del pool-eléctrico” para referirse a los precios de electricidad cuya medida son
para el caso de Alberta: ddlares canadienses por kilowatio-hora. Este precio se
publica por hora en los informes AESO y se utiliza para calcular los pagos a
proveedores y cobrar a los consumidores.

El mercado de energia de Alberta es un mercado liberalizado desde 1996,
y se considera que por esto los precios del pool-eléctrico estdn determinados
por un mercado altamente competitivo. Las importaciones y las exportaciones
también influyen en los precios de la electricidad en Alberta.

El periodo de demanda considerado para este ejemplo es del 1 de enero de
1996 hasta el 7 de diciembre de 2003, que son un total de 69,523 observaciones.
En la figure 4.1 vemos la gréfica de los precios del pool-eléctrico de todas las
observaciones.

1200 -
1000
800 +

600

Precio pool

Figura 4.1: Precios del pool-eléctrico de 1996 a 2003 en Alberta, Canada.

Como podemos apreciar en la figura 4.1 en el ano 1996 permanecen los
precios por debajo de 100, y es a partir de mediados del ano 1997 cuando se
presentan los primeros saltos drasticamente grandes, conocidos como spikes en

L Alberta Electric System Operator (AESO), www.aeso.ca.
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Cuadro 4.1: Estadisticas de los precios del pool-eléctrico de 1996 a 2003 por ano.

Precios del pool-eléctrico por ano

Estadistica
1996
1996 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | a 2003
Maéximo 100.00 765.50 | 999.50 | 998.00 | 999.99 | 879.20 | 999.00 | 999.90 999.99
Percentil 0.75 19.75 23.61 39.73 38.93 | 146.60 97.76 54.45 68.86 53.97
Media 14.42 20.39 33.03 42.74 | 133.23 71.29 43.98 64.47 52.86
Mediana 14.30 19.89 27.76 32.26 68.73 53.50 32.88 47.68 31.84
Percentil 0.25 5.53 15.99 21.97 26.71 43.86 35.49 12.92 29.83 19.08
Minimo 2.74 3.68 5.15 5.76 5.84 5.82 0.01 7.07 0.01
Desviacion estandar 8.97 15.96 28.08 70.93 | 153.54 56.78 64.84 72.05 81.03
Asimetria 0.90 24.58 11.84 8.84 2.12 3.25 7.76 4.37 5.11
Curtosis 1.12 | 1053.49 | 266.34 93.32 4.22 20.88 80.64 29.65 33.74
Num. observaciones 8783 8760 8760 8759 8783 8759 8736 8183 69523
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inglés. Al comparar las estadisticas descriptivas de cada ano, ver cuadro 4.1,
vemos que en el ano 2000 es cuando se presenta el maximo valor de todas las
observaciones que es de 999.99; el cual se produjo en dos fechas de ese mismo
ano y a la misma hora, en el 11 y 12 de diciembre a las 18:00 hrs. Por su parte,
el minimo valor que se alcanza es de 0.01, que se produjo el 30 de junio de 2002
a las 05:00 y 07:00 hrs. de ese mismo dia.

El ano de 1996 es el ano que presenta menor variacion en los precios del pool-
eléctrico en comparacion con el resto de los anos, ver cuadro 4.1. Debido a esto
v a que se tiene el comportamiento de reversion a la media, consideramos estas
observaciones de 1996 para estimar los parametros del modelo Gamma-Poisson,
los cuales si se obtuvieron, ver cuadro 4.4, pero cuando se les hizo la prueba de
Dickey-Fuller aumentada no se rechazé la hipétesis alternativa, por lo que las
observaciones no son estacionarias, ver cuadro 4.6. También podemos ver en la
figura 4.2 el histograma de las observaciones de 1996, donde se comprueba lo
que tenemos en el cuadro 4.1 respecto al coeficiente de asimetria, pues presenta
asimetria a la derecha. También vemos que la curtédsis es leptoctrtica. Aunque
tanto la asimetria a la derecha como la curtosis leptoctrtica también se presenta
en los otros anos, ver cuadro 4.1. Cabe mencionar que estas caracteristicas de
los precios de la electricidad en mercados liberalizados es comun encontrarlas,
debido a que los precios pueden alcanzar niveles enormes que muchas veces son
imprevisibles, y en las siguientes horas volver a los niveles medios en los que se
encontraba.

3500 -
3000 = 1995
2500 -
2000 -

1500 A

Frecue ncia

1000 A

500 4

R L L S

Clase 4

Figura 4.2: Histograma de los precios del pool-eléctrico en 1996.

Se hizo otro tipo de anélisis a los precios del pool-eléctrico tomando un corte
de los datos. Elegimos todas las observaciones de los dias lunes desde 1996 hasta
2003, y después comparamos el comportamiento en cada una de las 24 horas
del dia. Del mismo modo que se hizo para las submuestras por anos, hicimos un
analisis descriptivo de los datos por hora, ver cuadros 4.2 y 4.3.

Los precios del pool-eléctrico presentan mayores variaciones en ciertas horas
que van desde las 07:00 hasta las 22:00, que son las horas de mayor consumo
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Cuadro 4.2: Estadisticas de los precios del pool-eléctrico de los lunes de 1996 a 2003 en cada hora del dia.

Precios del pool-eléctrico por hora

Estadistica

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12
Maximo 433.10 | 449.40 | 194.20 | 177.00 | 480.80 | 468.90 | 499.99 | 499.99 | 639.48 | 639.97 | 725.39 | 998.00
Percentil 0.75 33.87 31.99 30.13 29.04 28.42 32.61 44.89 53.77 58.34 61.11 67.50 67.67
Media 28.63 26.63 24.77 23.54 25.03 28.49 39.72 49.30 55.26 61.28 67.77 71.69
Mediana 20.73 17.75 17.01 14.98 15.23 19.52 25.60 32.62 38.44 39.76 43.00 44.08
Percentil 0.25 10.31 9.84 9.69 9.04 8.50 10.13 15.76 20.45 23.20 24.91 27.44 28.05
Minimo 3.08 3.08 3.05 3.02 2.99 2.74 2.75 1.93 4.63 5.37 5.40 5.42
Desviacion estandar 32.89 32.06 24.84 24.36 33.02 34.16 49.06 62.57 65.19 72.74 81.62 94.28
Asimetria 5.62 6.45 2.60 2.61 7.25 6.12 4.56 4.37 4.27 3.79 3.85 4.51
Curtosis 56.88 73.95 9.39 8.78 88.69 67.53 29.40 23.97 25.01 18.53 19.09 29.11
Num. observaciones 414 414 414 414 414 414 414 414 414 414 414 414
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Cuadro 4.3: Estadisticas de los precios del pool-eléctrico de los lunes de 1996 a 2003 en cada hora del dia
(continuacién).

Precios del pool-eléctrico por hora

Estadistica

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 | Lunes
Maximo 998.00 | 998.00 | 998.00 | 998.00 | 755.32 | 999.99 | 645.20 | 505.00 | 612.80 | 499.99 | 368.76 | 281.60 999.99
Percentil 0.75 69.00 69.02 68.90 71.65 79.32 87.68 68.29 62.19 64.72 60.02 44.18 40.05 56.20
Media 74.24 75.42 71.38 71.02 79.98 94.59 72.23 67.41 69.51 62.55 41.06 35.02 54.86
Mediana 43.54 41.47 42.08 41.73 45.58 48.42 40.94 39.97 40.16 38.72 30.94 25.16 33.69
Percentil 0.25 27.93 26.12 25.85 26.21 29.17 31.92 29.77 28.75 27.46 26.15 21.19 16.53 19.36
Minimo 5.42 5.42 5.42 5.43 5.44 5.44 5.44 5.40 5.38 5.39 5.02 3.08 1.93
Desviacion estandar | 106.45 | 110.19 | 104.20 99.27 | 104.58 | 136.64 95.88 84.58 96.57 77.99 36.59 33.32 80.42
Asimetria 4.36 4.17 4.57 4.59 3.27 3.45 3.49 3.34 3.55 3.48 3.26 2.81 4.87
Curtosis 24.04 21.96 26.31 28.32 11.76 13.26 12.95 12.08 12.89 13.51 18.25 11.24 31.67
Num. observaciones 414 414 414 414 414 414 414 414 414 414 414 414 9936

)
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Cuadro 4.4: Parametros estimados de los precios de electricidad en
Alberta usando el modelo Gamma-Poisson.

PARAMETROS
SUBMUESTRA ESTIMADOS
o A 0
Afio 1996 2.8069 | 0.1940 | 0.05534

Lunes 01:00 1.6567 | 0.0576 | 0.42260
Lunes 06:00 1.5645 | 0.0544 | 0.45662
Lunes 08:00 1.5378 | 0.0310 | 0.78118
Lunes 23:00 2.2327 | 0.0542 | 0.32918

Nota: El método BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno, ver Apéndice A) es el método

que se usé para la maximizacién de la verosimilitud en la construccién Gamma-Poisson.

Cuadro 4.5: Parametros estimados de tendencia y de difusién de los
precios de electricidad en Alberta.

PARAMETROS
SUBMUESTRA ESTIMADOS

(@) o°(x)

Lunes 01:00 12.155 — 0.423 xx | 14.674 x x
Lunes 06:00 13.132 — 0.457 xx | 16.788 x x
Lunes 08:00 38.752 — 0.781 x x | 50.399 x x
Lunes 23:00 13.560 — 0.329 x x | 12.147 x x

durante el dia. Se aplicé la prueba de Dickey-Fuller aumentada a cada grupo de
observaciones por hora para comprobar si son estacionarias o no, los resultados
los podemos ver en el cuadro 4.7, donde sélo seis grupos de observaciones re-
sultaron estacionarias (al 5 por ciento de significancia). Sin embargo, para dos
de estos grupos fue imposible lograr la convergencia en el algoritmo del modelo
Gamma-Poisson. Al resto de los grupos de observaciones se les logré estimar los
pardmetros de dicho modelo, ver el cuadro 4.4.

Entonces, para los casos en que los grupos de observaciones resultaron ser
estacionarios calculamos sus respectivos parametros de tendencia y de difusion
tomando en cuenta lo obtenido en el cuadro 4.4. Sus respectivas funciones de
los parametros las podemos ver en el cuadro 4.5.

Se intenté ajustar el modelo Gamma-Poisson a los precios del pool-eléctri-
co en toda la muestra, pero no se consiguié la estimaciéon de los pardmetros.
Suponemos que esto se debe a que este modelo no es el mejor debido a que a lo
largo de las observaciones se presentan valores que son excesivamente mayores
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Figura 4.4: Histogramas de los precios del pool-eléctrico de los lunes de 1996 a 2003 en las horas 01:00, 06:00, 08:00 y 23:00.



Cuadro 4.6: Prueba de Dickey-Fuller aumentada, por ano.

Aiio 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003
Estadistico de 501 | -974 | -948 | -13.14 | 734 | 524 | 972 | 97
Dickey-Fuller aumentado | [0.000] | [0.000] | [0.000] | [0.000] | [0.000] | [0.000] | [0.000] | [0.000]

Nota: *** ** v * equivalen al 1, 5 y 10 por ciento de significancia, respectivamente. Los valores en corchetes son su respectivo

p-valor.

SOAvVILINSHY
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Cuadro 4.7: Prueba de Dickey-Fuller aumentada por hora.

Hora 01 02 03 04 05 06 o7 08
Estadistico de -2.79%*% | -4.96 -4.08 -3.87 -5.32 | -2.67** -4.64 -2.8%*
Dickey-Fuller aumentado | [0.060] | [0.000] | [0.001] | [0.003] | [0.000] | [0.080] | [0.000] | [0.059]

Hora (continuacién) 09 10 11 12 13 14 15 16
Estadistico de -4.34 -4.27 | -2.23%*F | L2.78%* | _3.09* -4.09 -6.44 -3.01
Dickey-Fuller aumentado | [0.000] | [0.001] | [0.196] | [0.063] | [0.028] | [0.001] | [0.000] | [0.008]

Hora (continuacién) 17 18 19 20 21 22 23 24
Estadistico de -4.76 -3.59 -4.98 -6.06 -5.88 -3.89 | -1.97%FF | -3.66
Dickey-Fuller aumentado | [0.000] | [0.006] | [0.000] | [0.000] | [0.000] | [0.002] | [0.300] | [0.005]

Nota: *** ** y * equivalen al 1, 5 y 10 por ciento de significancia, respectivamente. Los valores en corchetes son su respectivo p-valor.
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a las restantes y que seria mejor usar otra distribucién con colas pesadas que
esté mas acorde con la modelacién de este tipo de comportamiento.

Por otro lado, también se intent6 estimar los parametros del modelo Gamma-
Poisson al usar el logaritmo natural en toda la muestra, pero tampoco se tuvo
éxito. Sin embargo, al tomar las submuestras presentadas arriba se lograron las
estimaciones de los pardmetros de algunos grupos de observaciones. El siguiente
paso, para un trabajo posterior, es encontrar un modelo de difusién con la
distribucién adecuada para la modelacién de los precios del pool-eléctrico en
toda la muestra.

4.4. Conclusiones

El objetivo de este capitulo es la construccién de un proceso de difusién con
probabilidades de transicién a partir de datos reales. Los datos que se tomaron
fueron los precios del pool-eléctrico y con estos datos se intentd construir un pro-
ceso de difusion Gamma-Poisson. En un primer intento, es decir usando todas
las observaciones como se iban presentando hora tras hora desde el 1 de enero
de 1996 al 7 de diciembre de 2003, no se logré estimar los pardmetros de ten-
dencia y de difusion, porque las observaciones no eran estacionarias. Entonces
se hicieron cortes en las observaciones, y en la mayoria de estos cortes, donde
sus observaciones resultaron ser estacionarias, se logré estimar los parametros
de tendencia y de difusién. Pero hubieron dos de estos casos, donde si resultaron
ser estacionarias las observaciones, en los que no se logré la estimacién de los
parametros infinitesimales, aiin no hemos logrado determinar por qué no se lo-
gré la estimacién. Aunque esto da motivo para intentar usar otros alternativas
para estimar los pardmetros infinitesimales, ya sea transformando los datos, co-
mo puede ser aplicarles algin suavizamiento conveniente debido a la volatilidad
que presentan, o buscar otra construccién de proceso de difusién en la que se
usen otras distribuciones.
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Apéndice A

Método de Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shanno

El Método de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) es un método que
se propuso en 1970 por Broyden. Después Fletcher, Goldfarb y Shanno lo re-
tomaron y lo mejoraron. Este es un método que tiene como fin resolver un
problema de optimizacién no lineal sin restricciones. El método BFGS se deri-
va del método de optimizacién de Newton, que supone que la funcién que se
quiere optimizar se puede aproximar localmente con una funcién de segundo
grado alrededor del punto 6ptimo, y para ello hace uso de la primera y segunda
derivadas. Su mayor desventaja radica en que se necesita almacenar informacién
en una matriz A de N x N.

Supongamos que tenemos una funcién g que se puede aproximar localmente
por una forma cuadratica,

1
g(P)zc—l%P-l—iP-A'P.

La idea del método es construir una buena aproximacién de la matriz He-
ssiana inversa A ™!, es decir, construir una sucesién de matrices H; tales que

lim H; = A~

1— 00

Lo ideal es que el limite se alcance en IV iteraciones en vez de infinitas iteraciones.
Lo que se quiere es encontrar un minimo al utilizar el método de optimizacion
de Newton para buscar un cero del gradiente de la funcién. Entonces, alrededor
del punto P; tenemos que

9(P) = g(Py) + (P~ Py) - Vg(Py) + 3 (P~ Py) - A (P - P),
es decir,
Vg(P) =Vyg(F)+A-(P-F),

83
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donde Vg(P) es el gradiente (vector de las primeras derivadas parciales).
En los métodos de Newton se toma a Vg(P) = 0 para determinar el siguiente
punto de iteracién

P—P =—-A""-Vg(P). (A1)

En el lado izquierdo esté la medida finita que necesitamos para llegar al minimo
necesario, mientras que el lado derecho se conoce una vez que se ha acumulado
una precisién de H ~ AL

Los métodos quasi-Newton llevan el «quasi» en el nombre porque no se usa
la matriz Hessiana actual de g, sino que se usa la aproximacién actual de ella.
A menudo es mejor usar esta aproximacién que la matriz Hessiana verdadera.
Ahora, para que la direccién de Newton en la ultima ecuacién sea una direccién
descendente, se debe satisfacer

Vg(P) - (P-PF)=—(P-F)-A-(P-F)<0,

lo cual se cumple si A es definida positiva. La idea detras de los métodos quasi-
Newton es comenzar con una aproximacién positiva definida, simétrica a la A
(por lo general la matriz identidad) y construir la aproximaciéon de H; de tal
forma que la matriz H; sigue siendo definida positiva y simétrica.

Entonces, si restamos la ecuacién (A.1) a P;41, tenemos

Piyi— P =A"" (Vg1 — V).
Entonces la féormula que actualiza la aproximacion a la matriz H; es:

(Piy1— P) ® (Piy1 — Pi)

(Piy1 — Pi) - (Vgiy1 — Vi)

[Hi - (Vi1 —Vg)] ® [H; - (Vgir1 — Vi)
(Vgir1 —Vgi) - Hi - (Vgit1 — Vgi)

Hitn=H; +

+[(Vgit1 —Vgi) - Hi - (Vgir1 — Vi) u @ u,
donde u es el vector
(Piy1— P) H; - (Vgir1— Vi)

u= -

(Piy1— Pi) - (Vgix1 = Vgi)  (Vgir1 — Vi) - Hi- (Vgiy1 — Vi)




Apéndice B

Prueba aumentada de
Dickey Fuller

Una serie se dice que es estacionaria si la media y las autocovarianzas de
la serie no dependen del tiempo, ver definicién 4. Cualquier serie que no es
estacionaria se dice que es no estacionaria. Un ejemplo comin de una serie no
estacionaria es la caminata aleatoria:

Yt = Yp—1 + €,

donde € es un término aleatorio estacionario. La caminata aleatoria es una serie
estacionaria diferenciada pues la primera diferencia de y es estacionaria:

Yyt —yi—1 = (1 — L)y, = €. (B.1)

Una serie estacionaria y diferenciada se dice ser integrada y se denota como I(d),
donde d es el orden de integracion. El orden de integracién es el nimero de raices
unitarias en la serie, o el niimero de operaciones de diferencias que se hicieron
para que la serie sea estacionaria. Para la caminata aleatoria anterior, hay una
raiz unitaria, entonces es una serie I(1). Similarmente, una serie estacionaria es
I(0). El método formal para probar la estacionariedad de una serie es la prueba
de raiz unitaria. EViews tiene una variedad de herramientas para probar si una
serie (o las primeras o segundas diferencias de la serie) presenta una raiz unitaria.
La siguiente discusién desglosa una prueba de raiz unitaria. Consideremos un
proceso AR(1) simple:

Y = pyi—1 + 210 + €, (B.2)

donde z; son regresores exdgenos opcionales que pueden consistir de constantes,
0 una constante y tendencia, p y 4 son pardmetros por estimar, y €; es ruido
blanco. Si |[p| > 1, y es una serie no estacionaria, la varianza de y aumenta con
el tiempo y se aproxima a infinito. Si |[p| < 1, y es una serie estacionaria (en
tendencia). Asi, la hip6tesis de estacionariedad (de tendencia) se puede evaluar
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al probar si el valor absoluto de p es estrictamente menor que uno. Las pruebas
de raiz unitaria que se incluyen en EViews prueban la hipétesis nula Hy : p =1
contra la alternativa de una cola H;y : p < 1. En algunos casos, la hipétesis nula
se prueba contra una prueba alternativa puntual.

La prueba aumentada de Dickey-Fuller (ADF)

La prueba de Dickey-Fuller estdndar estima la ecuacién (B.2) después de
restar y;—1 en ambos lados de la ecuacion:

Ay, = ayp—1 + 210 + €,
donde @ = p — 1. La hipoétesis nula y alternativa se pueden escribir como
Hy:a=0vs. H:a<0 (B.3)

y se evalia utilizando el radio ¢ convencional para a:

(B.4)

donde & es la estimacién de «, y (&) es el error estdndar del coeficiente. Dickey
y Fuller mostraron que bajo la hipétesis nula de raiz unitaria ésta estadistica
no se ajusta a la distribucién t de Student, y también obtuvieron resultados
asintoticos, ademds de que simularon los valores criticos de varias pruebas de di-
versos tamanos de la muestra. La prueba de raiz unitaria Dickey-Fuller estdndar
descrita anteriormente es valida sélo si la serie es un proceso AR(1). Si la serie se
correlaciona en los atrasos de orden superior, la suposicién de perturbaciones de
ruido blanco ¢; es violada. En la prueba aumentada de Dickey-Fuller (ADF) se
construye una correccién paramétrica relativa a la correlacién de orden superior
al suponer que la serie y sigue un proceso AR(p) y suma p términos de diferen-
cias atrasados de la variable dependiente y en el lado derecho de la regresién de
prueba:

Ay = ayr—1 + 230 + P1Ays—1 + BoAys—2 + - - + BpAyr—p + vr. (B.5)

Esta especificacién aumentada se utiliza para probar (B.3) usando la relacién

n (B.4). Un resultado obtenido por Fuller es que la distribucién asintética del
radio ¢ para « es independiente del niimero de primeras diferencias atrasadas
incluidas en la regresiéon ADF.
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