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Introducción

El estudio de las formas diferenciales en su versión moderna fue introducido
por Élie Cartan utilizando la noción de producto exterior definida por Hermann
Grassmann. En sus trabajos, Élie Cartan define también el concepto de derivada
exterior. El desarrollo de este lenguaje permitirá a Édouard Goursat establecer
la generalización del teorema de Stokes que expondremos posteriormente.

En 1931, Georges de Rham prueba su famoso teorema que ya hab́ıa sido
propuesto en los trabajos de Élie Cartan y Henri Poincaré. Sin embargo, la
prueba que expondremos de este teorema está basada en el trabajo [16] realizado
por André Weil el cual fue presentado a Henri Cartan en una carta en 1947, pero
publicado en 1952. Este enfoque es alterno a la teoŕıa de gavillas desarrollada
por Jean Leray.

Este trabajo tiene como objetivo estudiar el lenguaje de las formas diferen-
ciales en variedades diferenciales y su relación con otros objetos matemáticos
que podemos definir en éstas. Este estudio se basa principalmente en seguir el
enfoque desarrollado por Shigeyuki Morita en su texto [11].

La teoŕıa de las formas diferenciales tiene como objetivo formalizar la noción
de integrando sobre una variedad M de clase C∞. Para ello, primero introducire-
mos el concepto de forma exterior en un espacio vectorial. Una 1-forma exterior
es una función lineal del espacio vectorial en su campo subyacente. Por ejem-
plo, consideremos R2 con su base canónica β = {e1, e2}. Aśı, podemos definir
x1, x2 : R2 → R como las proyecciones en la primera y segunda coordenada,
respectivamente. Es fácil ver que dichas funciones son lineales. Otra función
con propiedades lineales de interés definida en R2 es la función determinante
2-vectores en R2:

ω(ξ, η) = det

[
ξ1 η1

ξ2 η2

]
, donde ξ = (ξ1, ξ2) y η = (η1, η2). (1)

El álgebra lineal nos dice que la función (1) mide el área orientada del pa-
ralelogramo generado por los vectores ξ y η cuando consideramos a R2 con su
estructura euclidiana. Sin embargo, la propiedad algebraica de ser lineal en am-
bas entradas y alternante es independiente de estas interpretaciones métricas
. Esto motiva la definición de forma exterior en un espacio vectorial V de di-
mensión finita: una k-forma exterior es una función multilineal y alternante de
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la forma
ω : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸

k−veces

→ R.

Estas formas exteriores son los pilares con los que construiremos nuestras
formas diferenciales. El conjunto de estos elementos forma un espacio vectorial
de forma natural. Después, construiremos un álgebra formal la cual nos per-
mitirá dotar a este espacio vectorial con una estructura de álgebra graduada al
introducir un producto llamado producto exterior. A esta álgebra la llamaremos
el álgebra exterior del espacio vectorial V . El hecho de construir estas formas en
cualquier espacio vectorial de dimensión finita nos dará la oportunidad de cons-
truir esta algebra sobre el espacio tangente TpM a un punto p en una variedad
M .

Lo anterior nos permite dar la definición de una k-forma diferencial. Una
k-forma diferencial en M es una función que cada punto p en M le asocia una
k-forma exterior del espacio TpM , y que vaŕıa de forma C∞. Primordialmente,
dando una estructura euclidiana a estos espacios podemos pensar que estos ob-
jetos miden cierto k-volumen infinitesimal orientado. Por ejemplo, consideremos
un conjunto abierto U en R3 y un campo vectorial X definido en él. Podemos
entonces construir una 1-forma diferencial ωX donde a cada vector del espa-
cio tangente en un punto p le asignamos el producto punto con dicho campo
vectorial, es decir,

ωX(p)(ξ) = (X(p), ξ), con ξ ∈ TpU. (2)

Dicha función nos está diciendo cuál es la acción infinitesimal del campo vectorial
X con respecto a las proyecciones en los vectores tangentes.

Por otro lado, como objetos de naturaleza diferencial, es importante pregun-
tarnos cuales son las relaciones de ellos con funciones de clase C∞. Aśı, de esta
pregunta nace el concepto de pullback de una k-forma diferencial que es un śımil
de cambio de variables. Dada una función f : M → N de clase C∞, el pullback
es una función que a cada k-forma diferencial definida sobre N le asocia una
k-forma diferencial definida sobre M .

Ahora, para poder integrar estos objetos, necesitamos introducir una noción
parecida a lo que conocemos por la parametrización de una curva. En este caso,
utilizaremos el concepto de k-simplejo singular C∞, éstos son transformaciones
σ : ∆k → M de clase C∞, donde ∆k denota al simplejo estándar. El pullback
de formas diferenciales nos permitirá definir lo que significa integrar sobre estos
objetos geométricos, dado que ya sabemos integrar vólumenes en Rn. Aśı, la
integral de una k-forma diferencial sobre un k-simplejo singular se define como∫

σ

ω =

∫
∆k

σ∗ω. (3)

Esto generaliza nuestra definción usual de integral de ĺınea y de volumen a
cualquier dimensión. Además, podremos establecer un teorema de Stokes gene-
ralizado para dichos objetos geométricos.
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Por otro lado, la naturaleza diferencial de dichos objetos también nos per-
mite definir la derivada exterior d que resulta ser una transformación lineal que
aumenta en uno el grado de la forma. La definición de derivada exterior se basa
en la definición de la diferencial de una función f de clase C∞ definida sobre
un conjunto abierto U de Rn con coordenadas x1, . . . , xn como

df =
∑ ∂f

∂xi
dxi. (4)

Una de las particularidades de la derivada exterior es que al componerla dos
veces se anula, es decir, d2 ≡ 0. En el caso de la forma diferencial ωX definida
en (2), la derivada exterior nos está diciendo cuál es la variación infinitesimal de
dichas proyecciones que, además, en términos de la interpretación del producto
interior nos provee de la variación angular ejercida por el campo vectorial X en
el espacio tangente TpU . En este caso, esta noción rescata lo que en el cálculo
vectorial se denomina el campo rotacional rot(X) de dicho campo vectorial.

La importancia de esta derivada exterior es que nos permitirá probar una
generalización del teorema de Stokes para k-simplejos singulares C∞. Consi-
deremos un k-simplejo singular C∞, dado por σ, podemos pensar que dicho
k-simplejo singular C∞ tiene asociada una frontera ∂σ dada por la restricción
de la función σ a la frontera del k-simplejo ∆k. Aśı, dada una (k − 1)-forma
diferencial ω en M , el teorema de Stokes generalizado afirma que el valor de la
integral de ω sobre la frontera ∂σ es igual al valor de la integral de la derivada
exterior dω sobre σ. En śımbolos,∫

∂σ

ω =

∫
σ

dω (5)

Por otra parte, la derivada exterior juega un papel muy importante dentro de
esta teoŕıa y nos permite dar las siguientes definiciones. Una k-forma diferencial
es cerrada, si su derivada exterior se anula y una es exacta, si se puede ver como
derivada exterior de otra de grado k − 1. La propiedad d2 ≡ 0, nos dice que
toda forma exacta es cerrada. Aśı, podemos definir el espacio de cocientes de
k-formas cerradas entre k-formas exactas que será nuestro espacio vectorial de
cohomoloǵıa de de Rham denotado Hk

dR(M). Las clases de este espacio cociente
nos dicen cuanto dista una forma cerrada de ser exacta.

Primero, estudiemos que significa elH0
dR(U) cuando U es un conjunto abierto

de Rn. Para ello, observemos que el hecho de que df = 0 utilizando la ecuación
(4) implica que dicha función es localmente constante en todo punto de U .
Debido al hecho de que toda función localmente constante es globalmente cons-
tante en la componente conexa de dicho punto, H0

dR(U) corresponde al espacio
vectorial de las componentes conexas de dicho espacio.

La relación entre la integral que definimos y los espacios de cohomoloǵıa
de R es transparente. Por hechos que se probaran en el desarrollo de la tesis,
sabremos que toda 1-forma diferencial definida sobre R es cerrada. Esto nos dice
que este espacio vectorial tiene dimensión 1. Ahora, dada una 1-forma diferencial
ω = f(x)dx, el teorema fundamental del cálculo nos provee de una primitiva
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que nos permite ver ω como diferencial de otra función:

ω = f(x)dx = d

(∫ x

0

f(u)du

)
Sabemos que esta función es única salvo por la adición de una constante, por
ende, el espacio de 1-formas exactas en R tiene dimensión 1. Por lo tanto,
H1
dR(R) = 0.

Ahora, desarrollaremos otro ejemplo de esta relación. Sea M = R2 \ {0}.
Consideremos la 1-forma diferencial dada por la diferencial de la función ángulo
ω = dθ que se encuentra definida en M . Es fácil ver que si γ : [0, 1]→M es una
curva cerrada, podemos definir la integral de ω sobre dicha curva. Dicha integral
valdrá 2π veces el número de vueltas que dicha curva da entorno al cero. Aśı,
podemos definir una transformación lineal∫

γ

: {1-formas cerradas} → R,

la cual tiene como núcleo las 1-formas cerradas que integran cero. Posterior-
mente, veremos que dichas 1-formas diferenciales son exactamente las 1-formas
exactas. Con esto, hemos esbozado la prueba de que

H1
dR(M) ∼= R. (6)

Por otro lado, la derivada exterior nos permitirá construir, denotando por
Ak(M) al conjunto de k-formas diferenciales en M , lo que llamaremos el com-
plejo de cadena de de Rham de M

0 −→ A0(M)
d−→ A1(M)

d−→ . . .
d−→ An−1(M)

d−→ An(M) −→ 0. (7)

El teorema de de Rham afirma que este complejo contiene información so-
bre la topoloǵıa de la variedad M , utilizando un principio de dualidad básico:
uno integra integrandos sobre subobjetos geométricos en la variedad. Esto nos
lleva a estudiar las propiedades geométricas de la variedades y por otro lado, las
herramientas algebraicas para describirlas. Primero, estudiaremos las estructu-
ras algebraicas que tienen relaciones como la del complejo (7), sus morfismos y
qué tipo de construcciones podemos hacer con ellas.

Esto nos dará elementos suficientes para ahondar en el estudio de la homo-
loǵıa de una variedad M . Esta estructura nos permite decir como ciertos objetos
de dimensión k están adheridos a otros de dimesión k+1. En términos burdos, la
dimensión de este objeto cuantifica el número de irregularidades fundamentales
de una variedad. El principio de dualidad expuesto anteriormente se puede leer
desde esta óptica tratando estas irregularidades como la imposibilidad de resol-
ver cierto tipo de ecuaciones en términos de formas diferenciales. El teorema
de de Rham afirma que la cohomoloǵıa de de Rham rescata cierta información
importante de la homoloǵıa de una variedad.
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Una de las propiedades más importantes de la cohomoloǵıa de de Rham
se debe a su invarianza homotópica. Esto quiere decir que es invariante bajo
deformaciones continuas de un objeto en otro. Por ejemplo, hemos calculado
el primer espacio vectorial de cohomoloǵıa de de Rham de la variedad M =
R2 \ {0}, veremos que la circunferencia S1 se puede ver como una deformación
continua de dicho espacio, y por ello, tendrá cohomoloǵıa de de Rham isomorfa.

Para probar el teorema de de Rham, usaremos el enfoque usado en [16]. Para
ello, introduciremos lo que entenderemos por una cubierta abierta U = {Uα}
contraible de una variedad C∞. Veremos que las propiedades combinatorias de
dicha cubierta, capturadas en la noción de la cohomoloǵıa de Čech con respecto
a dicha cubierta, están relacionadas con la información provista por la cohomo-
loǵıa de de Rham. Esto nos permitirá establecer un isomorfismo que nos dará los
elementos necearios para probar el teorema de de Rham en el caso de variedades
trianguladas. Por último, veremos que la integral definida en (3) coincide con
este isomorfismo estableciendo que la integral también es un isomorfismo.
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Caṕıtulo 1

Formas diferenciales en Rn

En este caṕıtulo, introduciremos el lenguaje de las formas diferenciales so-
bre conjuntos abiertos de Rn. Primero, revisaremos dos conceptos básicos: el
espacio tangente a un punto en Rn y el corchete de Lie. Posteriormente, intro-
duciremos el concepto de álgebra exterior al espacio tangente al abierto en un
punto, estudiando su construcción geométrica en Rn y extendiéndola a este es-
pacio de manera natural. Esto nos permitirá que, posteriormente, desarrollemos
el concepto de forma diferencial y probemos que dicho conjunto es un álgebra
graduada. Por otra parte, introduciremos la operación de derivación exterior de
una forma diferencial y el pullback de formas diferenciales el cual resulta un
śımil de un cambio de variables.

A continuación, definiremos la integral de una 1-forma diferencial sobre una
curva y estudiaremos sus relaciones con los conceptos de homotoṕıa y exactitud.
Estas propiedades nos darán elementos para ahondar en el estudio de la coho-
moloǵıa de de Rham de algunos abiertos de R2. Para finalizar, estudiaremos el
teorema de Frobenius que expone condiciones necesarias y suficientes para que
dada una distribución de vectores en el espacio tangente a un abierto, exista una
subvariedad tangente a dicha distribución. También, incluiremos cómo expresar
dicho teorema en términos de formas diferenciales. Para concluir, extenderemos
el concepto de forma diferencial a una variedad de clase C∞.

1.1. Preliminares

En esta sección, introduciremos dos conceptos fundamentales para nuestro
estudio posterior: el espacio tangente a un abierto y el corchete de Lie.

1.1.1. Estructura geométrica de Rn

Además de la estructura algebraica de Rn, este conjunto posee una estruc-
tura geométrica dada por la existencia de vectores y espacios tangentes a dicho
conjunto. Denotaremos por T0Rn el conjunto de todas las flechas ancladas en el
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origen, lo designaremos como el espacio tangente a Rn en el origen, y cada uno
de sus elementos se llamará vector tangente a Rn en el origen. Para cualquier
otro punto p ∈ Rn, denotaremos el espacio tangente al punto p ∈ Rn, es decir,
el conjunto de flechas ancladas en p, por TpRn.

Dotamos a T0Rn de una base dada por el conjunto de vectores tangentes

unitarios en las direcciones xi. A cada uno de ellos, lo denotamos por
(

∂
∂xi

)
0
.

Entonces, podemos dotar a todo espacio tangente TpRn de una base dada por

el transporte paralelo de cada uno de los vectores tangentes
(

∂
∂xi

)
0
. A estos

nuevos vectores básicos los denotaremos por
(

∂
∂xi

)
p
. Aśı, cada espacio tangente

a Rn tiene estructura de espacio vectorial.

Definición 1.1.1. Definimos el haz tangente TRn a Rn como el conjunto de
todos los puntos de Rn y sus vectores tangentes, es decir,

TRn =
⋃
p∈Rn

TpRn

= {(p, ξ) : p ∈ Rn, ξ ∈ TpRn}.

Aśı, podemos definir una función σ : TRn → Rn por σ(p, ξ) = p denominada
sección del haz tangente.

El primer rol que juega un vector tangente es representar el vector velocidad
de una curva. Dado que una curva suave en Rn es una aplicación c : R → Rn
de clase C∞. Entonces, el vector velocidad en un punto c(t) se denota por

ċ(t) =
dc

dt
(t) = (

dc1
dt
, . . . ,

dcn
dt

)

donde c = (c1, . . . , cn). Este vector velocidad se representa por el vector tangente
ċ(t) en el punto c(t).

El segundo rol que juega un vector tangente es el de derivada direccional. Si
f = f(x1, . . . , xn) ∈ C∞(Rn), podemos definir la i-ésima derivada parcial de f ,
i.e., la derivada parcial con respecto a la dirección positiva del eje xi. Aśı, para
un vector tangente en el punto p ∈ Rnde la forma

ξ = a1

(
∂

∂x1

)
p

+ . . .+ an

(
∂

∂xn

)
p

,

podemos definir la derivada parcial de f en la dirección ξ como

Lξf(p) = a1
∂f

∂x1
(p) + . . .+ an

∂f

∂xn
(p).

Esta derivada se denomina la derivada direccional de f en la dirección ξ.
Estas dos ideas nos permiten definir lo que entendremos por un campo vec-

torial en Rn.
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Definición 1.1.2. Un campo vectorial X en Rn es una asignación de un vector

tangente X(p) ∈ Rn a cada punto p ∈ Rn. Debido a que {
(

∂
∂xi

)
p
}ni=1 es una

base de TpRn, podemos expresar el campo vectorial X de la forma

X = f1

(
∂

∂x1

)
+ . . .+ fn

(
∂

∂xn

)
donde fi son funciones valuadas en R. Si dichas funciones son de clase C∞,
decimos que dicho campo vectorial es de clase C∞.

Denotaremos al espacio de campos vectoriales de clase C∞(U) en U por
X(U). Otra forma de ver un campo vectorial X es como una aplicación X :
Rn → TRn de clase C∞ tal que X ◦ σ = idRn .

Estas definiciones se pueden generalizar de la misma manera a conjuntos
abiertos de Rn.

Ejemplo 1.1.3 (Diferencial de una transformación). Sean U ⊂ Rn, V ⊂ Rm
dos conjuntos abiertos, y f : U → V una transformación de clase C∞. Para cada
punto p ∈ U , definimos la diferencial de f en el punto p como la transformación
lineal

f∗ : TpU → Tf(p)V

f∗(ξ) =

[
∂fi
∂xj

] ∣∣∣∣
p

ξ

donde f1, . . . , fm son las coordenadas de f en V .

Observación 1.1.4. Si U ⊂ Rn, V ⊂ Rm, W ⊂ Rp son conjuntos abiertos y
f : U → V , g : V →W , transformaciones de clase C∞, entonces

(g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗ : TpU → Tg◦f(p)W.

1.1.2. El corchete de Lie

Un campo vectorial sobre U ⊆ Rn conjunto abierto es una función X : U →
TU donde X(p) ∈ TpU y, por lo tanto, es de la forma

X(p) =

n∑
i=1

ai(p)
∂

∂xi

donde ai ∈ C∞(U) y { ∂
∂xi
}ni=1 es la base canónica en cada punto p ∈ U .

Sean X es un campo vectorial sobre U ⊆ Rn y ϕt es el flujo local1 de X,
entonces podemos suponer que para cada punto p ∈ U , se tiene que

ϕ0(p) = p y
dϕt
dt

∣∣∣∣
t=0

= X(p).

1La existencia de dicho flujo local se obtiene por el teorema de existencia y unicidad para
ecuaciones diferenciales ordinarias [2].
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Introduciremos la noción de derivación de un campo con respecto a otro
campo. Para ello, revisaremos lo que significa derivar una función con respecto
a una dirección.

Sean U ⊆ Rn un conjunto abierto, p ∈ U y f ∈ C∞(U). Queremos derivar la
función f con respecto a una dirección ξ ∈ TpU . Entonces, tomamos una curva
γ : [−ε, ε]→ U tal que γ(0) = p y γ′(0) = ξ. Aśı, definimos la derivada de f con
respecto a la dirección ξ en el punto p por

Lξf(p) :=
d

dt
(f ◦ γ)

∣∣∣∣
t=0

=

n∑
i=1

∂f

∂xi
(γ(0))

dγi
dt

(0) = ∇f(p) · ξ,

donde γ = (γ1, . . . , γn).

Definición 1.1.5. Sea U ⊆ Rn un conjunto abierto, X un campo vectorial
sobre U y f ∈ C∞(U). Si ϕt es el flujo del campo vectorial X, entonces la
derivada de Lie de f con respecto al campo vectorial X en un punto p ∈ U se
define como

LXf(p) :=
d

dt
(f ◦ ϕt)

∣∣∣∣
t=0

=

n∑
i=1

∂f

∂xi
(ϕ0(p))

dϕit
dt

(0) = (∇f ·X)(p)

donde ϕt = (ϕ1
t , . . . , ϕ

n
t ).

La definición implica directamente que LfX+gY Z = fLXZ + gLY Z, para
cualequiera X,Y, Z ∈ X(U) y f, g ∈ C∞(U), dado que el producto punto es una
función lineal.

Ejemplo 1.1.6. Decimos que un campo vectorial X en un conjunto abierto
U ⊆ R2 es hamiltoniano (o tiene una primera integral global), si existe una
función H : U → R tal que LXH ≡ 0 en U . A dicha función se le conoce como
primera integral. Esto significa que las curvas de nivel deH están parametrizadas
por los flujos del campo vectorial X.
Considere el campo vectorial dado por la ecuación diferencial[

ẋ
ẏ

]
=

[
−y

x3 − 5x

]
Es fácil probar que la función dada por

H(x, y) = −y
2

2
+
x4

4
− 5x2

2

es una primera integral para este sistema.

Observemos que de la definición de derivada de de Lie obtenemos la siguiente
interpretación:

LXf(p) =
d

dt
(f◦ϕt)

∣∣∣∣
t=0

= ĺım
t→0

(f ◦ ϕt)(p)− (f ◦ ϕ0)(p)

t
= ĺım
t→0

(f ◦ ϕt)(p)− f(p)

t
.
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Proposición 1.1.7. Sea U ⊆ Rn un conjunto abierto, X un campo vectorial
en U y f, g ∈ C∞(U). Entonces,

1. LX(f + g) = LXf + LXg, y

2. LX(fg) = fLXg + gLXf .

Demostración. Sea p ∈ U .

1. LX(f +g)(p) = (∇(f +g) ·X)(p) = (∇f ·X)(p)+(∇g ·X)(p) = LXf(p)+
LXg(p), y

2. LX(fg)(p) = (∇(fg)·X)(p) = ((f∇g+g∇f)·X)(p) = fLXg(p)+gLXf(p).

Por la proposición anterior, podemos decir que cada campo vectorial X in-
duce una derivación en C∞(U), es decir, una función lineal

LX : C∞(U)→ C∞(U)

que cumple la identidad de Leibnitz. Dado que LXf también es una función de
clase C∞, podemos pensar en la derivada con respecto a otro campo vectorial
Y de LXf .

Sean X =
∑n
i=1 ai

∂
∂xi

y Y =
∑n
j=1 bj

∂
∂xj

las expresiones de dichos campos

vectoriales en U . Entonces,

LX(LY f) = LX(

n∑
j=1

bj
∂f

∂xj
)

=

n∑
j=1

LX(bj
∂f

∂xj
)

=

n∑
j=1

bjLX(
∂f

dxj
) +

∂f

dxj
LX(bj)

=

n∑
j=1

(
bj

n∑
i=1

ai
∂2f

∂xj∂xi
+

∂f

∂xj

n∑
i=1

ai
∂bj
∂xi

)

=

n∑
j=1

n∑
i=1

(
aibj

∂2f

∂xj∂xi
+ ai

∂bj
∂xi

∂f

∂xj

)
.

Podemos observar que dicha derivación no corresponde a la de un campo
vectorial sobre U , pues contiene derivaciones de órden superior. Para eliminar
dichos términos, restaremos LY (LXf) que también contiene dichas derivaciones.
Aśı, tenemos que
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LY (LXf) = LX(

n∑
i=1

ai
∂f

∂xi
)

=

n∑
i=1

LX(ai
∂f

∂xi
)

=

n∑
i=1

aiLX(
∂f

dxi
) +

∂f

dxi
LX(bi)

=

n∑
i=1

ai n∑
j=1

bj
∂2f

∂xi∂xj
+
∂f

∂xi

n∑
j=1

bj
∂ai
∂xj


=

n∑
i=1

n∑
j=1

(
aibj

∂2f

∂xi∂xj
+ bj

∂ai
∂xj

∂f

∂xi

)
.

Por tanto, cambiando los ı́ndices obtenemos que

LX(LY f)− LY (LXf) =

n∑
i=1

 n∑
j=1

aj
∂bi
∂xj
− bj

∂ai
∂xj

 ∂f

∂xi
.

Esta derivación śı proviene de un campo vectorial. Esto motiva la siguiente
definición.

Definición 1.1.8. Sean X,Y campos vectoriales en U ⊆ Rn conjunto abierto.
Definimos el corchete de Lie de X y Y o la derivada de Lie del campo vectorial
Y con respecto al campo vectorial X como

[X,Y ](p) = LXY (p) :=

n∑
i=1

ci(p)
∂

∂xi
(p)

donde ci(p) =
∑n
j=1 aj(p)

∂bi
∂xj

(p)− bj(p) ∂ai∂xj
(p).

Esta definición del corchete de Lie se basa en considerar los vectores tan-
gentes a un punto como derivaciones en C∞(U). Sin embargo, daremos otra
definición que facilita el cálculo de las propiedades de dicho objeto matemático.

Definición 1.1.9. Sean X,Y dos campos vectoriales sobre U descritos como
X =

∑n
i=1 ai

∂
∂xi

y Y =
∑n
i=1 bi

∂
∂xi

. Definimos la derivada total del campo
vectorial Y con respecto al campo vectorial X como el campo vectorial definido
como:

DXY =

n∑
i=1

(LXbi)
∂

∂xi
.

Esta definición nos permite ver la derivada total como la accón que realiza
un campo sobre otro componente a componente.
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Proposición 1.1.10. Sean X,Y dos campos vectorialaes sobre U . Entonces,
tenemos que

[X,Y ] = DXY −DYX.

Demostración. Sean X =
∑n
i=1 ai

∂
∂xi

y Y =
∑n
i=1 bi

∂
∂xi

las expresiones de
dichos campos vectoriales. Tenemos que:

DXY −DYX =

n∑
i=1

(LXbj − LY aj)
∂

∂xi

=

n∑
i=1

n∑
j=1

(
aj
∂bi
∂xj
− bj

∂ai
∂xj

)
∂

∂xj
= [X,Y ]

Proposición 1.1.11. Sean X,X ′, Y campos vectoriales sobre U . Entonces,
tenemos que:

1. [X,Y ] = −[Y,X];

2. [rX + sX ′, Y ] = r[X,Y ] + s[X ′, Y ], donde r, s ∈ R, y

3. [fX, gY ] = fg[X,Y ] + f(Xg)Y + g(Y f)X, donde f, g ∈ C∞(U).

Demostración. Sean X,Y dos campos vectoriales sobre U descritos como X =∑n
i=1 ai

∂
∂xi

, X ′ =
∑n
i=1 a

′
i
∂
∂xi

y Y =
∑n
i=1 bi

∂
∂xi

.

1.
[X,Y ] = DXY −DYX = −(DYX −DXY ) = −[Y,X]

2. Sean r, s ∈ R. Entonces, tenemos que

[rX + sX ′, Y ] =

n∑
i=1

(LrX+sX′bi − LY (rai + sa′i))
∂

∂xi

=

n∑
i=1

(rLXbi + sLY ai + sLY a
′
i)
∂

∂xi

= r[X,Y ] + s[X ′, Y ].
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3. Si f, g ∈ C∞(U), tenemos que

[fX, gY ] =

n∑
i=1

(LfX(gbi)− LgY (fai))
∂

∂xi

=

n∑
i=1

(fLX(gbi)− gLY (fai)
∂

∂xi

=

n∑
i=1

(f(gLXbi + biLXg)− g(fLY (ai) + aiLY f))
∂

∂xi

=
∑

i = 1n(fg(LXbi − LY ai) + f(LXg)bi − g(LY f)ai)
∂

∂xi
= fg[X,Y ] + f(LXg)Y − g(LY f)X.

Observación 1.1.12. Sean X,Y, Z campos vectoriales definidos en un conjunto
abierto U ⊂ Rn. La igualdad de Jacobi se cumple para el corchete de Lie:

[[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0.

1.1.3. Subvariedades de Rn

En esta subsección, construiremos objetos matemáticos que resultan ser la
generalización de una superficie en R3 a dimensiones superiores.

Definición 1.1.13. Sea M un subconjunto de Rn. Decimos que M es una
subvariedad de clase C∞ de Rn de dimensión 1 ≤ m ≤ n, si para cada punto
p ∈ M , hay una vecindad V en Rn y una transformación ϕ : U → V ∩ M
definida en un subconjunto abierto U ⊂ Rm tal que

1. ϕ es de clase C∞;

2. ϕ es un homeomorfismo, es decir, ϕ es una transformación continua inver-
tible con inversa continua, y

3. ϕ∗ es inyectiva.

Denominamos a ϕ una parametrización o un sistema local de coordenadas de M .
Las vecindades de la forma V ∩M en M son llamadas vecindades coordenadas.

Ejemplo 1.1.14. El primer ejemplo de subvariedad de Rn es Rn mismo. Cual-
quier subespacio vectorial M de Rn es una subvariedad de Rn.

Ejemplo 1.1.15. La esfera de dimensión n es el conjunto dado como

Sn := {x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 : x2
1 + . . .+ x2

n = 1}.
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Se pude probar que las funciones

ϕi : Ui → Rn+1

(x1, . . . , x̂i, . . . , xn) 7→ (x1, . . . ,
√

1− x2
1 − . . .− x2

n, . . . , xn)

paramterizan a dicha esfera en las regiones Ui = {x = (x1, . . . , x̂i, . . . , xn) ∈
Rn : x2

1 + . . .+ x2
n < 1} y el término x̂i significa que dicho elemento no aparece

en la n-eada en cuestión.

1.2. Formas exteriores en Rn

En esta sección, construiremos el álgebra de formas exteriores en Rn. Pri-
mero, definiremos el espacio de las formas alternantes en Rn. En este espacio,
introduciremos una operación llamada producto cuña la cual dotará a nuestro
espacio de una estructura de álgebra. Esta operación tiene una interpretación
geométrica muy particular. Por otro lado, construiremos formalmente el álgebra
de formas exteriores en Rn denominando a su producto formal como producto
exterior. Posteriormente, estudiaremos cómo extender estas construcciones a un
espacio vectorial cualquiera, y probaremos que dichas estructuras son isomor-
fas. Esta generalización nos permitirá trabajar en la próxima sección con los
espacios tangentes a Rn.

1.2.1. Formas alternantes en Rn

Definición 1.2.1. Un álgebra Λ sobre R es un espacio vectorial sobre R con
un producto asociativo con estructura de anillo y tal que para toda a ∈ R y
λ, µ ∈ Λ se tiene que

a(λµ) = (aλ)µ = λ(aµ).

Definición 1.2.2. Decimos que un álgebra Λ está graduada si existe una co-
lección de subespacios vectoriales Λk, k ∈ N, de modo que

1. Λ =
⊕

k∈N Λk, y

2. si x ∈ Λk y y ∈ Λl, entonces xy ∈ Λk+l; es decir,

Λk · Λl ⊆ Λk+l.

Definición 1.2.3. Una forma alternante de grado k en Rn, o k-forma alter-
nante, es una función sobre k vectores

ω : Rn × . . .× Rn︸ ︷︷ ︸
k veces

→ R,

la cual es k-lineal y antisimétrica, es decir,

ω(λ1ξ
′

1 + λ2ξ
′′

1 , ξ2, ..., ξk) = λ1ω(ξ
′

1, ξ2, ..., ξk) + λ2ω(ξ
′′

1 , ξ2, ..., ξk)
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ω(ξσ(1), ..., ξσ(k)) = sgn(σ)ω(ξ1, ..., ξk) con σ ∈ Sk

donde ξ
′

1, ξ
′′

1 , ξ2, . . . , ξk ∈ Rn y Sk denota al grupo de permutaciones de k letras.

Ejemplo 1.2.4. Si un campo de fuerza uniforme F está dado en el espacio
tridimensional orientado R3con su estructura euclidiana2, el trabajo ω realizado
en un desplazamiento ξ se calcula por la 1-forma alternante definida como

ω(ξ) = (F, ξ),

donde (· , · ) denota al producto interior en R3.

Ejemplo 1.2.5. Sea S(ξ1, ξ2) el área orientada del paralelogramo construido
por los vectores ξ1 y ξ2 en el espacio euclideano orientado R2, es decir,

S(ξ1, ξ2) = det

[
ξ11 ξ12

ξ21 ξ22

]
, donde ξi = ξi1e1 + ξi2e2

con β = {e1, e2} una base ordenada en R2. S es una 2-forma alternante en R2.

Ejemplo 1.2.6. Sea v un campo de velocidad uniforme para un fluido en el
espacio tridimensional orientado. El flujo de un fluido sobre el área de un para-
lelogramo formado por los vectores ξ1 y ξ2 está definido por el triple producto
escalar. Este producto es una 2-forma alternante dada por:

ω(ξ1, ξ2) = (v, ξ1, ξ2) = det

 v1 v2 v3

ξ11 ξ12 ξ13

ξ21 ξ22 ξ23

 ,
donde v = (v1, v2, v3), ξ1 = (ξ11, ξ12, ξ13) y ξ1 = (ξ21, ξ22, ξ23).

Ejemplo 1.2.7. El volumen orientado del paraleṕıpedo con vértices ξ1, ..., ξn
en el espacio euclidiano orientado Rn es una n-forma alternante.

V (ξ1, ..., ξn) = det

 ξ11 ... ξ1n
...

...
ξn1 ... ξnn

 ,
donde ξi = ξi1e1 + ...+ ξinen y β = {e1, ..., en} forma una base para Rn.

Ejemplo 1.2.8. Sea Rk el k-plano orientado en el espacio euclidiano Rn. En-
tonces, el volumen k-dimensional orientado de la proyección del paraleṕıpedo
con vértices ξ1, ..., ξk ∈ Rn en Rk es una k-forma alternante en Rn.

El conjunto de las k-formas alternantes en Rn, que denotaremos Λk(Rn), es
un espacio vectorial bajo las operaciones de suma

(ω1 + ω2)(ξ) = ω1(ξ) + ω2(ξ), ξ = (ξ1, . . . , ξk) con ξj ∈ Rn,
2En general, por el espacio euclidiano Rn nos referiremos al espacio vectorial Rn con el

producto interior usual y todas las propiedades métricas y topológicas que se heredan de él.
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y la multiplicación por escalares

(λω)(ξ) = λω(ξ).

Aśı, el espacio de las formas alternantes en Rn está definido como

Λ∗(Rn) =

n⊕
k=1

Λk(Rn) = Λ1(Rn)⊕ . . .⊕ Λn(Rn).

Por otro lado, observemos que las 1-formas alternantes en Rn corresponden
a las transformaciones lineales de Rn en R, es decir, dicho espacio coincide con el
espacio dual a Rn, denotado (Rn)∗. Construiremos una base para dicho espacio:
consideremos β = {x1, . . . , xn} una base en Rn. Podemos definir las siguientes
funciones

xi : Rn → R

v =

n∑
i=1

ajxj 7→ ai

que denominamos proyecciones o formas básicas. Es fácil probar que dichas
funciones son linealmente independientes. Aśı, el espacio dual a Rn es un espacio
vectorial de dimensión n.

1.2.2. Producto cuña de formas alternantes

En esta subsección, desarrollaremos la idea de lo que significa multiplicar una
k-forma alternante con una l-forma alternante en Rn. Para esto, empezaremos
introduciendo el producto cuña de dos 1-formas alternantes en Rn.

Definición 1.2.9 (Producto cuña de 1-formas alternantes). Dado un vector
ξ ∈ Rn y dos 1-formas alternantes ω1 y ω2, podemos asociar una transformación
de Rn en R×R asignando a cada ξ ∈ Rn el vector ω(ξ) con componentes ω1(ξ)
y ω2(ξ) en el plano de coordenadas ω1 y ω2. El valor del producto cuña ω1 ∧ω2

en el par de vectores ξ1, ξ2 ∈ Rn es el área de la imagen del paralelogramo
orientado con lados ω(ξ1) y ω(ξ2) en el plano (ω1, ω2):

(ω1 ∧ ω2)(ξ1, ξ2) = det

[
ω1(ξ1) ω2(ξ1)
ω1(ξ2) ω2(ξ2)

]
.

Dicha definición es correcta por la propiedades del determinante. Por otro
lado, el producto cuña de las formas básicas son las 2-formas alternantes xi∧xj .
Las antisimetŕıa implica que xj ∧ xi = −xi ∧ xj y, por tanto que xi ∧ xi = 0.
El significado geométrico de esta forma es el siguiente: su valor en un par de
vectores ξ1, ξ2 es igual al área orientada de la imagen del paralelogramo (ξ1, ξ2)
en el plano coordenado xi, xj bajo la proyección paralela en las coordenadas
restantes. Además, se puede probar que dichas 2-formas alternantes en Rn son
una base para Λ2(Rn).
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Proposición 1.2.10. El conjunto {xi ∧ xj : i < j} de 2-formas alternantes en
Rn es una base para Λ2(Rn). Esto nos dice que dim(Λ2(Rn)) =

(
n
2

)
Demostración. Sean {e1, . . . , en} la base canónica de Rn y {x1, . . . , xn} su res-
pectiva base dual. Veamos que dicho conjunto es linealmente independiente.
Para ello, consideremos la siguiente combinación lineal con coeficientes en Rn
igualada a cero. ∑

i>j

ai,jxi ∧ xj ≡ 0.

Evaluando en (ei, ej), para cada i > j, tenemos que∑
i>j

ai,jxi ∧ xj(ei, ej) = ai,j = 0.

Por ende, dicho conjunto es linealmente independiente.
Ahora, probemos que dicho conjunto genera a las 2-formas alternantes de

Rn. Consideremos ω una 2-forma alternantes, definamos ai,j = ω(ei, ej). Aśı,
observamos que ω y

∑
i>j ai,jxi ∧ xj toman los mismos valores sobre la base.

Por ende, dichas funciones generan a este espacio.

Ahora, introduciremos una generalización natural del producto cuña ante-
rior.

Definición 1.2.11 (Producto cuña de k 1-formas alternantes en Rn). Sean
ω1, ..., ωk 1-formas alternantes en Rn. Definimos el valor del producto cuña ω1∧
. . . ∧ ωk en los vectores ξ1, . . . ξk como

(ω1 ∧ . . . ∧ ωk)(ξ1, . . . , ξk) := det

 ω1(ξ1) . . . ωk(ξ1)
...

...
ω1(ξk) . . . ωk(ξk)


En otras palabras, el valor del producto cuña de k 1-formas alternantes

en el paraleṕıpedo ξ1, . . . , ξk es igual al volumen orientado de la imagen del
paraleṕıpedo en el espacio euclidiano orientado Rk bajo la transformación ξ 7→
(ω1(ξ), ..., ωk(ξ)). El hecho de que ω1 ∧ . . . ∧ ωk sea una k-forma alternante se
deduce de las propiedades del determinante.

Consideremos un sistema coordenado en Rn dado por las formas básicas
x1, . . . , xn. El producto exterior de las k-formas básicas

xi1 ∧ . . . ∧ xik , 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n,

es el volumen orientado de la imagen del k-paraleṕıpedo en el k-hiperplano gene-
rado por (xi1 , . . . , xik) bajo la proyección paralela en las coordenadas restantes.

Llamaremos a los elementos de la forma xi1 ∧ . . .∧xik monomios de grado k.
De manera análoga a la proposición (1.2.10), dicho conjunto de k-formas alter-
nantes en Rn es una base para Λk(Rn) y por ende, este espacio tiene dimensión(
n
k

)
.
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Ahora, definiremos el producto cuña de una k-forma alternante y una l-forma
alternante, ambas definidas en Rn.

Definición 1.2.12. Sean ω ∈ Λk(Rn) y η ∈ Λl(Rn). Definimos la (k+ l)-forma
alternante en Rn, ω ∧ η, evaluada en los vectores ξ1, . . . , ξk+l ∈ Rn como

(ω ∧ η)(ξ1, . . . , ξk+l) =
∑

σ∈Sk+l

sgn(σ)ω(ξσ(1), . . . , ξσ(k))η(ξσ(k+1), . . . , ξσ(k+l)).

Dicho producto generaliza al producto de dos 1-formas alternantes en Rn,
como podemos ver a continuación. Recordemos que las permutaciones de dos
elementos están descritas por los ciclos (1), (1 2). Sean ξ1, ξ2 ∈ Rn y ω1, ω2 ∈
Λ1(Rn), tenemos que

(ω1 ∧ ω2)(ξ1, ξ2) =
∑
σ∈S2

sgn(σ)ω1(ξσ(1))ω2(ξσ(2))

= ω1(ξ1)ω2(ξ2)− ω1(ξ2)ω2(ξ1).

Para probar el hecho anterior en general, denotemos al producto cuña de
la definición (1.2.11) de k 1-formas alternantes en Rn por ∧̇. Aśı, toda k-forma
alternante ωk en Rn se puede escribir como ωk = ω1∧̇ . . . ∧̇ωk donde ωi ∈
Λ1(Rn). Aśı, si ωl ∈ Λl(Rn) y tiene descomposición ωl = ωk+1∧̇ . . . ∧̇ωk+l. De
esta manera, dados ξ1, . . . , ξk+l ∈ Rn, resulta que

(ωk ∧ ωl)(ξ1, . . . , ξk+l) =
∑

σ∈Sk+l

sgn(σ)(ω1∧̇ . . . ∧̇ωk)(ξσ(1), . . . , ξσ(k))

(ωk+1∧̇ . . . ∧̇ωk+l)ξσ(k+1), . . . , ξσ(k+l))

=
∑

σ∈Sk+l

det
1≤i≤k

[ωi(ξσ(i))] det
k+1≤i≤k+l

[ωi(ξσ(i))]

= det
1≤i≤k+l

[ωi(ξi)]

= ω1∧̇ . . . ∧̇ωk+l(ξ1, . . . , ξk).

La penúltima igualdad se tiene por el teorema de desarrollo por menores de
un determinante. Esto nos prueba que el producto exterior de dos monomios es
un monomio, es decir, se trata del mismo producto.

Proposición 1.2.13. El producto cuña en Λ∗(Rn) tiene las siguientes propie-
dades:

1. (ω ∧ η) ∧ θ = ω ∧ (η ∧ θ) con ω ∈ Λk(Rn), η ∈ Λl(Rn) y θ ∈ Λp(Rn);

2. ω ∧ η = (−1)kl(η ∧ ω), donde ω ∈ Λk(Rn) y η ∈ Λl(Rn), y

3. (ω1 + ω2) ∧ η = ω1 ∧ η + ω2 ∧ η, para ω1, ω2 ∈ Λk(Rn) y η ∈ Λl(Rn).

20



Demostración.
Para probar la asociatividad de este producto (1), basta ver que si el producto

cuña es asociativo en monomios, entonces también es asociativo en sumas de
monomios. Dado que el producto cuña entre 1-formas alternantes en Rn es
asociativo, obtenemos el resultado.

Ahora, mostremos que la propiedad (2) se cumple. Sean ξ1, . . . , ξk+l ∈ Rn.
Sea σ′ la permutación de k+ l elementos que manda los primeros k elementos en
los últimos k elementos sin alterar su orden. Usando el hecho de que σ′Sk+l =
Sk+l, esta permutación nos permite obtener que

(ω ∧ η)(ξ1, . . . , ξk)

=
∑

σ∈Sk+l

sgn(σ)ω(ξσ(1), . . . , ξσ(k))η(ξσ(k+1), . . . , ξσ(k+l))

=
∑

σ∈Sk+l

sgn(σ′σ)η(ξσ′σ(1), . . . , ξσ′σ(l))ω(ξσ′σ(l+1), . . . , ξσ′σ(l+k))

=
∑

σ∈Sk+l

(−1)klsgn(σ)η(ξσ(1), . . . , ξσ(l))ω(ξσ(l+1), . . . , ξσ(l+k))

= (−1)kl(η ∧ ω)

Para finalizar, veamos que el producto se distribuye en la suma. Considere-
mos los siguientes vectores ξ1, . . . , ξk+l ∈ Rn.

((ω1 + ω2) ∧ η)(ξ1, . . . , ξk+l)

=
∑

σ∈Sk+l

sgn(σ)(ω1 + ω2)(ξσ(1), . . . , ξσ(k))η(ξσ(k+1), . . . , ξσ(k+l))

=
∑

σ∈Sk+l

sgn(σ)ω1(ξσ(1), . . . , ξσ(k))η(ξσ(k+1), . . . , ξσ(k+l))

+ ω2(ξσ(1), . . . , ξσ(k))η(ξσ(k+1), . . . , ξσ(k+l))

=
∑

σ∈Sk+l

sgn(σ)ω1(ξσ(1), . . . , ξσ(k))η(ξσ(k+1), . . . , ξσ(k+l))

+
∑

σ∈Sk+l

sgn(σ)ω2(ξσ(1), . . . , ξσ(k))η(ξσ(k+1), . . . , ξσ(k+l))

= (ω1 ∧ η)(ξ1, . . . , ξk+l) + (ω2 ∧ η)(ξ1, . . . , ξk+l)

El resultado anterior nos afirma que el espacio vectorial Λ∗(Rn) es un álgebra
graduada sobre R.

Observación 1.2.14. La propiedad (2) de la proposición (1.2.13) implica que
ωk ∧ ωk = 0 siempre y cuando k sea un número impar.
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1.2.3. Formas exteriores en Rn

Denotemos por Λ∗n al álgebra graduada generada por los śımbolos x1, ..., xn
con producto denotado por ∧ sobre R con unidad 1 que satisface la ecuación

xi ∧ xj = −xj ∧ xi,

para cualesquiera i, j. Decimos que Λ∗n es el álgebra exterior generada por
x1, ..., xn. Si fijamos el grado de xi como 1, cada monomio en Λ∗n tiene un grado
definido. Denotemos por Λkn el conjunto de combinaciones lineales de monomios
de grado k. Aśı, tenemos que

Λ∗n =

n⊕
k=1

Λkn = Λ1
n ⊕ . . .⊕ Λnn.

De lo anterior, podemos tomar como base de Λkn a

xi1 ∧ . . . ∧ xik , 1 ≤ ii ≤ . . . ≤ ik ≤ n,

y, por lo tanto, dim Λkn =
(
n
k

)
. También, tenemos que si k > n, entonces

dim Λkn = 0 y dim Λ∗n = 2n. Aśı, una forma exterior se puede ver como

ω =
∑

1≤i1≤...≤ik

ai1...ikxi1 ∧ . . . ∧ xik .

Para simplificar la notación, podemos escribir la k-forma exterior anterior como:

ω =
∑
I

aIxi1 ∧ . . . ∧ xik .

De esto, podemos calcular el producto exterior de ω∧η ∈ Λk+l
n de las formas

exteriores ω ∈ Λkn y ν ∈ Λln de la siguiente manera:

ω ∧ η =
∑
IJ

aIbJxi1 ∧ . . . ∧ xik ∧ xj1 ∧ . . . ∧ xjl .

donde
ω =

∑
I

aIxi1 ∧ . . . ∧ xik y η =
∑
J

bJxj1 ∧ . . . ∧ xjk .

1.2.4. Álgebra exterior de un espacio vectorial

En las secciones anteriores, nos hemos dedicado a construir tanto el espacio
de formas alternantes como aquel de formas exteriores de Rn. Ahora, generali-
zaremos dichas construcciones a cualquier espacio vectorial arbitrario V sobre
R y después, probaremos que dichas estructuras son isomorfas como álgebras.
Este hecho nos permitirá referirnos a estas estructuras como el álgebra exterior
del espacio vectorial V .
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Definición 1.2.15. Sea V un espacio vectorial sobre R. Un álgebra graduada
con producto ∧ y unidad 1 generada por los elementos de V sobre R que satisface
la relación

X ∧ Y = −Y ∧X, ∀ X,Y ∈ V

se denota por Λ∗V y es llamada el álgebra exterior de V o el álgebra de Grass-
mann.

Aśı, si dim(V ) = n, tenemos la descomposición en suma directa dada como

Λ∗V =

n⊕
k=0

ΛkV ,

donde ΛkV es el subespacio de Λ∗V que consiste en los elementos de grado k y
Λ1V ∼= V . Sea e1, . . . , en una base para V . Entonces, los elementos de la forma

ei1 ∧ . . . ∧ eik , 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n

forman una base para ΛkV y por tanto, dim(ΛkV ) =
(
n
k

)
. De manera análoga,

definimos el álgebra exterior Λ∗V ∗ de V ∗.
Por otro lado, definiremos lo que significa una k-forma alternante en V .

Definición 1.2.16. Sea V un espacio vectorial sobre R. Una k-forma alternante
en V es una función multilineal

ω : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
k veces

→ R

que es alternante, es decir

ω(Xσ(1), . . . , Xσ(k)) = sgn(σ)ω(X1, . . . , Xk), Xi ∈ V

donde σ ∈ Sk.

El conjunto de todas las formas alternantes de grado k en V se denota por
Ak(V ). Dicho conjunto forma un espacio vectorial con las operaciones de suma
de funciones y multiplicación escalar de una función por un número real. Aśı,
también obtenemos un espacio vectorial de la forma

A∗(V ) =

n⊕
k=0

Ak(V ),

donde definimos A0(V ) = R. Además, la condición de alternancia implica que
Ak(V ) = 0, para toda k > n.

Por último, definiremos una aplicación lineal que preserva el grado

ι : Λ∗V ∗ → A∗(V ).

Para ello, definiremos una aplicación ιk : ΛkV ∗ → Ak(V ), para cada k < n. Sea
e1, . . . , en una base de V y α1, . . . , αn su base dual, es decir, satisface αi(ej) =
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δij . Para un elemento con descomposición ω = α1 ∧ . . . ∧ αk ∈ ΛkV ∗, αi ∈ V ∗,
le asignamos

ιk(ω)(X1, . . . , Xk) = det[αi(Xj)], Xj ∈ V

y extendemos dicha definición de forma lineal para cualquier elemento. Podemos
concluir que la aplicación ιk está bien definida por las propiedades alternantes
del determinante.

Teorema 1.2.17. La aplicación lineal ι : Λ∗V ∗ → A∗(V ) es un isomorfismo,
es decir, mediante ι podemos identificar el álgebra exterior Λ∗V ∗ del espacio
dual V ∗ con el espacio vectorial A(V ) de las formas alternantes en V . Esto
nos permite inducir un producto en A∗(V ) dado como sigue. Si ω ∈ Λk(V ∗) y
Λl(V ∗), podemos considerar el producto ω ∧ η en Ak+l(V ), via ι, obteniendo
que

ω ∧ η(X1, . . . , Xk+l) =∑
σ∈Sk+l

sgn(σ)ω(Xσ(1),...,Xσ(k))η(Xσ(k+1), . . . , Xσ(k+l))

donde Xi ∈ V.

Demostración. Primero, probaremos que ιk es un isomorfismo. Sea e1, . . . , en
una base de V y α1, . . . , αn su base dual, es decir, satisface αi(ej) = δij . Aśı,
podemos tomar a los elementos de la forma

αi1 ∧ . . . ∧ αik , 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n

forman una base para ΛkV ∗. Veamos que las imágenes de los elementos de la
base bajo ιk son linealemente independientes como elementos en Ak(V ). Consi-
deremos una combinación lineal de estas imágenes igualada a cero, es decir,∑

1≤i1<...<ik≤n

ai1,...,ik ιk(αi1 ∧ . . . ∧ αik) = 0.

Evaluando dicha expresión en un elemento de la forma (ej1 , . . . , ejk) ∈ V k
con ej1 < . . . < ejk , obtenemos∑

1≤i1<...<ik≤n

ai1,...,ik det(αr(es)) = aj1,...,jk = 0.

Por tanto, dichos elementos son linealmente independientes. Ahora, sea ω ∈
Ak(V ) un elemento arbitrario. Definamos ω(ei1 , . . . , eik) = ai1···ik , para cada
colección ei1 < . . . < ejk , entonces el elemento

η =
∑

1≤i1<...<ik≤n

ai1,...,ik ιk(αi1 ∧ . . . ∧ αik)(ej1 , . . . , ejk) ∈ ΛkV ∗.

Además, ιk(η) = ω. Por tanto, ιk es una función suprayectiva y por tanto,
isomorfismo.
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Ahora, probaremos la segunda parte del problema. Debido a la linealidad de
ιk, basta probar la afirmación para elementos de la forma

ω = αi1 ∧ . . . ∧ αik , η = αj1 ∧ . . . ∧ αjl .

Además, podemos asumir que los elementos de i1, . . . , ik y j1, . . . , jl son
todos distintos, pues de lo contrario tendŕıamos que ω ∧ η = 0. Esto se debe
a que al repetir un generador αi automáticamente la forma valdŕıa cero por
la observación (1.2.14). Ahora, sea τ ∈ Sk+l la permutación que ordena dichas
(k + l)-adas, digamos que τ(αr) = mr. Aśı,

ω ∧ η = sgn(τ)αm1
∧ · · · ∧ αmk+l .

Por tanto,
ιk+l(ω ∧ η)(em1

, . . . , emk+l) = sgn(τ).

Por otro lado, observamos que, si σ ∈ Sk, entonces

ιk(ω)(eσ(m1), . . . , eσ(mk)) 6= 0 ⇔ σ(mp) = ip, 1 ≤ p ≤ k.

De manera análoga, si σ′ ∈ Sl, tenemos que

ιl(η)(eσ′(mk+1), . . . , eσ′(mk+l)) 6= 0 ⇔ σ(mq) = jq, 1 ≤ q ≤ l.

Además dichos valores son iguales a 1. Por tanto, dada ν ∈ Sk+l, tenemos
que

ιk(ω(emν(1) , . . . , emν(k+1)
))ιl(ω(emν(k+1)

, . . . , emν(k+l))) 6= 0 ⇔ ν = τ−1.

Finalmente, obtenemos que∑
σ∈Sk+l

sgn(σ)ιk(ω(emσ(1) , . . . , emσ(k)))ιl(ω(emσ(k+1)
, . . . , emσ(k+l)))

= sgn(τ−1) = sgn(τ).

Observamos que ι : Λ∗V ∗ ∼= A∗(V ) no es el único isomorfismo, también
podemos considerar ι′ = 1

k! ι. De manera abstracta, esto no representa una
diferencia crucial. Sin embargo, si consideramos la construcción en Rn con su
estructura euclidiana, la diferencia entre ambos productos es que el segundo
equivale a considerar el volumen orientado del simplejo de dimensión k generado
por el origen y los vectores resultantes de la transformaciones (X1, . . . , Xk) 7→
(ωj(X1), . . . , ωj(Xk)).

1.3. Formas diferenciales en Rn

En esta sección, introduciremos el lenguaje de formas diferenciales en conjun-
tos abiertos de Rn. Esto tiene dos objetivos, primero este lenguaje nos permite
definir objetos geométricos globales en el abierto y además, nos permite facilitar
el lenguaje del cálculo vectorial tradicional.
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1.3.1. Formas diferenciales en Rn

Para definir una k-forma diferencial en un abierto U de Rn, primero debe-

remos construir nuestras formas básicas. Consideremos {
(

∂
∂x1

)
p
, . . . ,

(
∂
∂xn

)
p
}

una base para TpU . Dado que TpU es un espacio vectorial, escojamos las funcio-
nes lineales duales (dx1)p, . . . , (dxn)p en el espacio dual a TpU , denotado T ∗pU
y denominado el espacio cotangente, de modo que

(dxi)p

(
∂

∂xj

)
= δij ,

donde δij es la delta de Kronecker. Estas funciones nos proveen de una base
para construir Λ(T ∗pU), es decir el álgebra exterior al espacio cotangente T ∗pU
en cada punto.

Definición 1.3.1. Sea U ⊂ Rn un conjunto abierto. Una k-forma diferencial
de clase C∞ en U es una función

ω : U →
⋃
p∈U

Λk(T ∗pU),

que a cada punto p ∈ U le asocia un elemento ωp ∈ Λk(T ∗pU) representable
como

ωp =
∑

1≤i1<...<ik≤n

ai1...ik(p)(dxi1 ∧ . . . ∧ dxik)p, ij ∈ {1, . . . , n}

y cuyos coeficientes ai son funciones de clase C∞ en U . Denotamos al conjunto
de las k-formas diferenciales sobre U por Ak(U). Por conveniencia, diremos que
las funciones de clase C∞ en U corresponden a las 0-formas diferenciales en U .
Aśı, el espacio de las formas diferenciales en U se define por

A∗(U) =

n⊕
k=0

Ak(U).

Por convenciencia notacional, denotaremos por I a la k-tupla (i1, . . . , ik)
donde 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n. Aśı, podremos denotar a una k-forma diferencial
ω por

ω =
∑
I

aIdxI .

Ejemplo 1.3.2. Llamamos a la n-forma diferencial en Rn, ωn = dx1∧ . . .∧dxn
el elemento de volumen de Rn.

Introduciremos operaciones en A∗(U) utilizando la estructura ya construida
en Λ∗(T ∗pU). Primero, considere ω, η ∈ Ak(U) dadas por

ω =
∑
I

aIdxI , η =
∑
I

bIdxI ,
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definimos la suma de dichas k-formas diferenciales por

ω + η =
∑
I

(aI + bI)dxI .

Ahora, definiremos el producto exterior de una ω ∈ Ak(U) y una η ∈ Ak(U)
dadas por

ω =
∑
I

aIdxI , I = (i1, . . . , ik)

η =
∑
J

bJdxJ , J = (j1, . . . , jl)

como la (k + l)-forma diferencial en U dada por

ω ∧ η =
∑
IJ

aIbJdxI ∧ dxJ .

Proposición 1.3.3. Sean ω ∈ Ak(U), η ∈ Al(U) y θ ∈ Ap(U), tenemos que

1. (ω ∧ η) ∧ θ = ω ∧ (η ∧ θ),

2. ω ∧ η = (−1)kl(η ∧ ω), y

3. ω ∧ (η + θ) = ω ∧ η + ω ∧ θ, si p = l.

La proposición (1.3.3) es consecuencia de las propiedades algebraicas de
Λ∗(T ∗pU).

Ejemplo 1.3.4. Considere un campo vectorial X en R3. Podemos observar que
dicho campo induce una 1-forma diferencial ω1

X = (X, ξ) (el producto punto) y
una 2-forma diferencial ω2

X(ξ1, ξ2) = [X, ξ1, ξ2] (el triple producto escalar).

1.3.2. Pullback de formas diferenciales

Una de las propiedades más interesantes de las formas diferenciales se ob-
tiene estudiando su comportamiento bajo transformaciones de clase C∞, pues
se tienen propiedades análogas a un cambio de variables.

Definición 1.3.5 (Pullback de formas diferenciales). Sean U ⊂ Rn, V ⊂ Rm
conjuntos abiertos, y f : U → V una transformación de clase C∞. Dada una
k-forma diferencial ω en V , definimos el pullback de ω bajo f como la k-forma
diferencial en U definida por

(f∗ω)p(ξ1, . . . , ξk) = ωf(p)(f∗(ξ1), . . . , f∗(ξk)),

donde p ∈ U , ξ1, . . . , ξk ∈ TpU y f∗ : TpU ∈ Tf(p)V es la diferencial de la función
f . Esta definición implica que el pullback de una 0-forma diferencial g : V ∈ R
sea

f∗(g) = g ◦ f.
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Figura 1.1: La transformación inducida por el pullback en los espacios tangentes.

Proposición 1.3.6. Sea f : U ⊂ Rn → V ⊂ Rm una transformación de clase
C∞ entre conjuntos abiertos. Dadas ω, η ∈ Ak(V ) y g ∈ A0(V ), tenemos que

1. f∗(ω + η) = f∗ω + f∗η,

2. f∗(gω) = f∗(g)f∗(ω), y

3. Si ω1, . . . , ωk ∈ A1(V ), entonces f∗(ω1 ∧ . . .∧ωk) = f∗(ω1)∧ · · · ∧ f∗(ωk).

Demostración. Sean p ∈ U y ξ1, . . . , ξk ∈ TpU .

1.

f∗(ω + η)p(ξ1, . . . , ξk) = (ω + η)f(p)(f∗(ξ1), . . . , f∗(ξk))

= ωf(p)(f∗(ξ1), . . . , f∗(ξk)) + ηf(p)(f∗(ξ1), . . . , f∗(ξk))

= f∗ωp(ξ1, . . . , ξk) + f∗ηp(ξ1, . . . , ξk)

2.

f∗(gω)p(ξ1, . . . , ξk) = (gω)f(p)(f∗(ξ1), . . . , f∗(ξk))

= g(f(p))ωf(p)(f∗(ξ1), . . . , f∗(ξk))

= f∗(g)pf
∗(ω)p(ξ1, . . . , ξk)

3.

f∗(ω1 ∧ . . . ∧ ωk)p(ξ1, . . . , ξk) = (ω1 ∧ . . . ∧ ωk)f(p)(f∗(ξ1), . . . , f∗(ξk))

= det [ωi(f(p))(f∗(ξj))]

= det [f∗(ωi)(p)(ξj)]

= f∗(ω1)p ∧ · · · ∧ f∗(ωk)p(ξ1, . . . , ξk)
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Proposición 1.3.7. Sea f : U ⊂ Rn → V ⊂ Rm una transformación de clase
C∞ entre conjuntos abiertos. Dadas ω ∈ Ak(V ) y η ∈ Al(V ), tenemos que

1. f∗(ω ∧ η) = (f∗ω) ∧ (f∗η), y

2. (f ◦ g)∗ω = g∗(f∗ω), donde g : W ⊂ Rp → U es una transformación C∞

entre conjuntos abiertos.

Demostración. 1. Sean (y1, . . . , ym) = (f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn))
coordenadas de V y (x1, . . . , xn) aquellas respectivas a U . As, expresando
en coordenadas locales ω =

∑
I aIdyI ∈ Ak(V ) y η =

∑
J bJdyJ ∈ Al(V ),

se tiene

f∗(ω ∧ η) = f∗

(∑
IJ

aIbJdyI ∧ dyJ

)
=
∑
IJ

f∗(aI)f
∗(bj)dfI ∧ dfJ

=

(∑
I

f∗(aI)dfI

)
∧

(∑
J

f∗(bJ)dfJ

)
= f∗(ω) ∧ f∗(η).

2. Usando lo anterior, observamos que

(f ◦ g)∗(ω) =
∑
I

aI((f ◦ g)1, . . . , ((f ◦ g)m))d(f ◦ g)I

=
∑
I

aI(f1(g1, . . . , gn), . . . , (fm)(g1, . . . , gn))dfI(dg1, . . . dgn)

=
∑
I

g∗(aI(f1, . . . , fm))g∗(dfI)

= g∗(f∗(ω))

Por último, cabe mencionar que las proposiciones (1.3.6) y (1.3.7) implican
que una función f : U ⊂ Rn → V ⊂ Rm de clase C∞ entre conjuntos abiertos
induce un homomorfismo de álgebras

f∗ : A∗(U)→ A∗(V ).
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1.3.3. Derivada exterior de una forma diferencial

Considere una 0-forma diferencial f en U un conjunto abierto de Rn. Defi-
nimos, la derivada exterior de f o la diferencial de f como la 1-forma exterior
definida en U dada por

df =

n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi.

Esto motiva la siguiente definición.

Definición 1.3.8 (Derivada exterior de formas diferenciales). Dada una k-
forma diferencial ω =

∑
I aIdxI en U , definimos la derivada exterior de ω,

denotada dω, como la (k + 1)-forma diferencial en U definida por

dω =
∑
I

daI ∧ dxI .

Proposición 1.3.9. Sea U un conjunto abierto de Rn.

1. Si ω1, ω2 ∈ Ak(U), entonces d(ω1 + ω2) = dω1 + dω2.

2. Si ω ∈ Ak(U) y η ∈ Al(U), tenemos que d(ω∧ η) = dω∧ η+ (−1)kldη∧ω.

3. Para toda ω ∈ Ak(U), d(dω) = 0.

4. Sean U ⊂ Rn y V ⊂ Rm conjuntos abiertos y f : U → V es una transfor-
mación de clase C∞. Si ω ∈ Ak(U), tenemos que d(f∗ω) = f∗(dω).

Demostración. 1. Se tiene por la linealidad de las derivadas parciales.

2. Sean ω =
∑
I aIdxI ∈ Ak(U) y η =

∑
J bjdxj ∈ Al(U). Tenemos que,

d(ω ∧ η) =
∑
IJ

d(aIbJ)dxI ∧ dxJ

=
∑
IJ

bJd(aI) ∧ dxI ∧ dxJ +
∑
IJ

aId(bJ) ∧ dxI ∧ dxJ

=
∑
IJ

bJd(aI) ∧ dxI ∧ dxJ +
∑
IJ

(−1)kaIdxI ∧ dbJ ∧ dxJ

= dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη.

3. Primero, asumamos que ω = f ∈ A0(U). Aśı, obtenemos que

d(df) = d

 n∑
j=1

∂f

dxj
dxj

 =

n∑
j=1

d

(
∂f

∂xj

)
∧ dxj

=

n∑
j=1

n∑
i=1

∂2f

∂dxjdxi
dxi ∧ dxj .
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Debido a que las parciales mixtas son iguales y la antisimetŕıa, obtenemos
que

d(df) =
∑
i<j

(
∂2f

∂xi∂xj
− ∂2f

∂xj∂xi

)
dxi ∧ dxj = 0.

La derivada exterior nos permite interpretar geométricamente el pullback.
Consideremos una k-forma diferencial en U dada por ω =

∑
I aIdxI . En

virtud del inciso anterior, tenemos que

d(dω) = d

(∑
I

daI ∧ dxI

)
=
∑
I

d(daI ∧ dxI)

=
∑
I

d(daI) ∧ dxI + (−1)kdaI ∧ d(dxI) = 0

4. Ahora, sean (x1, . . . , xn) y (y1, . . . , ym) coordenadas en U y V respecti-
vamente. Digamos que f tiene como funciones coordenadas {fj}mj=1, i.e.
yj = fj(x1, . . . , xn). Consideremos una 0-forma diferencial g en V . Tene-
mos

f∗(dg)p = f∗

 m∑
j=1

∂g

∂yj
(dyj)


p

=

m∑
j=1

f∗
(
∂g

∂yj

) ∣∣∣∣
p

f∗(dyj)p

=

n∑
j=1

∂g

∂yj

∣∣∣∣
f(p)

n∑
i=1

∂fi
∂xi

∣∣∣∣
p

(dxi)p =

n∑
i=1

m∑
j=1

∂g

∂yj

∣∣∣∣
f(p)

∂fi
∂xi

∣∣∣∣
p

(dxi)p

=

n∑
i=1

∂(g ◦ f)

∂xi

∣∣∣∣
p

(dxi)p = d(g ◦ f)p = d(f∗(g))p.

Ahora, consideremos ω =
∑
I aIdxI una k-forma diferencial en U . Por las

propiedades anteriormente probadas, tenemos que

d(f∗(ω)) = d

(∑
I

f∗(aI)f
∗(dxI)

)
=
∑
I

d(f∗(aI)f
∗(dxI)) =

∑
I

(f∗(aI) ∧ f∗(dxI))

= f∗

(∑
I

daI ∧ dxI

)
= f∗(dω)
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Ejemplo 1.3.10. Utilizando las formas diferenciales definidas en 1.3.4, tenemos
las siguientes relaciones para el gradiente, el rotacional y la divergencia de un
campo vectorial X.

df = ω1
∇f , dω1

X = ω2
rot(X), dω2

X = div(X)ω3,

donde ω3 es el elemento de volumen en R3.

Ahora, proveeremos de una interpretación geométrica del pullback de k-
formas diferenciales. Consideremos f : U ⊂ Rn → V ⊂ Rm una transformación
de clase C∞ entre conjuntos abiertos. Sean (x1, . . . , xn) coordenadas de U y
(y1, . . . , ym) las coordenadas de V , f transforma las coordenadas de U en coor-
denadas de V haciendo yi = fi(x1, . . . , xn), para todo 1 ≤ i ≤ m.

Sea ω =
∑
I aIdyI una k-forma diferencial en V . Usando la proposición

anterior, obtenemos

f∗(ω) =
∑
I

f∗(aI)(f
∗dyi1) ∧ . . . ∧ (f∗dyik)

=
∑
I

f∗(aI)(dfi1) ∧ . . . ∧ (dfik).
(1.1)

Supongamos que f : U ⊂ Rn → V ⊂ Rn es un difeomorfismo de clase
C∞3 entre conjuntos abiertos. Sean (x1, . . . , xn) coordenadas en U , (y1, . . . , yn)
coordenadas en U ′ y digamos que tenemos las funciones coordenadas yi =
fi(x1, . . . , xn). La ecuación (1.1) implica que

f∗(yi1 , . . . , yik) =
∂(fi1 , . . . , fik)

∂(xi1 , . . . , xik)
dxi1 ∧ . . . ∧ dxik .

1.3.4. Interpretación geométrica de la derivada exterior

Consideremos una k-forma diferencial ω definida en un conjunto abierto U
de Rn y X1, . . . , Xk una colección de campos vectoriales en U . Haciendo variar
el punto de anclaje podemos considerar ω(X1, . . . , Xk) como una función de
clase C∞. Esto nos dice que ω es una aplicación

ω : X(U)× . . .× X(U)︸ ︷︷ ︸
k veces

→ C∞(U)

es k-lineal y alternante, usando la propiedad de que X(U) es un C∞(U)-módulo.
Esta es la caracterización global de una k-forma diferencial.

3Un difeomorfismo ϕ de clase C∞ es una aplicación biyectiva de clase C∞ con inversa de
clase C∞.
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Teorema 1.3.11. Sean ω una k-forma diferencial en U y X1, . . . , Xk campos
vectoriales sobre U , tenemos que

dω(X1, . . . , Xk+1) =

k+1∑
i=1

(−1)i+1LXi(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk))

−
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xk)

donde X̂i denota que se ha suprimido la i-ésima entrada. En el caso k = 1,
tenemos que

dω(X,Y ) = LXω(Y )− LY ω(X)− ω([X,Y ]).

Demostración. Primero, observamos que la función definida en la segunda parte
de la ecuación es una función k-lineal de C∞-módulos, pues la derivada de Lie es
una función lineal de C∞-módulos y dicha expresión es una combinación lineal
de ellas. Por otra parte, la alternancia de ω y la linearidad de la derivada de Lie
implican la alternancia de dicha función. Por lo tanto, dicha expresión es una
(k + 1)-forma diferencial.

Dada la linealidad, basta que probemos que dichas funciones son iguales
evaluadas en elementos básicos. Sean 1 ≤ j1 < . . . jk+1 ≤ n una colección de
ı́ndices. Sea ω =

∑
I fIdxI una k-forma diferencial en U . Aśı, tenemos que

dω

(
∂

∂xj1
, . . . ,

∂

∂xjk+1

)
=
∑
I

dfI ∧ dxI
(

∂

∂xj1
, . . . ,

∂

∂xjk+1

)

=

n∑
s=1

(−1)s+1 ∂

∂xjs
fj1,...,ĵs...,jk+1

dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk+1

(
∂

∂xj1
, . . . ,

∂

∂xjk+1

)

=

n∑
s=1

(−1)s+1 ∂

∂xjs
fj1,...,ĵs...,jk+1

.

Por otro lado, tenemos que para cada 1 ≤ s ≤ k + 1,

ω

(
∂

∂xj1
, . . . ,

∂̂

∂xjs
, . . . ,

∂

∂xjk+1

)
= fj1,...,ĵs,...,jk+1

.

Derivando con respecto al vector ∂
∂xjs

y sumando sobre los valores posibles,

obtenemos el resultado.

1.3.5. La cohomoloǵıa de de Rham

En esta subsección, introduciremos el concepto fundamental de esta tesis:
la cohomoloǵıa de de Rham. La subsección (1.3.3) introduce la derivada exte-
rior, establece que la derivada exterior es una aplicación lineal entre espacios
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vectoriales
d : Ak(U)→ Ak+1(U).

Podemos, entonces, definir las siguientes nociones.

Definición 1.3.12. Decimos que una k-forma diferencial ω en U es una k-forma
cerrada, si dω = 0. Por otro lado, una k-forma diferencial ω en U se denomina
exacta, si existe una (k − 1)-forma exterior η en U tal que dη = ω.

De las propiedades anteriores, es fácil ver que toda k-forma diferencial exacta
es también cerrada. En términos de la transformación d podemos establecer los
siguientes subespacios vectoriales de Ak(U),

Zk(U) = ker (d : Ak(U)→ Ak+1(U))

Bk(U) = Im(d : Ak−1(U)→ Ak(U)).

La contención mencionada arriba Bk(U) ⊂ Zk(U), nos permite hablar del
cociente de estos espacios vectoriales, Zk(U)/Bk(U). Es claro que cuando sucede
que Zk(U)/Bk(U) = 0, entonces toda k-forma cerrada en U es exacta en U ,
es decir, los elementos de Zk(U)/Bk(U) nos dicen cuánto dista una k-forma
cerrada en U de ser exacta en U . Esto motiva la siguiente definición.

Definición 1.3.13. Sea U un conjunto abierto de Rn. Definimos el k-ésimo
espacio vectorial de cohomoloǵıa de de Rham como el espacio cociente dado por
Hk
dR(U) = Zk(U)/Bk(U). Para una k-forma diferencial ω ∈ Ak(U), denotamos

por [ω] a su clase correspondiente en Hk
dR(U) y la denominamos la clase de

cohomoloǵıa de de Rham representada por ω. Podemos, aśı, formar

H∗dR(U) =

n⊕
k=0

Hk
dR(U)

el espacio vectorial de cohomoloǵıa de de Rham de U .

Ejemplo 1.3.14. Estudiemos la cohomoloǵıa del conjunto de los números reales
R. Primero, observemos que una función f : R→ R es una 0- forma cerrada, si
su diferencial df = f ′(x)dx = 0, es decir que f ′(x) = 0. Por ende, f es localmente
constante. Como R es conexo, esto nos dice que H0

dR(R) = {F ≡ cte.} ∼= R.
Ahora, dado que no existen 2-formas diferenciales en R, toda 1-forma dife-

rencial es cerrada, es decir, Z1(R) ∼= R. Por otro lado, una 1-forma diferencial
ω = f(t)dt es exacta, si y sólo si hay una función g : R→ R de modo que

g′(t) = f(t)

De forma que el teorema fundamental del cálculo, afirma que toda 1-forma
cerrada es exacta módulo una constante. Por lo tanto, H1

dR(R) = 0.

1.4. Integración de 1-formas diferenciales

En este sección, estudiaremos cómo se integran las 1-formas diferenciales y
qué consecuencias tiene su integración en la topoloǵıa de ciertos abiertos de R2.
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1.4.1. Producto de curvas en Rn

Sean U ⊂ Rn un conjunto abierto y γ0, γ1 : [0, 1]→ U dos curvas continuas
en U tales que γ0(1) = γ1(0). Definimos el producto de curvas γ0 ∗ γ1 como la
curva definida por

γ0 ∗ γ1(t) =

{
γ0(2t), si t ∈ [0, 1

2 ]

γ1(2t− 1), si t ∈ [ 1
2 , 1]

.

Figura 1.2: Producto de dos curvas.

Aśı, podemos definir la curva γ−1
0 (t) = γ0(1 − t) con t ∈ [0, 1]. Dicha curva

tiene la misma traza que la curva γ0 sólo que recorrida en sentido contrario. Aśı,
γ0 ∗ γ−1

0 (t) = γ0(0).

1.4.2. Integral de una 1-forma diferencial en Rn

Sea ω =
∑n
i=1 aidxi una 1-forma diferencial definida en U un conjunto

abierto de Rn. Consideremos una curva diferenciable γ : [a, b] → U dada por
las coordenadas γ = (γ1, . . . , γn), tenemos entonces que γ∗ω es una 1-forma
diferencial en R dada por

γ∗ω =

n∑
i=1

ai(γ1(t), ..., γn(t))γ′i(t)dt.

Con esto estamos listos para dar nuestra primera definición.
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Definición 1.4.1. La integral de la 1-forma diferencial ω sobre la curva γ se
define por ∫

γ(t)

ω =

∫ b

a

γ∗ω =

∫ b

a

(
n∑
i=1

ai(γ(t))γ′i(t)

)
dt

Nos hace falta ver que dicha definición es independiente de un cambio de
parámetro, para que ésta sólo dependa de la traza de la curva de clase C1 γ y
la 1-forma diferencial ω.

Definición 1.4.2. Un cambio de parametrización de γ : [a, b]→ U es un homeo-
morfismo diferenciable ϕ : [c, d]→ [a, b]. Decimos que ϕ preserva la orientación,
si ϕ es creciente. De otro modo, decimos que ϕ revierte la orientación.

Si t = ϕ(τ) y ϕ es creciente, tenemos por el teorema de cambio de variable
para integrales que

∫
γ◦ϕ(τ)

ω =

∫ d

c

(
n∑
i=1

ai(γ ◦ ϕ(τ))dxi(γ ◦ ϕ(τ))

)
dτ

=

∫ d

c

(
n∑
i=1

ai(γ(ϕ(τ)))γ′i(ϕ(τ))ϕ′(τ)

)
dτ

=

∫ b

a

(
n∑
i=1

ai(γ(t))γ′i(t)

)
dt

=

∫
γ(t)

ω

Esto prueba que la integral no depende de un cambio de parámetro, mientras
ϕ no invierta la orientación. Sin embargo, también resulta claro del cálculo
anterior que si ϕ invierte la orientación, entonces dicha integral cambia de signo.
Aśı, a esta integral la denotaremos

∫
γ
ω donde γ es la traza de la curva γ(t).

Por tanto, ∫
γ−1

ω = −
∫
γ

ω.

1.4.3. Exactitud e integración

Ahora, estudiaremos cuáles son las relaciones entre la derivada exterior de
una 1-forma diferencial y sus integrales sobre ciertas curvas. Para esto, recorda-
mos que una 1-forma diferencial ω es cerrada, si dω = 0 en U y ω es exacta, si
existe una función f de clase C∞ tal que ω = df en U .

Teorema 1.4.3. Sean U ⊆ Rn un conjunto abierto, y ω una 1-forma diferencial.
Entonces, son equivalentes:

1. ω es exacta en U ,
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2.
∫
γ
ω, donde γ : [0, 1] → U es una curva de clase C1, sólo depende de los

extremos; y

3.
∫
γ
ω = 0, para toda curva diferenciable cerrada γ : [0, 1]→ U .

Demostración. [(1) ⇒ (2)] Supongamos que ω es exacta, entonces existe f ∈
C∞(U) tal que df = ω. Sea γ : [0, 1]→ U , dada por γ(t) = (γ1(t), . . . , γn(t)) ∀t ∈
[0, 1]. Aśı,

∫
γ

ω =

∫
γ

df

=

∫
γ

n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi

=

∫ 1

0

n∑
i=1

∂f

∂xi
(γ(t))dxi(γ

′(t))

=

∫ 1

0

n∑
i=1

∂f

∂xi
(γ(t))γ′i(t)dt

=

∫ 1

0

d

dt
(f ◦ γ)dt = (f ◦ γ)(1)− (f ◦ γ)(0).

[(2)⇒ (3)] Ahora, supongamos que
∫
γ
ω sólo depende de los extremos. Si γ

es una curva cerrada, tenemos que γ(0) = γ(1) y por tanto,
∫
γ
ω = 0.

[(3) ⇒ (1)] Supongamos que
∫
γ
ω sólo depende de los extremos. Conside-

remos ω =
∑n
i=1 aidxi la expresión de la 1-forma diferencial en U . Sea p ∈ U

un punto fijo. Aśı, para un punto x ∈ U , definamos f(x) =
∫
γ
ω donde γ es la

curva que une a p y x (recuerde que un abierto conexo es arco conexo). Primero,
demostraremos que dicha función está bien definida, es decir, que no depende
de la curva que una a dichos puntos. Para ello, supongamos que

∫
γ
ω = 0 para

toda γ curva diferenciable cerrada en U. Sean γ1, γ2 curvas diferenciables en U
tales que γ1(0) = γ2(0) y γ1(1) = γ2(1). Consideremos la curva γ1 ∗ γ−1

2 (como
producto de curvas), tenemos que

0 =

∫
γ1∗γ−1

2

ω =

∫
γ1

ω +

∫
γ−1
2

ω =

∫
γ1

ω −
∫
γ2

ω.

Por lo tanto, ∫
γ1

ω =

∫
γ2

ω.

Ahora, basta que probemos que ∂f
∂x1

= ai, para toda 1 ≤ i ≤ n. Consideremos
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el segmento α que une a x con (x1, . . . , xi + h, . . . , xn). Entonces,

f(x1, . . . , xi + h, . . . , xn)− f(x1, . . . , xn)

h

=
1

h
(

∫
γ∗α

ω −
∫
γ

ω)

=
1

h

∫
α

ω

=
1

h

∫ 1

0

hai(x1, . . . , xi + ht, . . . , xn)dt

=

∫ 1

0

ai(x1, . . . , xi + th, . . . , xn)dt.

Por lo tanto,

∂f

∂xi
(x) = ĺım

h→0

f(x1, . . . , xi + h, . . . , xn)− f(x1, . . . , xn)

h
= ai(x1, . . . , xn).

Teorema 1.4.4 (Lema de Poincaré para 1-formas diferenciales). Sea ω =∑n
i=1 aidxi una 1-forma diferencial definida en un conjunto abierto U de Rn.

Entonces, dω = 0 si y sólo si para cada punto p ∈ U , hay una vecindad V ⊂ U
de p y una función diferenciable f : V → R tal que df = ω, es decir, ω es
localmente exacta.

Demostración. Dado que para toda k-forma diferencial ω, d(dω) = 0, tenemos
que toda forma diferencial exacta es cerrada.

Para probar el rećıproco, sea p = (y1, . . . , yn) ∈ U un punto fijo y V la
bola abierta con centro en p contenida en U . Sea q = (x1, . . . , xn) ∈ V un punto
cualquiera. Aśı, la ĺınea que une al punto p y q definida como β(t) = tq+(1−t)p
con t ∈ [0, 1] está contenida en U .

Definamos, entonces,

f(q) =

∫
β

ω

=

∫ 1

0

n∑
i=1

ai(β(t))dxi(β(t))

=

∫ 1

0

n∑
i=1

ai(β(t))(xi − yi)dt

Por otro lado, como ω es cerrada, tenemos que
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dω =

n∑
i=1

n∑
j=1

∂ai
∂xj

dxj ∧ dxi

=
∑
i<j

(
∂ai
∂xj
− ∂aj
∂xi

)
dxi ∧ dxj = 0.

Aśı, ∂ai
∂xj

=
∂aj
∂xi

, para todo i < j.

Basta que probemos que ∂f
∂xk

= ak, para toda k ∈ {1, . . . , n}.

∂f

∂xk
(q) =

∫ 1

0

∂

∂xk

(
n∑
i=1

ai(β(t))(xi − yi)

)
dt

=

∫ 1

0

t

(
n∑
i=1

∂ai
∂xk

(β(t))(xi − yi)

)
+ ak(β(t))dt

=

∫ 1

0

t

(
n∑
i=1

∂ak
∂xi

(β(t))(xi − yi)

)
+ ak(β(t))dt

=

∫ 1

0

d

dt
(t(ak ◦ β)(t)) dt

= ak(β(1)) = ak(q).

1.4.4. Homotoṕıa e integración

Definición 1.4.5. Sean γ0, γ1 : [0, 1]→ U ⊆ Rn, dos curvas continuas. Decimos
que γ1 y γ2 son homotópicas con extremos fijos si γ0(0) = γ1(0), γ0(1) = γ1(1)
y existe una transformación H : [0, 1]× [0, 1]→ U tal que

H(0, t) = γ0(t), H(s, 0) = H(0, 0) = γ0(0),

H(1, t) = γ1(t), H(s, 1) = H(0, 1) = γ0(1).

Si γ0(0) = γ0(1), entonces la curva se denomina lazo. Aśı, decimos que dos
lazos son libremente homotópicos, si no fijamos los extremos.

Podemos extender el concepto de integral sobre curvas continuas y 1-formas
diferenciales cerradas. Sea ω una 1-forma diferencial cerrada definida en un
conjunto abierto U de Rn y γ : [0, 1] → U una curva de clase C1, podemos
escoger un

0 = t0 < t1 < . . . < tk < tk+1 = 1

39



Figura 1.3: (a) Homotopia de extremos fijos, (b) Homotoṕıa libre de lazos

del intervalo [0, 1] de tal forma que la restricción γ
∣∣
[ti,ti+1]

= γi, i = 0, 1, . . . , k

está contenida en una bola Bi donde ω es exacta, i.e. existe una función fi :
Bi → R tal que dfi = ω. Entonces,∫

γ

ω =

k∑
i=0

∫
γi

ω =

k∑
i=0

[fi(ti+1)− fi(ti)].

Ahora, si γ : [0, 1]→ U es continua, esta partición sigue existiendo, pues sólo
depende de la compacidad del intervalo. Aśı, podemos extender la definición a
estas curvas de la misma forma.

Observamos que si agregaramos un punto a dicha partición digamos ti∗ <
q < ti∗+1, el valor de la integral no se altera. Por lo tanto, dicho valor no depende
de la partición que utilizemos para definirla.

Teorema 1.4.6 (Teorema del número de Lebesgue). Sea K un conjunto com-
pacto de Rn. Supongamos que U = {Uα}α∈A es una cubierta abierta de K.
Entonces, existe un número λ > 0 tal que si x, y ∈ K y |x− y| < λ, se tiene que
hay un conjunto U ∈ U tal que x, y ∈ U .

Demostración. Para cada p ∈ K, hay un Uα(p) ∈ U que cumple con que p ∈
Uα(p). Dado que U es un conjunto abierto, tenemos que existe una ε = ε(p) > 0
tal que Bε(p) ⊂ U . Aśı, si q ∈ Rn es tal que |q− p| < ε

2 , se tiene que q ∈ U . Sea
δ = ε

2 .
Definamos la cubierta abierta S := {Bδ(p)(p) : p ∈ K}. Dado que K es un con-
junto compacto, tenemos que existe una subcubierta finita, digamos la formada
por las bolas centradas en los puntos p1, ..., pn. Ahora, sea

λ = ı́nf{δ(p1), . . . , δ(pn)}.
Si x, y ∈ K y |x − y| < λ, entonces x pertenece a una Bδ(pj), para alguna

1 ≤ j ≤ n, i.e. |x− pj | < δ(pj). Aśı, dado que |x− y| < λ,, se tiene que

|y − pj | ≤ |y − x|+ |x− pj | < 2δ(pj) = ε(pj).

Por tanto, x, y ∈ Uα(pj).
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Teorema 1.4.7 (Teorema de deformación). Sea ω una 1-forma diferencial ce-
rrada definida en un conjunto abierto U ⊂ Rn. Sean γ0, γ1 : [0, 1] → U dos
curvas continuas homotópicas en U . Entonces,∫

γ0

ω =

∫
γ1

ω.

Demostración. Dado que dω = 0, ω es localmente exacta. Sean H la homotoṕıa
entre γ0, γ1, y {Bi} una cubierta abierta de H([0, 1] × [0, 1]) ⊂ U por bolas
Bi donde ω es exacta. Dado que el rectángulo R = [0, 1] × [0, 1] es compacto,
la cubierta de R dada por Wi = H−1(Bi) tiene un número de Lebesgue λ.
Dividamos el rectángulo R en subrectángulos Rjk por la ĺıneas s =cte. y t =cte;
de tal forma que el diámetro de cada Rjk es menor que λ. Entonces, ω es
localmente exacta en cada Rjk y, por tanto, tenemos que

∫
∂Rjk

ω = 0. Además,

si Rjk está formado por lados αjk, βj,k+1, αj+1,k y βjk donde sus orientaciones
están dadas por los parámetros s y t crecientes, entonces

0 =
∑
jk

∫
∂Rjk

ω =
∑
jk

[ ∫
αjk

ω +

∫
βj+1,k

ω +

∫
αj+1,k

ω +

∫
βjk

ω

]
.

Pero observamos que los lados de los rectángulos Rjk que se encuentran en
el interior de R aparecen dos veces en la suma anterior y con signo contrario.
Por tanto, dichos términos se cancelan para obtener

0 =

∫
γ0

ω +

∫
β1

ω −
∫
γ1

ω −
∫
β0

ω

donde β0 es la curva H(0, t) y β1 es la curva H(1, t).
Si las curvas continuas γ0 y γ1 son homotópicas con extremos fijos, entonces

β0 y β1 son puntos y sus integrales se anulan.
Si dichas curvas son libremente homotópicas, tenemos que β0 = β1 y por

tanto, su contribución en la ecuación anterior también se anula. En ambos casos,
es cierto que ∫

γ0

ω =

∫
γ1

ω.

Corolario 1.4.8. Si γ : [0, 1] → U es libremente homotópica a un punto,
entonces

∫
γ
ω = 0.

Definición 1.4.9. Decimos que un conjunto abierto y conexo U ⊂ Rn es sim-
plemente conexo, si cualquier curva cerrada continua en U es libremente ho-
motópica a un punto.

Teorema 1.4.10. Toda 1-forma cerrada ω definida en un conjunto simplemente
conexo U ⊂ Rn es exacta.
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Demostración. Por el teorema (1.4.7), tenemos que para cualquier curva cerrada
γ : [0, 1]→ U ,

∫
γ
ω = 0. Por tanto, ω es exacta.

Ejemplo 1.4.11. Ahora, utilizaremos los resultados anteriores para describir
el primer grupo de cohomoloǵıa de De Rham del abierto U = R2 \ {0}.

Primero, observamos que la 1-forma diferencial dada por

ω0 =
1

2π(x2 + y2)
(−ydx+ xdy)

es cerrada en U . Además, es fácil ver que no es exacta en dicho dominio, pues∫
S1 ω0 = 1. Nos preguntamos si la clase de ω0 en H1

dR(U), [ω0], es el único
generador de H1

dR(U). Para probar esto, basta que para toda 1-forma cerrada
ω en U , existan l ∈ R y α una 1-forma exacta en U tales que ω = lω0 + α.

Sea γε es una parametrización de S1
ε , una circunferencia centrada en el origen

con radio ε. Dado que conocemos ω y ω0, definamos l =
∫
γε
ω y α = ω − lω0.

Aśı, tenemos que∫
γε

α =

∫
γε

ω − l
∫
γε

ω0 = 0, pues

∫
γε

ω0 = 1.

Por el teorema (1.4.3), la exactitud de α se puede obtener probando que∫
γ
α = 0, para toda curva cerrada γ en U . Para esto, usamos el hecho que γε

es homotópica a nS1
ε , para algún n ∈ Z. De aqúı,

∫
γ
α = 0, para toda curva

cerrada en R2 \ {0}.
Esto nos dice que H1

dR(U) =< [ω0] >, es decir, H1
dR(U) es isomorfo a R.

1.5. Teorema de Frobenius

En esta sección, proveeremos la prueba del teorema de Froebenius que nos
dice las condiciones necesarias y suficientes para que una distribución de vec-
tores en Rn sea completamente integrable, es decir, que exista una subvariedad
cuyo espacio tangente esté dado por dicha distribución de vectores. Para ello,
primero daremos una interpretación geométrica del corchete de Lie introducido
en los preeliminares. Después, estudiaremos las propiedades más importantes
que cumplen los pares de campos vectoriales cuyo corchete de Lie se anula.
Después de dar la prueba del teorema, estableceremos una reformulación del
teorema usando formas diferenciales.

1.5.1. Interpretación geométrica del corchete de Lie

Sean U, V ⊆ Rn dos conjuntos abiertos, y ϕ : U → V un difeomorfismo de
clase C∞. Entonces, dado un campo vectorial X sobre U , podemos definir el
campo vectorial ϕ∗X inducido por ϕ sobre V como

(ϕ∗X)(q) = ϕ∗(X(ϕ−1(q))) con q ∈ V.

Equivalentemente, ϕ∗(X(p)) = (ϕ∗X)(ϕ(p)) con p ∈ U .
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Figura 1.4: Definición del campo vectorial inducido por un difeomorfismo.

Proposición 1.5.1. Sean U, V ⊆ Rn dos conjuntos abiertos, ϕ : U → V un
difeomorfismo y X un campo vectorial sobre U . Entonces, la curva integral de
ϕ∗X que pasa por p ∈ V está dada como ϕ ◦ c donde c es la curva integral de
ϕ−1(p).

Demostración. Sea c(·) la curva integral de X que pasa por ϕ−1(p) tal que
c(0) = ϕ−1(p) y c′(0) = X(ϕ−1(p)). Entonces,

d

dt
(ϕ ◦ c)

∣∣∣∣
t=0

= (ϕ∗)(c(0)) · c′(0) = ϕ∗ ·X(ϕ−1(p)) = ϕ∗X(p).

Observación 1.5.2. Por el lema anterior, el grupo de transformaciones locales
generado por ϕ∗X es ϕ ◦ ψt ◦ ϕ−1 donde ψt es el grupo de transformaciones
locales generado por X.

Proposición 1.5.3. Sean U, V ⊆ Rn dos conjuntos abiertos, ϕ : U → V un
difeomorfismo y X un campo vectorial en U . Si f ∈ C∞(V ), entonces

LX(f ◦ ϕ)(ϕ−1(q)) = Lϕ∗X(f)(q) con q ∈ V.

Demostración. Sea ϕ = (ϕ1, ..., ϕn) la expresión de ϕ en coordenadas. Entonces,
tenemos que

LX(f ◦ ϕ)(ϕ−1(q)) = (∇(f ◦ ϕ) ·X)(ϕ−1(q))

= ∇f(q)

[
∂ϕi

∂xj

]
ϕ−1(q)

(X(ϕ−1(q)))

= (∇f · ϕ∗X)(q) = Lϕ∗X(f)(q).
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Ahora, describiremos una interpretación geométrica del corchete de Lie.

Lema 1.5.4. Sean X,Y campos vectoriales en Rn y ϕt el flujo del campo
vectorial X. Entonces,

[X,Y ] = ĺım
t→0

(ϕ−t)∗Y − Y
t

,

donde (ϕ−t)∗ es la diferencial de ϕ−t.

Demostración. Por la proposición anterior, tenemos que

L(ϕ−t)∗Y (f) = LY (f ◦ ϕ−t) ◦ ϕt.

Observamos que

L(ϕ−t)∗Y−Y (f) = LY (f ◦ ϕ−t) ◦ ϕt − LY (f) ◦ ϕt + LY (f) ◦ ϕt − LY (f)

= LY (f ◦ ϕ−t − f) ◦ ϕt + LY (f) ◦ ϕt − LY (f)

Por otro lado,

LY (f ◦ ϕ−t − f) ◦ ϕt = LY (f ◦ ϕ−t − f ◦ ϕt ◦ ϕ−t) ◦ ϕt
= LY ((f − f ◦ ϕt) ◦ ϕ−t) ◦ ϕt
= L(ϕt)∗Y (−(f ◦ ϕt − f)).

Aśı, juntanto los resultados anteriores, dividiendo entre t y tomando el ĺımite
cuando t→ 0, tenemos que

ĺım
t→0

L(ϕ−t)∗Y−Y (f)

t
= ĺım
t→0

L(ϕt)∗Y

(
−(f ◦ ϕt − f)

t

)
+ ĺım
t→0

LY (f) ◦ ϕt − LY (f)

t

= LY (L−X(f)) + LX(LY (f))

= L[X,Y ](f).

1.5.2. Campos vectoriales conmutativos

Definición 1.5.5. Dos campos vectoriales X y Y en U ⊆ Rn son conmutativos,
si [X,Y ] = 0.

Notamos que dos campos vectoriales lineales en Rn son conmutativos si y
sólo si sus representaciones matriciales conmutan.
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Figura 1.5: Acción de los difeomorfismos ϕ−t sobre el campo Y .

Proposición 1.5.6. Sean ϕt y ψt los flujos locales correspondientes a X y Y ,
entonces son equivalentes:

1. [X,Y ] = 0;

2. Y es invariante bajo ϕt, i.e. (ϕt)∗Y = Y , y

3. los flujos locales cumplen que ϕt ◦ ψs = ψs ◦ ϕt.

Demostración. [(1) ⇒ (2)] Primero, calcularemos la variación de (ϕt)∗Y con
respecto al tiempo en t = t0 para un punto fijo.

d

dt
((ϕt)∗Y )

∣∣∣∣
t=t0

= ĺım
t→0

(ϕt0+t)Y − (ϕt0)Y

t

= ĺım
t→0

(ϕt0)∗(ϕt)∗Y − (ϕt0)∗Y

t

= ĺım
t→0

(ϕt0)∗

(
(ϕt)∗Y − Y

t

)
= (ϕt0)∗[−X,Y ] = 0.

Esto, nos dice que dicho campos vectoriales no vaŕıan en el tiempo, es decir,
son constantes. En particular,

(ϕt0)∗Y = (ϕ0)∗Y = Y.

[(2) ⇒ (3)] Dado que (ϕt)∗X = X ∀t, entonces ψs = ϕt ◦ ψs ◦ ϕ−t ∀s.
Las afirmaciones anteriores se tienen sobre las curvas integrales máximas. Aśı,
ψs ◦ ϕt = ϕt ◦ ψs.

[(3)⇒ (1)] Supongamos que ψs = ϕt ◦ ψs ◦ ϕ−t ∀s ∀t. Para cada p ∈ U , sea
ψs(p) la curva integral de Y que pasa por p, es decir
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d

dt
ψs(p)

∣∣∣∣
s=0

= Y (p).

Aśı, para t fijo, dado que ϕt ◦ ψs ◦ ϕ−t(p) es la curva integral del campo
(ϕt)∗Y = Y en p, entonces

d

ds
ϕt ◦ ψs ◦ ϕ−t(p)

∣∣∣∣
s=0

= (ϕt)∗Y (p).

Dado que ψs ◦ ϕt = ϕt ◦ ψs, entonces (ϕt)∗Y (p) = Y (p).
Por lo tanto,

[X,Y ] = ĺım
t→0
− (ϕ−t)∗Y − Y

t
= 0.

1.5.3. Teorema de Frobenius

Definición 1.5.7. Sea U un conjunto abierto de Rn. Una distribución de clase
C∞ de dimensión r sobre U es una asignación de un subespacio Dp de dimensión
r de TpU a cada punto p ∈ U tal que Dp es de clase C∞ con respecto a p. Esto
significa que para cada punto p ∈ U , existen campos vectoriales X1, . . . , Xr de
clase C∞ en una vecindad de p tales que para cada punto q en dicha vecindad,
los campos vectoriales X1, . . . , Xr forman una base para Dq. Decimos que una
subvariedad M es una subvariedad integral de D, si Dp = TpN , para cualquier
punto p ∈ U . Decimos que una distribución D es completamente integrable en
U , si posee una subvariedad integral en cada punto de U .

Definición 1.5.8. Sea D una distribución de clase C∞ sobre U . Decimos que
D es involutiva cuando el corchete de Lie [X,Y ] de dos campos vectoriales X y
Y que pertenecen a D también pertenece a D.

Teorema 1.5.9 (Teorema de Frobenius). Una condición necesaria y suficiente
para que una distribución D de clase C∞ sea completamente integrable es que
dicha distribución sea involutiva.

Demostración. Sea D una distribución de clase C∞ de dimensión r en un con-
junto abierto U de Rn.

Primero probaremos que el hecho de que la distribuciónD sea completamente
integrable implica que sea involutiva. Para esto, es suficiente probar que si X y
Y pertenecen a D, entonces [X,Y ] pertenece a D. Dado que D es completamente
integrable, para cada punto p ∈ U , hay una subvariedad M que pasa por p tal
que TpM = Dp. Aśı, si X y Y son campos vectoriales en U con expresiones

X =

n∑
i=1

ai
∂

∂xi
Y =

n∑
i=1

bi
∂

∂xi
con ai, bi ∈ C∞(U).
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Dado que X(p), Y (p) ∈ Dp, las funciones que los describen son de la forma

ai(x1, . . . , xr, 0, . . . , 0) = bi(x1, . . . , xr, 0, . . . , 0) = 0, (i > r).

Por lo tanto, tenemos que

∂aj
∂xi

(0) =
∂bj
∂xi

(0) = 0, (i ≤ r, j > r).

Esto nos dice que los coeficientes del corchete de Lie que están por

cj =

n∑
i=1

ai
∂bj
∂xi
− bi

∂aj
∂xi

,

cumplen que cj(0) = 0, para j > r. Por lo tanto, [X,Y ](p) ∈ Dp.
Ahora, probaremos que si D es una distribución involutiva, entonces D es

completamente integrable.
Sean Y1, . . . , Yr campos vectoriales en U que forman una base para la distri-

bución D donde cada uno de ellos está dado por la expresión

Yi =

n∑
j=1

aij
∂

∂xj
con i = 1, . . . , r.

Dado que {Yi} es un conjunto linealmente independiente, podemos suponer bajo
un cambio de orden de la base que

det(aij(q)) 6= 0, donde i = 1, . . . , r y q ∈ U.

Definamos, entonces, la matriz (bij(q)) = (aij(q))
−1, es decir, bij(q) es la (i, j)-

ésima entrada de la matriz inversa a (aij(q)). Aśı, tenemos que

Xi =

r∑
i=1

bijYj =
∂

∂xi
+

n∑
j=r+1

cj
∂

∂xj
donde cj ∈ C∞(U).

Por otro lado, dado que D es una distribución involutiva, existen f1, ..., fr ∈
C∞(U) tales que [Xi, Xj ] =

∑r
k=1 fk

∂
∂xk

. Aśı, dado que [ ∂
∂xi

, ∂
∂xj

] = 0 ∀i∀j,
tenemos que [Xi, Xj ] son una combinación lineal de ∂

∂xr+1
, ..., ∂

∂xn
. Por lo tanto,

[Xi, Xj ] = 0 ∀i 6= j, es decir, {Xi} son conmutativos.
Ahora, sean {ϕit} los flujos locales de Xi en U y V = Bε(0) ⊂ Rr. Definamos,
para p ∈ U ,

ϕ : V → U

ϕ(t1, ..., tr) = ϕ1
t1 ◦ . . . ◦ ϕ

r
tr (p).

Claramente, ϕ es una transformación de clase C∞ y si consideramos su diferen-
cial en el origen de Rr, tenemos que

ϕ∗(
∂

∂xi
(0)) = Xi(p).
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Dado que X1, . . . , Xr son linealmente independientes, ϕ∗ : TqV → Tϕ(q)U es
una transformación inyectiva. Por tanto, M = ϕ(V ) es una subvariedad de
dimensión r en Rn para la cual los campos vectoriales {Xi} son tangentes a M .

Ahora, hace falta que probemos que para todo q ∈M , se tenga que TqM =
Dq. Aśı, por la definición de ϕ, tenemos que

q = ϕ(t1, . . . , tr) = ϕ1
t1 ◦ . . . ◦ ϕ

r
tr , p.a. (t1, . . . , tr) ∈ V.

Dado que la familia de {ϕit} conmutan,

q = ϕiti ◦ ϕ
1
t1 . . . ◦ ϕ

i−1
ti−1
◦ ϕi+1

ti+1
. . . ◦ ϕrtr ,

para cualquier 1 ≤ i ≤ r. Si en dicha expresión, fijamos todas las tj , excepto
ti, variando ligeramente ti describimos una curva en M que pasa por q y que
está en la órbita de ϕit. Por lo tanto, el vector velocidad de la curva en q es
Xi(q), y Xi(q) ∈ Dq. Por tanto, M es la subvariedad intergal de D.

Figura 1.6: Construcción de una subvariedad de dimensión 2 en R3.

1.5.4. Teorema de Frobenius para formas diferenciales

Por último, daremos una forma equivalente de expresar el teorema de Fro-
benius en términos de formas diferenciales. Para ello, supongamos que D es una
distribución de dimensión r definida en un abierto U ⊂ Rn. Definamos, el con-
junto Ik(D) como el conjunto de las k-formas diferenciales que se anulan en D,
es decir,

Ik(D) = {ω ∈ Ak(U) : ω(X1, . . . , Xk) = 0, Xi ∈ D},
y sea

I(D) =

n⊕
k=0

Ik(D).
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Aśı, I(D) se pude ver como el conjunto de formas diferenciales que se “anulan”
en D.

Lema 1.5.10. 1. I(D) es un ideal de A∗(U).

2. Localmente I(D) está generado por s = n − r 1-formas diferenciales li-
nealmente independientes. Esto significa que para cada punto arbitrario
p ∈ U , hay una vecindad V y 1-formas diferenciales ω1, . . . , ωs linealmente
independientes en cada punto de V de forma que para ω ∈ I(D) se tiene
que

ω =

s∑
i=1

θi ∧ ωi.

Aqúı, los elementos θi son formas diferenciales en V . Además, la distri-
bución quedaŕıa aśı definida como

Dq = {X ∈ TqU : ω1(X) = . . . = ωs(X) = 0},

para cualquier punto q ∈ V .

Demostración. 1. Para probar que I(D) es un ideal de A∗(U) basta ver que
dicho conjunto es un subespacio vectorial y virtud de la definición del
producto cuña de formas diferenciales, el producto de un elemento de este
conjunto con cualquier otra forma diferencial se anula.

2. Escogiendo una vecindad suficientemente pequeña V de p, existen campos
vectoriales Xs+1, . . . , Xn linealmente independientes en cada punto de V
los cuales generan D en V . Añadimos campos vectoriales X1, . . . , Xs de
modo que X1, . . . , Xn formen una base del espacio tangente en cada punto.
Sean ω1, . . . , ωn las 1-formas diferenciales duales de X1, . . . , Xn, es decir,
ωi(Xj) = δij . Aśı, cualquier k-forma diferencial ω en U puede ser expre-
sada de forma única como combinación lineal de las formas diferenciales

ωi1 ∧ . . . ∧ ωik , (i1, . . . , ik),

con funciones de clase C∞ como coeficientes. De este modo, ω pertenece
a Ik(D) si, y sólo, si todos los coeficientes en la descripción anterior co-
rrespondientes a i1, . . . , ik los cuales son todos diferentes a 1, . . . , s son
cero. En otras palabras, esto nos dice que ω está en el ideal generado por
ω1, . . . , ωs. Por ende, tenemos el resultado.

Proposición 1.5.11. Sea D una distribución de dimensión r definida en un
conjunto abierto U de Rn. La distribución D es involutiva siempre y cuando el
ideal I(D) sea un ideal diferencial, es decir, I(D) es cerrado bajo la derivada
exterior:

dI(D) ⊂ I(D).
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Demostración. Probemos que el hecho de que D sea involutiva implica que I(D)
es un ideal diferencial. Consideremos ω ∈ Ik(D). Aśı, para cualesquiera campos
vectoriales X1, . . . , Xk+1 definidos en D, [Xi, Xj ] ∈ D. Por el teorema (1.3.11),
dω(X1, . . . , Xk+1) = 0. Ahora, supongamos que el ideal I(D) es diferencial.
Sean X,Y dos campos vectoriales que pertenezcan a D. Basta que probemos que
ω([X,Y ] =)0, para un elemento arbitrario ω ∈ I1(D). Para ello, consideramos
la expresión resultante del teorema (1.3.11) y que dω = 0:

0 = dω(X,Y ) = LXω(Y )− LY ω(X)− ω([X,Y ])

Debido a que ω(X) = ω(Y ) = 0, ω([X,Y ]) = 0. Por lo tanto, [X,Y ] ∈ D.

Nuestra construcción nos dice que una distribución D de dimensión r es
representable localmente por las ecuaciones

ω1 = . . . = ωs = 0, (1.2)

donde ω1, . . . , ωs son s = n−r 1-formas diferenciables linealmente independien-
tes en una vecindad V de un punto p ∈ U . Aśı, la distribución queda especifi-
cada como Dq = {X ∈ TqU : ω1(X) = . . . = ωs(X) = 0} en un punto arbitrario
q ∈ V .

Al sistema (1.2) se le denomina sistema de ecuaciones pfaffianas. Aśı, la
proposición (1.5.11) nos dice que una condición necesaria y suficiente para que
D sea involutiva es que existan 1-formas diferenciales diferentes ωij en V de
forma que

dωi =

s∑
j=1

ωij ∧ ωj , para i = 1, . . . , s. (1.3)

La condición 1.3 se denomina condición de integrabilidad. Por último, el teorema
de Frobenius quedaŕıa expresado en estos términos de la siguiente forma.

Teorema 1.5.12. Una condición necesaria y suficiente para que una distri-
bución D en un conjunto abierto U de Rn sea completamente integrable es que
si representamos D como

Dq = {X ∈ TqU : ω1(X) = . . . = ωs(X) = 0}

por 1-formas diferenciales ω1, . . . , ωs en una vecindad de cada punto de U , en-
tonces éstas satisfagan la condición de integrabilidad (1.3).

1.6. Formas diferenciales en una variedad dife-
renciable

En esta subsección, explicaremos cómo podemos extender la noción de for-
mas diferenciales a una variedad. Primero, daremos una definición en forma
global, y, posteriormente, una interpretación en coordenadas locales. En lo que
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continua de nuestro desarrollo expositorio, utilizaremos el enfoque de variedad
de clase C∞ que se encuentra en el libro [11] en las páginas 11− 36.

El espacio dual al espacio tangente TpM en un punto p de la variedad M es
denominado el espacio cotangente T ∗pM en p. Por ende, podemos construir su

álgebra exterior que denotaremos ΛkTpM .

Definición 1.6.1. Sea M una variedad de clase C∞. Una k-forma diferencial
ω en M es una función que asigna un elemento ωp ∈ ΛkTpM a cada punto
p ∈M y ωp es de clase C∞ con respecto a p.

Sea U una vecindad coordenada de M y x1, . . . , xn las funciones coordenadas
definidas en U . Entonces, para cualquier punto p ∈M ,(

∂

∂xi

)
p

, . . . ,

(
∂

∂xn

)
p

forman una base para el espacio tangente TpM . Ahora construiremos una base
dual para el espacio dual T ∗pM . Sabemos que cada función coordenada xi :
UR se puede ver como una función de clase C∞. Consideremos la diferencial
(dxi)p : TpM → Txi(p)R de esta función. Como Txi(p)M puede ser naturalmente
identificado con R podemos considerar a (dxi)p como un elemento de T ∗pM . Aśı,
resulta claro que

dxi

(
∂

∂xj

)
= δij .

Por ende, el conjunto
(dx1)p, . . . , (dx1)p

forma una base para el espacio dual T ∗pM . De la definición (1.6.1) resulta que
ωp se puede expresar en coordenadas locales como un elemento de la forma

ωp =
∑

i1<...<ik

ai1,...,ik(dxi1)p ∧ . . . ∧ (dxik)p.

ωp es de clase C∞ con respecto a p si las funciones ai1,...,ak son de clase C∞

como funciones de p.
Ahora, estudiemos otra manera de ver a las k-formas diferenciales en M .

Sabemos que en cada punto p ∈ M , el valor de ωp determina una k-forma
alternante ωp : TpM × . . . × TpM ∈ R de grado k. Dejando variar el punto
p ∈M , obtenemos que ω induce una transformación k-lineal y alternante

ω : X(M)× . . .× X(M)→ C∞(M).

Aqúı, X(M) denota el conjunto de campos vectoriales definidos en M y C∞(M)
el álgebra de funciones de clase C∞ real valuadas definidas en M . La estructura
de C∞(M)-módulo de X(M) podemos ver que ω es una transformación k-lineal
y alternante de C∞-módulos. Probaremos que toda función de este tipo induce
una k-forma diferencial como las definidas en (1.6.1).
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Proposición 1.6.2. Sea M una variedad de clase C∞. El conjunto de k-formas
diferenciales en M puede ser naturalmente identificado con el conjunto de trans-
formaciones k-lineales y alternantes X(M)× . . .×X(M)→ C∞(M) de grado k
como C∞(M)-módulos.

Demostración. Supongamos que ω̃ : X(M)×. . .×X(M)→ C∞(M) es una de las
transformaciones de la proposición. Primero, tendremos que ver que para cuales
quieraXi ∈ X(M), el valor de ω̃(X1, . . . , Xk)(p) en el punto p sólo depende de los
valores Xi(p), para cada campo vectorial Xi en p. Para ello, por linealidad, es su-
ficiente mostrar que si Xi(p) = 0 para alguna i, entonces ω̃(X1, . . . , Xk)(p) = 0.
Por simpicidad, asumamos que i = 1 y sea (U ;x1, . . . , xn) una carta coordenada
alrededor de p. Aśı, podemos escribir X1

∑n
i=1 ai

∂
∂xi

en U con ai(p) = 0. Ahora,

escojamos una vecindad abierta de p, denotada V , de modo que V̄ ⊂ U y una
función C∞(M) que es idénticamente 1 en V y 0 fuera de U . Sea Yi = h ∂

∂xi
.

Entonces, tenemos que Yi ∈ X(M) y si ãi = hai, es claro que ãi ∈ C∞(M). Por
ende,

X1 =

n∑
i=1

ãiYi + (1− h2)X1.

Por lo tanto,

ω̃(X1, . . . , Xk)(p) =
n∑
i=1

˜ai(p)ω̃(Yi, X2, . . . , Xk)(p) + (1− h2(p))ω̃(X1, . . . , Xk)(p) = 0

Ahora, definamos una k-forma diferencial ω como sigue. En cada punto p ∈M ,
dados los vectores tangentes X1, . . . , Xk ∈ TpM , escojamos campos vectoria-

les X̃i sobre M de forma que X̃i(p) = Xi. Si definimos ωp(X1, . . . , Xk) =

ω̃(X̃1, . . . , X̃k)(p), entonces, como vimos anteriormente, esto es independiente
de la elección de X̃i. Aśı, es fácil ver que ωp es de clase C∞ con respecto a p.
Por lo tanto, ω es la forma diferencial requerida.

Por último proveeremos de una interpretación en cartas coordenadas. Con-
sideremos M una variedad de clase C∞ de dimensión n y (Uα, ϕα) un atlas de
M . Una k-forma diferencial en M se puede ver como una familia de k-formas
diferenciales {ωα} definidas en una vecindad coordenada tal que para cuales-
quiera α, β de modo que Uα∩Uβ 6= ∅, ωα y ωβ se transforman la una en la otra,
v́ıa el cambio de coordenadas inducido por la función de transición

ϕβα = ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ)→ Rn,

es decir, ωβ = (ϕβα)∗ωα.
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Figura 1.7: Cambio de coordenadas inducido por las cartas coordenadas en una
variedad M .
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Caṕıtulo 2

El teorema de de Rham

En este segundo caṕıtulo, comenzaremos definiendo diversas teoŕıas de ho-
moloǵıa en variedades diferenciales y las relaciones que mantienen entre ellas.
Para definir estos conceptos, primero introduciremos el formalismo algebraico
necesario para poder trabajar sin problemas con dichos objetos matemáticos.
Posteriormente, estudiaremos la homoloǵıa simplicial de un complejo simplicial
y la homoloǵıa singular de una variedad diferencial que en el caso de variedades
trianguladas coinciden. Por otro lado, definiremos el concepto de ∆-complejo
que nos permitirá calcular homoloǵıas de ciertas variedades de manera más
cómoda. Para terminar el estudio de estas homoloǵıas, definiremos la homoloǵıa
singular C∞ que será isomorfa a las anteriores y nos permitirá trabajar con
objetos diferenciales.

En la siguiente parte, definiremos lo que significa integrar una forma dife-
rencial sobre una variedad diferencial. A través de ésta, podremos probar la
generalización del teorema de Stokes. De manera análoga, haremos este estudio
para el caso de integración de formas diferenciales sobre cadenas C∞ singulares.
El siguiente paso será definir las teoŕıas de cohomoloǵıa en variedades. Primero,
estudiaremos la cohomoloǵıa de de Rham de una variedad diferenciable y cómo
podemos inducir en ella una estructura de álgebra. Después, probaremos el lema
de Poincaré que afirma que la cohomoloǵıa de de Rham de la variedad producto
M × R es isomorfa a aquella de M . Esto nos permitirá estudiar la invarianza
homotópica de dicha cohomoloǵıa. Por otra parte, definiremos la cohomoloǵıa
de Čech de una variedad con respecto a una cubierta abierta, y probaremos que
dicha cohomoloǵıa es isomorfa a la cohomoloǵıa simplicial para una cubierta
abierta espećıfica. Por último, relacionaremos ambas cohomoloǵıas via un teo-
rema que afirma que ellas son siempre isomorfas siempre y cuando la cubierta
en cuestión sea contraible. Para finalizar la tesis, discutiremos la versión general
del teorema de de Rham y la versión para variedades trianguladas. Probaremos
que la segunda versión implica la primera, y via los isomorfismos anteriormente
mencionados, daremos una prueba del teorema estudiando el papel que juega la
integral de formas diferenciales.
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2.1. Prolegómenos de álgebra homológica

En esta sección, será introducido el formalismo algebraico necesario para
trabajar con los conceptos de homoloǵıa y cohomoloǵıa en una variedad de
clase C∞. El objetivo de ello es evitar el uso de teoremas técnicos durante la
exposición de dichos temas permitiendo ahondar en la interpretación geométrica
de dichos conceptos.

2.1.1. Módulos diferenciales

Sea M un R-módulo sobre un anillo conmutativo R.

Definición 2.1.1. Una diferencial en M es un morfismo ∂ : M → M de R-
módulos tal que ∂2 ≡ ∂ ◦ ∂ = 0. El par (M,∂) se denomina módulo diferencial.

A los elementos de los espacios M , Z(M) = ker ∂ y B(M) = Im ∂ se les
llama cadenas, ciclos y fronteras de (M,∂) respectivamente. La condición ∂2 = 0
implica que B(M) ⊆ Z(M) y al R-módulo

H(M) = Z(M)/B(M)

se le denomina el R-módulo de homoloǵıa del módulo diferencial (M,∂).

Definición 2.1.2. Sean (M,∂) y (M ′, ∂′) dos módulos diferenciales. Definimos
un morfismo de R-módulos diferenciales como un morfismo f : M → M ′ de
R-módulos que conmuta con las diferenciales, es decir, f ◦ ∂′ = ∂ ◦ f .

M
f //

∂

��

M ′

∂′

��
M

f // M ′

Este tipo de morfismos aplica ciclos en ciclos y fronteras en fronteras, por lo
tanto, induce un morfismo entre los R-módulos de homoloǵıa H(f) : H(M) →
H(M ′).

Proposición 2.1.3. Sea 0 −→ M ′
i−→ M

p−→ M ′′ −→ 0 una sucesión
exacta de morfismos de R-módulos diferenciales. Entonces, existe un morfismo
∂̄ : H(M ′′)→ H(M ′), denominado morfismo de conexión, y un triángulo exacto
en la homoloǵıa.

H(M)
H(p) // H(M ′′)

∂̄yyttttttttt

H(M ′)

H(i)

OO
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Demostración. La sucesión exacta de morfismos de R-módulos diferenciales
está representada en el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos.

0 // M ′
i //

∂′

��

M
p //

∂

��

M ′′ //

∂′′

��

0

0 // M ′
i // M

p // M ′′ // 0

Para probar el teorema anterior, seguiremos los siguientes pasos.

1. Construcción de ∂̄

Primero, consideremos una clase de homoloǵıa [m′′] ∈ H(M ′′) represen-
tada por la cofrontera m′′. Por ello, tenemos que ∂m′′ = 0. Dado que p es
un epimorfismo, tenemos que

∃m ∈M : pm = m′′.

Debido a la conmutatividad del diagrama, ∂′′(pm) = p(∂m) = 0. Esto nos
dice que ∂m ∈ ker p. Por exactitud, ∂m ∈ Im i. Como i es un monomor-
fismo,

∃!m′ ∈M ′ : im′ = ∂m.

Nuevamente, por la conmutatividad del diagrama, i(∂′m′) = ∂(im′) = 0.
Debido a la exactitud, ∂′m′ = 0. Debido a que m′ es un ciclo, éste induce
una clase en H(M ′). Debido a la unicidad de m′, podemos escribir

∂̄[m′′] = [i−1∂p−1(m′′)].

2. Independencia del levantamiento

Ahora, tendremos que mostrar que el representante m′ no depende del
elemento que tomemos en la preimagen de p. Para esto, supongamos que
m̄ ∈ M de modo que pm̄ = m′′. Esto implica que m̄ −m ∈ ker p. De la
exactitud de los renglones se sigue que m̄ −m ∈ Im i. Por consiguiente,
existe un único elemento m0 ∈ M ′ tal que im0 = m̄ − m. Aśı, de la
conmutatividad del diagrama resulta que i(∂′m0) = ∂(im0) = ∂m̄ − ∂m.
Lo que nos permite concluir que

i−1(∂m̄)− i−1(∂m) = ∂′m0 ∈ B(M ′)

y, por tanto,

[i−1(∂m̄)] = [i−1(∂m)].
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3. ∂̄ es un morfismo

La descripción de la construcción de ∂̄ nos provee de un método para
encontrar una función bien definida

Z(M ′′)→M ′/B(M ′).

Primero, probaremos que dicha función se trata de un morfismo. Consi-
deremos m′′1 y m′′2 dos elementos en Z(M ′′) y sean c1, c2 ∈ M de modo
que pc1 = m′′1 y pc2 = m′′2 . Debido a la independencia del levantamiento,
podemos considerar c1 + c2 como levantamiento de m′′1 +m′′2 . De aqúı,

i−1∂(c1 + c2) = i−1(∂c1 + ∂c2) = i−1∂c1 + i−1∂c2.

Por lo tanto,

∂̄[m′′1 +m′′2 ] = [i−1∂(c1 + c2)] = [i−1∂c1] + [i−1∂c2] = ∂̄m′′1 + ∂̄m′′2 .

Este procedimiento nos permite ver que dicha función también preserva
la multiplicación escalar. En conclusión, ∂̄ se trata de un morfismo de
R-módulos.

Por otra parte, veamos que dicho morfismo se puede extender a los co-
cientes. Supongamos que un elemento c′ ∈ M es tal que ic′ = ∂c, para
algún elemento c ∈ M . De la conmutatividad de diagrama, resulta que
0 = ∂∂(c) = ∂(ic′) = i(∂c′). Aśı, por la inyectividad de i, podemos afir-
mar que ∂c′ = 0. Por lo tanto, c′ ∈ Z(M ′). Esto nos permite inducir un
morfismo de R-módulos

Z(M ′′)→ Z(M ′)/B(M ′) = H(M ′).

Por último, demostremos que B(M ′′) se aplica en B(M). Tomemos un
elemento m′′ = ∂′′c′′ con c′′ ∈ M ′′ y consideremos un elemento m ∈
M con la propiedad de que pm = c′′. La conmutatividad del diagrama
implica que p∂(m) = ∂′(pm) = ∂′c′′ = m′′. Como ∂̄ es independiente del
levantamiento, escogemos ∂m de forma que p∂(m) = m′′. Esto nos dice
que ∂̄[m′′] = [i−1∂(∂m)] = 0. Finalmente, esto induce un morfismo

∂̄ : H(M ′′)→ H(M ′).

4. El triángulo es exacto.

a) Im H(i) ⊆ kerH(p)

Debido a que H(p)◦H(i) = H(p◦i) = H(0) = 0, Im H(i) ⊆ kerH(p).
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b) kerH(p) ⊆ Im H(i)

Supongamos que H(p)[m] = [pm] = 0, por lo tanto, existe un ele-
mento m′′ ∈ M ′′ de forma que pm = ∂′′m′′. Sin embargo, p es un
epimorfismo, es decir m′′ = pm̄, para algún elemento m̄ ∈M . Debido
a la conmutatividad del diagrama,

pm = ∂′′pm̄ = p∂m̄.

Aśı, p(m − ∂m̄) = 0. Por exactitud, hay un elemento m′ ∈ M ′ de
modo que im′ = m− ∂m̄. Esto nos permitirá ver que m′ es un ciclo.
Primero, tenemos que i∂′m′ = ∂im′ = ∂m − ∂∂m̄ = 0, donde la
última igualdad es consecuencia del hecho de que m es un ciclo. Por
la inyectividad de i, obtenemos que ∂′m′ = 0. Por último,

H(i)[m′] = [im′] = [m− ∂m̄] = [m].

c) Im H(p) ⊆ ker ∂̄

Si H(p)[m] = [pm] ∈ Im H(p), entonces ∂̄[pm] = [m′] donde im′ =
∂p−1pm. La independencia respecto al levantamiento implica que po-
damos elegir p−1p(m) = m. Por otro lado, ∂p−1p(m) = ∂m = 0, pues
m es un ciclo. Aśı, im′ = 0 y por la inyectividad de i, m′ = 0.

d) ker ∂̄ ⊆ Im H(p)

Si ∂̄[m′′] = [0], entonces m′ = i−1∂p−1(m′′) ∈ B(M ′), es decir, existe
un elemento m̄ ∈ M ′ de tal forma que m′ = ∂′m̄. Sin embargo,
im′ = i∂′m̄ = ∂im̄ = ∂p−1m′′. Por lo tanto, ∂(p−1m′′ − im̄) = 0,
lo que nos dice que p−1m′′ − im̄ es un ciclo. Ahora, por la exactitud
obtenemos que

H(p)[p−1m′′ − im̄] = [pp−1m′′ − pim̄] = [m′′].

e) Im ∂̄ ⊆ kerH(i)

Supongamos que H(i)∂̄[m′′] = [im′]. Por otro lado, im′ = ∂p−1m′′ ∈
B(M). Por tanto, H(i) ◦ ∂̄ = 0.

f ) kerH(i) ⊆ Im ∂̄

El hecho de que H(i)[m′] = [im′] = [0] implica que im′ = ∂m,
para algún m ∈M . De la conmutatividad del diagrama se sigue que
∂′′pm = p∂m = pim′ = 0 donde la última igualdad es consecuencia
de la exactitud y el hecho de que pm es un ciclo. Por tanto,

∂̄[pm] = [i−1∂p−1m] = [i−1im′] = [m′].

2.1.2. Complejos de R-módulos

Definición 2.1.4. Un complejo de R-módulos (M•, ∂) es un módulo diferencial
Z-graduado, es decir M• =

⊕
n∈ZMn y cuya diferencial satisface ∂(Mn) ⊆

Mn−1, para toda n ∈ Z.
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Comúnmente, un complejo de R-módulos se representa como una cadena de
este tipo

· · · ∂n+2−→ Mn+1
∂n+1−→ Mn

∂n−→Mn−1
∂n−1−→ · · ·

Para un complejo de R-módulos (M•, ∂), los módulos de ciclos y fronteras y
sus R-módulos de homoloǵıa de descomponen como suma directa de términos
de la forma Zn(M) = ker ∂n, Bn(M)) = Im ∂n+1 y Hn(M) = Zn(M)/Bn(M).
A los R-módulos Hn(M) los denominamos los R-módulos de homoloǵıa del
complejo (M•, ∂).

Definición 2.1.5. Un morfismo de complejos de R-módulos f : M → N es
una colección de morfismos de R-módulos {fn : Mn → Nn} que cumple con la
propiedad de que el siguiente diagrama conmuta.

Mn
fn //

∂n

��

Nn

∂′n
��

Mn
fn // Nn

Proposición 2.1.6. Sea 0 −→ N•
i−→ M•

p−→ P• −→ 0 una sucesión exacta
de complejos de R-módulos. Por consiguiente, existen morfismos de conexión
∂̄n : Hn(P )→ Hn(N) y una sucesión exacta larga en la homoloǵıa.

· · · −→ Hn(N)
H(i)−→ Hn(M)

H(p)−→ Hn(P )
∂̄n−→

Hn−1(N)
H(i)−→ Hn−1(M)

H(p)−→ Hn−1(P ) −→ · · ·

Demostración. Observamos que el morfismo de conexión ∂̄ : H(P ) → H(N)
construido en la proposición (2.1.3) se descompone en morfismos

∂̄n : Hn(P )→ Hn−1(N)

∂̄n = i−1
n−1 ◦ ∂n ◦ p−1

n

y la sucesión exacta se obtiene al desarrollar el triángulo exacto.

2.1.3. Homotoṕıas

Es posible que dos complejos de R-módulos que no sean isomorfos tengan
cohomoloǵıas isomorfas. Una condición suficiente para dicho hecho es que ambos
complejos sean homotópicos. A pesar de que dicha condición no es necesaria, es
frecuentemente usada.

Definición 2.1.7. Dados dos complejos de R-módulos (M•, ∂) y (N•, ∂
′) y dos

morfismos de complejos f, g : M• → N•, una homotoṕıa entre f y g es un
morfismo K : M• → N• +1, es decir, un morfismo K : Mn → Nn+1 de modo
que

∂′ ◦K −K ◦ ∂ = f − g
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Esta situación se describe en el siguiente diagrama conmutativo.

· · · // Mn+1
∂n+1 //

f

��
g

		

Mn

�� 		

∂n //

K

{{

Mn−1
∂n−1 //

�� 		{{

· · ·

· · · // Nn+1

∂′n+1 // Nn
∂′n // Nn−1

∂′n−1 // · · ·

Proposición 2.1.8. Si existe una homotoṕıa entre f y g, entonces H(f) =
H(g).

Demostración. Sea [m] ∈ Hn(M•, ∂). Por consiguiente,

H(f)[m] = [f(m)] = [g(m)] + [∂′(Km)]− [K(∂m)] = [g(m)] = H(g)[m],

pues ∂m = 0 y [∂(Km)] = 0.

La razón subyacente de la prueba anterior se puede resumir en que la apli-
cación ∂′◦K−K ◦∂ manda ciclos en fronteras y por tanto, el morfismo inducido
en la homoloǵıa es cero.

Definición 2.1.9. Decimos que dos complejos de R-módulos (M•, ∂) y (N•, ∂
′)

son homotópicamente equivalentes si hay dos morfismos f : M• → N• y g :
N• →M• de modo que

1. f ◦ g es homotópico a la aplicación identidad idN , y

2. g ◦ f es homotópico a la aplicación identidad idM .

Proposición 2.1.10. Dos complejos homotópicos tienen homoloǵıas isomorfas.

Demostración. Utilizando la notación de la proposición 2.1.8. Obtenemos que

H(f) ◦H(g) = H(f ◦ g) = H(idN ) = idH(N),

H(g) ◦H(f) = H(g ◦ f) = H(idM ) = idH(M).

Aśı, H(f) y H(g) son isomorfismos.

Una homotoṕıa de un complejo de R-módulos (M•, ∂) es una homotoṕıa
entre el morfismo identidad en M y el morfismo cero; de manera expĺıcita, esto
es un morfismo K : M• →M• +1 de forma que

∂ ◦K +K ◦ ∂ = idM

Proposición 2.1.11. Si un complejo de R-módulos (M•, ∂) admite una homo-
toṕıa, entonces dicho complejo es exacto.

Demostración. Consideremos un ciclo m ∈Mn, entonces

∂(K(m)) = m−K(∂m) = m.

Por tanto, m es una frontera.
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Observación 2.1.12. De forma más general, podemos establecer que si una
homotoṕıa K : Mk → Mk+1 existe para k ≥ k0, entonces Hk(M,∂) = 0, para
k ≥ k0. Para complejos acotados abajo del cero y arriba de cierto n ∈ N (es
decir, M = ⊕nk=1Mk) regularmente la homotoṕıa se define para 1 < k < n,
pudiendo suceder que H0(M,∂) 6= 0 y Hn(M,∂) 6= 0.

2.1.4. Cohomoloǵıa de un complejo de R-módulos

Para un R-módulo A, definimos A∗ = Hom(A,R), es decir, el conjunto de
R-morfismos A en R. Dicho módulo es comúnmente denominado el módulo
dual de A. Aśı, para un morfismo de R-módulo f : A → B, el morfismo dual
f∗ : B∗ → A∗ está definido como f∗(ϕ) = ϕ ◦ f . El siguiente resultado puede
encontrarse en [1].

Proposición 2.1.13. Para un R-módulo A, se tienen las siguientes propiedades:

1. (A∗)∗ ∼= A

2. Supongamos que tenemos dos R-morfismos f : A → B y g : B → C,
entonces

(g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗

3. Dada una colección de R-módulos {Aα}, se tiene que

(⊕αAα, R)∗ =
∏
α

A∗α.

Dado un complejo de R-módulos (M•, ∂), podemos construir un nuevo com-
plejo de R-módulos de la siguiente forma. Definamos M• = Hom(M•, R) y
definamos la siguiente diferencial,

δ : M• →M•

f 7→ f(∂n(m)) (m ∈Mn)

Debido a la propiedad ∂2 ≡ 0, el morfismo δ también cumple dicha propie-
dad. Esto nos dice que M• = (Hom(M•, R), δ) es un módulo diferencial. Por
otro lado, las propiedades anteriores del funtor Hom(·, R) nos permiten ver que
este nuevo módulo diferencial se trata de un complejo de R-módulos con la sal-
vedad de que la diferencial actúa aumentando el grado en +1. A los elementos
de este nuevo módulo se les antepone el prefijo co-, es decir, tenemos cocadenas,
cociclos y cofronteras. De la misma forma, podemos obtener los R-módulos de
cohomoloǵıa que están dados como

Hn(M.δ) =
ker(δn : Mn →Mn+1)

Im(δn−1 : Mn−1 →Mn)
.

Por otro lado, si Hk(M,∂) no tiene torsión, entonces podemos observar que
Hk(M,∂) = Hk(M,∂)∗.
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Por último, dado un complejo de R-módulos (M,∂), podemos asociarle tanto
su grupo de homoloǵıa H(M•, ∂) como su grupo de cohomoloǵıa H(M•, δ). Es
fácil notar que si aplicamos un cociclo a una frontera obtenemos el valor cero
y de igual manera, si aplicamos una cofrontera a un ciclo. Esto nos permite
inducir un morfismo

H(M•)×H(M•)→ R

(m, f) 7→ f(m)

denominado el producto de Kroenecker.

2.2. Homoloǵıa en variedades

En esta sección, estudiaremos distintos tipos de homoloǵıas sobre varieda-
des y estableceremos relaciones entre ellas. Dichos objetos resultarán ser in-
variantes topológicos que contendrán información sobre cómo ciertos objetos
k-dimensionales están unidos a objetos k − 1 dimensionales dentro de la varie-
dad.

2.2.1. Homoloǵıa en complejos simpliciales

Definición 2.2.1. Decimos que k + 1 puntos v0, v1, . . . , vk ∈ Rk se encuentran
en posición general, si v1−v0, v2−v0, . . . , vk−v0 son linealmente independientes.

Considere un conjunto σ = {v0, . . . , vl} de l + 1 puntos en posición general,
definimos la cerradura convexa de σ como el conjunto convexo |σ| más pequeño
que contiene a σ, es decir,

|σ| = {a0v0 + . . .+ alvl : ai ≥ 0, a0 + . . .+ al = 1}.

Dicho conjunto también es denominado l-simplejo y se denota por |σ| =
|v0, · · · , vl|. Llamamos cara de un simplejo |σ| a cualquier subconjunto |τ | de
vértices de σ.

Definición 2.2.2. Un conjunto K de simplejos en RN es un complejo simplicial
euclidiano, si satisface que:

1. Si |σ| ∈ K, entonces cualquier cara de |σ| pertenece a K.

2. Si dos complejos |σ|, |τ | ∈ K se intersectan y |σ| ∩ |τ | 6= ∅, entonces dicha
intersección es una cara común de |σ| y |τ |.

3. Para un punto arbitrario x en cualquier simplejo |σ| en K, podemos elegir
una vecindad abierta U de modo que sólo un número finito de simplejos
de K intersecten a U .
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Para un complejo simplicial euclidiano K, denotamos como |K| a la unión
de todos los simplejos contenidos en K. A este conjunto visto como subconjunto
de Rn se le llama poliedro. Una triangulación de un espacio topológico X es un
homeomorfismo t : |K| → X donde K es un complejo simplicial. Extrayendo la
estructura combinatoria de los complejos simpliciales euclidianos, obtenemos la
noción de complejo simplicial abstracto.

Definición 2.2.3. Sea V un conjunto cuyos elementos llamaremos vértices,
una familia K de subconjuntos finitos no vaćıos de V es un complejo simplicial
abstracto, si

1. Para todo v ∈ V , {v} ∈ K y ∅ /∈ K.

2. Si σ ∈ K, entonces para todo τ ⊆ σ tal que τ 6= ∅, τ ∈ K.

Consideremos un ordenamiento de los vértices v0, . . . , vl de cada simplejo
|σ| = |v0, . . . , vl|. Decimos que dos órdenes son equivalentes si uno se puede
ser transformado usando sólo permutaciones pares. Una clase de equivalencia
de dichos órdenes se denomina una orientación del simplejo. Si l ≥ 1, existen
exactamente dos orientaciones. Un simplejo con un orientación dada se denota
〈σ〉 = 〈vi0 , . . . , vil〉 donde (i0, . . . , il) es el orden impuesto.

En un complejo simplicial K, dotamos a cada uno de sus elementos de
una orientación y denotamos por Cl(K;R) al módulo libre generado por los
l-simplejos orientados de K sobre algún anillo conmutativo R con la relación
que si σ es un simplejo y σ′ es el simplejo con orientación contraria, entonces
σ + σ′ = 0. A los elementos de dicho conjunto los denominamos l-cadenas. El
simplejo 〈σ〉 con orientación contraria es −〈σ〉.

Definición 2.2.4. Definimos el operador frontera ∂ : Cl(K;R)→ Cl−1(K;R),
para un simplejo orientado arbitrario 〈σ〉 = 〈v0, v1, · · · , vl〉,

∂〈v0, v1, · · · , vl〉 =

l∑
i=0

(−1)l〈v0, v1, · · · , v̂i, · · · , vl〉,

donde 〈v0, v1, · · · , v̂i, · · · , vl〉 es (l−1)-simplejo orientado en el cual se ha omitido
el i-ésimo vértice. Aśı, podemos extender dicha transformación linealmente a
todo Cl(K,R).

Proposición 2.2.5. La operador frontera ∂ : Cl(K;R) → Cl−1(K;R) cumple
que ∂ ◦ ∂ ≡ 0.

Demostración. Debido a la linealidad del operador frontera, basta que probemos
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la afirmación para cualquier simplejo orientado 〈σ〉 = 〈v0v1 · · · vl〉.

∂(∂(〈σ〉)) = ∂

(
l∑
i=0

(−1)i〈v0v1 · · · v̂i · · · vl〉

)

=

l∑
i=1

(−1)i

∑
i6=j

(−1)j〈v0v1 · · · v̂i · · · v̂j · · · vl〉


=

l∑
i=1

(−1)i
(∑

i〈j

(−1)j〈v0v1 · · · v̂i · · · v̂j · · · vl〉

+
∑
i〉j

(−1)j〈v0v1 · · · v̂i · · · v̂j · · · vl〉
)

= 0.

La proposición anterior (2.2.1) nos permite ver que estas cadenas forman un
complejo de R-módulos que denotaremos por C∗(K;R) = (Cl(K;R), ∂). A los
R-módulos de homoloǵıa resultantes los llamamos los R-módulos de homoloǵıa
simplicial del complejo K y los denotaremos por Hl(K;R). Es importante hacer
notar que dos cadenas z y z′ en Cl(K;R) son homólogas, si existe una cadena
Cl+1(K;R) tal que z − z′ = ∂c.

2.2.2. Homoloǵıa singular

Definición 2.2.6. El k-simplejo estándar ∆k ∈ Rk se define como el simplejo
generado por los puntos 0, e1, . . . , ek, es decir,

∆k = {(x1, . . . , xk) ∈ Rk : xi ≥ 0, x1 + · · ·+ xk = 1}.

Para un espacio topológico X, una aplicación continua σ : ∆k → X se
denomina un k-simplejo singular de X. Denotamos por Sk(X;R) al módulo
libre generado sobre dichos k-simplejos sobre algún anillo conmutativo R.

Ahora, para cada i = 0, 1, . . . , k, definimos las siguientes transformaciones
continuas εi : ∆k−1 → ∆k por

ε0(x1, . . . , xk−1) = (1−
k−1∑
i=1

xi, x1, . . . , xk−1), y

εi(x1, . . . , xk−1) = (x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xk−1), para i 6= 0.

Dichas funciones describen las caras de dimensión k − 1 del k-simplejo
estándar. Por otro lado, definiremos el operador frontera ∂ para un k-simplejo
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singular σ, denotando e0 = 0

∂ : Sk(X,R)→ Sk−1(X;R)

∂σ =

k∑
i=0

(−1)iσ
∣∣
〈e0,...,êj ,...,ek〉

,

y extendiendo linealmente sobre los elementos de Sk(X;R).

La definición nos permite deducir fácilmente la siguiente proposición.

Proposición 2.2.7. El operador frontera ∂ : Sk(X) → Sk−1(X) cumple que
∂ ◦ ∂ ≡ 0.

La Proposición anterior (2.2.7) nos permite afirmar que la estructura dada
por S∗(X;R) = (Sk(X;R), ∂) es un complejo de R-módulos. A los R-módu-
los de homoloǵıa H∗(X;R) de dicho complejo los llamamos los R-módulos de
homoloǵıa singular de la variedad M .

Por otro lado, una función continua f : X → Y entre espacios topológi-
cos induce un morfismo de cadenas f# : Sk(X;R) → Sk(Y ;R) definido como
f#(σ) = fσ, para un k-simplejo singular y extendiéndolo linealmente.

f#∂(σ) = f#

(
n∑
i=0

(−1)iσ ◦ εi

)
=

n∑
i=0

(−1)if#(σ ◦ εi)

=

n∑
i=0

(−1)i(f ◦ σ ◦ εi) = ∂(f ◦ σ) = ∂f#(σ)

De las propiedades de la composición de funciones es fácil ver que si f : X → Y
y g : Y → Z, entonces (g ◦ f)# = g# ◦ f# y (idX)# = idCk(X).

Observación 2.2.8. Si f : X → Y es un homeomorfismo, entonces definiendo
(f#)−1(σ) = f−1σ : ∆n → X obtenemos el morfismo inverso a f# y se tiene
que Sn(X;R) ∼= Sn(Y ;R). Por tanto, Hn(X;R) ∼= Hn(Y ;R).

Proposición 2.2.9. Si X es no vaćıo y arcoconexo, entonces H0(X;R) ∼= R.
Aśı, para cualquier espacio X, H0(X;R) es isomorfo a la suma directa del anillo
R tantas veces como componentes arcoconexas tenga X.

Demostración. Por definición, H0(X;R) = S0(X;R)/Im ∂1, pues ∂0 = 0. Defi-
namos un morfismo ε : S0(X)→ R donde ε(

∑
i niσi) =

∑
i ni. Dicho morfismo

es sobreyectivo, pues X es no vaćıo. Basta que probemos que ker ε = Im ∂1, si
X es arcoconexo. Por tanto, esto induce un isomorfismo H0(X;R) ∼= R, via el
primer teorema de isomorfismos.

Primero, notamos que Im ∂1 ⊂ ker ε, pues para un 1-simplejo singular σ :
∆1 → X, tenemos que εδ1(σ) = ε(σ

∣∣〈e1〉−σ|〈e0〉) = 1−1 = 0. Para la inclusión
faltante, supongamos que ε(

∑
i niσi) = 0, entonces

∑
i ni = 0. Dichos σi son

0-complejos, por ende puntos de X. Escojamos entonces un camino τi : I → X
de un punto x0 a σi(v0) y sea σ0 es 0-simplejo cuya imagen es x0. Aśı, τi
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es un 1-simplejo singular de forma que ∂τi = σi − σ0. De hecho, ∂(
∑
i τi) =∑

i niσi −
∑
i niσ0 =

∑
i niσi. Por lo tanto,

∑
i niσi es una frontera, lo que

implica que ker ε ⊂ Im ∂1.

Proposición 2.2.10. Si X es un punto, entonces Hn(X;R) ∼= 0, n ≥ 1 y
H0(X;R) ∼= R.

Demostración. En este caso, hay un único n-simplejo singular σn, para cada n.
Esto nos dice que la frontera de un n-simplejo se ve como ∂(σn) =

∑
i(−1)iσn−1,

es decir, una suma de (n + 1) términos. Lo que implica que para n 6= 0 dicha
suma valga 0, si n es impar, o bien, σn−1, si n es par. Esto nos permite obtener
el complejo

· · · −→ R
∼=−→ R

0−→ R
∼=−→ R

0−→ R −→ 0

donde los operadores frontera son isomorfismos y el morfismo cero alternados.
Esto nos dice que los R-módulos de homoloǵıa son cero, excepto H0(X;R) ∼=
R.

Existe una versión modificada de la homoloǵıa en la cual un punto posee
R-módulos de homoloǵıa trivial en todas las dimensiones. Para construirla, con-
sideremos el siguiente complejo aumentado de un espacio topológico X no vaćıo

· · · ∂3−→ S2(X)
∂2−→ S1(X)

∂1−→ S0(X)
ε−→ R −→ 0 (2.1)

donde ε(
∑
i niσi) =

∑
i ni.

Definición 2.2.11. Definimos los R-módulos de homoloǵıa reducidos H̃n(X)
del espacio topoloógico X como los R-módulos de homoloǵıa del complejo au-
mentado (2.1).

Dado que ε∂1 = 0, ε se anula en Im ∂1 y por ende, induce un isomorfismo
H0(X;R)→ R con núcleo H̃0(X;R). Por lo tanto, H0(X;R) = H̃0(X;R)⊕R.
Evidentemente, Hn(X;R) ∼= H̃n(X;R), para n > 0.

A partir de este momento, sobreentenderemos que estamos trabajando sobre
un anillo conmutativo cualquiera R. Dado un espacio topológico X y un subes-
pacio A ⊆ X, definimos el conjunto de cadenas singulares de X relativas a A
como el R-módulo cociente

Sk(X,A) = Sk(X)/Sk(A).

Es claro que la sucesión exacta corta 0 −→ Sk(A) −→ Sk(X) −→ Sk(X,A) −→
0, se puede extender a una sucesión exacta corta de morfismos de cadenas.

0 // Sk(A)
i //

∂

��

Sk(A)
p //

∂

��

Sk(X,A) //

∂

��

0

0 // Sk−1(A)
i // Sk−1(A)

p // Sk−1(X,A) // 0
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Esto nos permite definir el complejo de cadenas singulares de X relativas a A
como

· · · −→ Sk+1(X,A)
∂k+1−→ Sk(X,A)

∂k−→ Sk−1(X,A) −→ · · ·

De forma análoga a lo hecho anteriormente, definimos Z ′k(X,A) = ker ∂k y
B′k(X,A) = Im ∂k+1.

Definición 2.2.12. Los R-módulos de homoloǵıa de X relativos a A se definen
como Hk(X,A) = Z ′k(X,A)/B′k(X,A).

Esta definición es correcta, sin embargo no resulta claro el significado geométrico
de dicha homoloǵıa. Por ello, daremos otra definición de estos R-módulos.

Consideremos los conjuntos

Zk(X,A) = {c ∈ Sk(X) : ∂c ∈ Sk−1(A)}, y

Bk(X,A) = {c ∈ Sk(X) : c = ∂b+ c′ donde b ∈ Sk+1(X) y c′ ∈ Sk(A)}.

A los elementos de Zk(X,A) los llamamos ciclos relativos a A y son aquellas
cadenas en X cuya frontera es una cadena en A, mientras que los elementos de
Bk(X,A) son denominados fronteras relativas a A y son las cadenas de X que
son fronteras módulo las cadenas en A. Observemos el siguiente diagrama

0

��
Zk(A)

��

qk // Z ′k(X,A)

��
Sk(A) //

∂

��

Sk(A)
qk //

∂

��

Sk(X,A)

∂

��

// 0

0 // Bk−1(A) // Bk−1(X)
qk−1 // B′k−1(X,A) // 0

Lema 2.2.13. Zk(X,A) es la preimagen de Z ′k(X,A) bajo el morfismo del
cociente qk; es decir un elemento c ∈ Sk(X) pertenece a Zk(X,A) si y sólo si
qk(c) ∈ Z ′k(X,A).

Demostración. Si qk(c) ∈ Z ′k(X,A), entonces 0 = ∂◦qk(c) = qk−1◦∂(c) de modo
que c ∈ Zk(X,A). Por otro lado, si c ∈ Zk(X,A), tenemos que qk−1 ◦ ∂(c) = 0
de forma que qk(c) ∈ Z ′k(X,A).

Lema 2.2.14. c ∈ Sk(X) pertenece a Bk(X,A) si y sólo si qk(c) ∈ B′k(X,A).

Demostración. Si c = ∂b + c′ donde b ∈ Sk+1(X) y c′ ∈ A, entonces qk(c) =
qk ◦ ∂(b) = ∂ ◦ qk(b) ∈ B′k(X,A). Ahora, si qk(c) ∈ B′k(X,A), entonces qk(c) =
qk ◦ ∂(b) para algún b ∈ Sk+1(X). Por lo tanto, c− ∂b ∈ ker qk−1 de forma que
c = ∂b+ c′ donde c′ ∈ Sk(A).
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Proposición 2.2.15. Para toda k ≥ 0, Hk(X,A) ∼= Zk(X,A)/Bk(X,A).

Demostración. Para probar esta afirmación, basta que probemos que el siguiente
diagrama es conmutativo y tiene renglones exactos.

0 // Sk(A)
i //

∼=
��

Bk(X,A)
qk //

∂

��

B′k(X,A) //

∂

��

0

0 // Sk(A) // Zk(X,A) // Z ′k(X,A) // 0

Esto es debido a que la exactitud de los diagramas implica que

B′k(X,A) = Bk(X,A)/i(Sk(A)) y B′k(X,A) = Zk(X,A)/i(Sk(A)).

Via el tercer teorema de isomorfismos, logramos que

Hk(X,A) = Z ′k(X,A)/B′k(X,A) ∼= Zk(X,A)/Bk(X,A).

Ahora, la conmutatividad del diagrama es evidente por observaciones an-
teriores. Probaremos la exactitud del primer renglón. Primero, que dado que
Sk(A) ⊂ Bk(X,A) entonces qk(c) = 0, para c ∈ Bk(X,A). Esto nos dice que
qk ◦ i = 0. Por lo tanto, Im qk ⊆ ker qk Por otro lado, si c ∈ Bk(X,A) tenemos
que c = ∂b + c′ con b ∈ Sk+1(X) y c′ ∈ Sk(A), suponiendo que qk(c) = 0
obtenemos que 0 = qk ◦ ∂(b) = ∂ ◦ qk+1(b) lo que implica que c ∈ Sk(A). Por
ende, ker qk ⊆ Im i. La suprayectividad de qk es suficiente con observar que un
elemento en B′k(X,A) puede representarse como ∂b donde b ∈ Sk+1(X).

Para el segundo renglón, la inclusión Sk(A) ⊆ Zk(X,A) se tiene por defi-
nición. Si c ∈ Sk(A), entonces qk(c) = 0. Si c ∈ Zk(X,A) y qk(c) = 0, entonces
c ∈ Sk(A) por la definición de Z ′k(X,A). La suprayectividad de qk se deduce del
lema (2.2.13).

Aśı, por la construcción del morfismo de conexión en la Proposición (2.1.6)
obtenemos la sucesión exacta larga

· · · −→ Hn(A) −→ Hn(X) −→ Hn(X,A)
∂−→

Hn−1(A) −→ Hn−1(X) −→ Hn−1(X,A) −→ · · ·

2.2.3. ∆-homoloǵıa y sus relaciones

En esta subsección, introduciremos una forma de darle estructura a ciertos
espacios topológicos. Esencialmente, esta estructura permite darle una trian-
gulación a dicho espacio, pero con la posibilidad de hacer los cálculos de la
homoloǵıa simplicial de manera fácil y rápida.

Definición 2.2.16 (Estructura de ∆-complejo en un espacio topológico). Una
estructura de ∆-complejo en un espacio topológico X es una colección de fun-
ciones continuas σα : ∆n → X donde la dimensión depende del ı́ndice de modo
que
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1. La restricción σα
∣∣
int(∆n)

es inyectiva y cada punto de X está en la imagen

de exactamente una restricción σα
∣∣
int(∆n)

.

2. Cada restricción de σα a una cara de ∆n es una de las funciones continuas
σβ : ∆n−1 → X. Aqúı, identificamos la cara de ∆n con ∆n−1, via el
homeomorfismo lineal canónico entre ellos que preserva el orden.

3. Un conjunto A ⊂ X es abierto si, y sólo si, σ−1
α (A) es abierto en ∆n, para

cada σα.

Una consecuencia del inciso (3) de la definición (2.2.16) es que X se puede
construir como el espacio cociente de una colección de simplejos ∆n

α disjuntos,
uno por cada σα : ∆n → X, identificado cada cara de un ∆n

α con el ∆n−1
β

correspondiente a la restricción de σβ de σα. Podemos pensar su construcción
de manera recursiva empezando con un conjunto discreto de puntos, añadiendo
las aristas de las que son frontera, y aśı sucesivamente.

Ejemplo 2.2.17. En las figuras (2.1), (2.2), (2.3) y (2.4) podemos observar
las estructura de ∆-complejo del ćırculo S1, el toro bidimensional T , el plano
proyectivo RP 2 y la botella de Klein K, respectivamente.

De la misma forma que hemos realizado con las otras homoloǵıas, denotamos
por ∆n(X;R) al R-módulo libre generado por las funciones σα : ∆n → X
sobre un anillo conmutativo R. De forma análoga, definimos el operador frontera
∂ : ∆n → ∆n−1 como lo realizamos para la homoloǵıa singular, de donde se sigue
que ∆∗(X;R)) = (∆n(X;R), ∂) es un complejo de R-módulos. Denotamos a sus
R-módulos de homoloǵıa como H∆

n (X;R).

Ejemplo 2.2.18. La estructura de ∆-complejo de la circunferencia S1 consiste
en un vértice v y un arista a. Entonces, ∆0(S1) y ∆1(S1) son isomorfos a R y
por tanto, ∂ : ∆1(S1) → ∆0(S1) es cero, pues ∂a = v − v. Dado que no hay
simplejos de dimensión mayor, obtenemos que

H∆
n (S1) ∼=

{
R, para n = 0, 1

0, para n ≥ 2
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Figura 2.1: ∆-estructura del ćırculo.

Ejemplo 2.2.19. Para el toro bidimensional T , como en el ejemplo anterior,
∂1 = 0. Por ende, H∆

1 (T ) ∼= R. En vista de que ∆2U = a + b − c = ∆2L y
{a, b, a + b − c} es una base de ∆1(T ), tenemos que H∆

1 (T ) ∼= R ⊕ R con base
en la homoloǵıa dada por las clases [a] y [b]. Debido a que no hay simplejos de
dimensión 3, H∆

2 (T ) = ker ∂2. Como ∆(pU + qL) = p∂U + q∂L = (p + q)(a +
b− c) = 0 es equivalente a que p = −q. Por lo tanto, H∆

2 (T ) es el módulo ćıclico
generado por U − L.Aśı,

H∆
n (T ) ∼=


R, para n = 0, 2

R⊕R, para n = 1

0, para n ≥ 3

Figura 2.2: ∆-estructura del toro bidimensional.

Ejemplo 2.2.20. En el plano proyectivo RP 2, observamos que la imagen de
∂1 está generada por w − v, por tanto H∆

0 (RP 2) ∼= R donde cualquier vértice
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es generador. Dado que ∂2U = a+ b− c y ∂2L = a+ b+ c, ∂2 es inyectiva. Por
tanto, H∆

2 (RP 2) ∼= 0.
Ahora, ker ∂1

∼= R ⊕ R con base a + b y c, además podemos escoger c y
a+ b+ c como base de ker ∂1 y a+ b+ c y 2c = (a+ b+ c)− (a+ b− c) como
base de Im ∂2. Por tanto, H∆

1 (RP 2) ∼= R/2R.

Figura 2.3: ∆-estructura del plano proyectivo.

Ejemplo 2.2.21. Por último, estudiemos el caso de la botella de Klein K.
Para comenzar, observamos que la imagen de ∂(v) es cero, pues todos los lados
identifican sus extremos en v. Por ende, H∆

0 (K) ∼= R. De la misma forma que
en el plano proyectivo, tenemos que ∂2U = a + b− c y ∂2L = a + b+ c, lo que
nos dice que ∂2 es inyectiva. Por tanto, H∆

2 (K) ∼= 0.
Por otro lado, observamos que ker ∂1 está generado por cada uno de los lados

a, b y c. Además, tenemos que la imagen de ∂2, se puede ver como generada
por a + b + c y 2c como el ejemplo anterior (2.2.20). Por lo tanto, H∆

1 (K) ∼=
R⊕ (R/2R).

Figura 2.4: ∆-estructura de la botella de Klein.

71



Ahora, no nos resta más que relacionar las tres distintas homoloǵıas que
podemos asociarle a un espacio topológico X. Las pruebas de dichos hechos
van más allá de los objetivos de esta tesis, por lo que se referencia a los textos
donde pondrán encontrarlas. Primero, si el espacio topológico posee una trian-
gulación t : |K| → X para algún complejo simplicial K, se puede establecer un
isomorfismo1 entre la homoloǵıa simplicial y la singular

H∗(K) ∼= H∗(X).

Por otro lado, si nos fijamos en una estructura de ∆-complejo en el espacio
X, también se puede establecer un isomorfismo2

H∆
∗ (X) ∼= H∗(X).

De forma que resulta que si X posee una triangulación t : K → X y una
estructura de ∆-complejo, entonces

H∆
∗ (X) ∼= H∗(K).

2.2.4. Triangulaciones de clase C∞ en variedades de clase
C∞

Definición 2.2.22. Sea M una variedad de clase C∞ de dimensión n. Una
triangulación t : |K| → M de un complejo simplicial de dimensión n es una
triangulación C∞ si para cualquier n-simplejo arbitrario |σ| de K, la restricción
t
∣∣
|σ| se puede extender a un encaje C∞, es decir la restricción t

∣∣
|σ| se puede

extender a un encaje C∞ de una vecindad abierta U de |σ| en el espacio n-
dimensional generado por |σ| en M .

Teorema 2.2.23 (Cairns, J.H.C. Whitehead). Cualquier variedad de clase C∞

tiene una triangulación de clase C∞ y cualquier triangulación de la frontera de
una variedade de clase C∞ se puede extender a una triangulación de dicha clase
de toda la variedad.

Consideremos una triangulación t : K → M de clase C∞ de una variedad
C∞ cerrada, conexa y orientable. Dada una orientación en M , esta induce una
orientación en los n-simplejos |σj | de K de la siguiente forma. Sean v0, . . . , vn
los vértices de |σj | y denotemos pi = t(vi), para toda i = 1, . . . , n. Ahora, para
cada i = 1, . . . , n, definamos a ui como el vector unitario que apunta del punto
v0 al punto vi. Aśı, podemos considerar dicho ui como un vector tangente a
|σj | basado en v0. Por ende, denotemos por wi a t∗(ui), para cada i = 1, . . . , n.
Esto nos permite, salvo permutar v0 y v1, hacer coincidir la orientación de {wi}
con la de M . Por último, dotamos a |σj | con el orden inducido por los vértices
v0, . . . , vn y denotamos por 〈σj〉 a dicho complejo orientado. Este método se
ilustra en la figura (2.2.4).

1[[12],147-155]
2[[6],128-131]
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Figura 2.5: Método para inducir una orientación en el complejo simplicial K
dada una triangulación t : K →M .

Ahora, supongamos que |K| es un conjunto compacto, aśı podemos construir
una cadena de dimensión n, c0 ∈ Cn(K) de todos los n-simplejos orientados de
K dada por

c0 =
∑
j

〈σj〉.

Demostraremos que ∂c0 = 0. Sabemos que ∂c0 =
∑
j ∂〈σj〉 es una combi-

nación lineal de (n−1)-simplejos de K. Observamos que si |τ | es un simplejo de
dimensión n− 1, debido a la definición de complejo simplicial, hay exactamente
dos n-simplejos que lo contienen como cara. Aśı, dicho simplejo aparece dos
veces y con orientación contraria. Por lo tanto, ∂c0 = 0.

Ahora, si c =
∑
j aj〈σj〉 es un ciclo de K, tendremos que

∂c =
∑
j

aj∂〈σj〉 = 0.

Por lo tanto, cada aj no depende de los simplejos 〈σj〉, es decir, c = ac0, para
algún a ∈ R. Por tanto, el n-ésimo grupo de homoloǵıa de K resulta ser el
módulo ćıclico generado por c0. Esto nos dice que la frontera de un complejo
simplicial K es trivial, es decir Hn(K,R) ∼= R.

En vista de que H∗(K,R) y H∗(M ;R) están identificados naturalmente, de-
notemos por [M ] ∈ Hn(M ;R) la clase correspondiente a c0. Dicha identificación
se debe al hecho de que el grupo de homoloǵıa es un invariante topológico y
la definición de c0 implica que la clase [M ] no dependa de la triangulación de
clase C∞. Esta clase se denomina la clase fundamental de M . Si tomamos otra
orientación de M , es decir −M , obtenemos que [−M ] = −[M ]. Finalmente,
hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 2.2.24. Sea M una variedad n-dimensional de clase C∞ compacta y
asumamos que es conexa y orientable. Aśı,

Hn(M ;R) ∼= R.
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Más aún, la clase fundamental [M ] que está determinada al especificar una
orientación en M es un generador de dicho grupo.

2.2.5. Homoloǵıa singular de clase C∞

Definición 2.2.25. Decimos que un k- simplejo singular σ : ∆k → M es de
clase C∞, si dicha función se puede extender a una función de clase C∞ de una
vecindad abierta de ∆k en M .

De la misma forma, generamos un complejo de R-módulos considerando
los R-módulos libres S∞k (M ;R) generado sobre los k-simplejos singulares de
clase C∞ y utilizando como diferencial el operador frontera definido para k-
simplejos singulares. A la homoloǵıa resultante de este complejo S∞∗ (M ;R) =
(S∞k (M ;R), ∂) se le denomina homoloǵıa singular de clase C∞. Una observación
importante resulta ser que la inclusión S∗(M)∞ ⊆ S∗(M) induce un isomor-
fismo3

H∞∗ (M ;R) ∼= H∗(M ;R).

Para el estudio de variedades de clase C∞, dicho isomorfismo nos permite res-
tringirnos al estudio de cadenas singulares de clase C∞.

2.3. Integral de formas diferenciales y el teo-
rema de Stokes

En esta sección, definiremos lo que significa integrar una n-forma diferencial
con soporte compacto sobre una variedad de dimensión n. A partir de esto,
podremos probar el teorema de Stokes que nos dice que para toda (n−1)-forma
diferencial con soporte compacto, la integral de la derivada exterior de la forma
sobre la variedad es igual a la integral de la forma sobre la frontera de ésta. Por
último, introduciremos los mismos conceptos para el caso de integración de una
k-forma diferencial sobre una k-cadena de clase C∞.

2.3.1. Integral de una n-forma diferencial sobre una varie-
dad de dimensión n

Primero, definimos la integral de una n-forma diferencial ω = f(x)dx1 ∧
. . . ∧ dxn con soporte compacto en Rn de forma natural como∫

Rn
ω =

∫
Rn
f(x)dx1 . . . dxn.

Definición 2.3.1. Decimos que un difeomorfismo ϕ : Rn → Rn preserva orien-
tación, si det(Dxϕ) > 0. De otro modo, decimos que dicho difeomorfismo revierte
orientación.

3Este resultado puede consultarse en [8].
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Dada una orientación en Rn, la definición de integral es independiente de la
elección de coordenadas. Sean (x1, . . . , xn) y (y1, . . . , yn) sistemas coordenados
C∞ de Rn, entonces existe un difeomorfismo ϕ : Rn tal que (y1, . . . , yn) =
ϕ(x1, . . . , xn). Sabemos que, por la definición de pullback, ω se expresa en las
nuevas coordenadas por

ω = f(ϕ−1(y)) det

(
∂ϕ

∂x

)
dy1 ∧ . . . ∧ dyn.

Ahora, por el teorema del cambio de variables, la última igualdad es cierta
cuando ϕ preserva orientación.

∫
Rn
ω =

∫
Rn
f(x)dx1 ∧ . . . ∧ dxn

=

∫
Rn
f(ϕ−1(y)) det

(
∂ϕ

∂x

)
dy1 ∧ . . . ∧ dyn =

∫
Rn
ϕ∗ω.

Definición 2.3.2. Definimos el soporte de una k-forma diferencial ω, como la
cerradura del conjunto de puntos donde la forma no se anula, es decir

sop ω = {p ∈M : ωp 6= 0}.

Definiremos la integral de una n-forma diferencial ω con soporte compacto
sobre una variedad C∞ orientada de dimensión n. Por los resultados anteriores,
podemos elegir una cubierta abierta {Ui} de M de vecindades coordenadas
localmente finita y una partición de la unidad {fi} subordinada a ella. Por lo
tanto, el soporte de fiω está contenido en cada Ui. Aśı, definimos∫

M

ω =
∑
i

∫
Ui

fiω.

Por ende, eligiendo un sistema coordenado positivo, la integral está determinada.
La definición de integral es independiente de la elección de la cubierta abierta

{Ui} de vecindades coordenadas y la partición de la unidad {fi} subordinada a
ella.

Sea {Vj} una cubierta similar con la partición de la unidad {gj} subordinada
a ella. Dado que

∑
j gj = 1, por la linealidad de la integral,∫

Ui

fiω =
∑
j

∫
Ui

figjω.

Por otro lado, el soporte de figjω está contenido en Ui ∩ Vj , por lo tanto∫
Ui

figjω =

∫
Vj

figjω.

Finalmente, obtenemos que∑
i

∫
Ui

fiω =
∑
i,j

∫
Ui

figjω =
∑
i,j

∫
Vj

figjω =
∑
j

∫
Vj

gjω.
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Dicha definición se aplica a variedades con frontera y además, se tiene la
linealidad de la integral∫

M

aω + bη = a

∫
M

ω + b

∫
M

η, a, b ∈ R y ω, η ∈ An(M)

2.3.2. El teorema de Stokes para variedades

Teorema 2.3.3 (Teorema de Stokes). Sea M una variedad C∞ orientada de
dimensión n y ω una (n− 1)-forma diferencial con soporte compacto. Entonces,∫

M

dω =

∫
∂M

ω

donde ∂M es la frontera de M equipada con la orientación inducida por M .

Demostración. Eligiendo una cubierta abierta localmente finita {Ui} de vecin-
dades coordenadas y con una partición de la unidad {fi} subordinada a ella,
entonces ω =

∑
i fiω. Como el teorema de Stokes es lineal, basta probar la afir-

mación para cada fiω. De modo que el soporte de cada fiω está contenido en
Ui. Por ello, podemos supone que M = Rn o M = Hn, el hiperplano superior
de Rn. Primero, consideremos el caso en que M = Rn, aśı, podemos escribir a
ω como

ω =

n∑
i=1

ai(x)dx1 ∧ . . . ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ . . . ∧ dxn.

Por lo que, la derivada exterior de ω resulta

dω =

n∑
i=1

(−1)i−1

(
∂ai
∂xi

)
dx1 ∧ . . . ∧ dxn.

Si M = Rn, por el teorema de Fubini, tenemos que∫
Rn
dω =

n∑
i=1

(−1)i−1

∫
Rn

∂ai
∂xi

dx1 . . . dxn

=

n∑
i=1

∫ (∫ +∞

−∞

∂ai
∂xi

dxi

)
dx1 . . . dxi−1dxi . . . dxn.

Como ai tiene soporte compacto,
∫ +∞
−∞

∂ai
∂xi

dxi = 0. Esto nos dice que∫
Rn
dω = 0.

Dado que Rn no tiene frontera, obtenemos que∫
∂Rn

ω = 0 =

∫
Rn
dω.
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Por otro lado, consideremos M = Hn. Basta con modificar el dominio de
integración de xn ∈ [0,∞). Por el argumento anterior, las i-ésimas parciales de
la integral se anularán todas excepto la n-ésima contribución. Aśı,∫

Hn
dω =

n∑
i=1

(−1)i−1

∫ ∞
0

∫
Rn−1

∂ai
∂xi

dx1 . . . dxn

= (−1)n−1

∫
Rn−1

(∫ ∞
0

∂an
∂xn

)
dxndx1 · · · dxn−1

= (−1)n−1

∫
Rn−1

an(x1, . . . , xn−1, 0)dx1 . . . dxn−1.

Por otra parte, restringiendo ω a Hn, sólo nos queda del término an(x)
cuando xn = 0. Esto nos dice que dxn = 0. Además, utilizando la orientación
inducida por Rn en Hn, podemos ver que∫

∂Hn
ω = (−1)n−1

∫
an(x1, . . . , xn−1, 0)dx1 . . . dxn−1.

Por lo que, concluimos que ∫
Hn
dω =

∫
∂Hn

ω.

Corolario 2.3.4. Sea M una variedad C∞ orientada sin frontera. Entonces,
para cualaquier (n−1)-forma diferencial ω en M con soporte compacto, tenemos
que ∫

M

dω = 0.

2.3.3. Integrales de formas diferenciales sobre cadenas y
el teorema de Stokes

Consideremos una variedad M de clase C∞ y su complejo de cadenas de
simplejos C∞ singulares S∞∗ (M) = (S∞k (M,∂)). Sabemos que σ : ∆k → M es
un k-simplejo singular C∞, si σ es una transformación de clase C∞. Aśı, cada
k-forma diferencial, ω ∈ Ak(M) tiene asignada la k-forma diferencial σ∗ω en
∆k. Por tanto, podemos definir∫

σ

ω =

∫
∆k

σ∗ω.

Dicha definición la extendemos de forma lineal, es decir, si c =
∑
i aiσi, entonces∫

c

ω =
∑
i

ai

∫
∆k

σ∗i ω.
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Teorema 2.3.5. Para una cadena k-singular C∞ c de una variedad M de clase
C∞ y una (k − 1)-forma diferencial ω en M , la siguiente igualdad es válida:∫

c

dω =

∫
∂c

ω.

Demostración. Por la linealidad de la integral, podemos probar sólo el caso para
un k-simplejo C∞ singular σ : ∆k →M . Además, como σ∗ω es una (k−1)-forma
diferencial en ∆k, podemos escribirla como

σ∗ω =

k∑
i=1

ai(x)dx1 ∧ . . . ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ . . . ∧ dxk.

Aśı, por la linealidad de la integral, basta que probemos el caso en que

σ∗ω = a(x)dx1 ∧ . . . ∧ ˆdxj ∧ . . . ∧ dxk, para j fijo.

Por lo tanto, tenemos que

σ∗(dω) = d(σ∗ω) = (−1)j−1 ∂a

∂xj
(x)dx1 ∧ . . . ∧ dxk.

Además, recordemos que

∂σ =

k∑
i=0

(−1)iσ ◦ εi.

donde las transformaciones εi fueron previamente definidas en la sección
(2.2.2).

Esto nos permite obtener, por un lado que∫
σ

dω =

∫
∆k

σ∗(dω) = (−1)j−1

∫
∆k

∂a

∂xj
(x)dx1 ∧ . . . ∧ dxn (2.2)

Por otro lado,

∫
∂σ

ω =

k∑
i=0

(−1)i
∫

∆k

(σ ◦ εi)∗ω

=

k∑
i=0

(−1)i
∫

∆k−1

(εi)
∗(a(x)dx1 ∧ . . . ∧ ˆdxj ∧ . . . ∧ dxk)

(2.3)

Debido a las propiedades del pullback y recordando que estamos omitiendo
el término en dxj , obtenemos que

(εi)
∗(a(x))(εi)

∗dx1 ∧ . . . ∧ (εi)
∗dxk

= (εi)
∗(a(x))d(x1 ◦ εi) ∧ . . . ∧ d(xk ◦ εi)
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Esto nos conmina a calcular primero los términos d(xl ◦ εi), para toda i =
0, . . . , k y l = 1, . . . k. Para comenzar denotemos por y = (y1, . . . , yk−1) a las
funciones coordenadas del (k − 1)-simplejo orientado ∆k−1.

Primero estudiemos el caso en que i = 0, de hecho las coordenadas xi están
expresadas por las yi de la siguiente manera:

x1 =1−
k−1∑
s=1

ys

x2 =y1

...

xk =yk−1

Esto implica que dx1 =
∑k−1
s=1 dys y dxl = dyl−1, para toda l ∈ {2, . . . , k}.

En el caso en que i 6= 0, la expresiones de las {xi} se escriben de la forma:

xl = yl, l < i

xi = 0

xl = yl−1, l > i

Lo que nos permite deducir que

dxl =


dyl, l < i

0, l = i

dyl−1, l > i

Ahora podremos calcular los términos del integrando de la última expresión
en la ecuación (2.3). Debido a que los términos dxi para i 6= 0, j son cero, sólo
nos queda en el integrando las contribuciones correspondientes a 0 y j. Por ende,

k∑
i=0

(−1)i(εi)
∗(a(x)dx1 ∧ . . . ∧ ˆdxj ∧ . . . ∧ dxk)

= (a ◦ ε0)(y)

(
−
k−1∑
s=1

dys

)
∧ dy1 ∧ . . . ∧ ˆdyj−1 ∧ . . . ∧ dyk−1

+ (−1)j(a ◦ εj)(y)dy1 ∧ . . . ∧ dyk−1

= −(a ◦ ε0)(y)dyj−1 ∧ dy1 ∧ . . . ∧ ˆdyj−1 ∧ . . . ∧ dyk−1

+ (−1)j(a ◦ εj)(y)dy1 ∧ . . . ∧ dyk−1

= (−1)j−1(a ◦ ε0)(y)dy1 ∧ . . . ∧ dyj−1 ∧ . . . ∧ dyk−1

+ (−1)j(a ◦ εj)(y)dy1 ∧ . . . ∧ dyk−1.
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Esto nos permite concluir que la integral en (2.3) se puede reducir a la
expresión

(−1)j−1

∫
∆k−1

a(1−
k−1∑
i=1

yi, y1, . . . , yk−1)dy1 ∧ . . . ∧ dyk−1

+ (−1)j
∫

∆k−1

a(y1, . . . , 0, . . . , yk−1)dy1 ∧ . . . ∧ dyk−1

(2.4)

Por otra parte, consideremos el siguiente difeomorfismo ϕ : Rk−1 → Rk−1,
definido como

ϕ(p1, . . . , pk−1) = (p2, . . . , pj−1, p1, pj , . . . , pk−1)

ϕ transforma ∆k−1 en śı mismo y dado que su matriz jacobiana tiene de-
terminanate (−1)j−1, su valor absoluto es 1. Aśı, podemos computar el primer
término de (2.4) por la transformación ϕ obteniendo

(−1)j−1

∫
∆k−1

a(y1, . . . , yj−1, 1−
k−1∑
i=1

yi, yj , . . . , yk−1)dy1 ∧ . . . ∧ dyk−1.

Por tanto, (2.3) queda como

(−1)j−1

∫
∆k−1

(
a(y1, . . . , yj−1, 1−

k−1∑
i=1

yi, yj , . . . , yk−1)

− a(y1, . . . , 0, . . . , yk)
)
dy1 ∧ . . . ∧ dyk−1.

Por otro lado,∫
∆k

∂a

∂xj
dx1 . . . dxk

=

∫
(∆)k−1

(∫ 1−
∑
i6=j xi

0

∂a

∂xj
dxj

)
dx1 . . . dxj−1dxj+1 . . . dxk

=

∫
(∆′)k−1

(
a(x1, . . . , xj−1, 1−

∑
i 6=j

xi, xj+1, . . . , xk)

− a(x1, . . . , 0, . . . , xk)
)
dx1 . . . dxj−1dxj+1 . . . dxk

(2.5)

donde (∆k−1) es el (k−1)-simplejo estándar en Rk−1 que se obtiene al omitir
la dirección xj en Rk. Haciendo el cambio de variables por el cual (∆′)k−1 y ∆k

están identificados, la expresión (2.5) queda como

(−1)j−1

∫
∆k

∂a

∂xj
dx1 . . . dxk

= (−1)j−1

∫
∆k−1

(
a(y1, . . . , yj−1, 1−

k−1∑
i=1

yi, yj , . . . , yk−1)

− a(y1, . . . , 0, . . . , yk−1)
)
dy1 ∧ . . . ∧ dyk−1.
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2.4. Cohomoloǵıas en variedades

En esta sección estudiaremos las distintas teoŕıas de cohomoloǵıa se pueden
definir sobre una variedad. Primero, retomaremos el estudio de la cohomoloǵıa
de de Rham que hemos empezado a estudiar en la subsección (1.3.5). Posterior-
mente, probaremos el lema de Poincaré que nos describe la cohomoloǵıa de de
Rham de la variedad producto M × R a partir de la cohomoloǵıa de de Rham
de M . Esto nos permitirá ver que el concepto de cohomoloǵıa de de Rham es
invariante bajo la clasificación homotópica de variedades.

Por otra parte, introduciremos la cohomoloǵıa de Čech de una variedad con
respecto a una cubierta abierta U de la variedad. Después, probaremos que la
cohomoloǵıa de de Rham es isomorfa a la cohomoloǵıa de Čech siempre que la
cubierta abierta relacionada sea contraible.

2.4.1. La cohomoloǵıa de de Rham

Sea M una variedad de clase C∞ de dimensión n. Una k-forma diferencial
ω ∈ Ak(M) es cerrada, si dω = 0, y es exacta, si existe una η ∈ Ak−1(M) tal
que dη = ω.

De la definición se sigue que toda forma exacta es cerrada. Denotemos por

Zk(M) = ker (d : Ak(M)→ Ak+1(M))

Bk(M) = Im (d : Ak−1(M)→ Ak(M))

a los conjuntos de formas cerradas y exactas respectivamente.
Denominamos al espacio cociente Hk

dR(M) = Zk(M)/Bk(M), el k-ésimo
espacio vectorial de cohomoloǵıa de de Rham de la variedad M . Dada una k-
forma cerrada ω, denotamos por [ω] ∈ Hk

dR(M) a la clase de cohomoloǵıa de de
Rham de M . Aśı, definimos el espacio vectorial de cohomoloǵıa H∗dR(M) de de
Rham de M como la suma directa

H∗dR(M) =

n⊕
k=0

Hk
dR(M).

Desde otro punto de vista, el espacio vectorial de cohomoloǵıa de de Rham de
M es la cohomoloǵıa del complejo

0 −→ A0(M)
d−→ A1(M)

d−→ . . .
d−→ An−1(M)

d−→ An(M) −→ 0.

Lo anterior nos permite interpretar que H∗dR(M) = H∗(A∗(M), d).
Por otro lado, la estructura de producto en A∗(M) induce una estructura en

H∗dR(M) de la siguiente forma. Sean x ∈ Hk
dR(M) y y ∈ H l

dR(M) representadas
por ω ∈ Zk(M) y η ∈ Zl(M). Observamos que d(ω∧η) = dω∧η+(−1)klω∧dη =
0. Por lo tanto, ω ∧ η ∈ Zk+l(M). Esto nos permite definir xy = [ω ∧ η] ∈
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Hk+l
dR (M). Ahora, comprobemos que dicha clase no depende del representante.

Sean ω = ω′ + dξ y η = η′ + dτ . Tenemos, aśı que

ω ∧ η = (ω′ + dξ) ∧ (η′ + dτ) = ω′ ∧ η′ + ω′ ∧ dτ + dξ ∧ η′ + dξ ∧ dτ︸ ︷︷ ︸
(#)

Nos interesa probar que la parte (#) se puede ver como derivada de alguna
(k + l − 1)-forma diferencial. Por un lado, observamos que

d(ω ∧ τ) = dω ∧ τ + (−1)k(l−1)ω ∧ dτ
= (−1)k(l−1)(ω′ ∧ dτ + dξ ∧ dτ).

De modo que, ω′ ∧ dτ = (−1)k(l−1)d(ω ∧ τ)− dξ ∧ dτ . Análogamente,

d(ξ ∧ η) = dξ ∧ η + ξ ∧ η
= dξ ∧ η′ + dξ ∧ dτ

Aśı, obtenemos que dξ ∧ η′ = d(ξ ∧ η)− dξ ∧ dτ . Además, d(ξ ∧ dτ) = dξ ∧ dτ .
Por lo tanto, concluimos que

ω′ ∧ dτ + dξ ∧ η′+dξ ∧ dτ
= d((−1)k(l−1)ω ∧ τ + ξ ∧ η − ξ ∧ dτ).

Esto nos permite obtener que yx = (−1)klxy. A la estructura obtenida al
dotar a H∗dR(M) de este producto se le denomina el álgebra cohomológica de de
Rham.

Ahora, consideremos M,N variedades de clase C∞ y f : M → N una
función de clase C∞ entre ellas. Entonces, el pullback de formas diferenciales
f∗ : A∗(N) → A∗(M) induce un homomorfismo f∗ : H∗dR(N) → H∗dR(M)
en las álgebras cohomológicas de de Rham. Este hecho es consecuencia de la
proposición (1.3.6) y (1.3.9).

2.4.2. Invarianza homotópica de la cohomoloǵıa de de Rham

En esta subsección estudiaremos la invarianza homotópica de la cohomoloǵıa
de de Rham. Primero, presentaremos un resultado que afirma que la cohomoloǵıa
de de Rham de una variedad M es isomorfa a aquella de la variedad producto
M × R. Por otra parte, probaremos que si dos variedades M y N de clase
C∞ son homoópicas, entonces sus cohomoloǵıas de de Rham son isomorfas. Por
último, veremos como se comporta la cohomoloǵıa de de Rham de un retracto
por deformación.

Teorema 2.4.1. Sea M una variedad de clase C∞. Consideremos la aplicación
proyección π : M × R → M y la inclusión natural i : M → M × R. Aśı, la
aplicación inducida

π∗ : H∗dR(M)→ H∗dR(M × R)

es un isomorfismo cuya inversa es la aplicación inducida i∗ : H∗dR(M × R) →
H∗dR(M).
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Demostración. Primero, dado que π ◦ i = idM , tenemos que i∗ ◦ π∗ = id en
Hk(M). Para probar este teorema, basta que demostremos que π∗ ◦ i∗ = id en
Hk
dR(M × R). Para ello, construiremos una homotoṕıa

Φ : Ak(M × R)→ Ak−1(M × R)

de complejos que conecte a π∗ ◦ i∗ con la transformación identidad. Esto quiere
decir que debemos probar que id − π∗ ◦ i∗ = (dΦ + Φd) en Ak(M × R), para
alguna homotoṕıa Φ. Sea ω ∈ Ak(M) un elemento arbitrario. Para un sistema
local de coordenadas (U, x1, . . . , xn) de M y una coordenada t ∈ R, podemos
escribir a ω de la forma

ω =
∑

i1<...<ik

ai1...ik(x, t)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

+
∑

j1<...<jk−1

bj1,...,jk−1
(x, t)dt ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk−1

.

donde el último término contiene dt, mientras que el primero no. Ahora, utili-
zando el segundo término, definimos

Φω =
∑

j1<...<jk−1

(∫ t

0

(bj1,...,jk−1
)(x, t)dt

)
dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk−1

Aśı, para ω ∈ Ak(M × R) arbitrario, es suficiente con probar que

d(Φω)− Φ(dω) = ω − (π∗ ◦ i∗)ω.

Por linealidad, basta con que verifiquemos los siguientes casos:

1. ω = a(x, t)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik ; y

2. ω = b(x, t)dt ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxj−k.

En el caso (1), dado que Φω = 0, y

Φ(dω) =

(∫ t

0

∂a

∂t
dt

)
dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

= (a(x, t)− a(x, 0))dxi1 ∧ . . . ∧ dxik
= ω − (π∗ ◦ i∗)ω.

Por otro lado, si ω es de la forma (2) como i∗ω = 0, nos resulta fácil ver que
id− (π∗ ◦ i∗)ω = ω. Además,

d(Φω) = d

((∫ t

0

b(x, t)dt

)
dxj1 ∧ . . . ∧ dxj−k

)
= ω +

n∑
m=1

(∫ t

0

∂b

∂xm
dt

)
dxm ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxj−k.
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Φ(dω) = Φ

(
−

n∑
m=1

∂b

∂xm
dt ∧ dxm ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxj−k

)

= −
n∑

m=1

(∫ t

0

∂b

∂xm
dt

)
dxm ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxj−k.

Por lo tanto, resulta que
d(Φω)− Φ(dω) = ω.

Aunque el cálculo está hecho en coordenadas locales, Φω está definida indepen-
dientemente del sistema coordenado debido a que sólo depende del parámetro
t. Por lo tanto, Φω está definida en todo M .

Corolario 2.4.2 (Lema de Poincaré). La cohomoloǵıa de de Rham de Rn es
trivial. Esto es,

Hk(Rn) = Hk(un punto) =

{
R, k = 0

0 k > 0

En otras palabras, si ω ∈ Ak(Rn) con k > 0 es una forma cerrada arbitraria,
entonces existe una (k − 1)-forma diferencial η de modo que ω = dη

Corolario 2.4.3. Sean M y N dos variedades de clase C∞. Si dos aplicacio-
nes C∞ de M en N son homotópicas, entonces sus homomorfismos inducidos
H∗dR(N)→ H∗dR(M) son los mismos.

Demostración. Sean f, g : M → N dos aplicaciones de clase C∞ homotópicas.
Por ende, existe una transformación F : M × R→ N de clase C∞ tal que

F (p, t) =

{
f(p), t ≤ 0

g(p), t ≥ 1

Tomando i0, i1 : M → M × R donde i0(p) = (p, 0) y i1(p) = (p, 1), resulta
que f = F ◦ i0 y g = F ◦ i1. Ahora, por el teorema anterior, obtenemos que
i∗0 = i∗1 = (π∗)−1. Por lo tanto,

f∗ = (F ◦ i0)∗ = i∗0 ◦ F ∗ = i∗1 ◦ F ∗ = (F ◦ i1)∗ = g∗.

Definición 2.4.4. Decimos que dos variedades M y N de clase C∞ tienen el
mismo tipo de homotoṕıa, si hay dos aplicaciones de clase C∞ f : M → N y
g : N → M de modo que g ◦ f y f ◦ g son homotópicas a las transformaciones
identidad de M y N , respectivamente. También, decimos que una variedad con
el mismo tipo de homotoṕıa de un punto es contraible.

Corolario 2.4.5 (Invarianza homotópica de la cohomoloǵıa de de Rham). Las
cohomoloǵıas de de Rham de dos variedades de clase C∞ del mismo tipo de
homotoṕıa son isomorfas. En particular, la cohomoloǵıa de de Rham de una
variedad contraible es trivial.
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Ahora, introduciremos la noción topológica de retracto por deformación en
el contexto de variedades de clase C∞ para mostrar la utilidad de la invarianza
homotópica de la cohomoloǵıa de de Rham. Sea S una subvariedad de una
variedad M de clase C∞ y consideremos la aplicación de inclusión i : S →M .

Definición 2.4.6. Una retracción de M a S es una aplicación de clase C∞

r : M → S que restringe a la identidad en S, es decir, r ◦ i = idS . Si existe una
retracción de M a S decimos que S es un retracto de M . Una retracción por
deformación de M a S es una aplicación C∞ F : M × R→M de modo que

i F (x, 0) = x, para todo x ∈M ;

ii hay una retracción r : M → S de forma que F (x, 1) = r(x), y

iii para todo s ∈ S y t ∈ R, F (s, t) = s.

Si hay una retracción por deformación de M a S, decimos que S es un retracto
por deformación de M .

Denotemos ft(x) = F (x, t). Aśı, podemos pensar que una retracción por
deformación F : M ×R→M es una familia de funciones ft : M →M tales que

1. f0 es la identidad en M ;

2. f1(x) = r(x), para alguna retracción r : M → S, y

3. para toda t, la aplicación ft : M →M deja fijo a S punto a punto.

Proposición 2.4.7. Si una subvariedad S es un retracto por deformación de
M , entonces S y M tienen el mismo tipo de homotoṕıa.

Demostración. Sea F : M ×R→M la retracción por deformación de M a S y
r(x) = f1(x) = F (x, 1) la correspondiente retracción. Dado que r es retracción,
r ◦ i = idS . Por definición de retracto por deformación, i ◦ r = f1 y la retracción
por deformación nos provee de una homotoṕıa

f1 = i ◦ r ∼ f0 = idM .

Por lo tanto, S y M tienen el mismo tipo de homotoṕıa.

Ejemplo 2.4.8. Consideremos S1 como la circuferencia de radio 1 imersa en
R2 \ {0}. Definamos la retracción r : R2 \ {0} → S1 dada como r(x) = x

|x| .

Además, definamos la retracción por deformación de R2 \ {0} a S1, dada por

F : (R2 \ {0})× R→ R2 \ {0}

F (x, t) = (1− t)x+ t
x

|x|
Por ende, S1 es un retracto por deformación de R2 \ {0} y via la proposición
(2.4.7) ambas variedades tienen el mismo tipo de homotoṕıa. Utilizando la inva-
rianza homotópica de la cohomoloǵıa de de Rham y el ejemplo (1.4.11), tenemos
que

Hk
dR(S1) = Hk

dR(R2 \ {0}) =

{
R, k = 0, 1

0, k > 1
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Ejemplo 2.4.9. Es fácil ver que S1 también es retracto por deformación de la
banda de Moebius M y usando el ejemplo anterior (2.4.8), tenemos que

Hk
dR(M) =

{
R, k = 0, 1

0, k > 1

2.4.3. La cohomoloǵıa de Čech con respecto a una cubierta
abierta

Sea X un espacio topológico. Para una cubierta abierta U = {Uα}α∈A de
X, definiremos el espacio vectorial de cohomoloǵıa de Čech4 Ȟ∗(X,U) de la
siguiente forma. Primero, construiremos un complejo simplicial abstracto N(U)
llamado el nervio de la cubierta abierta U . Tomamos al conjunto de ı́ndices A
de la cubierta abierta U como el conjunto de vértices de N(U), y para k + 1
elementos distintos α0, . . . , αk+1 de A, asumimos que dichos elementos generan
un k-simplejo siempre que la intersección Uα0

∩ . . .∩Uαk+1
sea distinta de vaćıo,

es decir

N(U) = {(α0, . . . , αk+1) : Uα0
∩ . . . ∩ Uαk+1

6= ∅}.

Aśı, definimos el espacio vectorial de cohomoloǵıa de Čech5 como:

Ȟ∗(X,U) = H∗(N(U),R).

Ejemplo 2.4.10. Consideremos un complejo simplicial K y V el conjunto de
vértices de K. Aśı, para cada σ ∈ K, el conjunto obtenido de |σ| al remover su
frontera es denotado por (σ) y se denomina el simplejo abierto σ. Además, para
cada vértice v ∈ V , definimos la estrella abierta O(v) de v como el conjunto
descrito como

O(v) =
⋃

v∈σ∈K
(σ).

Dicho conjunto es la unión de todo los simplejos abiertos de K los cuales tienen
a v como vértice.

Claramente, U = {O(v) : v ∈ V } es una cubierta abierta de K. Ahora, iden-
tificaremos de forma natural N(U) = K, debido a que una condición necesaria
y suficiente para que (l+ 1)-vértices v0 . . . vl generen un l-simplejo de K es que

O(v0) ∩ . . . ∩O(vl) 6= ∅.

Por tanto, en este caso el k-ésimo espacio vectorial de cohomoloǵıa de Čech
Ȟ∗(|K|,U) de |K| con respecto a la cubierta abierta U puede ser identificado
con el espacio vectorial de cohomoloǵıa simplicial H∗(K) de K.

4Esta cohomoloǵıa difiere en principio con la cohomoloǵıa de Čeck utilizada en la teoŕıa
de gavillas y pregavillas.

5Esto se puede hacer sobre cualquier anillo de coeficientes.
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A continuación, presentaremos otro método para definir el espacio vectorial
de cohomoloǵıa de Čech sin utilizar la noción de nervio. Para cualquier conjunto
ordenado α0, . . . , αk de k+1 elementos distintos de A, asignamos un número real
c(α0, . . . , αk) tal que para una permutación arbitraria αi0 , . . . , αik de α0, . . . , αk,

c(αi0 , . . . , αik) = sgn(i)c(α0, . . . , αk). (2.6)

A dicho elemento lo llamamos una k-cocadena de X con respecto a U . De-
notamos al conjunto de todas las k-cocadenas de X por Ck(X,U) y lo dotamos
de una estructura de espacio vectorial sobre R. Además, definimos el operador
cofrontera

δ : Ck(X,U)→ Ck+1(X,U)

δc(α0, . . . , αk+1) =

k+1∑
i=0

(−1)ic(α0, . . . , α̂i, . . . , αk),

para c ∈ Ck(X,U). Debido a la propiedad (2.6), el operador δ cumple que δ◦δ =
0. Esto nos dice que C∗(X,U) = (Ck(X,U), δ) es un complejo de cocadenas y
su cohomoloǵıa es la cohomoloǵıa de Čech Ȟ∗(X,U).

2.4.4. Comparación entre la cohomoloǵıa de de Rham y
la cohomoloǵıa de Čech

Esta subsección tiene como objetivo establecer una relación entre la coho-
moloǵıa de de Rham y la cohomoloǵıa de Čech.

Decimos que una cubierta abierta U = {Uα} de un espacio topológico X es
contraible, si la intersección de un número finito de abiertos pertenecientes a U
es contraible.

Proposición 2.4.11. Una variedad M de clase C∞ tiene una cubierta abierta
contraible.

Demostración. Sea t : |K| →M una triangulación C∞ de M , lo que nos pemite
identificar |K| con M via t. Aśı, es fácil ver que el conjunto {O(v) : v ∈ V }
de todas las estrellas abiertas de cada vértice de K es una cubierta abierta
contraible.

El objetivo de esta subsección reside en probar que la cohomoloǵıa de de
Rham de una variedad M de clase C∞ es isomorfa a la cohomoloǵıa de Čech
con respecto una cubierta abierta contraible U de M , es decir,

H∗dR(M) ∼= Ȟ∗(M,U).

La prueba de este teorema es alterna a la teoŕıa de pregavillas que no trataremos
a profundidad en esta tesis. Sin embargo, el lector interesado podrá encontrar
un desarrollo propio en el libro [14] a partir de la página 323.
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Para ello, estableceremos una conexión entre la cohomoloǵıa de de Rham y
la cohomoloǵıa de Čech. Sea U = {Uα}. y denotemos por Ak,l(U) al conjunto
de asignaciones de un elemento

ω(α0, . . . , αk) ∈ Al(Uα0 ∩ . . . ∩ Uαk),

para cualquier conjunto ordenado α0, . . . , αk de k + 1 elementos distintos de
A, tal que para cualquier permutación αi0 , . . . , αik de α0, . . . , αk la asignación
cumpla que

ω(αi0 , . . . , αik) = sgn(i0, . . . , ik)ω(α0, . . . , αk).

Es fácil ver por la linealidad de las k-formas diferenciales que dichos conjun-
tos tienen una estructura natural de espacios vectoriales.

Aśı, podemos definir los siguientes operadores fronteras:

δ : Ak,l(U)→ Ak+1,l(U)

(δω)(α0, . . . , αk+1) =

k+1∑
i=0

(−1)iω(α0, . . . , α̂i, . . . , αk+1)

d : Ak,l(U)→ Ak,l+1(U)

(dω)(α0, . . . , αk) = d(ω(α0, . . . , αk)) ∈ Al+1(Uα0
∩ . . . ∩ Uαk),

para ω ∈ Ak,l(U). Aqúı, ω(α0, . . . , α̂i, . . . , αk) significa precisamente la l-forma
restringida a Uα0

∩ . . . Ûαi . . . ∩ Uαk+1
.

Proposición 2.4.12. Las siguiente afirmaciones para los operadores δ y d son
válidas:

i δ ◦ δ = 0;

ii d ◦ d = 0, y

iii d ◦ δ = δ ◦ d.

Demostración. Las afirmaciones (i) y (ii) se deducen de inmediatamente de sus
definiciones. Para probar la afirmación (iii), tomemos ω ∈ Ak,l(U). Por un lado,

d ◦ δω(α0, . . . , αk+1) = d

(
k∑
i=1

ω(α0, . . . , α̂i, . . . , αk)

)

=

k∑
i=1

(−1)idω(α0, . . . , α̂i, . . . , αk).

Por otro lado, obtenemos que

δ ◦ dω(α0, . . . , αk+1) = δ(dω(α0, . . . , αk))

=

k∑
i=1

(−1)idω(α0, . . . , α̂i, . . . , αk).
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Esto nos permite obtener una red de diagramas conmutativos ilustrada en
la Figura (2.6) usualmente conocida como complejo doble. En dicho diagrama,
r : Al(M)→ A0,l(U) es la restricción de cualquier l-forma diferencial ω ∈ Al(M)
definida en todo M a cada conjunto abierto Uα. También, Ck(U) designa a
Ck(M,U), e i : Ck(U)→ Ak,0(U) es la inclusión natural.

...
...

...
...

0 // Al(M)
r //

d

OO

A0,l(U)
δ //

d

OO

A1,l(U)
δ //

d

OO

· · · δ // Ak,l(U)
δ //

d

OO

· · ·

...

d

OO

...

d

OO

...

d

OO

...

d

OO

0 // A1(M)
r //

d

OO

A0,1(U)
δ //

d

OO

A1,1(U)
δ //

d

OO

· · · δ // Ak,1(U)
δ //

d

OO

· · ·

0 // A0(M)
r //

d

OO

A0,0(U)
δ //

d

OO

A1,0(U)
δ //

d

OO

· · · δ // Ak,0(U)
δ //

d

OO

· · ·

C0(U)
δ //

i

OO

C1(U)
δ //

i

OO

· · · δ // Ck(U)
δ //

i

OO

· · ·

0

OO

0

OO

0

OO

Figura 2.6: Complejo doble formado por los conjuntos Ak,l(U).

Proposición 2.4.13. Para k, l ≥ 0 arbitrarios, las sucesiones

I : 0 −→ Al(M)
r−→ A0,l(U)

δ−→ A1,l δ−→ · · · δ−→ Ak,l(U)
δ−→ · · ·

II : 0 −→ Ck(U)
i−→ Ak,0(U)

d−→ Ak,1 d−→ · · · d−→ Ak,l(U)
d−→ · · ·

son exactas.

Demostración. Primero, probaremos que el complejo (I) es exacto. Para ello,
observemos que la función r : Al(M)→ A0,l(U) debido a que es una restricción
resulta ser una función inyectiva. Ahora, supongamos que ω ∈ A0,l(U) es de
modo que δ(ω) = 0. Esto nos dice que para cualesquiera α, β ∈ A, las restriccio-
nes de ω(α) y ω(β) en Uα ∩Uβ coinciden. Por tanto, ω es una forma diferencial
definida en todo M . Esto significa que ω está en la imagen de r.

Para demostrar el caso general probaremos que existe una homotoṕıa en el
complejo (I), lo que nos dirá que dicho complejo es exacto. Aśı, para k > 0,
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definimos
Φ : Ak,l(U)→ Ak−1,l(U)

como sigue. Sea {fα} una partición de la unidad subordinada a la cubierta
abierta U = {Uα}, y para ω ∈ Ak,l(U), designamos

(Φω)(α0, . . . , αk−1) =
∑
α

fαω(α, α0, . . . , αk−1).

Aún cuando fαω(α, α0, . . . , αk−1) es una forma diferencial en Uα ∩ Uα0 ∩ . . . ∩
Uαk−1

, poniendo 0 fuera de Uα, podemos considerarla como un elemento de
Al(Uα0

∩ . . . ∩ Uαk−1
). Veamos, entonces que, para un elemento ω ∈ Ak,l(U)

arbitrario,
δ(Φω)− Φ(δω) = ω.

De hecho, observamos que por un lado,

δ(Φω)(α0, . . . , αk) =

k∑
i=0

(−1)i(Φω)(α0, . . . , α̂i, . . . , αk)

=
∑
α

k∑
i=0

(−1)ifαω(α, α0, . . . , α̂i, . . . , αk)

y por otro,

Φ(δω)(α0, . . . , αk) =
∑
α

fα(δω)(α, α0, . . . , αk)

=
∑
α

fαω(α0, . . . , αk) +
∑
α

k∑
i=0

fαω(α0, . . . , α̂i, . . . , αk).

Por tanto, si ω ∈ Ak,l(U) satisface que δ(ω) = 0, entonces ω = δ(Φω). Esto
nos dice que (I) es una sucesión exacta.

Por último, probaremos que (II) es un complejo exacto. Para comenzar,
tenemos que la función i : Ck(U) → Ak,0(U) es inyectiva. Ahora, asumamos
que ω ∈ Ak,1(U) satisface dω = 0. Esto significa que la función ω(α0, . . . , αk)
en Uα0

∩ . . . ∩ Uαk toma el valor 0 al calcular su derivada exterior. Por otro
lado, como U es contraible, esto nos dice que Uα0

∩ . . .∩Uαk son conexos. Por lo
tanto, ω(α0, . . . , αk) es una función constante, lo que nos permite afirmar que
ω(α0, . . . , αk) se encuentra en la imagen de i. Para terminar, asumamos que
l > 0 y ω ∈ Ak,l(U) satisface que dω = 0. Aplicando que la cohomoloǵıa de toda
variedad contraible es trivial a Uα0

∩ . . . ∩ Uαk , obtenemos que la sucesión (II)
es exacta.

Teorema 2.4.14. Sea M una variedad de clase C∞. Luego, para cada cubierta
abierta contraible arbitraria U de M , existe un isomorfismo

H∗dR(M) ≡ Ȟ∗(M,U).
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Demostración. Utilizaremos el complejo doble introducido anteriormente. Pri-
mero, construiremos un candidato para la correspondencia

ϕ : H l
dR(M)→ Ȟ l(M,U).

Aśı, para una clase de cohomoloǵıa de de Rham x ∈ H l
dR(M), asignaremos un

elemento ϕ(x) ∈ Ȟ l(M,U). Primero, seleccionamos una forma cerrada ω ∈ Al
en M que represente a x y designamos r(ω) = ω0 ∈ A0,l(U). Ahora, la conmu-
tatividad del complejo doble nos permite afirmar dω0 = d(r(ω)) = r(dω) = 0
concluyendo, via la exactitud de (I) que existe un η0 ∈ A0,l−1(U) de modo que
dη0 = ω0.

Nombremos ω1 = δη0. Ahora, observamos que dω1 = d(δη0) = δ(dη0) =
δ(ω0) = δ(r(ω)) = 0. La exactitud de (II) nos permite ahora afirmar la existencia
de un η1 ∈ A1,l−2(U) de modo que dη1 = ω1. Aśı, denotamos a ω2 = δη1.

Al(U)[ω]
r // A0,l(U)[ω0]

A0,l−1(U)[η0]

d

OO

δ // A1,l−1(U)[ω1]

A1,l−2(U)[η1]

d

OO

Figura 2.7: Construcción de ω1.

Ahora, asumamos que ωi ∈ Ai,l−i(U) se ha construido recursivamente bajo
el esquema anterior. Entonces, en vista de que dωi = 0 por suposición recursiva,
existe ηi ∈ Ai,l−i−1(U) tal que ωi = dηi. Esto nos permite definir ωi+1 = δηi ∈
Ai+1,l−i−1(U).

...

· · · d // Ai,l−i(U)[ωi]

d

OO

δ // Ai+1,l−i(U)

Ai,l−i−1(U)[ηi]

d

OO

δ // Ai+1,l−i+−1(U)[ωi+1]

d

OO

...

d

OO

Figura 2.8: Construcción de ωi.
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De esta forma, podemos alcanzar finalmente ωl ∈ Al,0(U). Como dωl = 0,
análogamente, existe una c ∈ Cl(U) de forma que ωl = i(c), debido a que
i(δc) = δ(i(c)) = δ(ωl) = δ ◦ δ(ηl−1) = 0. Aśı, c es un cociclo. Por ende,
podemos definir ϕ(x) = [c] ∈ Ȟ l(M,U).

Para probar que la aplicación ϕ está bien definida, tomemos otra forma
cerrada ω′ ∈ Al(U) que represente a x y por la misma discusión, determinamos
ω′i ∈ Ai,l−i(U) y ηi ∈ Ai,l−i−1(U), para finalmente obtener un cociclo c′ ∈
Cl(U). Aśı, basta que probemos que c y c′ son cohomólogos.

Para ello, observamos que hay un elemento γ0 ∈ Al−1(M) de foma que
ω′ = ω + dγ0. Por tanto, tenemos que ω′0 = ω0 + r(dγ0) = ω0 + d(rγ0). Ahora,
probaremos inductivamente que para cualquier i = 0, . . . , l, hay un elemento
γi ∈ Ai−1,l−i−1(U) de modo que ω′i = ωi + δ(dγi). Lo que nos dice que en
cada paso, ωi y ω′i son cohomólogos. Aqúı, abreviaremos diciendo que si i = 0,
entonces δ es reemplazada por r y A−1,l−1(U) sustituye a Al−1(M), y para el
caso en que i = l, δ es reemplazada por i y Al−1,−1(U) sustituye a Cl(U).

Supongamos que hemos probado la afirmación para el i-ésimo caso, demos-
traremos que dicha afirmación sigue siendo válida para el caso i + 1. Como
ωi = dηi, ω

′
i = dη′i, por definición, tenemos

d(η′i − ηi − δγi) = ωi − ω′i − d(δγi) = 0.

Por la exactitud de (I), hay un γi+1 ∈ Ai,l−i−1(U) tal que

dγi+1 = η′i − ηi − δγi.

Por lo tanto,

ω′i+1 = δη′i = δηi + δ(dγi+1)

= ωi + δ(dγi+1).

Esto prueba la afirmación. Por último, en el caso i = l, hay un elemento γl ∈
Cl−1(U) de forma que ω′l = ωl + δ(γl). Por otro lado, dado que ω′l = i(c′) y
ωl = i(c), obtenemos que c′ = c + δγl. Por ende, c y c′ son cohomólogos. En
efecto, la aplicación ϕ : H l

dR(M)→ Ȟ l(M,U) está bien definida.
De manera análoga, usando la exactitud de (I) y (II), podemos definir una

aplicación de Cl(U) en Al(M) zigzagueando en el sentido contrario. Llamemos
a dicha aplicación

ψ : Ȟ∗(M,U)→ H∗dR(M).

Es claro que por el método de construcción, ambas aplicaciones son inversas
una de la otra. Debido a la independencia del levantamiento, como en pruebas
anteriores es fácil ver que dichas aplicaciones son homomorfismos. Por lo tanto,
ϕ es un isomorfismo.

2.5. El teorema de de Rham

En esta última sección, abordaremos el teorema principal de la tesis. Pri-
mero, estudiaremos las diversas versiones del teorema, la manera en la que se
relacionan y algunas de sus consecuencias. Por último, probaremos el teorema.
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2.5.1. Versiones del teorema de de Rham y sus interrela-
ciones

En esta subsección, presentaremos el teorema central de dicha tesis: El teo-
rema de de Rham. Primero, estudiaremos la versión general del teorema y la
versión para variedades trianguladas. Después, probaremos que de la segunda
versión podemos obtener la primera. Posteriormente, discutiremos algunas de
las consecuencias de este teorema.

Sea M una variedad de clase C∞ de dimensión n. Hemos definido dos com-
plejos de cocadenas, el complejo de de Rham A∗(M) = (Ak(M), d) y el complejo
de cocadenas singulares de clase C∞, S∗∞(M) = (Sk∞(M), δ). Dichos complejos
están relacionados por la integral de las formas diferenciales sobre cadenas sin-
gulares de la siguiente manera:

I : Ak(M)→ Sk∞(M)

ω 7→ I(ω)(σ) =

∫
σ

ω :=

∫
∆k

σ∗ω.

Lema 2.5.1. La aplicación I : Ak(M) → Sk∞(M) es un morfismo de cadenas.
Es decir, el diagrama siguiente es conmutativo:

Ak(M)
d //

I

��

Ak+1(M)

I

��
Sk∞(M)

δ // Sk+1
∞ (M)

Demostración. Sea ω ∈ Ak(M) y c ∈ S∞k (M). Aśı, por el teorema de Stokes
para cadenas, tenemos que

I(dω)(c) =

∫
c

dω =

∫
∂c

ω = I(ω)(∂c) = δ(I(ω)(c)).

Por ende, I ◦ d = δ ◦ I.

El lema anterior (2.5.1) implica que la transformación I induce un homo-
morfismo en las cohomoloǵıas I : H∗dR(M)→ H(S∗∞(M)).

Teorema 2.5.2 (Teorema de de Rham). Sea M una variedad de clase C∞ de
dimensión n. El morfismo de complejos dado por I : A∗(M) → S∗∞(M) induce
un isomorfismo

I : H∗dR(M) ∼= H(S∗∞(M)).

Dado el isomorfismo H(S∞∗ (M,R)) ∼= H∗(M,R), esto induce un isomorfismo
en sus espacios duales. Aśı, el teorema de de Rham nos dice que

H∗dR(M) ∼= H∗(M,R).

93



Además, dicha cohomoloǵıa es topológicamente invariante, es decir, dos varie-
dades de clase C∞ topológicamente equivalentes tienen cohomoloǵıas isomorfas.

Ahora, podemos extender dicho resultado a variedades de clase C∞ dotadas
de una triangulación C∞ dada por t : |K| →M . Consideremos 〈σ〉 = 〈v0 · · · vl〉
un l-simplejo orientado de K y ω ∈ Ak(M). Aśı, definimos, via la realización
geométrica de K, ∫

〈σ〉
ω =

∫
|σ|
t∗ω.

Aśı, definimos I : A∗(M)→ C∗(K,R),

I(ω)(〈σ〉) =

∫
〈σ〉

ω

Debido al teorema de Stokes para cadenas, dicha función resulta ser un morfismo
de cadenas.

Teorema 2.5.3 (Teorema de de Rham para variedades trianguladas). Sea M
una variedad de clase C∞ y supongamos que nos es dada una triangulación
t : |K| → M de clase C∞. Entonces, el morfismo de cadenas definido por
I : A∗(M)→ C∗(K,R) induce un isomorfismo

I : H∗dR(M) ∼= H∗(K,R).

Podemos deducir el teorema de de Rham a partir de esta versión. Dotemos
de un orden total al conjunto de vértices de un complejo simplicial K, y para un
l-simplejo σ = 〈v0 · · · vl〉 de K, consideramos sólo el orden de los vértices tal que
v0〈· · · 〈vl. Aśı, podemos definir una aplicación de cadenas C∗(K) → S∗∞(M) y
además, se sabe que dicha función es una homotoṕıa de cadenas. De este modo,
induce un morfismo de cocadenas S∗∞(M)→ C∗(K,R), lo que nos provee de un
isomorfismo en la cohomoloǵıa:

H∗(S∗∞(M)) ∼= H∗(M,R).

Además, por definición de la aplicación I, podemos verificar que el siguiente
diagrama es conmutativo:

H∗dR(M)
I // H∗(S∗∞(M))

��
H∗dR(M)

I // H∗(K,R)

Definición 2.5.4 (k-ésimo número de Betti). Definimos el k-ésimo número de
Betti βk de la variedad M como

βk = dimRHk(M,R).
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Este número expresa la cantidad de k-ciclos esenciales en M y refleja la
estructura global de dicha variedad. En algunos casos, el teorema de de Rham
no sólo determina el número de Betti, sino también la forma en la que estos
ciclos están distribuidos en M .

Para detectar un ciclo z de dimensión k en M , basta con construir una k-
forma cerrada ω en M tal que

∫
z
ω 6= 0. Además, si z′ es un ciclo homólogo

a z y ω′ es una k-forma diferencial cohomóloga a ω, el valor de la integral no
cambia. Lo que nos permite hacer la siguiente afirmación: Si z1, . . . , zr son ciclos
generadores de Hk(M ;R) donde r = βk y a1, . . . , ar ∈ R, entonces existe una
forma cerrada ω de modo que

∫
zi
ω = ai, para toda i, la cual es única salvo la

ambigüedad de añadir formas exactas.

2.5.2. Prueba del teorema

En esta sección, concluiremos con nuestro objetivo global de la tesis. Para
ello, utilizaremos el teorema (2.4.14) que nos da un isomorfismo entre la coho-
moloǵıa de de Rham y la de Čech en el caso de variedades trianguladas.

Sea M una variedad de clase C∞ y t : |K| → M una triangulación de
clase C∞. Dicha triangulación nos permite identificar |K| con M . Sea V el
conjunto de vértices de K. Sabemos que U = {O(v) : v ∈ V } es una cubierta
abierta contraible de M . Via el teorema (2.4.14), el grupo de cohomoloǵıa de
Čech Ĥ∗(M ;U) de M con respecto a U se puede identificar naturalmente con el
grupo de cohomoloǵıa H∗(K,R) del complejo simplicial con coeficientes en R,
y por tanto, con H∗(M,R).

Ahora, describiremos brevemente cuál es el papel que juega la integral. Con-
sideremos la aplicación I : H l

dR(M) → H l(M,R) definida de la siguiente ma-
nera. Sea x ∈ H l

dR(M) representada por una l-forma cerrada ω. Aśı, para un
l-simplejo orientado arbitrario 〈σ〉 = 〈v0 · · · vl〉 de K, al considerar

c0(〈σ〉) =

∫
〈σ〉

ω (2.7)

c0 ∈ Cl(K,R) resulta un cociclo. Por otro lado, definamos I(x) = [c0]. Para
probar el teorema de de Rham para variedades trianguladas es suficiente que
mostremos que las dos aplicaciones I : H l

dR(M) → H l(M,R) y la anterior
ϕ : H l

dR(M) → Ȟ l(M ;U) coinciden esencialmente de manera que podremos
identificar naturalmente Ȟ l(M ;U) y H l(M,R).

Proposición 2.5.5. El siguiente diagrama es conmutativo módulo un signo,

esto quiere decir que si εl = (−1)
l(l+1)

2 , entonces I = εlϕ.

H l
dR(M)

I // H l(K,R)

H l
dR(M)

ϕ // Ĥ l(M ;U)
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Demostración. Sea x ∈ H l
dR(M) la clase representada por una forma cerrada

ω ∈ Al(M), entonces I(x) será la clase de cohomoloǵıa representada por el
cociclo c0 ∈ Cl(K;R) en la expresión (2.7). Por otra parte, el teorema (2.4.14)
nos permite construir un cociclo c ∈ Cl(K;R) zigzagueando en el complejo
doble definido en (2.4.4) donde las asignaciones ηi ∈ Ai,l−i−1(U) cumplen que
δηi = dηi+1, para todo i = 0, . . . , l − 1. De este modo, basta probar que c0 y c
son cohomólogos.

En la prueba de esta proposición se utilizarán dos significados para la tran-
formación δ. Cuando se trate de elementos de a ∈ Cl(K;R), éste se refiere
a que (δa)(σ) = a(∂σ). El otro significado es como transformación del tipo
δ : Ak,l(U)→ Ak+1,l(U).

Primero, por el teorema de Stokes, para un l-simplejo orientado arbitrario
〈v0, . . . , vl〉 de K, tenemos que

c0(〈v0, . . . , vl〉) =

∫
〈v0,...,vl〉

ω

= 6

∫
〈v0,...,vl〉

dη0(v0)

=

l∑
j=0

(−1)j
∫
〈v0,...,v̂j ...,vl〉

η0(v0).

Ahora, definamos una cocadena d0 ∈ Cl−1(K;R) como

d0(〈v0, . . . , vl−1〉) =

∫
〈v0,...,vl−1〉

η0(v0),

para cualquier (l − 1)-simplejo orientado arbitrario 〈v0, . . . , vl−1〉. Aśı, tenemos
que

δd0(〈v0, . . . , vl〉) =

l∑
j=0

(−1)jd0(〈v0, . . . , v̂j , . . . , vl〉)

=

∫
〈v0,...,vl〉

η0(v1) +

l∑
j=1

(−1)j
∫
〈v0,...,v̂j ...,vl〉

η0(v0).

Por lo tanto, obtenemos que

(c0 − δd0)(〈v0, . . . , vl〉) =

∫
〈v1,...,vl〉

η0(v0)− η0(v1)

=

∫
〈v1,...,vl〉

−δη0(v0, v1)

= −
∫
〈v1,...,vl〉

dη1(v0, v1).
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Esto nos motiva a definir una cocadena dk ∈ Cl−1(K;R) con i = 1, . . . , l− 1
como

di(〈v1, . . . , vl−1〉) =

∫
〈vi,...,vl−1〉

ηm(v0, . . . , vi),

para cualquier (l − 1)-simplejo 〈v1, . . . , vl−1〉 de K.
De forma análoga, observamos que

δdi(〈v1, . . . , vl〉) =

l∑
j=1

(−1)jdi(〈v1, . . . , v̂j , . . . , vl〉)

=

i∑
j=0

(−1)j
∫
〈vi+1,...,vl〉

ηi(〈v1, . . . , v̂j , . . . , vi, vi+1〉)

+

l∑
j=i+1

(−1)j
∫
〈vi,...,v̂j ,...,vl〉

ηi(v0, . . . , vi).

Por otro lado, observamos que∫
〈vi,...,vl〉

dηi(v0, . . . , vi) =

l∑
j=i

(−1)j−i
∫
〈vi,...,v̂j ...,vl〉

ηi(v0, . . . , vi)

=

∫
〈vi+1,...,vl〉

ηi(v0, . . . , vi)

+

l∑
j=i+1

(−1)j−i
∫
〈vi,...,v̂j ...,vl〉

ηi(v0, . . . , vi)

Denotemos por I(dηi) =
∫
〈vi,...,vl〉 dηi(v0, . . . , vi). Observemos que

(−1)i+1I(dηi) = (−1)i+1

∫
〈vi+1,...,vl〉

ηi(v0, . . . , vi)

−
l∑

j=i+1

(−1)j
∫
〈vi+1,...,v̂j ,...,vl〉

ηi(v0, . . . , vi).

Por ende, para toda i = 0, . . . , l − 1, obtenemos que

(−1)i+1I(dηi) + δηi =

i+1∑
j=0

(−1)j
∫
vi,...,vl

ηi(v0, . . . , v̂j , . . . , vi+1)

=

∫
〈vi,...,vl〉

dηi+1(v0, . . . , vi+1) = I(dηi+1).

Ahora, multiplicando esta expresión por εi+1 y sumando sobre todos los
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valores de i, resulta que

l−1∑
i=0

εi+1δdi =

l−1∑
i=0

εi+1I(dηi+1)− (−1)i+1εi+1I(dηi)

= ε1I(dη1)− (−1)ε1c0 + ε2I(dη2)

− (−1)2ε2I(dη1) + . . .+ εlc− (−1)lεlI(dηl−1)

= −c0 +

l−1∑
i=1

(εi − (−1)i+1εi+1)I(dηi) + εlc.

Ahora, observemos que el exponente de εi corresponde a la suma de los
primeros i naturales. Denotemos a dicha suma τi. Resulta que τi y τi+1+(i+1) =
τi+2(i+1) tienen la misma paridad. Por ende, los términos del segundo sumando
de la ecuación anterior se eliminan, permitiéndonos afirmar que

c0 +

l−1∑
i=0

εi+1δdi = εlc.

En la discusión anterior, hemos utilizado el teorema de Stokes en la ecuación
(2.5.2), sin embargo, la forma diferencial η0 sólo está definida en la estrella
abierta O(v) de cada vértice v, por lo que no está claro si los valores de las
integrales ∫

〈v0,...,vl〉
dη0(v0),

∫
〈v0,...,η0(v0,...,vl〉

existen. Este problema sucede también para las ηi. Para resolver esto, en vez
de considerar la estrella abierta O(v) de cada vértice v, escojamos un conjunto
abierto más grande O′(v) que contenga a ¯O(v) de modo que

O′(v0) ∩ . . . ∩O′(vk)

sean siempre contraibles. Aśı, podemos realizar la argumentación anterior uti-
lizando la cubierta U ′ = {O′(v)}. Aśı, los valors de las integrales estarn deter-
minadas, y el teorema de Stokes se puede aplicar sin ninguna dificultad. Tal
cubierta se puede construir a partir de la subdivisión baricéntrica del complejo
simplicial.

Cabe mencionar que el teorema de de Rham nos permite probar que en
el caso de variedades cuyos grupos de homoloǵıa con coeficientes en R son de
dimensión finita, entonces dichos grupos serán isomorfos a los grupos de cohomo-
loǵıa de de Rham. Otra observación importante es que los elementos de torsión
de dichos grupos de homoloǵıa se pierden al considerar el anillo de coeficientes
un campo. Con estas observaciones, via los cálculos hechos en el caṕıtulo de ho-
moloǵıa (2.2.19), (2.2.21) y (2.2.20), tenemos que las cohomoloǵıas de de Rham
para el toro bidimensional T , la botella de Klein K y el plano proyectivo RP 2

están dadas por
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Hk
dR(T ) ∼=


R, k = 0, 2

R⊕ R, k = 1

0, k〉2

Hk
dR(K) ∼=


R, k = 0

R k = 1

0, k〉1

Hk
dR(RP 2) ∼=

{
R, k = 0

0, k〉0

2.5.3. Sucesión de Mayer-Vietoris

Sea {U, V } una cubierta abierta de una variedad M de clase C∞ y considere
la aplicación de inclusión iU : U →M , iU (p) = p. Entonces, el pullback

i∗U : Ak(M)→ Ak(U)

es la aplicación que restringe toda k-forma diferencial en M a U . Aśı, tenemos
cuatro funciones de inclusión que hacen que inducen el siguiente diagrama

U
iU

  A
AA

AA
AA

A

U ∩ V

jU

;;xxxxxxxxx

jV

##F
FF

FF
FF

FF
M

V

iV

>>}}}}}}}}

Restringiéndonos a U y V , obtenemos un homomorfismo

i : Ak(M)→ Ak(U)⊕Ak(V )

ω 7→ (i∗Uω, i
∗
V ω).

Por otra parte, definimos la aplicación diferencia como

j : Ak(U)⊕Ak(V )→ Ak(U ∩ V )

(ω, η) 7→ j∗V η − j∗Uω.

Si la intersección U ∩ V es vaćıa, definimos Ak(U ∩ V ) = 0. Por ende, la
aplicación j seŕıa cero.

Proposición 2.5.6. Para cualquier entero k ≥ 0, la sucesión de homomorfismos

0 −→ Ak(M)
i−→ Ak(U)⊕Ak(V )

j−→ Ak(U ∩ V ) −→ 0

es exacta.
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Demostración. Sea (fU , fV ) una partición de la unidad subordinada a la cu-
bierta abierta {U, V }.

1. Probemos que la aplicación i es inyectiva. Supongamos que ω ∈ Ak(M)
es una forma cerrada que cumple que iω = 0. Entonces,

iω = (i∗Uω, i
∗
V ω) = (0, 0) ⇒ i∗Uω = 0 y i∗V ω = 0

Por lo tanto, ω = 0 en U ∪ V = M .

2. Ahora, veamos que Im i = ker j. Para comenzar, tomemos ω ∈ Ak(M).
Observamos que

ji(ω) = j(i∗Uω, i
∗
V ω) = j∗V i

∗
V ω − j∗U i∗Uω = 0 en U ∩ V.

Consideremos (ω, η) ∈ Ak(M)⊕Ak(V ) de modo que j(ω, η) = 0. Entonces,

j∗V η − j∗Uω = 0 , es decir, j∗Uω = j∗V η en U ∩ V.

Lo anterior nos permite definir una forma ξ = fUω + fV η − fU∩V ω ∈
Ak(M) tal que i(ξ) = (ω, η).

3. Por último, probemos que j es una función suprayectiva. Para una forma
ω ∈ Ak(M), definamos la extensión por cero de fV ω de U ∩ V a U como

ωU (x) =

{
fV (x)ω, si x ∈ U ∩ V
0, si x ∈ V \ (U ∩ V )

De manera análoga, definimos la extensión por cero ωV de fUω de U ∩ V
a V . Aśı, en U ∩ V , (−ωU , ωV ) se restringe a (−fV ω, fUω). Entonces, si
(−ωU , ωV ) ∈ Ak(U)⊕Ak(V ), tenemos que

j(−ωU , ωV ) = j∗V (fV ω)− (−j∗U (fUω)) = ω ∈ Ak(U ∩ V ).

Dado que la sucesión de morfismos de complejos de espacios vectoriales

0 −→ A∗(M)
i−→ A∗(U)⊕A∗(V )

j−→ A∗(U ∩ V ) −→ 0

es exacta, entonces la proposición (2.1.3) induce una sucesión exacta larga en
la cohomoloǵıa via el morfismo de conexión

· · · −→ Hk−1
dR (U ∩ V )

d∗−→ Hk
dR(M)

i∗−→ Hk
dR(U)⊕Hk

dR(V )
j∗−→

Hk
dR(U ∩ V )

d∗−→ Hk+1
dR (M)

i∗−→ Hk+1
dR (U)⊕Hk+1

dR (V ) −→ · · ·
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Esta sucesión exacta larga se denomina la sucesión de Mayer-Vietoris para la
cubierta (U, V . También, la proposición (2.1.3) nos afirma que el morfismo de
conexión d∗ : Hk(U ∩ V )→ Hk+1(M) se puede ver como

d∗ = (j∗)−1 ◦ d ◦ (i∗)−1.

Esta sucesión nos permitirá calcular la cohomoloǵıa de de Rham de diversas
variedades. Es claro que en el caso en que U , V y U ∩V son conexos, la sucesión
de Mayer-Vietoris para las 1-álgebras de cohomoloǵıa se trivializa. Por ello, po-
demos comenzar dicha sucesión en las 1-álgebras de cohomoloǵıa. En el siguiente
ejemplo, se probará por inducción cómo se puede calcular la cohomoloǵıa de de
Rham de la esfera unitaria Sn de dimensión n. El caso base ya fue probado en
el ejemplo (2.4.8).

Ejemplo 2.5.7. Consideremos Sn la esfera unitaria en Rn. Via la proyección
estereográfica podemos cubrir la esfera con dos conjuntos abiertos U y V difeo-
morfos a Rn+1 cuya intersección U ∩ V es difeomorfa al producto Sn−1 × R.
Supondremos de forma inductiva que Hk

dR(Sn−1) ∼= R, para k = 0, n − 1 y
Hk
dR(Sn−1) = 0, para k 6= 0 , n−1. Via el lema de Poincaré (2.4.1) sabemos que

la cohomoloǵıa de U y V se trivializan, y por la invarianza homotópica, obte-
nemos que Hk

dR(Sn−1) ∼= Hk
dR(U ∩V ). Por tanto, la sucesión de Mayer-Vietoris

para la cubierta {U, V } quedaŕıa en una primera parte

0 −→ H0
dR(Sn)

α−→ R⊕ R β−→ R γ−→ H1
dR(Sn) −→ 0; (2.8)

para 2 ≥ k ≥ n− 1,
0 −→ Hk

dR(Sn) −→ 0, y (2.9)

por último,

0 −→ R θ−→ Hn
dR(Sn) −→ 0. (2.10)

Debido a la exacitud de la sucesión general, el trozo de sucesión (2.9) implica
que Hk

dR(Sn) = 0 para 2 ≤ k ≤ n−1. Por otra parte, en (2.8), la transformación
α es inyectiva, Im β = ker γ y además, Im γ = H1

dR(Sn). De esto obtenemos
que H0

dR(Sn) ∼= R y H1
dR(Sn) = 0. Por último, en (2.10), observamos que la

transformación θ es inyectiva y sobre, por lo tanto, Hn
dR(Sn) ∼= R.

Ahora, estudiaremos la cohomoloǵıa de de Rham de las superficies compac-
tas, orientables y cerradas de género g. Para ello, comencemos analizando la
cohomoloǵıa de una de dichas superficies sin un punto.

Lema 2.5.8. Suponga que p es un punto en una superficie M compacta, orien-
table y cerrada y sea i : C →M \ {p} la aplicación de inclusión de un pequeño
ćırculo alrededor de p. Entonces, la aplicación restricción

i∗ : H1
dR(M \ {p})→ H1

dR(C)

corresponde a la aplicación cero.
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Demostración. Sea ω una 1-forma cerrada en M \ {p} que represente a un ele-
mento [ω] ∈ H1

dR(M \ {p}). Debido al isomorfismo H1
dR(C) ∼= H1

dR(S1) ∼= R
dado por la intregración sobre C, para identificar i∗[ω] en H1

dR(C), basta que
se calcule la integral

∫
C
i∗ω. Si D es el disco abierto en M acotado por la curva

C, entonces M \D es una superficie compacta orientada y con frontera C. Por
el teorema de Stokes,∫

C

i∗ω =

∫
∂(M\D)

i∗ω =

∫
M\D

dω = 0,

dado que ω es una 1-forma diferencial cerrada. Por lo tanto, i∗ ≡ 0.

Proposición 2.5.9. Sea M un toro, p un punto en M y A el toro pinchado
M \ {p}. La cohomoloǵıa de A es:

Hk
dR(A) =


R, k = 0

R⊕ R, k = 1

0, k > 1

Demostración. Cubramos M con dos conjuntos abiertos, A y un disco U que
contenga a p. Dado que A, U y A∩U son conexos, podemos empezar la sucesión
de Mayer-Vietoris en las 1-álgebras cohomológicas. Además, U es contraible, por
ende, tiene cohomoloǵıa trivial. Aśı, dicha sucesión se ve como

0 −→ R⊕ R β−→ H1
dR(A)

α−→ H1
dR(S1)

γ−→ R γ−→ H2
dR(A) −→ 0

Observamos que la aplicación α resulta ser la aplicación restricción i∗. Por
el lema anterior (2.5.8), α = i∗ = 0. Entonces,

H1
dR(A) = kerα = Im β ∼= H1

dR(M) ∼= R⊕ R,

y por ende, existe una sucesión exacta de aplicaciones lineales

0 −→ H1
dR(S1)

γ−→ R −→ H2
dR(A)→ 0.

Esto nos dice que H2
dR(A) = 0.

A continuación, procederemos a calcular la cohomoloǵıa de la superficie com-
pacta y orientable Σ2 de género 2. Esto nos proveerá de un método generalizable
inductivamente para cualquier género.

Proposición 2.5.10. La cohomoloǵıa de una superficie compacta y orientable
Σ2 de género 2 es:

Hk
dR(Σ2) =


R, k = 0, 2

R2 ⊕ R2, k = 1

0, k > 2
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Demostración. Considere la cubierta de Σ2 dada abiertos U y V , cada uno de los
cuales tiene el mismo tipo de homotoṕıa que el toro pinchado A y su intersección
U ∩V es un ciĺındro que tiene el mismo tipo de homotoṕıa de S1. Además, U , V
y U ∩ V son conexos, por lo que podemos tomar la sucesión de Mayer-Vietoris
como:

0 −→ H1
dR(Σ2)

β−→ R2 ⊕ R2 α−→ R γ−→ H2
dR(Σ2) −→ 0

Observamos que la aplicación α : H1
dR(U)⊕H1

dR(V )→ H1
dR(S1) es la aplicación

diferencia
α(ωU , ωV ) = j∗V ω(V )− j∗Uω(U)

donde jU y jV son las inclusiones de S1 ∼= U ∩ V en U y V respectivamente.
Por el lema anterior (2.5.8) j∗Uω(U) = j∗V ω(V ) = 0, entonces α = 0. Aśı, de la
exactitud podemos concluir

H1
dR(Σ2)

β∼= H1
dR(U)⊕H1

dR(V ) ∼= R2 ⊕ R2 y H2
dR(Σ2)

γ∼= H1
dR(S1) ∼= R.

Supongamos inductivamente que la cohomoloǵıa de una superficie compacta
y orientable Σg−1 de género g − 1 tiene la siguiente cohomoloǵıa

Hk
dR(Σg−1) =


R, k = 0, 2

R2(g−1), k = 1

0, k > 2

Usando el lema (2.5.8), podemos generalizar la proposición (2.5.9) para la super-
ficie Σg−1 \ {p}. De forma análoga, a la proposición anterior (2.5.10), podemos
observar que

Hk
dR(Σg) =


R, k = 0, 2

R2(g−1) ⊕ R2, k = 1

0, k > 2.
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