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Introduccion

El estudio de las formas diferenciales en su versién moderna fue introducido
por Elie Cartan utilizando la nocién de producto exterior definida por Hermann
Grassmann. En sus trabajos, Elie Cartan define también el concepto de derivada
exterior. El desarrollo de este lenguaje permitird a Edouard Goursat establecer
la generalizacién del teorema de Stokes que expondremos posteriormente.

En 1931, Georges de Rham prueba su famoso teorema que ya habia sido
propuesto en los trabajos de Elie Cartan y Henri Poincaré. Sin embargo, la
prueba que expondremos de este teorema estd basada en el trabajo [16] realizado
por André Weil el cual fue presentado a Henri Cartan en una carta en 1947, pero
publicado en 1952. Este enfoque es alterno a la teoria de gavillas desarrollada
por Jean Leray.

Este trabajo tiene como objetivo estudiar el lenguaje de las formas diferen-
ciales en variedades diferenciales y su relacién con otros objetos matematicos
que podemos definir en éstas. Este estudio se basa principalmente en seguir el
enfoque desarrollado por Shigeyuki Morita en su texto [11].

La teoria de las formas diferenciales tiene como objetivo formalizar la nocién
de integrando sobre una variedad M de clase C*°. Para ello, primero introducire-
mos el concepto de forma exterior en un espacio vectorial. Una 1-forma exterior
es una funcién lineal del espacio vectorial en su campo subyacente. Por ejem-
plo, consideremos R? con su base canénica 3 = {e1,e2}. Asf, podemos definir
z1,22 : R?2 — R como las proyecciones en la primera y segunda coordenada,
respectivamente. Es facil ver que dichas funciones son lineales. Otra funcién
con propiedades lineales de interés definida en R? es la funcién determinante
2-vectores en R2:

slem =det| & M| donde ¢ = (618 yn=(mom) (1

El élgebra lineal nos dice que la funcién (1) mide el drea orientada del pa-
ralelogramo generado por los vectores £ y n cuando consideramos a R? con su
estructura euclidiana. Sin embargo, la propiedad algebraica de ser lineal en am-
bas entradas y alternante es independiente de estas interpretaciones métricas
. Esto motiva la definiciéon de forma exterior en un espacio vectorial V de di-
mension finita: una k-forma exterior es una funcién multilineal y alternante de



la forma
w:Vx...xV —=R.
—_———

k—veces

Estas formas exteriores son los pilares con los que construiremos nuestras
formas diferenciales. El conjunto de estos elementos forma un espacio vectorial
de forma natural. Después, construiremos un &dlgebra formal la cual nos per-
mitird dotar a este espacio vectorial con una estructura de dlgebra graduada al
introducir un producto llamado producto exterior. A esta algebra la llamaremos
el algebra exterior del espacio vectorial V. El hecho de construir estas formas en
cualquier espacio vectorial de dimensién finita nos dara la oportunidad de cons-
truir esta algebra sobre el espacio tangente T,/ a un punto p en una variedad
M.

Lo anterior nos permite dar la definicién de una k-forma diferencial. Una
k-forma diferencial en M es una funcién que cada punto p en M le asocia una
k-forma exterior del espacio T, M, y que varfa de forma C'*°. Primordialmente,
dando una estructura euclidiana a estos espacios podemos pensar que estos ob-
jetos miden cierto k-volumen infinitesimal orientado. Por ejemplo, consideremos
un conjunto abierto U en R? y un campo vectorial X definido en él. Podemos
entonces construir una 1-forma diferencial wx donde a cada vector del espa-
cio tangente en un punto p le asignamos el producto punto con dicho campo
vectorial, es decir,

wx (p)(§> = (X(p)’f)v con § € TPU' (2)

Dicha funcién nos esté diciendo cudl es la accién infinitesimal del campo vectorial
X con respecto a las proyecciones en los vectores tangentes.

Por otro lado, como objetos de naturaleza diferencial, es importante pregun-
tarnos cuales son las relaciones de ellos con funciones de clase C*°. Asi, de esta
pregunta nace el concepto de pullback de una k-forma diferencial que es un simil
de cambio de variables. Dada una funcién f : M — N de clase C'*°, el pullback
es una funcién que a cada k-forma diferencial definida sobre N le asocia una
k-forma diferencial definida sobre M.

Ahora, para poder integrar estos objetos, necesitamos introducir una nocién
parecida a lo que conocemos por la parametrizacion de una curva. En este caso,
utilizaremos el concepto de k-simplejo singular C'*°, éstos son transformaciones
o : AF — M de clase C>, donde AF denota al simplejo estdandar. El pullback
de formas diferenciales nos permitira definir lo que significa integrar sobre estos
objetos geométricos, dado que ya sabemos integrar vélumenes en R™. Asi, la
integral de una k-forma diferencial sobre un k-simplejo singular se define como

/UWZ/MU*W. (3)

Esto generaliza nuestra definciéon usual de integral de linea y de volumen a
cualquier dimensién. Ademads, podremos establecer un teorema de Stokes gene-
ralizado para dichos objetos geométricos.



Por otro lado, la naturaleza diferencial de dichos objetos también nos per-
mite definir la derivada exterior d que resulta ser una transformacién lineal que
aumenta en uno el grado de la forma. La definiciéon de derivada exterior se basa
en la definicién de la diferencial de una funcién f de clase C*>° definida sobre
un conjunto abierto U de R™ con coordenadas z1,...,x, como

af =) g—id:vi. (4)

Una de las particularidades de la derivada exterior es que al componerla dos
veces se anula, es decir, d> = 0. En el caso de la forma diferencial wx definida
en (2), la derivada exterior nos estd diciendo cudl es la variacién infinitesimal de
dichas proyecciones que, ademas, en términos de la interpretacion del producto
interior nos provee de la variaciéon angular ejercida por el campo vectorial X en
el espacio tangente T,U. En este caso, esta nocién rescata lo que en el calculo
vectorial se denomina el campo rotacional rot(X) de dicho campo vectorial.

La importancia de esta derivada exterior es que nos permitird probar una
generalizacién del teorema de Stokes para k-simplejos singulares C*°. Consi-
deremos un k-simplejo singular C'*°; dado por o, podemos pensar que dicho
k-simplejo singular C'*° tiene asociada una frontera do dada por la restriccién
de la funcién o a la frontera del k-simplejo A¥F. Asi, dada una (k — 1)-forma
diferencial w en M, el teorema de Stokes generalizado afirma que el valor de la
integral de w sobre la frontera do es igual al valor de la integral de la derivada
exterior dw sobre o. En simbolos,

e

Por otra parte, la derivada exterior juega un papel muy importante dentro de
esta teoria y nos permite dar las siguientes definiciones. Una k-forma diferencial
es cerrada, si su derivada exterior se anula y una es exacta, si se puede ver como
derivada exterior de otra de grado k — 1. La propiedad d?> = 0, nos dice que
toda forma exacta es cerrada. Asi, podemos definir el espacio de cocientes de
k-formas cerradas entre k-formas exactas que serd nuestro espacio vectorial de
cohomologfa de de Rham denotado H%,(M). Las clases de este espacio cociente
nos dicen cuanto dista una forma cerrada de ser exacta.

Primero, estudiemos que significa el H)(U) cuando U es un conjunto abierto
de R™. Para ello, observemos que el hecho de que df = 0 utilizando la ecuacién
(4) implica que dicha funcién es localmente constante en todo punto de U.
Debido al hecho de que toda funcién localmente constante es globalmente cons-
tante en la componente conexa de dicho punto, HgR(U) corresponde al espacio
vectorial de las componentes conexas de dicho espacio.

La relacién entre la integral que definimos y los espacios de cohomologia
de R es transparente. Por hechos que se probaran en el desarrollo de la tesis,
sabremos que toda 1-forma diferencial definida sobre R es cerrada. Esto nos dice
que este espacio vectorial tiene dimensién 1. Ahora, dada una 1-forma diferencial
w = f(x)dz, el teorema fundamental del cdlculo nos provee de una primitiva



que nos permite ver w como diferencial de otra funcién:

w = f(z)dz = d (/0 f(u)du)

Sabemos que esta funcién es unica salvo por la adiciéon de una constante, por
ende, el espacio de 1-formas exactas en R tiene dimensién 1. Por lo tanto,
H}-(R) =0.

Ahora, desarrollaremos otro ejemplo de esta relacién. Sea M = R?\ {0}.
Consideremos la 1-forma diferencial dada por la diferencial de la funcién angulo
w = df que se encuentra definida en M. Es facil ver que si v : [0,1] — M es una
curva cerrada, podemos definir la integral de w sobre dicha curva. Dicha integral
valdrd 2w veces el nimero de vueltas que dicha curva da entorno al cero. Asi,
podemos definir una transformacién lineal

/ : {1-formas cerradas} — R,
gl

la cual tiene como nicleo las 1-formas cerradas que integran cero. Posterior-
mente, veremos que dichas 1-formas diferenciales son exactamente las 1-formas
exactas. Con esto, hemos esbozado la prueba de que

Hip(M) = R. (6)

Por otro lado, la derivada exterior nos permitird construir, denotando por
A¥(M) al conjunto de k-formas diferenciales en M, lo que llamaremos el com-
plejo de cadena de de Rham de M

0— A°(M) - AYM) L5 L A M) S AN M) — 0. (7)

El teorema de de Rham afirma que este complejo contiene informacién so-
bre la topologia de la variedad M, utilizando un principio de dualidad basico:
uno integra integrandos sobre subobjetos geométricos en la variedad. Esto nos
lleva a estudiar las propiedades geométricas de la variedades y por otro lado, las
herramientas algebraicas para describirlas. Primero, estudiaremos las estructu-
ras algebraicas que tienen relaciones como la del complejo (7), sus morfismos y
qué tipo de construcciones podemos hacer con ellas.

Esto nos dara elementos suficientes para ahondar en el estudio de la homo-
logia de una variedad M. Esta estructura nos permite decir como ciertos objetos
de dimension k estan adheridos a otros de dimesién k+1. En términos burdos, la
dimension de este objeto cuantifica el nimero de irregularidades fundamentales
de una variedad. El principio de dualidad expuesto anteriormente se puede leer
desde esta Optica tratando estas irregularidades como la imposibilidad de resol-
ver cierto tipo de ecuaciones en términos de formas diferenciales. El teorema
de de Rham afirma que la cohomologia de de Rham rescata cierta informacion
importante de la homologia de una variedad.



Una de las propiedades més importantes de la cohomologia de de Rham
se debe a su invarianza homotoépica. Esto quiere decir que es invariante bajo
deformaciones continuas de un objeto en otro. Por ejemplo, hemos calculado
el primer espacio vectorial de cohomologia de de Rham de la variedad M =
R2\ {0}, veremos que la circunferencia S! se puede ver como una deformacién
continua de dicho espacio, y por ello, tendra cohomologia de de Rham isomorfa.

Para probar el teorema de de Rham, usaremos el enfoque usado en [16]. Para
ello, introduciremos lo que entenderemos por una cubierta abierta U = {U,}
contraible de una variedad C'°°. Veremos que las propiedades combinatorias de
dicha cubierta, capturadas en la nocién de la cohomologia de Cech con respecto
a dicha cubierta, estdn relacionadas con la informacién provista por la cohomo-
logia de de Rham. Esto nos permitird establecer un isomorfismo que nos dara los
elementos necearios para probar el teorema de de Rham en el caso de variedades
trianguladas. Por tultimo, veremos que la integral definida en (3) coincide con
este isomorfismo estableciendo que la integral también es un isomorfismo.



Capitulo 1

Formas diferenciales en R"

En este capitulo, introduciremos el lenguaje de las formas diferenciales so-
bre conjuntos abiertos de R™. Primero, revisaremos dos conceptos bésicos: el
espacio tangente a un punto en R™ y el corchete de Lie. Posteriormente, intro-
duciremos el concepto de algebra exterior al espacio tangente al abierto en un
punto, estudiando su construccién geométrica en R" y extendiéndola a este es-
pacio de manera natural. Esto nos permitira que, posteriormente, desarrollemos
el concepto de forma diferencial y probemos que dicho conjunto es un dlgebra
graduada. Por otra parte, introduciremos la operacion de derivacién exterior de
una forma diferencial y el pullback de formas diferenciales el cual resulta un
simil de un cambio de variables.

A continuacion, definiremos la integral de una 1-forma diferencial sobre una
curva y estudiaremos sus relaciones con los conceptos de homotopia y exactitud.
Estas propiedades nos daran elementos para ahondar en el estudio de la coho-
mologia de de Rham de algunos abiertos de R?. Para finalizar, estudiaremos el
teorema de Frobenius que expone condiciones necesarias y suficientes para que
dada una distribucién de vectores en el espacio tangente a un abierto, exista una
subvariedad tangente a dicha distribucién. También, incluiremos como expresar
dicho teorema en términos de formas diferenciales. Para concluir, extenderemos
el concepto de forma diferencial a una variedad de clase C'*°.

1.1. Preliminares

En esta seccién, introduciremos dos conceptos fundamentales para nuestro
estudio posterior: el espacio tangente a un abierto y el corchete de Lie.

1.1.1. Estructura geométrica de R"

Ademiés de la estructura algebraica de R™, este conjunto posee una estruc-
tura geométrica dada por la existencia de vectores y espacios tangentes a dicho
conjunto. Denotaremos por TogR"™ el conjunto de todas las flechas ancladas en el



origen, lo designaremos como el espacio tangente a R™ en el origen, y cada uno
de sus elementos se llamard vector tangente a R™ en el origen. Para cualquier
otro punto p € R™, denotaremos el espacio tangente al punto p € R”, es decir,
el conjunto de flechas ancladas en p, por T,R".

Dotamos a TyR™ de una base dada por el conjunto de vectores tangentes

unitarios en las direcciones x;. A cada uno de ellos, lo denotamos por ( 8‘2) .
i/o

Entonces, podemos dotar a todo espacio tangente 7,R™ de una base dada por

el transporte paralelo de cada uno de los vectores tangentes (%) . A estos
i/0

nuevos vectores basicos los denotaremos por (%) . Asi, cada espacio tangente
P

a R™ tiene estructura de espacio vectorial.

Definicién 1.1.1. Definimos el haz tangente TR™ a R™ como el conjunto de
todos los puntos de R™ y sus vectores tangentes, es decir,

TR" = | J T,R"
pERR
={(p,&) :peR", £ € T,R"}.

Asi, podemos definir una funcién o : TR™ — R"™ por o(p,£) = p denominada
seccion del haz tangente.

El primer rol que juega un vector tangente es representar el vector velocidad
de una curva. Dado que una curva suave en R™ es una aplicacién ¢ : R — R"™
de clase C'*°. Entonces, el vector velocidad en un punto ¢(t) se denota por

) dc dcy dey,
t)=—{t)=(—,...,—
(=20 = (. 2
donde ¢ = (eq, . .., ¢, ). Este vector velocidad se representa por el vector tangente

¢(t) en el punto c(t).

El segundo rol que juega un vector tangente es el de derivada direccional. Si
f=f(zx1,...,z,) € C°(R™), podemos definir la i-ésima derivada parcial de f,
i.e., la derivada parcial con respecto a la direccion positiva del eje x;. Asi, para
un vector tangente en el punto p € R™de la forma

g_ i + + i
= aj 8’1,’1 ) Qp, 8:cn p,

podemos definir la derivada parcial de f en la direccién £ como

0 0
Lef(0) = a1 (9) + -+ a0 5 (9)

Esta derivada se denomina la derivada direccional de f en la direccién .
Estas dos ideas nos permiten definir lo que entendremos por un campo vec-
torial en R”.



Definicién 1.1.2. Un campo vectorial X en R™ es una asignaciéon de un vector
tangente X (p) € R™ a cada punto p € R™. Debido a que {(%) }" . es una
“p

base de T,R"™, podemos expresar el campo vectorial X de la forma

X=f (;ﬂ)-ﬁ-“rfn(ai)

donde f; son funciones valuadas en R. Si dichas funciones son de clase C*°,
decimos que dicho campo vectorial es de clase C'*°.

Denotaremos al espacio de campos vectoriales de clase C*(U) en U por
X(U). Otra forma de ver un campo vectorial X es como una aplicaciéon X :
R™ — TR" de clase C'*° tal que X oo = idgn.

Estas definiciones se pueden generalizar de la misma manera a conjuntos
abiertos de R™.

Ejemplo 1.1.3 (Diferencial de una transformacién). Sean U C R, V C R™
dos conjuntos abiertos, y f : U — V una transformacién de clase C*°. Para cada
punto p € U, definimos la diferencial de f en el punto p como la transformacién
lineal

fe: TpU — Tf(p)V

ofi
1:6) = [axj €
donde f1,..., fim son las coordenadas de f en V.

Observacion 1.1.4. SiU C R*, V C R™, W C RP son conjuntos abiertos y
f:U—=V, g:V — W, transformaciones de clase C'"*°, entonces

(gofle=gso fu : TYU = TyorpyW.

1.1.2. El corchete de Lie

Un campo vectorial sobre U C R™ conjunto abierto es una funcién X : U —
TU donde X (p) € T,U y, por lo tanto, es de la forma

n
0
X(p) = a:(p) ——
(p) Z P g,
=1
donde a; € C>*(U) y {%}?:1 es la base canénica en cada punto p € U.
Sean X es un campo vectorial sobre U C R" y ¢ es el flujo local! de X,
entonces podemos suponer que para cada punto p € U, se tiene que

der

wo(p)=p y o = X(p).

t=0

11a existencia de dicho flujo local se obtiene por el teorema de existencia y unicidad para
ecuaciones diferenciales ordinarias [2].
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Introduciremos la nocién de derivacién de un campo con respecto a otro
campo. Para ello, revisaremos lo que significa derivar una funcién con respecto
a una direccién.

Sean U C R™ un conjunto abierto, p € Uy f € C*°(U). Queremos derivar la
funcién f con respecto a una direcciéon ¢ € T,U. Entonces, tomamos una curva
v :[—€,¢] = U tal que v(0) = py +/(0) = £. Asi, definimos la derivada de f con
respecto a la direccién € en el punto p por

ifov)

Lef(p) i=

§:am 0)2E0) = Vi) €,

t=

donde v = (1, -y Yn)-

Definicién 1.1.5. Sea U C R" un conjunto abierto, X un campo vectorial
sobre U y f € C*(U). Si p; es el flujo del campo vectorial X, entonces la
derivada de Lie de f con respecto al campo vectorial X en un punto p € U se
define como

Lxfp) = G ov)| Z L (aolo) 2 0) = (V5 X))

t=

donde ¢; = (p},...,0").

La definicién implica directamente que Lyxi43vZ = fLxZ + gLy Z, para
cualequiera X,Y,Z € X(U) y f,g € C>=(U), dado que el producto punto es una
funcién lineal.

Ejemplo 1.1.6. Decimos que un campo vectorial X en un conjunto abierto
U C R? es hamiltoniano (o tiene una primera integral global), si existe una
funcion H : U — R tal que LxH =0 en U. A dicha funcion se le conoce como
primera integral. Esto significa que las curvas de nivel de H estan parametrizadas
por los flujos del campo vectorial X.

Considere el campo vectorial dado por la ecuacién diferencial

T _ —y
I I R
Es fécil probar que la funcién dada por

2 4 2
Y T 5T
Ay =-5+7-5

es una primera integral para este sistema.

Observemos que de la definicién de derivada de de Lie obtenemos la siguiente
interpretacién:

L) = & (fop)| = i Lo2NO =G opnl) _ g Foedlp) = 1)
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Proposicion 1.1.7. Sea U C R™ un conjunto abierto, X un campo vectorial
en Uy f,g € C(U). Entonces,

L Lx(f+g)=Lxf+Lxg,y
2. Lx(fg) = fLxg+gLxf.
Demostracion. Sea p € U.

L Lx(f+g)p) = (V(f+9)-X)(p) = (Vf - X)(p)+(Vg-X)(p) = Lx f(p) +
Lxg(p),y

2. Lx(f9)(p) = (V(f9)-X)(p) = (fVg+gVf)-X)(p) = fLxg(p)+9Lx f(p).

O

Por la proposiciéon anterior, podemos decir que cada campo vectorial X in-
duce una derivacion en C*°(U), es decir, una funcién lineal

Lx : C™(U) = C=(U)

que cumple la identidad de Leibnitz. Dado que Lx f también es una funcién de
clase C*°, podemos pensar en la derivada con respecto a otro campo vectorial
Y de fo

Sean X = Y1, aia%i yY = Z;L:1 bj% las expresiones de dichos campos
vectoriales en U. Entonces,

n

of
Lx(Lyf) = Lx(} _ biz—-)
x(Ly X;]&Ej

n n
0% f ob; Of

Z aibjia v —|—aia 0 )
J=1i=1 LjOTi Li O

Podemos observar que dicha derivacién no corresponde a la de un campo
vectorial sobre U, pues contiene derivaciones de 6rden superior. Para eliminar
dichos términos, restaremos Ly (Lx f) que también contiene dichas derivaciones.
Asi, tenemos que

12



n

of
Ly(Lxf) = Lx(}_ain—)
y(Lx X ; oz,

:;Lx(aia—i)
N~ OfOf
_;al (dxi)—FdxiLx(b,)

= = 0% f Of ~~, Oa;
N Z i Zb] 8331695] + 8756'1 Zb] 8.%']
=1 j=1 Jj=1
Oa; Of
_ZZ (“Z i 9,0, 893] 0 s ﬁxi)'

=1 j=1

Por tanto, cambiando los indices obtenemos que

n

AL )~ Ly (Lxf) =3 ZJ‘% Oai | Of

j@
x; | Oz,
i=1 \j=1 v

Esta derivaciéon si proviene de un campo vectorial. Esto motiva la siguiente
definicién.

Definicién 1.1.8. Sean X,Y campos vectoriales en U C R” conjunto abierto.

Definimos el corchete de Lie de X y Y o la derivada de Lie del campo vectorial
Y con respecto al campo vectorial X como

" 0

[X,Y](p) = LxY(p) = > ci(p) 7o

=1

donde ¢;(p) = Z?Zl aj (p)gTb;(p) —bj(p )gZ] (p)-

Esta definicion del corchete de Lie se basa en considerar los vectores tan-
gentes a un punto como derivaciones en C°(U). Sin embargo, daremos otra
definicién que facilita el calculo de las propiedades de dicho objeto matematico.

()

Definicién 1.1.9. Sean X,Y dos campos vectoriales sobre U descritos como
X =" a B‘Z yY = Z b“9 Definimos la derivada total del campo
vectorial Y con respecto al campo vectorial X como el campo vectorial definido
como:
- 0
DxY =) (bel)axi'

=1

Esta definicién nos permite ver la derivada total como la accon que realiza
un campo sobre otro componente a componente.
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Proposicion 1.1.10. Sean X,Y dos campos vectorialaes sobre U. Entonces,
tenemos que
[X,Y] =DxY — Dy X.

-z n n
Demostracion. Sean X = 3 " | a;5— ax yY = 30 b2 5, las expresiones de
dichos campos vectoriales. Tenemos que:

L 8bl 8ai 0
=2 Z(%‘azj‘bjax)axj X, Y]

O

Proposiciéon 1.1.11. Sean X, X', Y campos vectoriales sobre U. Entonces,
tenemos que:

L [X,Y] = —[Y, X];
2. [rX +sX,)Y]=r[X,Y]+s[X",Y], donde r,s € R, y
3. [f X, gY] = fglX, Y]+ f(X9)Y +g(Y f)X, donde f,g € C=(U).

Demostmcion Sean X,Y dos campos vectoriales sobre U descritos como X =
n N 1 0 —\\n .0
die 1“1373 , X' = Zi:lai% yY*Zi=1blaxi'

1.
[X,Y] = DxY — DyX = —(DyX — DxY) = —[Y, X]

2. Sean r, s € R. Entonces, tenemos que

n 0
[TX + SXI,Y] = Z LTX+SX’bi - LY(Tai + Sa;))axl

0
Z (rLxb; + sLya; + sLyal)
< ox;

n

N

l

X,Y

14
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3. Si f,g € C*>(U), tenemos que

<
3

FX,0Y] =3 (Lyx(ghi) — Loy (far) -

1 (r“)xl

.
Il

(fLx(gbi) — gLY(f%‘)%

I
M=

=1

-
Il

(F(gLxcbi+ biLixg) — g F Ly (a:) + aily £)) oo

I
[M]=

1

o
Il

i =1"(fg(Lxb; — Lya;) + f(Lxg)b; — Q(LYf)ai)%
gIX, Y]+ f(Lxg)Y —g(Ly f)X.

(]

|
~

O

Observacion 1.1.12. Sean X, Y, Z campos vectoriales definidos en un conjunto
abierto U C R". La igualdad de Jacobi se cumple para el corchete de Lie:

HX»YLZ] + [[Y, Z}vX] + [[Z7X}’Y] =0.

1.1.3. Subvariedades de R"

En esta subseccién, construiremos objetos matematicos que resultan ser la
generalizacién de una superficie en R? a dimensiones superiores.

Definicién 1.1.13. Sea M un subconjunto de R™. Decimos que M es una
subvariedad de clase C*° de R™ de dimensién 1 < m < n, si para cada punto
p € M, hay una vecindad V en R™ y una transformaciéon ¢ : U — V N M
definida en un subconjunto abierto U C R™ tal que

1. ¢ es de clase C*;

2. ¢ es un homeomorfismo, es decir, ¢ es una transformacién continua inver-
tible con inversa continua, y

3. 4 es inyectiva.

Denominamos a ¢ una parametrizacién o un sistema local de coordenadas de M.
Las vecindades de la forma V' N M en M son llamadas vecindades coordenadas.

Ejemplo 1.1.14. El primer ejemplo de subvariedad de R™ es R™ mismo. Cual-
quier subespacio vectorial M de R™ es una subvariedad de R".

Ejemplo 1.1.15. La esfera de dimensién n es el conjunto dado como

S"i={x = (x1,...,Tpp1) ER" 22 4 422 =1},
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Se pude probar que las funciones

@iZUi%Rnﬁ_l
- 2
(xl,...,zi,...,xn)H(1‘1,...,\/l—xl—...—x%,...,xn)
paramterizan a dicha esfera en las regiones U; = {x = (z1,...,%;,...,2Zpn) €

R : 22 4+ ...+ 22 < 1} y el término #; significa que dicho elemento no aparece
en la n-eada en cuestién.

1.2. Formas exteriores en R"

En esta seccién, construiremos el algebra de formas exteriores en R™. Pri-
mero, definiremos el espacio de las formas alternantes en R™. En este espacio,
introduciremos una operacién llamada producto cufia la cual dotard a nuestro
espacio de una estructura de algebra. Esta operacién tiene una interpretacion
geométrica muy particular. Por otro lado, construiremos formalmente el dlgebra
de formas exteriores en R"™ denominando a su producto formal como producto
exterior. Posteriormente, estudiaremos cémo extender estas construcciones a un
espacio vectorial cualquiera, y probaremos que dichas estructuras son isomor-
fas. Esta generalizacién nos permitird trabajar en la proxima seccién con los
espacios tangentes a R"”.

1.2.1. Formas alternantes en R"

Definicién 1.2.1. Un dglgebra A sobre R es un espacio vectorial sobre R con
un producto asociativo con estructura de anillo y tal que para toda a € Ry
A, 1 € A se tiene que

a(Au) = (aX)p = Aap).

Definicién 1.2.2. Decimos que un &dlgebra A estd graduada si existe una co-
leccién de subespacios vectoriales Ay, k € N, de modo que

1. A = @keNAk? y
2. six € A yy € Ay, entonces xy € Agyy; es decir,
A - Ay C Ay
Definicién 1.2.3. Una forma alternante de grado k en R™, o k-forma alter-
nante, es una funcién sobre k vectores

w:R"x...xR" > R,
—_———
k veces

la cual es k-lineal y antisimétrica, es decir,

WMEL + Aoty s Ea, ey ) = MW(EL, Eay ooy k) + Mo (£] , Ea, oory 1)
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w(go(l)a ué-a'(k)) = Sgl’l(O’)W(gl, "'76/6) con o € Sk:
donde 5/1, 51/7 &a, ..., & € R™ y Sy, denota al grupo de permutaciones de k letras.

Ejemplo 1.2.4. Si un campo de fuerza uniforme F' estd dado en el espacio
tridimensional orientado R3con su estructura euclidiana?, el trabajo w realizado
en un desplazamiento £ se calcula por la 1-forma alternante definida como

w(&) = (F,6),
donde (-,-) denota al producto interior en R3.

Ejemplo 1.2.5. Sea S(&1,&2) el drea orientada del paralelogramo construido
por los vectores & y & en el espacio euclideano orientado R2, es decir,

S(&1,&2) = det { 21 22 ] , donde & = &;1e1 + Eizen

con 3 = {e1, ez} una base ordenada en R?. S es una 2-forma alternante en R2.

Ejemplo 1.2.6. Sea v un campo de velocidad uniforme para un fluido en el
espacio tridimensional orientado. El flujo de un fluido sobre el drea de un para-
lelogramo formado por los vectores & y & estd definido por el triple producto
escalar. Este producto es una 2-forma alternante dada por:

(%1 (%) V3
w(éi,&) = (0,&,&)=det | &1 &2 &3 |,
o1 oo 23

donde v = (v1,v2,v3), &1 = (&11,&12,&13) ¥ &1 = (§21, &22, £23).

Ejemplo 1.2.7. El volumen orientado del paralepipedo con vértices &1, ..., &,
en el espacio euclidiano orientado R™ es una n-forma alternante.

511 Sln
V(&,s.&n) =det | s
fnl Snn

donde & = &1e1 + ... + &inen vy B ={e1, ..., e, } forma una base para R™.

Ejemplo 1.2.8. Sea R* el k-plano orientado en el espacio euclidiano R". En-
tonces, el volumen k-dimensional orientado de la proyecciéon del paralepipedo
con vértices &1, ...,&; € R” en R” es una k-forma alternante en R™.

El conjunto de las k-formas alternantes en R", que denotaremos A*(R"), es
un espacio vectorial bajo las operaciones de suma

(w1 +w2)(§) = wi(§) +wa(§), £ =(&1,-..,&) con & € R™,

2En general, por el espacio euclidiano R™ nos referiremos al espacio vectorial R con el
producto interior usual y todas las propiedades métricas y topolégicas que se heredan de él.
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y la multiplicacién por escalares

(Aw)(€) = Aw(§)-

Asi, el espacio de las formas alternantes en R™ estd definido como
A*(R™) = PA*RY) =A'(R™) @ ... & A™(R").
k=1

Por otro lado, observemos que las 1-formas alternantes en R™ corresponden
a las transformaciones lineales de R™ en R, es decir, dicho espacio coincide con el
espacio dual a R™, denotado (R™)*. Construiremos una base para dicho espacio:
consideremos § = {x1,...,2,} una base en R". Podemos definir las siguientes
funciones

.Z‘i:Rn — R
n
v:Zajxj = a;
=1

que denominamos proyecciones o formas bésicas. Es facil probar que dichas
funciones son linealmente independientes. Asi, el espacio dual a R™ es un espacio
vectorial de dimensién n.

1.2.2. Producto cuna de formas alternantes

En esta subseccién, desarrollaremos la idea de lo que significa multiplicar una
k-forma alternante con una I-forma alternante en R™. Para esto, empezaremos
introduciendo el producto cuna de dos 1-formas alternantes en R™.

Definicién 1.2.9 (Producto cuna de 1-formas alternantes). Dado un vector
¢ € R" y dos 1-formas alternantes wy y we, podemos asociar una transformacién
de R™ en R x R asignando a cada £ € R™ el vector w(£) con componentes w1 (&)
y wa(§) en el plano de coordenadas wy y ws. El valor del producto cufia wy A we
en el par de vectores &1, € R™ es el drea de la imagen del paralelogramo
orientado con lados w(&1) y w(&2) en el plano (wq,ws):

wi(é1) w2(&1)
wi(§e) wa(&2) |-

Dicha definicién es correcta por la propiedades del determinante. Por otro
lado, el producto cuna de las formas bésicas son las 2-formas alternantes z; Az;.
Las antisimetria implica que z; A z; = —z; A x; y, por tanto que z; A z; = 0.
El significado geométrico de esta forma es el siguiente: su valor en un par de
vectores &1, &y es igual al drea orientada de la imagen del paralelogramo (&1, &2)
en el plano coordenado z;,x; bajo la proyeccién paralela en las coordenadas
restantes. Ademads, se puede probar que dichas 2-formas alternantes en R” son
una base para A?(R™).

(w1 Aw2)(&1,&2) = det
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Proposicién 1.2.10. El conjunto {x; A z; : ¢ < j} de 2-formas alternantes en

R™ es una base para A?(R™). Esto nos dice que dim(A?(R™)) = (})

Demostracion. Sean {ey,...,e,} la base canénica de R" y {x1,...,z,} su res-
pectiva base dual. Veamos que dicho conjunto es linealmente independiente.
Para ello, consideremos la siguiente combinacién lineal con coeficientes en R™
igualada a cero.

Zai,sz‘ ANz; =0.

i>j

Evaluando en (e;, ¢;), para cada i > j, tenemos que

Zammi AN xj(ei, ej) = am- =0.
1>7

Por ende, dicho conjunto es linealmente independiente.

Ahora, probemos que dicho conjunto genera a las 2-formas alternantes de
R™. Consideremos w una 2-forma alternantes, definamos a; ; = w(e;, e;). Asi,
observamos que w y Y. j @i,j%; A x; toman los mismos valores sobre la base.
Por ende, dichas funciones generan a este espacio. O

Ahora, introduciremos una generalizacién natural del producto cuna ante-
rior.

Definicién 1.2.11 (Producto cufia de k 1-formas alternantes en R™). Sean
w1, ...,wy, 1-formas alternantes en R". Definimos el valor del producto cuna wy A
... ANwg en los vectores &7, ... &, como

wi(é) oo wk(&r)
(wl/\.../\wk)(gl,...,gk) ;= det
wi(€) oo wr(é)

En otras palabras, el valor del producto cuna de k 1-formas alternantes
en el paralepipedo &1,...,& es igual al volumen orientado de la imagen del
paralepipedo en el espacio euclidiano orientado R* bajo la transformacién & —
(w1(8),...;wr(§)). El hecho de que wy A ... A wy sea una k-forma alternante se
deduce de las propiedades del determinante.

Consideremos un sistema coordenado en R™ dado por las formas basicas
Z1,...,Zn. Bl producto exterior de las k-formas basicas

T, Ao NTg,, 1<4 <0<, <,

es el volumen orientado de la imagen del k-paralepipedo en el k-hiperplano gene-
rado por (x;,,...,x;, ) bajo la proyeccién paralela en las coordenadas restantes.

Llamaremos a los elementos de la forma z;, A...Ax;, monomios de grado k.
De manera andloga a la proposicién (1.2.10), dicho conjunto de k-formas alter-
nantes en R" es una base para A¥(R") y por ende, este espacio tiene dimensién

(%)-
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Ahora, definiremos el producto curia de una k-forma alternante y una [-forma
alternante, ambas definidas en R™.

Definicién 1.2.12. Sean w € A*(R") y n € A/(R™). Definimos la (k + [)-forma
alternante en R", w A 7, evaluada en los vectores &1, ...,&k+; € R™ como

(WAL &) = Y $81(0)w(Eo(1)s -+ o) M Ea(hr1s - - Eolhat))-

TESk41

Dicho producto generaliza al producto de dos 1-formas alternantes en R,
como podemos ver a continuacién. Recordemos que las permutaciones de dos
elementos estan descritas por los ciclos (1), (1 2). Sean &£1,& € R™ y wy,wsy €
AL(R™), tenemos que

(w1 Aw2)(€1,&) = Y sgn(o)wi (&o(1))w2(Eo(2))

og€Sy

= w1 (&1)wz(82) — wi(§2)wa(&1)-

Para probar el hecho anterior en general, denotemos al producto cuna de
la definicién (1.2.11) de k 1-formas alternantes en R™ por A. Asi, toda k-forma

alternante w* en R™ se puede escribir como wk = wiA... Awg donde w; €
AL(R™). Asi, si w! € AY(R™) y tiene descomposicién w! = wi 1A ... Awgi. De
esta manera, dados &;,...,&k+; € R™, resulta que

(W Awh) (&, &) = Z sgn(o)(wiA ... Awr)(€o)s -5 Eor))

o€Sk41
(Wer1 A Ak 1) Ea (k1) -+ - > Ea (k)
= lggk[wi(ﬁa(i))} ngggw[w(fo(i))]
0ESk41

= wl/\ e /\Wk+l(£17 s 75’6)'

La penultima igualdad se tiene por el teorema de desarrollo por menores de
un determinante. Esto nos prueba que el producto exterior de dos monomios es
un monomio, es decir, se trata del mismo producto.

Proposicién 1.2.13. El producto cuna en A*(R™) tiene las siguientes propie-
dades:

L (WA AO=wA(nAb) conwe A¥R?),n e AL R") y 6 € AP(R");
2. wAn=(-1)*(nAw), donde w € A¥(R") y n € AL (R"), y

3. (w1 +w2) A =wi An+ws An, para wi,ws € AF(R™) y n € AYR™).
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Demostracion.

Para probar la asociatividad de este producto (1), basta ver que si el producto
cunia es asociativo en monomios, entonces también es asociativo en sumas de
monomios. Dado que el producto cuna entre 1-formas alternantes en R” es
asociativo, obtenemos el resultado.

Ahora, mostremos que la propiedad (2) se cumple. Sean &1, ...,&k+ € R™.
Sea ¢’ la permutacién de k+1 elementos que manda los primeros k elementos en
los tdltimos k elementos sin alterar su orden. Usando el hecho de que ¢/ Sgy; =
Sk, esta permutacién nos permite obtener que

(wAn)(&,. -, &)
= Z Sgn(a)w(§0(1)7 cee 7§a(k))n(£d(k+l)7 v 7§J(k+l))

G’GS;C+L

= Z Sgn(ala)n(gcf’ﬁ(l)v ce 7§J’U(l))w(§g’o’(l+1)a cee ?§JIJ(l+k))
O'GSk_H

= > (D)Msgn(0)n(éoqys - o) @ oty - - o)
0ESk41

=(-)"nAw)

Para finalizar, veamos que el producto se distribuye en la suma. Considere-
mos los siguientes vectores &1, ..., k41 € R™.

(w1 +w2) An)(&1s-- -, Ekrt)
= Z sgn(o) (w1 +w2)(Eo1)s - Eom)) M Eo(ht1)s - - - s it

UGSk+l
= Z sgn(0)wi(€a(1)s -+ - o) )N Eohr1)s - - > Ea (b))
cESK41

+w2(€o(1)s -+ s Eat))N(Eokr1)s - -+ > Eo(hri))
Z sgn(0)w1(6o(1)y - o k)M okt 1)s - - - Eo (k)

G‘GSk+l

+ Z sgn(o)w2(€x(1)s -+ 5 Ea (k)Mo tht1)s - -+ S (i)

0ESKt1

(wl /\77)(517 LR 7€k+l) + (w2 A 77)(517 v 7§k+l)

O

El resultado anterior nos afirma que el espacio vectorial A*(R™) es un dlgebra
graduada sobre R.

Observacién 1.2.14. La propiedad (2) de la proposicién (1.2.13) implica que
w® A wF = 0 siempre y cuando k sea un ntimero impar.
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1.2.3. Formas exteriores en R”
Denotemos por A} al dlgebra graduada generada por los simbolos z1, ..., =,
con producto denotado por A sobre R con unidad 1 que satisface la ecuacion

Ty Nxj; = —x; N\ Ty,

para cualesquiera 4,j. Decimos que A} es el dlgebra exterior generada por
X1, ..., Tn. o1 fijamos el grado de x; como 1, cada monomio en A} tiene un grado
definido. Denotemos por A¥ el conjunto de combinaciones lineales de monomios
de grado k. Asi, tenemos que

A=A =A 0. oA
k=1

De lo anterior, podemos tomar como base de A¥ a

y, por lo tanto, dim Ak = (Z) También, tenemos que si k > n, entonces

dim A% = 0y dim A}, = 2". Asf, una forma exterior se puede ver como

w = E iy i Tig N oo NG,
1< <. <ig

Para simplificar la notacién, podemos escribir la k-forma exterior anterior como:

w = E arxi, N . N\Nx;, .
I

De esto, podemos calcular el producto exterior de w An € AET! de las formas
exteriores w € A¥ y v € AL de la siguiente manera:

w/\n:ZaIbeil/\.../\xik/\le/\.../\le.
1J

donde
w:ZaIxil/\.../\xik yn:Zbejl/\.../\xjk.
I J

1.2.4. Algebra exterior de un espacio vectorial

En las secciones anteriores, nos hemos dedicado a construir tanto el espacio
de formas alternantes como aquel de formas exteriores de R™. Ahora, generali-
zaremos dichas construcciones a cualquier espacio vectorial arbitrario V' sobre
R y después, probaremos que dichas estructuras son isomorfas como &algebras.
Este hecho nos permitira referirnos a estas estructuras como el dlgebra exterior
del espacio vectorial V.
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Definicién 1.2.15. Sea V' un espacio vectorial sobre R. Un algebra graduada
con producto A y unidad 1 generada por los elementos de V' sobre R que satisface
la relacion

XANY=-YANX, VX YeV

se denota por A*V y es llamada el dlgebra exterior de V o el dlgebra de Grass-
mann.

Asi, si dim(V') = n, tenemos la descomposicién en suma directa dada como
n
AV = Ay,
k=0

donde A*V es el subespacio de A*V que consiste en los elementos de grado k y
AV 2 V. Seaey,...,e, una base para V. Entonces, los elementos de la forma

eil/\.../\eik, 1<y <...<, <n

forman una base para A*V y por tanto, dim(A*V) =(}). De manera analoga,
definimos el dlgebra exterior A*V* de V*.
Por otro lado, definiremos lo que significa una k-forma alternante en V.

Definicién 1.2.16. Sea V un espacio vectorial sobre R. Una k-forma alternante
en V es una funciéon multilineal

w:Vx..xV-—=R
—_——

k veces

que es alternante, es decir
w(Xa(1)7 e ,Xa(k)) = sgn(a)w(Xl, - ,Xk), X, eV
donde o € Sy.

El conjunto de todas las formas alternantes de grado k en V' se denota por
A¥ (V). Dicho conjunto forma un espacio vectorial con las operaciones de suma
de funciones y multiplicacién escalar de una funcién por un nimero real. Asi,
también obtenemos un espacio vectorial de la forma

4V) = @D AW)
k=0

donde definimos A°(V) = R. Ademés, la condicién de alternancia implica que
AF(V) = 0, para toda k > n.
Por dltimo, definiremos una aplicacién lineal que preserva el grado

L ATV o ARV,

Para ello, definiremos una aplicacién 1y, : A¥V* — A¥(V), para cada k < n. Sea
€1,...,e, una base de V'y a1, ..., a, su base dual, es decir, satisface a;(e;) =
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d;j. Para un elemento con descomposicion w = a1 A ... Ay € AV oy € V',
le asignamos

Lk(w)(Xl, - ,Xk) = det[ozi(Xj)], Xj eV

y extendemos dicha definicién de forma lineal para cualquier elemento. Podemos
concluir que la aplicacién ¢ estd bien definida por las propiedades alternantes
del determinante.

Teorema 1.2.17. La aplicacién lineal ¢ : A*V* — A*(V) es un isomorfismo,
es decir, mediante ¢ podemos identificar el dlgebra exterior A*V* del espacio
dual V* con el espacio vectorial A(V) de las formas alternantes en V. Esto
nos permite inducir un producto en A*(V) dado como sigue. Si w € A¥(V*) y
AY(V*), podemos considerar el producto w A 1 en A (V), via «, obteniendo
que

wAN(X1, .o, X)) =
> sen(0)w(Xo ), X0 0 ) Xo(ks1) - - Xo(er)

0ESKt1
donde X; € V.
Demostracion. Primero, probaremos que ¢, es un isomorfismo. Sea eq,...,e,
una base de V' y ai,...,a, su base dual, es decir, satisface a;(e;) = d;;. Asi,

podemos tomar a los elementos de la forma
Qi N AN @y, 1< <...<ix<n

forman una base para AFV*. Veamos que las imédgenes de los elementos de la
base bajo ¢ son linealemente independientes como elementos en A* (V). Consi-
deremos una combinacién lineal de estas imagenes igualada a cero, es decir,

E aih,,,,ikbk(ail /\.../\aik) =0.
1< <...<ip<n

Evaluando dicha expresién en un elemento de la forma (ej,,...,e;,) € V*
con ej, < ...< ej,, obtenemos

Z Qiy .. ik det(ar(es» = Gy, = 0.

1<i1<...<ip<n

Por tanto, dichos elementos son linealmente independientes. Ahora, sea w €
AF(V) un elemento arbitrario. Definamos w(e;,,...,€;,) = ai,...;,, para cada
coleccién e;; < ... < ej,, entonces el elemento

kyr*
n= E ailw,ikLk(ail/\.../\aik)(ejl,...,ejk) e A"V,
1<ii<..<ig<n

Ademds, t;(n) = w. Por tanto, ¢ es una funcién suprayectiva y por tanto,
isomorfismo.
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Ahora, probaremos la segunda parte del problema. Debido a la linealidad de
Lk, basta probar la afirmacién para elementos de la forma

w=a;; N ANy, n=0a; N...Aay,.

Ademds, podemos asumir que los elementos de i1,...,i, ¥V J1,...,j; son
todos distintos, pues de lo contrario tendriamos que w A n = 0. Esto se debe
a que al repetir un generador «; automaéaticamente la forma valdria cero por
la observacién (1.2.14). Ahora, sea 7 € Si4; la permutacién que ordena dichas
(k + 1)-adas, digamos que 7(a,) = m,. Asf,

WA =8gn(T)tm, A= A Q-
Por tanto,

et (W AN)(emys - - s €myy,) = sg0(T).

Por otro lado, observamos que, si o € S, entonces

Lk(w)(ea(ml)a .- -aea(mk)) 7& 0 & U(ml)) = ipa 1<p<k.

De manera andloga, si ¢/ € S}, tenemos que

Ll(n)(ea/(mkﬂ),...,egl(mHl)) #0 & o(mg) =jg, 1 <qg<L

Ademas dichos valores son iguales a 1. Por tanto, dada v € Sj4;, tenemos
que

Lk(w(emu(l)’ AR emu(k+1)))l'l(w<emu(k+l)’ AR emu(k:+l)>) #0 ev= T

Finalmente, obtenemos que

Z Sgn(U)Lk (w(emo(l)’ <o Cmg gy ))[’l (w(ema(k+1) Yt ’emo'(k+1)))
€Skt

=sgn(7~ ') = sgn(7).
O

Observamos que ¢ : A*V* = A*(V) no es el tnico isomorfismo, también
podemos considerar +/ = %L. De manera abstracta, esto no representa una
diferencia crucial. Sin embargo, si consideramos la construccién en R™ con su
estructura euclidiana, la diferencia entre ambos productos es que el segundo
equivale a considerar el volumen orientado del simplejo de dimensién k generado
por el origen y los vectores resultantes de la transformaciones (Xi,...,Xy) —
(W (X1), .., w; (X))

1.3. Formas diferenciales en R"
En esta seccién, introduciremos el lenguaje de formas diferenciales en conjun-
tos abiertos de R™. Esto tiene dos objetivos, primero este lenguaje nos permite

definir objetos geométricos globales en el abierto y ademas, nos permite facilitar
el lenguaje del céalculo vectorial tradicional.

25



1.3.1. Formas diferenciales en R"

Para definir una k-forma diferencial en un abierto U de R", primero debe-

remos construir nuestras formas bésicas. Consideremos {(—621> e (—82 ) }
n
p

una base para T,U. Dado que T,,U es un espacio vectorial, escojamos las funcio-
nes lineales duales (dx1)p, ..., (dz,), en el espacio dual a T,U, denotado T,;U
y denominado el espacio cotangente, de modo que

0
(dxi)p (8%) = 05,

donde 6ij es la delta de Kronecker. Estas funciones nos proveen de una base
para construir A(T,U), es decir el dlgebra exterior al espacio cotangente T, U
en cada punto.

Definicién 1.3.1. Sea U C R"™ un conjunto abierto. Una k-forma diferencial
de clase C* en U es una funcién

w:U = | A¥T0),
peU

que a cada punto p € U le asocia un elemento w, € Ak(T; U) representable
como

wp = Z @iy i, (D) (diy Ao Ndxy,)p, 45 € {1,...,n}

1<i1 <...<ip<n

y cuyos coeficientes a; son funciones de clase C° en U. Denotamos al conjunto
de las k-formas diferenciales sobre U por A*(U). Por conveniencia, diremos que
las funciones de clase C'*° en U corresponden a las 0-formas diferenciales en U.
Asi, el espacio de las formas diferenciales en U se define por

A*(U) = éAk(U).
k=0

Por convenciencia notacional, denotaremos por I a la k-tupla (i1,...,%)
donde 1 < iy < ... < i < n. Asi, podremos denotar a una k-forma diferencial
w por

w = g ardxy.
I

Ejemplo 1.3.2. Llamamos a la n-forma diferencial en R”, w"™ = dz1 A... Adz,
el elemento de volumen de R"™.

Introduciremos operaciones en A*(U) utilizando la estructura ya construida
en A*(T;U). Primero, considere w,n € A*(U) dadas por

w = Za;da:j, n= ijdmj,
J; J;
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definimos la suma de dichas k-formas diferenciales por

w+n= Z(a] er[)dI].
I

Ahora, definiremos el producto exterior de una w € A*(U) y una n € A*(U)
dadas por

w:Zajdxl, I = (il,...,ik)

I
n:Zde‘rJaJ:(jlvu'vjl)
J

como la (k + I)-forma diferencial en U dada por

w/\n:Zaledxj/\de.
1J

Proposicién 1.3.3. Sean w € A¥(U), n € AY(U) y 6 € AP(U), tenemos que
1. (wAn)AO=wA (nAb),
2. wAn= (D" nAw),y
B wAn+d)=wAn+wAbl, sip=1L.

La proposicién (1.3.3) es consecuencia de las propiedades algebraicas de
A(T;U).

Ejemplo 1.3.4. Considere un campo vectorial X en R?. Podemos observar que
dicho campo induce una 1-forma diferencial w} = (X, ) (el producto punto) y
una 2-forma diferencial w3 (£1,&2) = [X, &1, &) (el triple producto escalar).

1.3.2. Pullback de formas diferenciales

Una de las propiedades mas interesantes de las formas diferenciales se ob-
tiene estudiando su comportamiento bajo transformaciones de clase C°°, pues
se tienen propiedades andlogas a un cambio de variables.

Definicién 1.3.5 (Pullback de formas diferenciales). Sean U C R", V C R™
conjuntos abiertos, y f : U — V una transformacion de clase C*°. Dada una
k-forma diferencial w en V', definimos el pullback de w bajo f como la k-forma
diferencial en U definida por

(ffw)p(&rs - &) = wp) (fo(&1), -+ o5 (&),

dondep € U, &1,..., 8 € LU y fiu : T,U € Ty(p)y es la diferencial de la funcién
f- Esta definicién implica que el pullback de una 0-forma diferencial g : V€ R
sea,

frlg)=golf
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Figura 1.1: La transformacién inducida por el pullback en los espacios tangentes.

Proposicién 1.3.6. Sea f: U C R® — V C R™ una transformacion de clase
C® entre conjuntos abiertos. Dadas w,n € A*(V) y g € A°(V), tenemos que

L f*(w+n) = frw+ fn,

2. fr(gw) = f*(9)f*(w), ¥

3. Siwy,...,wr € ANV), entonces f*(wiA...Awk) = f*(w1) A+ A f*(wg).
Demostracion. Sean pe U y &1,...,& € TLU.

1.

f*(w +77)P(£17 cee 7516) = (w +77)f(p)(f*(£1)7 . 7f*(€k))
= wi(p) (fe(§1)s s Fo (&) + 0p ) (Fe(€1)s -5 FulEr))
= frwp(&as- oy &) + frnp(€r, -5 &k)

2.
F(gw)p(€ay- - &) = (9w) sy (fe(€1)s -+, fiul€r))
= g(f(P))wsp) (fe(€1)s -, fu(€k))
= [ (@)pf (W)p(&1s- -, &)
3.

P o A€y s E1) = (@1 A Aeoi) i) (o (€)oo Fu(1)
= det [w; (f(p))(f+(&))]
= det [/ (wi)(p)(&)]
= fHwi)p A A (wr)p(€ny -5 6k)
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O

Proposicién 1.3.7. Sea f: U C R — V C R™ una transformacién de clase
C™ entre conjuntos abiertos. Dadas w € A¥(V) y n € AY(V), tenemos que

L fY(wAn)=(ffw)A(fn),y

2. (fog)'w=g*(f*w), donde g : W C R? — U es una transformacién C'>°
entre conjuntos abiertos.

Demostracion. 1. Sean (y1,...,ym) = (fi(@1,.. o, 2n)yee oy fn(@1, .00, 20))
coordenadas de V' 'y (1, ..., x,) aquellas respectivas a U. As, expresando
en coordenadas locales w = Y~ ardy; € A*(V) yn = Yo bydyy € ALV,
se tiene

[flwnn) =f* (Z arbydyr A dyJ)

1J

=" f(an) £ (b))dfr Adfs
1J

(Z f*(az)dﬁ) A (Z f*(bJ)de>
I J

=) A ()

2. Usando lo anterior, observamos que

(fog) W) =Y ar((fog,....((fog)m)d(fog)s
I
=S ar(filgrs- - g0)s s ()91, gn))dfr(dgy, . . . dgy)
=g (@r(frsee s fn))g" ()
I

=g (f*(w))
O

Por dltimo, cabe mencionar que las proposiciones (1.3.6) y (1.3.7) implican
que una funcién f: U C R® — V C R™ de clase C* entre conjuntos abiertos
induce un homomorfismo de dlgebras

£ ANU) = A(V).
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1.3.3. Derivada exterior de una forma diferencial

Considere una 0-forma diferencial f en U un conjunto abierto de R™. Defi-
nimos, la derivada exterior de f o la diferencial de f como la 1-forma exterior

definida en U dada por

n

Z

Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.3.8 (Derivada exterior de formas diferenciales). Dada una k-
forma diferencial w = )", ardx; en U, definimos la derivada exterior de w,
denotada dw, como la (k + 1)-forma diferencial en U definida por

dw = Zdaj ANdxg.
I

Proposicién 1.3.9. Sea U un conjunto abierto de R™.

1. Siwi,ws € AF(U), entonces d(w; + wo) = dwy + dws.

2. Siw e A*U) y n € AYU), tenemos que d(wAn) = dwAn+ (—1)*dnAw.
3. Para toda w € A*(U), d(dw) = 0.
4

. Sean U C R" y V C R™ conjuntos abiertos y f: U — V es una transfor-
macién de clase C°°. Si w € A¥(U), tenemos que d(f.w) = fi(dw).

Demostracion. 1. Se tiene por la linealidad de las derivadas parciales.
2. Sean w =Y ardz; € A¥(U) y n=>3,bjdz; € A(U). Tenemos que,
dlwAn) = Z d(arby)dzy Ndzxy
_Zde (ar) /\d:vl/\de+Za1d by) Adxg Adxy
= Zb;d (ar) A day Adx,+z Yardzr Adby A dzy
:dw/\n—i-(— Yew A dn.

3. Primero, asumamos que w = f € A°(U). Asi, obtenemos que

Jj=1 Jj=
n n
f
= Z Z dz; N\ dx;
it Odx jdx;



Debido a que las parciales mixtas son iguales y la antisimetria, obtenemos

que
o*f o0 f
d(df) = E (8I18IJ — 31']8561) dx; Ndx; = 0.

i<j

La derivada exterior nos permite interpretar geométricamente el pullback.
Consideremos una k-forma diferencial en U dada por w = >, ardz;. En
virtud del inciso anterior, tenemos que

=d (Z day A d;v[)
I
= d(das Adz)

I
=Y d(das) Adz + (—1)*das A d(dzy) =0

. Ahora, sean (1,...,2,) ¥ (y1,---,Ym) coordenadas en U y V respecti-
vamente. Digamos que f tiene como funciones coordenadas {f;}],, i.e.
y; = fij(z1,...,2,). Consideremos una 0-forma diferencial g en V. Tene-
mos

\ [N~ 99 (09|
rrghy = 1| Py | =30 (3 )| )
j=1 Y j=1 )/ Ip
— g i 6fz ii ofi
= Z o (dzi)p
j=1 i | 5(p) i=1 O; p i=1 j=1 9Yj | () Oi [,
0

Ahora, consideremos w = ) ; ardxr una k-forma diferencial en U. Por las
propiedades anteriormente probadas, tenemos que

(Z fan)f dﬂU[))
S d(f () fH(der) = S (F (ar) A f*(der))
I

I

I (Z day A dac;) = f*(dw)
I
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Ejemplo 1.3.10. Utilizando las formas diferenciales definidas en 1.3.4, tenemos
las siguientes relaciones para el gradiente, el rotacional y la divergencia de un
campo vectorial X.

df = wyp, dwk = w?ot(X), dw? = div(X)w?,
donde w? es el elemento de volumen en R3.

Ahora, proveeremos de una interpretacién geométrica del pullback de k-
formas diferenciales. Consideremos f : U C R” — V C R™ una transformacién
de clase C'*° entre conjuntos abiertos. Sean (x1,...,2,) coordenadas de U y
(Y1, ---,Ym) las coordenadas de V', f transforma las coordenadas de U en coor-
denadas de V haciendo y; = fi(z1,...,z,), para todo 1 <i < m.

Sea w = Y ;ardyr una k-forma diferencial en V. Usando la proposicién
anterior, obtenemos

Frw) =Y flan(fFdy) A A (Frdys,)

I

= 3" £ an(dfi) A A ).

I

(1.1)

Supongamos que f : U C R*" — V C R" es un difeomorfismo de clase
C°°3 entre conjuntos abiertos. Sean (z1,...,x,) coordenadas en U, (y1,...,Yn)
coordenadas en U’ y digamos que tenemos las funciones coordenadas y; =
fi(z1,...,2,). La ecuacién (1.1) implica que

8(fi17"'7fik)

f (yil?"‘7yik) - a(miw'",zik)

dz;, N...Ndxz;,.

1.3.4. Interpretacion geométrica de la derivada exterior

Consideremos una k-forma diferencial w definida en un conjunto abierto U
de R™ y X,..., X una coleccién de campos vectoriales en U. Haciendo variar
el punto de anclaje podemos considerar w(Xy,..., X)) como una funcién de
clase C*°. Esto nos dice que w es una aplicacién

w:XU)x...xX({U) — C=()

k veces

es k-lineal y alternante, usando la propiedad de que X(U) es un C*°(U)-médulo.
Esta es la caracterizacién global de una k-forma diferencial.

3Un difeomorfismo ¢ de clase C™ es una aplicacién biyectiva de clase C'™° con inversa de
clase C'*°.
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Teorema 1.3.11. Sean w una k-forma diferencial en U y X3,..., X} campos
vectoriales sobre U, tenemos que

k+1

dw(Xl,...,Xk+1):Z(*l)i+1in(w(X1,...,Xi,...7Xk))
i=1
= ED)Mo((X, X)X, X X X

1<J

donde Xl denota que se ha suprimido la i-ésima entrada. En el caso k =
tenemos que

dw(X,Y)=Lxw(Y) - Lyw(X) —w([X,Y]).

Demostracion. Primero, observamos que la funcién definida en la segunda parte
de la ecuacion es una funcién k-lineal de C'°°-médulos, pues la derivada de Lie es
una funcién lineal de C'°*°-médulos y dicha expresion es una combinacién lineal
de ellas. Por otra parte, la alternancia de w y la linearidad de la derivada de Lie
implican la alternancia de dicha funcién. Por lo tanto, dicha expresion es una
(k + 1)-forma diferencial.

Dada la linealidad, basta que probemos que dichas funciones son iguales
evaluadas en elementos béasicos. Sean 1 < j; < ...jg+1 < m una colecciéon de
indices. Sea w =) ; frdxzr una k-forma diferencial en U. Asi, tenemos que

0 0
d ...
w(ale 7 ’ 6xjk+1 >

] ]
:def/\dxl (6m- R )
Jk+41

J1

0 0
— s+1 . . .
Z fjl’m,jsm,jkﬁ—ld'rjl /\"'/\d‘erJrl (ax LA 8xjk+1)

J1
_ s+1 -
Z ) fh, oJsesJkt1”

Por otro lado, tenemos que para cada 1 < s < k+1,

0 0 0 f
w geees geees == A .
ale a$j5 8xjk+1 JlseesdsseerJk+1

Derivando con respecto al vector % y sumando sobre los valores posibles,
Js
obtenemos el resultado. O

1.3.5. La cohomologia de de Rham

En esta subseccién, introduciremos el concepto fundamental de esta tesis:
la cohomologia de de Rham. La subseccién (1.3.3) introduce la derivada exte-
rior, establece que la derivada exterior es una aplicacién lineal entre espacios
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vectoriales
d: A*(U) — AFTLU).
Podemos, entonces, definir las siguientes nociones.

Definicién 1.3.12. Decimos que una k-forma diferencial w en U es una k-forma
cerrada, si dw = 0. Por otro lado, una k-forma diferencial w en U se denomina
exacta, si existe una (k — 1)-forma exterior n en U tal que dn = w.

De las propiedades anteriores, es facil ver que toda k-forma diferencial exacta
es también cerrada. En términos de la transformacién d podemos establecer los
siguientes subespacios vectoriales de A*(U),

ZMU) = ker (d : A¥(U) — AFTL(U))
BY(U) = Tm(d : A1 (U) — A¥(U)).

La contencién mencionada arriba B*(U) C Z*(U), nos permite hablar del
cociente de estos espacios vectoriales, Z*(U)/B¥(U). Es claro que cuando sucede
que Z¥(U)/B*(U) = 0, entonces toda k-forma cerrada en U es exacta en U,
es decir, los elementos de Z*(U)/B*(U) nos dicen cuanto dista una k-forma
cerrada en U de ser exacta en U. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.3.13. Sea U un conjunto abierto de R™. Definimos el k-ésimo
espacio vectorial de cohomologia de de Rham como el espacio cociente dado por
Hk.(U) = Z¥(U)/B*(U). Para una k-forma diferencial w € A*(U), denotamos
por [w] a su clase correspondiente en H%,(U) y la denominamos la clase de
cohomologia de de Rham representada por w. Podemos, asi, formar

Hapr(U) = @ HZ;R(U)
k=0

el espacio vectorial de cohomologia de de Rham de U.

Ejemplo 1.3.14. Estudiemos la cohomologia del conjunto de los niimeros reales
R. Primero, observemos que una funcién f : R — R es una 0- forma cerrada, si
su diferencial df = f’(x)dxz = 0, es decir que f'(z) = 0. Por ende, f es localmente
constante. Como R es conexo, esto nos dice que H),(R) = {F = cte.} 2 R.

Ahora, dado que no existen 2-formas diferenciales en R, toda 1-forma dife-
rencial es cerrada, es decir, Z;(R) 2 R. Por otro lado, una 1-forma diferencial
w = f(t)dt es exacta, si y s6lo si hay una funcién g : R — R de modo que

g'(t) = f(t)

De forma que el teorema fundamental del cédlculo, afirma que toda 1-forma
cerrada es exacta médulo una constante. Por lo tanto, Hj,(R) = 0.

1.4. Integraciéon de 1-formas diferenciales

En este seccién, estudiaremos cémo se integran las 1-formas diferenciales y
qué consecuencias tiene su integracién en la topologia de ciertos abiertos de R2.
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1.4.1. Producto de curvas en R"

Sean U C R™ un conjunto abierto y 7,71 : [0,1] — U dos curvas continuas
en U tales que yo(1) = v1(0). Definimos el producto de curvas o * y1 como la
curva definida por

Y0(2t), sit € 0,3]
(2t —1), site[3,1]

Yo *71(t) = {

Yo * 71

Y0

Figura 1.2: Producto de dos curvas.

Asf, podemos definir la curva 5 *(t) = yo(1 — t) con ¢ € [0,1]. Dicha curva
tiene la misma traza que la curva g sélo que recorrida en sentido contrario. Asi,

Y0 %70 ' (t) = 70(0).

1.4.2. Integral de una 1-forma diferencial en R"

Sea w = Z?:l a;dz; una 1-forma diferencial definida en U un conjunto
abierto de R™. Consideremos una curva diferenciable ~ : [a,b] — U dada por
las coordenadas v = (y1,...,79n), tenemos entonces que v*w es una l-forma
diferencial en R dada por

n
VW= ai(y(t), . () Vi(t)dt.
i=1
Con esto estamos listos para dar nuestra primera definicion.
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Definicién 1.4.1. La integral de la 1-forma diferencial w sobre la curva v se

define por b o
/w) o7 / T / (E ai<v<t>>7;<t>) dt

Nos hace falta ver que dicha definicién es independiente de un cambio de
pardmetro, para que ésta sélo dependa de la traza de la curva de clase C! v y
la 1-forma diferencial w.

Definicién 1.4.2. Un cambio de parametrizacion de v : [a,b] — U es un homeo-
morfismo diferenciable ¢ : [¢, d] — [a, b]. Decimos que ¢ preserva la orientacién,
si @ es creciente. De otro modo, decimos que ¢ revierte la orientacién.

Sit = (1) y @ es creciente, tenemos por el teorema de cambio de variable
para integrales que

d n
/ ( )w=/ <Zai(vos@(ﬂ)d%(vw(7))> dr

i=1

d n
-/ (Zai<7<w<r>>>v;<so<r>>¢<f>> dr

i=1

Esto prueba que la integral no depende de un cambio de parametro, mientras
 no invierta la orientacién. Sin embargo, también resulta claro del célculo
anterior que si ¢ invierte la orientacién, entonces dicha integral cambia de signo.
Asi, a esta integral la denotaremos f,y w donde 7 es la traza de la curva ~y(t).

Por tanto,
/ . / N
vt v

1.4.3. Exactitud e integracion

Ahora, estudiaremos cudles son las relaciones entre la derivada exterior de
una 1-forma diferencial y sus integrales sobre ciertas curvas. Para esto, recorda-
mos que una l-forma diferencial w es cerrada, si dw =0 en U y w es exacta, si
existe una funcién f de clase C'**° tal que w = df en U.

Teorema 1.4.3. Sean U C R"™ un conjunto abierto, y w una 1-forma diferencial.
Entonces, son equivalentes:

1. w es exacta en U,
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2. f,yw7 donde v : [0,1] — U es una curva de clase C*, sélo depende de los
extremos; y

3. J,w =0, para toda curva diferenciable cerrada ~: [0,1] — U.
g

Demostracion. [(1) = (2)] Supongamos que w es exacta, entonces existe f €
C>(U) tal que df = w.Seay : [0,1] — U, dada por v(t) = (y1(t), ..., (t)) Vt €
[0,1]. Asi,

:/ Z(Femdt = (f 07)(1) = (£ 2 7)(0).
0

[(2) = (3)] Ahora, supongamos que f7 w s6lo depende de los extremos. Si vy
es una curva cerrada, tenemos que (0) = (1) y por tanto, f”/ w=0.

[(3) = (1)] Supongamos que fvw s6lo depende de los extremos. Conside-
remos w = Z;;l a;dz; la expresion de la 1-forma diferencial en U. Sea p € U
un punto fijo. Asi, para un punto x € U, definamos f(z) = fww donde v es la
curva que une a p y x (recuerde que un abierto conexo es arco conexo). Primero,
demostraremos que dicha funcién estd bien definida, es decir, que no depende
de la curva que una a dichos puntos. Para ello, supongamos que | w = 0 para
toda vy curva diferenciable cerrada en U. Sean 71,72 curvas diferenciables en U
tales que 1 (0) = 72(0) y 41 (1) = 72(1). Consideremos la curva v, * 5 = (como
producto de curvas), tenemos que

0:/ w:/w+/ w:/wf/w.
vyt 71 75t 71 Y2
Por lo tanto,

/w:/ w.

71 Y2

of

9a; = @i, para toda 1 < 7 < n. Consideremos

Ahora, basta que probemos que
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el segmento o que une a z con (z1,...,2; + h,...,x,). Entonces,

fley, .,z +hyoo o xy) — fz1, ..o x0)

h

h(/ B
71

75/;0
1
E

1
/ hai(x1,...,2; + ht, ... x,)dt
0

1
:/ ai(z1,...,x; +th,... x,)dt.
0

Por lo tanto,

Tiyee i+ hy .. xn) — flx,..., 2,
833‘(1’):}1113})f(1 A - iCa ):ai($17~-~7117n)-

O

Teorema 1.4.4 (Lema de Poincaré para 1-formas diferenciales). Sea w =
E:L:l a;dx; una l-forma diferencial definida en un conjunto abierto U de R™.
Entonces, dw = 0 si y sélo si para cada punto p € U, hay una vecindad V C U
de p y una funcién diferenciable f : V' — R tal que df = w, es decir, w es
localmente exacta.

Demostracion. Dado que para toda k-forma diferencial w, d(dw) = 0, tenemos
que toda forma diferencial exacta es cerrada.

Para probar el reciproco, sea p = (y1,...,y,) € U un punto fijo y V la
bola abierta con centro en p contenida en U. Sea ¢ = (x1,...,x,) € V un punto
cualquiera. Asi, la linea que une al punto p y ¢ definida como S(t) = tg+ (1 —1t)p
con t € [0,1] estd contenida en U.

Definamos, entonces,

Por otro lado, como w es cerrada, tenemos que
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dw = 2":2": S;L;dxj A dx;

i=1 j=1

6&1‘ 8a]‘ -
= Z <3xj - 8%) dx; Ndx; = 0.

i<j

{ Qi _ 9a; o
Asi, bz, = g, bara todo i < j.
af

Basta que probemos que 7~ = ai, para toda ke{l,...,n}.

B b (Y
3711<q> - / o (Z a: (B(1)) (; — w)) dt

1.4.4. Homotopia e integracion

Definicién 1.4.5. Sean v, 71 : [0,1] = U C R™, dos curvas continuas. Decimos
que 71 y Y2 son homotdpicas con extremos fijos si vo(0) = v1(0), vo(1) = y1(1)
y existe una transformacién H : [0,1] x [0,1] — U tal que

Si 70(0) = v0(1), entonces la curva se denomina lazo. Asi, decimos que dos
lazos son libremente homotdpicos, si no fijamos los extremos.

Podemos extender el concepto de integral sobre curvas continuas y 1-formas
diferenciales cerradas. Sea w una l-forma diferencial cerrada definida en un
conjunto abierto U de R™ y « : [0,1] — U una curva de clase C', podemos
escoger un

O=to<ti <...<tp <tpp1=1
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Yo

a) b)

Figura 1.3: (a) Homotopia de extremos fijos, (b) Homotopia libre de lazos

del intervalo [0, 1] de tal forma que la restriccién v (titian] = Vi 1=0,1,...,k
estd contenida en una bola B; donde w es exacta, i.e. existe una funcién f; :

B; — R tal que df; = w. Entonces,

k

/f" — Z/w =3 Uiltisn) = St

=0

Ahora, si v : [0,1] = U es continua, esta particién sigue existiendo, pues sélo
depende de la compacidad del intervalo. Asi, podemos extender la definicién a
estas curvas de la misma forma.

Observamos que si agregaramos un punto a dicha particion digamos ;. <
q < tixy1, €l valor de la integral no se altera. Por lo tanto, dicho valor no depende
de la particién que utilizemos para definirla.

Teorema 1.4.6 (Teorema del nimero de Lebesgue). Sea K un conjunto com-
pacto de R™. Supongamos que U = {U,}aeca es una cubierta abierta de K.
Entonces, existe un ndmero A > 0 tal que si z,y € K y |z —y| < A, se tiene que
hay un conjunto U € U tal que z,y € U.

Demostracion. Para cada p € K, hay un Uy, € U que cumple con que p €
Ua(p)- Dado que U es un conjunto abierto, tenemos que existe una e = e(p) >0
tal que Be(p) C U. Asi, si ¢ € R es tal que |q —p| < §, se tiene que ¢ € U. Sea
6= <.

Deﬁr21amos la cubierta abierta S := {Bs,)(p) : p € K}. Dado que K es un con-
junto compacto, tenemos que existe una subcubierta finita, digamos la formada
por las bolas centradas en los puntos p1, ..., p,. Ahora, sea

Siz,y € Ky l|r—y| <A\, entonces x pertenece a una Bs(p,), para alguna
1<j<n,ie |z —pj| <d(p;). Asi, dado que |z — y| < A,, se tiene que

ly —pjl <y — |+ [z —p;| <20(p;) = €(p;).
Por tanto, z,y € Uy (p;)- ]
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Teorema 1.4.7 (Teorema de deformacién). Sea w una 1-forma diferencial ce-
rrada definida en un conjunto abierto U C R™. Sean vp,71 : [0,1] — U dos
curvas continuas homotépicas en U. Entonces,

/w:/ .
Yo 71

Demostracion. Dado que dw = 0, w es localmente exacta. Sean H la homotopia
entre vo,71, v {B;} una cubierta abierta de H([0,1] x [0,1]) C U por bolas
B; donde w es exacta. Dado que el rectdngulo R = [0,1] x [0,1] es compacto,
la cubierta de R dada por W; = H~1(B;) tiene un nimero de Lebesgue .
Dividamos el rectangulo R en subrectangulos R;j por la lineas s =cte. y t =cte;
de tal forma que el didmetro de cada Rj; es menor que A. Entonces, w es
localmente exacta en cada R, y, por tanto, tenemos que faRjk w = 0. Ademas,
si Rjj estd formado por lados i, B k+1, 0j+1,6 ¥ Bjr donde sus orientaciones
estan dadas por los pardmetros s y t crecientes, entonces

0= wz{/ ot [ er [ wrf w}
ik IR ik Qj Bji+1,k 41,k Bk

Pero observamos que los lados de los rectangulos R, que se encuentran en
el interior de R aparecen dos veces en la suma anterior y con signo contrario.
Por tanto, dichos términos se cancelan para obtener

Oz/w—i—/w—/w—/w
Yo 1 71 0

donde Sy es la curva H(0,¢) y 81 es la curva H(1,1).

Si las curvas continuas «yy y 71 son homotépicas con extremos fijos, entonces
Bo v 1 son puntos y sus integrales se anulan.

Si dichas curvas son libremente homotépicas, tenemos que By = (51 y por
tanto, su contribucién en la ecuacién anterior también se anula. En ambos casos,

es cierto que
[o=]w
Yo 1

Corolario 1.4.8. Si v : [0,1] — U es libremente homotdpica a un punto,
entonces f7 w=0.

O

Definicién 1.4.9. Decimos que un conjunto abierto y conexo U C R" es sim-
plemente conexo, si cualquier curva cerrada continua en U es libremente ho-
motopica a un punto.

Teorema 1.4.10. Toda 1-forma cerrada w definida en un conjunto simplemente
conexo U C R” es exacta.
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Demostracion. Por el teorema (1.4.7), tenemos que para cualquier curva cerrada
~v:[0,1] = U, f,yw = 0. Por tanto, w es exacta. O

Ejemplo 1.4.11. Ahora, utilizaremos los resultados anteriores para describir
el primer grupo de cohomologfa de De Rham del abierto U = R? \ {0}.
Primero, observamos que la 1-forma diferencial dada por

1

wo

es cerrada en U. Ademas, es ficil ver que no es exacta en dicho dominio, pues

Js1wo = 1. Nos preguntamos si la clase de wy en Hjp(U), [wo], es el tnico

generador de H C}R(U). Para probar esto, basta que para toda 1-forma cerrada
w en U, existan [ € R y o una 1-forma exacta en U tales que w = lwy + a.

Sea v, es una parametrizacién de S!, una circunferencia centrada en el origen

con radio €. Dado que conocemos w y wq, definamos [ = f% wy a=w-—lwy.

Asi, tenemos que
a:/ w—l/ wo = 0, pues / wo = 1.
gt

/ € € €

Por el teorema (1.4.3), la exactitud de « se puede obtener probando que
f7 a = 0, para toda curva cerrada v en U. Para esto, usamos el hecho que 7,

€

es homotépica a nS!, para algin n € Z. De aqui, fwa = 0, para toda curva

cerrada en R? \ {0}.
Esto nos dice que Hr(U) =< [wo] >, es decir, Hi(U) es isomorfo a R.

1.5. Teorema de Frobenius

En esta seccion, proveeremos la prueba del teorema de Froebenius que nos
dice las condiciones necesarias y suficientes para que una distribucion de vec-
tores en R™ sea completamente integrable, es decir, que exista una subvariedad
cuyo espacio tangente esté dado por dicha distribucién de vectores. Para ello,
primero daremos una interpretaciéon geométrica del corchete de Lie introducido
en los preeliminares. Después, estudiaremos las propiedades mas importantes
que cumplen los pares de campos vectoriales cuyo corchete de Lie se anula.
Después de dar la prueba del teorema, estableceremos una reformulacion del
teorema usando formas diferenciales.

1.5.1. Interpretacién geométrica del corchete de Lie

Sean U,V C R™ dos conjuntos abiertos, y ¢ : U — V un difeomorfismo de
clase C*°. Entonces, dado un campo vectorial X sobre U, podemos definir el
campo vectorial . X inducido por ¢ sobre V como

(0 X)(q) = 0+(X(¢7'(q))) con geV.

Equivalentemente, ¢.(X(p)) = (v+«X)(p(p)) con p € U.
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Figura 1.4: Definicién del campo vectorial inducido por un difeomorfismo.

Proposicion 1.5.1. Sean U,V C R" dos conjuntos abiertos, ¢ : U — V un
difeomorfismo y X un campo vectorial sobre U. Entonces, la curva integral de
p«X que pasa por p € V estd dada como ¢ o ¢ donde c¢ es la curva integral de

¢~ D).
Demostracion. Sea c(-) la curva integral de X que pasa por ¢~ !(p) tal que
c(0) =9 (p) y ¢(0) = X (¢~ " (p)). Entonces,
d _
19 = (#)(e(0)-(0) = pu - X(p H(p) = 0 X ().
t=0
|

Observacion 1.5.2. Por el lema anterior, el grupo de transformaciones locales
generado por ¢, X es po; 0 ' donde v es el grupo de transformaciones
locales generado por X.

Proposicién 1.5.3. Sean U,V C R™ dos conjuntos abiertos, ¢ : U — V un
difeomorfismo y X un campo vectorial en U. Si f € C*°(V'), entonces

Lx(foe)(p-1(q)) = Lp.x(f)(q) con g€ V.

Demostracion. Sea o = (¢!, ..., ") la expresién de ¢ en coordenadas. Entonces,
tenemos que

Lx(fop)e ' (q) = (V(fop) X)(¢ (g)

- &Pi -1
=via 5] | 6o

= (Vf 9 X)(q) = Ly x(f)()-
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Ahora, describiremos una interpretaciéon geométrica del corchete de Lie.

Lema 1.5.4. Sean X,Y campos vectoriales en R™ y ¢, el flujo del campo
vectorial X. Entonces,

)Y Y
X, Y] = lim =Y =¥
t—0 t

donde (p—_¢)4 es la diferencial de p_;.

Demostracion. Por la proposicién anterior, tenemos que

Lig_y.v(f) =Ly (fop_i)op:.

Observamos que

L y.y—v(f)=Ly(fop_t)opr — Ly(f) ot + Ly(f) o vt — Ly (f)
=Ly(fop—t—f)owir+ Ly(f)opr— Ly (f)

Por otro lado,

Ly(fop_t—flopi=Ly(fop_t—fowpiop_t)op
=Ly((f=fopi)op_i)op
= Lip).v(=(fopr—f)).

Asi, juntanto los resultados anteriores, dividiendo entre ¢ y tomando el limite
cuando t — 0, tenemos que

L, y.v— , —(f o — . L o — L
i B0 D) (DY gy ) )
= Ly (L-x(f)) + Lx(Ly(f))
= Lix y1(f)

1.5.2. Campos vectoriales conmutativos

Definicién 1.5.5. Dos campos vectoriales X y Y en U C R”™ son conmutativos,
si [X,Y]=0.

Notamos que dos campos vectoriales lineales en R™ son conmutativos si y
sélo si sus representaciones matriciales conmutan.

44



(p-ehY(p)

U TV

Figura 1.5: Accién de los difeomorfismos ¢_; sobre el campo Y.

Proposicién 1.5.6. Sean ¢; y ¢, los flujos locales correspondientes a X y Y,
entonces son equivalentes:

1. [X,Y] = 0;
2. Y es invariante bajo ¢y, i.e. (pi)Y =Y,y
3. los flujos locales cumplen que ¢; 0 1 = V5 0 ;.

Demostracion. [(1) = (2)] Primero, calcularemos la variacién de (¢¢)«Y con
respecto al tiempo en ¢t = ¢y para un punto fijo.

d e (@)Y = (01,)Y
a0y =i t
=to
_ hfm (@to)*(@t)*y - (SDtO)*Y
t—0 t
) ()Y =Y
=t ) (P ) = Xy =0

Esto, nos dice que dicho campos vectoriales no varian en el tiempo, es decir,
son constantes. En particular,

(¢te)+Y = (p0):Y =Y.

[(2) = (3)] Dado que (¢¢)«+X = X Vi, entonces s = ¢ 0 s 0 p_; Vs.
Las afirmaciones anteriores se tienen sobre las curvas integrales maximas. Asi,
1/}50%& = QOtOQ/JS.

[(3) = (1)] Supongamos que s = @; 0 15 0 p_y Vs Vi. Para cada p € U, sea
1s(p) la curva integral de Y que pasa por p, es decir
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dt

Asi, para t fijo, dado que ¢; o 95 0 p_4(p) es la curva integral del campo
(p1)+Y =Y en p, entonces

d
JeProvso v_t(p)

s=0

Dado que 1, 0 ¢, = gy 0, entonces (91).Y (p) = ¥ (p).
Por lo tanto,
)Y =Y
X, Y] = i — =Y =Y
t—0 t

1.5.3. Teorema de Frobenius

Definicién 1.5.7. Sea U un conjunto abierto de R™. Una distribucion de clase
C* de dimension r sobre U es una asignacién de un subespacio D, de dimensién
r de T,U a cada punto p € U tal que D,, es de clase C'"* con respecto a p. Esto
significa que para cada punto p € U, existen campos vectoriales X1,..., X, de
clase C*° en una vecindad de p tales que para cada punto g en dicha vecindad,
los campos vectoriales X1, ..., X, forman una base para D,. Decimos que una
subvariedad M es una subvariedad integral de D, si D, = T}, N, para cualquier
punto p € U. Decimos que una distribuciéon D es completamente integrable en
U, si posee una subvariedad integral en cada punto de U.

Definicién 1.5.8. Sea D una distribucién de clase C*° sobre U. Decimos que
D es involutiva cuando el corchete de Lie [X,Y] de dos campos vectoriales X y
Y que pertenecen a D también pertenece a D.

Teorema 1.5.9 (Teorema de Frobenius). Una condicién necesaria y suficiente
para que una distribuciéon D de clase C'™° sea completamente integrable es que
dicha distribucién sea involutiva.

Demostracion. Sea D una distribucién de clase C*° de dimensién r en un con-
junto abierto U de R”.

Primero probaremos que el hecho de que la distribucion D sea completamente
integrable implica que sea involutiva. Para esto, es suficiente probar que si X y
Y pertenecen a D, entonces [ X, Y] pertenece a D. Dado que D es completamente
integrable, para cada punto p € U, hay una subvariedad M que pasa por p tal
que T,M = D,. Asi, si X y Y son campos vectoriales en U con expresiones

- 0 - 0 .
X—;ai% Y—;bia—xi con a;,b; € C°(U).

%
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Dado que X(p),Y (p) € D,, las funciones que los describen son de la forma
ai(z1,...,2r,0,...,0) =bj(x1,...,2-,0,...,0) =0, (i >r).
Por lo tanto, tenemos que

8aj( ) - abJ

Esto nos dice que los coeficientes del corchete de Lie que estan por
Z”: db; D,
a;
“Ox; 8% ’
cumplen que ¢;(0) = 0, para j > r. Por lo tanto, [X,Y](p) € D,.
Ahora, probaremos que si D es una distribucién involutiva, entonces D es
completamente integrable.

Sean Y7,...,Y, campos vectoriales en U que forman una base para la distri-
bucién D donde cada uno de ellos estd dado por la expresién

0)=0, (i<rj>r).

n
0 .
Y, = ai;—coni=1,...,r1
J ’ )
X &rj
J=1

Dado que {Y;} es un conjunto linealmente independiente, podemos suponer bajo
un cambio de orden de la base que

det(a;j(g)) #0, dondei=1,...,rygeU.

Definamos, entonces, la matriz (b;;(q)) = (a;;(q)) ™", es decir, b;j(q) es la (4, 5)-
ésima entrada de la matriz inversa a (a;;(¢)). Asi, tenemos que

X; = mey i Z cjai donde ¢; € C®(U).

Jj=r+1

Por otro lado, dado que D es una distribucion involutiva, existen fi,..., fr €
C>(U) tales que [X;, X;] = >, ez go; - Asi, dado que [—,?} = 0 Vivj,

ox

tenemos que [X;, X,] son una combinacion lineal de mﬂ ai Por lo tanto,
[Xi, X;] =0 Vi # j, es decir, {X;} son conmutativos.
Ahora, sean {¢}} los flujos locales de X; en U y V = B.(0) C R". Definamos,
parap € U,
p:V=>U
Pltr,rte) = gl 0.0 ¢, ().

Claramente, ¢ es una transformacion de clase C*° y si consideramos su diferen-
cial en el origen de R", tenemos que

( 0

(0)) = Xi(p)-
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Dado que Xj,..., X, son linealmente independientes, ¢, : T,V — T, U es
una transformacién inyectiva. Por tanto, M = ¢(V) es una subvariedad de
dimensién r en R™ para la cual los campos vectoriales {X;} son tangentes a M.

Ahora, hace falta que probemos que para todo ¢ € M, se tenga que T, M =
D,. Asi, por la definicién de ¢, tenemos que

qg=@(t1,...,t.) = 90%1 o...op; , pa. (ty,...,t,) € V.
Dado que la familia de {¢!} conmutan,
q:(pii o@%l ...ogpii—}l o@ijfl ...o<p§r,

para cualquier 1 <4 < r. Si en dicha expresién, fijamos todas las t;, excepto
t;, variando ligeramente t; describimos una curva en M que pasa por ¢ y que
estd en la érbita de pi. Por lo tanto, el vector velocidad de la curva en ¢ es
Xi(q), y Xi(q) € Dy. Por tanto, M es la subvariedad intergal de D. O

o7, (p)

o1, 001, (p) = ¥3, 0 v}, (p)
[)

@1, (p)

Figura 1.6: Construccién de una subvariedad de dimensién 2 en R3.

1.5.4. Teorema de Frobenius para formas diferenciales

Por tltimo, daremos una forma equivalente de expresar el teorema de Fro-
benius en términos de formas diferenciales. Para ello, supongamos que D es una
distribucién de dimensién r definida en un abierto U C R™. Definamos, el con-
junto Z¥(D) como el conjunto de las k-formas diferenciales que se anulan en D,
es decir,

D) = {w € A*(U) : w(X1,...,Xx) =0,X; € D},

y sea

I(D) = ézk (D).
k=0
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Asi, Z(D) se pude ver como el conjunto de formas diferenciales que se “anulan”

en D.

Lema 1.5.10. 1. Z(D) es un ideal de A*(U).

2.

Localmente Z(D) estd generado por s = n — r 1-formas diferenciales li-
nealmente independientes. Esto significa que para cada punto arbitrario
p € U, hay una vecindad V y 1-formas diferenciales wq, . .., w; linealmente
independientes en cada punto de V' de forma que para w € Z(D) se tiene

que
S
w= Ze, N Wj.
i=1

Aqui, los elementos #; son formas diferenciales en V. Ademas, la distri-
bucién quedaria asi definida como

Dy ={X € T,U :w(X) =...=wy(X) =0},

para cualquier punto g € V.

Demostracién. 1. Para probar que Z(D) es un ideal de A*(U) basta ver que

dicho conjunto es un subespacio vectorial y virtud de la definicién del
producto cuna de formas diferenciales, el producto de un elemento de este
conjunto con cualquier otra forma diferencial se anula.

Escogiendo una vecindad suficientemente pequena V de p, existen campos
vectoriales X;41,...,X, linealmente independientes en cada punto de V'
los cuales generan D en V. Anadimos campos vectoriales Xi,..., X, de
modo que X1, ..., X, formen una base del espacio tangente en cada punto.
Sean wq,...,w, las 1-formas diferenciales duales de Xy,..., X, es decir,
w;(X;) = 0;5. Asi, cualquier k-forma diferencial w en U puede ser expre-
sada de forma tnica como combinacién lineal de las formas diferenciales

Wiy /\.../\wik, (il,...,ik),

con funciones de clase C>° como coeficientes. De este modo, w pertenece
a I¥(D) si, y sélo, si todos los coeficientes en la descripcién anterior co-

rrespondientes a i1, ...,7 los cuales son todos diferentes a 1,...,s son
cero. En otras palabras, esto nos dice que w estd en el ideal generado por
w1, ...,ws. Por ende, tenemos el resultado.

O

Proposicion 1.5.11. Sea D una distribucién de dimensién r definida en un
conjunto abierto U de R™. La distribucién D es involutiva siempre y cuando el
ideal Z(D) sea un ideal diferencial, es decir, Z(D) es cerrado bajo la derivada
exterior:

dZ(D) C Z(D).
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Demostracion. Probemos que el hecho de que D sea involutiva implica que Z(D)
es un ideal diferencial. Consideremos w € Z* (D). Asi, para cualesquiera campos
vectoriales X1, ..., Xy41 definidos en D, [X;, X;] € D. Por el teorema (1.3.11),
dw(X1,...,Xky1) = 0. Ahora, supongamos que el ideal Z(D) es diferencial.
Sean X, Y dos campos vectoriales que pertenezcan a D. Basta que probemos que
w([X,Y] =)0, para un elemento arbitrario w € Z'(D). Para ello, consideramos
la expresién resultante del teorema (1.3.11) y que dw = 0:

0=dw(X,Y)=LxwY) - Lyw(X) —w(X,Y])
Debido a que w(X) = w(Y) =0, w([X,Y]) = 0. Por lo tanto, [X,Y] € D. O

Nuestra construcciéon nos dice que una distribucién D de dimensién 7 es
representable localmente por las ecuaciones

wi=...=w, =0, (1.2)

donde wyq, ...,ws son s = n—r 1-formas diferenciables linealmente independien-
tes en una vecindad V' de un punto p € U. Asi, la distribucién queda especifi-
cada como Dy = {X € T,U : w1(X) = ... = ws(X) = 0} en un punto arbitrario
qeV.

Al sistema (1.2) se le denomina sistema de ecuaciones pfaffianas. Asi, la
proposicién (1.5.11) nos dice que una condicién necesaria y suficiente para que
D sea involutiva es que existan 1-formas diferenciales diferentes w;; en V' de
forma que

dwizzwij/\wm parai=1,...,s. (1.3)
Jj=1

La condicién 1.3 se denomina condicion de integrabilidad. Por tltimo, el teorema
de Frobenius quedaria expresado en estos términos de la siguiente forma.

Teorema 1.5.12. Una condicién necesaria y suficiente para que una distri-
bucién D en un conjunto abierto U de R™ sea completamente integrable es que
si representamos D como

Dy,={X eT,U:w(X)=...=ws(X) =0}
por 1-formas diferenciales wy,...,ws en una vecindad de cada punto de U, en-

tonces éstas satisfagan la condicién de integrabilidad (1.3).

1.6. Formas diferenciales en una variedad dife-
renciable
En esta subseccion, explicaremos cémo podemos extender la nocién de for-

mas diferenciales a una variedad. Primero, daremos una definicién en forma
global, y, posteriormente, una interpretacion en coordenadas locales. En lo que
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continua de nuestro desarrollo expositorio, utilizaremos el enfoque de variedad
de clase C* que se encuentra en el libro [11] en las paginas 11 — 36.

El espacio dual al espacio tangente 7}, M en un punto p de la variedad M es
denominado el espacio cotangente 7y M en p. Por ende, podemos construir su
4lgebra exterior que denotaremos A*T, M.

Definicién 1.6.1. Sea M una variedad de clase C*°. Una k-forma diferencial
w en M es una funcién que asigna un elemento w, € A*T,M a cada punto
p € M y wy, es de clase C°° con respecto a p.

Sea U una vecindad coordenada de M y z1, ..., z, las funciones coordenadas
definidas en U. Entonces, para cualquier punto p € M,

0 o
Ox; p7”” 0y /),

forman una base para el espacio tangente 7},M. Ahora construiremos una base
dual para el espacio dual Ty M. Sabemos que cada funcién coordenada z; :
UR se puede ver como una funcién de clase C°°*°. Consideremos la diferencial
(dzi)p : TyM — Ty, ()R de esta funcién. Como T}, ) puede ser naturalmente
identificado con R podemos considerar a (dz;), como un elemento de Ty M. Asf,

resulta claro que
0
) (8%) !

(dil?l)p, ey (dml)p

forma una base para el espacio dual Ty M. De la definicién (1.6.1) resulta que
wp se puede expresar en coordenadas locales como un elemento de la forma

Por ende, el conjunto

wp = Z iy (AT )p Ao A (A ).

i1 <. <l

wp es de clase C* con respecto a p si las funciones a;, . . 4, son de clase C*>
como funciones de p.

Ahora, estudiemos otra manera de ver a las k-formas diferenciales en M.
Sabemos que en cada punto p € M, el valor de w, determina una k-forma
alternante w, : T,M x ... x T,M € R de grado k. Dejando variar el punto
p € M, obtenemos que w induce una transformacién k-lineal y alternante

Wi X(M) x ... x X(M) — C>(M).

Aqui, X(M) denota el conjunto de campos vectoriales definidos en M y C*°(M)
el algebra de funciones de clase C'*° real valuadas definidas en M. La estructura
de C*°(M)-médulo de X (M) podemos ver que w es una transformacién k-lineal
y alternante de C'*°-mddulos. Probaremos que toda funcién de este tipo induce
una k-forma diferencial como las definidas en (1.6.1).
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Proposicion 1.6.2. Sea M una variedad de clase C*°. El conjunto de k-formas
diferenciales en M puede ser naturalmente identificado con el conjunto de trans-
formaciones k-lineales y alternantes X(M) x ... x X(M) — C*°(M) de grado k
como C*(M)-médulos.

Demostracion. Supongamos que @ : X(M)x...xX(M) — C*(M) es una de las
transformaciones de la proposicién. Primero, tendremos que ver que para cuales
quiera X; € X(M), el valor de ©(X1, ..., Xy)(p) en el punto p sélo depende de los
valores X;(p), para cada campo vectorial X; en p. Para ello, por linealidad, es su-
ficiente mostrar que si X;(p) = 0 para alguna 4, entonces @(X1, ..., Xx)(p) = 0.
Por simpicidad, asumamos que i = 1 y sea (U; z1, ..., 2,) una carta coordenada
alrededor de p. Asi, podemos escribir X; >0 aia%i en U con a;(p) = 0. Ahora,
escojamos una vecindad abierta de p, denotada V', de modo que V C U y una
funciéon C*°(M) que es idénticamente 1 en V' y 0 fuera de U. Sea Y; = ha%i.
Entonces, tenemos que Y; € X(M) y si a; = hay, es claro que a; € C°(M). Por
ende,

X1 =) aYi+(1-h)X;.
=1

Por lo tanto,
(:)(Xh N ,Xk)(p) =

> ai(p)(Yi, Xa, -, Xe)(p) + (1= B2 (p))&(X1, - .., Xi)(p) = 0
=1

Ahora, definamos una k-forma diferencial w como sigue. En cada punto p € M,
dados los vectores tangentes Xi,..., X, € T,M, escojamos campos vectoria-
les X; sobre M de forma que Xl(p) = X,. Si definimos wy(X1,...,X) =
cZ)(X'l, . ,Xk)(p), entonces, como vimos anteriormente, esto es independiente
de la eleccién de X;. Asi, es facil ver que wyp, es de clase C* con respecto a p.
Por lo tanto, w es la forma diferencial requerida. O

Por 1ltimo proveeremos de una interpretacién en cartas coordenadas. Con-
sideremos M una variedad de clase C*° de dimensién n y (U,, ¢,) un atlas de
M. Una k-forma diferencial en M se puede ver como una familia de k-formas
diferenciales {w,} definidas en una vecindad coordenada tal que para cuales-
quiera a, 8 de modo que U, NUg # 0, wy ¥ ws se transforman la una en la otra,
via el cambio de coordenadas inducido por la funcién de transicién

PBa = PB O 99;1 1 9a(Ua NUg) — R™,

es decir, wg = (Yga) Wa.
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Pa

PBa

M ©p

Figura 1.7: Cambio de coordenadas inducido por las cartas coordenadas en una
variedad M.
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Capitulo 2

El teorema de de Rham

En este segundo capitulo, comenzaremos definiendo diversas teorias de ho-
mologia en variedades diferenciales y las relaciones que mantienen entre ellas.
Para definir estos conceptos, primero introduciremos el formalismo algebraico
necesario para poder trabajar sin problemas con dichos objetos matemaéticos.
Posteriormente, estudiaremos la homologia simplicial de un complejo simplicial
y la homologfa singular de una variedad diferencial que en el caso de variedades
trianguladas coinciden. Por otro lado, definiremos el concepto de A-complejo
que nos permitird calcular homologias de ciertas variedades de manera més
cémoda. Para terminar el estudio de estas homologias, definiremos la homologia
singular C'*° que serd isomorfa a las anteriores y nos permitird trabajar con
objetos diferenciales.

En la siguiente parte, definiremos lo que significa integrar una forma dife-
rencial sobre una variedad diferencial. A través de ésta, podremos probar la
generalizacién del teorema de Stokes. De manera analoga, haremos este estudio
para el caso de integracion de formas diferenciales sobre cadenas C'*° singulares.
El siguiente paso sera definir las teorias de cohomologia en variedades. Primero,
estudiaremos la cohomologia de de Rham de una variedad diferenciable y cémo
podemos inducir en ella una estructura de algebra. Después, probaremos el lema
de Poincaré que afirma que la cohomologia de de Rham de la variedad producto
M x R es isomorfa a aquella de M. Esto nos permitira estudiar la invarianza
homotopica de dicha cohomologia. Por otra parte, definiremos la cohomologia
de Cech de una variedad con respecto a una cubierta abierta, y probaremos que
dicha cohomologia es isomorfa a la cohomologia simplicial para una cubierta
abierta especifica. Por tltimo, relacionaremos ambas cohomologias via un teo-
rema que afirma que ellas son siempre isomorfas siempre y cuando la cubierta
en cuestion sea contraible. Para finalizar la tesis, discutiremos la versién general
del teorema de de Rham y la versién para variedades trianguladas. Probaremos
que la segunda versién implica la primera, y via los isomorfismos anteriormente
mencionados, daremos una prueba del teorema estudiando el papel que juega la
integral de formas diferenciales.
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2.1. Prolegémenos de algebra homoldgica

En esta seccién, serd introducido el formalismo algebraico necesario para
trabajar con los conceptos de homologia y cohomologia en una variedad de
clase C*°. El objetivo de ello es evitar el uso de teoremas técnicos durante la
exposicién de dichos temas permitiendo ahondar en la interpretacién geométrica
de dichos conceptos.

2.1.1. Modbdulos diferenciales

Sea M un R-moédulo sobre un anillo conmutativo R.

Definicion 2.1.1. Una diferencial en M es un morfismo 0 : M — M de R-
médulos tal que 92 = 9o d = 0. El par (M, d) se denomina médulo diferencial.

A los elementos de los espacios M, Z(M) = kerd y B(M) = Im 0 se les
llama cadenas, ciclos y fronteras de (M, ) respectivamente. La condicién 8% = 0
implica que B(M) C Z(M) y al R-médulo

H(M) = Z(M)/B(M)
se le denomina el R-médulo de homologia del médulo diferencial (M, 9).

Definicién 2.1.2. Sean (M,9) y (M’,9") dos médulos diferenciales. Definimos
un morfismo de R-mddulos diferenciales como un morfismo f : M — M’ de
R-médulos que conmuta con las diferenciales, es decir, fod = do f.

M4f>M’

la l”
f
M——M

Este tipo de morfismos aplica ciclos en ciclos y fronteras en fronteras, por lo

tanto, induce un morfismo entre los R-médulos de homologia H(f) : H(M) —
H(M).
Proposicién 2.1.3. Sea 0 — M’ - M X5 M” — 0 una sucesién
exacta de morfismos de R-médulos diferenciales. Entonces, existe un morfismo
0: H(M") — H(M'), denominado morfismo de conexidn, y un tridngulo exacto
en la homologia.



Demostracion. La sucesién exacta de morfismos de R-médulos diferenciales
estd representada en el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos.

0 M — M —2s g 0
la/ la \La//
0 M — M —E2s g 0

Para probar el teorema anterior, seguiremos los siguientes pasos.

1. Construccién de 9

Primero, consideremos una clase de homologia [m”] € H(M") represen-
tada por la cofrontera m”. Por ello, tenemos que dm” = 0. Dado que p es
un epimorfismo, tenemos que

ImeM:pm=m".

Debido a la conmutatividad del diagrama, 0" (pm) = p(dm) = 0. Esto nos
dice que Om € ker p. Por exactitud, Om € Im ¢. Como i es un monomor-
fismo,

Im’ € M’ :im’ = Om.

Nuevamente, por la conmutatividad del diagrama, i(0'm’) = d(im’) = 0.
Debido a la exactitud, 0’m’ = 0. Debido a que m’ es un ciclo, éste induce
una clase en H(M'). Debido a la unicidad de m’, podemos escribir

ofm"] = [i""op™" (m")].

2. Independencia del levantamiento

Ahora, tendremos que mostrar que el representante m’ no depende del
elemento que tomemos en la preimagen de p. Para esto, supongamos que
m € M de modo que pm = m”. Esto implica que m — m € kerp. De la
exactitud de los renglones se sigue que m —m € Im ¢. Por consiguiente,
existe un tnico elemento m® € M’ tal que im® = m — m. Asi, de la
conmutatividad del diagrama resulta que i(9'm°) = 9(im°) = om — Om.
Lo que nos permite concluir que

i~Y(om) — i~ (Om) = I'm® € B(M")

y, por tanto,

it (@m)] = [i™ (9m))].
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3. 0 es un morfismo

La descripcién de la construcciéon de O nos provee de un método para
encontrar una funcién bien definida

Z(M") — M'/B(M").

Primero, probaremos que dicha funcién se trata de un morfismo. Consi-
deremos m/ y m} dos elementos en Z(M") y sean c¢1,co € M de modo
que pc; = mY y pca = mf. Debido a la independencia del levantamiento,
podemos considerar ¢; + ¢ como levantamiento de m} + mY. De aqui,

i713(61 + 82) = i71(361 + 662) = i71861 + iilacg.

Por lo tanto,

o[my +mf] = [i"'0(c1 + co)] = [i et + [i 1 Dca] = Om/) + Omly.

Este procedimiento nos permite ver que dicha funciéon también preserva
la multiplicacién escalar. En conclusién, 0 se trata de un morfismo de
R-médulos.

Por otra parte, veamos que dicho morfismo se puede extender a los co-
cientes. Supongamos que un elemento ¢ € M es tal que i’ = Jc, para
algiin elemento ¢ € M. De la conmutatividad de diagrama, resulta que
0 = 909(c) = 9(ic') = i(dc'). Asi, por la inyectividad de i, podemos afir-
mar que d¢’ = 0. Por lo tanto, ¢/ € Z(M’). Esto nos permite inducir un
morfismo de R-mdédulos

Z(M") — Z(M")/B(M') = H(M").

Por tltimo, demostremos que B(M") se aplica en B(M). Tomemos un
elemento m"” = 8”’¢” con ¢ € M"” y consideremos un elemento m &
M con la propiedad de que pm = ¢’. La conmutatividad del diagrama
implica que pd(m) = & (pm) = &'c” = m'. Como 9 es independiente del
levantamiento, escogemos Om de forma que pd(m) = m”. Esto nos dice
que I[m"] = [i=*0(0m)] = 0. Finalmente, esto induce un morfismo

d:HM")— H(M").
4. El triangulo es exacto.

a) Im H(i) C ker H(p)
Debido a que H(p)oH (i) = H(poi) = H(0) = 0, Im H (i) C ker H(p).
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b)

ker H(p) C Im H (i)

Supongamos que H(p)[m] = [pm] = 0, por lo tanto, existe un ele-
mento m' € M" de forma que pm = 9’m”. Sin embargo, p es un
epimorfismo, es decir m” = pm, para algin elemento m € M. Debido
a la conmutatividad del diagrama,

pm = 0" pm = pom.

Asi, p(m — 0m) = 0. Por exactitud, hay un elemento m’ € M’ de
modo que im’ = m — Om. Esto nos permitird ver que m’ es un ciclo.
Primero, tenemos que i0'm’ = dim’ = 0m — 90m = 0, donde la
iltima igualdad es consecuencia del hecho de que m es un ciclo. Por
la inyectividad de 4, obtenemos que 'm’ = 0. Por tltimo,

H(i)m') = [im] = [m — 9m] = [m].

Im H(p) C ker 0

Si H(p)[m] = [pm] € Im H(p), entonces d[pm| = [m'] donde im’ =
Op~'pm. La independencia respecto al levantamiento implica que po-
damos elegir p~!p(m) = m. Por otro lado, dp~'p(m) = Om = 0, pues
m es un ciclo. Asi, im’ = 0 y por la inyectividad de i, m’ = 0.

ker 9 C Im H(p)

Si 9[m"'] = [0], entonces m’ =i~ 1dp~1(m") € B(M'), es decir, existe
un elemento m € M’ de tal forma que m’ = @ m. Sin embargo,
im’ = i0'm = dim = dp~tm”. Por lo tanto, d(p~tm” — im) = 0,
lo que nos dice que p~!m” — im es un ciclo. Ahora, por la exactitud
obtenemos que

H(p)lp~™'m" — im] = [pp~"'m" — pim] = [m"].

Im 9 C ker H (i)

Supongamos que H (i)0[m’] = [im’]. Por otro lado, im’ = dp~tm/ €
B(M). Por tanto, H(i) o d = 0.

ker H(i) C Im 0

El hecho de que H(i)[m'] = [im'] = [0] implica que im’ = Im,
para algiin m € M. De la conmutatividad del diagrama se sigue que
0"pm = pOm = pim’ = 0 donde la tltima igualdad es consecuencia
de la exactitud y el hecho de que pm es un ciclo. Por tanto,

Olpm] = [i*op~'m] = [i tim/] = [m/].

Complejos de R-mddulos

Definicién 2.1.4. Un complejo de R-mddulos (M,, ) es un médulo diferencial
Z-graduado, es decir My = @, ., M, y cuya diferencial satisface d(M,,) C
M, _1, para toda n € Z.
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Comunmente, un complejo de R-mdédulos se representa como una cadena de

este tipo
On On n On—
U M 2 M, O M,

Para un complejo de R-médulos (M,, 9), los médulos de ciclos y fronteras y
sus R-mdédulos de homologia de descomponen como suma directa de términos
de la forma Z,, (M) = ker 0, B,(M)) =Im 011 vy H, (M) = Z,,(M)/B,(M).
A los R-médulos H, (M) los denominamos los R-médulos de homologia del
complejo (M, ).

Definicién 2.1.5. Un morfismo de complejos de R-mddulos f: M — N es
una coleccién de morfismos de R-mdédulos { f,, : M,, = N,} que cumple con la
propiedad de que el siguiente diagrama conmuta.

fn
Mn I Nn

In

M, —— N,

Proposiciéon 2.1.6. Sea 0 — N, LN M, L, P, — 0 una sucesién exacta
de complejos de R-moédulos. Por consiguiente, existen morfismos de conexién
Op, : H,(P) — H,(N) y una sucesién exacta larga en la homologia.

2N X g, 00 "R g, () 2

Hoo ) XS g, o ™ 1, (p) — -

Demostracion. Observamos que el morfismo de conexién 0 : H(P) — H(N)
construido en la proposicién (2.1.3) se descompone en morfismos

Oy : H,(P) = Hn,_1(N)
671 = ;il o 0Oy, op;1

y la sucesién exacta se obtiene al desarrollar el triangulo exacto. O

2.1.3. Homotopias

Es posible que dos complejos de R-mddulos que no sean isomorfos tengan
cohomologias isomorfas. Una condicién suficiente para dicho hecho es que ambos
complejos sean homotdpicos. A pesar de que dicha condicién no es necesaria, es
frecuentemente usada.

Definicién 2.1.7. Dados dos complejos de R-médulos (M,, ) y (N, d") y dos
morfismos de complejos f,g : My — N, una homotopia entre f y g es un
morfismo K : M, — N, 41, es decir, un morfismo K : M,, — N, 41 de modo
que

doK—-Kod=f—g
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Esta situacion se describe en el siguiente diagrama conmutativo.

3»,,, +1 8" 311, -1
e — n+1*>Mn*>Mn71*>"'

\ =
et
\reg, N re a. A

1
t > n+1 n Nn—l

Proposicién 2.1.8. Si existe una homotopia entre f y g, entonces H(f) =
H(g)-

Demostracion. Sea [m] € Hy(Ma,,d). Por consiguiente,
H(f)[m] = [f(m)] = [g(m)] + [0"(Km)| = [K(9m)] = [9(m)] = H(g)[m],
pues Om =0y [0(Km)] = 0. O

La razon subyacente de la prueba anterior se puede resumir en que la apli-
cacién 9’ o K — K 00 manda ciclos en fronteras y por tanto, el morfismo inducido
en la homologia es cero.

Definicién 2.1.9. Decimos que dos complejos de R-mddulos (M,,d) v (N,, ')
son homotdpicamente equivalentes si hay dos morfismos f : M, — Ne y ¢ :
Ny — M, de modo que

1. f o g es homotdpico a la aplicacién identidad idy, y
2. go f es homotdpico a la aplicacién identidad id ;.
Proposicion 2.1.10. Dos complejos homotopicos tienen homologias isomorfas.

Demostracion. Utilizando la notacién de la proposicién 2.1.8. Obtenemos que

H(f)o H(g) = H(fog)=H(dn) = idu (),
H(g)o H(f)=H(go f) = H(idum) = idm (-

Asi, H(f) y H(g) son isomorfismos. O

Una homotopia de un complejo de R-mddulos (M,,d) es una homotopia
entre el morfismo identidad en M y el morfismo cero; de manera explicita, esto
es un morfismo K : My — M, 41 de forma que

0o K+ Kod=idy

Proposicién 2.1.11. Si un complejo de R-médulos (M,, d) admite una homo-
topia, entonces dicho complejo es exacto.

Demostracion. Consideremos un ciclo m € M,,, entonces
I(K(m)) =m — K(0m) = m.

Por tanto, m es una frontera. O
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Observacion 2.1.12. De forma maés general, podemos establecer que si una
homotopia K : M) — M1 existe para k > ko, entonces Hy(M,9) = 0, para
k > ko. Para complejos acotados abajo del cero y arriba de cierto n € N (es
decir, M = &}_, M},) regularmente la homotopia se define para 1 < k < n,
pudiendo suceder que H°(M,d) # 0y H"(M,3d) # 0.

2.1.4. Cohomologia de un complejo de R-mdédulos

Para un R-médulo A, definimos A* = Hom(A4, R), es decir, el conjunto de
R-morfismos A en R. Dicho mdédulo es comtinmente denominado el médulo
dual de A. Asi, para un morfismo de R-médulo f : A — B, el morfismo dual
f*: B* — A* estd definido como f*(¢) = ¢ o f. El siguiente resultado puede
encontrarse en [1].

Proposicién 2.1.13. Para un R-médulo A, se tienen las siguientes propiedades:
1. (A")* = A

2. Supongamos que tenemos dos R-morfismos f : A - By g: B — C,
entonces

(gof) =f"og"

3. Dada una coleccién de R-mdédulos {A,}, se tiene que

(@aAav R)* = H AZ

Dado un complejo de R-médulos (M,, 9), podemos construir un nuevo com-
plejo de R-mdédulos de la siguiente forma. Definamos M*® = Hom(M,, R) y
definamos la siguiente diferencial,

0: M® — M*
= f(Op(m)) (m e M")

Debido a la propiedad 9% = 0, el morfismo ¢ también cumple dicha propie-
dad. Esto nos dice que M* = (Hom(M,, R),d) es un médulo diferencial. Por
otro lado, las propiedades anteriores del funtor Hom(+, R) nos permiten ver que
este nuevo médulo diferencial se trata de un complejo de R-mdédulos con la sal-
vedad de que la diferencial actiia aumentando el grado en +1. A los elementos
de este nuevo mdédulo se les antepone el prefijo co-, es decir, tenemos cocadenas,
cociclos y cofronteras. De la misma forma, podemos obtener los R-mddulos de
cohomologia que estan dados como

n ker(d, : M™ — M™+1)
H"(M.0) = Im(8,_1 : M1 — M»)’

Por otro lado, si Hy (M, d) no tiene torsién, entonces podemos observar que
H*(M,0) = Hy(M,0)*.
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Por dltimo, dado un complejo de R-médulos (M, @), podemos asociarle tanto
su grupo de homologia H(M,,d) como su grupo de cohomologia H(M?*,d). Es
facil notar que si aplicamos un cociclo a una frontera obtenemos el valor cero
y de igual manera, si aplicamos una cofrontera a un ciclo. Esto nos permite
inducir un morfismo

H(M,) x H(M®) = R
(m, f) = f(m)

denominado el producto de Kroenecker.

2.2. Homologia en variedades

En esta seccién, estudiaremos distintos tipos de homologias sobre varieda-
des y estableceremos relaciones entre ellas. Dichos objetos resultaran ser in-
variantes topolégicos que contendran informacién sobre cémo ciertos objetos
k-dimensionales estan unidos a objetos k£ — 1 dimensionales dentro de la varie-
dad.

2.2.1. Homologia en complejos simpliciales

Definicién 2.2.1. Decimos que k + 1 puntos vy, v1, ..., v; € R* se encuentran
en posicion general, si v1 —vg, Vo —1, . . . , U — Vg Son linealmente independientes.
Considere un conjunto o = {vp,...,v;} de | + 1 puntos en posicién general,

definimos la cerradura conveza de o como el conjunto convexo |o| mds pequeno
que contiene a o, es decir,

lo| = {aovo + ... +av; 1 a; > 0,a0 + ... +a; =1}

Dicho conjunto también es denominado l-simplejo y se denota por |o| =
|vo, « -+ ,vy|. Llamamos cara de un simplejo |o| a cualquier subconjunto || de
vértices de o.

Definicién 2.2.2. Un conjunto K de simplejos en RY es un complejo simplicial
euclidiano, si satisface que:

1. Si |o| € K, entonces cualquier cara de |o| pertenece a K.

2. Si dos complejos |ol, || € K se intersectan y |o| N |7] # 0, entonces dicha
interseccién es una cara comuin de |o| y |7].

3. Para un punto arbitrario = en cualquier simplejo |o| en K, podemos elegir
una vecindad abierta U de modo que sélo un ntmero finito de simplejos
de K intersecten a U.
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Para un complejo simplicial euclidiano K, denotamos como |K| a la unién
de todos los simplejos contenidos en K. A este conjunto visto como subconjunto
de R™ se le llama poliedro. Una triangulacion de un espacio topoldgico X es un
homeomorfismo ¢ : |[K| — X donde K es un complejo simplicial. Extrayendo la
estructura combinatoria de los complejos simpliciales euclidianos, obtenemos la
nociéon de complejo simplicial abstracto.

Definicién 2.2.3. Sea V un conjunto cuyos elementos llamaremos vértices,
una familia K de subconjuntos finitos no vacios de V' es un complejo simplicial
abstracto, si

1. Paratodov eV, {v} e Kyl ¢ K.
2. Si o € K, entonces para todo 7 C o tal que 7 # 0, 7 € K.

Consideremos un ordenamiento de los vértices vy, ...,v; de cada simplejo
lo| = |vo,--..,v|. Decimos que dos 6rdenes son equivalentes si uno se puede
ser transformado usando sélo permutaciones pares. Una clase de equivalencia
de dichos 6rdenes se denomina una orientacion del simplejo. Sil > 1, existen
exactamente dos orientaciones. Un simplejo con un orientacién dada se denota
(o) = (vig, - .., v;,) donde (ig,...,4;) es el orden impuesto.

En un complejo simplicial K, dotamos a cada uno de sus elementos de
una orientacién y denotamos por Cj(K; R) al médulo libre generado por los
[-simplejos orientados de K sobre algtin anillo conmutativo R con la relacién
que si o es un simplejo y ¢’ es el simplejo con orientacién contraria, entonces
o+ c’ = 0. A los elementos de dicho conjunto los denominamos I-cadenas. El
simplejo (o) con orientacién contraria es —(o).

Definicién 2.2.4. Definimos el operador frontera 0 : C;(K; R) — C;_1(K; R),
para un simplejo orientado arbitrario (o) = (vg, vy, ,v;),

l
a<U07/Ul;"' avl> = Z(—l)l<’l]07’l)17--~ 715%"' ,’Ul>,
i=0

(2

donde (vg, vy, -+ , 0, -+ ,v;) es (I—1)-simplejo orientado en el cual se ha omitido
el i-ésimo vértice. Asi, podemos extender dicha transformacion linealmente a
todo Ci(K, R).

Proposicién 2.2.5. La operador frontera 0 : C;(K; R) — C;_1(K; R) cumple
que dod = 0.

Demostracién. Debido a la linealidad del operador frontera, basta que probemos
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la afirmacién para cualquier simplejo orientado (o) = (vovy - - - v;).

9(9({0))) = 8

<

!
(=1)"(vovy -+ G -+ - ’Ul>>
—0

i=1 i
l B B
_ <1>1<Z (—1)9 (g1 -6+ -1}
i=1 i(j

O

La proposicién anterior (2.2.1) nos permite ver que estas cadenas forman un
complejo de R-mdédulos que denotaremos por Ci(K; R) = (C)(K; R),0). A los
R-médulos de homologia resultantes los llamamos los R-mddulos de homologia
simplicial del complejo K y los denotaremos por H;(K; R). Es importante hacer
notar que dos cadenas z y 2z’ en C;(K; R) son homdlogas, si existe una cadena
Ci+1(K; R) tal que z — 2/ = Oc.

2.2.2. Homologia singular

Definicién 2.2.6. El k-simplejo estindar AF € R* se define como el simplejo
generado por los puntos 0, ey, ..., ek, es decir,

AF ={(z1,...,2p) ERF 12y > 0,20 + -+ + a3, = 1}

Para un espacio topoldgico X, una aplicacién continua o : AF — X se
denomina un k-simplejo singular de X. Denotamos por Si(X; R) al médulo
libre generado sobre dichos k-simplejos sobre algin anillo conmutativo R.

Ahora, para cada i = 0,1,...,k, definimos las siguientes transformaciones
continuas €; : A¥=1 — AF por

k-1
eo(@1,...,xp-1) = (1= inaxla---vxk—l)a y
i=1

€1, .., op—1) = (x1,...,2i-1,0,241,...,04—1), parai # 0.

Dichas funciones describen las caras de dimensiéon k& — 1 del k-simplejo
estdndar. Por otro lado, definiremos el operador frontera 0 para un k-simplejo
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singular o, denotando eg = 0

9 Sp(X

y extendiendo linealmente sobre los elementos de S (X; R).
La definicién nos permite deducir facilmente la siguiente proposicién.

Proposicién 2.2.7. El operador frontera 0 : Si(X) — Si—1(X) cumple que
000 =0.

La Proposicién anterior (2.2.7) nos permite afirmar que la estructura dada
por S«(X;R) = (Sk(X;R),0) es un complejo de R-médulos. A los R-médu-
los de homologia H,(X; R) de dicho complejo los llamamos los R-mddulos de
homologia singular de la variedad M.

Por otro lado, una funcién continua f : X — Y entre espacios topolégi-
cos induce un morfismo de cadenas fu : Sp(X;R) — Si(Y; R) definido como
fx(0) = fo, para un k-simplejo singular y extendiéndolo linealmente.

f#0(0) = f#(Z( UOEz) > (1) fulooe)

i=0 1=0

Z foaoez)fa(foa)zaf#(a)

=0

De las propiedades de la composicién de funciones es facil ver quesi f: X — Y
y g:Y — Z, entonces (9o f)u = gy o fy vy (idx)% =ide,(x)

Observacion 2.2.8. Si f: X — Y es un homeomorfismo, entonces definiendo
(fg) o) = f~lo : A" — X obtenemos el morﬁsmo inverso a fx y se tiene
que S,(X;R) 2 S,(Y;R). Por tanto, H,(X; R) 2 H,(Y; R).

Proposicién 2.2.9. Si X es no vacio y arcoconexo, entonces Ho(X; R) = R.
Asi, para cualquier espacio X, Hyo(X; R) es isomorfo a la suma directa del anillo
R tantas veces como componentes arcoconexas tenga X.

Demostracion. Por definicién, Ho(X; R) = So(X; R)/Im 01, pues Jp = 0. Defi-
namos un morfismo ¢ : So(X) — R donde &(>, n;o;) = >, n;. Dicho morfismo
es sobreyectivo, pues X es no vacio. Basta que probemos que kere = Im 0y, si
X es arcoconexo. Por tanto, esto induce un isomorfismo Hy(X; R) = R, via el
primer teorema de isomorfismos.

Primero, notamos que Im 9; C kere, pues para un 1l-simplejo singular o :
A' — X, tenemos que €61 (o) = £(o|{e1) — o|(eo)) = 1 —1 = 0. Para la inclusién
faltante, supongamos que £(>, n;o;) = 0, entonces >, n; = 0. Dichos o; son
0-complejos, por ende puntos de X. Escojamos entonces un camino 7; : I — X
de un punto xg a o;(vg) y sea og es O-simplejo cuya imagen es xg. Asi, 7;
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es un 1-simplejo singular de forma que 07, = o; — 0¢. De hecho, 93, 7;) =
> mio; — Yy . n;o0 = » .n;0;. Por lo tanto, ), n;o; es una frontera, lo que
implica que kere C Im 0;.

O

Proposicién 2.2.10. Si X es un punto, entonces H,(X;R) 2 0, n > 1y
Hy(X;R)~R.

Demostracion. En este caso, hay un tinico n-simplejo singular o,,, para cada n.
Esto nos dice que la frontera de un n-simplejo se ve como d(c,,) = >_.(—1)'op,_1,
es decir, una suma de (n + 1) términos. Lo que implica que para n # 0 dicha
suma valga 0, si n es impar, o bien, 0,,_1, si n es par. Esto nos permite obtener
el complejo

iR SR-LRESR-YSR—0

donde los operadores frontera son isomorfismos y el morfismo cero alternados.
Esto nos dice que los R-médulos de homologia son cero, excepto Ho(X; R) =
R. O

Existe una versién modificada de la homologia en la cual un punto posee
R-médulos de homologia trivial en todas las dimensiones. Para construirla, con-
sideremos el siguiente complejo aumentado de un espacio topolégico X no vacio

2 80 (X) 2 S1(X) 2 So(X) =5 R— 0 (2.1)

donde (3, nio;) = >, ns.

Definicién 2.2.11. Definimos los R-mddulos de homologia reducidos H,(X)
del espacio topolodgico X como los R-mddulos de homologia del complejo au-
mentado (2.1).

Dado que €9; = 0, € se anula en Im 9; y por ende, induce un isomorfismo
Ho(X;R) = R con nicleo Hy(X;R). Por lo tanto, Ho(X; R) = Ho(X;R) ® R.
Evidentemente, H, (X; R) & fIn(X; R), paran > 0.

A partir de este momento, sobreentenderemos que estamos trabajando sobre
un anillo conmutativo cualquiera R. Dado un espacio topoldgico X y un subes-
pacio A C X, definimos el conjunto de cadenas singulares de X relativas a A

como el R-moddulo cociente
Sk(X, A) = Sp(X)/Sk(A).

Es claro que la sucesién exacta corta 0 — Si(A) — Sp(X) — Sp(X, 4) —
0, se puede extender a una sucesién exacta corta de morfismos de cadenas.

0 ——> S(A) — > Sj(A) — = Sp(X, A) —>0
| | |
0 — Sj_1(A) —> Sj_1(4) —> S4_1 (X, 4) —=0

66



Esto nos permite definir el complejo de cadenas singulares de X relativas a A
como

Okt1
C— S (X, A) 2 OSk(X, A)—>Sk (X, A) —

De forma andloga a lo hecho anteriormente, definimos Z; (X, A) = kerdy y
B (X,A) =1Im Opy1.

Definicién 2.2.12. Los R-mdédulos de homologia de X relativos a A se definen
como Hy(X,A) = Z,(X,A)/B(X,A).

Esta definicién es correcta, sin embargo no resulta claro el significado geométrico
de dicha homologia. Por ello, daremos otra definicién de estos R-mdédulos.
Consideremos los conjuntos

Zp(X, A) = {c € Si(X) : dc € Sp_1(A)}, ¥

Bip(X,A) ={c€ Sp(X):¢c=0b+ donde b € Sy 1(X) y ¢ € Si(A)}.

A los elementos de Z (X, A) los llamamos ciclos relativos a A y son aquellas
cadenas en X cuya frontera es una cadena en A, mientras que los elementos de
By(X, A) son denominados fronteras relativas a A y son las cadenas de X que
son fronteras médulo las cadenas en A. Observemos el siguiente diagrama

0
Zi(A) — ™~ 71(X, A)
Sk(A) ——— Si(A) %—Sk(X,A)HO
la la 13}
OHBk—l(A)HBk 1 gBk 1(X A) —(

Lema 2.2.13. Z;(X,A) es la preimagen de Z; (X, A) bajo el morfismo del
cociente ¢; es decir un elemento ¢ € Si(X) pertenece a Zi(X, A) si y sélo si

qr(c) € Z,(X, A).

Demostracion. Siqy(c) € Z;,(X, A), entonces 0 = dogy(c) = qr—100(c) de modo
que ¢ € Zi(X, A). Por otro lado, si ¢ € Z;(X, A), tenemos que g1 0 d(c) =0
de forma que gx(c) € Z, (X, A). O
Lema 2.2.14. ¢ € Si(X) pertenece a By (X, A) siy sélo si gx(c) € By (X, A).

Demostracion. Si ¢ = 9b+ ¢’ donde b € Si41(X) v ¢ € A, entonces gi(c) =
gr 0 0(b) = 0o qx(b) € By, (X, A). Ahora, si gi(c) € By, (X, A), entonces gi(c) =
qr o O(b) para algin b € Si1(X). Por lo tanto, ¢ — 9b € ker gx—1 de forma que
c¢=0b+ ¢ donde ¢’ € Si(4). O
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Proposicién 2.2.15. Para toda k > 0, H(X, A) = Z(X, A)/Br(X, A).

Demostracion. Para probar esta afirmacion, basta que probemos que el siguiente
diagrama es conmutativo y tiene renglones exactos.

0 —> Sp(A) —> BR(X, A) —> Bj(X,A) —=0

A

0 —— Sk(A) —= Zj(X,A) — Z,(X,A) ——=0

IR

Esto es debido a que la exactitud de los diagramas implica que
B (X, A) = Br(X, A)/i(Sk(A)) y Bi(X, A) = Zp(X, A)/i(Sk(A))-
Via el tercer teorema de isomorfismos, logramos que
Hy(X,A)=Z,(X,A)/B(X,A) 2 Z,(X,A)/Br(X, A).

Ahora, la conmutatividad del diagrama es evidente por observaciones an-
teriores. Probaremos la exactitud del primer renglén. Primero, que dado que
Si(A) C Bi(X, A) entonces gi(c) = 0, para ¢ € By(X, A). Esto nos dice que
qr o1 = 0. Por lo tanto, Im ¢ C ker g Por otro lado, si ¢ € Bi(X, A) tenemos
que ¢ = Ob+ ¢ con b € Spy1(X) y ¢ € Sk(A), suponiendo que gi(c) = 0
obtenemos que 0 = gx 0 d(b) = 0 o qi11(b) lo que implica que ¢ € Si(A). Por
ende, ker g C Im 4. La suprayectividad de g es suficiente con observar que un
elemento en By (X, A) puede representarse como 0b donde b € Sy 11(X).

Para el segundo renglén, la inclusién Si(A4) C Zi(X, A) se tiene por defi-
nicién. Si ¢ € Sk(A), entonces gx(c) = 0. Si ¢ € Zx(X, A) y qr(c) = 0, entonces
¢ € Sk(A) por la definicién de Z;,(X, A). La suprayectividad de g se deduce del
lema (2.2.13). O

Asi, por la construccién del morfismo de conexién en la Proposicién (2.1.6)
obtenemos la sucesién exacta larga

oo Hy(A) — Hy(X) — Ho(X, A) -2
anl(A) — anl(X) — anl(X,A) —_—

2.2.3. A-homologia y sus relaciones

En esta subseccion, introduciremos una forma de darle estructura a ciertos
espacios topolégicos. Esencialmente, esta estructura permite darle una trian-
gulacién a dicho espacio, pero con la posibilidad de hacer los cédlculos de la
homologia simplicial de manera facil y rapida.

Definicién 2.2.16 (Estructura de A-complejo en un espacio topoldgico). Una
estructura de A-complejo en un espacio topoldgico X es una coleccién de fun-
ciones continuas o, : A" — X donde la dimensién depende del indice de modo
que
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1. La restriccién o, int(An)

de exactamente una restricciéon aa}int( An):

es inyectiva y cada punto de X esta en la imagen

2. Cada restriccién de o, a una cara de A™ es una de las funciones continuas
os » A"l — X. Aqui, identificamos la cara de A™ con A"71) via el
homeomorfismo lineal canénico entre ellos que preserva el orden.

3. Un conjunto A C X es abierto si, y sélo si, o, 1(A) es abierto en A", para
cada o.

Una consecuencia del inciso (3) de la definicién (2.2.16) es que X se puede
construir como el espacio cociente de una coleccién de simplejos A disjuntos,
uno por cada o, : A" — X, identificado cada cara de un A, con el Ag_l
correspondiente a la restriccién de og de o,. Podemos pensar su construccién
de manera recursiva empezando con un conjunto discreto de puntos, anadiendo
las aristas de las que son frontera, y asi sucesivamente.

Ejemplo 2.2.17. En las figuras (2.1), (2.2), (2.3) y (2.4) podemos observar
las estructura de A-complejo del circulo S*, el toro bidimensional T, el plano
proyectivo RP? y la botella de Klein K, respectivamente.

De la misma forma que hemos realizado con las otras homologias, denotamos
por A, (X;R) al R-médulo libre generado por las funciones o, : A" — X
sobre un anillo conmutativo R. De forma anéloga, definimos el operador frontera
0 : A" — A" ! como lo realizamos para la homologia singular, de donde se sigue
que A, (X; R)) = (A,(X; R),0) es un complejo de R-médulos. Denotamos a sus
R-médulos de homologia como H2(X; R).

Ejemplo 2.2.18. La estructura de A-complejo de la circunferencia S! consiste
en un vértice v y un arista a. Entonces, Ag(S!) y A1(S?) son isomorfos a R y
por tanto, & : A1(St) — Ag(S?) es cero, pues da = v — v. Dado que no hay
simplejos de dimensién mayor, obtenemos que

HA(SY) = R, paran=0,1
" 0, paran>2
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Figura 2.1: A-estructura del circulo.

Ejemplo 2.2.19. Para el toro bidimensional T, como en el ejemplo anterior,
01 = 0. Por ende, H®(T) = R. En vista de que AU = a+b—c = AsL y
{a,b,a + b — c} es una base de A;(T), tenemos que H(T) = R @ R con base
en la homologia dada por las clases [a] y [b]. Debido a que no hay simplejos de
dimensién 3, HS(T) = ker dy. Como A(pU + qL) = poU + q0L = (p + q)(a +
b—c) = 0 es equivalente a que p = —q. Por lo tanto, H£(T') es el médulo ciclico
generado por U — L.Asi,

R, paran = 0,2
HYT)={ R®R, paran=1
0, paran >3
b
v > v
U
QY ¥y a
c
L
T
v i v
b

Figura 2.2: A-estructura del toro bidimensional.

Ejemplo 2.2.20. En el plano proyectivo RP2, observamos que la imagen de
01 esté generada por w — v, por tanto HS(RP?) = R donde cualquier vértice
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es generador. Dado que U =a+b—cy 0L = a+ b+ ¢, 05 es inyectiva. Por
tanto, H5 (RP?) = 0.

Ahora, ker0d; 2 R @ R con base a + b y ¢, ademas podemos escoger ¢ y
a+b+ccomo base de kerdy ya+b+cy2c=(a+b+c¢)— (a+b—c) como
base de Im Js. Por tanto, Hf (RP?) = R/2R.

Y

M

Figura 2.3: A-estructura del plano proyectivo.

Ejemplo 2.2.21. Por tultimo, estudiemos el caso de la botella de Klein K.
Para comenzar, observamos que la imagen de 9(v) es cero, pues todos los lados
identifican sus extremos en v. Por ende, H5(K) = R. De la misma forma que
en el plano proyectivo, tenemos que 02U = a+b—cy 0L =a+ b+ ¢, lo que
nos dice que 9 es inyectiva. Por tanto, H5*(K) = 0.

Por otro lado, observamos que ker 9; estd generado por cada uno de los lados
a, by c. Ademas, tenemos que la imagen de 0z, se puede ver como generada

por a + b+ ¢y 2c como el ejemplo anterior (2.2.20). Por lo tanto, Hf (K) =
R& (R/2R).

Figura 2.4: A-estructura de la botella de Klein.
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Ahora, no nos resta mas que relacionar las tres distintas homologias que
podemos asociarle a un espacio topolégico X. Las pruebas de dichos hechos
van mas alla de los objetivos de esta tesis, por lo que se referencia a los textos
donde pondran encontrarlas. Primero, si el espacio topoldgico posee una trian-
gulacién ¢ : |K| — X para algtin complejo simplicial K, se puede establecer un
isomorfismo! entre la homologifa simplicial y la singular

H.(K) 2 H,(X).

Por otro lado, si nos fijamos en una estructura de A-complejo en el espacio
X, también se puede establecer un isomorfismo?

HA(X) = H,(X).

De forma que resulta que si X posee una triangulacién ¢t : K — X y una
estructura de A-complejo, entonces

HA(X) = H,(K).

2.2.4. Triangulaciones de clase O™ en variedades de clase
COO

Definicién 2.2.22. Sea M una variedad de clase C*° de dimensién n. Una
triangulacién ¢t : |K| — M de un complejo simplicial de dimensién n es una
triangulacién C*° si para cualquier n-simplejo arbitrario |o| de K, la restriccién
t||gl se puede extender a un encaje C°°, es decir la restriccién t|‘0| se puede
extender a un encaje C* de una vecindad abierta U de |o| en el espacio n-
dimensional generado por |o| en M.

Teorema 2.2.23 (Cairns, J.H.C. Whitehead). Cualquier variedad de clase C*
tiene una triangulacion de clase C'°° y cualquier triangulacién de la frontera de
una variedade de clase C*° se puede extender a una triangulacién de dicha clase
de toda la variedad.

Consideremos una triangulacion ¢ : K — M de clase C* de una variedad
C*° cerrada, conexa y orientable. Dada una orientacién en M, esta induce una
orientacién en los n-simplejos |o;| de K de la siguiente forma. Sean vy, ..., v,
los vértices de |o;| y denotemos p; = t(v;), para toda i = 1,...,n. Ahora, para
cada i = 1,...,n, definamos a u; como el vector unitario que apunta del punto
vp al punto v;. Asi, podemos considerar dicho u; como un vector tangente a
|o;| basado en vy. Por ende, denotemos por w; a t.(u;), para cadai=1,...,n.
Esto nos permite, salvo permutar vg y v1, hacer coincidir la orientacién de {w; }
con la de M. Por tltimo, dotamos a |o;| con el orden inducido por los vértices
V0, ...,y y denotamos por (o;) a dicho complejo orientado. Este método se
ilustra en la figura (2.2.4).

1[[12],147-155]
2[[6],128-131]
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Lo;>

Figura 2.5: Método para inducir una orientaciéon en el complejo simplicial K
dada una triangulaciéon ¢t : K — M.

Ahora, supongamos que | K| es un conjunto compacto, as{ podemos construir
una cadena de dimensién n, ¢g € Cy,(K) de todos los n-simplejos orientados de

K dada por
o= (o).
J

Demostraremos que dcy = 0. Sabemos que dco = »; d{o;) es una combi-
nacién lineal de (n— 1)-simplejos de K. Observamos que si |7| es un simplejo de
dimension n — 1, debido a la definicién de complejo simplicial, hay exactamente
dos n-simplejos que lo contienen como cara. Asi, dicho simplejo aparece dos
veces y con orientacién contraria. Por lo tanto, dcg = 0.

Ahora, si ¢ =) .a;(0;) es un ciclo de K, tendremos que

j
Oc = Zaj6<aj> =0.
J

Por lo tanto, cada a; no depende de los simplejos (o;), es decir, ¢ = acy, para
algin a € R. Por tanto, el n-ésimo grupo de homologia de K resulta ser el
modulo ciclico generado por ¢g. Esto nos dice que la frontera de un complejo
simplicial K es trivial, es decir H, (K, R) = R.

En vista de que H.(K, R) y H,(M; R) estén identificados naturalmente, de-
notemos por [M] € H,(M; R) la clase correspondiente a ¢q. Dicha identificacién
se debe al hecho de que el grupo de homologia es un invariante topolégico y
la definicién de ¢q implica que la clase [M] no dependa de la triangulacién de
clase C*°. Esta clase se denomina la clase fundamental de M. Si tomamos otra
orientaciéon de M, es decir —M, obtenemos que [—M] = —[M]. Finalmente,
hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 2.2.24. Sea M una variedad n-dimensional de clase C'>° compacta y
asumamos que es conexa y orientable. Asi,

H,(M;R) = R.
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Miés atin, la clase fundamental [M] que estd determinada al especificar una
orientacion en M es un generador de dicho grupo.

2.2.5. Homologia singular de clase C'*

Definicién 2.2.25. Decimos que un k- simplejo singular o : A*¥ — M es de
clase C*°, si dicha funcién se puede extender a una funcién de clase C*° de una
vecindad abierta de A* en M.

De la misma forma, generamos un complejo de R-mddulos considerando
los R-médulos libres Sp°(M; R) generado sobre los k-simplejos singulares de
clase C'*° y utilizando como diferencial el operador frontera definido para k-
simplejos singulares. A la homologfa resultante de este complejo S (M; R) =
(Sg°(M; R), 0) se le denomina homologia singular de clase C'*°. Una observacién
importante resulta ser que la inclusién S.(M)* C S,(M) induce un isomor-
fismo?

HZ*(M; R) = H.(M; R).

Para el estudio de variedades de clase C*°, dicho isomorfismo nos permite res-
tringirnos al estudio de cadenas singulares de clase C'*°.

2.3. Integral de formas diferenciales y el teo-
rema de Stokes

En esta seccidn, definiremos lo que significa integrar una n-forma diferencial
con soporte compacto sobre una variedad de dimensiéon n. A partir de esto,
podremos probar el teorema de Stokes que nos dice que para toda (n —1)-forma
diferencial con soporte compacto, la integral de la derivada exterior de la forma
sobre la variedad es igual a la integral de la forma sobre la frontera de ésta. Por
ultimo, introduciremos los mismos conceptos para el caso de integracion de una
k-forma diferencial sobre una k-cadena de clase C*°.

2.3.1. Integral de una n-forma diferencial sobre una varie-
dad de dimension n

Primero, definimos la integral de una n-forma diferencial w = f(x)dxy A
... Ndx, con soporte compacto en R™ de forma natural como

/ w= fl@)dxy ... dz,.
n Rn,

Definicién 2.3.1. Decimos que un difeomorfismo ¢ : R™ — R"™ preserva orien-
tacidon, sidet(Dg ) > 0. De otro modo, decimos que dicho difeomorfismo revierte
orientacién.

3Este resultado puede consultarse en [8].
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Dada una orientacion en R™, la definicién de integral es independiente de la

eleccién de coordenadas. Sean (x1,...,%,) Y (Y1, -.,Yn) sistemas coordenados
C> de R", entonces existe un difeomorfismo ¢ : R™ tal que (y1,...,yn) =
p(z1,...,z,). Sabemos que, por la definicién de pullback, w se expresa en las

nuevas coordenadas por

w= f(p Y(y))det (gi)dyl A AN dyp.

Ahora, por el teorema del cambio de variables, la ultima igualdad es cierta
cuando ¢ preserva orientacion.

/ w= flx)dzy A ..o ANdxy,
n Rn
0
= | [l ' (y))det (;)dyl A Ndy, = / Prw.
R™ €T n

Definicién 2.3.2. Definimos el soporte de una k-forma diferencial w, como la
cerradura del conjunto de puntos donde la forma no se anula, es decir

sopw={peM:w,#0}.

Definiremos la integral de una n-forma diferencial w con soporte compacto
sobre una variedad C° orientada de dimension n. Por los resultados anteriores,
podemos elegir una cubierta abierta {U;} de M de vecindades coordenadas
localmente finita y una particién de la unidad {f;} subordinada a ella. Por lo
tanto, el soporte de f;w estd contenido en cada U;. Asi, definimos

Jyo=2 ), e

Por ende, eligiendo un sistema coordenado positivo, la integral estd determinada.
La definicién de integral es independiente de la eleccion de la cubierta abierta
{U;} de vecindades coordenadas y la particién de la unidad {f;} subordinada a
ella.
Sea {V;} una cubierta similar con la particién de la unidad {g;} subordinada
a ella. Dado que Y ;95 =1, por la linealidad de la integral,

fiw=>_| figjw.

Por otro lado, el soporte de f;g;w estd contenido en U; NV}, por lo tanto

/figjw:/ figjw.
U, %

Finalmente, obtenemos que

zi:/llifiw:%:/lfifigjw:;/wfigjw:zj:/ngjw'
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Dicha definicién se aplica a variedades con frontera y ademads, se tiene la
linealidad de la integral

/aw—i—bn:a/ w—l—b/ n, a,beR y w,ne A" (M)
M M M

2.3.2. El teorema de Stokes para variedades

Teorema 2.3.3 (Teorema de Stokes). Sea M una variedad C'* orientada de
dimensién n y w una (n — 1)-forma diferencial con soporte compacto. Entonces,

/dw:/ w
M oM

donde OM es la frontera de M equipada con la orientacién inducida por M.

Demostracion. Eligiendo una cubierta abierta localmente finita {U;} de vecin-
dades coordenadas y con una particién de la unidad {f;} subordinada a ella,
entonces w =y . f;w. Como el teorema de Stokes es lineal, basta probar la afir-
macién para cada f;w. De modo que el soporte de cada f;w estd contenido en
U;. Por ello, podemos supone que M = R™ o M = H", el hiperplano superior
de R™. Primero, consideremos el caso en que M = R", asi, podemos escribir a
w como

n
w = Zai(z)dxl Ao Ndxi—i ANdxipa Ao AN dxy,.
i=1

Por lo que, la derivada exterior de w resulta

dw =" (1) (g;‘f)dxl A A day.

i=1

Si M = R", por el teorema de Fubini, tenemos que

/ dw =" (~1)"""! A g;fdxl...dxn
' i=1 "

n

+oo .
:Z/ (/ aaldxz)dl‘ldxz_ldl‘,dxn
— 00 (“)xz

i=1

Como a; tiene soporte compacto, fj;o g;?
2

/ dw = 0.

Dado que R™ no tiene frontera, obtenemos que

/ w:Oz/ dw.
ORn n
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Por otro lado, consideremos M = H". Basta con modificar el dominio de
integracién de z,, € [0,00). Por el argumento anterior, las i-ésimas parciales de
la integral se anulardn todas excepto la n-ésima contribucién. Asi,

- i— *° 8ai
/" dw:Z(—l) 1/0 47171 [“)xzdxldm"
i=1

> da
= (-1 ”*1/ (/ n) dxpdxy - - dr,_
( ) Rn—1 0 6l‘n ! !

= (—1)"_1/ an (21, . Tp_1,0)dzy ... de,s_1.
Rn—1

Por otra parte, restringiendo w a H"™, sélo nos queda del término a, ()
cuando x, = 0. Esto nos dice que dzx,, = 0. Ademds, utilizando la orientacién
inducida por R™ en H", podemos ver que

/ w:(—1)"_1/an(ac1,...,xn_l,O)dxl...da:n_l.
OH™

/ dw:/ w.
n OH™

Corolario 2.3.4. Sea M una variedad C* orientada sin frontera. Entonces,
para cualaquier (n—1)-forma diferencial w en M con soporte compacto, tenemos
que

Por lo que, concluimos que

O

dw = 0.
M

2.3.3. Integrales de formas diferenciales sobre cadenas y
el teorema de Stokes

Consideremos una variedad M de clase C°° y su complejo de cadenas de
simplejos C*° singulares S (M) = (S°(M, d)). Sabemos que o : AF — M es
un k-simplejo singular C'*°, si ¢ es una transformacién de clase C*°. Asi, cada
k-forma diferencial, w € A¥(M) tiene asignada la k-forma diferencial o*w en
A¥. Por tanto, podemos definir

/w:/ oc*w.
o AF

Dicha definicién la extendemos de forma lineal, es decir, si ¢ = ), a;0;, entonces
/ w = g a; / ol w.
c p Ak
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Teorema 2.3.5. Para una cadena k-singular C'*° ¢ de una variedad M de clase
C* y una (k — 1)-forma diferencial w en M, la siguiente igualdad es vélida:

/dw:/ w.
c de

Demostracion. Por la linealidad de la integral, podemos probar sélo el caso para
un k-simplejo C* singular o : A¥ — M. Adem4s, como o*w es una (k—1)-forma
diferencial en A*, podemos escribirla como

k
ofw = Zai(ac)dxl Ao ANdri_1 ANdxipy Ao N dxy.
i=1
Asi, por la linealidad de la integral, basta que probemos el caso en que

oc'w=a(x)dxy N... A d&:j A...ANdxg, para j fijo.
Por lo tanto, tenemos que

o* (dw) = d(0*w) = (fl)j*%(x)dzl Ao Aday.
J

Ademis, recordemos que

k
do = Z (-1)looe.
i=0

donde las transformaciones ¢; fueron previamente definidas en la seccién
(2.2.2).
Esto nos permite obtener, por un lado que

/gdw = /Ak o*(dw) = (—1)77! /A ﬁ(;U)dxl A ANdzy (2.2)

k 83:j

Por otro lado,

/w
do

k

1 [ oar

(—1)i /Ai (e) (ale)das A ... Adivy A A day)

i

(2.3)

Il
|

[}

=

Debido a las propiedades del pullback y recordando que estamos omitiendo
el término en dz;, obtenemos que

(i) (a(x))(e) dxy A ... A (€) day,
= ()" (a(x))d(x10€;) A ... ANd(xg 0 €;)
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Esto nos conmina a calcular primero los términos d(x; o €;), para toda i =

.,k yl=1,...k Para comenzar denotemos por y = (y1,...,yx—1) a las
funciones coordenadas del (k — 1)-simplejo orientado A*~1,

Primero estudiemos el caso en que ¢ = 0, de hecho las coordenadas z; estan
expresadas por las y; de la siguiente manera:

k—1
1 =1— Zys
s=1

T2 =1

Tp =Yk—1

Esto implica que dz; = Zf;ll dys y dx; = dy;—1, para toda l € {2,... k}.
En el caso en que i # 0, la expresiones de las {z;} se escriben de la forma:

Zy =Y, l<i
a:i:O
Tp=y-1, 1>1

Lo que nos permite deducir que

dy, <1
dxl = O7 l=1
dyl—la l>1

Ahora podremos calcular los términos del integrando de la dltima expresion
en la ecuacién (2.3). Debido a que los términos dx; para i # 0,5 son cero, sélo
nos queda en el integrando las contribuciones correspondientes a 0 y j. Por ende,

k

S (D) (a(@)dzy A Aday A A da)

i=0
k
= (aoey)(y < Zdys>/\dy1/\ /\dyj 1A Ay

+ (=1 (a0 &) (y)dys A ... Adyp-
=—(aoe)(y)dyj—1 Adyi A ... A dyj_l Ao A dyk—1
+ (=1 (a0 &) (m)dyr A Adye
= (=1)""Yaoe)(y)dys A ... Ady;—1 A ... Adys—1
+ (=1 (ao€)(y)dyr A A dyg—1.
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Esto nos permite concluir que la integral en (2.3) se puede reducir a la
expresion

k1
(-1 / . a(l = yiyrs - ye1)dys A Adyg
AR i=1 (2.4)

+(_]‘)J/k la(ylu"'aoa"'aykfl)dyl/\”'/\dykfl
Ak—

Por otra parte, consideremos el siguiente difeomorfismo ¢ : RF=1 — RF-1
definido como

SD(PL o apk—l) = (p27 <3 Pj—1,P1,Pj5 - - - 7pk—1)
¢ transforma A¥~1 en si mismo y dado que su matriz jacobiana tiene de-

terminanate (—1)7~!, su valor absoluto es 1. Asf, podemos computar el primer
término de (2.4) por la transformacién ¢ obteniendo

k—1
(71)]71/}9 1a(ylv"'ayj—lal7Zyi7yj7"'ayk—l)dyl/\"'/\dyk—l~
A i=1

Por tanto, (2.3) queda como

k—1
(_1)j_1 /Ak L (a'(y17 e Yji—1, 1— Zyuy]? SRR 7yk:—l)
B i=1

—a(yl,...,O,...,yk))dyl/\.../\dyk_l.

Por otro lado,

=2z % 9q
= / / 7dl‘j dxl...da:j_ldxj+1 dxk
@1 \Jo Oz; (2.5)

:/ (a(]}l,...,ﬂfj_l,l—Zl‘i7$j+1,...,£k)
(A/)k—l ’L;ﬁ]
—a(xy,...,0,... ,l'k))dl'l coodxjoidzi .. day

donde (A*~1) es el (k—1)-simplejo estandar en R¥~! que se obtiene al omitir
la direccién z; en R¥. Haciendo el cambio de variables por el cual (A’)*~1 y AF
estdn identificados, la expresién (2.5) queda como

—dxq...dxy
k-1
:(*1)j71/k (a(ylv--wyj—l,l*Zyz‘ayjy--wyk—l)
Akt i—1
fa(yl,...,(),...,yk_l))dyl/\.../\dyk_l.

80



2.4. Cohomologias en variedades

En esta seccion estudiaremos las distintas teorias de cohomologia se pueden
definir sobre una variedad. Primero, retomaremos el estudio de la cohomologia
de de Rham que hemos empezado a estudiar en la subseccién (1.3.5). Posterior-
mente, probaremos el lema de Poincaré que nos describe la cohomologia de de
Rham de la variedad producto M x R a partir de la cohomologia de de Rham
de M. Esto nos permitira ver que el concepto de cohomologia de de Rham es
invariante bajo la clasificacion homotdpica de variedades.

Por otra parte, introduciremos la cohomologia de Cech de una variedad con
respecto a una cubierta abierta U de la variedad. Después, probaremos que la
cohomologia de de Rham es isomorfa a la cohomologia de Cech siempre que la
cubierta abierta relacionada sea contraible.

2.4.1. La cohomologia de de Rham

Sea M una variedad de clase C'*° de dimensién n. Una k-forma diferencial
w € A¥(M) es cerrada, si dw = 0, y es ezacta, si existe una n € A*=1(M) tal
que dn = w.

De la definicién se sigue que toda forma exacta es cerrada. Denotemos por

ZF(M) = ker (d: A¥(M) — AFFL(M))
B*¥(M) =1Tm (d : A*=1(M) — A*(M))

a los conjuntos de formas cerradas y exactas respectivamente.

Denominamos al espacio cociente HE,(M) = Z*(M)/B*(M), el k-ésimo
espacio vectorial de cohomologia de de Rham de la variedad M. Dada una k-
forma cerrada w, denotamos por [w] € H¥. (M) a la clase de cohomologfa de de
Rham de M. Asi, definimos el espacio vectorial de cohomologia Hjp(M) de de
Rham de M como la suma directa

Hap(M) = @HgR(M)'
k=0

Desde otro punto de vista, el espacio vectorial de cohomologia de de Rham de
M es la cohomologia del complejo

0— A°(M) -L AYM) L L AN M) S AM(M) — 0.

Lo anterior nos permite interpretar que Hjp(M) = H*(A*(M),d).

Por otro lado, la estructura de producto en A*(M) induce una estructura en
H’p(M) de la siguiente forma. Sean € HX, (M) y y € Hl,p(M) representadas
porw € Z¥(M) yn € Z(M). Observamos que d(wAn) = dwAn-+(—1)*wAdny =
0. Por lo tanto, w A n € ZKT(M). Esto nos permite definir xy = [w A 7] €
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H C’;El(M ). Ahora, comprobemos que dicha clase no depende del representante.
Sean w = w’ +df y n =17 + dr. Tenemos, as{ que

wAn= (W +d) AN +dr)=w' An + ANdr +dEAY +dENdT
(#)

Nos interesa probar que la parte (#) se puede ver como derivada de alguna
(k 4+ 1 — 1)-forma diferencial. Por un lado, observamos que

dwAT) =dwAT+ (=)D Adr
= (= DFU=D(W A dr + dE Adr).
De modo que, w’' A dr = (—1)*=Dd(w A7) — d¢ A d7. Andlogamente,

d(EAn) =dEAn+END
=dé Ay +dENdT

Asi, obtenemos que dé A/ = d(E An) — dE Adr. Ademés, d(E A dT) =dE Ndr.
Por lo tanto, concluimos que

W Adt 4+ dE AN HdENdT
=d((-D)FEDY AT+ EAD—ENdT).

Esto nos permite obtener que yz = (—1)*xy. A la estructura obtenida al
dotar a H};; (M) de este producto se le denomina el dlgebra cohomolégica de de
Rham.

Ahora, consideremos M, N variedades de clase C*° y f : M — N una
funcién de clase C*° entre ellas. Entonces, el pullback de formas diferenciales
f*: AY(N) — A*(M) induce un homomorfismo f* : Hjp(N) — Hjp(M)
en las algebras cohomolégicas de de Rham. Este hecho es consecuencia de la
proposicién (1.3.6) y (1.3.9).

2.4.2. Invarianza homotdépica de la cohomologia de de Rham

En esta subseccién estudiaremos la invarianza homotoépica de la cohomologia
de de Rham. Primero, presentaremos un resultado que afirma que la cohomologia
de de Rham de una variedad M es isomorfa a aquella de la variedad producto
M x R. Por otra parte, probaremos que si dos variedades M y N de clase
C° son homodpicas, entonces sus cohomologias de de Rham son isomorfas. Por
ultimo, veremos como se comporta la cohomologia de de Rham de un retracto
por deformacion.

Teorema 2.4.1. Sea M una variedad de clase C*°. Consideremos la aplicacién
proyeccion m : M x R — M y la inclusién natural i : M — M x R. Asi, la
aplicacién inducida

7 Hjp(M) — Hjp(M x R)
es un isomorfismo cuya inversa es la aplicacién inducida i* : Hj,(M x R) —
Hip(M).
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Demostracion. Primero, dado que 7 o4 = ids, tenemos que * o 7* = id en
H k(M ). Para probar este teorema, basta que demostremos que 7* o ¢* = id en
HXo(M x R). Para ello, construiremos una homotopia

®: AF(M x R) — AF"1(M x R)

de complejos que conecte a 7% 0 ¢* con la transformaciéon identidad. Esto quiere
decir que debemos probar que id — 7* 0 i* = (d® + ®d) en A*(M x R), para
alguna homotopia ®. Sea w € A*(M) un elemento arbitrario. Para un sistema
local de coordenadas (U, x1,...,2,) de M y una coordenada ¢t € R, podemos
escribir a w de la forma

w = Z iy (T ) dai, Ao AN d,

i1 <...<ip

+ > bjege (@ t)dt Aday, AL Ada,

J1<e.<Jk—1

donde el 1ltimo término contiene dt, mientras que el primero no. Ahora, utili-
zando el segundo término, definimos

t
dw= > </ (bjl,__,,jkl)(x,t)dt> dzj, A ... Ndzj,
J1<e <1 M0
Asi, para w € A¥(M x R) arbitrario, es suficiente con probar que
d(Pw) — P(dw) = w — (7% 07" )w.
Por linealidad, basta con que verifiquemos los siguientes casos:
1. w=alz,t)dz;,, N...Ndx;;y
2. w=b(z,t)dt Ndzj, N... Ndzj_g.

En el caso (1), dado que Pw =0, y

t
O (dw) = </o g?dt) dxi, A...Ndxy,

= (a(x,t) — a(x,0))dx;, A... ANdx,,

=w— (7" oi"w.

Por otro lado, si w es de la forma (2) como i*w = 0, nos resulta facil ver que
id — (7* 0 i*)w = w. Ademas,

d(Pw) = d <</Ot b(a:,t)dt) dzj A ... A da;j_k>

n t
ob
=w+ mZ:1 (/0 (%mdt) drm Ndrj, Ao Ndxj_.
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"L Ob
®(dw) = @ (- > ai dt Ndwy, Adzj, A .. A dxjk>
m=1 m

n t

ob

= _ Z ( ; &gdt) drm Ndxj, N Ndxj_p.
m=1 m

Por lo tanto, resulta que
d(Pw) — P(dw) = w.

Aunque el célculo estd hecho en coordenadas locales, Pw estd definida indepen-
dientemente del sistema coordenado debido a que sélo depende del pardametro
t. Por lo tanto, $w esta definida en todo M. O

Corolario 2.4.2 (Lema de Poincaré). La cohomologia de de Rham de R™ es
trivial. Esto es,

R, k=0
H¥(R™) = H*(un punto) = { ’
(R") = H*(un punto) =4
En otras palabras, si w € A*(R™) con k > 0 es una forma cerrada arbitraria,
entonces existe una (k — 1)-forma diferencial n de modo que w = dn

Corolario 2.4.3. Sean M y N dos variedades de clase C*°. Si dos aplicacio-
nes C*° de M en N son homotdpicas, entonces sus homomorfismos inducidos
H;p(N) — H}p(M) son los mismos.

Demostracion. Sean f,g: M — N dos aplicaciones de clase C°° homotdpicas.
Por ende, existe una transformacién F : M x R — N de clase C* tal que

f(p), t<0
g(p), t>1

F(p,t) :{

Tomando ig,i; : M — M x R donde ig(p) = (p,0) v i1(p) = (p,1), resulta
que f = Foigy g = Foiy. Ahora, por el teorema anterior, obtenemos que
iy =i} = (7*)~L. Por lo tanto,

fr=(Foig) =ijoF* =iioF* = (Foi)* = g".
O

Definicién 2.4.4. Decimos que dos variedades M y N de clase C'*° tienen el
mismo tipo de homotopia, si hay dos aplicaciones de clase C*° f: M — N y
g: N — M de modo que go f y fog son homotépicas a las transformaciones
identidad de M y N, respectivamente. También, decimos que una variedad con
el mismo tipo de homotopia de un punto es contraible.

Corolario 2.4.5 (Invarianza homotépica de la cohomologia de de Rham). Las
cohomologias de de Rham de dos variedades de clase C'°° del mismo tipo de
homotopia son isomorfas. En particular, la cohomologia de de Rham de una
variedad contraible es trivial.
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Ahora, introduciremos la nocién topolégica de retracto por deformacién en
el contexto de variedades de clase C*° para mostrar la utilidad de la invarianza
homotoépica de la cohomologia de de Rham. Sea S una subvariedad de una
variedad M de clase C* y consideremos la aplicacién de inclusion ¢ : S — M.

Definicién 2.4.6. Una retraccion de M a S es una aplicacién de clase C*
r: M — S que restringe a la identidad en S, es decir, r o ¢ = idg. Si existe una
retraccién de M a S decimos que S es un retracto de M. Una retracciéon por
deformacion de M a S es una aplicacién C*° F : M x R — M de modo que

1 F(x,0) = x, para todo = € M;
11 hay una retraccién r : M — S de forma que F(z,1) = r(z), y
11 para todo s € Syt eR, F(s,t) =s.

Si hay una retracciéon por deformacién de M a S, decimos que S es un retracto
por deformacién de M.

Denotemos fi(x) = F(x,t). Asi, podemos pensar que una retraccién por
deformacion F': M x R — M es una familia de funciones f; : M — M tales que

1. fy es la identidad en M;
2. fi(z) = r(z), para alguna retraccién r: M — S,y

3. para toda t, la aplicacién f; : M — M deja fijo a S punto a punto.

Proposicion 2.4.7. Si una subvariedad S es un retracto por deformacion de
M, entonces S'y M tienen el mismo tipo de homotopfa.

Demostracion. Sea F': M x R — M la retraccién por deformacién de M a S'y
r(z) = fi(z) = F(x,1) la correspondiente retraccién. Dado que r es retraccion,
roi = idg. Por definicién de retracto por deformacion, ior = f; y la retraccion
por deformacién nos provee de una homotopia

f1 =t07 ~ foZidM.
Por lo tanto, S y M tienen el mismo tipo de homotopfa. O

Ejemplo 2.4.8. Consideremos S' como la circuferencia de radio 1 imersa en
R?\ {0}. Definamos la retraccién r : R? \ {0} — S! dada como r(z) =
Ademds, definamos la retraccién por deformacién de R? \ {0} a S, dada por
F: (R?\ {0}) x R = R?\ {0}
x

Fz,t)=(1—t)z + tm

Jol

Por ende, S! es un retracto por deformacién de R? \ {0} y via la proposicién
(2.4.7) ambas variedades tienen el mismo tipo de homotopia. Utilizando la inva-
rianza homotopica de la cohomologia de de Rham y el ejemplo (1.4.11), tenemos
que

R, £=0,1

Hin(S") = Hin(B*\ {0}) = {0 o
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Ejemplo 2.4.9. Es ficil ver que S! también es retracto por deformacién de la
banda de Moebius M y usando el ejemplo anterior (2.4.8), tenemos que

R, k=0,1

ataon = {3 1!

2.4.3. La cohomologia de Cech con respecto a una cubierta
abierta

Sea X un espacio topoldgico. Para una cubierta abierta U = {U,}aca de
X, definiremos el espacio vectorial de cohomologia de Cech* H*(X,U) de la
siguiente forma. Primero, construiremos un complejo simplicial abstracto N (i)
llamado el nervio de la cubierta abierta &. Tomamos al conjunto de indices A
de la cubierta abierta U como el conjunto de vértices de N(U), y para k + 1
elementos distintos ag, ..., ar+1 de A, asumimos que dichos elementos generan
un k-simplejo siempre que la interseccién Uy, N...NUqy, ,, sea distinta de vacio,
es decir

NU) ={(a0,- -, ary1) : Uag N N Uy, # 0}

Asi, definimos el espacio vectorial de cohomologia de Cech® como:
H*(X,U) = H*(N(U),R).

Ejemplo 2.4.10. Consideremos un complejo simplicial K y V el conjunto de
vértices de K. Asi, para cada o € K, el conjunto obtenido de |o| al remover su
frontera es denotado por (¢) y se denomina el simplejo abierto . Ademds, para
cada vértice v € V, definimos la estrella abierta O(v) de v como el conjunto
descrito como

vEocEK

Dicho conjunto es la unién de todo los simplejos abiertos de K los cuales tienen
a v como vértice.

Claramente, Y = {O(v) : v € V'} es una cubierta abierta de K. Ahora, iden-
tificaremos de forma natural N(U) = K, debido a que una condicién necesaria
y suficiente para que (I + 1)-vértices vy ...v; generen un [-simplejo de K es que

O(Uo) Nn...N O(’U[) # .

Por tanto, en este caso el k-ésimo espacio vectorial de cohomologia de Cech
H*(|K|,U) de |K] con respecto a la cubierta abierta U puede ser identificado
con el espacio vectorial de cohomologia simplicial H*(K) de K.

4Esta cohomologia difiere en principio con la cohomologia de Ceck utilizada en la teorfa
de gavillas y pregavillas.
5Esto se puede hacer sobre cualquier anillo de coeficientes.
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A continuacién, presentaremos otro método para definir el espacio vectorial
de cohomologia de Cech sin utilizar la nocién de nervio. Para cualquier conjunto

ordenado «g, . .., ai de k+1 elementos distintos de A, asignamos un nimero real
c(ag, . .., o) tal que para una permutacién arbitraria o, . . ., a;, de ag, ..., ag,
(g -0y, ) = sgn(i)e(ao, - - ., o). (2.6)

A dicho elemento lo llamamos una k-cocadena de X con respecto a U. De-
notamos al conjunto de todas las k-cocadenas de X por C*(X,U) y lo dotamos
de una estructura de espacio vectorial sobre R. Ademaés, definimos el operador
cofrontera

§:CHX,U) — CFPH(X,U)
k+1

(50(0[0, BRI ak-i—l) = Z (_1)ic(a07 s 7di7 s aak)v
1=0

para c € C*(X,U). Debido a la propiedad (2.6), el operador § cumple que dod =
0. Esto nos dice que C*(X,U) = (C’ng,L{)V, ) es un complejo de cocadenas y
su cohomologia es la cohomologia de Cech H*(X,U).

2.4.4. Comparacion entre la cohomologia de de Rham y
la cohomologia de Cech

Esta subseccion tiene como objetivo establecer una relacién entre la coho-
mologia de de Rham y la cohomologia de Cech.

Decimos que una cubierta abierta U = {U,} de un espacio topoldgico X es
contraible, si la interseccién de un nimero finito de abiertos pertenecientes a U
es contraible.

Proposicion 2.4.11. Una variedad M de clase C'*° tiene una cubierta abierta
contraible.

Demostracion. Seat : |K| — M una triangulacién C*° de M, lo que nos pemite
identificar |K| con M via t. Asi, es ficil ver que el conjunto {O(v) : v € V}
de todas las estrellas abiertas de cada vértice de K es una cubierta abierta
contraible. O

El objetivo de esta subseccién reside en probar que la cohomologia de de
Rham de una variedad M de clase C*° es isomorfa a la cohomologia de Cech
con respecto una cubierta abierta contraible U de M, es decir,

Hin(M) = H*(M,U).

La prueba de este teorema es alterna a la teoria de pregavillas que no trataremos
a profundidad en esta tesis. Sin embargo, el lector interesado podra encontrar
un desarrollo propio en el libro [14] a partir de la pdgina 323.
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Para ello, estableceremos una conexién entre la cohomologia de de Rham y
la cohomologia de Cech. Sea U = {U,}. y denotemos por A¥!(Uf) al conjunto
de asignaciones de un elemento

w(ag, .. ag) € AUay N...NUy,),

para cualquier conjunto ordenado ag,...,ar de k 4+ 1 elementos distintos de
A, tal que para cualquier permutacién «;,,...,q;, de ao,...,qx la asignacién
cumpla que
w(igs -+ ) = sgn(io, ..., ik)w(ag, - .., o).
Es facil ver por la linealidad de las k-formas diferenciales que dichos conjun-
tos tienen una estructura natural de espacios vectoriales.
Asi, podemos definir los siguientes operadores fronteras:

5 AP U — AR W)

k+1

(6w) (@, - ars1) = 3 (—D'w(an, ..., di, ..., app1)

i=0
d: AMU) — AST W)
(dw)(ag, ..., on) = dw(ap, . ..,a) € AT UL, N...0U,,),
para w € AR (U). Aqui, w(ao, ...y 04, ..., 0y) significa precisamente la [-forma
restringida a Uy, N ... Uy, ... N Uajoir

Proposicion 2.4.12. Las siguiente afirmaciones para los operadores § y d son
validas:

I1d0d=0;
Hdod=0,y
I dod =4dod.

Demostracion. Las afirmaciones (1) y (1) se deducen de inmediatamente de sus
definiciones. Para probar la afirmacién (111), tomemos w € A®! (/). Por un lado,

k
dodw(ag,...,akt1) (Zw (g, oy iy y k))

i=1
Por otro lado, obtenemos que
50 dw(ao,. .., ar1) = d(dw(ap, ..., )
k
:Z Didw(ag, ..., 0. .., a).
i=1

88



Esto nos permite obtener una red de diagramas conmutativos ilustrada en
la Figura (2.6) usualmente conocida como complejo doble. En dicho diagrama,
r: AY(M) — A%YU) es larestriccién de cualquier I-forma diferencial w € A (M)
definida en todo M a cada conjunto abierto U,. También, C*(U) designa a
CH(M,U), ei: C*U) — AFO(U) es la inclusién natural.

0 AZ(M) T AO’Z(U) Al’l(U) o . % _Ak,l(u) 2o

Figura 2.6: Complejo doble formado por los conjuntos A% (U4).

Proposicion 2.4.13. Para k,[ > 0 arbitrarios, las sucesiones

00— A(M) -5 A% U) 5 AL 25 0 2 ARy 2

IT: 0 — CRU) - AROU) —Ls ARl Ly Dy ghigy) L oo

son exactas.

Demostracion. Primero, probaremos que el complejo (I) es exacto. Para ello,
observemos que la funcién r : AY(M) — A% (U) debido a que es una restriccién
resulta ser una funcién inyectiva. Ahora, supongamos que w € A% (U) es de
modo que d(w) = 0. Esto nos dice que para cualesquiera «, 8 € A, las restriccio-
nes de w(a) y w(pB) en U, NUg coinciden. Por tanto, w es una forma diferencial
definida en todo M. Esto significa que w estéd en la imagen de r.

Para demostrar el caso general probaremos que existe una homotopia en el
complejo (I), lo que nos dird que dicho complejo es exacto. Asi, para k > 0,
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definimos

o AN U) - AU

como sigue. Sea {f,} una particién de la unidad subordinada a la cubierta
abierta U = {U,}, y para w € A*!(U), designamos

(Pw) (g, -« -y ap—1) = Z faw(a, g, ... ap_1).

Adn cuando faw(a, oo, ..., ap—1) es una forma diferencial en Uy, N Uy, N ... N
Ua,_,, poniendo 0 fuera de U,, podemos considerarla como un elemento de
AUy, N ... N U,,_,). Veamos, entonces que, para un elemento w € A*!(U)
arbitrario,

0(Pw) — P(dw) = w.

De hecho, observamos que por un lado,

(1) (®w) (g, ..., iy - - -, )

|

s
I
=)

0(Pw)(ag, ..., )

k

Z (=1) faw(a, 0, ..., Aiy ... u)

=0

[
*[]

y por otro,

D(dw)(ag, ..., ax) = Z fa(ow) (o, ag, ..., ax)

k
:Zfaw(ao,...,ak)+ZZfaw(ao,...,di,...,ak).

a =0

Por tanto, si w € A"!(U) satisface que J(w) = 0, entonces w = §(Pw). Esto
nos dice que (I) es una sucesioén exacta.

Por tltimo, probaremos que (II) es un complejo exacto. Para comenzar,
tenemos que la funcién i : CK(U) — AP°(U) es inyectiva. Ahora, asumamos
que w € AFL(U) satisface dw = 0. Esto significa que la funcién w(ay, ..., ax)
en Uy, N...NU,, toma el valor 0 al calcular su derivada exterior. Por otro
lado, como U es contraible, esto nos dice que Uy, N...NU,, son conexos. Por lo
tanto, w(ayg,...,ax) es una funcién constante, lo que nos permite afirmar que
w(ag,...,ar) se encuentra en la imagen de i. Para terminar, asumamos que
1>0ywe AM(U) satisface que dw = 0. Aplicando que la cohomologia de toda
variedad contraible es trivial a Uy, N ... N U,,, obtenemos que la sucesién (II)

es exacta.
O

Teorema 2.4.14. Sea M una variedad de clase C*°. Luego, para cada cubierta
abierta contraible arbitraria & de M, existe un isomorfismo

Hip(M) = H*(M,U).
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Demostracion. Utilizaremos el complejo doble introducido anteriormente. Pri-
mero, construiremos un candidato para la correspondencia

@ Hyp(M) — HY (M, U).

Asi, para una clase de cohomologia de de Rham x € HéR(M ), asignaremos un
elemento ¢(x) € H'(M,U). Primero, seleccionamos una forma cerrada w € A’
en M que represente a x y designamos r(w) = wy € A% (U). Ahora, la conmu-
tatividad del complejo doble nos permite afirmar dwy = d(r(w)) = r(dw) = 0
concluyendo, via la exactitud de (I) que existe un 19 € A%'~1(U/) de modo que
dng = wp.

Nombremos w; = d79. Ahora, observamos que dw; = d(dng) = d(dny) =
d(wo) = 6(r(w)) = 0. La exactitud de (II) nos permite ahora afirmar la existencia
de un n; € AI’Z_Q(L{) de modo que dn; = wy. Asi, denotamos a wy = 7.

AU ) — A" (U) )
|
AN U gy — = AN U)oy
|

~A17l_2(u)[m]
Figura 2.7: Construccién de wy.

Ahora, asumamos que w; € A“'~¥(f) se ha construido recursivamente bajo
el esquema anterior. Entonces, en vista de que dw; = 0 por suposicién recursiva,
existe ; € A1 (U) tal que w; = dn;. Esto nos permite definir w; 1 = dn; €
Ai+1,l—i—1 (U)

Ai+1,l7i(u)

]

All i— 1 ] A7.+1l i+— (u)

d

Figura 2.8: Construccién de w;.

. Azl z(u (wi]
dT

[wit1]
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De esta forma, podemos alcanzar finalmente w; € A (U). Como dw; = 0,
andlogamente, existe una ¢ € C'(U) de forma que w; = i(c), debido a que
i(6c) = 6(i(c)) = 0(w;)) = 6 0d(m—1) = 0. Asi, ¢ es un cociclo. Por ende,
podemos definir p(z) = [c] € H (M, U).

Para probar que la aplicacién ¢ estd bien definida, tomemos otra forma
cerrada w’ € A!(U) que represente a = y por la misma discusién, determinamos
wh e AYTNU) y m € ALY, para finalmente obtener un cociclo ¢/ €
CY(U). Asi, basta que probemos que ¢ y ¢’ son cohomélogos.

Para ello, observamos que hay un elemento 79 € A'"1(M) de foma que
w' = w + dyp. Por tanto, tenemos que wj = wo + r(dvy) = wo + d(ry0). Ahora,
probaremos inductivamente que para cualquier ¢ = 0,...,[, hay un elemento
v € AL =1(1Y) de modo que w! = w; + d(dy;). Lo que nos dice que en
cada paso, w; y w; son cohomdlogos. Aqui, abreviaremos diciendo que si i = 0,
entonces § es reemplazada por r y A~HIH(Y) sustituye a A'"1(M), y para el
caso en que i = [, § es reemplazada por i y A'"L71(U) sustituye a CL(U).

Supongamos que hemos probado la afirmacién para el i-ésimo caso, demos-
traremos que dicha afirmacién sigue siendo valida para el caso i + 1. Como
w; = dn;, w; = dn,, por definicién, tenemos

d(m; —n; = 67:) = wi — wj — d(d7;) = 0.
Por la exactitud de (I), hay un ;41 € AY 1) tal que

dvigr = n; — ni — 0y
Por lo tanto,

Wiy = 0m; = 0mi + 0(dyig1)
=w; + 6(dyit1).

Esto prueba la afirmacién. Por ltimo, en el caso ¢ = [, hay un elemento ~; €
C'=Y(U) de forma que w] = w; + §(v;). Por otro lado, dado que w] = i(c') y
w; = i(c), obtenemos que ¢ = ¢+ §v;. Por ende, ¢ y ¢’ son cohomélogos. En
efecto, la aplicacién ¢ : HY (M) — H'(M,U) estéd bien definida.

De manera anéloga, usando la exactitud de (I) y (II), podemos definir una
aplicacién de C'(U) en A'(M) zigzagueando en el sentido contrario. Llamemos
a dicha aplicacién

Y H*(M,U) = Hjp(M).
Es claro que por el método de construccion, ambas aplicaciones son inversas
una de la otra. Debido a la independencia del levantamiento, como en pruebas
anteriores es facil ver que dichas aplicaciones son homomorfismos. Por lo tanto,
( es un isomorfismo. O

2.5. El teorema de de Rham

En esta tdltima seccion, abordaremos el teorema principal de la tesis. Pri-
mero, estudiaremos las diversas versiones del teorema, la manera en la que se
relacionan y algunas de sus consecuencias. Por ltimo, probaremos el teorema.
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2.5.1. Versiones del teorema de de Rham y sus interrela-
ciones

En esta subseccion, presentaremos el teorema central de dicha tesis: El teo-
rema de de Rham. Primero, estudiaremos la versién general del teorema y la
versién para variedades trianguladas. Después, probaremos que de la segunda
versién podemos obtener la primera. Posteriormente, discutiremos algunas de
las consecuencias de este teorema.

Sea M una variedad de clase C*° de dimension n. Hemos definido dos com-
plejos de cocadenas, el complejo de de Rham A*(M) = (A¥(M),d) y el complejo
de cocadenas singulares de clase C*°, S* (M) = (S* (M), d). Dichos complejos
estan relacionados por la integral de las formas diferenciales sobre cadenas sin-
gulares de la siguiente manera:

I:AFM )—>sk M)

w T(w /w-/aw
Ak

Lema 2.5.1. La aplicacién I : A¥(M) — Sk (M) es un morfismo de cadenas.
Es decir, el diagrama siguiente es conmutativo:

AR (M) —T= AFL(M)

ok
SK (M) —> S5 (M)

Demostracion. Sea w € AF(M) y ¢ € Sg°(M). Asf, por el teorema de Stokes
para cadenas, tenemos que

I{dw)(c /d“‘/ac“"” w)(0¢) = 6(1(w)(c)).

Por ende, Tod=4§o 1. O

El lema anterior (2.5.1) implica que la transformacién I induce un homo-
morfismo en las cohomologias I : Hjp(M) — H(S% (M)).

Teorema 2.5.2 (Teorema de de Rham). Sea M una variedad de clase C* de
dimensién n. El morfismo de complejos dado por I : A*(M) — S% (M) induce
un isomorfismo

I:Hjp(M)= H(SL(M)).

Dado el isomorfismo H(S°(M,R)) = H,(M,R), esto induce un isomorfismo
en sus espacios duales. Asi, el teorema de de Rham nos dice que

Hip(M) = H*(M,R).
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Ademas, dicha cohomologia es topolégicamente invariante, es decir, dos varie-
dades de clase C'*° topoldgicamente equivalentes tienen cohomologias isomorfas.

Ahora, podemos extender dicho resultado a variedades de clase C*° dotadas
de una triangulacién C*° dada por t : |K| — M. Consideremos (o) = (vg - - - )
un Il-simplejo orientado de K y w € A*(M). Asi, definimos, via la realizacién

geométrica de K,
/ w = / t*w.
(o) lo|

Asi, definimos I : A*(M) — C*(K,R),

Debido al teorema de Stokes para cadenas, dicha funcién resulta ser un morfismo
de cadenas.

Teorema 2.5.3 (Teorema de de Rham para variedades trianguladas). Sea M
una variedad de clase C'° y supongamos que nos es dada una triangulacién
t : |K| - M de clase C*. Entonces, el morfismo de cadenas definido por
I: A*(M)— C*(K,R) induce un isomorfismo

I: Hip(M) = H*(K,R).

Podemos deducir el teorema de de Rham a partir de esta versién. Dotemos
de un orden total al conjunto de vértices de un complejo simplicial K, y para un
I-simplejo o = (vg - - - v;) de K, consideramos sdlo el orden de los vértices tal que
vo(- - - (u;. Asi, podemos definir una aplicacién de cadenas C,(K) — S* (M) y
ademas, se sabe que dicha funcién es una homotopia de cadenas. De este modo,
induce un morfismo de cocadenas S%_ (M) — C*(K,R), lo que nos provee de un
isomorfismo en la cohomologia:

H* (55, (M)) = H*(M,R).

Ademas, por definicién de la aplicacion I, podemos verificar que el siguiente
diagrama es conmutativo:

Hjjp(M) —> H*(S5,(M))

|

* I *
Hip(M) ——— H*(K,R)

Definicién 2.5.4 (k-ésimo numero de Betti). Definimos el k-ésimo nimero de
Betti 8y de la variedad M como

5]@ = dimR I‘.’k(]\j7 R)
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Este numero expresa la cantidad de k-ciclos esenciales en M y refleja la
estructura global de dicha variedad. En algunos casos, el teorema de de Rham
no sélo determina el niimero de Betti, sino también la forma en la que estos
ciclos estan distribuidos en M.

Para detectar un ciclo z de dimensién k en M, basta con construir una k-
forma cerrada w en M tal que fzw # 0. Ademds, si 2’ es un ciclo homdlogo
a z y w es una k-forma diferencial cohomodloga a w, el valor de la integral no
cambia. Lo que nos permite hacer la siguiente afirmacién: Si z1, . .., z. son ciclos
generadores de Hi(M;R) donde r = B v ai,...,a, € R, entonces existe una
forma cerrada w de modo que fzi w = a;, para toda i, la cual es tnica salvo la
ambigiliedad de anadir formas exactas.

2.5.2. Prueba del teorema

En esta seccién, concluiremos con nuestro objetivo global de la tesis. Para
ello, utilizaremos el teorema (2.4.14) que nos da un isomorfismo entre la coho-
mologia de de Rham y la de Cech en el caso de variedades trianguladas.

Sea M una variedad de clase C* y t : |K| — M una triangulacién de
clase C*. Dicha triangulacién nos permite identificar |K| con M. Sea V el
conjunto de vértices de K. Sabemos que U = {O(v) : v € V} es una cubierta
abierta contraible de M. Via el teorema (2.4.14), el grupo de cohomologia de
Cech H* (M;U) de M con respecto a U se puede identificar naturalmente con el
grupo de cohomologia H*(K,R) del complejo simplicial con coeficientes en R,
y por tanto, con H*(M,R).

Ahora, describiremos brevemente cudl es el papel que juega la integral. Con-
sideremos la aplicacién I : Hyp(M) — H'(M,R) definida de la siguiente ma-
nera. Sea r € HCZZR(M) representada por una [-forma cerrada w. Asi, para un
l-simplejo orientado arbitrario (o) = (vg---v;) de K, al considerar

eo((0)) = /< e @7

co € CYK,R) resulta un cociclo. Por otro lado, definamos I(z) = [c]. Para
probar el teorema de de Rham para variedades trianguladas es suficiente que
mostremos que las dos aplicaciones I : Hip(M) — H'(M,R) y la anterior
¢« HYn(M) — HY(M;U) coinciden esencialmente de manera que podremos
identificar naturalmente H'(M;U) y H'(M,R).

Proposicion 2.5.5. El siguiente diagrama es conmutativo médulo un signo,
. . . Wi+
esto quiere decir que si ¢ = (—1)" 2 , entonces I = €.

H'p(M) —~ H'(K,R)

HY (M) —2> HY(M;U)
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Demostracion. Sea x € Hp(M) la clase representada por una forma cerrada
w € AY(M), entonces I(z) serd la clase de cohomologia representada por el
cociclo cg € C'(K;R) en la expresién (2.7). Por otra parte, el teorema (2.4.14)
nos permite construir un cociclo ¢ € C'(K;R) zigzagueando en el complejo
doble definido en (2.4.4) donde las asignaciones 1; € A»'~*"1(Uf) cumplen que
on; = dn;41, para todo i = 0,...,1 — 1. De este modo, basta probar que ¢y y ¢
son cohomologos.

En la prueba de esta proposicion se utilizaran dos significados para la tran-
formacién §. Cuando se trate de elementos de a € C!(K;R), éste se refiere
a que (6a)(o) = a(9do). El otro significado es como transformacién del tipo
5 ARLU) — AFFLL Y.

Primero, por el teorema de Stokes, para un I-simplejo orientado arbitrario
(vo, ..., v) de K, tenemos que

ol )= [ w
<’U0,...,Uz>

=" dno o)
(vos..sv1)
l .
= (—1)] / 770('00).
7=0 (00,500, Uj..0y01)

Ahora, definamos una cocadena dy € C'~(K;R) como

do((v0, - v11)) = / mo(vo),

<’U0 ..... ’Ul,1>

para cualquier (I — 1)-simplejo orientado arbitrario (vg,...,v;—1). Asi, tenemos
que

l
6do((vo, ..., u)) = Z (=1)7do((vo, - -, T, .., 01))

J

= /@0,“.,@,,)770(”1) +ZI:(—1)j/ ) 10 (vo)-

=1 (V0. esUj -0 501)

Por lo tanto, obtenemos que

(Co — 6d0)((v0, ey Ul>)

/ no(vo) — no(v1)
(U17~--,Ul>
/ —d&mo(vo, v1)
(V1,e00501)
= 7/ dm(vo,vl).
<U1,...,’U1>
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Esto nos motiva a definir una cocadena dy € C'~1(K;R) coni=1,...,1—1
como
di(<’l}1,...,’l}l_1>) :/ 777rz(U07---7Ui)a
(ViyeeyV1-1)
para cualquier (I — 1)-simplejo (vy,...,v—1) de K.
De forma andloga, observamos que

MN

5di(<1}1, e ,Ul>) = (—l)jdi(<1}1, e ,UAJ', e 71)l>)

<.
Il
—

I
—
I
—_
~

<
¥
s
=
=
—~
—~
<
iy
<
S
<
T
<
7
+
—
~
~

/< >d’r]i(1}0,...,’0i) ZZ(—l)jl/< A 772‘(1}07...,112‘)
Vs v i Vi -

:/ 771'(’00,...,’01')
(Vig1seee501)

l
+ Z (—1)j_i/ R m(vo,...,vi)

j=i+1 (ViseesUjeensvr)

Denotemos por I(dn;) = f<v_ ) dn;(vo, - . . ,v;). Observemos que

(1) I (dy) = (—1)*! /( ni (v, - -, v3)

|
—~
|
—_
Z
<.
—
[~
$
+
=
S
K
<
=
=
=
S
(=)
S
S
S—

Por ende, para toda ¢ =0,...,l — 1, obtenemos que

1+1
(71)l+11—(d7]i) + (;Th = Z (71)J/ 771‘("00, e ,"UAj, e ,1)7;4_1)
j:O ViyeonyUL

= /< >d77i+1(U07 oy Vipr) = I(dniy1).
ViyeesUL

Ahora, multiplicando esta expresién por €;41 y sumando sobre todos los
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valores de 7, resulta que

-1 -1
Y cir1ddi =Y eipal(dnipr) = (1) e I (dn;)
=0 =0

= Ell(dnl) — (—1)6100 + 62[((1772)
— (=1)%eaI(dm) + ... +ec— (=) e (dmy_1)

= —co+ Y (e — (—1)Fepn) I (dmi) + e

Ahora, observemos que el exponente de ¢; corresponde a la suma de los
primeros ¢ naturales. Denotemos a dicha suma 7;. Resulta que 7; y 741+ (i+1) =
7;4+2(i+1) tienen la misma paridad. Por ende, los términos del segundo sumando
de la ecuacién anterior se eliminan, permitiéndonos afirmar que

-1
co + Z€i+15di = €|C.

=0

En la discusion anterior, hemos utilizado el teorema de Stokes en la ecuacion
(2.5.2), sin embargo, la forma diferencial 7y sélo estd definida en la estrella
abierta O(v) de cada vértice v, por lo que no estd claro si los valores de las

integrales
/ dno(vo), /
(v0,e-e501) (vo,...,m0(vo,...,v1)

existen. Este problema sucede también para las 7;. Para resolver esto, en vez
de considerar la estrella abierta O(v) de cada vértice v, escojamos un conjunto

abierto méds grande O’(v) que contenga a O(v) de modo que
O’ (vg) N...N O (vg)

sean siempre contraibles. Asi, podemos realizar la argumentaciéon anterior uti-
lizando la cubierta U’ = {O’(v)}. Asi, los valors de las integrales estarn deter-
minadas, y el teorema de Stokes se puede aplicar sin ninguna dificultad. Tal
cubierta se puede construir a partir de la subdivisién baricéntrica del complejo
simplicial.

O

Cabe mencionar que el teorema de de Rham nos permite probar que en
el caso de variedades cuyos grupos de homologia con coeficientes en R son de
dimension finita, entonces dichos grupos seran isomorfos a los grupos de cohomo-
logia de de Rham. Otra observacién importante es que los elementos de torsion
de dichos grupos de homologia se pierden al considerar el anillo de coeficientes
un campo. Con estas observaciones, via los cdlculos hechos en el capitulo de ho-
mologfa (2.2.19), (2.2.21) y (2.2.20), tenemos que las cohomologfas de de Rham
para el toro bidimensional T', la botella de Klein K y el plano proyectivo RP?
estan dadas por
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R, k=0,2
HYo(T) 2 {R®R, k=1

0, k)2
R, k=0
Hip(K)={R k=1
0, k1

R, k=0

Hkp (RP?) = {0 0

2.5.3. Sucesién de Mayer-Vietoris

Sea {U, V'} una cubierta abierta de una variedad M de clase C* y considere
la aplicacién de inclusién iy : U — M, iy (p) = p. Entonces, el pullback

ity - AF(M) — AR(U)

es la aplicacién que restringe toda k-forma diferencial en M a U. Asi, tenemos
cuatro funciones de inclusién que hacen que inducen el siguiente diagrama

Jju

N

Restringiéndonos a U y V', obtenemos un homomorfismo

i AR(M) — AR(U) @ AR (V)

w = (iGw, ijw).

U
unv M
Jjv V
V

Por otra parte, definimos la aplicacién diferencia como

j AU @ AR(V) — AF(UNY)
(w,n) = jyn — jow.

Si la interseccion U NV es vacia, definimos A*¥(U N V) = 0. Por ende, la
aplicacién j seria cero.

Proposicion 2.5.6. Para cualquier entero k > 0, la sucesién de homomorfismos
0 — AF(M) - AR(U) @ AF(V) L AHUNV) — 0

es exacta.
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Demostracion. Sea (fu, fy) una particién de la unidad subordinada a la cu-
bierta abierta {U,V}.

1. Probemos que la aplicacién 4 es inyectiva. Supongamos que w € A*(M)
es una forma cerrada que cumple que iw = 0. Entonces,

iw = (ipw,iyw) = (0,0) = iw=0yijw=0
Por lo tanto, w =0en UUV = M.

2. Ahora, veamos que Im i = ker j. Para comenzar, tomemos w € A*(M).
Observamos que

Ji(w) = jligw,ipw) = jyriyw — jhigw =0en UN V.
Consideremos (w,n) € A¥(M)®.A* (V') de modo que j(w,n) = 0. Entonces,
Jvn —jpw =0, es decir, jpw=jynen UNV.

Lo anterior nos permite definir una forma ¢ = fyw + fyn — funvw €
AF(M) tal que i(€) = (w,7).

3. Por tltimo, probemos que j es una funcién suprayectiva. Para una forma
w € A¥(M), definamos la extensién por cero de fyw de U NV a U como

fv(@w, sizelUNV
wy(x) = .
0, sizeV\({UNV)
De manera andloga, definimos la extensién por cero wy de fyw de UNV
aV.Asf,en UNV, (—wy,wy) se restringe a (—fyw, fuw). Entonces, si

(—wy,wy) € A¥(U) @ A¥(V), tenemos que

(oo wv) = Gy (frw) = (=g (fow) =w € AHU N V).

Dado que la sucesion de morfismos de complejos de espacios vectoriales
0 — A* (M) -5 A*(U) & A*(V) - AN (UNV) — 0

es exacta, entonces la proposicién (2.1.3) induce una sucesién exacta larga en
la cohomologia via el morfismo de conexién

o HE U N V) S HE (M) S HEL(U) @ HER(V) 25

Hyn(UnV) 5 B (M) S BN U) @ B (V) — -
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Esta sucesién exacta larga se denomina la sucesion de Mayer-Vietoris para la
cubierta (U, V. También, la proposicién (2.1.3) nos afirma que el morfismo de
conexién d* : H*(U N'V) — H**1(M) se puede ver como

d* = (j*)—l odo (i*)_l.

Esta sucesién nos permitird calcular la cohomologia de de Rham de diversas
variedades. Es claro que en el caso en que U, V' y UNV son conexos, la sucesiéon
de Mayer-Vietoris para las 1-dlgebras de cohomologia se trivializa. Por ello, po-
demos comenzar dicha sucesién en las 1-algebras de cohomologia. En el siguiente
ejemplo, se probara por induccién como se puede calcular la cohomologia de de
Rham de la esfera unitaria S™ de dimensién n. El caso base ya fue probado en
el ejemplo (2.4.8).

Ejemplo 2.5.7. Consideremos S™ la esfera unitaria en R™. Via la proyeccién
estereografica podemos cubrir la esfera con dos conjuntos abiertos U y V' difeo-
morfos a R™*! cuya interseccién U NV es difeomorfa al producto S”~ ! x R.
Supondremos de forma inductiva que HY,(S"1) 2 R, para k = 0, n— 1y
HEL(S"1) =0, para k # 0 ,n— 1. Via el lema de Poincaré (2.4.1) sabemos que
la cohomologia de U y V se trivializan, y por la invarianza homotdpica, obte-
nemos que H%,(S"~1) = HX (U N V). Por tanto, la sucesién de Mayer-Vietoris
para la cubierta {U, V'} quedarfa en una primera parte

0— HIH(S™) S ROR -5 R 25 HLL(S™) — 0; (2.8)
para2>k>n—1,
0— Ho(S") — 0, ¥ (2.9)
por ultimo,
0— R -5 H(S™) — 0. (2.10)

Debido a la exacitud de la sucesién general, el trozo de sucesién (2.9) implica
que HX,(S™) = 0 para 2 < k < n—1. Por otra parte, en (2.8), la transformacién
« es inyectiva, Im 8 = kery y ademds, Im v = HéR(S"). De esto obtenemos
que HIp(S™) 2 Ry H}x(S™) = 0. Por tltimo, en (2.10), observamos que la
transformacion 6 es inyectiva y sobre, por lo tanto, H},(S™) = R.

Ahora, estudiaremos la cohomologia de de Rham de las superficies compac-
tas, orientables y cerradas de género g. Para ello, comencemos analizando la
cohomologia de una de dichas superficies sin un punto.

Lema 2.5.8. Suponga que p es un punto en una superficie M compacta, orien-
table y cerrada y sea i : C'— M \ {p} la aplicacién de inclusién de un pequeno
circulo alrededor de p. Entonces, la aplicaciéon restriccion

i+ Hyp(M\ {p}) = Hp(C)

corresponde a la aplicacion cero.
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Demostracion. Sea w una 1-forma cerrada en M \ {p} que represente a un ele-
mento [w] € Hj,(M \ {p}). Debido al isomorfismo H},(C) = H},(S') = R
dado por la intregracién sobre C, para identificar i*[w] en Hj,(C), basta que
se calcule la integral | o ¥w. Si D es el disco abierto en M acotado por la curva
C, entonces M \ D es una superficie compacta orientada y con frontera C. Por
el teorema de Stokes,

/i*w:/ i*w:/ dw =0,
c &(M\D) M\D

dado que w es una 1-forma diferencial cerrada. Por lo tanto, i* = 0. O

Proposicion 2.5.9. Sea M un toro, p un punto en M y A el toro pinchado
M\ {p}. La cohomologia de A es:

R, k=0
Hjp(A)={RoOR, k=1
0, k>1

Demostracion. Cubramos M con dos conjuntos abiertos, A y un disco U que
contenga a p. Dado que A, U y ANU son conexos, podemos empezar la sucesion
de Mayer-Vietoris en las 1-algebras cohomolégicas. Ademds, U es contraible, por
ende, tiene cohomologia trivial. Asi, dicha sucesién se ve como

0—ROR - HI(A) % HL(SY) 5 R -2 H2(A) — 0

Observamos que la aplicacion « resulta ser la aplicacién restriccién i*. Por
el lema anterior (2.5.8), o = i* = 0. Entonces,

Hin(A) =kera=Im = Hjz(M) 2RO R,
y por ende, existe una sucesion exacta de aplicaciones lineales
0 — Hip(SY) R — H2,(A) — 0.
Esto nos dice que H35(A) = 0. O

A continuacién, procederemos a calcular la cohomologia de la superficie com-
pacta y orientable Y5 de género 2. Esto nos proveerd de un método generalizable
inductivamente para cualquier género.

Proposicion 2.5.10. La cohomologia de una superficie compacta y orientable
Y5 de género 2 es:

R, k=0,2
Hrp(32) ={R2®R2, k=1
0, k>2
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Demostracion. Considere la cubierta de Y5 dada abiertos U y V, cada uno de los
cuales tiene el mismo tipo de homotopia que el toro pinchado A y su interseccién
UNV es un cilindro que tiene el mismo tipo de homotopia de S'. Ademés, U, V
y U NV son conexos, por lo que podemos tomar la sucesiéon de Mayer-Vietoris
como:

0 — HIp(Ds) S R2ZOR2 -2 R L H2,(Es) — 0

Observamos que la aplicacién a : Hip(U)® Hjn(V) — Hip(S') es la aplicacién
diferencia
a(wy,wy) = jyw(V) = jgw(U)

donde jyy y jy son las inclusiones de S' =2 U NV en U y V respectivamente.
Por el lema anterior (2.5.8) jw(U) = jyw(V) = 0, entonces o = 0. Asf, de la
exactitud podemos concluir

B ¥
Hip(%2) = Hip(U) & Hip(V) 2 R* G R* y Hip(3s) = Hip(S') = R.
O

Supongamos inductivamente que la cohomologia de una superficie compacta
y orientable 3 ,_; de género g — 1 tiene la siguiente cohomologia

R, k=0,2
Hip(Zg-1) = {R20D, k=1
0, k>2

Usando el lema (2.5.8), podemos generalizar la proposicién (2.5.9) para la super-
ficie 34_1 \ {p}. De forma andloga, a la proposicién anterior (2.5.10), podemos
observar que

R, k=0,2
Hip(Sy) =¢{R20-Dg@R? k=1
0, k> 2.
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