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Introduccion

Uno de los objetivos fundamentales de la geometria algebraica es el es-
tudio de las variedades algebraicas; las cuales son el conjunto solucién de un
sistema de ecuaciones polinomiales. En particular, una curva plana es una
variedad algebraica generada por los puntos que anulan un polinomio, es de-
cir, es el lugar geométrico de las soluciones de este polinomio. Esto nos da
una relacién entre una estructura algebraica, los polinomios y una estructura
geométrica, las curvas.

Un ejemplo claro de ésto es el de las soluciones de un polinomio real de
grado 2 en dos variables. Las curvas algebraicas que solucionan estos poli-
nomios son las secciones conicas.Sin embargo, cuando los polinomios son de
grado 3, las soluciones son mas complejas. Newton estudio las curvas cubi-
cas, y en un apéndice de su obra Opticks describe catorce curvas generales.
De esta forma, a medida que el grado de estos polinomios aumenta, también
aumenta la dificultad para conocer sus soluciones.

Cuando uno estudia una teoria, regularmente lo primero que hace es en-
tender los objetos con los que se esta trabajando. Una forma comtn de hacer
ésto es clasificandolos. En el caso de la geometria algebraica real, particular-
mente en el caso de curvas algebraicas reales en R? 6 RP?, una clasificacién
que se ha considerado es la topoldgica.

Dada una curva en el plano R? (6 RP?), ; Es posible dar un polinomio f €
[z,y] (6 f € R[z,y, z] homogéneo en el caso proyectivo) tal que la variedad
algebraica asociada a este polinomio sea esta curva? ; Cudl es el grado minimo
que debe tener este polinomio para que pueda tener asociada esta curva? Otro
de los problemas principales que surgen de manera natural en el estudio de
curvas algebraicas reales, es el de saber cudles son las condiciones para que
dicha curva sea algebraica. Las respuestas a estas preguntas no han sido
dadas de forma total.

En 1779, el matematico Etienne Bézout, propone la primera restriccion



para las posibles configuraciones de curvas que se pueden tener, dado un
polinomio de grado d. Esto resulta relevante ya que da pie a trabajos como
los de Alfred Harnack [2] quien, a finales del siglo X1X, da respuesta a las
dos preguntas mencionadas anteriormente, mostrando que para un polinomio
real de grado d, el nimero méaximo de componentes conexas es a lo més (d —
1)(d—2)/2+ 1, y demuestra que esta cota es realizable construyendo curvas
que la cumplen. David Hilbert, al igual que Harnack, da una construccién
para estas curvas con un método diferente y su construccion genera una
configuracion diferente a las de Harnack.

Pero no fue sino 100 anos después que el matematico ruso Oleg Viro da
una forma de construir polinomios, tales que sus lugares geométricos realizan
ciertas configuraciones de curvas en el plano proyectivo.

Esta construccion depende de la asignacion de signos en la triangulaciéon
y del grado en el cual se quiera trabajar. Vamos a construir un ejemplo de
grado 4. La triangulacién se da como sigue.

Dado el triangulo con lados de tamano cuatro sobre los ejes coordenados,
damos una triangulacion 7 para este triangulo de tal forma que cada vértice
de esta triangulacién tenga vértices enteros (de entradas enteras), y tal que el
area de estos tridngulos sea de 1/2. Hay que asegurarnos también que todos
los puntos enteros dentro del tridngulo sean parte de 7 (figura 1)

El siguiente paso es asignarle a cada vértice de la triangulacion un signo.
Dependiendo del signo que se le asigne a cada vértice, la forma de la curva
puede cambiar aunque la configuracién no necesariamente sea diferente.

Vamos ahora a hacer una reflexién respecto a los ejes, tanto de la trian-
gulacién como de los signos asignados a cada vértice, de la siguiente forma.
Empezando por la triangulacion, vamos a reflejar respecto al eje X, después
respecto al eje Y y por ultimo reflejamos respecto al origen. Esto es equiva-
lente a reflejar sobre el eje Y, después de haber reflejado sobre el eje X. De
esta forma tenemos ahora un rombo con una triangulacién sobre los puntos
enteros.

Para hacer las reflexiones de los signos, la forma maés sencilla de hacerlo
es la siguiente:

Para reflejar respecto al eje de las Y, tomamos todos los puntos del
triangulo inicial con entrada x par y en su reflejado ponemos los signos de es-
tos vértices. Para los puntos con entrada en x impar, reflejamos estos vértices
con el signo opuesto al inicial. Ahora tenemos la mitad superior del rombo
con signos asignados a cada vértice. Todos los puntos de la triangulacién que
ya tienen asignado un signo y que tienen entrada en y par, los vamos a refle-
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Figura 1: Triangulacion con asignacién de signos.

jar sobre el eje X con el mismo signo. Los vértices sobrantes, los que tienen
entrada en y impar, los vamos a reflejar sobre el eje X con signo opuesto.

Asi, tenemos el rombo con una triangulacién y una asignacion de signos
para cada vértice de la misma.

Consideramos todas las aristas de la triangulaciéon que tienen signos dife-
rentes en sus vértices. Tomamos el punto medio de estas aristas. Si 2 aristas
de signos diferentes estan contenidas en un mismo triangulo, unimos con un
segmento de recta los puntos medios.

Siguiendo este procedimiento en cada tridngulo, vamos a obtener una
curva [ contenida en el rombo.

Esta es la curva que vamos a obtener del polinomio generado por el méto-
do de Viro.

Para obtener el polinomio, basta con considerar lo siguiente:

Sea 7 el conjunto de los vértices de la triangulacion inicial, o(; ;) el signo
del vértice (i,7) en 7, v(i,j) una funcién de convexidad sobre el tridngulo
(para facilitar el cdlculo se puede considerar v(i,j) = 2i* + j2) y una ¢ sufi-
cientemente chica. Entonces, la curva [ estd dada por el siguiente polinomio,

bt<.’E7 y) = Z O'(ZJ)I’ZthV(Z’J)



Denotamos por B; el correspondiente polinomio homogéneo

Bt@o,iﬁl,xz) = xgbt(%/ﬂfo,xz/l"o)-

De esta forma hemos construido el polinomio B; asociado a la curva (.

Tomando como base la construccién anterior, para el tltimo capitulo de
esta tesis, podremos hacer la construccién de una M-Curva con el método
de Viro, simplemente usando parametros establecidos como la eleccion de los
signos para los vértices de la triangulacion.

Este texto pretende dar una forma sencilla y facil de aplicar para construir
polinomios con una configuracién determinada. Esta construcciéon es més
amplia que las construcciones previas de Harnack y de Hilbert. Esta es una
aplicacion directa y muy ttil en la geometria algebraica.



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo vamos a definir herramientas bésicas para el es-
tudio de curvas planas. Principalmente vamos a dar una clasificacion de los
puntos que las componen bajo la accién del grupo de transformaciones afines
del plano, las rectas tangentes a estos puntos y una clasificacién de curvas
planas en el plano proyectivo.

1.1. Rectas Tangentes de Curvas Proyectivas
Planas Reales

Vamos a denotar por K un campo. En caso de ser necesario, se especifi-
card el campo (R 6 C).

Sea f € K[z,y] un polinomio de grado d, sea [ la recta que pasa por
los puntos a y b en K = {(z,y)|z,y, € K} , parametrizada de la siguiente
manera:

[(t)=(1—t)a+tbconteR

Definimos ¢(t) el polinomio de interseccion de la recta [ con el polinomio f
definido por

¢(t) = f((1 = t)a +tb),

tal que, si a = (a1, az) y b = (b1, bg), entonces la parametrizacion es
$(t) = (1 — t)a1 + tbl, y(t) = (]. — t)ag + tbg

y por lo tanto ¢(t) = f(z(t),y(t)).



Definicién 1. [1] Sea [ la recta parametrizada y f un polinomio de grado d.
Sea p el punto de interseccion de [ con f = 0 en ty. Definimos el nimero de
interseccion I(p, f,1) de F' con | en p como la multiplicidad de t, como raiz
del polinomio de interseccién ¢(t).

Por convencién asumimos que si I(t) es componente del polinomio f y p
es un punto de [, entonces I(p, f,l) = co. Ademads, el niimero de interseccion
no depende de la parametrizacion lineal de .

Cabe destacar lo siguiente.

Lema 1. El numero de interseccion es un invariante bajo transformaciones
afines. Dada una transformacion afin p que aplica un punto p, una recta l y
una curva f =0 en un punto p', una recta ' y una curva f' =0, se tiene

I(p, [, 1) = 1(p', [, 1)

Demostracién. Supongamos que p es una transformacién lineal de K2. Sea [
una recta parametrizada como (1—t)a+tb, con a # by I’ parametrizada como
(1 —t)u(a) + tu(b). Para f” tenemos asociado el polinomio de interseccién
como sigue:

¢'(t) = f{(1 = t)p(a) + tp(b)}.

Reescribimos la funcién f’ como la composicién f o u~! de modo que

¢ (t) = f(u= {1 = t)ula) + tu(d)}),

y como p es un mapeo lineal
¢'(t) = f{(L = t)u~ (u(a)) + tu™ (u(b))}
H(=t)a+1tb} = o(t).

Ahora, si suponemos que p tiene pardmetro t en [, p’ también tiene
pardametro ¢t en !’ y los numeros de interseccion I(p, f,1) y I(p', f',1") son
las respectivas multiplicidades de ¢ como solucién de los polinomios de inter-

seccién ¢(t) y ¢'(t) y, por lo tanto, son iguales.
[

Definicién 2. Dado un polinomio f € K[z,y| y un punto p € K? en el que
f se anula, definimos la multiplicidad de p en f como el minimo valor m de
los nimeros de interseccion I(p, f,1), con [ tomada entre todas las rectas que
pasan por p.
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Sea f € K|z,y] un polinomio de grado d sobre el campo K. Sea p un
punto sobre la curva f = 0 con multiplicidad m. Sabemos que para cada
recta [ que pasa por p, I(p, f,1) > m. Decimos que la recta [ es tangente a
f =0 en p, cuando se cumpla la desigualdad estricta, es decir, I(p, f,1) > m.

Definicién 3. Un punto P en una curva f = 0 en K2 es singular cuando
tiene multiplicidad > 2; si no, se le llama punto simple o reqular. Decimos
que la curva f = 0 es singular si contiene al menos un punto singular, de lo
contrario decimos que la curva es no singular o lisa.

Cuando un punto P es un punto simple, entonces existe una tnica recta
tangente, y cuando el punto P tiene multiplicidad > 2 entonces puede existir
mas de una recta tangente o ninguna, dependiendo del tipo de singularidad.

En el caso de la astroide (figura 1.1) dada por la funcién

f — (1 - .T2 o y2)3 - 27$2y2’

es notorio que existen 4 puntos excepcionales: (1,0),(0,1),(—1,0) y (0,—1).
Estos 4 puntos tienen multiplicidad 2.

Figura 1.1: La astroide

Para mostrar lo anterior usamos el siguiente lema.

Lema 2. Sea P = (a,b) un punto en la curva f = 0 en K2. Sea g(z,y) =
fla+z,b+y). La multiplicidad de P en f es el grado del término de menor
orden en g. En particular, la multiplicidad del origen (0,0) en f, es el grado
del término de menor orden en f.
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Demostracion. Escribimos a g como una suma de polinomios homogéneos G;
de grado i, con G,, # 0 el polinomio de menor grado. Sea (X,Y’) un vector
diferente de cero en K2, y sea | = Ixy la recta que une los puntos (a,b) y
(a+X,b+Y). De este modo podemos reescribir [ de forma paramétrica como
x(t) =a+tX, y(t) = b+ tY. Escribimos ahora el polinomio de interseccién
como

dxy(t) = fla+tX,b+tY)
= g(tX,tY)
= Gn(tX,tY) + G (tX, 1Y) + ... + Gy (ta, ty)
=1"G(X,Y) + "G (X, Y) + o G, y)

Asi, vemos que t™ es factor de ¢xy para cualquier eleccion de X y Y.
Sin embargo, existe una eleccién de X y Y para la cual G,,,(X,Y) # 0, de
tal forma que en esa elecciéon ™! no es factor de ¢, ,(t). De esto se sigue
que p es un punto de multiplicidad m de f.

O

Podemos ver que, usando el lema 2 en el ejemplo de la astroide, para el
punto (1,0), cona=1y b=0

g(z,y) = flz+1,y) = —(2% + 2z + y*)® — 27(x + 1)%)?

Cada sumando en el desarrollo de — (2% + 2z + y?)? tiene al menos grado 3,
por lo que el sumando de menor orden se encuentra en —27(x + 1)*y?, de
modo que

flz+1,9) = =279 + fo.

con fy la suma de los términos de grado mayor que 2.
Concluimos que el punto (1,0) tiene multiplicidad 2. De lo anterior se
sigue que el punto P es un punto singular.

Definicién 4. Sea K3 el espacio de dimensién 3 sobre el campo K. Decimos
que dos puntos Z, 7 € K3 pertenecen a la misma clase de equivalencia si existe
una recta [ € K? tal que ambos puntos y el origen pertenecen a la recta .
Definimos por PK? al espacio proyectivo de dimensién dos sobre el campo K
como el conjunto de clases de equivalencia en K* — {0}.

12



Durante el texto usaremos el plano PK?. De esa forma homogeneizamos
los polinomios, para que estén bien definidos sobre cada clase de equivalencia.

Una curva algebraica en el plano proyectivo, es el conjunto de puntos de la
forma {(x,y,2) € PK?|F(z,y,z) = 0}, donde F' es un polinomio homogéneo
en tres variables con coeficientes en el campo K

Para la ecuacion de la recta tangente utilizamos el siguiente lema, el cual
da la ecuacién de esta recta de forma explicita.

Lema 3. Sea P un punto simple en una curva F = 0 en PK?. La recta
tangente a F =0, en P, estd dada por la ecuacion

xF,(p) + yFy(p) + 2F.(p) = 0.

Para poder demostrar este lema, necesitamos del lema de Euler.

Lema 4. (Euler) Sea F(x1, ..., z,) un polinomio homogéneo de grado m sobre
el campo K, entonces tenemos la relacion

mE = Zazka—F

al’k.

Demostracion: Sabemos que un polinomio homogéneo de grado m satisface
la siguiente identidad: V t € K

F(txy, ... tx,) =t"F(xy, ..., x,).

Diferenciamos de ambos lados de la igualdad con respecto a t para obtener

OF
D g () = mE" " F )

Haciendo ¢ = 1, obtenemos la relacién prevista por el lema.

Ahora vamos a demostrar el lema 3

Demostracion: Cuando deshomogeneizamos la funcion £, la construccion de
la recta tangente a la curva f = 0, en el punto P, se restringe a buscarla de
la misma forma que en el plano afin. En el plano afin, la recta tangente a
f =0, en el punto p, estd determinada por

(x —a)fe(p) + (y = b) f,(p) =0,

13



de modo que para la curva proyectiva tenemos
(x —az)Fy(P)+ (y — bz)F,(P) =0

Por otro lado, el lema de Euler nos da la representacién de F' (haciendo
r=a,y=0>,z=1), de la siguiente forma

aly(p) + bF,(p) + LF.(p) = 0

Asi que, uniendo ambos resultados, tenemos a la recta tangente proyectiva
de la forma deseada.
]

Lema 5. Un punto P es un punto singular de la curva F = 0 si y sélo st
F(P)=0y
F,(P)=F,(P)=F.,(P)=0.

Definicién 5. Un polinomio F' en Klz,y] se dice que es un polinomio re-
ducible si existen 2 polinomios G y H, de grados > 1 en K[z, y|, tales que
GH = F. En este caso decimos que GG y H son factores de F'. Si F' no cumple
con esta condicion, entonces F' es un polinomio irreducible.

Lema 6. Sea f = 0 una curva de grado d en R?, y sea | una recta. Entonces
[ interseca a f en, a lo mas, d puntos, ¢ | es componente de f.

Demostracion. Sea p+tv una parametrizacién de la curva L con v un vector
diferente de cero. Sea ¢(t) el polinomio de interseccién de f con [ definido
como f(p + vt).

Si ¢(t) es un polinomio distinto de cero, luego tiene a lo més d raices
reales. Estas raices son los valores para los cuales la recta [ interseca a la
curva f = 0.

Si ¢(t) = 0, entonces ¢(t) tiene més de d raices, entonces todos los puntos
de [ son raices de ¢(t), y por lo tanto [ es componente de f = 0.

O

El siguiente lema nos permite dar una clasificacién de cénicas en cuanto
a si son irreducibles o no.

Lema 7. Una cénica reducible QQ en RP? es necesariamente singular. Y
una conica singular QQ, con al menos 2 puntos, es reducible. Sobre el campo
complejo una conica es singular si y sélo si es reducible en PC?.

14



Demostracién: Suponemos que (Q es reducible en RP?, a 2 rectas L y M.
Estas lineas se intersecan en, al menos, un punto P. Ya que ) = LM,
entonces Q(P) = 0 y las derivadas de Q:

Qo(P) = (LaM + LM,)(P), Qy(P) = (LyM + LM,)(P),
QZ(P) = (LZM + LMZ)(P)

como P pertenece tanto a L como a M, entonces
Q2(P) = (LoM + LM,)(P) = 0, ya que L,M(P) = LM,(p) =0
del mismo modo para @Q,(P) y Q.(P) por lo que
Q2(P) = @y(P) = Q=(P) =0

y por el lema 5, () = 0 es singular en P.

Por otro lado, suponemos que () es singular, con al menos 2 puntos. Sea
R el punto singular de (), y sea S un punto en () diferente de R. Entonces la
recta que une a R con S interseca a la curva () en, al menos dos puntos, uno
con multiplicidad 2 y el otro con multiplicidad < 1, entonces por el lema 6
la recta es componente de ), por lo que es reducible, y ademas, L = M, es
decir, Q = L?.

En el caso complejo, la ida de la demostracion se sigue inmediatamente
del caso real. El regreso es cierto ya que, como los complejos son un campo
alebraicamente cerrado, no puede contener puntos aislados.

La ultima afirmacién del lema se sigue de que el campo base es algebrai-
camente cerrado. O

Por tltimo, definimos lo que es una asintota de una curva f = 0 en el
plano afin.

Definicién 6. Sea f = 0 una curva afin en R?, sea F' = 0 la curva proyectiva
correspondiente en RP?. Una asintota de f = 0 estd definida como la recta
en R? cuya proyectivizaciéon en RP? es tangente a F' = 0 en algtin punto en
la recta al infinito.

1.2. Puntos de inflexion

La multiplicidad de un punto P sobre una curva F' = 0, define la natu-
raleza de este punto sobre la curva. Cuando (P, F, L) es igual a 1, el punto
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P es un punto simple, pero si este nimero es mayor a 2, ofrece también pro-
piedades particulares de esta curva. Para entender ésto, tenemos la siguiente
definicion.

Definicién 7. Sea P un punto regular de F' = 0. Decimos que el punto P es
un punto de inflexion de F = 0si I(P, F, L) > 3 donde L es la recta tangente
a F' = 0 en P; incluyendo el caso en que I(p, f,l) = oco. Més atn, P es un
punto de inflexion ordinario cuando I(P, F, L) = 3,y P serd una ondulacion
cuando [ (P, F, L) > 4.

Cabe aclarar que los puntos de inflexién no se pueden encontrar en conicas
(polinomios de grado 2). Dado que I(P, F,L) < d, donde d es el grado de
F (por la definicién 1, la multiplicidad de una raiz en un polinomio es de, a
lo més, el grado del polinomio), para todo punto P € {F = 0} por lo que
I(P,F,L) > 3siy solosigr(F)> 3.

Vamos a mostrar una técnica para encontrar los puntos de inflexion de
las curvas.

Sea F' = 0 una curva en PK?. Escribimos [z : 23 : 3] las coordenadas
homogéneas, y fijamos el punto z = [y : x5 : x3]. Entonces, la expansién en
serie de Taylor del polinomio F' en P es:

F(z)=F(P)+ Y F(P)zi+ Y Fj(P)zw;+ - .

donde las F;, Fj;, - - - son, respectivamente,
oF OF
8:61- ’ 3.71:1835] ’

Sea P un punto simple de F' = 0. Esto es, F(P) = 0, y por el lema 3
> F;(P)X; genera la tnica recta tangente a F' =0 en P. A cualquier punto
P en F = 0 se le puede asociar la parte cuadratica de la serie de Taylor de
F.

Z Fij(P)xx; = .CEFQ(P).’ET

donde 2T denota el transpuesto de z, y Fy(P) = (F;;(P)) es la matriz simétri-
ca hessiana de 3 x 3 de las derivadas parciales de segundo orden evaluadas
en P. Podemos notar que la forma cuadratica hessiana se anula idéntica-
mente si y sélo si todos los coeficientes Fj;(P) se hacen cero, lo cual implica
que P es un punto de multiplicidad > 3 en F. La matriz hessiana es sin-
gular si Hp(P) = 0, donde Hp es el determinante de la matriz hessiana
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Lo primero que vamos a probar es que los puntos donde el determinante
se hace cero son invariantes bajo transformaciones proyectivas de RP2.

Lema 8. Supongamos que bajo una transformacion proyectiva el polinomio
I se convierte en el polinomio G, y el punto P se mapea en @, entonces
Hp(P) =0 siy sdlo si Hz(Q) = 0.

Demostracion. Una transformacién proyectiva es una transformacién lineal
invertible de R? en R3, z — 2A donde A es una matriz invertible de 3 x 3.
Entonces la forma hessiana (Fj;(P)) se transforma en AF;;(P)AT y

He(Q) = det(G4(Q)) = det(AF;(P)AT)
= (detA)det(Fi;(P))(detA") = (detA)*det(F;;(P))
= (detA)*Hp(P).
Ya que el determinante de A es diferente de cero, entonces Hp(P) =0, siy

sélo si Hg(Q) = 0.
[l

Lema 9. Asumimos que P es un punto simple de F' =0, entonces P es un
punto de inflexion si y sélo si Hp(P) =0

Demostracion. =)

Un punto de inflexién es un invariante bajo mapeos proyectivos, por lo
que podemos encontrar una transformacién proyectiva que envie F' = 0 en
una curva G = 0, tal que la imagen del punto de inflexién P sea el punto
[0:0: 1], ylarecta tangente L en P sea la recta y = 0. Entonces, en el plano
afin z = 1, tenemos la curva afin

f(z,y) = My + (az® + 2bzy + cy*) + (Términos de orden superior)

donde X\ # 0, y, si el grado de F' es d, entonces F' esta dada por

F(z,y,2) = Ayz""" + (aa® + 2bay + cy®)z* 2 + - -

La interseccién de F' = 0 con la recta tangente y = 0, es el punto [1 : 0 : 1]
de la ecuacion

F(x,0,2) = az’2" 2 +--. = 0.
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La condicién para que P sea punto de inflexién es que I(P, F, L) > 3; ésto
es, que el punto [0 : 0 : 1] en la ecuacién anterior tenga multiplicidad > 3.
Para ésto es necesario que a = 0. De esta forma queda eliminado el término
de grado 2 de la ecuacién y con ésto, Hp(P) = 0.

<)

El regreso se sigue directamente de la hipétesis Hp(P) = 0. Tomando la
matriz hessiana de

F(x,y,2) = Az + (az® + 2bay + cy?) 2% 4 - -
y evaluando en el punto P =1[0:0: 1]

2a 2b 0
2b 2c Ad—1)| = —2a)\*(d — 1)
0 Md—1) 0

Dado que —2a)X*(d — 1) = 0 y X # 0, queda necesariamente que a = 0,
y por lo tanto, la intersecciéon de F' = 0 con la recta tangente y = 0 en P no
tiene componentes de grado < 3 en x, por lo que P es un punto de inflexion.

[]

1.3. Ovalos y pseudo-rectas

Una de las ideas que debemos tener en mente para este texto, es el hecho
de que en el plano proyectivo RP? existen sélo 2 tipos topolégicos de com-
ponentes conexas de una curva no singular; aquellas que son equivalentes
topolégicamente a un 6valo y las que son equivalentes a una pseudo-recta.

Para ver claramente ésto, vamos a considerar lo siguiente:

Proposicién 1. Sea | € RP? un circulo, y sea © : S* — RP? tal que
{P,—P} — P. Entonces las siquientes condiciones son equivalentes.

1. 1 es homotopica a un punto.
2. 7= (1) tiene 2 componentes conezas.

3. RP?\1 tiene 2 componentes conezas, una homeomorfa a un disco, y la
otra homeomorfa a la banda de Mobius.

4. Cada linea recta transversal a l, corta al en un niumero par de puntos.
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Ahora podemos definir lo que es un 6valo y una pseudo-recta.

Definicién 8. Sea | C RP? un circulo (que es por definicién difeomorfo
a S'). Entonces, si [ satisface alguna de las condiciones de la proposicién
anterior, decimos que [ es un owalo; de lo contrario, decimos que [ es una
pseudo-recta.

Para poder hacer una distincién mas clara vamos a enunciar la siguiente
proposicién.

Proposicién 2. | C RP? es una pseudo-recta si y solo si las siguientes
condiciones se mantienen. Estas condiciones son equivalentes.

1. [ no es homotopica a un punto.
2. RP%\ | es conexa y homeomorfa a R
3. Y1) es coneza.

4. cada recta (y de hecho, cada pseudo-recta) interseca transversalmente
a l en un numero impar de puntos.
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Capitulo 2

Teorema de Bézout y teorema
de Harnack

En este capitulo nos abocaremos a demostrar 2 teoremas. El primero,
el teorema de Bézout, muestra que existe una restriccion en la cantidad de
componentes conexas que puede tener una curva algebraica plana. Esta res-
triccion estd relacionada directamente con el grado del polinomio asociado a
la curva.

El segundo teorema, el teorema de Harnack, propone una cota superior
para el nimero de componentes conexas en una curva plana y ademas muestra
que esta cota es realizable. La misma demostracion muestra como construir
estas curvas.

2.1. Teorema de Bézout

Para poder demostrar el teorema necesitamos algunos resultados previos.
Estos resultados seran dados a continuacion.

Lema 10. [1] Sean f,g € Klx] (con K, dominio de factorizacion inica)
polinomios de grados p y q respectivamente. Entonces f y g tienen un factor
comin no constante si y solo si existen polinomios o, B € Klz|, distintos de

0, tales que gr(a) <p, gr(B) < qy fB = ag.

Demostracion: =)
Por hipétesis, existe h € K[z] con h # cte., tal que f = ha, g = hf3. Esto
implica que gr(a) < gr(f) vy gr(B) < gr(g).
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Por demostrar que existen «, § € K|z], tales que

fB=agy gr(a) <p, gr(B) <gq,

tenemos las siguientes relaciones:

f=ha = fB=hap
g=hf = ga=hpa
= fB =g
<)

Por hipétesis, existen o, € Klz] y «,5 # 0, tales que ff = ga 'y

gr(e) <pygr(B) <q
Dado que K|[z] es dominio de factorizacién unica, todo polinomio se puede

expresar como producto de polinomios irreducibles.
Sea f =], f/*, con cada f; irreducible en K|z].

(]

n

= B=] 8 =90

i=1
Ahora, supongamos que ninguno de los f; divide a g, esto es,

fitgparatoda i=1,..n

:>f17f27"'7fn|a
= fla = grf<gra

lo cual es una contradiccién, ya que gr(a) < p = gr(f). Por lo tanto, existe

al menos f;* que divide a g.
]

En términos de los coeficientes de f y g veamos qué significa que tengan
un factor en comun.
Sean f,g € Klz] tales que (3 = ga, gr(a) < p, gr(8) < g; de modo que

f=apx’ + ... +aq g =boz? + ... + by
a=crP 4+ ..+ B=doxt™ + ... +d,
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Sustituyendo en las expresiones ff5 y ag tenemos
fB = apdox? ™Y 4 (aydy + apdy) P L+ ayd,
go = bocyr TP~ 4 (bico + bocl)xq+(p_2) + .+ bycgn
Dado que ff = ga, tenemos que

fﬁ—goz:() <~ aodo—bQCOZO
(aldo + aodl) — (blco + boCl) =0

apdq,1 — prq,1 =0.

Esto es un sistema lineal homogéneo de p + ¢ ecuaciones con (p + q)
incégnitas, a saber, co,...,cp—1 , do,...,d,—1. Entonces podemos expresar el
sistema de ecuaciones como

la matriz transpuesta de A, que es una matriz de (p + ¢q) X (p + q), dada de
la siguiente manera:

apg ap ... a1 a, 0 .. 0
0 ap a1 ... ap—1 a, O 0
A 0 .. 0 0 ag a1 ... Ap_1 Gy
bp by ... bg—1 by O ... O 0
0 bo bt ... bg—1 by 0 ... O
0 ... 0 0 bo b1 ... b1 by

Definicién 9. A la matriz A le llamaremos la matriz resultante de los poli-
nomios f y ¢. Al polinomio generado por el determinante de la matriz A le
llamaremos el polinomio resultante y lo denotaremos como R(f, g).
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Lema 11. El polinomio f tiene un factor comin no constante con g si y solo

si R(f,g) = 0= Det(A).

Demostracion. Los polinomios f y g tienen un factor no constante en comin
si (por el lema 10) existen o, € Klz], con gra < p, grf < g, tales que
fB — ga =0 < El sistema de ecuaciones

Co
AT =0
dyr
tiene una solucién real no trivial < Det(A) =0 (i.e. R(f,g) = 0). O

Ahora daremos una interpretacion geométrica del teorema de Bézout.

Lema 12 (Lema de los 4 puntos). Sean Py, P», P; y P, cuatro puntos en
RP? en posicion general (3 puntos no pertenecen a la misma recta). Entonces
existe un unico mapeo proyectivo ® que lleva a Py, Py, Py y Py en ese orden
a By, FEy, E5 yU. En este caso Ey, Ey y E3 son los vértices de referencia y
U corresponde al punto unidad.

De forma més general, podemos decir que el teorema de los cuatro puntos
prueba la existencia de un tinico mapeo proyectivo que tome cuatro puntos
ordenados P, P, P3 v Py, v los lleve a otros cuatro puntos @1, (2, Q3 y Q4
también ordenados, y mantengan ese orden.

Sean F, G curvas en RP?, sea | € RP? una recta que no es componente
de las curvas anteriores y P un punto fuera de la recta. Por el lema de los
cuatro puntos, podemos suponer que P = [0:0: 1] y que [l = {z = 0}. Ahora
proyectamos todos los puntos de F y G a la recta [ desde el punto p

m:RP? — |
[z:y:z] — [x:y:0]

Vamos a usar el lema 11 para los polinomios /'y G, donde F' define la
curva F'y GG define la curva G. Sean

F = fO(x7y>Zp + fl('ray»zpil + -+ fp(«r,y)
G = go(z,9)2" + gi(z, )27 + - + gy(z,y)

Los polinomios F'y G los tomamos como polinomios en la variable z con
coeficientes en K[z, y]. Los fi(x,y) y los g;(x,y) ahora son los coeficientes de
F'y G respectivamente.
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Lema 13. Sean F,G € K|[x,y|[z] polinomios homogéneos de grados p y q
respectivamente, con sus coeficientes f; y g; en K[z,y], polinomios en 2 va-
riables. Entonces la resultante R(F,G) de F' y G con respecto a z es idénti-
camente cero o un polinomio homogéneo de grado pq.

Demostracion. La resultante R(F,G) estda dada por el determinante de A.
Como los f; y g; son homogéneos de grado 7, j, respectivamente, la resultante
R(tF,tG) es obtenida por la multiplicaciéon de cada uno de los f; y g; por
t' y t/ respectivamente. Multiplicamos la primera columna de las f por 7,
la segunda por tP~!, asi hasta la tltima que es multiplicada por ¢. Esto mul-
tiplica al determinante por t?, donde @ = (1/2)q(q + 1). Del mismo modo
procedemos con las g;, para tener al determinante multiplicado por ¢t con
P = (1/2)p(p + 1). Ahora factorizamos ™ de la primera columna, P41
de la segunda, hasta factorizar a ¢t de la ultima. Esto divide al determinante
por t* con w = (1/2)(p + q)(p + ¢ + 1), de modo que t*~(P+9) = ¢P4 Enton-
ces R(tF,tg) = t"R(F, ). Tenemos que si R(F,G) no es idénticamente 0,
entonces el sistema tiene un nimero finito de soluciones en RP!. O

Teorema 1 (Teorema de Bézout). Sean F, G curvas en RP? de grados p,
q sin ninguna componente en comun. Entonces F' y G se intersecan en un
numero finito de puntos. De hecho, F' y G se intersecan en a lo mds pq
puntos.

Demostracion. Proyectamos las intersecciones de las curvas F' y G desde
P =0:0:1] hacia Il = {z = 0}. Recordemos que P no es un punto de F
ni de G. Entonces el punto [z : y : 0] en [ es la proyeccién de un punto de
interseccién de F' y G < existe z tal que Flz 1y : 2] =0 =Gz : y : 2].
Es decir, que tengan F' y G una raiz comin respecto a la variable z. Por
el lema 13, F(a:,y,z) y é(:ﬂ,y,z) tienen un cero en comun en [zg : Yo : 2o
< R(F,G), se anula en [z, : yo]. Sabemos que R(F, ) es un polinomio de
grado pq o idénticamente cero, pero por hipétesis F' y G no tienen ninguna
componente en comun, asi que no es idénticamente cero.
Asi, el ndmero de raices de R(F,G) es igual al nimero de puntos de
interseccion, y por ser R(F,G) de grado pq, este niimero es a lo més pq.
O

2.2. Teorema de Harnack

En esta subseccién enunciaremos dos teoremas de Harnack.
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Teorema 2. /8] Dada una curva F en RP? de grado d, el nimero mdzimo
de componentes conexas que puede tener F' es

(d—1)(d—2)

1.
5 +

El siguiente teorema muestra que la cota superior del teorema anteriér es
realizable.

Teorema 3. Para cada natural d > 1 existe una curva en RP? lisa, de grado
d, con (d—1)(d—2)/2 + 1 componentes conezas.

La demostracion de este teorema esta basada en el método de “pequenas
variaciones” o “pequenos parametros”. Su demostracion es por induccion
sobre d.

A las curvas de grado d con el nimero maximo de componentes las vamos
a llamar M-curvas

Demostracién

a) Para d = 1, cualquier ecuacién lineal define una M-Curva de grado 1.

b) Para d = 2, cualquier cénica no degenerada es una M-Curva de grado
2.

c¢) Sea E C RP? una recta orientada y supongamos que hemos construido
una curva lisa Cy_1, de grado d—1, con (d—2)(d—3)/2 +1 componentes,
(d—1)(d—2)/2 6valos y una componente Cy_; (la cual es un évalo si d—1
es par y una pseudo-recta si d — 1 es impar) que corta transversalmente
la recta E en d — 1 puntos, p1, ..., pg—1, con buena oscilacién.

Sea Ry el producto de los polinomios que definen d rectas distintas, las
cuales cortan a F en d puntos que estan entre p;_1 y p1. Notemos que
EC,;_1 =0 es una curva de grado d singular con d — 1 puntos dobles.

Sea Oy = ECy 1 +€e4Ry (con ¢4 € R). Mostremos que dicha curva tiene
las siguientes propiedades:

1) Para |e4| suficientemente pequenia y €4 con el signo apropiado, Cy
es una curva lisa.
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2) La curva Cy tiene d — 2 dvalos mas que Cy_q; esto es,

d—2)(d - 3) (d—1)(d—2)

bo(C) = & > F14(d—2) = > +1.

3) La curva Cy tiene una componente CN'd que corta a E' en d~puntos
(dichos puntos son la interseccion de Ry y F). La curva Cy tiene
buena oscilacién con respecto a F.

Definicién 10. Una curva f tiene buena oscilacion con respecto a una recta
[ si, dados los puntos de interseccién py, ..., pm,, de f con [, estas intersecciones
cumplen con las siguientes 2 condiciones:

1. Si damos una orientacién en [ y numeramos los puntos de intersec-
cion con respecto a esa orientacion, entonces los puntos de interseccién
tienen el mismo orden sobre [ y sobre f.

2. La curva f interseca a [ transversalmente. Dicho de otro modo, los

puntos de interseccién tienen multiplicidad I(p, f,1) > 1.

Ahora veremos que se cumple cada una de las propiedades anteriores.

1) Para |¢4| suficientemente pequena y ¢, con el signo apropiado,
C; es una curva lisa

Lema 14. Sean F,G € R[z,y, z| polinomios homogéneos del mismo grado.
Supongamos que F'=0 y G = 0 no tienen ninguna componente en comin y
que para cada punto P € (F=0NG =0), se tiene que FF =06 G =0 es
reqular en P. Entonces el conjunto

{NeR | F+ MG =0 no es lisa}
es finito.

Considere el conjunto algebraico V' en RP? x R definido por la ecuacién
H([x :y:z],\) =0, donde

H(x:y:2),\)=Flz:y: 2]+ A\G[z :y : 2].
Vamos a denotar H como H(p,\) con p € RP? y A € R. Ahora

VH = V(F(p) + AG(p)) = (VF(p) + AVG(p), G).
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Y por lo tanto,
VH = (F, + \G,, F, + \G,, F, + MG, G).

Entonces podemos ver que los puntos singulares de H = 0 son de la
siguiente forma:

VH(p)=0 < G(p)=0y (VF+ VG =0)
Aparte, si p € {H = 0}, entonces

G(p)=0 < F(p)=0.

Esto implica que
VH(p)=0 & (VF+AVG)(p)=0 y pe (F=0NG=0).

De modo que las singularidades en {H = 0} estdn determinadas por las
singularidades en {F N é} Sin embargo, cuando fijamos una A, la curva de
nivel F'+\oG = 0 puede tener un punto singular en un Py € RP? y H(Py, \o)
no ser un punto singular de la hipersuperficie H = 0.

Dicho de otro modo:

{N € R |H = 0 es singular en algin punto (zg : yo : 20, A\)} C

{NeR | F+ AG =0 es singular }

Para poder analizar estas curvas de nivel consideremos la siguiente apli-
cacion:
7: VCRP’xR — R
(x,y,2,\) — A

Y con esto enunciaremos algunos resultados relacionados con valores criti-
Cos.

Definiciéon 11. Sea F' : R — R? una aplicacién diferenciable. Decimos
que P € RP es un punto regular de F si JF(P) tiene rango maximo (i.e.

min{p, q}).

A la imagen de un punto regular se le llama valor reqular de F.
Si P € RP no es punto regular entonces decimos que P es un punto critico

de F,y F(P) es un valor critico de F.
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Ahora, el problema es analizar el conjunto {\ € R | 771()\) es singular }
y tal que VH(q,\) # 0V q € 77 1(\) (i.e., los valores A, tal que la curva
de nivel I+ A\G = 0 es singular, y H = 0 no es singular en ninguno de los
puntos de dicha curva).

La aplicacion 7 restringida a la superficie H = 0 es una proyeccion en la
recta real, asi que cada curva de nivel definida por F'4+\¢G = 0 es proyectada
bajo m a Ag. De modo que:

F+AG=0 = /\:—gsiG;«éO.

Los puntos donde G = 0, y que estan en H = 0, son los puntos de
interseccién de la curva FF = 0 con la curva G = 0 y, por el teorema de
Bézout, hay un ntimero finito de éstos.

Proposicién 3. La curva m=1()\) es singular si y sélo si X es valor critico
de 7.

Demostracion. < )

Suponemos que Ay es un valor critico. Entonces, existe un punto de la
forma (xg, Yo, 20, \o) € {H = 0}, tal que Jm(xo, Yo, 20, \o) NO tiene rango
maximo. Denotemos Py = (zg, Yo, 20, A\o). Observemos que

F(z,y,2)
Jr=V|—-——5—"= x 2z
™ ( G(m,y,z)) ’( 0,90, 0)

Es decir

( GF, - FG, GF,-FG, GFZ—FGZ>
Jr=|— — — .
G? ’ G? ’ G?

Pero 7 es una aplicaciéon de RP? x R en R, de modo que el rango maximo
debe ser 1. Ya que Jm no tiene rango maximo, debe tener rango menor a 1.
Esto es Jr(Py) = 0.

Esto nos lleva a que cada entrada es igual a 0 en Fy. Dicho de otra forma,
sigo = (%o : Yo : 20)

F(QO)
G(CIO)

<~ VF((]O) = —)\QVG(C]()). (21)

G(q0)VE(q) — F(q0)VG(q0) =0 & VF(q) =

VG (qo)
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Ahora, consideremos la curva m1()\g) C V. Esto es
7 o) = { (,9,2,00) €V | F(z,y,2) + XMG(2,y,2) =0 }
La curva m—1()\g) es singular en algiin punto q = (Z, 7, 2) si
VF(q) + X VG(q) =0 (2.2)

Retomando la ecuacién (2.1) tenemos que el punto Py € 7 1()\g) y ademaés
VF(Py) + XMG(Fy) =0.

Por lo tanto Py satisface (2.2) y asf la curva m1(\g) es singular en P,.

=)

Por hipétesis, existe ¢ = (7,7, Z, \o) € V, tal que

VF(q)+MVG(q) = 0.
Esto es, VF(q) = —X\oVG(q). Dicho de otro modo,

Fo(q) = =MGa(q), Fy(q) = —2Gy(q) F(q) = —XG-(q).
Esto implica que la primera entrada de Jr(q) es

_G@)(=XGe(q) — F(g)Gula) _ Gu(XGla) + F(a) _

G*(q) G*(q)
Esto ya que ¢ € {H = 0} y por lo tanto \gG(q) + F(q) = 0.
Andlogamente para las otras entradas. Por lo tanto Jm(q) = 0. Esto es, ¢
es un punto critico de 7 (o bien, Ay es valor critico).

]

Para demostrar el lema 14 necesitamos del teorema de Morse-Sard para
conjuntos semi-algebraicos.

Definicién 12. Un subconjunto V' de R™ es llamado semi-algebraico si ad-
mite una representacion de la forma:

s T

V = U ﬂ{x € R" | P j(z) 545 0},

i=1j=1

donde, para cadai=1,...,.sy j =1,...,1;,
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1. Sij € {>,:, <}
2. P;(X) e RX|, X =(x1,....,z,).
Definicién 13. Sean M C RP, N C R? conjuntos semi-algebraicos. Una

aplicacion f : M — N es semi-algebraica si la grafica de f es un conjunto
semi-algebraico en RPTY,

Teorema 4. (Teorema de Morse-Sard) [8]
Sea f: M — N una aplicacion semi-algebraica entre conjuntos semi-
algebraicos en RP y R, respectivamente y p > q. Sea

C={xe M |rang(Df(z)) <dim N }

S={yeN|y=[f(z), ve€C}

Entonces S es un conjunto semi-algebraico de R? y dim S < dim N.

Para aplicar el teorema de Sard, sustituimos:
f=m {H=0}=V=M, N=R.

Claramente V', R son variedades semi-algebraicas.
La gréafica de ,

gr(m) = {(z,y,2,\,w) € RP? x R* | H(z,y,2,\) =0, w=\}

es semi-algebraica, ya que esta definida como la interseccion de dos variedades
semi-algebraicas.

Por lo tanto {\ € R | #~!()\) es singular } es semi-algebraico en R y la
dimensién de dicho conjunto es cero. S6lo nos resta probar que esta union es
finita.

Proposiciéon 4. Todo conjunto semi-algebraico de R es vacio o bien, una
unidn finita de intervalos (que pueden ser puntos o intervalos no acotados)

Demostracion. Por la definiciéon de conjuntos semi-algebraicos, en el caso
de R tenemos que los conjuntos semi-algebraicos son uniones e intersecciones
de conjuntos de la forma {r e R |z >a}, {reR |z <a}y{zeR |z =a}
con a € R. Dicho de otro modo, son uniones finitas de intervalos en R.

[]
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Por el lema 14 podemos asegurar que la curva Cj es lisa. El niimero de ¢;
que podemos elegir, para las cuales la curva ECy_1 4+ ¢; R4 = 0 no es lisa, es
finito. Entonces podemos tomar una €, # ¢; tal que la curva sea lisa.

2)La curva C, tiene d — 2 Gvalos mas que C;_;, esto es,

(d—2)(d—3)
2

(d-1)(d-2)

1
5 +

tévalos(Cy) = +14+(d-2)=

Por construccion, la curva Cy es de la forma Cy; = E - Cy_1 + €4Rg.

Sea Cy_1-F = Gy eRy = eH. La funcién eH genera una pequena
variacion sobre la curva G = 0.

Cuando € = 0, entonces la funcién C; = G. Con € # 0, C; = G + €H,
por lo que cada punto en Cy; = 0 es de la forma Cy(xg) = G(x) + € (con
€0 = €H(xp)).

De este modo, podemos ver que para cada punto en G = 0 existe una
vecindad de radio ¢ tal que contiene puntos de Cjy.

Ahora veamos que los puntos de C,; son regulares.

Antes, enunciaremos un par de resultados. Estos resultados son en si mis-
mos importantes en la teoria de Morse [5], pero las demostraciones estén
fuera del objetivo de este texto.

Teorema 5. (Teorema de la funcion implicita) Sea M una variedad de di-
mension m y sea f : M — R una funcion definida en M. Si 0 no es un valor
critico de f, entonces el subconjunto f~1(0) = {p € M | f(p) = 0} es una
subvariedad de M de dimension m — 1.

Lema 15. (Lema de Morse) [4] Sea py un punto critico no degenerado de la
funcion f en 2 variables. Entonces podemos escoger coordenadas locales apro-
piadas (X,Y) de tal forma que la funcion f se expresa, en estas coordenadas,
una de las siguientes formas:

1. f=X2+Y?+¢c
2. f=X?>-Y?+c¢
3. f=-X*-Y?+c¢

donde ¢ es una constante (c = f(po)) y po es el origen (py = (0,0)).
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Este teorema dice que una funciéon puede verse extremadamente simple
cerca de un punto critico no degenerado.

Lema 16. Sean G, H € R|x,y].

1. Suponga que G = 0 es no singular en xy. Entonces existe un disco
D alrededor de xg, tal que G + eH = 0 es lisa y conera en D y el
comportamiento es el siguiente:

a) Si H(xg) # 0, entonces la curva G + eH = 0 es no singular en
una vecindad de . (figura 2.1)

Figura 2.1: Punto simple

b) Si H(xy) = 0, entonces G+ eH = 0 es no singular en xy y es
transversal a G = 0. (figura 2.2)

Figura 2.2: Punto singular

2. Suponga que xy es un punto cuadrdtico ordinario de G = 0 y H(xq) # 0.
Entonces existe un disco alrededor de xg, tal que G+ €eH = 0 es no
singular en D y D N {G + eH = 0} tiene 2 componentes conexas.

(figura 2.3)
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‘ -
G+EH=0

Figura 2.3: Punto cuadratico ordinario

A

Demostracion. 1. a) Como G,(x) # 0 entonces existe una vecindad
Vi de zo tal que G,(p) # 0 Vp € Vi. Seap € {G+€eH =0}y
p e V.
Entonces . (p)
z\P
G,(p) +eHy(p) =0 & e=—
e AR
Asi, tomando € # —gigz %, tenemos que
SHG + cH)(p) # 0 (2.
Ox P ‘

Sea ¢ suficientemente chica, tal que G + eH = 0, interseca la
vecindad V;.

Por la ecuacién 2.3, se tiene que existe V5 vecindad de p, tal que

)
%(G +eH)(q) # 0 Vg € V3,

por lo tanto, la vecindad G+ €eH =0 es lisaen V =V, N V5.
b) Como G(zg) = H(zp) = 0 entonces zy € {G + eH = 0}. Notemos
que

0
%(G—FEH)(.CE()) =0 ©e=—

Sea € # —gﬁgzg; Asi, la curva G+ eH = 0 es lisa en xg. Y por el
teorema de la funcién implicita (teorema 5), existe V' vecindad de

xo, tal que (G +¢eH)|,=0eslisaVge V.
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2. Suponemos que G(zg) = 0y que z( es un punto cuadrético ordinario de
G. Mediante una transformacién afin, enviamos el punto xy al origen,
Ademas, existen a,b € R, ab # 0, tal que

G(z,y) = a’z® — b*y* + términos de grado mayor a 2.

Sea e suficientemente pequena. Como H(0,0) # 0, entonces existe una
vecindad V' de xg, tal que H(q) # 0,Vq € V.

Sea €, tal que G + eH = 0 interseca a la vecindad V. Por el lema de
Morse (lema 15), existe un cambio diferenciable de coordenadas en la
vecindad del origen tal que:

F =F(0,0) + A2® + Moy

donde \; son valores propios de la matriz

(5)

oNz,y))

De esta forma podemos tener una representacion de la funcion G 4+ e H
de la siguiente forma:

(G +eH)(z,y) = eH(0,0) + a’z® — b?y* + - --

El siguiente corolario es una consecuencia del lema 16.

Corolario 1. Sean G, H € R[z : y : z| polinomios homogéneos del mismo

grado, tal que G = 0 sdlo tiene puntos singulares cuadraticos ordinarios. Sea
C una parte de {G = 0} C RP?, tal que

1. C es un dvalo. (fig. 2.5)

2. G =0y H =0 no tienen ningun cero en comun en el interior de C' y
sus signos son opuestos en el interior de C.

3. CN{H=0}=10

Entonces, si € > 0 es suficientemente pequeno, existe una unica componente
coneza C,, de G+ eH =0, en el interior de C' que es un ovalo liso.
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Figura 2.4: Componente conexa en Cy

Figura 2.5: Componentes generadas por la oscilacion

Retomando la demostracion del teorema de Harnack, tenemos que ca-
da componente conexa de Cy_1, que no interseca a la recta F, genera una
componente conexa. Cada punto de estas componentes es un punto regu-
lar en Cy_; y como no interseca a e¢Ry, entonces en estas componentes, la
funcién eR; # 0. Por el lema 16, en el apartado 1.a) la curva Cy es no sin-
gular y aparece una nueva componente conexa en Cy (figura 2.4). De estas
componentes hay tantas como el nimero de 6valos que tenfa Cy_;(que eran
@-2)d-3)/2).

Para la componente Cy_; de C;_1 que tiene buena oscilacion con respecto
a la recta F/, tomamos los puntos p;, p;_1 que son los puntos de interseccién
de Cy_; con E. El conjunto de puntos de o y E, que unen los puntos p;
y pi—1, forman una curva C' que es un 6valo, y por el corolario 1, existe un
disco en el cual aparece una componente conexa de Cy (figura 2.5).

De cada intervalo sobre E delimitado por los puntos p;p;i1, con i =
1,...,d —1, y el punto p; = p1, existe uno tal que contiene a un punto en el
infinito. La componente conexa generada por este tltimo intervalo depende
del grado de Cy_1, ya que, si d — 1 es par, entonces la componente va a
intersecar a F en un numero par de puntos y ésta va a generar una pseudo-
recta; si la componente interseca en un numero impar, genera un 6valo. A
esta tltima componente le llamaremos Cy (véase inciso 3).

De modo que la componente Cy_; generd d — 1 componentes en Cy por
lo que gana exactamente d — 2 componentes conexas.
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3) La curva (C; tiene una componente Cy que corta a E en d
puntos (dichos puntos son la interseccién de R; y E). La curva Cy
tiene buena oscilacion con respecto a E.

La componente a la que hago referencia al final del inciso 2) es exacta-
mente la misma curva C’d de este inciso.

Para ver esto solo tenemos que recordar que el producto de polinomios
Ry, que define rectas distintas que cortan a E, en d puntos, estan entre p;_1 y
p1 (interseccién de Cy_1 con E). Voy a llamar p! a los puntos de interseccién
de R, con E(para no confundir con los puntos de C’d,l). Como para cada p,
Ca1E(p)) =0y egRa(p}) = 0, €4Rq 1o es singular en p}; entonces, por el lema
16 en la seccion 1.b), Cy es transversal a E. En particular, la componente
que es transversal a F es Cy.

La propiedad de que Cj tiene buena oscilacién con respecto a E se sigue
del hecho de que, como los segmentos en E, de la forma pj, p; |, con py,; = pf,
tiene solamente puntos simples, entonces la componente Cy en esos segmentos
debe estar en una vecindad de E (lema 16 inciso 1.a), salvo en los extremos
de dichos segmentos, porque ahf se intersecan. Ademds C, es transversal en
los puntos p;, por lo tanto, corresponde con la definicién de buena oscilacién.

O
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Capitulo 3

Método de Viro

En los capitulos anteriores hemos desarrollado las herramientas necesa-
rias para este capitulo. Vamos a mostrar la construccion del método de Viro.
Esta construccion es en si misma sencilla y muy 1til para el estudio de cur-
vas algebraicas. Sin embargo, debido a la sencillez de este método, presenta
algunas limitantes

3.1. T-Curvas

Sea m un ntmero entero positivo y sea T el tridngulo en R? asociado a

T={z>0,y>0,z+y <m}.

Ahora describiremos como podemos asociar una curva L a cada triangu-
laciéon de T'y a cada asignacién de signos en los vértices de 7T'.

Vamos a utilizar la triangulacién del tridngulo 7' tal que todos sus vértices
sean enteros, esto es, que los vértices tengan entradas enteras.

Definicién 14. Una triangulacién de T' es primitiva cuando los triangulos de
éstas, tienen drea 1/2. Entonces podemos decir que todo punto en TN (N x N)
es punto de la triangulacion.

Definicién 15. Una triangulacién de T' es conveza si existe una funcion
v : T — R lineal por pedazos, continua y convexa, la cual no es lineal en
2 tridangulos adyacentes. El angulo entre 2 triangulos adyacentes debe ser
estrictamente menor a 180.
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En el resto del trabajo consideraremos triangulaciones primitivas y con-
vexas.
Tomamos copias de T' como sigue:

T, = 5o(T), Ty = 5y(T), Toy = s(T)

Donde s,, s, son las reflexiones respecto a los ejes coordenados X y Y, y
5 = 8, 0 5, es la reflexién respecto al origen.

Extendemos la triangulacién de T' en los demas cuadrantes T'UT, UT,UT,,
y, dada la asignacién de signos a;; = +/— sobre los vértices (¢,7) de T,
extendemos sobre T"U T, UT, UT,,, de la siguiente forma:

El monomio z'y’ es enviado en (—z)'y’ bajo s,. De la misma forma, es
enviado a z'(—y)’ bajo s,. Y en la composicién s es enviado a (—xz)%(—y).

Bajo estas funciones podemos hablar de 4 grupos distintos de puntos, los
cuales van a comportarse respecto a las reflexiones como sigue:

Si tenemos un vértice con coordenadas (4, j), indistintamente del signo de
éste,

1 =2n, 7 = 2m, El vértice no cambia de signo bajo ninguna reflexion

1=2n+1, 7 =2m+ 1 El vértice cambia de signo en cada reflexion

1 =2n+1, j = 2m El vértice s6lo cambia de signo bajo s,

1=2n, 7 =2m+ 1 El vértice s6lo cambia de signo bajo s,

Vamos a seleccionar el punto medio de cada arista que tenga vértices con
diferentes signos, y unimos con un segmento de recta los puntos medios de 2
aristas que se encuentren contenidos en el mismo triangulo. Llamaremos L' a
la uniéon de todos los segmentos de recta de cada triangulo de la triangulacion
extendida.

Identificamos los puntos antipodas de la frontera de T"U T, U T, U T,.
Tenemos un espacio resultante 7, que es homeomorfo a RP2. Denotamos por
L la imagen de L' en T,.

Al par (T, L) le llamamos la carta de una curva proyectiva algebraica
real A, si existe una curva algebraica A C RP? tal que los pares (T, L) y
(RP?,RA) son homeomorfos. Asi, al par (T, L) le llamamos la carta de A.

Una de las limitantes mencionadas al principio del capitulo, corresponde a
la asignacion de signos sobre la triangulacién. Los signos sobre las reflexiones
de la triangulacién estan determinados por las funciones antes mencionadas
53,5, y no en forma directa como en el caso de la triangulacién 7T'.

De esta forma, encontrar una asignacion que forme la carta de A con la
configuracion deseada, se vuelve una tarea complicada.
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Un ejemplo claro de esto, esta en la figura 3.9. El cambio de un signo en
el vértice (1,1) cambia la composicién de la curva, dando dos componentes
mas a la curva original.

Teorema 6. (O. Viro) [3] Dada una triangulacion primitiva y convexa de
T, con una asignacion de signos a;; sobre los vértices de T', ewiste una cur-
va proyectiva plana algebraica real, no singular A, de grado m con la carta
(Ty, L).

Definicién 16. A una curva algebraica plana real proyectiva, no singular,
le llamamos 7' — C'urva si tiene una carta (7%, L).

Teniendo ya la carta de una curva proyectiva algebraica real necesitamos
dar un polinomio que la genere. Este polinomio estd dado de la siguiente
forma:

Qulz,y) = Y ajaty't""),
(4,9)€T
donde 4, j son enteros, t es un parametro, a, ; es el signo del punto entero
(i,7) v v es la funcién de convexidad definida por la triangulacién T'. Cabe
senalar que proyectivizar el polinomio Q;(x,y), para un valor suficientemente
pequeno de t, define una curva con la carta requerida.

3.2. Funcidén de levantamiento v(z,v)

Antes de dar la construccién necesitamos una funcién de convexidad
v(z,y), y la funcién que propongo para ésto es la siguiente.

Dada la triangulacién primitiva, tomamos un triangulo que sera la base
de la construcciéon, al que llamaremos ¢y, y a los vértices de este triangulo
les asignamos la altura! by. Agregamos los tridngulos que comparten una
arista con c¢g y los tridngulos que tienen 2 de sus vértices en ¢q. A esta figura
le llamamos ¢; como se muestra en la figura 3.1. Asignamos altura b; a los
vértices anadidos. Siguiendo con esta construccion, a la figura ¢y, le agregamos
los triangulos que comparten arista y los que comparten 2 vértices con ¢, para
formar ci11, y a los nuevos vértices les asignamos la altura by ;.

e llamamos la altura del vértice a la distancia que del vértice levantado al plano XY
bajo la funcién v(x,y).
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Co C, C,

Figura 3.1: Secuencia de construccién en base a un triangulo

Si en lugar de un tridngulo queremos usar un vértice como base, a este
vértice le asignamos la altura by y consideramos a todos los triangulos que
contienen como vértice a cg, igual que en la figura 3.2. Los vértices de cqy
tendrén altura by (excepto el vértice base). Después procedemos de la misma
forma que con la construccion anterior. Asi, para la figura ¢, agregamos los
tridangulos para formar ¢, y a los nuevos vértices les asignamos altura by .

Co Cl

Figura 3.2: Secuencia de construcciéon en base a un vértice
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La altura b, estd dada por la sucesién recursiva
bo =0
bk+1 = Qbk + ]_

Para demostrar la convexidad de v(z,y) basta demostrar que para cua-
lesquiera 2 triangulos de T, el angulo de los vectores normales de cada uno
de los triangulos levantados por v(z,y) es menor a 180 grados. Y para ésto,
asignamos vectores en R? a los vértices de los 2 tridngulos. Existen 27 po-
sibles configuraciones bajo 3 diferentes parametros para cada configuracion,
pero solo obtendremos 3 pares diferentes de vectores normales por lo que nos
restringiremos a las 3 configuraciones que facilitan los cdlculos.

= Configuracion A

Asignamos a los vértices los siguientes vectores (Figura 3.3).

‘/1:('1:7y7z)

Vo= (2z,y+122+1)

Va=(z+1,y,22+1)

Vi=(x+1,y+1,42+3)
Con z = b, para alguna k € N,

(x,y+1,2z+1) (x+1,y+1,4z+3)

(xy,2) (x+1y,2z+1)
Figura 3.3: Configuracion A

Para formar el vector normal del primer tridangulo hacemos
Vs —Vi=(1,0,z+1).

Y calculamos el vector normal N; mediante el producto cruz en R3.

i j ok
01 241 |=(2+1)i+(z+1)j—kF
1 0 241
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De la misma forma, hacemos
Vy—Vo=(0,1,2z + 2)
Vs — Vo= (1,-1,0).

y el producto cruz nos da el vector normal Ny

tJ
01 2242 |=(2242)i+(z+1)j—k.
10

Para calcular el dngulo de los vectores Ny = (z + 1,2+ 1,—1) y Ny =
(22 +2,z+ 1,—1) utilizamos la férmula

(N7 - Ns)

————— = c0s(0)
[[N[] - [[ V]l

donde el angulo § < 180 es el angulo diédrico de los 2 triangulos.
Entonces el levantamiento es convexo si 0 < 6 < 180. Para que esto
suceda, el cos(6) debe ser positivo. Pero, (N - Ny) > 0, Vz = b,,.

De esta forma vemos que el dngulo diédrico esta acotado superior e
inferiormente, por lo que para esta configuracion se mantiene.

Configuracién B

Asignamos los vectores (Figura 3.4)

‘/1 = (x7ya Z)

Vo= (z,y+1,22+1)
Vs=(z+1,y,42 + 3)
Vi=(x+1Ly+1,82+7)
Trasladamos los vectores V5, V3 al punto (x,y, 2)

Vs— Vi =(1,0,32 +3).

42



(X,y+1,2z+1) (x+1y+1,82+7)

x,y,2) (x+1y,4z+3)

Figura 3.4: Configuracién B

Calculamos N;

ik
01 241 |=0B2z+3)i+(z+1)j—k.
1 0 32+3

De la misma forma

Vi—Vo=(0,1,62+7)
Vs— Vo =(1,-1,22 +2).

Calculamos Ny

i 7 k
0 1 6247 |=(6z+T7)i+ (4z+5)j —k.
1 0 22+2

Los 2 vectores Ny = 3z + 3,24+ 1,—1) y Ny = (62 + 7,42+ 5,—1)
estan por debajo del plano XY y (Ny - Ny) > 0, Vz = b, por lo que la
configuracion se verifica.

Configuracion C

Asignamos los vectores (Figura 3.5)

Vi=(z,y,2)

Vo= (z,y+1,22+1)
Vs=(z+1,y,42 + 3)
Vi=(x+1,y+1,42+3)

Centramos en V;

Vo—Vi=(0,1,24+1)
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(x,y+1,2z+1) (x+1,y+1,42+3)

(x,y,2) (x+1y,4z+3)

Figura 3.5: Configuracion C

Vs— Vi =(1,0,3z +3).

Calculamos N;

i g k
01 241 |=0B2z+3)i+(z+1)j—k.
1 0 3243

Centramos en V5

Vi—Va=(0,1,22+2)
Vs— Vo =(1,-1,22+2).

Calculamos N,

1 0 2242 |=(22+2)i+(0)j—k.
1 -1 2242

Y bajo la premisa de los 2 casos anteriores, los vectores estan por debajo

del plano XY y (Ny - Ny) > 0, Vz = b,.

Concluimos que la funcién v(z,y), dada la definicién de esta seccién,

cumple con ser una funcién convexa sobre T'. La funcién estd dada de forma
recursiva; esto es una desventaja puesto que no podemos calcular los valores
de cada altura sin haber calculado los valores de los vértices anteriores. Sin
embargo, tiene la ventaja de que los exponentes siempre son enteros y estos

no crecen con tanta desmesura.
Quiero agregar que, aun a pesar de que puede ser definido el ¢y en cual-

quier lugar de T, existe una forma optima que depende del grado m del
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polinomio que se quiere construir, la cual consiste en tomar la base ¢y siem-
pre sobre la recta identidad. Aparte, se debe elegir la base segun el siguiente
criterio:

m =0 (mod 3) Vértice

m =1 (mod 3) Tridngulo con dngulo apuntando al centro

m = 2 (mod 3) Tridngulo con dngulo apuntando al lado
al lado contrario del centro

3.3. Construccion de una T-Curva

Consideramos la distribucién de signos definida para 7" en la figura 3.6.
Vamos a construir el polinomio Q;(x,y) para esta configuracion.

4
+ - +
J o
- + - -
®
+ - + - -
¢ ® °

Figura 3.6: Configuracion de signos

Tomamos como base ¢y el tridngulo (1, 1,0), (1,2,0), (2,1,0). Asignamos
las alturas de los vértices mediante la funcién v(zx,y).

En la siguiente tabla se muestra el valor de la altura, dadas las coorde-
nadas de los vértices de T' y los ¢, en donde estan contenidos, junto con el
signo de cada uno de los vértices de acuerdo a la distribucién asignada al
principio de esta construccion.
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Co C1 Co C3
+(1,1,0) | +(0,2,1) | —(0, +(0,0,7)
—(1,2,0) | +(2,0,1) | —(1, +(4,0,7)
—(2,1,0) | +(2,2,1) | —=(3, +(0,4,7)

Extendemos la triangulacién de T, ya definida con los signos correspon-
dientes, mediante las funciones s, s;, 5, y Szy-

+
)

Figura 3.7: Extensién de la triangulacién de T’
Entonces la funcién Q;(z,y) queda definida de la siguiente manera

—I—t$2y2 — :E2y — ny + ta? +ty2 + zy —t3y — x4+t
1
cont < 30

La carta asociada a la curva se muestra en la ultima grafica de esta
seccion.
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2

Figura 3.8: Carta de grado 4 asociada a la ecuacién Qq(x,y)
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Figura 3.9: Carta de grado 4, signo opuesto en el vértice (1,1)
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Capitulo 4

Construccion de M-Curvas y la
conjetura de Ragsdale

En éste ultimo capitulo, vamos a presentar de dos aplicaciones impor-
tantes del método de Viro. Una de éstas es la construccién de M-Curvas, la
cual es la parte mas importante de este texto. Y la otra es la conjetura de
Ragsdale. Esta conjetura se ha trabajado ampliamente, pero con el método
de Viro arroja resultados interesantes en este tema.

4.1. Construccion de M-Curvas con el méto-
do de Viro

Recordemos que una M-Curva de grado m es una curva en RP? que tiene
(m —1)(m — 2)/2 4+ 1 componentes conexas.
Sea m = 2k un entero positivo, y sea T el tridngulo en R?,

T={x>0,y>0,2+y <m}.

Ahora consideremos la siguiente distribucion de signos para los vértices
enteros del triangulo 7":

Un vértice (4,7) de T es llamado par si ¢, j son ambos pares, e impar de
suceder cualquier otra cosa. Un punto tendra signo —, si éste es un punto
par, y tendré signo +, si es un punto impar.

A esta distribucion se le conoce como la distribucion de signos de Harnack.

Usaremos el sistema de notacion de configuraciones o esquemas de curvas
no singulares propuesto por Viro. El esquema que consiste de un sélo 6valo
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se denotard como < 1 > y el esquema vacio como < 0 >. El conjunto de
A 6valos no anidados se representa por el simbolo < A >, y el conjunto de
ovalos obtenidos por la adicién de un 6valo que contiene a A es denotado
como < 1 < A >>. Un esquema que es la unién de 2 conjuntos de évalos
< A >y < B > que no se contienen entre si, se representa como < AU B >.

Teorema 7. [7] Toda triangulacion, primitiva y convexa de T con longitud de
lado par 2k con la distribucion de signos de Harnack en sus vértices produce
una M-Curva de grado m = 2k con carta (T, L) y con el esquema topoldgico
3k? — 3k E—1)(k—2
< (k=12 __

Ul <
2 2

Observacion 1. Una curva que tenga este esquema consiste de la siguiente
cantidad de évalos

BK: -3k (k= D(k=2) _ Bk(k— D)+ (k- D(k-2)
2 2 2
:(k—l)(3125+k:—2)+1:(k—1)§4k—2)+1
_2Ak-DEk-1) | @k=2@k-1)

2 2
y como m = 2k, podemos reescribir la ultima ecuaciéon como sigue

(m—2)(m—1)

1.
5 +

Dado que para cada m € N, la curva cumple con la cota de Harnack para el
nimero maximo de componentes, es una M-Curva.

Demostracion. Vamos a analizar primero los vértices enteros que hay en el
interior del tridngulo 7. Notemos que T' tiene m + 1 columnas de vértices
enteros.

La primera columna de vértices en el triangulo 7T tiene m + 1 vértices
pero esta en la frontera del triangulo por lo que no contiene vértices en el
interior.

La segunda columna tiene m vértices impares, de los cuales 2 son parte
de la frontera, por lo que la segunda columna contiene m — 2 vértices en el
interior.
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La tercera columna tiene m—1 vértices y, por ende, contiene m—3 vértices
en el interior.

Siguiendo este razonamiento, la columna m — 1 contendra sélo 1 punto
del interior. Las tltimas 2 columnas no pueden contener méas vértices en el
interior. Haciendo la suma, tenemos que el ntimero de vértices del interior de
T es

2 m—1D(m—2
3ot

Ahora vamos a contar los vértices pares.

Tenemos en total m 4+ 1 columnas pero sélo las que tienen entrada en x
par van a contener a los vértices pares, lo cual nos deja con k + 1 columnas
que contienen a los vértices pares. La primera y la tltima columna pertenecen
completamente a la frontera por lo que tenemos un total de £ — 1 columnas
que contienen a los vértices pares en el interior.

Cada una de éstas contiene k + 1 vértices pares y 2 de estos vértices
estan en la frontera de T' teniendo un total de k£ — 1 vértices pares para
cada columna con vértices pares en el interior. Entonces, el nimero total de
vértices pares en el interior de T es

k—1
D k—1=0+1+42+..+(k—2) =

i=1

(k—2)(k—1)
2

El ntimero de vértices impares en el interior de T' lo podemos calcular
haciendo la resta

2k —1)(2k—2) (h—1)(k—2) 4k>—6k+2— (K> — 3k +2)

2 2 2

4k? — 6k +2 — k2 + 3k — 2 B 3k — 3k
2 2
Vamos a demostrar que cada uno de los vértices pares en el interior de T’
es el centro de una estrella! en alguno de los cuadrantes 7°U T}, U T,UT,
dependiendo del tipo de vértice, y ésta contendra un évalo.
Tomamos un vértice par arbitrario en el interior de la triangulacion de
T. Este tiene signo “—". Todos los vértices vecinos son impares (si el vértice

Yo

' La estrella de un vértice es la unién de tridngulos de la triangulacién que contienen a
este vértice.

51



par tiene coordenadas (2i,27) entonces cualquier otro vértice alrededor de
éste tendré coordenadas (2¢ + 1,25 £+ 1)) por lo que tendran signo +. Esto
significa que la estrella de vértice par contiene un évalo de la curva L. El
nimero de estrellas con esta condicién es w Por lo tanto tenemos
w ovalos en el primer cuadrante.

Para los vértices impares en el interior de T', vamos a clasificarlos como

sigue:

1. Supongamos que el vértice es de la forma 7 = (24,25 + 1). Bajo la
transformacion s, este vértice seguird teniendo signo +. Los vértices
pares que son adyacentes a ¢l seguirdn teniendo signo —. Los vértices
impares que son adyacentes a €l en T tienen entrada en x impar por
lo que, bajo la transformacién s,, cambiardn su signo a menos. Esto
quiere decir que mientras el vértice 7 = (2¢,2j 4+ 1) tiene signo + en
T,, los vértices de la estrella en la que se encuentra tendran signo —.
Por lo que esta estrella contiene un évalo de L.

2. Los vértices de la forma 7 = (2i+1, 2j), bajo s,, mantendréan su signo en
T, al igual que los vértices pares adyacentes. Pero los vértices impares
adyacentes a 7 = (2¢ + 1,27) en T cambiardn su signo en T} puesto
que perteneces a una fila con entrada impar en y. De este modo, los
vértices de la estrella que tiene como centro a 7 = (2i + 1,2j) tendran
signos diferentes al centro. Asi vemos que la estrella contiene un évalo
en L.

3. Para el caso de los vértices de la forma 7 = (2i + 1,25 4+ 1) podemos
deducir que, bajo la transformacion s,,, mantendran el signo 4. Esto
debido a que bajo las transformaciones s, y s, cambian su signo y
Szy = Sz 0 8y. Los vértices pares no cambian de signo bajo alguna
de las transformaciones y los vértices impares con forma diferente a
los definidos en este caso, sélo cambian de signo bajo una de las 2
transformaciones s, o s,. De este modo, los vértices 7 = (20 +1,2j+1)
mantienen el signo positivo y los vértices de la estrella que los contiene
en T, tienen signo negativo. Asi, la estrella contiene un évalo en L.

Bajo la consideracién de los 3 casos anteriores, podemos concluir que cada
vértice impar en el interior de T esta asociado y conteniendo un tinico 6valo,

con un total de w dejando un sélo évalo por definir.
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Este 6valo restante, es el mas complicado de encontrar debido a se en-
cuentra en los 4 cuadrantes de T UT, UT, UT,,. Ademads, veremos que tiene
ovalos de los ya definidos en su interior.

Vamos a regresar a T'. Existen vértices pares e impares intercalados a lo
largo de toda su frontera. Sin embargo, los vértices impares contenidos en el
eje X son de la forma 7 = (2i,2j 4+ 1); los vértices impares en la frontera
paralela al eje Y son de la forma 7 = (2i + 1, 25); los vértices impares sobre
la frontera diagonal de T" son de la forma 7 = (2i 4+ 1,25 + 1).

Los vértices contenidos en la frontera comin de 7"y T, son, del lado de
T, todos negativos, y del lado de T" positivos. Por lo que L se movera alter-
nadamente entre 7"y T}, a lo largo de la frontera comun. Sucede lo mismo en
la frontera comtn de Ty T,.

Los vértices en la frontera comin de T;, y T}, vienen bajo la transforma-
cién s, en T y son pares o son impares de la forma 7 = (24,25 4+ 1) por lo
que todos tienen signo —. Esto quiere decir que L no cruza esta frontera.

De igual manera, Los vértices de la frontera comun de T,, y T, son la
imagen de los vértices de la frontera de T paralela al eje Y bajo la transforma-
cién s, y los vértices que la conforman tienen signo “4”. Tenemos entonces
que L no cruza tampoco esta frontera.

Los vértices de la frontera diagonal de T son pares o impares de la forma
T =(2i+1,2j+1) y como vimos en el caso 3, estos vértices cambian su signo
bajo cualquier transformacién. Entonces, bajo s, todos tienen signo negativo
al igual que bajo la transformacién s, y estos puntos son la frontera comin
de T, y T,. Por esta razén, L no cruza esta frontera.

Por tltimo, la frontera comun entre 17"y T, es la frontera diagonal de
T y bajo la transformacién s,,, como los vértices impares son de la forma
T =(2i+1,2j + 1), no cambian su signo, L alternara entre 1"y Ty,,.

Afirmamos que L alternara entre todos los puntos de la frontera de T
haciendo un 6valo que contiene a todos los puntos del interior de T' y por lo
tanto conteniendo a todos los 6valos en el interior del mismo.

Podemos concluir que el esquema concuerda con lo previsto por el teore-
ma.

[]

53



oNoNG

RARHS,
i
F

e}

S AT
oo
‘if?::f?°

e
PN

o
:?”f?*f? 7

Figura 4.1: Configuracion de Harnack para m = 8

4.2. Conjetura de Ragsdale

Vamos a considerar una curva algebraica plana proyectiva real no singular
de grado par m = 2k. El conjunto de puntos de esta curva divide al plano
proyectivo real RP? en 2 partes con una frontera comiin RA (estas partes
son los subconjuntos de RP? donde el polinomio que define la curva tiene los
valores positivos o negativos respectivamente). La componente con valores
negativos seré denotada por RP2, y la componente con valores positivos se
denotard como RP?.

La topologia de RP? y de RP? estdn intimamente conectadas por el tipo
topoldgico del par (RP? RA). Sea p el ntimero de componentes conexas de
RP?,y n+1 el nimero de componentes conexas de RP? (exactamente una
componente conexa de RP? es no orientable).

Los ntimeros p y n pueden ser descritos de otra forma. Un 6valo de una
curva es llamado par (resp. impar) si estd contenido en un nimero par (resp.
impar) de otros 6valos de la curva.

Asignando un valor negativo a la componente no orientable, es facil ver
que p es el nimero de évalos pares de la curva, y n el nimero de 6valos
impares.
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En 1906, V. Ragsdale, estudiando los resultados de las construcciones de
curvas de Harnack y Hilbert, propuso 2 conjeturas:

3k? — 3k + 2 3k? — 3k + 2
2 2
' 3k? — 3k +2 3k? — 3k +2

En 1938, 1. Petrowsky prob¢ la segunda conjetura de Ragsdale y también
propuso una conjetura similar para la primera [6]:

3k? — 3k +2 3k* — 3k + 2
;NS
2 2

En 1980, O. Viro construyé curvas de grado 2k con n = para
cualquier £ > 4. Estas curvas son contraejemplo a la conjetura original de
Ragsdale, pero no de la conjetura de Petrowsky.

El siguiente teorema nos da un contraejemplo de la conjetura corregida
de Ragsdale (o de la conjetura de Petrowsky). Este teorema se demuestra
con la construccién de curvas de Viro pero con una triangulacion 7' diferente
a la original.

p<

3k2—3k+2
2

Teorema 8. Para cualquier entero k > 3

a) Eziste una curva algebraica plana proyectiva no singular de grado 2k
con

3k? — 3k + 2 [(k—3)2+4}
> 8

(donde [x] denota el mdximo entero menor o igual que x).

p:

b) Existe una curva algebraica plana proyectiva no singular de grado 2k
con

n =

3k —3k+2  [(k—3)2+4

+ -1
2 8

La demostracién de este teorema estd basada en la construcciéon de un

hexagono con signos adecuados. Vamos a construir T-curvas con las pro-

piedades propuestas. Veremos, primero, como construir una curva de grado
2_
m = 2k con p = 3E3kE2 4
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Suponemos que el hexdgono S mostrado en la figura 4.2 es puesto dentro
del tridngulo " = {z > 0,y > 0,2 +y < m} de tal modo que el centro
de S tiene ambas coordenadas impares. Podemos extender la triangulacién
primitiva dentro del hexdgono S al tridangulo T" extendiendo partes convexas
del poligono.

Figura 4.2: Hexagono S con la configuracién de signos de Harnack
Para poder aplicar el teorema 6, necesitamos escoger signos en los vértices

de T'. Dentro de S agregamos los signos de acuerdo a la figura 4.2, y afuera
de ésta usamos la distribucion de signos de Harnack.
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