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Introduccion

Stefan Bergman ([3]) en 1922 descubri6 una elegante teorfa de espacios de Hilbert de
funciones analiticas tanto en dominios del plano complejo, como en dominios de espa-
cios complejos de dimension mayor; para dicha teoria se basé fuertemente en el nicleo
reproductor del espacio de Hilbert en cuestion, ahora llamado nicleo de Bergman. Sus
resultados fueron aplicados principalmente a la dinamica de fluidos, mapeos conformes
y teoria del potencial. Bergman se enfocé principalmente en los espacios de funciones
analiticas cuadrado integrables respecto a la medida de Lebesgue de area o de volumen,
méas ahora se consideran espacios de funciones analiticas p-integrables y se ha anadido
una funcion de peso.

Diferentes problemas surgieron en los ahora llamados “Espacios de Bergman”, parte
de ellos estan intimamente relacionados con los resultados que se tenian para los espacios
de Hardy. Dichos problemas se consideraban complicados pues se sabia que las funcio-
nes de los espacios de Bergman no tenian un buen comportamiento en la frontera de
los dominios de definicién. Fue hasta la década de 1970 cuando Horowitz y Korenblum
hicieron importantes avances en problemas relacionados principalmente con “subespacios
invariantes”, “conjuntos de ceros” y “vectores ciclicos” (ver [12], [15]).

El nicleo reproductor de un subespacio invariante de un espacio de Bergman no es facil
de calcular, excepto en algunos casos muy particulares. Es por eso que no habia jugado
un papel importante en el estudio de estos subespacios; pero recientemente han aparecido
algunos trabajos que exhiben algunas propiedades estructurales de estos nicleos ([5], [20],
[17]), lo que ha llevado a probar nuevos resultados acerca de los subespacios invariantes.

Los subespacios invariantes de los espacios de Bergman han vuelto a capturar la aten-
cion en anos recientes debido a que estan relacionados con el antiguo problema del subes-
pacio invariante: Cada operador lineal acotado en un espacio de Hilbert separable de
dimensién infinita tiene un subespacio invariante no trivial. En [11] se muestra que es
equivalente al problema de los subespacios invariantes en el espacio de Bergman A?(ID),
a saber: Dados dos subespacios invariantes I, J en A*(D) con I C Jy dimJ &I = oo
;Existe un subespacio invariante M de A%*(D) contenido estrictamente entre Iy J?

El presente trabajo esta dividido en 4 capitulos, a lo largo de los cuales hacemos enfasis
en los resultados que son nuevos o que se han mejorado respecto a la bibliografia existente.



En el primero consideramos la teoria de los llamados espacios de Hilbert con nicleo
reproductor (EHNR), tratamos algunas propiedades generales de los niicleos reproductores
y damos algunos resultados importantes como el debido a H. Moore, que establece una
correspondencia uno a uno entre las funciones definidas positivas y los espacios de Hilbert
con nucleo reproductor. En el mismo capitulo consideramos también el llamado “problema
de reconstruccién”, que es el problema de encontrar un espacio de Hilbert con ntcleo
reproductor correspondiente a una funcion definida positiva dada.

El segundo capitulo esta dividido en dos grandes partes. En la primera introducimos los
espacios de Bergman con peso y tratamos algunas propiedades generales de estos espacios;
mientras que en la segunda parte definimos los espacios de Hilbert sub-Bergman (ver [23],
[14])y probamos algunas propiedades de estos espacios; ponemos particular atencién al
hecho de que estos espacios son ejemplos de espacios de Hilbert con nicleo reproductor y
son soluciones de problemas de reconstruccion.

En el tercer capitulo siguiendo [25] y [21] se define un operador integral llamado “ope-
rador raiz” que es definido en términos del nicleo reproductor del espacio de Bergman y
del ntcleo reproductor de un subespacio invariante del espacio de Bergman. En esta parte
se estudian propiedades relacionadas con su continuidad, su compacidad, su pertenencia
a la clase de traza y su pertenencia a la clase de Hilbert-Schmidt.

En el cuarto capitulo calculamos el nicleo reproductor de algunos subespacios inva-
riantes particulares, lo que nos ayudara en la tarea de determinar, entre otras cosas, si la
dimension del rango del operador raiz es finita.

Para finalizar, se ha anadido un apéndice, en el cual se han contemplado algunos
resultados importantes con el fin de que la tesis sea lo mas autocontenida posible.
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Capitulo 1

Espacios de Hilbert con ntcleo
reproductor

En este capitulo damos un panorama general de la teoria de los espacios de Hilbert
con nucleo reproductor y tratamos algunos resultados de importancia en capitulos subse-
cuentes. El lector puede consultar [2], [18], por ejemplo.

1.1. Definiciones y teoria general

Dado un conjunto X, equipamos a la coleccién F(X) de todas las funciones de X en
C con las operaciones usuales de suma (f + ¢)(z) = f(x) + g(z), y multiplicacién por un
escalar (c¢f)(x) = cf(x), c € C. Asi, F(X) es un espacio vectorial sobre C.

Definicién 1.1 Dado un conjunto X, decimos que H es un Espacio de Hilbert con Nicleo
Reproductor(EHNR) en X (sobre C) si:

i) H es un subespacio vectorial de F(X).
it) H esta dotado con un producto interior (,) respecto al cual es un espacio de Hilbert.
iii) Para cada y € X, la funcional evaluacion E, : H — C definida por E,(f) = f(y),
es lineal y acotada.

Sea H un EHNR en X. Dado que la funcional evaluacion es acotada, por el teorema
de representacion de Riesz se tiene que para cada y € X existe una dnica funcién k, € H,
tal que f(y) = (f, k,) para cada f € H.

Definicién 1.2 La funcion k, se llama el nicleo reproductor para y € X. La funcion
K : X x X — C definida por K(x,y) = ky(z) se llama el nicleo reproductor para H.

Observacion 1.3 Seay € X. Como k, € H se tiene que
K(z,y) = ky(x) = (ky, ky), v €X, (1.1)
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ademas

K(z,y) = (ky, k) = (ku, ky) = K(y,x), =,y € X. (1.2)
Dado que |E, | = supd |E,(£)| : |l = 1}, tenemos

IEy[| = sap{|(f, k)| = 1A =13 < IRy,

mds aun, como € H y tiene norma igual a 1 se sigue que

Hk |

[y (v)]
1Byl = = [k ll-
1Ky !

Por lo tanto, ||E,||? = ||k, |I* = (ky, k) = K(y,y).

Si consideramos un subespacio vectorial cerrado de un EHNR, entonces es claro que
es un espacio de Hilbert por si mismo. Tal hecho lleva a preguntarse si dicho subespacio
es o no un EHNR. El siguiente resultado da una respuesta afirmativa.

Proposicién 1.4 Sean H un EHNR en X y Ho C H un subespacio vectorial cerrado.
Entonces Hy es un FHNR en X vy el nicleo reproductor para y € X respecto a Hy es la
funcion Py(k,), donde k, es el nicleo reproductor para y respecto a H y Py : H — Ho es
la proyeccion ortogonal de H en Hy.

Demostracion. Como H, es un subespacio vectorial cerrado de H, entonces es un espacio
de Hilbert. Las propiedades i) - 7i7) de la Definicién 1.1 las hereda H, por ser subespacio
vectorial de H. Por tanto Hy es un EHNR.

Sea ahora y € X. Como H es un EHNR, existe un tinico k, € H tal que f(y) = (f, k)
para cada f € H; ademas como H, es por si mismo un EHNR, existe un tnico k, € H,

tal que f(y) = (f,k,) para cada f € Ho.

Como H, es un subespacio vectorial cerrado de H, existe una unica proyecciéon orto-
gonal Py : H — Ho. Asi, Py es un operador autoadjunto y Pok = ky, por lo tanto

ky(2) = (ky, ko) = (Poky, ko) = (ky, Poka) = (Poka) (y),

para cada z,y € X. De (1.2) se sigue que k, = Pyk, para todo = € X. [ ]

Por la proposicién anterior el nicleo reproductor Ky(x,y) para Hy estd dado por
Ko(z,y) = (Poky, Pok,). Més adelante se tratardan algunas de las relaciones que existen
entre el nucleo reproductor para Hg y el nicleo reproductor del espacio total H.

Ahora mostramos que dado un conjunto X y H un EHNR en X con nitcleo reproductor
K, la funcién K determina completamente al espacio H.

Lema 1.5 Sea H un FHNR en X con nicleo reproductor K. Entonces el espacio vectorial
generado por las funciones ky(-) = K(-,y) es denso en H.
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Demostracion. Sabemos que el espacio vectorial generado por un subconjunto no vacio
de un espacio de Hilbert es denso en el espacio de Hilbert si y sélo si su complemento
ortogonal es el vector cero. Ahora, una funcién f € H pertenece al complemento ortogonal
del espacio generado por la coleccién {k, : y € X} si y sélo si 0 = (f, k,) = f(y) para
cada y € X. Esto ultimo se cumple si y sélo si f = 0. ]

Lema 1.6 Sea H un EHNR en X y {fi}rea una red en H, donde A es un conjunto
dirigido. Si ||fx — f|| = 0, entonces la red {fx(x)} converge puntualmente a f(x) para
cada x € X.

Demostracion. Por las propiedades del ntcleo reproductor K y por la desigualdad de
Cauchy-Schwarz tenemos que

(@) = f(@)] = [ = frka)] < (1fx = FllllE |-

Teorema 1.7 Sean H,,Hy espacios de Hilbert con nicleo reproductor K. Entonces Hy =
Ho y || fll1 = || fl|2 para cada f.

Demostracién. Ponemos W; = span{k, € H; : © € X}. Por el Lema 1.5, W; es denso
en H;. Notamos que para cada f € W; se tiene que f(x) = >_; ajk,; () y que sus valores
como funcién no dependen de si f pertenece a W; o Wh.

Ahora, para dicha f se tiene

AR =D it (ke ko)1 = > it K (2, 1) = || £]13:
i i

Ast, [[f]lr = [|f]l2 para cada f € Wy = W).

Sea f € H;. Existe una sucesién {f,} en W tal que ||f, — f|[1 — 0. Por la igualdad
antes probada se sigue que { f,,} es una sucesién de Cauchy en Ws; mds atin, existe g € Hs
tal que ||f, — gl|]2 — 0. Por el lema anterior, f(z) = lim f,(z) = g(x) para cada z € X.

n—oo

Asi ‘Hy C Ha, y por un argumento analogo, Ho C H;. Por tanto H; = Ho.

Finalmente, como ||f||; = ||f||2 en un subconjunto denso, se sigue el resultado. n

En el caso de que un EHNR tenga una base ortonormal numerable, una manera de
calcular el nicleo reproductor nos la da el siguiente resultado:

Teorema 1.8 Sea H un EHNR en X, separable y con nicleo reproductor K(xz,y). Si

{en}nen es una base ortonormal para H, entonces K(x,y) = >~ en(y)en(z), y la serie

converge puntualmente en X x X.

Demostracién. Para cada y € X tenemos que (ky, e,) = (e,, ky) = e,(y). Asi,

ky = Z(kya en>en = Zmena
n=1 n=1
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donde la serie converge respecto a la norma en H. Como la funcional evaluacién E, es
continua en H tenemos

K(x,y) ien eC.

n=1

En particular > 7 |e,(y)|* = K(y,y) < oc. ]

Como una aplicacién inmediata de la proposicion anterior consideramos el siguiente re-
sultado que se conoce como la desigualdad de Cauchy-Schwarz para el nicleo reproductor,
la cual se suele usar para determinar que cierta funciéon no es nicleo reproductor.

Proposicién 1.9 Sea H un EHNR en X, separable y con nicleo reproductor K(x,y).
Entonces se cumple |K(z,y)|? < K(z,2)K (y,y) para x,y € X.

Demostracién. Por el teorema anterior se tiene que K (z,y) = >~ e,(y)en(x), donde

{€n}nen es una base ortonormal para H. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

K <Z|en )len(z )<Z|€n 1D lea()]® = K(z,2)K (y, y).

1.2. Caracterizacion del ntucleo reproductor

En esta seccién centramos nuestra atenciéon en encontrar condiciones necesarias y
suficientes para que una funcién K (x,y) sea el nicleo reproductor para algin EHNR.

Denotamos por M, (C) a las matrices de n X n con entradas complejas. Sea A =
(a;;) € Mpxn(C). Decimos que A es positiva (A > 0) si y s6lo si para cualesquiera
a1, Qa, ..., a, € C se tiene que szzlmajai,j > 0. De manera equivalente, A > 0 si y
sélo si (Az, z) > 0 para cada z € C", donde (-, -) denota el producto interior en C".

Definicién 1.10 Sean X un conjunto y K : X x X — C una funcion. Decimos que K
es una funcion definida positiva en X si cumple que para cada n € N y para cualesquiera
n puntos i, Tz, ..., T, en X la matriz (K (z;,x;)) es positiva.

Un resultado inmediato es el siguiente.

Proposicion 1.11 Sea X un conjunto y H un EHNR sobre X con nicleo reproductor
K. Entonces K es una funcion definida positiva.



Demostracién. Sean {zy,xs,...,2,} C X y oy, 9,...,qa, € C fijos. Entonces tenemos
que

Z m@jK(.’ﬂi, .CE]') = Z m&j <k33j, kxz> = <Z ijk’xj, Z azkxz> =
j=1 i=1

2,j=1 1,j=1

2
> 0.

E a; kxl
i=1

A partir de una o varias funciones definidas positivas podemos construir méas funciones
definidas positivas en base al siguiente resultado.

Proposicién 1.12 Sea X un conjunto. Entonces la suma de funciones definidas positivas
es una funcion definida positiva. Si K es una funcion definida positiva y f : X — C es

cualquier funcion, entonces Ki(x,y) = f(x)K(x,y)f(y) es una funcion definida positiva.

Demostracion. Sean K, Ky funciones definidas positivas. Sea n > 1 arbitrario y sean
{z1,29,...,2,} CT X, aq,9,...,a, € C fijos.

Para la primera parte de la proposicion tenemos que
Z oo (K + Ko) (i, ;) = Z ooy Ko (2, x5) + Z oo Ko (i, ) > 0.
ij=1 ij=1 ij=1
Para la segunda parte de la proposicién tenemos
Yo @oKi(wiag) = Y @y f(w) K (2, 25) f(2))
i,j=1 i,j=1

= > (af@)) (af@) K(aizy) > 0.

1,j=1

A continuacién introducimos el producto de Schur de matrices en M, «,(C), para
posteriormente construir otro ejemplo de funcién definida positiva.

Definicién 1.13 Sean A = (a;;), B = (b;;) € Muxn(C), el producto de Schur de A y B,
denotado por Ax B, es la matriz A B = (a; jb; ;) € Myxn(C).

Observacion 1.14 FEs bien sabido que dadas las matrices positivas A y B, el producto
de Schur A x B es una matriz positiva (ver [18, pag. 458]). Asi, si consideramos a un
conjunto X y a K1, Ky : X x X — C funciones definidas positivas y definimos su producto
K: X xX — C como K(z,y) = Ki1(z,y)Ks(z,y), entonces K es una funcion definida
positiva.

La Proposicion 1.11 es evidente, mas tiene un reciproco, el cual es un resultado muy
importante que nos dara una completa caracterizacion de las funciones definidas positivas.



Teorema 1.15 (Moore, [18]) Sean X un conjunto y K : X x X — C una funcion
definida positiva. Entonces existe un unico espacio de funciones definidas en X que es de
Hilbert y tiene como nicleo reproductor a K.

Demostracién. Consideramos a W C F(X) como el espacio vectorial generado por el
conjunto {k, : y € X}, donde k,(x) = K(z,y).
Sean f =) . ajky,, g =), Biky, en W. Consideramos a la forma B : W x W — C

definido por B(f,g) =>_; >, ;B K (yi, y;). Afirmamos que B define un producto interior
en W.

Veamos que B esta bien definida en W, esto es, debemos mostrar que B(f,w) = 0
para cada w € W siy sdlo si f es idénticamente cero en X. Sea f(z) = Y77 ajky, (z).
Supongamos que f es idénticamente cero, por la definicion de W es suficiente mostrar que
B(f,k,) =0 para cada y € X. Por la definicién tenemos que B(f, k,) = Zj o K(y,yj) =
f(y) =0, luego B(f,w) = 0 para cada w € W, en particular B(f, f) = 0. Reciprocamente,
supongamos que B(f,w) = 0 para cada w € W, en particular B(f,k,) = 0 para cada
y € X, luego f(y) = 0. Por tanto B estd bien definido, més atn, para cada f € W se
tiene que f(z) = B(f, k).

Es claro que B es sesquilineal. Ademas, como K es una funcién definida positiva, para
cada f = 377 | ajk,, se tiene B(f, f) = >/ ,_, cjaiK (yi,y;) > 0, esto implica que B
define un producto interior semidefinido en W y en particular se cumple la desigualdad
de Cauchy-Schwarz, esto es,

[fW)P = |B(f. ky)I* < B(f. [)B(ky, ky).

Asi, B(f, f) = 0 implica que f(y) = 0 para cada y € X. Por tanto B define un producto
interior en W, por ende W es un espacio vectorial con producto interior.

La construccion del espacio requerido ain no termina pues W no es necesariamente
completo, para este fin debemos considerar la completacion de este espacio en la forma
usual; esto es, debemos tomar las clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy en W
para obtener un espacio de Hilbert H.

Sea [{fn}] € H, donde {f,} C W es una sucesién de Cauchy. Por la desigualdad de
Cauchy-Schwarz se tiene

W) = ()] = 1B(frn = fas k)| < 1 fin — full 37K (. 9) ",

luego {f.(y)} es una sucesién de Cauchy en C para cada y € X, esto implica que existe el
limite h(y) = lim f,(y), y € X. Por tanto h es una funcién en X. Asi, identificamos a H
n—o0

con el conjunto H(K) de las funciones que son limites puntuales de sucesiones de Cauchy
en (W, B(,-)). Si f,g € H(K) definimos

(F. 9 = i BFug) = (L] gD
por lo tanto la completacion de (W, B(-, -)) es isométricamente isomorfo a (H(K), (-, )n(x))-
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Por 1ltimo, para h € H(K) tenemos (h, ky) k) = lim B(f,, ky) = lim f,.(y) = h(y).

Por tanto H(K) es un EHNR y como £k, es el nicleo reproductor para el punto y tenemos
que K(z,y) = ky(z) es el nicleo reproductor para H(K). u

Por el Teorema 1.7 se tiene que el espacio encontrado en el teorema anterior es tnico.
El Teorema de Moore y la proposicion anterior muestran que hay una correspondencia
uno a uno entre las funciones definidas positivas y los espacios de Hilbert con nicleo
reproductor.

Definicién 1.16 Dada una funcion definida positiva K : X x X — C, denotamos por
H(K) al espacio determinado por el Teorema de Moore.

Del Teorema de Moore se sigue que dada una funcién definida positiva K existe un
espacio de Hilbert con nucleo reproductor K; mas en la practica es dificil dar una des-
cripcion concreta de dicho espacio, pues la construcciéon de tal espacio en la demostracion
del teorema es abstracta. Dicho problema se conoce como el problema de reconstruccion.
A continuacién presentamos un ejemplo.

Proposicién 1.17 Sean X un conjunto y f una funcion no cero definida en X. Ponemos
K(z,y) = f(z)f(y), z,y € X. Entonces K es una funcion definida positiva, H(K) es el
espacio vectorial generado por f y || f||lux) = 1.

Demostracién. K es una funcién definida positiva pues dados {x1,z2,...,2,} C X y
a, ..., a, € C se tiene

2
> 0.

Z o K (x,z5) = Z agoy f () f(25) =

ij=1 ij=1

Z@_zf(xz)

Como en el Teorema de Moore ponemos W = span{k, : y € X} = span{f(y)f : y € X},
que coincide con el espacio generado por la funcion f; el cual es completo por tener
dimensién 1. Por tanto, H(K) es el espacio generado por f. En este caso el producto
interior en H(K) estd dado por B(cf,df) = cd, luego HfH?H(K) =B(f,f) =1 n

1.3. El Teorema de Beatrous y Burbea

En este apartado tratamos el Teorema de Beatrous y Burbea, el cual nos da una
forma no trivial de generar nuevas funciones definidas positivas a partir de otras. Este
teorema sera de mucha importancia en la construccién de los llamados espacios de Hilbert
sub-Bergman, los cuales introducimos méas adelante.

Primero mostramos unos resultados que seran de gran utilidad en la demostracion del
resultado principal de esta seccién.



Definicién 1.18 Dadas dos matrices A, B € M, x,(C), escribimos A < B si B — A es
una matriz positiva.

Lema 1.19 Sea A € M,,,(C) una matriz positiva y x = (1,22, ..., T,)" un vector en
C". Si zx* = (2,7;)i; < cA, para algin ¢ > 0, entonces x estd en el rango de A. Mds
atn, siy es cualquier vector tal que x = Ay, entonces 0 < (z,y) < c.

Demostracién. Denotamos por R(A) y N(A) al rango y niicleo de A respectivamente.
Sabemos que N (A) = R(A)*, asi que podemos escribir z = v + w con v € R(A),
w € N(A). Como (z,w) = (w,w), entonces

|w||* = (w, 2){z,w) = Zwix_,-xjw_j = (zx*w,w) < (cAw,w) =0,
i,

pues Aw = 0. Asi, w = 0 lo que implica que x = v € R(A).

Por dltimo, si x = Ay entonces (x,y) = (Ay,y) > 0. Procediendo como antes se tiene

(z, 1) = (z, y)(y, ) = (xx*y,y) < (cAy,y) = c(z,y).

Basado en el lema anterior, el siguiente resultado caracteriza a las funciones que per-
tenecen a un EHNR en términos del nicleo reproductor.

Proposicion 1.20 Sea H un FHNR en X con nicleo reproductor K y f : X — C una
funcion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. feH.

2. Eziste ¢ > 0 tal que para cada conjunto finito F' = {x1,2s,...,x,} C X, existe una
funcion h € H con ||h|| < cy f(z;) = h(z;), i =1,2,...,n.

3. Eziste una constante ¢ > 0 tal que la funcion K (z,y) — f(z)f(y) es definida
positiva.

Demostracién. 1)=-3) Sean F' = {z,22,...,2,} C X y {ay,a9,...,0,} CC,n >1.Si
ponemos g = y . a;ky,, entonces

Za_if(xi)

Como la eleccién de F'y de los escalares es arbitraria, tenemos que

2

> aaf(a) f ) = = (£ 0l < IFIPgl? = I1£17 D ey K (s, w5).
i3 i,J

IFIPK (2, y) — fz)f(y)

es definida positiva.



3)=2) Sea ' = {xy,29,...,2,} C X. Aplicando el Lema 1.19 a la matriz A =
(K (xi,2;)), al vector x = (f(x1), f(22),..., f(z,))" y tomando ¢* en lugar de ¢, se obtiene
que x estd en el rango de (K (x4, ;)). Asi que existe un vector w = (a1, ag, . . ., a,)" tal que
(K (z,z;))w = x. Es facil verificar que la funcién h = ), a;k,, € H satisface h(x;) = f(x;)
para cada i = 1,2,...,n. Ademds ||h||* = (z', w') < ¢ por el Lema 1.19.

2 =1) Por hipétesis, para cada F' = {z1,x9,...,2,} C X existe hp € H tal que
|\hr|| < cy hp(z) = f(z) para cada x € F'. Consideramos la proyeccién ortogonal

Pr i H — span{ky, kuy .- ke, }
y ponemos gr = Prhpr. Dado que
hp(w;) = (hr, ke,) = (hr, Prke,) = (Prhp, ke,) = Prhe(x;:),

entonces gp(z) = hp(z) = f(z) para cada © € F' y ||gr|| < ||hr|| < ¢. Afirmamos que la
red {gr}rep(x) es de Cauchy y que converge a f, donde consideramos a P(X) como un
conjunto dirigido respecto al orden parcial dado por la inclusiéon de conjuntos.

Ponemos r = sup ||gr|| < ¢y tomamos € > 0. Existe un conjunto Fy = {x1,22,...,2,}
tal que r — % < |lgm |- Sea F € P(X) con Fy C F. Es claro que hp(z) = hg,(x) para cada
x € Fy, esto implica que para cada x; € Fy se cumple (Pg hp,, ky,) = (Prhp, k), luego
<gF07 krz> - <gF7 kﬂm)? asl <gF07 sz) = <gF07 PF0k$i> = <PF09F; kzz> Por tanto PF0(9F> = 9ry,-
En particular, (gr — gr,, gr,) = 0, luego |lgr — g [I* = llgr|* = llgr|*, lo que implica
lor]l < llgr]. Por tanto 0 < lgrl| — llgrll < £ ¥ lgr — grall? = (lgrl + llgr, ) (lgel —
lgm ) < 27‘§—i. Asi, |lgr — grll < § y para cualesquiera [, [, € P(X) con Fy C F,
Fy C F, se sigue que ||gr, — gr|| < €.

Hemos probado que la red {gp}rep(x) es de Cauchy. Asi, existe g € H que es limite
de esta red y cumple ||g|| < r < ¢. Dado que cada red convergente en norma converge
puntualmente en X se tiene g(z) = f(z) para cada x € X. [ ]

Basado en los dos resultados preliminares mostramos un resultado debido a Aronszajn.
Dicho resultado es muy importante pues caracteriza cuando la diferencia de dos funciones
definidas positivas es una funcién definida positiva.

Definicion 1.21 Dadas K y K’ funciones definidas positivas en X, denotamos por K <
K’ si K' — K es una funcion definida positiva.

Teorema 1.22 (Aronszajn, [18]) Sean X un conjunto y K; : X x X — C una funcion
definida positiva con (H(K;),| - |l;) su EHNR, i = 1,2. Entonces H(K;) C H(K>s) si y
sdlo si existe ¢ > 0 tal que K, < ¢?Ksy. En este caso, || f|l2 < c||f]l1 para cada f € H(K,).

Demostracién. Primero mostramos que la condicién es suficiente. Asumamos que existe
tal constante ¢ > 0. Si f € H(K;) con ||f]i = 1, el resultado previo (1)=-3)) implica
que f(z)f(y) < Ki(z,y). Usando la hipétesis se sigue que f(z)f(y) < Ky(z,y), v
nuevamente por el resultado previo (3)=1)) f € H(K2) y || fll2 < c.

9



Ahora suponemos que H(K;) C H(Ks) y consideramos el operador inclusién T :
H(K,) — H(K,). Sea {f,} una sucesiéon en H(K,) y f € H(K,), g € H(K>) tales que
| fo— flh = 0y [|[Tf,—gll2— 0, entonces

f(z) = lim fu(z) = lim Tfu(z)=g(z), z€ X.

Asi, g = T'f y por el teorema de la grafica cerrada T' es acotado. Poniendo ¢ = ||T]| se
tiene que || f|l2 < ¢||f]]1 para toda f € H(K).
Ahora consideramos {z1,z9,...,2,} C X y ay,09,...,0, € C. Como K; es una

funcién definida positiva entonces
0< Z@Oéjfﬁ(l‘i,l’j) = Zm‘%([ﬁ(',%)aKﬂw%))z

i,j (2]

= <Z OéjK1<'7 mj)v Z aiKQ('? $Z)>

2

< Z%’Kl(',x]’) Z%’K2('>$i)
J 2 ( 2
< e Do) )] ako( @)
J 1 ( 2
Dado que Y, @ Ki(xs,25) = || 32, 0K, z))|7, 1 = 1,2, elevando al cuadrado se
concluye facilmente el resultado. [

Definicién 1.23 Sean Hq, Ho dos E'sHNR en X con nicleo reproductor K, Ko respec-
tivamente. Una funcion ¢ : X — C tal que oH1 C Ho es llamada un multiplicador de H,
en Hsy. Denotamos por M(Hi, Hs) al conjunto de multiplicadores de Hy en Ha.

Dado un multiplicador ¢ € M(H1,H2), M, : Hi — H2 denotard el operador lineal
definido como M, (f) = ¢ f.

Proposicion 1.24 Sean H un FHNR en X con nicleo reproductor K, f : X — C una
funcién, Fo ={h € H : fh =0} y Fy = Fg-. Ponemos H; = fH = fF, y definimos un
producto interior en Hy como (fhy, fhe)s = (h1, he) para hy, hy € Fy. Entonces Hy es un

EHNR en X con nicleo reproductor K¢(x,y) = f(x)K(x,y)f(y).

Demostracién. Por definicién, H es un espacio vectorial de funciones en X y el mapeo
h — fh es una isometria lineal sobreyectiva de F; en Hy. Asi, H; es un espacio de Hilbert
pues Fi lo es.

Sea y € X. Escribimos k, = kj + k; con k}, € F;, por la Proposicién 1.4 tenemos que
Ki(x,y) = ki (x) es el nicleo reproductor para F;, i = 0, 1.

10



Para ver que H; es un EHNR notemos que para cada y € X fijoy h € F,

Fh(y) = fy){h.ky) = (fh, Fy) f)) .

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la igualdad anterior se tiene que la funcional

evaluacion es acotada y que Ky(z,y) = f(z)k,(x)f(y). Como fk) = 0 entonces K(x,y) =

fx)K(z,y)f(y). -

Ahora estamos preparados para caracterizar a los multiplicadores.

Teorema 1.25 Sean Hi, Ho E'sHNR en X con nicleo reproductor K1, Ko respectiva-
mente y sea @ : X — C una funcion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. p€ M(H1,7‘[2).

2. p € M(Hi1,Hs) y M, es un operador acotado.

3. Eziste ¢ > 0 tal que p(x) K (x,y)o(y) < Koz, y).
En cualquier caso |[My|| es la menor constante ¢ > 0 que satisface la desigualdad en 3.

Demostracién. 2 = 1) Es evidente.

1)= 3) Por la Proposicién 1.24 H, = ¢H;, con el producto interior definido en

ese resultado, es un EHNR con ntcleo reproductor K, (z,y) = ¢(x)Ki(z,y)¢(y). Como
¢ € M(H1,H2), entonces H, C Hy. Por el Teorema 1.22 existe ¢ > 0 tal que K, (z,y) <
C2K2<x> y)

3)= 2) Como el niicleo reproductor de H, = ¢H; cumple

Ko(z,y) = o(x) K1 (z,y)e(y) < Ka(z,y),

por el Teorema 1.22 H, = ¢H; C Hy. Como en la proposiciéon anterior, descomponemos
Hi = Fo® Fq, donde pFy = {0}. Para h € H; ponemos h = hg+ hy con h; € F;, i = 0,1,
entonces nuevamente por el Teorema 1.22

lohllse = llohillue < cllohillu, = cllhallz < cllhllw-
Por tanto M, es acotado y || M,| < c.

Finalmente, si || M, || = C, entonces para cada h; € Fi,

lhlla, = IMphallae, < Clilalla, = Cllohalla, -

Esto implica que H, C Hs. Se sigue por el Teorema 1.22 que ¢(x)Ki(z,y)p(y) =
Kw(a:,y) < 02K2(33ay>' u

Definicién 1.26 Un multiplicador ¢ en un espacio de Hilbert H se dice contractivo si
lofIl <N fIl para cada f € H.
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Es tiempo de presentar el resultado que nos propusimos como objetivo en este apar-
tado.

Teorema 1.27 (Beatrous & Burbea, [18]) Sea H un EHNR en D con nicleo repro-
ductor K y sea ¢ una funcion analitica y acotada en D tal que ||¢||oc < 1. Entonces la
funcion L

K*(z,y) == (1 - p(x)p(y)) K (z,y)

es una funcion definida positiva si y solo si ¢ es un multiplicador contractivo de H.

Demostracién. Supongamos que K*(z,y) es una funcién definida positiva. Por el resul-
tado anterior, ¢ es un multiplicador en H y el operador multiplicacién M, es acotado con
norma menor o igual a 1. Luego || f| = || M, f]] < || f]]-

Supongamos que ¢ es un multiplicador contractivo. Por el resultado anterior (¢* —

o(z)p(y)) K (z,y) es una funcién definida positiva, donde ¢ = ||M,|| < 1. Sic =1 se
tiene que K*(x,y) es una funcién definida positiva; mientras que si ¢ < 1, entonces
(1 — A)K(x,y) es una funcién definida positiva y por tanto K*(z,y) es una funcién
definida positiva. [ ]

12



Capitulo 2

Espacios de Bergman

En este capitulo introducimos los espacios de Bergman con peso definidos en el disco
complejo unitario D = {z € C : |z| < 1} y tratamos algunas de sus propiedades generales.
También presentamos los llamados espacios de Hilbert sub-Bergman, los cuales serviran
de ejemplo a lo que anteriormente llamamos el problema de reconstruccién.

2.1. Generalidades

La medida de drea normalizada en D sera denotada por dA(z). Para —1 < a < oo,
denotamos por dA,(z) a la medida dA,(z) = (a + 1)(1 — |2]?)*dA(2). Para 1 < p < o0
y =1 < a < oo, LP(D,dA,) denota el espacio de Banach de las clases de funciones f
Lebesgue-medibles en D tales que

£ = | [ |f(2)|”dAa(Z)F <o

Definicién 2.1 Para 1 < p < oo y —1 < a < o0, el espacio de Bergman con peso
AP (D) es el subespacio de LP(D,dA,) que consiste de las funciones analiticas en D. En
particular, si o« = 0 entonces AP(D) es llamado p-espacio de Bergman.

A menos que se diga lo contrario el parametro p sera siempre mayor o igual que 1.

Proposicién 2.2 Sean 1 < p < o0, —1 < a < o0 y K un subconjunto compacto de D.
Entonces existe una constante positiva C = C(n, K, p,«) tal que

sup{| /™ (2)] : z € K} < O flpa

para cada f € AP (D) y cada entero no negativo n.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad suponemos que K = B(0,r), para algin
r e (0,1).

13



Ponemos 0 = (1 —r)/2 > 0. Como |f|? es subarménica (ver [9, pag. 35]), se tiene

Fer < / _ Wwpaaw

o2

r+1

- para cada w € B(z,0), se tiene que

para cada z € K. Del hecho que |w| < |z| + 0 <
L= |w]* = (1+ |w])(1 — w]) > o,

asi,

/ ) PdAL(w) = / F) (a4 1)1 — [wf?)*dA(w)
B(z,0) B(z,0)

v

(a+ 1)o° / A

> (a+ 1o f ()P,

lo que implica que existe C' = C(r,a) > 0 tal que

fep<c /

B(z,0)

|Fw)PdAg(w) < C / Fw) PdAg(w) = C| |12,

para cada z € K. Esto resuelve el caso n = 0.

Existe M > 0 tal que |f(w)| < M| f|lp para cada w tal que |w| =R = (1+7)/2. Si
z € K, por la formula integral de Cauchy se tiene

F00(2) = n! f(w)dw

2w Jjyeg (W — 2t
ya que R > r. Dado que |w — z| > R — r = o obtenemos

" n!MR
F(2)] < it 1fllpa

para cada z € K, f € AP(D) y n > 1. u

Sea z € D fijo. Definimos la funcional lineal evaluacién E, : A2 (D) — C como E,(f) =
f(2). Tomando n = 0 y K = {z} en la proposicién anterior se tiene que existe C' > 0 tal
que

|E-(D =11 < Cllflpa

para cada f € AP, esto es, E, es una funcional lineal acotada en todos los espacios de

(o2

Bergman con peso.

Proposicion 2.3 Para cada 1 <p< ooy —1 < a < oo, el espacio de Bergman con peso
AP (D) es un subespacio cerrado de LP(D,dA,).

14



Demostracién. Sea {f,} una sucesién en A?(D) tal que f, — f en LP(D,dA,). Dado
un subconjunto compacto K de D, por la proposicién anterior existe C' > 0 tal que

[fa(2) = fm(2)] < Cllfu = Finllp.o

para cada z € K, n,m € N. Como {f,} es una sucesién de Cauchy en LP(D,dA,) se
sigue que {f,} es una sucesiéon de Cauchy uniforme en cada subconjunto compacto de D.
Asi que {f,} converge uniformemente en subconjuntos compactos de D a f, por lo que se
sigue que f es analitica en D. [ ]

Por la proposicién anterior A2(ID) es un espacio de Hilbert, ademds la funcional lineal
evaluacion en A2 (D) es acotada, entonces A2 (D) es un EHNR. As{ que existe una funcién
ke € A%(D) tal que

1) - / ()R (@) dAu (0) 2.1)

para cada f en A2(D). La funcién K,(z,w) = k2(w) es llamado el niicleo de Bergman
para A2(D).

En algunas aplicaciones necesitamos aproximar las funciones del espacio de Bergman
AP (D) por funciones que se comportan mejor, para lo cual tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.4 Para una funcion f analitica en D y 0 < r < 1, sea f, la funcion
dilatacion definida como f,.(2) = f(rz), para z € D. Entonces
1. Para cada f € AP (D), tenemos || f — fr|lpa — 0 cuando r — 1~.

2. Para cada f € A2(D), existe una sucesion {p,} de polinomios tal que ||p,— f||p.a — 0
cuando n — 00.

Demostracién. Sea f € A2 (D), definimos

27 1/p
Mo 0) = (52 [ Ueeran) o< p<t

Es claro que M, (pr, f) = M,(p, f.) para cada 0 < r < 1. Como |f|? es subarménica (ver
[9, pag. 35]), el Teorema 1.6 en [7] implica que para 0 < p < 1

2" (M} (p, f) + MY (pr, f)) < 2771 M (p, ),

pues pr < p.

Sea 0 < p < 1 fijo. Dado que {pe?® : 0 < 6 < 27} es compacto y f, converge a f
uniformemente en subconjuntos compactos de D cuando r — 17, entonces MZ(p, f — f;)
converge a cero cuando 7 — 17. Ademads la hipdtesis f € AP (D) es equivalente a decir
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que MP(p, f) es integrable en el intervalo [0, 1) respecto a la medida (1 — p*)*pdp, asi, por
el teorema de la convergencia dominada se tiene que

1
1= il =2 / M2(p. f — £)(1— 2 pdp —> 0,

cuando r — 1~.

Sea € > 0. Por la afirmacion anterior existe 0 < r < 1 tal que

1f = frllpa < €/2.

Como la funcion f, es analitica en %]D), entonces la serie de Taylor de f, converge unifor-
memente en D a f,; esto es, existe un polinomio p tal que

Hp - fr”p,a S Hp - fr”oo < 6/2

La segunda afirmacion se sigue. ]

Para cada entero no negativo n y para cada z € D, ponemos

'n+2+4+a) ,

en(2) = n!l(2 4+ «)

Denotamos por (-, -), al producto interior en A2 (D). La sucesién de funciones {e, },>¢ es
un conjunto ortonormal en A% (D), pues tenemos

Cerenda = [ ene)enlIdAn(z)
B 'n+2+a) [T(m+2+a) —
B \/ n!l'(2 + «) \/ m!l(2 + a) /DZ dAa(2)

a+l [Tn+24+a)l(m+2+a) //1_T Japrtm giln=m g gg.
T nlI'(2+a) mil'(2+ «)

Por lo tanto
0 si n#m
<€n> €m>a =
1 si n=m.
Ademas, por la proposicién anterior sabemos que el conjunto de los polinomios es denso
en A%(D), por lo que concluimos que {e, },>0 es una base ortonormal para A2 (D).

Por el Teorema 1.8 ahora podemos calcular el nticleo reproductor para A2 (D), esto es,

ka(2) = Ka(zw) = ) eal2)en(w)

e}

_ Zf(n+2+a) _ 1

— nll'(2+a) ()" = (1 — zw)?te
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Por lo cual, de (2.1) se sigue que

1) = [ i daao)

(
para cada f € A2(D). Por tltimo, si f(z) = Y oo yanz™, g(z) = Y o by2" € A2(D) se

tiene

= nll24a) —
a = nbny
J.9) ano Tn+2+a)
en particular
= (24 a)
2 n 2
= —a,|*. 2.2
11 =3 s 2 5 gl 22

Proposicién 2.5 Para cada —1 < a < 0o, sea P, la proyeccion ortogonal de L?(D, dA,)
sobre A%(D). Entonces

Puf(z) = / (’CL_)dAaw)

D 1— Zw)2+a
para cada [ € L*(D,dA,).
Demostracién. Por (2.1) se sigue que
Fof(z) = (Puf kS)
= P k) = (f, kZ)
f(w)

= [ Y A w)

p (1 —zw)**

Los operadores P, antes descritos son llamados proyecciones de Bergman con peso en
D. En el caso que a = 0, s6lo pondremos P.

Definicién 2.6 Para ¢ € L>*(D) introducimos el operador T, : A%2(D) — A%(D) dado
por

To(f) = Palef),

donde P, es la proyeccion de Bergman sobre A2(D). El operador T, es llamado operador
de Toeplitz en el espacio de Bergman A%(D) con simbolo .

Notamos que T}, es un operador lineal acotado con ||T,|| < ||¢|l pues [Pl = 1. A
continuacion presentamos algunas propiedades bésicas de los operadores de Toeplitz.

Proposicién 2.7 Sean a,b € C y ¢, € L>®(D). Entonces
1. Ta,<p+b¢ = aTgo + bTw
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2. Ty =T
3. S es analitica en D entonces T, Ty = Topy y TgT, =Ty,
Demostracién. Sean f,g € A%(D).

1. Es evidente de la linealidad de la integral.

2. Se sigue del hecho que

(T3 f,9) 22(m) (f,Tpg) a2m) = <f Pa(9)) 42 m)

(Pof, 909>L2 D,dAq =(f, 909>L2(]D),dAa)

(Bf, 9) L2(D,aAn) <¢f7 Pog) 12,4,
(Pa(@f), 9) a2y = (I5f, 9) a2 ()

3. Como 9 es analitica en D y ¢ € L>(D), entonces 1 A2(D) C A%(D). Luego

Tcpwa = Tgopa(wf) = Tcp(wf) = Pa(@@bf) = Tsml)f-

Para la segunda igualdad observamos que 131, = Ty, entonces por (2) de este
mismo resultado, T ; =Tz, = (T,1,)" = T; T = T;T,.

|
El nicleo reproductor de los espacios de Bergman con peso esta relacionado con las

transformaciones de Mobius. Para a € D consideramos la transformaciéon de Mobius
¢a(2) = ==, z € D. Se sabe que el determinante del Jacobiano de ¢, en z es

1— |a?)?
P = e r (23)
y ademas se cumple
(1 —lJa[*) (1 - |2%)
1 - |pa(2)* = ioaf (2.4)

El siguiente resultado es conocido como la invariancia de Mobius del niicleo reproductor

K,.
Proposicion 2.8 Sea ¢, una transformacion de Mobius en D. Entonces

Ph(2)(1 = Jaf*)*/? i (w)(1 = [af*)*/?
(1 —az)~ (1 —wa)~ ’

K, (z,w) =

Ko(pa(2), pa(w)) z,w € D. (2.5)

18



Demostracién. Sea {e,},>o una base ortonormal para A2(D). Entonces

_ enlpa(2)@a(2) (1 = [al)*?  en(pa(2)) (1 — |a)2/*H!
on(2) = (1—a)e =T a-aper 20

es un conjunto ortonormal en A% (D). En efecto, considerando (2.3) y (2.4) se tiene

/Dan(z)om(z)dAa(z) _ /D6n(<ﬂa(2))€m(%(2))\%@)|2(1 - ya|2)a(1 _22)°dA(2)

|1 —az|?

_ / n(a(2))om(BalEh(2) 2L — ul2) 2)*dA(2)
- / en(n)em(m) (1 — [1]?)*dA(n)

- / n (M) em)dAGT) = (€n, €m) a2(2) = .

Si g € A%2(D) entonces f(2) = g(pa(2))(1 — @p,(2))*™ es una funcién analitica en D),
usando (2.3) y (2.4) tenemos que

[1PaAE) = [ loa@)FL - ap @R ()
= [l a1 = (@ Pl O PA()

o 1 — 2\a+2 1— 52 «
= [lotopn - g BRI g

= (1 Jap)e? / 19(6) PdA(€) < oo,

por lo tanto f € A%(D).

Sea g € A%(ID) tal que (0, g) a2 () = 0 para cada n > 0. Definimos f(z) = g(¢a(2))(1—-
ap.(2))2"2, 2 € D, entonces f(pq(2)) = g(2)(1 —az)*™2. Se sigue que

e 2))(1 = |a|?)o/?H ——
0 = [t = [ SR GG - e raac)
By EEET il e RN (Tl e

11 —az|* 11— az|?

= /Den(%(z))(l = lal*) 22 f(pa()) 0 ()P (1 = |0a(2))*dA(2)
= (1- |a|2)_1_°‘/2/Den(f)@d/la(g), para todo n > 0.
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Como {e,} es base ortonormal de A%(D) entonces f = 0, asi g = 0. Por tanto {0,} es
una base ortonormal para A2(D). Por el Teorema 1.8 se sigue que

K, (z,w) = Zan(w)an(z)
e = e (& | Pa(w)(L — |a*)*
= (1 —az)e (; en(@a(fz))en(@a(w))) (1— aw)~
()1 — oy H@) (1 [of?)?
= (1 — az)a Ka(@a(z)a Soa(w)) (1 . CLU})

La proposicién anterior se tuvo que generalizar a los espacios de Bergman con peso,
pues mediante ésta se podran calcular algunos nicleos reproductores de ciertos subespa-
cios invariantes. Un hecho importante de la proposicién anterior es que se muestra que

L (n+2+a) ¢, (2)(1—|a[?)*/? (SDa(Z»n}n

T (2ta) (1=az)" es otra base ortonor-

para cada a € D, el conjunto {
mal para A2(D).

Para finalizar esta seccién enunciamos un resultado que sera usado en la seccion si-
guiente.

Teorema 2.9 Suponemos que a, b, ¢ son nimeros reales y que du(z) = (1 —|z]*)°dA(z).
Sea S el operador integral definido por

st = [ =L wduto)

Entonces S es acotado en L*(D,du) st —2a < c+1 < 2(b+1).

Demostracién. La condicién —2a < ¢+ 1 < 2(b+ 1) es equivalente a las condiciones
—(b+1) <b—c, —(a+c+1) < a. Entonces existe s € (—(b+1),a)N(—(a+c+1),b—c).

Consideramos a la funcién h(z) = (1 —|z|?)*, z € D, que es claramente estrictamente
positiva. Como b+s > —-1,a—s >0y

(L= 2P (1 — w]?)'~ — Jw[?)™*
| S hwdnw) - [ A,
entonces en base al Teorema 1.7 en [10], existe C' > 0 tal que
1— 2\b+s
U=l gy < —S seD.

D ‘1 _ Z@|2+a+b

(1= [z?)es

También, como s+a+c>—-1,b—c—s>0y
(1= (0 — )~ e [ Al
| @) = (= Py [ e,
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entonces por el Teorema 1.7 en [10] se tiene que

(1 _ |Z|2)c+s+a C
dA(z) < D.
/]D) |1 _ Zm|2+a+b (Z) — (1 _ |w|2)b—c—s’ we

Por el Corolario A.5, S es un operador acotado en L*(ID, dpu). [

Para el lector interesado en espacios de Bergman sugerimos ver [10].

2.2. Espacios de Hilbert Sub-Bergman con peso

Consideramos una contraccién 7" definida en un espacio de Hilbert H, es decir, ||T']] <
1. Es claro que el operador [ —TT™* es positivo, entonces por el Teorema 2.2.1 en [16] existe
el operador positivo (I — TT*)'/2. Denotamos por H(T') al espacio de Hilbert dado por
el rango del operador autoadjunto (I — TT*)"/? dotado con el producto interior definido
como sigue

(I =TT 2, (I =TT Py)uery = (@, y)n, @,y € HOker(I = TT)'/2,

El siguiente resultado muestra que de hecho H(7') es un EHNR y calcula su nicleo
reproductor asociado.

Proposicién 2.10 Si H es un EHNR en D con nicleo reproductor k¥* enw € D y T es
una contraccion en H, entonces H(T) es un EHNR con nicleo reproductor (I — TT*)kl!
enw € D.

Demostracién. Sea (I — TT*)Y/2f € H(T) con f € H S ker(I — TT*)'/? entonces para
cualquier g € ker(I — TT*)'/2 se tiene que

(I =TTk, g) = (K, (1 = TT")"2g) = 0,
lo que implica que (I — TT*)2k? € H & ker(I — TT*)Y/? y por ende se tiene

(L =TT (I =TTk )y = (=TT f (1 =TT (1 =TTk )
= (f.(I =TTk} )n
= (I =TT)'2f,ki)yu = (I =TT f(w),

para cada w € . El resultado se sigue de la unicidad del niicleo reproductor en un punto.
]

En caso que la contraccién T sea un operador de Toeplitz en A2(D) inducido por
una funcién analitica ¢ o por @, denotamos los espacios resultantes H(7,,) y H(T%) por
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Ho(p) v Ho(p) respectivamente. A dichos espacios les llamamos espacios de Hilbert Sub-
Bergman. Resultados acerca de estos espacios han sido estudiados principalmente en [14],
[23] y [26], todos ellos motivados por la teoria hecha sobre los espacios de Hardy en [19].

Sea H™> el espacio de las funciones analiticas acotadas en D, dotado con la norma del
supremo. Denotamos por (H>°); a la bola cerrada unitaria de H>.

Observacién 2.11 Sea ¢ € (H™);.

1. Entonces ¢ es un multiplicador contractivo de A%(D) y se sigue del Teorema de
Beatrous y Burbea que la funcion

K (z,w) = —1(1_ip<2%);02<+u;)

es una funcion definida positiva en D.

2. El operador de Toeplitz T, en A%(D) es una contraccion, entonces define un espacio
de Hilbert Sub-Bergman H,(p).

Los siguientes resultados fueron probados en [14] en 2010 y son la generalizacién a los
espacios de Bergman con peso de los resultados para los espacios de Bergman estdandar
que aparecen en [23] y [26].

Proposicién 2.12 Sean ¢ € (H*®)1, a > —1. Entonces el nicleo reproductor de H,(p)
es
o 1 — o(2)p(w)
Koz w) = g e -
Demostracién. Por la proposicion anterior el nucleo reproductor de H,(¢) en w es
(I = T,THkg = (I = T,T)ks, donde kg es el nicleo reproductor de A2 (D) en w € D.
Para cada z € D tenemos

Teky(z) = Pa(ﬁkﬁi)(Z)=/¢(U)k$(U)Ka(Z7U)dAa(U)

D

S RO ATEIAND

= WKl 2) = k()
y T,(kS) = Pa(0ky) = @k, entonces

Ko(zw) = (I =T,Tp)ky(2)

w

= ku(2) — e(2)p(w)ky(2)

1 — p(2)p(w)
(1 — zw)>te

Antes de continuar con el tema de esta seccién introducimos el espacio de Hardy H?2.
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Definicién 2.13 El espacio de Hardy, denotado por H?, consiste de todas las series de
potencias con coeficientes complejos que son cuadrado-sumables. Fsto es,

H2—{f(z)—ianz" : i|an|2<oo}.
n=0 n=0

Claramente H? contiene a todos los polinomios. El producto interior en H? estd dado por

para
= Zanz” y g(z) = anz” en H?.
n=0 n=0

El mapeo lineal L : ¢ — H? definido como {a,}52q — > 2, a,2" claramente es un
isomorfismo isométrico, en particular H? es un espacio de Hilbert. En lo siguiente vemos
que de hecho H? es un EHNR.

Proposicién 2.14 Cada funcién en H? es analitica en .

Demostracion. Sea f(z) = > 7 a,2" € H?. Sea z € D, de la desigualdad

. 1/2
£ < el (Z |z|2"> = Il = (2.6

se sigue que la serie de potencias converge uniformemente en subconjuntos compactos de
D. ]

Proposicién 2.15 Para cada z € D la funcional lineal evaluacion E, es acotado en H2.
Demostracién. Fijemos z € D. Por (2.6) se sigue que
1

VI

para cada f € H?. Por tanto la funcional evaluacién E, es acotada en H? y su norma es
a lo mas (1 — |z|?)~1/2. n

|E-(N)] < I Nl

La proposicién anterior implica que H? es un EHNR en . Para calcular el nicleo re-
productor en un punto w € D, notamos que g,(z) = > o0 w"z" € H? pues Y -, |w|*" <
oo. Para cualquier f(z) = >0, a,2" € H? se tiene

(f, gw) Zanw
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Asi, g, es el nicleo reproductor de w € D, mas aun,

= 1
K = gu(2) = w'Z" = , 2, D.
(z,w) = guw(z) E w"z T PWE
A la funcién K se le llama el nicleo de Szégo.

Cuando a = 0, el siguiente corolario de la Proposiciéon 2.12 nos ofrece un ejemplo
concreto del problema de reconstruccion, ademés produce un espacio muy conocido.

Corolario 2.16 Sea n un entero positivo. Entonces H(z") = H? con el nuevo producto
interior para H* dado por

-1

Z axbe + iakblm

=0
donde .
f(z):Zakz Zbkz € H”.
k=0
Demostracién. Por la Proposicién 2.12 el nicleo reproductor para H(z") estd dado por
1— (zw)" —
Kz w) = (1 —<zw§2 T 1-zw —

Por otro lado, {vk + 12%}7-5 U{v/nz*}32,, es una base ortonormal de H? respecto al

producto interior (-, -),, entonces por el Teorema 1.8 tenemos que

n—1 00
IN(n(z,w):Z(k:Jr k+2n
k=0 k=n

es el nicleo reproductor de H? respecto al producto interior (-,-),. Un célculo sencillo
muestra que K,(z,w) = K,(z,w), y por el Teorema de Moore sabemos que el nicleo

reproductor determina de manera tinica el espacio de Hilbert asociado, por tanto H(z") =
H?. n

Al considerar p en lugar de ¢ se obtienen dos resultados anélogos a los previos.

Proposicién 2.17 Sean ¢ € (H™)1, o > —1. El nicleo reproductor de Ho(P) estd dado

por
a _ 1 — ()
K3 (zw) = /D (1 — z0)°*2(1 — ww)o+2 dAa(u).
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Demostracién. Por la Proposicién 2.10 el nicleo reproductor para H, (@) en w estd dado
por (I =TTk = (I =Tiyp)kg = Ti_j,pkg, donde kg es el kernel reproductor de A2 (D)
en el punto w € D. Esto es,

Kg(zw) = Tiogeki(2) = P((1 - |ol))k3)(2)
_ /(1—|90(U)|2)’€3)(U)d14a(u)

(1 _ Zﬂ) a+2

_ / _1_ ‘SO(U)P_ dAa(U)

b (1= 2m)o+2(1 — uw)o+?

|

Observacién 2.18 Dado que (1 — 2w)~2 = Y (k+ 1)(2w)*, entonces
k=0
T = O
u, W, 2)
(1 —zu)?(1 — uw)? g
k
donde Cy(u,w,2) = >_(j + 1)(zu)!(k — j + 1)(uw)*~7. Poniendo u = re® se tiene
=0
1 — |[u]*)dA
Ko (2. 0) / (1= Jul™)dA(w)
p (1 —2w)?(1 — uw)?
S k ) ) 1 2 ) ) do
= Z szwkﬁ(j +1)(k—j+ 1)/ rEHL (1 — 2 etk =2000 g —
k=0 j=0 0 /0 T
pero f Wk=2)040 £ 0 si y sdlo si k = 2j. Asi, considerando sdlo los indices pares en k
se obtzene que
1— Jul® . ! — n(l+1
/ — [ul Zzl w(l+1) / 2r2 (1 — ) dr = —n( +1) (zw)".
D(l—zu)Q(l—uw = 0 —~l+n+1

Corolario 2.19 Sea n un entero positivo. Entonces H(z") = H?* con el nuevo producto
interior para H* dado por

(f,9)m = (f,9) 2m) + %(f,g)Hz, f,g € H*

Demostracién. Por la Proposicion 2.17 y la observacion anterior, el nticleo reproductor
de H(Z") esta dado por

(zw)".

- 1 — |u|®™ = n(k+1)
Halz,w) = /D 0021 —awp A = e k+n+1
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Es claro que Ky(-,w) € H?, luego para f(z) = Y axz" en H? se tiene

k=0
(f, Ka(w))m = (f7Kn(‘aw)>A2<D>+%(f,Kn('aw»m
- z_:k;Jr Tk k+§k+n+1 g
= Zakw = f(w)
k=0

Asi, K;(z,w) es el niicleo reproductor para H?. Por el Teorema de Moore sabemos que
el nicleo reproductor determina de manera tunica al espacio de Hilbert asociado, por lo
tanto H(z") = H. n

De los dos corolarios anteriores se tiene H(z") = H(z") = H?. Esto nos lleva a
preguntarnos si H,(¢) = Ha(P) para cada ¢ € (H™),, asunto que tratamos mas adelante.

Definicién 2.20 Sean ¢ € (H™); y o > —1. Ponemos dA, ,(z) = (1 — |¢(2)]*)dAa(2) y

. 2 . 2 . .
definimos a A;, , como el subespacio cerrado de L (D, dA,,,) que contiene a las funciones

analiticas en D.

El siguiente resultado determina completamente a los espacios de Hilbert sub-Bergman
con peso, inducidos por el conjugado de una funcién analitica ¢ € (H>);. Este es un
ejemplo mas del llamado problema de reconstruccion.

Proposicién 2.21 Sean ¢ € (H™); y a > —1. Entonces Ho(P) consiste de las funciones
analiticas de la forma

CRy| L= 1@ )da, (w),

(1 _ Z@)a—i—Q

donde g es analitica y cumple que

[ 18GIP0 = )i () < o
Demostracién. Consideramos el operador S, : A2 , — A2 (D) definido como

S,9(2) = Pal(1 = 1oPh)2) = [ =l g(whdAu o),

donde P, es la proyeccién de Bergman sobre A2(D). Como P, tiene norma igual a 1,
entonces

15691l 4z ) = [[Pal(1 = [0 lazm) < (1 = lel)gllazm) < llgllaz
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por lo que S, es una contraccion, en particular existe S;. Mds aun, para f € A2(D) y
g € AZ , tenemos

(Sofig)az, = (f:Sp9)azm) = ([ Pal(l — 01*)9)) 42 (m)
(f,(1— |90|2)9>A3(D) = (f, 9>Ag,¢,

ast que el operador S} : AZ(D) — AZ , es simplemente el operador inclusién. Sea M(S,,)
la imagen de S, en A2(D) junto con el producto interior dado por

(Sof S mis,) = (fr9)az,, [frg € AL, ©ker(S,).

Procediendo como en la Proposicién 2.10 se ve que M(S,) es un espacio de Hilbert con
niicleo reproductor en w € D igual a S, S%kS, donde kg es el niicleo reproductor de A2 (D)
en w, asi,

S,k (2) = Sk (2) = /D = Z%;Lf;“_)'m)a” dA,(u),

el cual por la Proposicién 2.17 coincide con el niicleo reproductor de H, (). Por el Teorema
1.7 concluimos que Hq(®) = M(S,). El resultado se sigue claramente. ]

Sea ¢ una funcién analitica acotada y sea T,, el operador de Toeplitz en A2 (D) aso-
ciado. Definimos M(T,,) := ¢ A% (D) junto con el producto interior dado por

(o f, e9) mr,) = {f,9) a2m)-

Anélogamente a la Proposicién 2.10 se muestra que M(T,,) es un EHNR y tiene como
nticleo reproductor en w € D a T, T K, (-, w).

El siguiente lema se sigue de los resultados en I — 8, I —9 de [19].

Lema 2.22 Sean ¢ € (H®)1, « > —1 y f € A2(D). Entonces

1. feHalp) siy solo siTsf € Ho(P), en este caso
1 1) = 1 2 @) + 1T s )
2. f€Ho(P) siysolosiT,f € Halp), en este caso
Hf”gﬂa(@ = Hing(m) + HT¢f|\3¢a(¢)-

3. M(T<p) NHalp) = eHa(P).

Ahora estamos en posicion de responder la pregunta que nos haciamos acerca de la
igualdad de los espacios Ha(¢) ¥ Ha(®), mas en [14] sélo se resuelve para o > 0. Antes
de enunciar dicho resultado presentamos un lema auxiliar y una definicion.
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Lema 2.23 Sean ¢ € (H*)1, a > 0. Entonces cada ¥ € H>® es un multiplicador de
Ho(P) y Halep).
Demostracién. Supongamos que |||« = 1. Por la Proposicién 2.12 las funciones

1—¢(x)0w)  1—p(2)pw)

(1 —zw)t+e/2’ (1 — zw)lta/2

son nticleos reproductores de Ha/a—1(¢)) ¥ Ha/2-1(p) respectivamente. Por la Observacion
1.14
(1 —p(2)p(w))(1 = p(2)(w))
(1 _ Zw)ZJra
es una funcién definida positiva en D. Se sigue del Teorema de Beatrous y Burbea que
es un multiplicador contractivo en H(¢). Si f € Ho(¥) entonces el lema anterior implica
que of € Ha(p), v asi por la primera parte ¥(of) € Ha(p). Por el punto 2. del lema

anterios se sigue que ¢ f € H,(®). Por tanto ¢ es un multiplicador en H,(P). [ ]

Definicién 2.24 Sea S un operador en un espacio de Hilbert H. S es subnormal si existe
un espacio de Hilbert F que contiene a H y si existe un operador normal N en F tal que
NH C H yS esla restriccion de N a H. S es un operador hiponormal si S*S > SS*,
esto es, si S*S — SS5* es un operador positivo.

Teorema 2.25 Sean ¢ € (H™)1, a > 0. Entonces Ho(p) = Ho(P) con equivalencia de
normas.

Demostracién. Por el resultado anterior pH,(¢) C Ha(p). Por otro lado pH.(p) C
@A2(D) = M(T,). Se sigue del Lema 2.22 que

eHa(p) C M(T) ﬂHa(90> = oHa(9),
esto implica que H,(p) C Ha(P).

Para la otra inclusién consideramos 7' el operador multiplicacién por ¢ en L*(D, dA,,).
T es acotado y T™ es el operador multiplicacion por @, asi

T*Tf = |o|*f =TT*f, f € L*(D,dA,),

se sigue que T' es un operador normal en L*(ID,dA,), por lo que su restriccién a A2 (D)
es un operador subnormal, se sigue que tal restriccién es un operador hiponormal (ver [6,
pég. 46]), entonces

T, Ty = T, T < TiT, = TFT;, en AL(D).
Dado que T, T;; < TT siy sélo si Ha(p) 2 Ha(®) y el mapeo inclusién de H, (@) en
Ha(p) es continuo (ver [19, I-5, pag. 3]), se sigue que Hao (@) = Ha(P).

Como I : Ho(p) — Halp) es un mapeo continuo y H,(p) = Hao (), por el Teorema
del mapeo abierto las normas de H,(¢) y Ha(®) son equivalentes. u

Como consecuencia del resultado anterior se tiene que el espacio de las funciones
analiticas acotadas estd contenido en H, (), siempre que ¢ € (H>);.
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Teorema 2.26 Sean p € (H™®)1, a > 0. Entonces H™® C Ha(p) = Hao(P).

Demostracién. Por el resultado anterior basta mostrar que H>® C H,(®). Es suficiente
mostrar que H,(®) contiene una funcién constante no cero, pues por el Lema 2.23 cada
funcién en H*> es un multiplicador de H,(®).

Consideramos a F como el subespacio cerrado de A? enerado por {z"},~;. Como
P nz

f(0) = 0 paracada f € Ey 1 € Ai,g), se puede ver que E es subespacio propio de

A% - Tomamos g € A2 © F con |g|laz, = 1. Como Ku(z,w) = T;O%(zw)” y

(g, Zn>Ai,¢ = 0 para cada n > 1, entonces
/H)—<11__|fg3|+29(u)dfla(u) = /D g(u)(1 = |@(u))dAa(u) = (g, 1) a2 =: f(2), z €D

Por la Proposicién 2.21 la funcién constante f pertenece a H, (). Por tltimo, la funcién
f no puede ser idénticamente cero, pues si(g, 1) 42 ., = 0 para cada g € Aiw © E, entonces
1 € E, lo cual es imposible. [

Ahora vamos a dar una descripcién de Hy (B) y Ho(B), donde B es un producto finito
de Blaschke. En particular z" es un producto finito de Blaschke y en los Corolarios 2.16
y 2.19 se mostré que H(z") = H(Z") = H? mas atin, Kehe Zhu en [26] demostré que
considerando los espacios de Bergman estandar se tiene que

H(B) = H(B) = H*

para cada producto finito de Blaschke B. Ahora consideramos los espacios de Bergman
con peso y mostramos un resultado que extiende el antes mencionado.

Teorema 2.27 Sea B un producto finito de Blaschke y o > 0. Entonces
Ho(B) = Ha(B) = A5, (D).

Demostracién. Sea f € H,(B). Como B € (H*); entonces por la Proposicién 2.21 se
tiene que la funcién f se puede escribir como sigue

1) =192 = [ S gl w) 2.)

donde ¢ es analitica en D y cumple que
10170 =BG PiaA () < . (2.9
Por el Lema A.6 existe C' > 0 tal que
CTH 112" <1 [B(z)]* < C(1 — [2)
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para cada z € D, lo que implica junto con (2.8) que g € A2 (D). Para cada z € D se

tiene de (2.7) que

(1 _ |w|2)a+1

(1= 1)) < C = 1) [ i awldA(w).

Ponemos du(z) = (1 — |2]?)*™dA(z), entonces por el Teorema 2.9 el operador

o [ (= w)e
Ag(z) = (1 =127 /D Wﬂ(w)dfl(w)
es acotado en L*(D,du). De (2.9) se tiene
(L= 1)) 2If (=) < C*|Ag(2)*, 2 €D,
por lo que podemos encontrar una constante C; > 0 tal que

_ C
11 o = [ FOPA = |2 du(2) < Cillglaa = 7

Esto muestra que f € A2 (D), lo que implica Ho(B) C A2 | yque T : A% , — A%

2
a+2”9HA§H

(2.9)

(2.10)

1(D)

es un operador acotado. Asi, con la notacién de la Proposicién 2.21, hemos probado que

Ho(B) es igual al rango del operador T': A2 5, — A2 (D).

Ahora consideramos el operador S : A2 (D) — A2 p definido como

h(z) = Sf(z) = / L@dfla_l(w), z € D.

D (1 _ Zw)a+2

Si f € AZ_,(D) entonces f(2) = (f,k2"(:))a2_ () vy diferenciando se obtiene

2(2)
v = et @+

-/ (ﬂfl (w) = SF(:),

p (1 — zw)et

D (1 — Zw>a+2

o
de lo cual se sigue que si f(z) = > a,z" entonces

2

Por el Lema A.6 sabemos que 1 — |B(2)|? < 1 — |z]?, entonces por (2.2)

“n!ll(a+3)(n+a+1)?
Z I'(n+a+3)(a+1)?
nI'(a+1)

- = Th+atl)

|an|2

ISFIe = IS fIf%e
a,B a+1

n=0

lanl* = 11£1%2 -

—1
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lo que significa que S esta acotado por abajo. Como S es invertible, el rango de la bola
unitaria de A2_;(D) bajo S contiene una bola de radio r > 0 centrada en cero. Por lo
tanto para cada vector unitario g € A2 o, tenemos

1Tgllaz . = sup{l(Tg, flaz )l [[fllaz_ ) <1}

= s {| [ stwISTI0 - 18P 1l o <1}
> s {| [ st - 18Ry g, <}
-}

> s [ g<w>m<l—|3<w>|2>dAa<w>\ e

= ol =
Esto significa que T es acotado por abajo, mas atin, su rango H(B) es cerrado en A2 (D).
Como Ho(B) = Ha(B) contiene a H*>® y de la Proposicién 2.4 se sabe que H*> es denso

en el espacio de Bergman con peso A2 (D), entonces se concluye que H,(B) = Ho(B) =
A? (D). ]
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Capitulo 3

El operador raiz

En este capitulo estudiamos un operador integral definido en un subespacio invariante
I del espacio de Bergman (con o sin peso), el cual involucra el nicleo reproductor de I.

3.1. Introduccion

Consideramos el operador traslacion de Bergman dado por

B.f(z) = 2f(2), f€ AyD), a> -1

Una propiedad importante de este operador se describe a continuacion.

Observaciéon 3.1 Sea a > —1. Si f € A%2(D), entonces f(z) = Y. a,2". Luego,

2

(n+1)! —i-a)
IB-(Nlkz ) = = Z I jan

00
§ /‘anszrl
n=0

o - 2+a+ +1))
= n+1 n!l'(2 + «) 2
= lanl* = o——1f %2 o),
24+a+n)T(24+a+n) 2+

3
|

pues (2+a+n) < (n+1)(2+ «) para todo n > 0.

Definicién 3.2 Un subespacio vectorial cerrado I de A%(D) es un subespacio invariante
st es tnvariante respecto a B, esto es, zI := B,I C I.

Ejemplos:

1. Claramente I = {0}, I = A2(D) son subespacios invariantes triviales de A% (D).
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2. Para cualquier f € A%(D), sea I; la cerradura en A2(D) del conjunto cuyos ele-
mentos son de la forma pf, donde p es un polinomio. A I se le llama el subespacio
invariante generado por f.

3. Consideramos una sucesién de puntos A := {a, } en D. Denotamos por I4 al conjunto
de todas las funciones en A2(D) cuyo conjunto de ceros contiene a A, entonces I4 es
un subespacio invariante de A% (D). A I se le conoce como el subespacio invariante
con ceros basados en {a,}.

Para cada subespacio invariante I de A%(D), T; denota la restriccién del operador
B, a I. Es claro que T es un operador lineal acotado en I, dado que B, lo es, entonces
podemos determinar entre otras cosas su norma y su espectro.

Proposicién 3.3 Para cada subespacio invariante I # {0} de AZ(D) se tiene que || Tt =
1 yo(Tr) =D, donde o(T}) denota el espectro de Ty.

Demostracién. Es obvio que || T7]| < 1. Como el radio espectral (1) del operador T;
satisface r(Ty) < ||T7|| entonces o(T;) C D.

Sea A € . Afirmamos que (A — z)I es un subespacio vectorial cerrado de I: Si {f,} es
una sucesién en (A — z)I que converge en A2(ID) a una funcién g € A%(D), entonces {f,}
converge puntualmente en D a g, por lo que A es un cero de g, se sigue que g € (A — z)1.
También se tiene que (A — z)I es un subespacio vectorial propio de I, pues en caso de que
I = (A — 2)I entonces para f € I se tiene que existe gy € I tal que f(z) = (A — 2)go(2),
siguiendo este mismo argumento existe g; € I tal que f(z) = (A — 2)?¢1(2), continuando
este proceso concluimos que f tiene un cero de orden infinito en A, por lo tanto f = 0.

Por tanto ) 21 © (A —z)I. Sean f € I © (A — 2)I, g € I, entonces

(T7 f,9) = (f.Tig — Ag) + (f, Ag) = (f. Ag) = (Af.9),

estoes, T} f = Af. Luego cada A € D es valor propio de 17, lo que implica que D C o(T});
pues el espectro de un operador acotado es compacto. Por la simetria de D se tiene que
D C o(Ty), luego o(T;) = D. Esto tdltimo implica que ||T7|| = 1. n

En lo siguiente tratamos algunas propiedades interesantes del operador 77 que ayudan
a comprender de mejor manera dicho operador y que son tutiles en la demostracion de
algunos hechos posteriores.

Proposicién 3.4 Para cada subespacio invariante I de A%(D), Ty es un operador hipo-
normal, es decir, el autoconmutador [T, T;| .= T} T =TT} de T} es un operador positivo.

Demostracién. Sean f,g € I. Entonces

(T7 )zl = W T19) azmy| =

/If 2g(2)

< NTrflaz ||9HA2

/ () Trg()dAu(2)
/|zf Jlg(2)]dAa(2)

IN
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Por lo tanto |17 f|l a2 @) < [|T7f]| a2y para cada f € I. ]
Observacion 3.5 Sea I # {0} un subespacio invariante de A% (D).

1. Si | Tifllazm) = [/l azw), entonces

/D (1 =) (=) PdAa(z) = 0,

por lo tanto f = 0. Asi, ||T1f]| < ||f|| para cada f # 0. Ademds por la hiponormali-
dad de Ty se tiene que ||T} f|| < || f]| para cada f # 0.

2. Sea f € I tal que Tif = 0. Luego zf(z) = 0 para cada z € D, lo que implica que
f(z) = 0 para cada z € D\ {0}. De la continuidad de f se sigue que f = 0, por
tanto Tt es inyectivo.

8 21 CTykerTy =1IN(zD)t=16=z2I.

4. Claramente el operador 1, —T7T} es positivo. Ahora, si consideramos el Lema 2.2.2
en [16, pdg. 46] entonces Iy — T;T} es una contraccion. Dado que un operador S es
contraccion si y sélo si el operador S*S es contraccion, se sigue que (I — TyTy)Y?
es una contraccion.

3.2. El operador raiz en subespacios invariantes del
espacio de Bergman
Fijamos un subespacio invariante I de A%(DD) y consideramos al operador T que es la

restriccion del operador B, a I. Recordamos que por si mismo I es un EHNR, entonces
existe su nticleo reproductor K.(z,w). Definimos la funcién rafz R en D x D como

Ry(z,w) = =#——=
y el operador raiz en I esta dado por
Cof(z) = / RL (2 w) f(w)dAn(w), €D,
D

Cuando « = 0, sélo escribimos A?(D), K, K1, R y C en lugar de A%2(D), K., K., R y
C, respectivamente.

Observacion 3.6 Sea o > —1. Sabemos que

[e.9]

2
(1—2w)*"? = Z (a+ )zkwk z,w €D,
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2)(at1)-(a—k+1 o 0
donde (O‘Z2) = (et2)(a+ k), @=k+D) " Luego la funcion raiz se puede escribir como

RL(z,w) %:(1 20)* VKL (2, w)
— oo—ka+2wkzklzw
S ("))l

Como KL(-,w) € I para toda w € D, entonces zFKX(z,w) € I para toda k > 0 y para
toda w € D. Por lo tanto R.(-,w) € I para toda w € D.

Mas adelante veremos que el operador C', involucra de alguna manera a los operadores
177, j >0, es por eso que damos una forma explicita de dichos operadores.

Proposicién 3.7 Sea I un subespacio invariante de A%(D), a > —1. Entonces para cada
entero no negativo j se cumple que

THg(z) = /D@jf(w)Ki(z,w)dAa(w), zeD.

Demostracién. Sea j > 0 fijo. Ponemos ¢(z) = 2/ y observamos que ¢ es analitica y
acotada en ID. Por la Proposicion 2.7 el operador adjunto del operador de Toeplitz T, es
el operador de Toeplitz T, esto es,

Ty f =Tef = Pa(®f), f € ALD).
Dado que I es un subespacio T ,-invariante, por la Proposiciéon A.10 tenemos que
(Tw|l)* = PIT¢|17
donde P; es la proyeccién ortogonal de A% (D) sobre I.

Sea f € I. Por las propiedades del nicleo reproductor y por la Proposicion 1.4 se tiene
para cada z € D,

(PrT5)f(2) (PrT5)f, Kal:; 2)) az
= (T5f, PrKa(: 2)) a2 (m)
= (Pa(®f), Kol 2)) azm)
= < ( )>L2(]D)dA
= /¢ w) f(w) K (2, w)dAq (w).
El resultado se sigue del hecho que (T,|;)* = T;”. u

Sea {ey, }n>0 una base ortonormal para I, entonces por el Teorema 1.8
Ki(z 2) Z len(2)

Luego, completando {e, },>0 a una base ortonormal para el espacio total A% (D) se ve que
Kl(z,2) < K,(z,2) para cada z € D. Asi, 0 < R/(z,2) < 1. Esta observacion es ttil para
calcular la traza del operador raiz C,,.
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3.2.1. La representacion del operador raiz

La mayor parte del analisis que hacemos en esta seccién esta basada en la relacién que
guardan el operador T con el operador Cl,.

El siguiente resultado da una forma de expresar al operador raiz en términos del
operador 77 y su adjunto 77.

Lema 3.8 Sea a un entero no negativo. Para cada subespacio invariante I de AZ%(D),

tenemos que
a—+2 o+ 2
Cy = -1 ( )T] T*]
> (~1) j

=0

Demostraciéon. Sea f € I. Por la Proposiciéon 3.7 tenemos

Cuf(z) = / (1= ) K (2, w) f (w)dAq (w)

_ / (")) P i s

- %(—1)]‘ (“.2)23' | K fw)aaw)

J

- S (") aimine,

J

Observacién 3.9 En base al lema anterior C, es un operador acotado, autoadjunto y

Cof=fsifekerTf =1621.

En algunas ocasiones la forma en que se expresa al operador C, en el resultado ante-
rior no sera la mas adecuada, es por eso que en el siguiente resultado se encuentra una
manera alterna de expresar a dicho operador. Antes de enunciar el resultado hacemos una

convencion:
a

Lema 3.10 Sea a un entero no negativo. Para cada subespacio invariante I de A2(D),
tenemos que

siempre que b <06 b > a.

C, = %(—1) (O‘ N 1) Ti(I, — TyT})T™.

=0 J
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Demostracion. Por el lema anterior y la identidad de Pascal tenemos

a+2
2
CO( = Z(_l) (a+ )T]T*]
a+2
a+1 a+1 N
- 2 ((45) ()
J
a+1 a+2
+1 1 o
= e (M e e (01 )m
a+1 a+1
= Z (OHrl)T"T*“rZ J+1(a+1)T}'+IT}‘j+1
J
(e

Q
<4

)T; (I — T/ T)TY.
|

Nuestro primer resultado importante en esta seccién es el siguiente, en concreto el
resultado da informacion mas precisa acerca del espectro y la norma del operador C,.

Proposicién 3.11 Sea a un entero no negativo, entonces el 1 es un wvalor propio del
operador C,. Mds ain, ||C,| < 2% y el espacio propio Ey correspondiente a 1 cumple
Ey, D16 z1. En particular cuando a =0, ||C|| =1, By =16 21 y —1 no es valor propio
de C.

Demostracién. Por el Lema 3.8 tenemos que C,, f = f si f € ker T} = I © zI, entonces
el 1 es valor propio de C,, ||Col| > 1y I © 21 C E.

Por el Lema 3.10 y por 4. de la Observacion 3.5 tenemos

a+1
a+1 B
Cutit) = X (") mnrys
=0
a+1
a+1 "
= e (M- my e
=0 J
lo que implica que
a+1 a+1
a+1 . a+1 X
- ( >|| L= T, T)VPTP f|)? < <Caf,f>s2( j )H(Id—TITI)WTJfH?
7 impar 7 par

Dado que (I; — T;T;)'/? es una contraccién, entonces ||(I; — TyTF)Y>T £ < || f]l, ast
a+1 a+1
a+1 a+1
ey (T scarn i (1),
J impar J j par J
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a+1 a+1
Como > (O‘jl) = > (a;.rl) = 2% entonces [(C,f, f)| < 2% para cada f € I con
J impar J par

| f|l < 1. Por ultimo, dado que C,, es autoadjunto tenemos que
|Call = sup{[(Caf, ) - f € L, [fl <1} <27

En caso que a = 0 se tiene que ||C|| = 1. Ademads, si C'f = f para algin f € [
entonces por el Lemma 3.8 tenemos

Ty(2I, — TyTHT; f = 0.

Como T es inyectivo entonces (21, — T7T7)TF f = 0 y tomando el producto interior con
Ty f tenemos 2||T5 f1> = T2 f11* < || T7 f1I?; ast f € ker Ty, es decir, By C I & z1.

Por 1ltimo, si —1 fuese valor propio de C'y f fuera una funcion propia correspondiente,
entonces C'f = —f; luego el Lema 3.10 implica que

TyTy f + Ti(1g = TYT7)TT f = 2f.
Tomando el producto interior con f en ambos lados obtenemos
N7 FIP + 1[(La — ToT) 217 £11* = 211 £11%.
Como (I — T;TF)"? es contraccién se tiene
I < 1177 £,

asi || f|| = |77 f]]. Por el el punto (1.) en la Observacién 3.5 se sigue que f = 0. n

Observacion 3.12 Sea f tal que Cyf = f, entonces el Lema 3.8 implica que
Tr(314 — 3T7T; + T{T{)T f = 0.

Dado que Ty es inyectivo tenemos (313 — 3Ty Ty + TFT;?)Ty f = 0. Tomando el producto
interior con I f en ambos lados obtenemos

BITTFII + 1T £11* = 31T fII".

Por lo tanto || TF f|| < |ITF2f||. El punto 1. de la Observacidn 3.5 implica que | T} f|| = 0,
esto es, f € I ©zI. Asi By = 1 & zI. Conjeturamos que para todo entero o > 2 se tiene
que By =16 z1.

Cabe senalar que la cota para la norma de C, se ha mejorado respecto al resultado
original; ademas el caso a = 0 es un caso particular del resultado anterior.
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3.2.2. Clases de Schatten

Para cada 0 < p < o0, la p-clase de Schatten, denotada por .S, consiste de todos los

operadores compactos S en un espacio de Hilbert H tal que la sucesion de valores propios
{\,} de (55*)'/2 satisface

1/p
151, = <Z !/\n\p> < o0.

n

Es bien conocido que para 1 < p < oo la p-clase de Schatten es un espacio de Banach con
la norma anterior, de hecho es un ideal bilateral en el algebra de los operadores acotados
en H. Se recomienda ver la Seccién 1.4 en [22].

Observacién 3.13 Cuando p = 1, la p-clase de Schatten es llamada la clase de traza. St
S estd en la clase de traza y {e,}n>0 €s una base ortonormal para H, entonces la serie

> (Sey, e,) converge y la suma es independiente de la eleccion de la base ortonormal. Esta

suma es la traza de S y se denota por tr(S).

Si S es un operador autoadjunto en la clase de traza con valores propios {\,} y si
{en} es una base ortonormal para H formada por los vectores propios asociados a tales
valores propios, se obtiene

tr(S) = (Sen.en) = (Mnenrn) =Y Anlen.en) = > A

n n

Observacion 3.14 Cuando p = 2, a la p-clase de Schatten se le llama clase de Hilbert-
Schmidt. Si S esta en la clase de Hilbert-Schmidt y si {e,} es una base ortonormal para
H, entonces la serie Y. ||Se,||? converge y la suma es independiente de la eleccidn de la

n
base ortonormal. La raiz cuadrada de esta suma es igual a la norma de Hilbert-Schmidt

5]z

Sea Z; la interseccién de todos los conjuntos de ceros de las funciones en I. Para
z € D\ Zj, el nicleo reproductor normalizado de I en z estd dado por

Kl(w, 2)
\/Ké(z,z)’

Sea S un operador lineal continuo en I, definimos una funcién S en L®(ID, dA,) como
sigue

s (w) = w e D.

S(z) =(9sL . st ), 2eD\ Z,.

a,z) 2,z

La funcién S es llamada la transformada de Berezin de S.

El siguiente resultado responde a la pregunta de cuando un operador definido en un
subespacio invariante I pertenece a la clase de traza.
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Lema 3.15 Sean a > —1, I un subespacio invariante de A%(D) y S un operador lineal y
compacto en I. Si S es positivo o estd en la clase de traza, entonces

tr(S) :/Dg(z)Ké(z,z)dAa(z).

En particular, un operador positivo S en I pertenece a la clase de traza si y solo si la
integral anterior es finita.

Demostracién. Fijemos una base ortonormal {e,},>o de I. Por la Observaciéon 3.13
tenemos

tr(S) = > (Sewen)=> /D Sen(2)en(2)dAy(2)
= Z/ﬂ)(semKé('az»mdAa(Z) :Z/D<T(Z)SGRJKO{('72)>CZA<)<Z)

A

= /D<SS£‘Z’ st VKL (2, 2)d AL (2 /S (2)Ko(z, 2)dAa(2),

Fen K1, )>dAa(z) _ /D<5KC{(-,Z),Kg(-,z»dAa(z)

donde usamos la hipdtesis para aplicar el Teorema de Fubini. [

Ahora establecemos una condicién necesaria y suficiente para que un operador definido
en un subespacio invariante I de A2(ID) pertenezca a la clase de Hilbert-Schmidt.

Lema 3.16 Sean o > —1, I un subespacio invariante de A%(D). Un operador lineal y
continuo S en I estd en la clase de Hilbert-Schmidt si y solo si

/||Ss PKL(2,2)dAL(2) < oo.
Ademds, la raiz cuadrada de la integral anterior es igual a la norma de Hilbert-Schmidt

de S.

Demostracion. Sabemos que un operador S lineal y acotado en un espacio de Hilbert
H estd en la clase de Hilbert-Schmidt si y sélo si S*S esta en la clase de traza (ver [22,
péag. 18]). Como

55(z) = (S*Ss”

= (550,25 950,.) = [1S55.. 11"

a,z) OZZ> OéZ’

y S*S siempre es positivo, entonces por el lema anterior
(S /5* (2K (2, 2)dAu( /||Ss K (2, 2)dAu(2).
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De lo anterior se sigue la primera parte del resultado.

De la Observacién 3.14 se sigue que
1515 =Y 1Seal® = D> _{S"Sen, ea) = tr(5™S) = / 1S 50,11 Ko (2, 2)dAa(2).
n n D

La segunda parte del resultado se sigue. [

A manera de ejemplo del lema anterior presentamos la siguiente observacion.

Observaciéon 3.17 El operador 1; — 17Ty estd en la clase de Hilbert-Schmidt para todo
subespacio invariante I de A%(D), o > —1. En efecto, la Proposicién 3.7 implica

(L= TiT)f) = [ (1= [wP)f @Kz w)idu(w), fe T

D

Por lo tanto 1, — T7Tr es un operador tipo Toeplitz cuyo simbolo converge a cero en la
frontera, de donde se sigue que es compacto (ver [22, pdg. 107]). En base al Lema 3.16 y
a las propiedades del nicleo reproductor de I se tiene,

=TTl = [ 1a= Ty T)st Kz 2)aa(e)

| [P, 2P w)due)

= [ ([ 1K) ) i)

= [0 PPl wdtsw) = @+ 1) [ (= PR . u)dAw)
_ (a+1)/DRg(z, )dA(z) < (a+1)/DdA(z) a1,

pues 0 < RL(z,2) < 1. Luego I; — T}Ty estd en la clase Hilbert-Schmidt.

IN

Los resultados previos nos permiten calcular la traza y la norma de Hilbert-Schmidt
del operador raiz segun sea el caso.

Proposicién 3.18 Sean o > —1 e I # {0} un subespacio invariante de A%(D). Si el
operador raiz C, estd en la clase de traza, entonces

tr(Cy) = / RL(2,2)dAL(2),
D
y la norma Hilbert-Schmidt de C, es
ICal = [ [ 1RL w)Pdda(2)du ).
D JD

En particular, si Cy, estd en la clase de la traza, entonces 0 < tr(Cy) <1, ytr(C,) =1
siy sélo si [ = A2.
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Demostracion. Por las propiedades del nicleo reproductor y por la Observacion 3.6 se
cumple que para toda z € D

CuKl(2)(w) = / RI(w, ) KL(€, 2)dAn(€)

— /H)Rg(g,w)Kg(z,é)dAa(f)
= RI(z,w)=Rli(w,2), weD,

y asi,
<CCYKO{('7 2)7 K£<'7 Z>> = <R(Ix(7 Z)v Kcly('a Z)> = Ri(z7 Z)
Por lo cual la transformada de Berezin de C, esta dada como

ol = Ot = (RGBS

Ao,z “a,z

La férmula para la traza se sigue del Lema 3.15 y la formula para la norma de Hilbert-
Schmidt se sigue del Lema 3.16.

Por ltimo, como 0 < R.(z,2) <1y R. no es idénticamente cero, entonces
0 < tr(C.) :/Rg(z,z)dAa(z) <1
D

Ademds, si I = A2, entonces R.(z,2) = 1, lo que implica que tr(C,) = 1. Por otro lado,
si tr(C,) = 1 entonces RL(z,2) = 1; asf KI(2,2) = K,(z, 2), por lo que I = A2. n

3.2.3. Pertenencia de C, a las clases de Schatten

En esta seccion tratamos algunos resultados relacionados con la compacidad y la per-
tenencia a las clases de Schatten del operador raiz C,. El indice de I definido como:
ind(I) := dim(I © zI) es clave en dichos resultados.

Teorema 3.19 Si I es un subespacio invariante de A*(D) con indice n, entonces

tr([T7,T1]) = n.

No presentamos la demostracion de este teorema debido a que se necesitan resultados
que no son relevantes para este tema. Referimos al lector interesado a [24, Teorema 3.2].

La demostracion del teorema anterior estd fuertemente basada en el hecho que para
cada subespacio invariante I de A*(ID) se cumple que I estd generado por I © 21, es decir,
I esté generado por dim I © zI elementos. Tal hecho sélo ha podido ser generalizado para
—1 < a < 0, mientras que para a > 0 el problema sigue abierto. Es por eso que el teorema
anterior no se ha podido generalizar a los espacios de Bergman con peso.
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Lema 3.20 Sean o > —1 e I un subespacio invariante de A%(D). Entonces el auto-
conmutador [T}, Ty| es compacto si y solo si ind(l) < oo.
Demostracién. =) Supongamos que ind(l) = oco.

Sea { f,, }n>0 una base ortonormal para I ©zI. Por un lado (f,,, g) = 0 para cada g € zI
y por el otro lado > |(f,, h}|*> < oo para cada h € I © zI. Se sigue de lo anterior que
(fn, ) = O0paracada f € I = (1S zI)® z1, esto es, fn — 0 débilmente en 1.

Por la Observacion 3.1 se tiene que ||B(f)||?42( > 2+a ||fHA2 () Para cada f € A2(D).
Como ker T} = I © zI, entonces para cada n > 0 se cumple

(17, Ti) fos fo) = (T Tr = TiT7) frs fr) = (1 Tefull® 2> 2+ @) Tl = 2+ )7
Dado que [T}, T;| es un operador positivo tenemos que

1

(5 Tl o fod = WF T2l 2

por lo tanto [T}, T;]'/? no es compacto (ver Teorema A.1). Por el Teorema A.2 se sigue
que [T}, T;] no es compacto.

<) Supongamos que ind(I) < co.

Consideramos la base ortonormal estdndar {e,(z)},>0 de A%(D) y ponemos w, =
nUX2+a

F@tain . Como

B*Be,(z Z (B*Bey, ex)er(z) = Z Be,,, Bey)eg(z) = wnﬂen(z)
k=0 k=0

n

para cada n > 0, entonces el operador B*B puede ser representado como

Wi ... 0
wo
0 2 ... 0
A
Asi, del hecho que 1 — “2t = nfgﬁ se sigue que
l1+a
2i_a o ... 0
0 ;_3 0
—~K:=1—-B*B= : : " :
0 0 . 1+a

n+2+4«
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Como —Kf =>"7, nrgj‘_a(f, en)e, para cada f € A2(D) y n_fgj‘_a — 0, entonces —K es

un operador compacto (ver Proposicién A.3).

Sean Pj, P;. las proyecciones ortogonales de A2(D) sobre I e I+ respectivamente.
Dado que para f € I, g € I+ tenemos B(f @ g) = Trf + Bg = (T'f + PiBg) ® P;. Bg,
el operador traslacion de Bergman tiene la siguiente representacion matricial en bloques
con respecto a la descomposicién A% (D) = I @ I*:

(Ti PB
B_(o P,LB)'

(T 0
s=(4 1)

5= (17,79 0.

Sea

entonces

0 0

Claramente [T, T;] es compacto en I siy sélo si [S*, 5] es compacto en A2 (D).

Notamos que S = BPFPy, entonces

[S%,5]S = (S*S— 55*)S = P,B*BP,BP; — BP;B*BP;
Py(I+ K)P,BP; — BP(I + K) P
— P,KP;BP; — BP,KP;.

Asi, [S*, S]S es un operador compacto sobre A% (D), por lo tanto [T, T7]Tr es un operador
compacto sobre I.

Como T7 es inyectivo y dim(I & zI) < oo, T es Fredholm.

Consideramos a B(I) como el conjunto de operadores acotados sobre I, y a By([)
como el conjunto de operadores compactos sobre /. Sea 7 el homomorfismo natural de
B(I) en el algebra de Calkin B(I)/By(I). Como [T}, T;|T; es compacto en I, entonces
0 = n([T7,T7)Ty) = n(Tr)n ([T}, Tt]). Como Tt es Fredholm entonces por el Teorema de
Atkinson (ver Teorema A.9) w(77) es invertible en B(I)/By(I), entonces «([T},T;]) = 0.
Por tanto, [T}, T;| es compacto. n

En la descomposicién del operador raiz C, que se hizo en el Lema 3.10 aparece el
operador I; — T/T7, entonces es natural averiguar propiedades de tal operador.

Lema 3.21 Sean o > —1 e I un subespacio invariante de A%(D). Las siguiente condi-
ciones son equivalentes:

1. El indice de I es finito.

2. El operador Iy —TiT} es compacto.
Cuando o = 0, las anteriores son equivalentes a

3. El operador 1, — T1T} es de Hilbert-Schmadt.
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Demostracién. 1)=- 2) Supongamos que ind(I) < oo. Por el lema anterior [T},T7] es
compacto. Como
Lo~ T;T; = I, — T; Ty + I}, T3] (3.1)

y I;—T}T; siempre es compacto por la Observacién 3.17, entonces I, — 171} es compacto.

2)= 1) Si I; — T/T} es compacto, entonces (I; — T;T})(B) es compacto en I, donde
B:={f el:|fll <1}. En particular, como (I; — T;T})f = f en I © zI, entonces
(I —T7TF) BN (I 2l)) es compacto en I & zI. Por tanto I © zI es finito dimensional.

1)= 3) Siind(I) < oo entonces el Teorema 3.19 implica que el autoconmutador [T}, T;]
estd en la clase de traza. Por tanto [T}, T}| esta en la clase de Hilbert-Schmidt (pues los
valores propios de [T}, T;] son una sucesién acotada), usando la Observacion 3.17 y (3.1)
se sigue que I; — 1T} estd en la clase de Hilbert-Schmidt.

Para finalizar, 3)= 2) es evidente. n

Cuando a = 0, el resultado anterior y el Teorema 3.19 proporcionan cotas para la
norma Hilbert-Schmidt del operador I; — 17T}, esto nos servird para encontrar algunas
cotas para la norma Hilbert-Schmidt de C'.

Corolario 3.22 Sin es el indice de un subespacio invariante I de A*(D), entonces

Vi < I =TT |ls < 1+ +/n.

Demostracién. Como T; es hiponormal y [|77]] = 1 entonces 0 < [T},T;] < I;. Esto
implica que ||[T},T7]|| < 1y que todos los valores propios de [T}, T;] estan entre 0 y 1.
Asi,

77, T3 < tr([T7, Th)).

En el Teorema 3.19 se vio que tr([T},T7]) = n y en la Observacién 3.17 se mostré que
|14 — TFTy||3 < 1, luego por (3.1) tenemos

| 1a — T7 Ty |2 < Mo — T7 Tyl + |[T7, Tr)ll2 < 1+ V/n.

Tenemos que ker(7}) = I © z1, esto implica que I, — 17T} fija cada f € I © zI. Como
dim(/©z1I) = n, entonces el valor propio 1 de I;—T;T} debe tener multiplicidad al menos
n, esto implica que /n < ||I; — T/T} |- m

Ahora, el siguiente resultado da condiciones necesarias y suficientes para que el ope-
rador C, sea compacto o bien pertenezca a la clase de traza; lo cual era nuestra meta en
este apartado.

Teorema 3.23 Sean a un entero no negativo e I un subespacio invariante de A%(D). Las
siguiente condiciones son equivalentes:

1) El indice de I es finito.

2) El operador raiz C, es compacto.
Cuando o = 0, las anteriores son equivalentes a

3) El operador C' estd en la clase de traza.
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Demostracién. 1)= 2) Supongamos que ind(I) es finito. Por el Lema 3.21 el operador
1, =TT} es compacto. Como el algebra de los operadores compactos es un ideal bilateral
en el algebra de los operadores lineales acotados sobre I, entonces el operador TIj(Id —
TITI*)TI*j es compacto para j = 0,1,.... Por el Lema 3.10 tenemos que C,, es compacto.

2)= 1) Supongamos que el operador C, es compacto. Como C,(B) es compacto en
I, donde B := {f € I : ||f| < 1}, y como C,f = f para cada f € I © zI entonces
Co(BN (IS 2I)) es compacto en I & zI. Por tanto I © zI es finito dimensional.

Claramente 3)= 2).

Sea o = 0. Para mostrar 1)=- 3) observamos que
C— (14— T,T})? = T7T)? — T/ T T, Ty = =T [T}, Th)T7}.

Asi, si el indice de [ es finito, por el Teorema 3.19 el auto-conmutador [T}, 7] esta en
la clase de la traza. Como la clase de la traza es de hecho un ideal en el dlgebra de los
operadores acotados en I, el operador T[T}, T;|T} estd en la clase de la traza. Ademads
por el Lema 3.21 el operador I; — 1,17 esta en la clase de Hilbert-Schmidt, esto implica
que (I; — T;T7)? estd en la clase de la traza. Por tanto, C' estd en la clase de la traza. m

Para finalizar este apartado, el siguiente corolario da cotas para la norma de Hilbert-
Schmidt de C.

Corolario 3.24 Si el subespacio invariante I de A*(D) tiene indice finito n, entonces
Vi < ICll2 < 2(1+ Vn).
Demostracién. Por el Lema 3.10 tenemos
1Cll2 < WMo — T7TT (|2 + | T7(La — T7T7 )T ||2-
Como ||T7|| = || 77| = 1, entonces por el Lema 3.16 tenemos

177 (La — TiT7)T7 || 1T\ e — TrT7 (|20 T7 |

<
< g — T7T7 ]|

Por el Corolario 3.22 se tiene ||Cl|s < 2(1 + /n).

Por la Proposicion 3.11 el espacio propio de C' asociado al valor propio 1 es By = [©2z1.
Como dim(I © zI) = n, entonces el valor propio 1 tiene multiplicidad n, esto implica que

\/ﬁg Hcoc”?- u
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Capitulo 4

Aplicaciones

En este capitulo damos algunos ejemplos del operador raiz C,. Ponemos particular
atencién en la dimensién del rango de este operador, denotado por rank(C,,).

Antes de comenzar consideramos unos resultados necesarios para la demostracién de
dichos ejemplos. Siguiendo las ideas presentadas en [4] generalizamos los resultados a
espacios de Bergman con peso. En concreto se muestra cuando un subespacio invariante
es generado por un polinomio.

Lema 4.1 Sean q un polinomio de grado n cuyas raices estan en D y —1 < a < oo.
Entonces qA%(D) es un subespacio invariante de A%(D), mds ain, dim A2(D)/qA%(D) es
wqual a n.

Demostracion. Sean A, A\, ..., A\, € D las distintas raices de g con multiplicidad
P1, P2, - - -, Pm Tespectivamente. Ponemos

M={fecA2D): fON\)=0,1<i<m, 0<j<p —1}.
Por la Proposicién 2.2 para cada raiz \; existe ¢(j, A;) > 0 tal que

PP < (i M) f Lz, para toda f € A2(D), (.1

para cada 0 < j < p; — 1. Esto implica que las funcionales lineales evaluaciéon de una
funcion y la j-ésima derivada de una funcién en cada \; son acotadas. Es claro que M es
la interseccién de los ntucleos de tales n funcionales, luego M es cerrado.

Claramente gA%(D) C M. Sea ahora f € M, existe una funcién g analitica en D
tal que f = gg. Como f € A%(D) y g(z) es acotada en una vecindad de \; para cada
1 <i < m, entonces g € A%(D). Asi M = qA%(D).

Es obvio que M es un subespacio invariante. Por 1iltimo, dado que las n funcionales con-
sideradas anteriormente son linealmente independientes se tiene que dim A% (D)/qA2(D) =
n. [ |
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Lema 4.2 Supongamos que (z — X\)A%(D) es denso en A%(D) para cada A € D, —1 <
a < 00. Sea I un subespacio invariante con codimension finita en A%(D). Entonces existe
un polinomio q cuyas raices estin en D y tal que I = qgA%(D).

Demostracién. Definimos un operador T : A2(D)/I — A2(D)/I dado por T(g + I) =
zg+1. T esta bien definido debido a que I es un subespacio invariante. Para cada polinomio
f se tiene

f(T)(g+1)= fg+1I, para toda g € A%(D).

Dado que A2(D)/I es finito dimensional, por el Teorema de Cayley-Hamilton existe un
polinomio p de grado a lo més dim A2(D)/I tal que p(T) = 0. Asi I = pg + I para toda
g € A%2(D), luego pA%(D) C I.

Ponemos p = ¢h, donde ¢ es un polinomio cuyas raices estan en D y h es un polinomio
con rafces en C\ D. Si A € C\ D, entonces (z — \)A%(D) = A%2(D), pues z — \, (z — \)~!
son analiticas y acotadas en D. Por hipétesis (z — \)A2(D) = A?(D) para cada raiz \
de h, esto implica que hA2(D) = A%(D). Como la multiplicacién por ¢ es un operador
continuo en A? (D) se tiene

AL (D) = ¢hA%(D) C pAZ(D) C 1.

Asi, por el lema anterior tenemos
dim A%(D)/I < dim A% (D)/qA%(D) = deg q¢ < deg p < dim A%2(D)/I,
lo que implica que dim A%(D)/I = dim A2(D)/qA2(D). Dado que gA%(D) C I, se sigue
que [ = gA%(D). n
Ahora estamos listos para probar el reciproco del Lema 4.1.
Proposicion 4.3 Sean a > 0 e I un subespacio invariante con codimension n en A2 (D),
entonces existe un polinomio q de grado n y con raices en D tal que I = qA%(D).

Demostracién. Por el resultado anterior basta mostrar que (z — \)A2(D) es denso en
A% (D) para cada A\ € 9D.

Sea A; € 0D, \; # A. Consideramos la funcién ¢(z) = Z3t. Como ¢ es analitica en I
y no se anula en D, entonces por [1, pdg. 143] podemos definir la raiz cuadrada analitica

de ¢, que cumple

J

2

TN A = (Q+1)/E)

Z— A

Z—>\1

(1= |2*)"dA(2)

1 1
e / L _JA(2) + G / -
loal<e 12 = Al DAfz—Aze |2 — Al

para algunas constantes Cp,Cy que acotan a las funciones |z — A], (1 — [z[*)* en D y
¢ > 0 suficientemente pequeno. El primer término esta acotado por 2¢C, mientras que el

£ C . : z—A
segundo estd acotado por =2, lo que implica que /== € A% (D).

dA(2),
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Sea Y := (2 — \)A2(D). Como 1 € A2(D), z — XA € Y, y si suponemos que z — \; € Y
entonces 1 € Y. Dado que ¢Y C Y para cada ¢ € H*(D), entonces H>*(D) C Y. Como
H>(D) es denso en A2(D) entonces (z — A\)A2(D) = A%(D). Por tanto basta mostrar que
z— AN €Y.

Como H*(ID) es denso en A2 (D) entonces existe una sucesién {h, } C H*(D) tal que

‘ hy — ) Z5 . — 0. Dado que (z — \),/Z2L € H*(D), tenemos
|2 — )\1
AZ (D)
Notamos que ZZ:’\)\l h, € A%(D), por lo tanto z — \; € Y. [ ]

De la Proposicion 4.3 y el Lema 4.1 deducimos que un subespacio invariante I tiene
codimensién finita en A2 (D) si y sélo si es generado por un polinomio, esto es, dichos re-
sultados caracterizan completamente a los subespacios invariantes con codimensién finita
en los espacios de Bergman con peso. Este resultado es fundamental en nuestro primer
ejemplo que presentamos a continuacién.

Proposicion 4.4 Sea I un subespacio invariante de A*(D), con N = dim(A*(D) & 1) <
0o. Entonces la dimension del rango de C' es a lo mas N + 1.

Demostracion. Por la Proposicién 4.3 existe un polinomio ¢ de grado N que genera
a I. Sean A1, Ao, ..., A\, las raices de ¢ con multiplicidad pq, ps, ..., pm respectivamente.
Entonces

IT={fecA*D): fPN\)=0,1<i<m, 0<j<p —1}.

En [5] Chailos prueba que en este caso la funcién rafz R!(z,w) estd dada por

RI(Z,w) = WG@) (1 - " (z21<27;2@_z)>

WG(Z) 1 z— AW — Ay) — p(w, 2
[T — A) [T (7~ A) (H< A=A et >)’

donde G es un vector unitario en I © 21, A; € C\ Dy p es un polinomio simétrico (i.e.
p(z,w) = p(w,%)) con degp = m. Como [[I~,(z — A;)(w — A;) — p(w, z) es un polinomio
simétrico de grado a lo mas m < N, entonces la dimensién del rango de C' es a lo més
N + 1. ]

Es preciso mencionar que el resultado anterior se encuentra en [25], mas en dicho
trabajo la cota para la dimension del rango del operador raiz C' era 2N. Este resultado
resuelve el problema de determinar la dimension del rango de C' cuando el subespacio
invariante estda basado en un conjunto de ceros.
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Antes de continuar presentamos un resultado que fue fundamental para hacer este
trabajo.

Lema 4.5 Parar € [0,1), un nimero entero « >0 y N > 1 se cumple

. o T(k+24a) , &= a+1\ [ Yt N\ v
plryi=1-(1- +ZZ KI2+ o) it 04+1'Z ( k )(H (N3 | o (42)
k#j=0
1
Demostracién. Sea S(r) := E phtotl — patl (11 - > Ponemos f(r) = (1 —7r)"'y

k=0

Ntat+l entonces para 0 < j < o + 1 tenemos

gr) =t —

FeFI=D () = (a+1—5)1(1—r)~ @270 U () = j! <O‘ + 1) atl=j_j| <N+ o+ 1) N+o+1-j
J J

Usando la formula de Leibniz tenemos

1F(k+2+a) 1 (at1) (4 1)
W) @0 Gt
a+1
= _pylat2—g) | (o 1) atl—j _ (N"H)‘ + 1) N+o¢+1j]
;0(1 g K i) j " '

Por lo tanto, para r > 0 se tiene

a+1 a+1
1 N | | |
p) = 1= Y (D a3 (Ve

Jj=0 7=0
1— a+1 a+1 N 1 ‘ .
_ ] _ potl (1+ 7’> +Z< +q+ )(1_T)jTN+Oé+1]
T , Jj
7=0
a+1
= > (N ot 1) (1 — p)ipNtatioy,
=0 J

Ahora usamos induccién para probar la siguiente igualdad:

a+1 N+a+1 . s 1 a+1 a+1 a+1 '
Z< : )(1—T)JTN+ +l-j — (a+1)!2(_1)3( ; > ( H (N+k:)> PN,

=0 g =0 j#k=0
Para el caso a = 0 tenemos

1
> (N.+ 1) (L= )N = PN (V4 (1= )Y = (V)Y = N
, J

J=0
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Supongamos que la afirmacion es cierta para algin numero entero o > 0. Dado que

a+2
() = O ), () = 0. (0= = () y (G) =0
j=

se tiene

i(N"'a"'Q) _pyipNtet2—i i)(N+;+1>( ,,),7'+1TN+a+1—j+C§<N+?+1)(1_ﬂjr1\7+a+2—j
J=0 Jj= j=
K N+a+1 N Nta+ly &2 a+2 ;
= j:o( ) )( r)ipN+ati- ]+< oy >j§0(_1)j( ; )TN+J
1 a+1 N adt1 a+1 N
= — - N +k) | »N+I
(a+)2< (" )(#1;[_0( + >)
N+4+a+1 o+ 2 .
+ ( oo )jz:(:)(_l)J( ; )TNH
ot2 1 a+1y of! N+a+1y/a+2 i N4d
= } N +k)+ A —1)7pN+I,
Pero para cada j = 0,1,...,a + 2 se cumple
o<+1 a+1
( ) H (N + k) + (N+a+1>(a+2) _ NN+ (Ntatl) N---(N+a+l)
(v +1)! a+2 J N a+1—=HUN+37) N a+2—j)!

j#k=0

_ NN+1)---(N+a+1) {1 N+j]
a+1— )N +7) a+2—j

N(N+1)---(N+a+1)(N+a+2)
Ma+2— N +7)

() e

b/ k=0

por lo tanto

at2 a+2 a+2
N 2 , . 1 2
E ( +(,)‘+ )(I—T)]T‘N+a+2_J: § (OH_ ) | | (N + k)| rNt
— J (o +2)! j o
Jj=0 Jj#k=0

[ ]

Sabemos que si tenemos una base ortonormal de un EHNR entonces podemos calcular
el nicleo reproductor de dicho espacio. Enseguida presentamos un ejemplo.

Observacion 4.6 Siguiendo la misma idea de la demostracion de la Proposicion 2.8 es
facil ver que la coleccion

P(k+2+a) @l (z)(1 = Jaf*)*?
{ T2 +a)  (1-az2)e (%(z))k}kw
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es una base ortonormal del subespacio invariante Iy de A%(D) generado por la funcién
f(z) = (z — a)N. Por tanto, si consideramos (2.5) y (4.2) entonces el niicleo reproductor
para Iy estda dado por

o0

I'( k:+2+a)g0a

_ Ko(a(2), 0a(w) 22

(1 —az) (1 —wa)>
_ ARe )1~ [aP)* Ka(pa(2). pu(w) \R D24 0) sy
1wl Kalonlo), oulw) 2 W@ §a) (Fo) (oal)
= Kalz, ><1—(1—%<z>%<w>)“” k;}%m(z»k(mww)

_ MZ(—lf(aZl)(H (N +3) | (¢al2)palw)) ¥+,

|
(a+1)! k=0 k#j=0
Ahora estamos listos para presentar otro ejemplo.

Proposicién 4.7 Sea Iy el subespacio invariante generado por f(z) = (z — a)V, para
algin N € N, a € D. Si a es un entero no negativo, entonces la funcion raiz de Iy es

R () = s ];(—n’f(o‘ ) <k£0<N+j>) (Pal2)pal@)) V.

En particular, la dimension del rango del operador raiz C, es o + 2 y la suma de los
valores propios de C, es

(@+1) laZH (OhLl) ( Oﬁ <N+j)> /D\%(Z)!Q(def‘la(@-

k=0

Demostracién. Por la observacidén anterior tenemos

a+1 a+1
R () = = Uk T O ()t
k#j=0

Asi la dimension del rango del operador C, es o + 2.
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Dado que C, es autoadjunto por la Proposicién 3.18 tenemos

e = [ oty S (1) (T oven) [

k#35=0

Observacion 4.8 FEl resultado anterior se ha mejorado respecto al del articulo original
[21], pues en dicho articulo la cota que se daba para la dimension del rango dependia de N ;
mientras que en nuestra demostracion se hallo que la cota no depende de N y que ademds
coincide en el caso o = 0 que se encuentra en [25]. Para demostrar dicho resultado se
necesito del Lema 4.5 que es un resultado completamente nuevo.

En los dos ejemplos previos se ha encontrado una cota superior para la dimension del
rango de C, pero no se dice nada acerca de si hay cotas inferiores. Dicha pregunta sélo
se resuelve en el caso a = 0.

Proposiciéon 4.9 Si I # A*(D) es un subespacio invariante con indice n, entonces
rank(C') es al menos 2n.

Demostracién. El resultado es obvio cuando rank(C) es infinito.

Supogamos que I # A?(D). Si rank(C) es finito, entonces C' es un operador compacto;
mas aun C estd en la clase de traza por el Teorema 3.23. Como C' es autoadjunto entonces

:anv

donde A, son los valores propios de C' repetidos de acuerdo a su multiplicidad, y por la
Proposicién 3.18, 0 < tr(C) < 1. Por la Proposicién 3.11 el espacio propio correspondiente
al valor propio 1 es I © zI, lo que implica que la suma de los valores propios positivos es al
menos n, pues el indice de [ es igual a n. Por tanto la suma de los valores propios negativos
deben sumar algo menor que 1 — n. Pero la Proposiciéon 3.11 muestra que —1 no es valor
propio, lo que implica que todos los valores propios negativos tienen médulo menor que
1, asi la férmula de la traza anterior debe contener al menos n términos negativos. Esto
muestra que rank(C) > 2n. n

El resultado anterior no se ha podido generalizar a los espacios de Bergman con peso,
pues en su demostracion se usa fuertemente que el espacio propio asociado al valor propio
les Iozl en el caso a = 0. Por tanto, si se resuelve la conjetura de que el espacio propio
asociado al valor propio 1 es I © zI para cada entero no negativo «a, entonces estaremos
en posicién de poder demostrar la generalizacién. En este caso se cree que la cota inferior
de la dimensién del rango de C,, es n(a + 2).

Si consideramos o = 0 en la Proposicion 4.7, entonces obtenemos que

R (z,w) = (N 4 1)ga(2)Na(w) = Nepo(2)V Fa(w)
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por lo cual rank(C) es 2. Por el Teorema 3.23 C esta en la clase de traza, entonces si
ponemos a A como el otro valor propio de C' y recordamos que C' es autoadjunto tenemos

A=—1+ / (N + Dlga(2) Y = Nl (2)PAY) dA(2).
D
Particularmente si a = 0, entonces integrando se obtiene A = —N/(N + 2).

En la Proposicién 4.4 se ha encontrado una cota para la dimensién del rango de C,
en el caso a = 0, dicho resultado es exacto en el caso de que el subespacio invariante sea
generado por un solo cero (ver Proposicién 4.7). Sin embargo, en los espacios de Bergman
con peso solo se tiene la cota que da la siguiente proposicion, la cual no coincide con el
caso o = 0, pero si coincide con la dimensién del rango de C, en caso de que el subespacio
invariante en A2 (D) sea generado por un solo cero.

Proposicién 4.10 Sea o un entero no negativo e I un subespacio invariante de A% (D).
Supongamos que N = dim(A%(D) © I) < oo, entonces la dimensién del rango de C,, es a
lo mas N(a+2).

Demostraciéon. Probamos el resultado por induccién. Recordando la Proposicion 4.3 el
caso N =1 se sigue de la Proposicion 4.7.

Sea N fijo. Consideramos dos subespacios invariantes I C J con
dim(A2(D)e J) =N y dim(4A2(D)o )= N +1,
luego dim(J & I) = 1. Si e es un vector unitario en J & I, entonces podemos escribir
Ko(z,w) = Kl (2,0) = e(2)e(w),

y asi -
Rl (z,w) = R (z,w) — (1 — zw)*"e(2)e(w).

Se sigue que para cada f € I C J

Clf(z) = CIf(z) - / (1 — 20)* 2e(=)e(w) f (w)dAn (w)

= 015 - S [ s,

k=0

= - (M) e B,

k=1

pues (f,e) = 0, donde B es el operador traslacién de Bergman. Si escribimos ¢, = Q(B*e),
donde @ es la proyeccién ortogonal de A2(ID) sobre I, entonces

a+2 O./—l—2
Ccluf:Q<Can)_Z<_1)k( L )¢k<f7¢k>7 fe I.
k=1
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Esto muestra que si la dimensién del rango de C7 es a lo mds N(« + 2), entonces la
dimensién del rango de C. es a lo mds N(a +2) + (o +2) = (N + 1)(a + 2). Se sigue el
resultado por induccion. [
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Apéndice A

A.1. Operadores Compactos

Sea H un espacio de Hilbert separable. Los siguientes resultados se pueden encontrar
en [22].

Teorema A.1 Un operador lineal T : H — H es compacto si y solo si ||[Tz,|| — 0
siempre que x,, — o débilmente en H.

Teorema A.2 Un operador lineal y acotado T : H — H es compacto si y solo si T*T es
compacto.

Proposicién A.3 Suponga que {e,}, {o,} son conjuntos ortonormales en H y que {\,}
es una sucesion de numeros complejos que tiende a cero. Entonces el operador lineal
definido como

Tx = Z)\n<x, en)On, T EH

n=0

es compacto.

A.2. Lema de Schur

Sea (X, ) un espacio de medida y sea K una funcién definida en X x X. Sea T el
operador integral inducido por K, esto es,

Tf) = [ Ko f)duty).
b's
Lema A.4 Supongamos que K es una funcion medible no-negativa definida en X x X,

T es un operador integral inducido por K y 1 < p < oo con % + % = 1. §i existe una
constante C' > 0 y una funcion medible positiva h en X tal que

/X K (2. y)h(y)'duly) < Chiz)?
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para ji-casi toda x € X y
[ Kwyhrdat) < criyy
X

para p-casi toda y € X, entonces T es acotado en LP(X,du) con norma menor o igual
que C'.

Corolario A.5 Sea K una funcion medible no-negativa definida en X x X. Si existe una
constante C' > 0 y una funcion medible positiva h en X tal que

LKWMMWM@SCM@

para ji-casi toda v € X y

/X K (2, y)h(z)du(z) < Ch(y)

para ji-casi toda y € X, entonces el operador integral T inducido por K es acotado en
L*(X,du) con norma menor o igual que C

A.3. Producto finito de Blaschke

Lema A.6 Si B es un producto finito de Blaschke entonces existe una constante C > 0
tal que
CH 1= [2) <1 [B(z) < C(1 - |2)

para toda z € 1.

Demostracién. Sea ¢ : D — D una funcién analitica con ¢(0) = wo. Si py, (w) = {525
entonces por el Lema de Schwarz
|fwo ((2))] < 2]-
Luego por (2.4)
1—lp(2)*)(1 — [wol?) 1+ [yl
1— 212 <1 = |@u,(o(z 2:( — < (1 —|p(2)]? , z €D.
E [ouo ((2))] 1m0 (1= [e(2)] )1_|w0|

En particular el resultado es valido cuando ¢ es un producto finito de Blaschke.

Observamos que si B = B; B, es un producto de dos productos finitos de Blaschke,
entonces

1= B =1— B>+ |Bi"(1 = |Bs*) < (1 = |Bi]*) + (1 = |B2]).
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Por tanto basta probar la acotacién faltante cuando B = ¢,,, esto es claro, ya que por
(2.4) se tiene que

(1 =121 = Jwol*)

fowep <UD

I |(,0w0(2)’2 =
| ]

Definicién A.7 Ponemos a < b si existe una constante C > 0 tal que C~'b < a < Cb.

A.4. Operadores de Fredholm

Sea X un espacio de Banach de dimensién infinita. Consideramos a B(X) como el
conjunto de operadores acotados sobre X, y a By(X) como el conjunto de operadores
compactos sobre X. Al dlgebra cociente B(X)/By(X) se le conoce como el édlgebra de
Calkin.

Definicién A.8 Sean X,Y espacios de Banach. Decimos que el operador acotado S :
X — Y es Fredholm siker S es finito dimensional y S(X) tiene codimension finita en'Y .

El siguiente resultado se puede encontrar en [16, pag. 28|.

Teorema A.9 (Atkinson) Sea X un espacio de Banach de dimension infinita y sea
S € B(X). Entonces S es Fredholm si y solo si S+ By(X) es invertible en el dlgebra de
Calkin.

A.5. Adjunto de un operador en un subespacio inva-
riante

Proposicion A.10 Sean M un subespacio de un espacio de Hilbert H yT : H — H un
operador acotado. Si M es T-invariante entonces (T'|pm)* = PT*|pm, donde P : H — M
es la proyeccion ortogonal de H sobre M.
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