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Introducción

Stefan Bergman ([3]) en 1922 descubrió una elegante teoŕıa de espacios de Hilbert de
funciones anaĺıticas tanto en dominios del plano complejo, como en dominios de espa-
cios complejos de dimensión mayor; para dicha teoŕıa se basó fuertemente en el núcleo
reproductor del espacio de Hilbert en cuestión, ahora llamado núcleo de Bergman. Sus
resultados fueron aplicados principalmente a la dinámica de fluidos, mapeos conformes
y teoŕıa del potencial. Bergman se enfocó principalmente en los espacios de funciones
anaĺıticas cuadrado integrables respecto a la medida de Lebesgue de área o de volumen,
más ahora se consideran espacios de funciones anaĺıticas p-integrables y se ha añadido
una función de peso.

Diferentes problemas surgieron en los ahora llamados “Espacios de Bergman”, parte
de ellos están ı́ntimamente relacionados con los resultados que se teńıan para los espacios
de Hardy. Dichos problemas se consideraban complicados pues se sab́ıa que las funcio-
nes de los espacios de Bergman no teńıan un buen comportamiento en la frontera de
los dominios de definición. Fue hasta la década de 1970 cuando Horowitz y Korenblum
hicieron importantes avances en problemas relacionados principalmente con “subespacios
invariantes”, “conjuntos de ceros” y “vectores ćıclicos”(ver [12], [15]).

El núcleo reproductor de un subespacio invariante de un espacio de Bergman no es fácil
de calcular, excepto en algunos casos muy particulares. Es por eso que no hab́ıa jugado
un papel importante en el estudio de estos subespacios; pero recientemente han aparecido
algunos trabajos que exhiben algunas propiedades estructurales de estos núcleos ([5], [20],
[17]), lo que ha llevado a probar nuevos resultados acerca de los subespacios invariantes.

Los subespacios invariantes de los espacios de Bergman han vuelto a capturar la aten-
ción en años recientes debido a que están relacionados con el antiguo problema del subes-
pacio invariante: Cada operador lineal acotado en un espacio de Hilbert separable de
dimensión infinita tiene un subespacio invariante no trivial. En [11] se muestra que es
equivalente al problema de los subespacios invariantes en el espacio de Bergman A2(D),
a saber: Dados dos subespacios invariantes I, J en A2(D) con I ⊂ J y dim J 	 I = ∞
¿Existe un subespacio invariante M de A2(D) contenido estrictamente entre I y J?

El presente trabajo está dividido en 4 caṕıtulos, a lo largo de los cuales hacemos enfásis
en los resultados que son nuevos o que se han mejorado respecto a la bibliograf́ıa existente.
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En el primero consideramos la teoŕıa de los llamados espacios de Hilbert con núcleo
reproductor (EHNR), tratamos algunas propiedades generales de los núcleos reproductores
y damos algunos resultados importantes como el debido a H. Moore, que establece una
correspondencia uno a uno entre las funciones definidas positivas y los espacios de Hilbert
con núcleo reproductor. En el mismo caṕıtulo consideramos también el llamado “problema
de reconstrucción”, que es el problema de encontrar un espacio de Hilbert con núcleo
reproductor correspondiente a una función definida positiva dada.

El segundo caṕıtulo está dividido en dos grandes partes. En la primera introducimos los
espacios de Bergman con peso y tratamos algunas propiedades generales de estos espacios;
mientras que en la segunda parte definimos los espacios de Hilbert sub-Bergman (ver [23],
[14])y probamos algunas propiedades de estos espacios; ponemos particular atención al
hecho de que estos espacios son ejemplos de espacios de Hilbert con núcleo reproductor y
son soluciones de problemas de reconstrucción.

En el tercer caṕıtulo siguiendo [25] y [21] se define un operador integral llamado “ope-
rador ráız” que es definido en términos del núcleo reproductor del espacio de Bergman y
del núcleo reproductor de un subespacio invariante del espacio de Bergman. En esta parte
se estudian propiedades relacionadas con su continuidad, su compacidad, su pertenencia
a la clase de traza y su pertenencia a la clase de Hilbert-Schmidt.

En el cuarto caṕıtulo calculamos el núcleo reproductor de algunos subespacios inva-
riantes particulares, lo que nos ayudará en la tarea de determinar, entre otras cosas, si la
dimensión del rango del operador ráız es finita.

Para finalizar, se ha añadido un apéndice, en el cual se han contemplado algunos
resultados importantes con el fin de que la tesis sea lo más autocontenida posible.
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3.2.1. La representación del operador ráız . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.2.2. Clases de Schatten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.2.3. Pertenencia de Cα a las clases de Schatten . . . . . . . . . . . . . . 42

4. Aplicaciones 47
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Caṕıtulo 1

Espacios de Hilbert con núcleo
reproductor

En este caṕıtulo damos un panorama general de la teoŕıa de los espacios de Hilbert
con núcleo reproductor y tratamos algunos resultados de importancia en caṕıtulos subse-
cuentes. El lector puede consultar [2], [18], por ejemplo.

1.1. Definiciones y teoŕıa general

Dado un conjunto X, equipamos a la colección F(X) de todas las funciones de X en
C con las operaciones usuales de suma (f + g)(x) = f(x) + g(x), y multiplicación por un
escalar (cf)(x) = cf(x), c ∈ C. Aśı, F(X) es un espacio vectorial sobre C.

Definición 1.1 Dado un conjunto X, decimos que H es un Espacio de Hilbert con Núcleo
Reproductor(EHNR) en X (sobre C) si:

i) H es un subespacio vectorial de F(X).

ii) H está dotado con un producto interior 〈, 〉 respecto al cual es un espacio de Hilbert.

iii) Para cada y ∈ X, la funcional evaluación Ey : H → C definida por Ey(f) = f(y),
es lineal y acotada.

Sea H un EHNR en X. Dado que la funcional evaluación es acotada, por el teorema
de representación de Riesz se tiene que para cada y ∈ X existe una única función ky ∈ H,
tal que f(y) = 〈f, ky〉 para cada f ∈ H.

Definición 1.2 La función ky se llama el núcleo reproductor para y ∈ X. La función
K : X ×X → C definida por K(x, y) = ky(x) se llama el núcleo reproductor para H.

Observación 1.3 Sea y ∈ X. Como ky ∈ H se tiene que

K(x, y) = ky(x) = 〈ky, kx〉, x ∈ X, (1.1)
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además
K(x, y) = 〈ky, kx〉 = 〈kx, ky〉 = K(y, x), x, y ∈ X. (1.2)

Dado que ‖Ey‖ = sup{|Ey(f)| : ‖f‖ = 1}, tenemos

‖Ey‖ = sup{|〈f, ky〉| : ‖f‖ = 1} ≤ ‖ky‖,

más aún, como ky
‖ky‖ ∈ H y tiene norma igual a 1 se sigue que

‖Ey‖ ≥
|ky(y)|
‖ky‖

= ‖ky‖.

Por lo tanto, ‖Ey‖2 = ‖ky‖2 = 〈ky, ky〉 = K(y, y).

Si consideramos un subespacio vectorial cerrado de un EHNR, entonces es claro que
es un espacio de Hilbert por śı mismo. Tal hecho lleva a preguntarse si dicho subespacio
es o no un EHNR. El siguiente resultado da una respuesta afirmativa.

Proposición 1.4 Sean H un EHNR en X y H0 ⊂ H un subespacio vectorial cerrado.
Entonces H0 es un EHNR en X y el núcleo reproductor para y ∈ X respecto a H0 es la
función P0(ky), donde ky es el núcleo reproductor para y respecto a H y P0 : H → H0 es
la proyección ortogonal de H en H0.

Demostración. ComoH0 es un subespacio vectorial cerrado deH, entonces es un espacio
de Hilbert. Las propiedades i) - iii) de la Definición 1.1 las hereda H0 por ser subespacio
vectorial de H. Por tanto H0 es un EHNR.

Sea ahora y ∈ X. Como H es un EHNR, existe un único ky ∈ H tal que f(y) = 〈f, ky〉
para cada f ∈ H; además como H0 es por śı mismo un EHNR, existe un único k̃y ∈ H0

tal que f(y) = 〈f, k̃y〉 para cada f ∈ H0.

Como H0 es un subespacio vectorial cerrado de H, existe una única proyección orto-
gonal P0 : H → H0. Aśı, P0 es un operador autoadjunto y P0k̃y = k̃y, por lo tanto

k̃y(x) = 〈k̃y, kx〉 = 〈P0k̃y, kx〉 = 〈k̃y, P0kx〉 = (P0kx)(y),

para cada x, y ∈ X. De (1.2) se sigue que k̃x = P0kx para todo x ∈ X. .

Por la proposición anterior el núcleo reproductor K0(x, y) para H0 está dado por
K0(x, y) = 〈P0ky, P0kx〉. Más adelante se tratarán algunas de las relaciones que existen
entre el núcleo reproductor para H0 y el núcleo reproductor del espacio total H.

Ahora mostramos que dado un conjunto X yH un EHNR en X con núcleo reproductor
K, la función K determina completamente al espacio H.

Lema 1.5 Sea H un EHNR en X con núcleo reproductor K. Entonces el espacio vectorial
generado por las funciones ky(·) = K(·, y) es denso en H.
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Demostración. Sabemos que el espacio vectorial generado por un subconjunto no vaćıo
de un espacio de Hilbert es denso en el espacio de Hilbert si y sólo si su complemento
ortogonal es el vector cero. Ahora, una función f ∈ H pertenece al complemento ortogonal
del espacio generado por la colección {ky : y ∈ X} si y sólo si 0 = 〈f, ky〉 = f(y) para
cada y ∈ X. Esto último se cumple si y sólo si f = 0. .

Lema 1.6 Sea H un EHNR en X y {fλ}λ∈Λ una red en H, donde Λ es un conjunto
dirigido. Si ‖fλ − f‖ → 0, entonces la red {fλ(x)} converge puntualmente a f(x) para
cada x ∈ X.

Demostración. Por las propiedades del núcleo reproductor K y por la desigualdad de
Cauchy-Schwarz tenemos que

|fλ(x)− f(x)| = |〈fλ − f, kx〉| ≤ ‖fλ − f‖‖kx‖.

.

Teorema 1.7 Sean H1,H2 espacios de Hilbert con núcleo reproductor K. Entonces H1 =
H2 y ‖f‖1 = ‖f‖2 para cada f .

Demostración. Ponemos Wi = span{kx ∈ Hi : x ∈ X}. Por el Lema 1.5, Wi es denso
en Hi. Notamos que para cada f ∈ Wi se tiene que f(x) =

∑
j αjkxj(x) y que sus valores

como función no dependen de si f pertenece a W1 o W2.

Ahora, para dicha f se tiene

‖f‖2
1 =

∑
i,j

αiαj〈kxi , kxj〉1 =
∑
i,j

αiαjK(xj, xi) = ‖f‖2
2.

Aśı, ‖f‖1 = ‖f‖2 para cada f ∈ W1 = W2.

Sea f ∈ H1. Existe una sucesión {fn} en W1 tal que ‖fn − f‖1 → 0. Por la igualdad
antes probada se sigue que {fn} es una sucesión de Cauchy en W2; más aún, existe g ∈ H2

tal que ‖fn − g‖2 → 0. Por el lema anterior, f(x) = ĺım
n→∞

fn(x) = g(x) para cada x ∈ X.

Aśı H1 ⊂ H2, y por un argumento análogo, H2 ⊂ H1. Por tanto H1 = H2.

Finalmente, como ‖f‖1 = ‖f‖2 en un subconjunto denso, se sigue el resultado. .

En el caso de que un EHNR tenga una base ortonormal numerable, una manera de
calcular el núcleo reproductor nos la da el siguiente resultado:

Teorema 1.8 Sea H un EHNR en X, separable y con núcleo reproductor K(x, y). Si
{en}n∈N es una base ortonormal para H, entonces K(x, y) =

∑∞
n=1 en(y)en(x), y la serie

converge puntualmente en X ×X.

Demostración. Para cada y ∈ X tenemos que 〈ky, en〉 = 〈en, ky〉 = en(y). Aśı,

ky =
∞∑
n=1

〈ky, en〉en =
∞∑
n=1

en(y)en,
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donde la serie converge respecto a la norma en H. Como la funcional evaluación Ex es
continua en H tenemos

K(x, y) = ky(x) =
∞∑
n=1

en(y)en(x) ∈ C.

En particular
∑∞

n=1 |en(y)|2 = K(y, y) <∞. .

Como una aplicación inmediata de la proposición anterior consideramos el siguiente re-
sultado que se conoce como la desigualdad de Cauchy-Schwarz para el núcleo reproductor,
la cual se suele usar para determinar que cierta función no es núcleo reproductor.

Proposición 1.9 Sea H un EHNR en X, separable y con núcleo reproductor K(x, y).
Entonces se cumple |K(x, y)|2 ≤ K(x, x)K(y, y) para x, y ∈ X.

Demostración. Por el teorema anterior se tiene que K(x, y) =
∑∞

n=1 en(y)en(x), donde
{en}n∈N es una base ortonormal para H. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

|K(x, y)|2 ≤

(
∞∑
n=1

|en(y)||en(x)|

)2

≤
∞∑
n=1

|en(y)|2
∞∑
n=1

|en(x)|2 = K(x, x)K(y, y).

.

1.2. Caracterización del núcleo reproductor

En esta sección centramos nuestra atención en encontrar condiciones necesarias y
suficientes para que una función K(x, y) sea el núcleo reproductor para algún EHNR.

Denotamos por Mn×n(C) a las matrices de n × n con entradas complejas. Sea A =
(ai,j) ∈ Mn×n(C). Decimos que A es positiva (A ≥ 0) si y sólo si para cualesquiera
α1, α2, . . . , αn ∈ C se tiene que

∑n
i,j=1 αiαjai,j ≥ 0. De manera equivalente, A ≥ 0 si y

sólo si 〈Az, z〉 ≥ 0 para cada z ∈ Cn, donde 〈·, ·〉 denota el producto interior en Cn.

Definición 1.10 Sean X un conjunto y K : X × X → C una función. Decimos que K
es una función definida positiva en X si cumple que para cada n ∈ N y para cualesquiera
n puntos x1, x2, . . . , xn en X la matriz (K(xi, xj)) es positiva.

Un resultado inmediato es el siguiente.

Proposición 1.11 Sea X un conjunto y H un EHNR sobre X con núcleo reproductor
K. Entonces K es una función definida positiva.
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Demostración. Sean {x1, x2, . . . , xn} ⊂ X y α1, α2, . . . , αn ∈ C fijos. Entonces tenemos
que∑

i,j=1

αiαjK(xi, xj) =
∑
i,j=1

αiαj〈kxj , kxi〉 =

〈∑
j=1

αjkxj ,
∑
i=1

αikxi

〉
=

∥∥∥∥∥∑
i=1

αikxi

∥∥∥∥∥
2

≥ 0.

.

A partir de una o varias funciones definidas positivas podemos construir más funciones
definidas positivas en base al siguiente resultado.

Proposición 1.12 Sea X un conjunto. Entonces la suma de funciones definidas positivas
es una función definida positiva. Si K es una función definida positiva y f : X → C es
cualquier función, entonces K1(x, y) = f(x)K(x, y)f(y) es una función definida positiva.

Demostración. Sean K1, K2 funciones definidas positivas. Sea n ≥ 1 arbitrario y sean
{x1, x2, . . . , xn} ⊂ X, α1, α2, . . . , αn ∈ C fijos.

Para la primera parte de la proposición tenemos que∑
i,j=1

αiαj(K1 +K2)(xi, xj) =
∑
i,j=1

αiαjK1(xi, xj) +
∑
i,j=1

αiαjK2(xi, xj) ≥ 0.

Para la segunda parte de la proposición tenemos∑
i,j=1

αiαjK1(xi, xj) =
∑
i,j=1

αiαjf(xi)K(xi, xj)f(xj)

=
∑
i,j=1

(
αif(xi)

)(
αjf(xj)

)
K(xi, xj) ≥ 0.

.

A continuación introducimos el producto de Schur de matrices en Mn×n(C), para
posteriormente construir otro ejemplo de función definida positiva.

Definición 1.13 Sean A = (ai,j), B = (bi,j) ∈Mn×n(C), el producto de Schur de A y B,
denotado por A ∗B, es la matriz A ∗B = (ai,jbi,j) ∈Mn×n(C).

Observación 1.14 Es bien sabido que dadas las matrices positivas A y B, el producto
de Schur A ∗ B es una matriz positiva (ver [13, pág. 458]). Aśı, si consideramos a un
conjunto X y a K1, K2 : X×X → C funciones definidas positivas y definimos su producto
K : X × X → C como K(x, y) = K1(x, y)K2(x, y), entonces K es una función definida
positiva.

La Proposición 1.11 es evidente, más tiene un rećıproco, el cual es un resultado muy
importante que nos dará una completa caracterización de las funciones definidas positivas.
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Teorema 1.15 (Moore, [18]) Sean X un conjunto y K : X × X → C una función
definida positiva. Entonces existe un único espacio de funciones definidas en X que es de
Hilbert y tiene como núcleo reproductor a K.

Demostración. Consideramos a W ⊂ F(X) como el espacio vectorial generado por el
conjunto {ky : y ∈ X}, donde ky(x) = K(x, y).

Sean f =
∑

j αjkyj , g =
∑

i βikyi en W . Consideramos a la forma B : W ×W → C
definido por B(f, g) =

∑
i

∑
j αjβiK(yi, yj). Afirmamos que B define un producto interior

en W .

Veamos que B está bien definida en W , esto es, debemos mostrar que B(f, w) = 0
para cada w ∈ W si y sólo si f es idénticamente cero en X. Sea f(x) =

∑n
j=1 αjkyj(x).

Supongamos que f es idénticamente cero, por la definición de W es suficiente mostrar que
B(f, ky) = 0 para cada y ∈ X. Por la definición tenemos que B(f, ky) =

∑
j αjK(y, yj) =

f(y) = 0, luego B(f, w) = 0 para cada w ∈ W , en particular B(f, f) = 0. Rećıprocamente,
supongamos que B(f, w) = 0 para cada w ∈ W , en particular B(f, ky) = 0 para cada
y ∈ X, luego f(y) = 0. Por tanto B está bien definido, más aún, para cada f ∈ W se
tiene que f(x) = B(f, kx).

Es claro que B es sesquilineal. Además, como K es una función definida positiva, para
cada f =

∑n
j=1 αjkyj se tiene B(f, f) =

∑n
i,j=1 αjαiK(yi, yj) ≥ 0, esto implica que B

define un producto interior semidefinido en W y en particular se cumple la desigualdad
de Cauchy-Schwarz, esto es,

|f(y)|2 = |B(f, ky)|2 ≤ B(f, f)B(ky, ky).

Aśı, B(f, f) = 0 implica que f(y) = 0 para cada y ∈ X. Por tanto B define un producto
interior en W , por ende W es un espacio vectorial con producto interior.

La construcción del espacio requerido aún no termina pues W no es necesariamente
completo, para este fin debemos considerar la completación de este espacio en la forma
usual; esto es, debemos tomar las clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy en W
para obtener un espacio de Hilbert H.

Sea [{fn}] ∈ H, donde {fn} ⊂ W es una sucesión de Cauchy. Por la desigualdad de
Cauchy-Schwarz se tiene

|fm(y)− fn(y)| = |B(fm − fn, ky)| ≤ ||fm − fn||1/2B K(y, y)1/2,

luego {fn(y)} es una sucesión de Cauchy en C para cada y ∈ X, esto implica que existe el
ĺımite h(y) = ĺım

n→∞
fn(y), y ∈ X. Por tanto h es una función en X. Aśı, identificamos a H

con el conjunto H(K) de las funciones que son ĺımites puntuales de sucesiones de Cauchy
en (W,B(·, ·)). Si f, g ∈ H(K) definimos

〈f, g〉H(K) = ĺım
n→∞

B(fn, gn) = 〈[{fn}], [{gn}]〉H,

por lo tanto la completación de (W,B(·, ·)) es isométricamente isomorfo a (H(K), 〈·, ·〉H(K)).
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Por último, para h ∈ H(K) tenemos 〈h, ky〉H(K) = ĺım
n→∞

B(fn, ky) = ĺım
n→∞

fn(y) = h(y).

Por tanto H(K) es un EHNR y como ky es el núcleo reproductor para el punto y tenemos
que K(x, y) = ky(x) es el núcleo reproductor para H(K). .

Por el Teorema 1.7 se tiene que el espacio encontrado en el teorema anterior es único.
El Teorema de Moore y la proposición anterior muestran que hay una correspondencia
uno a uno entre las funciones definidas positivas y los espacios de Hilbert con núcleo
reproductor.

Definición 1.16 Dada una función definida positiva K : X × X → C, denotamos por
H(K) al espacio determinado por el Teorema de Moore.

Del Teorema de Moore se sigue que dada una función definida positiva K existe un
espacio de Hilbert con núcleo reproductor K; más en la práctica es dif́ıcil dar una des-
cripción concreta de dicho espacio, pues la construcción de tal espacio en la demostración
del teorema es abstracta. Dicho problema se conoce como el problema de reconstrucción.
A continuación presentamos un ejemplo.

Proposición 1.17 Sean X un conjunto y f una función no cero definida en X. Ponemos
K(x, y) = f(x)f(y), x, y ∈ X. Entonces K es una función definida positiva, H(K) es el
espacio vectorial generado por f y ||f ||H(K) = 1.

Demostración. K es una función definida positiva pues dados {x1, x2, . . . , xn} ⊂ X y
α1, . . . , αn ∈ C se tiene

n∑
i,j=1

αiαjK(xi, xj) =
n∑

i,j=1

αiαjf(xi)f(xj) =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

αif(xi)

∣∣∣∣∣
2

≥ 0.

Como en el Teorema de Moore ponemos W = span{ky : y ∈ X} = span{f(y)f : y ∈ X},
que coincide con el espacio generado por la función f ; el cual es completo por tener
dimensión 1. Por tanto, H(K) es el espacio generado por f . En este caso el producto
interior en H(K) está dado por B(cf, df) = cd, luego ‖f‖2

H(K) = B(f, f) = 1. .

1.3. El Teorema de Beatrous y Burbea

En este apartado tratamos el Teorema de Beatrous y Burbea, el cual nos da una
forma no trivial de generar nuevas funciones definidas positivas a partir de otras. Este
teorema será de mucha importancia en la construcción de los llamados espacios de Hilbert
sub-Bergman, los cuales introducimos más adelante.

Primero mostramos unos resultados que serán de gran utilidad en la demostración del
resultado principal de esta sección.
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Definición 1.18 Dadas dos matrices A,B ∈ Mn×n(C), escribimos A ≤ B si B − A es
una matriz positiva.

Lema 1.19 Sea A ∈ Mn×n(C) una matriz positiva y x = (x1, x2, . . . , xn)t un vector en
Cn. Si xx∗ := (xixj)i,j ≤ cA, para algún c > 0, entonces x está en el rango de A. Más
aún, si y es cualquier vector tal que x = Ay, entonces 0 ≤ 〈x, y〉 ≤ c.

Demostración. Denotamos por R(A) y N (A) al rango y núcleo de A respectivamente.
Sabemos que N (A) = R(A)⊥, aśı que podemos escribir x = v + w con v ∈ R(A),
w ∈ N (A). Como 〈x,w〉 = 〈w,w〉, entonces

‖w‖4 = 〈w, x〉〈x,w〉 =
∑
i,j

wixixjwj = 〈xx∗w,w〉 ≤ 〈cAw,w〉 = 0,

pues Aw = 0. Aśı, w = 0 lo que implica que x = v ∈ R(A).

Por último, si x = Ay entonces 〈x, y〉 = 〈Ay, y〉 ≥ 0. Procediendo como antes se tiene

〈x, y〉2 = 〈x, y〉〈y, x〉 = 〈xx∗y, y〉 ≤ 〈cAy, y〉 = c〈x, y〉.

.

Basado en el lema anterior, el siguiente resultado caracteriza a las funciones que per-
tenecen a un EHNR en términos del núcleo reproductor.

Proposición 1.20 Sea H un EHNR en X con núcleo reproductor K y f : X → C una
función. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f ∈ H.

2. Existe c > 0 tal que para cada conjunto finito F = {x1, x2, . . . , xn} ⊂ X, existe una
función h ∈ H con ‖h‖ ≤ c y f(xi) = h(xi), i = 1, 2, . . . , n.

3. Existe una constante c > 0 tal que la función c2K(x, y) − f(x)f(y) es definida
positiva.

Demostración. 1)⇒3) Sean F = {x1, x2, . . . , xn} ⊂ X y {α1, α2, . . . , αn} ⊂ C, n ≥ 1. Si
ponemos g =

∑
i αikxi , entonces

∑
i,j

αiαjf(xi)f(xj) =

∣∣∣∣∣∑
i

αif(xi)

∣∣∣∣∣
2

= |〈f, g〉|2 ≤ ‖f‖2‖g‖2 = ‖f‖2
∑
i,j

αiαjK(xi, xj).

Como la elección de F y de los escalares es arbitraria, tenemos que

‖f‖2K(x, y)− f(x)f(y)

es definida positiva.
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3)⇒2) Sea F = {x1, x2, . . . , xn} ⊂ X. Aplicando el Lema 1.19 a la matriz A =
(K(xi, xj)), al vector x = (f(x1), f(x2), . . . , f(xn))t y tomando c2 en lugar de c, se obtiene
que x está en el rango de (K(xi, xj)). Aśı que existe un vector w = (a1, a2, . . . , an)t tal que
(K(xi, xj))w = x. Es fácil verificar que la función h =

∑
i aikxi ∈ H satisface h(xi) = f(xi)

para cada i = 1, 2, . . . , n. Además ‖h‖2 = 〈xt, wt〉 ≤ c2 por el Lema 1.19.

2 ⇒1) Por hipótesis, para cada F = {x1, x2, . . . , xn} ⊂ X existe hF ∈ H tal que
‖hF‖ ≤ c y hF (x) = f(x) para cada x ∈ F . Consideramos la proyección ortogonal

PF : H → span{kx1 , kx2 . . . , kxn}

y ponemos gF = PFhF . Dado que

hF (xi) = 〈hF , kxi〉 = 〈hF , PFkxi〉 = 〈PFhF , kxi〉 = PFhF (xi),

entonces gF (x) = hF (x) = f(x) para cada x ∈ F y ‖gF‖ ≤ ‖hF‖ ≤ c. Afirmamos que la
red {gF}F∈P(X) es de Cauchy y que converge a f , donde consideramos a P(X) como un
conjunto dirigido respecto al orden parcial dado por la inclusión de conjuntos.

Ponemos r = sup ‖gF‖ ≤ c y tomamos ε > 0. Existe un conjunto F0 = {x1, x2, . . . , xn}
tal que r− ε2

8r
< ‖gF0‖. Sea F ∈ P(X) con F0 ⊂ F . Es claro que hF (x) = hF0(x) para cada

x ∈ F0, esto implica que para cada xi ∈ F0 se cumple 〈PF0hF0 , kxi〉 = 〈PFhF , kxi〉, luego
〈gF0 , kxi〉 = 〈gF , kxi〉, aśı 〈gF0 , kxi〉 = 〈gF0 , PF0kxi〉 = 〈PF0gF , kxi〉. Por tanto PF0(gF ) = gF0 .
En particular, 〈gF − gF0 , gF0〉 = 0, luego ‖gF − gF0‖2 = ‖gF‖2 − ‖gF0‖2, lo que implica
‖gF0‖ ≤ ‖gF‖. Por tanto 0 ≤ ‖gF‖ − ‖gF0‖ ≤ ε2

8r
y ‖gF − gF0‖2 = (‖gF‖ + ‖gF0‖)(‖gF‖ −

‖gF0‖) ≤ 2r ε
2

8r
. Aśı, ‖gF − gF0‖ < ε

2
y para cualesquiera F1, F2 ∈ P(X) con F0 ⊂ F1,

F0 ⊂ F2 se sigue que ‖gF1 − gF2‖ < ε.

Hemos probado que la red {gF}F∈P(X) es de Cauchy. Aśı, existe g ∈ H que es ĺımite
de esta red y cumple ‖g‖ ≤ r ≤ c. Dado que cada red convergente en norma converge
puntualmente en X se tiene g(x) = f(x) para cada x ∈ X. .

Basado en los dos resultados preliminares mostramos un resultado debido aAronszajn.
Dicho resultado es muy importante pues caracteriza cuándo la diferencia de dos funciones
definidas positivas es una función definida positiva.

Definición 1.21 Dadas K y K ′ funciones definidas positivas en X, denotamos por K ≤
K ′ si K ′ −K es una función definida positiva.

Teorema 1.22 (Aronszajn, [18]) Sean X un conjunto y Ki : X×X → C una funcion
definida positiva con (H(Ki), ‖ · ‖i) su EHNR, i = 1, 2. Entonces H(K1) ⊂ H(K2) si y
sólo si existe c > 0 tal que K1 ≤ c2K2. En este caso, ‖f‖2 ≤ c‖f‖1 para cada f ∈ H(K1).

Demostración. Primero mostramos que la condición es suficiente. Asumamos que existe
tal constante c > 0. Si f ∈ H(K1) con ‖f‖1 = 1, el resultado previo (1)⇒3)) implica
que f(x)f(y) ≤ K1(x, y). Usando la hipótesis se sigue que f(x)f(y) ≤ c2K2(x, y), y
nuevamente por el resultado previo (3)⇒1)) f ∈ H(K2) y ‖f‖2 ≤ c.
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Ahora suponemos que H(K1) ⊂ H(K2) y consideramos el operador inclusión T :
H(K1) → H(K2). Sea {fn} una sucesión en H(K1) y f ∈ H(K1), g ∈ H(K2) tales que
‖fn − f‖1 → 0 y ‖Tfn − g‖2 → 0, entonces

f(x) = ĺım
n→∞

fn(x) = ĺım
n→∞

Tfn(x) = g(x), x ∈ X.

Aśı, g = Tf y por el teorema de la gráfica cerrada T es acotado. Poniendo c = ‖T‖ se
tiene que ‖f‖2 ≤ c‖f‖1 para toda f ∈ H(K1).

Ahora consideramos {x1, x2, . . . , xn} ⊂ X y α1, α2, . . . , αn ∈ C. Como K1 es una
función definida positiva entonces

0 ≤
∑
i,j

αiαjK1(xi, xj) =
∑
i,j

αiαj〈K1(·, xj), K2(·, xi)〉2

=

〈∑
j

αjK1(·, xj),
∑
i

αiK2(·, xi)

〉
2

≤

∥∥∥∥∥∑
j

αjK1(·, xj)

∥∥∥∥∥
2

∥∥∥∥∥∑
i

αiK2(·, xi)

∥∥∥∥∥
2

≤ c

∥∥∥∥∥∑
j

αjK1(·, xj)

∥∥∥∥∥
1

∥∥∥∥∥∑
i

αiK2(·, xi)

∥∥∥∥∥
2

.

Dado que
∑

i,j αiαjKl(xi, xj) = ‖
∑

j αjKl(·, xj)‖2
l , l = 1, 2, elevando al cuadrado se

concluye fácilmente el resultado. .

Definición 1.23 Sean H1, H2 dos E´sHNR en X con núcleo reproductor K1, K2 respec-
tivamente. Una función ϕ : X → C tal que ϕH1 ⊂ H2 es llamada un multiplicador de H1

en H2. Denotamos por M(H1,H2) al conjunto de multiplicadores de H1 en H2.

Dado un multiplicador ϕ ∈ M(H1,H2), Mϕ : H1 → H2 denotará el operador lineal
definido como Mϕ(f) = ϕf .

Proposición 1.24 Sean H un EHNR en X con núcleo reproductor K, f : X → C una
función, F0 = {h ∈ H : fh = 0} y F1 = F⊥0 . Ponemos Hf = fH = fF1 y definimos un
producto interior en Hf como 〈fh1, fh2〉f = 〈h1, h2〉 para h1, h2 ∈ F1. Entonces Hf es un

EHNR en X con núcleo reproductor Kf (x, y) = f(x)K(x, y)f(y).

Demostración. Por definición, Hf es un espacio vectorial de funciones en X y el mapeo
h→ fh es una isometŕıa lineal sobreyectiva de F1 en Hf . Aśı, Hf es un espacio de Hilbert
pues F1 lo es.

Sea y ∈ X. Escribimos ky = k0
y + k1

y con kiy ∈ Fi, por la Proposición 1.4 tenemos que
Ki(x, y) = kiy(x) es el núcleo reproductor para Fi, i = 0, 1.
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Para ver que Hf es un EHNR notemos que para cada y ∈ X fijo y h ∈ F1,

f(y)h(y) = f(y)〈h, ky〉 = 〈fh, f(y)fk1
y〉f .

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la igualdad anterior se tiene que la funcional
evaluación es acotada y que Kf (x, y) = f(x)k1

y(x)f(y). Como fk0
y = 0 entonces Kf (x, y) =

f(x)K(x, y)f(y). .

Ahora estamos preparados para caracterizar a los multiplicadores.

Teorema 1.25 Sean H1, H2 E’sHNR en X con núcleo reproductor K1, K2 respectiva-
mente y sea ϕ : X → C una función. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. ϕ ∈M(H1,H2).

2. ϕ ∈M(H1,H2) y Mϕ es un operador acotado.

3. Existe c > 0 tal que ϕ(x)K1(x, y)ϕ(y) ≤ c2K2(x, y).

En cualquier caso ‖Mϕ‖ es la menor constante c > 0 que satisface la desigualdad en 3.

Demostración. 2⇒ 1) Es evidente.

1)⇒ 3) Por la Proposición 1.24 Hϕ = ϕH1, con el producto interior definido en

ese resultado, es un EHNR con núcleo reproductor Kϕ(x, y) = ϕ(x)K1(x, y)ϕ(y). Como
ϕ ∈M(H1,H2), entonces Hϕ ⊂ H2. Por el Teorema 1.22 existe c > 0 tal que Kϕ(x, y) ≤
c2K2(x, y).

3)⇒ 2) Como el núcleo reproductor de Hϕ = ϕH1 cumple

Kϕ(x, y) = ϕ(x)K1(x, y)ϕ(y) ≤ c2K2(x, y),

por el Teorema 1.22 Hϕ = ϕH1 ⊂ H2. Como en la proposición anterior, descomponemos
H1 = F0⊕F1, donde ϕF0 = {0}. Para h ∈ H1 ponemos h = h0 +h1 con hi ∈ Fi, i = 0, 1,
entonces nuevamente por el Teorema 1.22

‖ϕh‖H2 = ‖ϕh1‖H2 ≤ c‖ϕh1‖Hϕ = c‖h1‖F1 ≤ c‖h‖H1 .

Por tanto Mϕ es acotado y ‖Mϕ‖ ≤ c.

Finalmente, si ‖Mϕ‖ = C, entonces para cada h1 ∈ F1,

‖ϕh1‖H2 = ‖Mϕh1‖H2 ≤ C‖h1‖H1 = C‖ϕh1‖Hϕ .

Esto implica que Hϕ ⊂ H2. Se sigue por el Teorema 1.22 que ϕ(x)K1(x, y)ϕ(y) =
Kϕ(x, y) ≤ C2K2(x, y). .

Definición 1.26 Un multiplicador ϕ en un espacio de Hilbert H se dice contractivo si
‖ϕf‖ ≤ ‖f‖ para cada f ∈ H.

11



Es tiempo de presentar el resultado que nos propusimos como objetivo en este apar-
tado.

Teorema 1.27 (Beatrous & Burbea, [18]) Sea H un EHNR en D con núcleo repro-
ductor K y sea ϕ una función anaĺıtica y acotada en D tal que ‖ϕ‖∞ ≤ 1. Entonces la
función

K∗(x, y) := (1− ϕ(x)ϕ(y))K(x, y)

es una función definida positiva si y sólo si ϕ es un multiplicador contractivo de H.

Demostración. Supongamos que K∗(x, y) es una función definida positiva. Por el resul-
tado anterior, ϕ es un multiplicador en H y el operador multiplicación Mϕ es acotado con
norma menor o igual a 1. Luego ‖ϕf‖ = ‖Mϕf‖ ≤ ‖f‖.

Supongamos que ϕ es un multiplicador contractivo. Por el resultado anterior (c2 −
ϕ(x)ϕ(y))K(x, y) es una función definida positiva, donde c = ‖Mϕ‖ ≤ 1. Si c = 1 se
tiene que K∗(x, y) es una función definida positiva; mientras que si c < 1, entonces
(1 − c2)K(x, y) es una función definida positiva y por tanto K∗(x, y) es una función
definida positiva. .
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Caṕıtulo 2

Espacios de Bergman

En este caṕıtulo introducimos los espacios de Bergman con peso definidos en el disco
complejo unitario D = {z ∈ C : |z| < 1} y tratamos algunas de sus propiedades generales.
También presentamos los llamados espacios de Hilbert sub-Bergman, los cuales servirán
de ejemplo a lo que anteriormente llamamos el problema de reconstrucción.

2.1. Generalidades

La medida de área normalizada en D será denotada por dA(z). Para −1 < α < ∞,
denotamos por dAα(z) a la medida dAα(z) = (α + 1)(1 − |z|2)αdA(z). Para 1 ≤ p < ∞
y −1 < α < ∞, Lp(D, dAα) denota el espacio de Banach de las clases de funciones f
Lebesgue-medibles en D tales que

‖f‖p,α =

[∫
D
|f(z)|pdAα(z)

] 1
p

<∞.

Definición 2.1 Para 1 ≤ p < ∞ y −1 < α < ∞, el espacio de Bergman con peso
Apα(D) es el subespacio de Lp(D, dAα) que consiste de las funciones anaĺıticas en D. En
particular, si α = 0 entonces Ap(D) es llamado p-espacio de Bergman.

A menos que se diga lo contrario el parámetro p será siempre mayor o igual que 1.

Proposición 2.2 Sean 1 ≤ p < ∞, −1 < α < ∞ y K un subconjunto compacto de D.
Entonces existe una constante positiva C = C(n,K, p, α) tal que

sup{|f (n)(z)| : z ∈ K} ≤ C‖f‖p,α

para cada f ∈ Apα(D) y cada entero no negativo n.

Demostración. Sin pérdida de generalidad suponemos que K = B(0, r), para algún
r ∈ (0, 1).
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Ponemos σ = (1− r)/2 > 0. Como |f |p es subarmónica (ver [9, pág. 35]), se tiene

|f(z)|p ≤ 1

σ2

∫
B(z,σ)

|f(w)|pdA(w)

para cada z ∈ K. Del hecho que |w| ≤ |z|+ σ ≤ r+1
2

para cada w ∈ B(z, σ), se tiene que

1− |w|2 = (1 + |w|)(1− |w|) ≥ σ,

aśı, ∫
B(z,σ)

|f(w)|pdAα(w) =

∫
B(z,σ)

|f(w)|p(α + 1)(1− |w|2)αdA(w)

≥ (α + 1)σα
∫
B(z,σ)

|f(w)|pdA(w)

≥ (α + 1)σα+2|f(z)|p,

lo que implica que existe C = C(r, α) > 0 tal que

|f(z)|p ≤ C

∫
B(z,σ)

|f(w)|pdAα(w) ≤ C

∫
D
|f(w)|pdAα(w) = C‖f‖pp,α

para cada z ∈ K. Esto resuelve el caso n = 0.

Existe M > 0 tal que |f(w)| ≤ M‖f‖p,α para cada w tal que |w| = R = (1 + r)/2. Si
z ∈ K, por la fórmula integral de Cauchy se tiene

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
|w|=R

f(w)dw

(w − z)n+1
,

ya que R > r. Dado que |w − z| ≥ R− r = σ obtenemos

|f (n)(z)| ≤ n!MR

σn+1
‖f‖p,α

para cada z ∈ K, f ∈ Apα(D) y n ≥ 1. .

Sea z ∈ D fijo. Definimos la funcional lineal evaluación Ez : Apα(D)→ C como Ez(f) =
f(z). Tomando n = 0 y K = {z} en la proposición anterior se tiene que existe C > 0 tal
que

|Ez(f)| = |f(z)| ≤ C‖f‖p,α
para cada f ∈ Apα, esto es, Ez es una funcional lineal acotada en todos los espacios de
Bergman con peso.

Proposición 2.3 Para cada 1 ≤ p <∞ y −1 < α <∞, el espacio de Bergman con peso
Apα(D) es un subespacio cerrado de Lp(D, dAα).
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Demostración. Sea {fn} una sucesión en Apα(D) tal que fn → f en Lp(D, dAα). Dado
un subconjunto compacto K de D, por la proposición anterior existe C > 0 tal que

|fn(z)− fm(z)| ≤ C‖fn − fm‖p,α

para cada z ∈ K, n,m ∈ N. Como {fn} es una sucesión de Cauchy en Lp(D, dAα) se
sigue que {fn} es una sucesión de Cauchy uniforme en cada subconjunto compacto de D.
Aśı que {fn} converge uniformemente en subconjuntos compactos de D a f , por lo que se
sigue que f es anaĺıtica en D. .

Por la proposición anterior A2
α(D) es un espacio de Hilbert, además la funcional lineal

evaluación en A2
α(D) es acotada, entonces A2

α(D) es un EHNR. Aśı que existe una función
kαz ∈ A2

α(D) tal que

f(z) = 〈f, kαz 〉 =

∫
D
f(w)kαz (w)dAα(w) (2.1)

para cada f en A2
α(D). La función Kα(z, w) = kαz (w) es llamado el núcleo de Bergman

para A2
α(D).

En algunas aplicaciones necesitamos aproximar las funciones del espacio de Bergman
Apα(D) por funciones que se comportan mejor, para lo cual tenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.4 Para una función f anaĺıtica en D y 0 < r < 1, sea fr la función
dilatación definida como fr(z) = f(rz), para z ∈ D. Entonces

1. Para cada f ∈ Apα(D), tenemos ‖f − fr‖p,α → 0 cuando r → 1−.

2. Para cada f ∈ Apα(D), existe una sucesión {pn} de polinomios tal que ‖pn−f‖p,α → 0
cuando n→∞.

Demostración. Sea f ∈ Apα(D), definimos

Mp(ρ, f) =

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(ρeiθ)|pdθ
)1/p

, 0 ≤ ρ < 1.

Es claro que Mp(ρr, f) = Mp(ρ, fr) para cada 0 < r < 1. Como |f |p es subarmónica (ver
[9, pág. 35]), el Teorema 1.6 en [7] implica que para 0 ≤ ρ < 1

Mp
p (ρ, f − fr) ≤ 2p(Mp

p (ρ, f) +Mp
p (ρ, fr))

= 2p(Mp
p (ρ, f) +Mp

p (ρr, f)) ≤ 2p+1Mp
p (ρ, f),

pues ρr < ρ.

Sea 0 ≤ ρ < 1 fijo. Dado que {ρeiθ : 0 ≤ θ < 2π} es compacto y fr converge a f
uniformemente en subconjuntos compactos de D cuando r → 1−, entonces Mp

p (ρ, f − fr)
converge a cero cuando r → 1−. Además la hipótesis f ∈ Apα(D) es equivalente a decir
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que Mp
p (ρ, f) es integrable en el intervalo [0, 1) respecto a la medida (1−ρ2)αρdρ, aśı, por

el teorema de la convergencia dominada se tiene que

‖f − fr‖pp,α = 2

∫ 1

0

Mp
p (ρ, f − fr)(1− ρ2)αρdρ −→ 0,

cuando r → 1−.

Sea ε > 0. Por la afirmación anterior existe 0 < r < 1 tal que

‖f − fr‖p,α < ε/2.

Como la función fr es anaĺıtica en 1
r
D, entonces la serie de Taylor de fr converge unifor-

memente en D a fr; esto es, existe un polinomio p tal que

‖p− fr‖p,α ≤ ‖p− fr‖∞ < ε/2.

La segunda afirmación se sigue. .

Para cada entero no negativo n y para cada z ∈ D, ponemos

en(z) =

√
Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)
zn.

Denotamos por 〈·, ·〉α al producto interior en A2
α(D). La sucesión de funciones {en}n≥0 es

un conjunto ortonormal en A2
α(D), pues tenemos

〈en, em〉α =

∫
D
en(z)em(z)dAα(z)

=

√
Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)

√
Γ(m+ 2 + α)

m!Γ(2 + α)

∫
D
znzmdAα(z)

=
α + 1

π

√
Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)

Γ(m+ 2 + α)

m!Γ(2 + α)

1∫
0

π∫
−π

(1− r2)αrn+m+1ei(n−m)θdrdθ.

Por lo tanto

〈en, em〉α =


0 si n 6= m

1 si n = m.

Además, por la proposición anterior sabemos que el conjunto de los polinomios es denso
en A2

α(D), por lo que concluimos que {en}n≥0 es una base ortonormal para A2
α(D).

Por el Teorema 1.8 ahora podemos calcular el núcleo reproductor para A2
α(D), esto es,

kαw(z) = Kα(z, w) =
∞∑
n=0

en(z)en(w)

=
∞∑
n=0

Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)
(zw)n =

1

(1− zw)2+α
.
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Por lo cual, de (2.1) se sigue que

f(z) =

∫
D

f(w)

(1− zw)2+α
dAα(w)

para cada f ∈ A2
α(D). Por último, si f(z) =

∑∞
n=0 anz

n, g(z) =
∑∞

n=0 bnz
n ∈ A2

α(D) se
tiene

〈f, g〉α =
∞∑
n=0

n!Γ(2 + α)

Γ(n+ 2 + α)
anbn,

en particular

‖f‖2
2,α =

∞∑
n=0

n!Γ(2 + α)

Γ(n+ 2 + α)
|an|2. (2.2)

Proposición 2.5 Para cada −1 < α <∞, sea Pα la proyección ortogonal de L2(D, dAα)
sobre A2

α(D). Entonces

Pαf(z) =

∫
D

f(w)

(1− zw)2+α
dAα(w)

para cada f ∈ L2(D, dAα).

Demostración. Por (2.1) se sigue que

Pαf(z) = 〈Pαf, kαz 〉
= 〈f, Pαkαz 〉 = 〈f, kαz 〉

=

∫
D

f(w)

(1− zw)2+α
dAα(w).

.

Los operadores Pα antes descritos son llamados proyecciones de Bergman con peso en
D. En el caso que α = 0, sólo pondremos P .

Definición 2.6 Para ϕ ∈ L∞(D) introducimos el operador Tϕ : A2
α(D) → A2

α(D) dado
por

Tϕ(f) = Pα(ϕf),

donde Pα es la proyección de Bergman sobre A2
α(D). El operador Tϕ es llamado operador

de Toeplitz en el espacio de Bergman A2
α(D) con śımbolo ϕ.

Notamos que Tϕ es un operador lineal acotado con ‖Tϕ‖ ≤ ‖ϕ‖∞ pues ‖Pα‖ = 1. A
continuación presentamos algunas propiedades básicas de los operadores de Toeplitz.

Proposición 2.7 Sean a, b ∈ C y ϕ, ψ ∈ L∞(D). Entonces

1. Taϕ+bψ = aTϕ + bTψ.
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2. T ∗ϕ = Tϕ.

3. Si ψ es anaĺıtica en D entonces TϕTψ = Tϕψ y TψTϕ = Tψϕ.

Demostración. Sean f, g ∈ A2
α(D).

1. Es evidente de la linealidad de la integral.

2. Se sigue del hecho que

〈T ∗ϕf, g〉A2
α(D) = 〈f, Tϕg〉A2

α(D) = 〈f, Pα(ϕg)〉A2
α(D)

= 〈Pαf, ϕg〉L2(D,dAα) = 〈f, ϕg〉L2(D,dAα)

= 〈ϕf, g〉L2(D,dAα) = 〈ϕf, Pαg〉L2(D,dAα)

= 〈Pα(ϕf), g〉A2
α(D) = 〈Tϕf, g〉A2

α(D).

3. Como ψ es anaĺıtica en D y ψ ∈ L∞(D), entonces ψA2
α(D) ⊂ A2

α(D). Luego

TϕTψf = TϕPα(ψf) = Tϕ(ψf) = Pα(ϕψf) = Tϕψf.

Para la segunda igualdad observamos que TϕTψ = Tϕψ, entonces por (2) de este
mismo resultado, Tϕψ = T ∗ϕψ = (TϕTψ)∗ = T ∗ψT

∗
ϕ = TψTϕ.

.

El núcleo reproductor de los espacios de Bergman con peso está relacionado con las
transformaciones de Möbius. Para a ∈ D consideramos la transformación de Möbius
ϕa(z) = a−z

1−az , z ∈ D. Se sabe que el determinante del Jacobiano de ϕa en z es

|ϕ′a(z)|2 =
(1− |a|2)2

|1− az|4
(2.3)

y además se cumple

1− |ϕa(z)|2 =
(1− |a|2)(1− |z|2)

|1− az|2
. (2.4)

El siguiente resultado es conocido como la invariancia de Möbius del núcleo reproductor
Kα.

Proposición 2.8 Sea ϕa una transformación de Möbius en D. Entonces

Kα(z, w) =
ϕ′a(z)(1− |a|2)α/2

(1− az)α
Kα(ϕa(z), ϕa(w))

ϕ′a(w)(1− |a|2)α/2

(1− wa)α
, z, w ∈ D. (2.5)
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Demostración. Sea {en}n≥0 una base ortonormal para A2
α(D). Entonces

σn(z) =
en(ϕa(z))ϕ′a(z)(1− |a|2)α/2

(1− az)α
= −en(ϕa(z))(1− |a|2)α/2+1

(1− az)α+2
, n ≥ 0

es un conjunto ortonormal en A2
α(D). En efecto, considerando (2.3) y (2.4) se tiene∫

D
σn(z)σm(z)dAα(z) =

∫
D

en(ϕa(z))em(ϕa(z))|ϕ′a(z)|2(1− |a|2)α

|1− az|2α
(1− |z|2)αdA(z)

=

∫
D
en(ϕa(z))em(ϕa(z))|ϕ′a(z)|2(1− |ϕa(z)|2)αdA(z)

=

∫
D
en(η)em(η)(1− |η|2)αdA(η)

=

∫
D
en(η)em(η)dAα(η) = 〈en, em〉A2

α(D) = δn,m.

Si g ∈ A2
α(D) entonces f(z) = g(ϕa(z))(1− aϕa(z))α+2 es una función anaĺıtica en D,

usando (2.3) y (2.4) tenemos que∫
D
|f(z)|2dAα(z) =

∫
D
|g(ϕa(z))|2|1− aϕa(z)|2α+4dAα(z)

=

∫
D
|g(ξ)|2|1− aξ|2α+4(1− |ϕa(ξ)|2)α|ϕ′a(ξ)|2dA(ξ)

=

∫
D
|g(ξ)|2|1− aξ|2α+4 (1− |a|2)α+2(1− |ξ|2)α

|1− aξ|2α+4
dA(ξ)

= (1− |a|2)α+2

∫
D
|g(ξ)|2dAα(ξ) <∞,

por lo tanto f ∈ A2
α(D).

Sea g ∈ A2
α(D) tal que 〈σn, g〉A2

α(D) = 0 para cada n ≥ 0. Definimos f(z) = g(ϕa(z))(1−
aϕa(z))α+2, z ∈ D, entonces f(ϕa(z)) = g(z)(1− az)α+2. Se sigue que

0 =

∫
D
σn(z)g(z)dAα(z) =

∫
D

en(ϕa(z))(1− |a|2)α/2+1

(1− az)α+2
g(z)(1− |z|2)αdA(z)

=

∫
D

en(ϕa(z))(1− |a|2)1−α/2f(ϕa(z))

|1− az|4
(1− |a|2)α(1− |z|2)α

|1− az|2α
dA(z)

=

∫
D
en(ϕa(z))(1− |a|2)−1−α/2f(ϕa(z))|ϕ′a(z)|2(1− |ϕa(z)|2)αdA(z)

= (1− |a|2)−1−α/2
∫
D
en(ξ)f(ξ)dAα(ξ), para todo n ≥ 0.
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Como {en} es base ortonormal de A2
α(D) entonces f ≡ 0, aśı g ≡ 0. Por tanto {σn} es

una base ortonormal para A2
α(D). Por el Teorema 1.8 se sigue que

Kα(z, w) =
∞∑
n=0

σn(w)σn(z)

=
ϕ′a(z)(1− |a|2)α/2

(1− az)α

(
∞∑
n=0

en(ϕa(z))en(ϕa(w))

)
ϕ′a(w)(1− |a|2)α/2

(1− aw)α

=
ϕ′a(z)(1− |a|2)α/2

(1− az)α
Kα(ϕa(z), ϕa(w))

ϕ′a(w)(1− |a|2)α/2

(1− aw)α
.

.

La proposición anterior se tuvo que generalizar a los espacios de Bergman con peso,
pues mediante ésta se podrán calcular algunos núcleos reproductores de ciertos subespa-
cios invariantes. Un hecho importante de la proposición anterior es que se muestra que

para cada a ∈ D, el conjunto
{√

Γ(n+2+α)
n!Γ(2+α)

ϕ′a(z)(1−|a|2)α/2

(1−az)α (ϕa(z))n
}
n≥0

es otra base ortonor-

mal para A2
α(D).

Para finalizar esta sección enunciamos un resultado que será usado en la sección si-
guiente.

Teorema 2.9 Suponemos que a, b, c son números reales y que dµ(z) = (1− |z|2)cdA(z).
Sea S el operador integral definido por

Sf(z) =

∫
D

(1− |z|2)a(1− |w|2)b−c

|1− zw|2+a+b
f(w)dµ(w).

Entonces S es acotado en L2(D, dµ) si −2a < c+ 1 < 2(b+ 1).

Demostración. La condición −2a < c + 1 < 2(b + 1) es equivalente a las condiciones
−(b+ 1) < b− c, −(a+ c+ 1) < a. Entonces existe s ∈ (−(b+ 1), a)∩ (−(a+ c+ 1), b− c).

Consideramos a la función h(z) = (1− |z|2)s, z ∈ D, que es claramente estrictamente
positiva. Como b+ s > −1, a− s > 0 y∫

D

(1− |z|2)a(1− |w|2)b−c

|1− zw|2+a+b
h(w)dµ(w) = (1− |z|2)a

∫
D

(1− |w|2)b+s

|1− zw|2+a+b
dA(w),

entonces en base al Teorema 1.7 en [10], existe C > 0 tal que∫
D

(1− |w|2)b+s

|1− zw|2+a+b
dA(w) ≤ C

(1− |z|2)a−s
, z ∈ D.

También, como s+ a+ c > −1, b− c− s > 0 y∫
D

(1− |z|2)a(1− |w|2)b−c

|1− zw|2+a+b
h(z)dµ(z) = (1− |w|2)b−c

∫
D

(1− |z|2)c+s+a

|1− zw|2+a+b
dA(z),
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entonces por el Teorema 1.7 en [10] se tiene que∫
D

(1− |z|2)c+s+a

|1− zw|2+a+b
dA(z) ≤ C

(1− |w|2)b−c−s
, w ∈ D.

Por el Corolario A.5, S es un operador acotado en L2(D, dµ). .

Para el lector interesado en espacios de Bergman sugerimos ver [10].

2.2. Espacios de Hilbert Sub-Bergman con peso

Consideramos una contracción T definida en un espacio de Hilbert H, es decir, ‖T‖ ≤
1. Es claro que el operador I−TT ∗ es positivo, entonces por el Teorema 2.2.1 en [16] existe
el operador positivo (I − TT ∗)1/2. Denotamos por H(T ) al espacio de Hilbert dado por
el rango del operador autoadjunto (I − TT ∗)1/2 dotado con el producto interior definido
como sigue

〈(I − TT ∗)1/2x, (I − TT ∗)1/2y〉H(T ) = 〈x, y〉H, x, y ∈ H 	 ker(I − TT ∗)1/2.

El siguiente resultado muestra que de hecho H(T ) es un EHNR y calcula su núcleo
reproductor asociado.

Proposición 2.10 Si H es un EHNR en D con núcleo reproductor kHw en w ∈ D y T es
una contracción en H, entonces H(T ) es un EHNR con núcleo reproductor (I − TT ∗)kHw
en w ∈ D.

Demostración. Sea (I − TT ∗)1/2f ∈ H(T ) con f ∈ H 	 ker(I − TT ∗)1/2, entonces para
cualquier g ∈ ker(I − TT ∗)1/2 se tiene que

〈(I − TT ∗)1/2kHw , g〉 = 〈kHw , (I − TT ∗)1/2g〉 = 0,

lo que implica que (I − TT ∗)1/2kHw ∈ H 	 ker(I − TT ∗)1/2 y por ende se tiene

〈(I − TT ∗)1/2f, (I − TT ∗)kHw 〉H(T ) = 〈(I − TT ∗)1/2f, (I − TT ∗)1/2(I − TT ∗)1/2kHw 〉H(T )

= 〈f, (I − TT ∗)1/2kHw 〉H
= 〈(I − TT ∗)1/2f, kHw 〉H = (I − TT ∗)1/2f(w),

para cada w ∈ D. El resultado se sigue de la unicidad del núcleo reproductor en un punto.
.

En caso que la contracción T sea un operador de Toeplitz en A2
α(D) inducido por

una función anaĺıtica ϕ o por ϕ, denotamos los espacios resultantes H(Tϕ) y H(Tϕ) por
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Hα(ϕ) y Hα(ϕ) respectivamente. A dichos espacios les llamamos espacios de Hilbert Sub-
Bergman. Resultados acerca de estos espacios han sido estudiados principalmente en [14],
[23] y [26], todos ellos motivados por la teoŕıa hecha sobre los espacios de Hardy en [19].

Sea H∞ el espacio de las funciones anaĺıticas acotadas en D, dotado con la norma del
supremo. Denotamos por (H∞)1 a la bola cerrada unitaria de H∞.

Observación 2.11 Sea ϕ ∈ (H∞)1.

1. Entonces ϕ es un multiplicador contractivo de A2
α(D) y se sigue del Teorema de

Beatrous y Burbea que la función

Kα
ϕ(z, w) =

1− ϕ(z)ϕ(w)

(1− zw)2+α

es una función definida positiva en D.

2. El operador de Toeplitz Tϕ en A2
α(D) es una contracción, entonces define un espacio

de Hilbert Sub-Bergman Hα(ϕ).

Los siguientes resultados fueron probados en [14] en 2010 y son la generalización a los
espacios de Bergman con peso de los resultados para los espacios de Bergman estándar
que aparecen en [23] y [26].

Proposición 2.12 Sean ϕ ∈ (H∞)1, α > −1. Entonces el núcleo reproductor de Hα(ϕ)
es

Kα
ϕ(z, w) =

1− ϕ(z)ϕ(w)

(1− zw)2+α
.

Demostración. Por la proposición anterior el núcleo reproductor de Hα(ϕ) en w es
(I − TϕT ∗ϕ)kαw = (I − TϕTϕ)kαw, donde kαw es el núcleo reproductor de A2

α(D) en w ∈ D.
Para cada z ∈ D tenemos

Tϕk
α
w(z) = Pα(ϕkαw)(z) =

∫
D
ϕ(u)kαw(u)Kα(z, u)dAα(u)

=

∫
D
ϕ(u)Kα(u, z)kαu (w)dAα(u)

= ϕ(w)Kα(w, z) = ϕ(w)kαw(z),

y Tϕ(kαw) = Pα(ϕkαw) = ϕkαw, entonces

Kα
ϕ(z, w) = (I − TϕTϕ)kαw(z)

= kαw(z)− ϕ(z)ϕ(w)kαw(z)

=
1− ϕ(z)ϕ(w)

(1− zw)2+α
.

.

Antes de continuar con el tema de esta sección introducimos el espacio de Hardy H2.
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Definición 2.13 El espacio de Hardy, denotado por H2, consiste de todas las series de
potencias con coeficientes complejos que son cuadrado-sumables. Esto es,

H2 =

{
f(z) =

∞∑
n=0

anz
n :

∞∑
n=0

|an|2 <∞

}
.

Claramente H2 contiene a todos los polinomios. El producto interior en H2 está dado por

〈f, g〉H2 =
∞∑
n=0

anbn,

para

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n y g(z) =

∞∑
n=0

bnz
n en H2.

El mapeo lineal L : `2 → H2 definido como {an}∞n=0 7−→
∑∞

n=0 anz
n claramente es un

isomorfismo isométrico, en particular H2 es un espacio de Hilbert. En lo siguiente vemos
que de hecho H2 es un EHNR.

Proposición 2.14 Cada función en H2 es anaĺıtica en D.

Demostración. Sea f(z) =
∑∞

n=0 anz
n ∈ H2. Sea z ∈ D, de la desigualdad

|f(z)| ≤ ‖{an}‖`2
(
∞∑
n=0

|z|2n
)1/2

= ‖f‖H2

1√
1− |z|2

, (2.6)

se sigue que la serie de potencias converge uniformemente en subconjuntos compactos de
D. .

Proposición 2.15 Para cada z ∈ D la funcional lineal evaluación Ez es acotado en H2.

Demostración. Fijemos z ∈ D. Por (2.6) se sigue que

|Ez(f)| ≤ ‖f‖H2

1√
1− |z|2

,

para cada f ∈ H2. Por tanto la funcional evaluación Ez es acotada en H2 y su norma es
a lo más (1− |z|2)−1/2. .

La proposición anterior implica que H2 es un EHNR en D. Para calcular el núcleo re-
productor en un punto w ∈ D, notamos que gw(z) =

∑∞
n=0w

nzn ∈ H2 pues
∑∞

n=0 |w|2n <
∞. Para cualquier f(z) =

∑∞
n=0 anz

n ∈ H2 se tiene

〈f, gw〉 =
∞∑
n=0

anw
n = f(w).
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Aśı, gw es el núcleo reproductor de w ∈ D, más aún,

K(z, w) = gw(z) =
∞∑
n=0

wnzn =
1

1− zw
, z, w ∈ D.

A la función K se le llama el núcleo de Szëgo.

Cuando α = 0, el siguiente corolario de la Proposición 2.12 nos ofrece un ejemplo
concreto del problema de reconstrucción, además produce un espacio muy conocido.

Corolario 2.16 Sea n un entero positivo. Entonces H(zn) = H2 con el nuevo producto
interior para H2 dado por

〈f, g〉n :=
n−1∑
k=0

akbk
k + 1

+
1

n

∞∑
k=n

akbk,

donde

f(z) =
∞∑
k=0

akz
k, g(z) =

∞∑
k=0

bkz
k ∈ H2.

Demostración. Por la Proposición 2.12 el núcleo reproductor para H(zn) está dado por

Kn(z, w) =
1− (zw)n

(1− zw)2
=

1

1− zw

n−1∑
k=0

(zw)k.

Por otro lado, {
√
k + 1zk}n−1

k=0

⋃
{
√
nzk}∞k=n es una base ortonormal de H2 respecto al

producto interior 〈·, ·〉n, entonces por el Teorema 1.8 tenemos que

K̃n(z, w) =
n−1∑
k=0

(k + 1)(zw)k +
∞∑
k=n

n(zw)k

es el núcleo reproductor de H2 respecto al producto interior 〈·, ·〉n. Un cálculo sencillo

muestra que Kn(z, w) = K̃n(z, w), y por el Teorema de Moore sabemos que el núcleo
reproductor determina de manera única el espacio de Hilbert asociado, por tanto H(zn) =
H2. .

Al considerar ϕ en lugar de ϕ se obtienen dos resultados análogos a los previos.

Proposición 2.17 Sean ϕ ∈ (H∞)1, α > −1. El núcleo reproductor de Hα(ϕ) está dado
por

Kα
ϕ(z, w) =

∫
D

1− |ϕ(u)|2

(1− zu)α+2(1− uw)α+2
dAα(u).
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Demostración. Por la Proposición 2.10 el núcleo reproductor paraHα(ϕ) en w está dado
por (I−TϕT ∗ϕ)kαw = (I−T|ϕ|2)kαw = T1−|ϕ|2k

α
w, donde kαw es el kernel reproductor de A2

α(D)
en el punto w ∈ D. Esto es,

Kα
ϕ(z, w) = T1−|ϕ|2k

α
w(z) = P ((1− |ϕ|2)kαw)(z)

=

∫
D

(1− |ϕ(u)|2)kαw(u)

(1− zu)α+2
dAα(u)

=

∫
D

1− |ϕ(u)|2

(1− zu)α+2(1− uw)α+2
dAα(u).

.

Observación 2.18 Dado que (1− zw)−2 =
∞∑
k=0

(k + 1)(zw)k, entonces

1

(1− zu)2(1− uw)2
=
∞∑
k=0

Ck(u,w, z),

donde Ck(u,w, z) =
k∑
j=0

(j + 1)(zu)j(k − j + 1)(uw)k−j. Poniendo u = reiθ se tiene

Kun(z, w) =

∫
D

(1− |u|2n)dA(u)

(1− zu)2(1− uw)2

=
∞∑
k=0

k∑
j=0

zjwk−j(j + 1)(k − j + 1)

∫ 1

0

∫ 2π

0

rk+1(1− r2n)ei(k−2j)θdr
dθ

π
,

pero
∫ 2π

0
ei(k−2j)θdθ 6= 0 si y sólo si k = 2j. Aśı, considerando sólo los ı́ndices pares en k

se obtiene que∫
D

1− |u|2n

(1− zu)2(1− uw)2
dA(u) =

∞∑
l=0

zlwl(l+1)2

∫ 1

0

2r2l+1(1−r2n)dr =
∞∑
l=0

n(l + 1)

l + n+ 1
(zw)l.

Corolario 2.19 Sea n un entero positivo. Entonces H(zn) = H2 con el nuevo producto
interior para H2 dado por

〈f, g〉n := 〈f, g〉A2(D) +
1

n
〈f, g〉H2 , f, g ∈ H2.

Demostración. Por la Proposición 2.17 y la observación anterior, el núcleo reproductor
de H(zn) está dado por

Kn(z, w) :=

∫
D

1− |u|2n

(1− zu)2(1− uw)2
dA(u) =

∞∑
k=0

n(k + 1)

k + n+ 1
(zw)k.

25



Es claro que Kn(·, w) ∈ H2, luego para f(z) =
∞∑
k=0

akz
k en H2 se tiene

〈f,Kn(·, w)〉n = 〈f,Kn(·, w)〉A2(D) +
1

n
〈f,Kn(·, w)〉H2

=
∞∑
k=0

n

k + n+ 1
akw

k +
∞∑
k=0

k + 1

k + n+ 1
akw

k

=
∞∑
k=0

akw
k = f(w).

Aśı, Kn̄(z, w) es el núcleo reproductor para H2. Por el Teorema de Moore sabemos que
el núcleo reproductor determina de manera única al espacio de Hilbert asociado, por lo
tanto H(zn) = H2. .

De los dos corolarios anteriores se tiene H(zn) = H(zn) = H2. Esto nos lleva a
preguntarnos siHα(ϕ) = Hα(ϕ) para cada ϕ ∈ (H∞)1, asunto que tratamos más adelante.

Definición 2.20 Sean ϕ ∈ (H∞)1 y α > −1. Ponemos dAα,ϕ(z) = (1− |ϕ(z)|2)dAα(z) y
definimos a A2

α,ϕ como el subespacio cerrado de L2(D, dAα,ϕ) que contiene a las funciones
anaĺıticas en D.

El siguiente resultado determina completamente a los espacios de Hilbert sub-Bergman
con peso, inducidos por el conjugado de una función anaĺıtica ϕ ∈ (H∞)1. Este es un
ejemplo más del llamado problema de reconstrucción.

Proposición 2.21 Sean ϕ ∈ (H∞)1 y α > −1. Entonces Hα(ϕ) consiste de las funciones
anaĺıticas de la forma

f(z) =

∫
D

1− |ϕ(w)|2

(1− zw)α+2
g(w)dAα(w),

donde g es anaĺıtica y cumple que∫
D
|g(z)|2(1− |ϕ(z)|2)dAα(z) <∞.

Demostración. Consideramos el operador Sϕ : A2
α,ϕ → A2

α(D) definido como

Sϕg(z) := Pα((1− |ϕ|2)g)(z) =

∫
D

1− |ϕ(w)|2

(1− zw)α+2
g(w)dAα(w),

donde Pα es la proyección de Bergman sobre A2
α(D). Como Pα tiene norma igual a 1,

entonces

‖Sϕg‖A2
α(D) = ‖Pα((1− |ϕ|2)g)‖A2

α(D) ≤ ‖(1− |ϕ|2)g‖A2
α(D) ≤ ‖g‖A2

α,ϕ
,
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por lo que Sϕ es una contracción, en particular existe S∗ϕ. Más aún, para f ∈ A2
α(D) y

g ∈ A2
α,ϕ tenemos

〈S∗ϕf, g〉A2
α,ϕ

= 〈f, Sϕg〉A2
α(D) = 〈f, Pα((1− |ϕ|2)g)〉A2

α(D)

= 〈f, (1− |ϕ|2)g〉A2
α(D) = 〈f, g〉A2

α,ϕ
,

aśı que el operador S∗ϕ : A2
α(D)→ A2

α,ϕ es simplemente el operador inclusión. Sea M(Sϕ)
la imagen de Sϕ en A2

α(D) junto con el producto interior dado por

〈Sϕf, Sϕg〉M(Sϕ) = 〈f, g〉A2
α,ϕ
, f, g ∈ A2

α,ϕ 	 ker(Sϕ).

Procediendo como en la Proposición 2.10 se ve que M(Sϕ) es un espacio de Hilbert con
núcleo reproductor en w ∈ D igual a SϕS

∗
ϕk

α
w, donde kαw es el núcleo reproductor de A2

α(D)
en w, aśı,

SϕS
∗
ϕk

α
w(z) = Sϕk

α
w(z) =

∫
D

1− |ϕ(u)|2

(1− zu)α+2(1− uw)α+2
dAα(u),

el cual por la Proposición 2.17 coincide con el núcleo reproductor deHα(ϕ). Por el Teorema
1.7 concluimos que Hα(ϕ) =M(Sϕ). El resultado se sigue claramente. .

Sea ϕ una función anaĺıtica acotada y sea Tϕ el operador de Toeplitz en A2
α(D) aso-

ciado. Definimos M(Tϕ) := ϕA2
α(D) junto con el producto interior dado por

〈ϕf, ϕg〉M(Tϕ) = 〈f, g〉A2
α(D).

Análogamente a la Proposición 2.10 se muestra que M(Tϕ) es un EHNR y tiene como
núcleo reproductor en w ∈ D a TϕT

∗
ϕKα(·, w).

El siguiente lema se sigue de los resultados en I − 8, I − 9 de [19].

Lema 2.22 Sean ϕ ∈ (H∞)1, α > −1 y f ∈ A2
α(D). Entonces

1. f ∈ Hα(ϕ) si y sólo si Tϕf ∈ Hα(ϕ), en este caso

‖f‖2
Hα(ϕ) = ‖f‖2

A2
α(D) + ‖Tϕf‖2

Hα(ϕ).

2. f ∈ Hα(ϕ) si y sólo si Tϕf ∈ Hα(ϕ), en este caso

‖f‖2
Hα(ϕ) = ‖f‖2

A2
α(D) + ‖Tϕf‖2

Hα(ϕ).

3. M(Tϕ)
⋂
Hα(ϕ) = ϕHα(ϕ).

Ahora estamos en posición de responder la pregunta que nos haćıamos acerca de la
igualdad de los espacios Hα(ϕ) y Hα(ϕ), más en [14] sólo se resuelve para α > 0. Antes
de enunciar dicho resultado presentamos un lema auxiliar y una definición.
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Lema 2.23 Sean ϕ ∈ (H∞)1, α > 0. Entonces cada ψ ∈ H∞ es un multiplicador de
Hα(ϕ) y Hα(ϕ).

Demostración. Supongamos que ‖ψ‖∞ = 1. Por la Proposición 2.12 las funciones

1− ψ(z)ψ(w)

(1− zw)1+α/2
,

1− ϕ(z)ϕ(w)

(1− zw)1+α/2

son núcleos reproductores de Hα/2−1(ψ) y Hα/2−1(ϕ) respectivamente. Por la Observación
1.14

(1− ϕ(z)ϕ(w))(1− ψ(z)ψ(w))

(1− zw)2+α

es una función definida positiva en D. Se sigue del Teorema de Beatrous y Burbea que ψ
es un multiplicador contractivo en Hα(ϕ). Si f ∈ Hα(ϕ) entonces el lema anterior implica
que ϕf ∈ Hα(ϕ), y aśı por la primera parte ψ(ϕf) ∈ Hα(ϕ). Por el punto 2. del lema
anterios se sigue que ψf ∈ Hα(ϕ). Por tanto ψ es un multiplicador en Hα(ϕ). .

Definición 2.24 Sea S un operador en un espacio de Hilbert H. S es subnormal si existe
un espacio de Hilbert F que contiene a H y si existe un operador normal N en F tal que
NH ⊂ H y S es la restricción de N a H. S es un operador hiponormal si S∗S ≥ SS∗,
esto es, si S∗S − SS∗ es un operador positivo.

Teorema 2.25 Sean ϕ ∈ (H∞)1, α > 0. Entonces Hα(ϕ) = Hα(ϕ) con equivalencia de
normas.

Demostración. Por el resultado anterior ϕHα(ϕ) ⊂ Hα(ϕ). Por otro lado ϕHα(ϕ) ⊂
ϕA2

α(D) =M(Tϕ). Se sigue del Lema 2.22 que

ϕHα(ϕ) ⊂M(Tϕ)
⋂
Hα(ϕ) = ϕHα(ϕ),

esto implica que Hα(ϕ) ⊂ Hα(ϕ).

Para la otra inclusión consideramos T el operador multiplicación por ϕ en L2(D, dAα).
T es acotado y T ∗ es el operador multiplicación por ϕ, aśı

T ∗Tf = |ϕ|2f = TT ∗f, f ∈ L2(D, dAα),

se sigue que T es un operador normal en L2(D, dAα), por lo que su restricción a A2
α(D)

es un operador subnormal, se sigue que tal restricción es un operador hiponormal (ver [6,
pág. 46]), entonces

TϕTϕ = TϕT
∗
ϕ ≤ T ∗ϕTϕ = TϕT

∗
ϕ, en A

2
α(D).

Dado que TϕT
∗
ϕ ≤ TϕT

∗
ϕ si y sólo si Hα(ϕ) ⊇ Hα(ϕ) y el mapeo inclusión de Hα(ϕ) en

Hα(ϕ) es continuo (ver [19, I-5, pág. 3]), se sigue que Hα(ϕ) = Hα(ϕ).

Como Id : Hα(ϕ) −→ Hα(ϕ) es un mapeo continuo y Hα(ϕ) = Hα(ϕ), por el Teorema
del mapeo abierto las normas de Hα(ϕ) y Hα(ϕ) son equivalentes. .

Como consecuencia del resultado anterior se tiene que el espacio de las funciones
anaĺıticas acotadas está contenido en Hα(ϕ), siempre que ϕ ∈ (H∞)1.
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Teorema 2.26 Sean ϕ ∈ (H∞)1, α > 0. Entonces H∞ ⊂ Hα(ϕ) = Hα(ϕ).

Demostración. Por el resultado anterior basta mostrar que H∞ ⊂ Hα(ϕ). Es suficiente
mostrar que Hα(ϕ) contiene una función constante no cero, pues por el Lema 2.23 cada
función en H∞ es un multiplicador de Hα(ϕ).

Consideramos a E como el subespacio cerrado de A2
α,ϕ generado por {zn}n≥1. Como

f(0) = 0 para cada f ∈ E y 1 ∈ A2
α,ϕ, se puede ver que E es subespacio propio de

A2
α,ϕ. Tomamos g ∈ A2

α,ϕ 	 E con ‖g‖A2
α,ϕ

= 1. Como Kα(z, w) =
∞∑
n=0

Γ(n+2+α)
n!Γ(2+α)

(zw)n y

〈g, zn〉A2
α,ϕ

= 0 para cada n ≥ 1, entonces∫
D

1− |ϕ(u)|2

(1− zu)α+2
g(u)dAα(u) =

∫
D
g(u)(1− |ϕ(u)|2)dAα(u) = 〈g, 1〉A2

α,ϕ
=: f(z), z ∈ D.

Por la Proposición 2.21 la función constante f pertenece a Hα(ϕ). Por último, la función
f no puede ser idénticamente cero, pues si〈g, 1〉A2

α,ϕ
= 0 para cada g ∈ A2

α,ϕ	E, entonces
1 ∈ E, lo cual es imposible. .

Ahora vamos a dar una descripción de Hα(B) y Hα(B), donde B es un producto finito
de Blaschke. En particular zn es un producto finito de Blaschke y en los Corolarios 2.16
y 2.19 se mostró que H(zn) = H(zn) = H2; más aún, Kehe Zhu en [26] demostró que
considerando los espacios de Bergman estándar se tiene que

H(B) = H(B) = H2

para cada producto finito de Blaschke B. Ahora consideramos los espacios de Bergman
con peso y mostramos un resultado que extiende el antes mencionado.

Teorema 2.27 Sea B un producto finito de Blaschke y α > 0. Entonces

Hα(B) = Hα(B) = A2
α−1(D).

Demostración. Sea f ∈ Hα(B). Como B ∈ (H∞)1 entonces por la Proposición 2.21 se
tiene que la función f se puede escribir como sigue

f(z) = Tg(z) :=

∫
D

1− |B(w)|2

(1− zw)α+2
g(w)dAα(w) (2.7)

donde g es anaĺıtica en D y cumple que∫
D
|g(z)|2(1− |B(z)|2)dAα(z) <∞. (2.8)

Por el Lema A.6 existe C > 0 tal que

C−1(1− |z|2) ≤ 1− |B(z)|2 ≤ C(1− |z|2)
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para cada z ∈ D, lo que implica junto con (2.8) que g ∈ A2
α+1(D). Para cada z ∈ D se

tiene de (2.7) que

(1− |z|2)−1|f(z)| ≤ C(1− |z|2)−1

∫
D

(1− |w|2)α+1

|1− zw|α+2
|g(w)|dA(w). (2.9)

Ponemos dµ(z) = (1− |z|2)α+1dA(z), entonces por el Teorema 2.9 el operador

Λg(z) = (1− |z|2)−1

∫
D

(1− |w|2)α+1

|1− zw|α+2
g(w)dA(w)

es acotado en L2(D, dµ). De (2.9) se tiene

(1− |z|2)−2|f(z)|2 ≤ C2|Λg(z)|2, z ∈ D, (2.10)

por lo que podemos encontrar una constante C1 > 0 tal que

‖f‖2
A2
α−1(D) =

∫
D
|f(z)|2(1− |z|2)−2dµ(z) ≤ C1‖g‖2

L2(D,dµ) =
C1

α + 2
‖g‖2

A2
α+1
.

Esto muestra que f ∈ A2
α−1(D), lo que implica Hα(B) ⊂ A2

α−1 y que T : A2
α,B → A2

α−1(D)
es un operador acotado. Aśı, con la notación de la Proposición 2.21, hemos probado que
Hα(B) es igual al rango del operador T : A2

α,B → A2
α−1(D).

Ahora consideramos el operador S : A2
α−1(D)→ A2

α,B definido como

h(z) = Sf(z) =

∫
D

f(w)

(1− zw)α+2
dAα−1(w), z ∈ D.

Si f ∈ A2
α−1(D) entonces f(z) = 〈f, kα−1

z (·)〉A2
α−1(D) y diferenciando se obtiene

f(z) +
zf ′(z)

α + 1
=

∫
D

f(w)

(1− zw)α+1
dAα−1(w) +

z

α + 1

∫
D

(α + 1)wf(w)

(1− zw)α+2
dAα−1(w)

=

∫
D

f(w)

(1− zw)α+2
dAα−1(w) = Sf(z),

de lo cual se sigue que si f(z) =
∞∑
n=0

anz
n entonces

Sf(z) =
∞∑
n=0

n+ α + 1

α + 1
anz

n.

Por el Lema A.6 sabemos que 1− |B(z)|2 � 1− |z|2, entonces por (2.2)

‖Sf‖2
A2
α,B
� ‖Sf‖2

A2
α+1

=
∞∑
n=0

n!Γ(α + 3)(n+ α + 1)2

Γ(n+ α + 3)(α + 1)2
|an|2

≥
∞∑
n=0

n!Γ(α + 1)

Γ(n+ α + 1)
|an|2 = ‖f‖2

A2
α−1
,
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lo que significa que S está acotado por abajo. Como S es invertible, el rango de la bola
unitaria de A2

α−1(D) bajo S contiene una bola de radio r > 0 centrada en cero. Por lo
tanto para cada vector unitario g ∈ A2

α,B tenemos

‖Tg‖A2
α−1

= sup{|〈Tg, f〉A2
α−1(D)| : ‖f‖A2

α−1(D) ≤ 1}

= sup

{∣∣∣∣∫
D
g(w)Sf(w)(1− |B(w)|2)dAα(w)

∣∣∣∣ : ‖f‖A2
α−1(D) ≤ 1

}
≥ sup

{∣∣∣∣∫
D
g(w)h(w)(1− |B(w)|2)dAα(w)

∣∣∣∣ : ‖h‖A2
α,B
≤ r

}
≥ sup

{∣∣∣∣∫
D
g(w)h(w)(1− |B(w)|2)dAα(w)

∣∣∣∣ : ‖h‖A2
α,B

= r

}
= r‖g‖A2

α,B
= r.

Esto significa que T es acotado por abajo, más aún, su rangoHα(B) es cerrado en A2
α−1(D).

Como Hα(B) = Hα(B) contiene a H∞ y de la Proposición 2.4 se sabe que H∞ es denso
en el espacio de Bergman con peso A2

α−1(D), entonces se concluye que Hα(B) = Hα(B) =
A2
α−1(D). .
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Caṕıtulo 3

El operador ráız

En este caṕıtulo estudiamos un operador integral definido en un subespacio invariante
I del espacio de Bergman (con o sin peso), el cual involucra el núcleo reproductor de I.

3.1. Introducción

Consideramos el operador traslación de Bergman dado por

Bzf(z) = zf(z), f ∈ A2
α(D), α > −1.

Una propiedad importante de este operador se describe a continuación.

Observación 3.1 Sea α > −1. Si f ∈ A2
α(D), entonces f(z) =

∞∑
n=0

anz
n. Luego,

‖Bz(f)‖2
A2
α(D) =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

anz
n+1

∥∥∥∥∥
2

A2
α(D)

=
∞∑
n=0

(n+ 1)!Γ(2 + α)

Γ(2 + α + (n+ 1))
|an|2

=
∞∑
n=0

(
n+ 1

2 + α + n

)
n!Γ(2 + α)

Γ(2 + α + n)
|an|2 ≥

1

2 + α
‖f‖2

A2
α(D),

pues (2 + α + n) ≤ (n+ 1)(2 + α) para todo n ≥ 0.

Definición 3.2 Un subespacio vectorial cerrado I de A2
α(D) es un subespacio invariante

si es invariante respecto a Bz, esto es, zI := BzI ⊂ I.

Ejemplos:

1. Claramente I = {0}, I = A2
α(D) son subespacios invariantes triviales de A2

α(D).
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2. Para cualquier f ∈ A2
α(D), sea If la cerradura en A2

α(D) del conjunto cuyos ele-
mentos son de la forma pf , donde p es un polinomio. A If se le llama el subespacio
invariante generado por f .

3. Consideramos una sucesión de puntos A := {an} en D. Denotamos por IA al conjunto
de todas las funciones en A2

α(D) cuyo conjunto de ceros contiene a A, entonces IA es
un subespacio invariante de A2

α(D). A IA se le conoce como el subespacio invariante
con ceros basados en {an}.

Para cada subespacio invariante I de A2
α(D), TI denota la restricción del operador

Bz a I. Es claro que TI es un operador lineal acotado en I, dado que Bz lo es, entonces
podemos determinar entre otras cosas su norma y su espectro.

Proposición 3.3 Para cada subespacio invariante I 6= {0} de A2
α(D) se tiene que ‖TI‖ =

1 y σ(TI) = D, donde σ(TI) denota el espectro de TI .

Demostración. Es obvio que ‖TI‖ ≤ 1. Como el radio espectral r(TI) del operador TI
satisface r(TI) ≤ ‖TI‖ entonces σ(TI) ⊂ D.

Sea λ ∈ D. Afirmamos que (λ− z)I es un subespacio vectorial cerrado de I: Si {fn} es
una sucesión en (λ− z)I que converge en A2

α(D) a una función g ∈ A2
α(D), entonces {fn}

converge puntualmente en D a g, por lo que λ es un cero de g, se sigue que g ∈ (λ− z)I.
También se tiene que (λ− z)I es un subespacio vectorial propio de I, pues en caso de que
I = (λ− z)I entonces para f ∈ I se tiene que existe g0 ∈ I tal que f(z) = (λ− z)g0(z),
siguiendo este mismo argumento existe g1 ∈ I tal que f(z) = (λ− z)2g1(z), continuando
este proceso concluimos que f tiene un cero de orden infinito en λ, por lo tanto f ≡ 0.

Por tanto ∅ 6= I 	 (λ− z)I. Sean f ∈ I 	 (λ− z)I, g ∈ I, entonces

〈T ∗I f, g〉 = 〈f, TIg − λg〉+ 〈f, λg〉 = 〈f, λg〉 = 〈λf, g〉,

esto es, T ∗I f = λf . Luego cada λ ∈ D es valor propio de T ∗I , lo que implica que D ⊂ σ(T ∗I );
pues el espectro de un operador acotado es compacto. Por la simetŕıa de D se tiene que
D ⊂ σ(TI), luego σ(TI) = D. Esto último implica que ‖TI‖ = 1. .

En lo siguiente tratamos algunas propiedades interesantes del operador TI que ayudan
a comprender de mejor manera dicho operador y que son útiles en la demostración de
algunos hechos posteriores.

Proposición 3.4 Para cada subespacio invariante I de A2
α(D), TI es un operador hipo-

normal, es decir, el autoconmutador [T ∗I , TI ] := T ∗I TI−TIT ∗I de TI es un operador positivo.

Demostración. Sean f, g ∈ I. Entonces

|〈T ∗I f, g〉A2
α(D)| = |〈f, TIg〉A2

α(D)| =
∣∣∣∣∫
D
f(z)TIg(z)dAα(z)

∣∣∣∣
≤

∫
D
|f(z)|

∣∣∣zg(z)
∣∣∣ dAα(z) =

∫
D
|zf(z)||g(z)|dAα(z)

≤ ‖TIf‖A2
α(D)‖g‖A2

α(D).
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Por lo tanto ‖T ∗I f‖A2
α(D) ≤ ‖TIf‖A2

α(D) para cada f ∈ I. .

Observación 3.5 Sea I 6= {0} un subespacio invariante de A2
α(D).

1. Si ‖TIf‖A2
α(D) = ‖f‖A2

α(D), entonces∫
D
(1− |z|2)|f(z)|2dAα(z) = 0,

por lo tanto f ≡ 0. Aśı, ‖TIf‖ < ‖f‖ para cada f 6= 0. Además por la hiponormali-
dad de TI se tiene que ‖T ∗I f‖ < ‖f‖ para cada f 6= 0.

2. Sea f ∈ I tal que TIf = 0. Luego zf(z) = 0 para cada z ∈ D, lo que implica que
f(z) = 0 para cada z ∈ D \ {0}. De la continuidad de f se sigue que f ≡ 0, por
tanto TI es inyectivo.

3. zI  I y kerT ∗I = I ∩ (zI)⊥ = I 	 zI.

4. Claramente el operador Id−TIT ∗I es positivo. Ahora, si consideramos el Lema 2.2.2
en [16, pág. 46] entonces Id− TIT ∗I es una contracción. Dado que un operador S es
contracción si y sólo si el operador S∗S es contracción, se sigue que (Id − TIT ∗I )1/2

es una contracción.

3.2. El operador ráız en subespacios invariantes del

espacio de Bergman

Fijamos un subespacio invariante I de A2
α(D) y consideramos al operador TI que es la

restricción del operador Bz a I. Recordamos que por śı mismo I es un EHNR, entonces
existe su núcleo reproductor KI

α(z, w). Definimos la función ráız RI
α en D× D como

RI
α(z, w) =

KI
α(z, w)

Kα(z, w)
,

y el operador ráız en I está dado por

Cαf(z) =

∫
D
RI
α(z, w)f(w)dAα(w), z ∈ D.

Cuando α = 0, sólo escribimos A2(D), K, KI , RI y C en lugar de A2
α(D), Kα, KI

α, RI
α y

Cα respectivamente.

Observación 3.6 Sea α > −1. Sabemos que

(1− zw)α+2 =
∞∑
k=0

(−1)k
(
α + 2

k

)
zkwk, z, w ∈ D,
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donde
(
α+2
k

)
:= (α+2)(α+1)···(α−k+1)

k!
. Luego la función ráız se puede escribir como

RI
α(z, w) =

KI
α(z, w)

Kα(z, w)
= (1− zw)α+2KI

α(z, w)

=
∞∑
k=0

(−1)k
(
α + 2

k

)
wkzkKI

α(z, w).

Como KI
α(·, w) ∈ I para toda w ∈ D, entonces zkKI

α(z, w) ∈ I para toda k ≥ 0 y para
toda w ∈ D. Por lo tanto RI

α(·, w) ∈ I para toda w ∈ D.

Más adelante veremos que el operador Cα involucra de alguna manera a los operadores
T ∗jI , j ≥ 0, es por eso que damos una forma expĺıcita de dichos operadores.

Proposición 3.7 Sea I un subespacio invariante de A2
α(D), α > −1. Entonces para cada

entero no negativo j se cumple que

T ∗jI g(z) =

∫
D
wjf(w)KI

α(z, w)dAα(w), z ∈ D.

Demostración. Sea j ≥ 0 fijo. Ponemos ϕ(z) = zj y observamos que ϕ es anaĺıtica y
acotada en D. Por la Proposición 2.7 el operador adjunto del operador de Toeplitz Tϕ es
el operador de Toeplitz Tϕ, esto es,

T ∗ϕf = Tϕf = Pα(ϕf), f ∈ A2
α(D).

Dado que I es un subespacio Tϕ-invariante, por la Proposición A.10 tenemos que

(Tϕ|I)∗ = PITϕ|I ,
donde PI es la proyección ortogonal de A2

α(D) sobre I.

Sea f ∈ I. Por las propiedades del núcleo reproductor y por la Proposición 1.4 se tiene
para cada z ∈ D,

(PITϕ)f(z) = 〈(PITϕ)f,Kα(·, z)〉A2
α(D)

= 〈Tϕf, PIKα(·, z)〉A2
α(D)

= 〈Pα(ϕf), KI
α(·, z)〉A2

α(D)

= 〈ϕf,KI
α(·, z)〉L2(D,dAα)

=

∫
D
ϕ(w)f(w)KI

α(z, w)dAα(w).

El resultado se sigue del hecho que (Tϕ|I)∗ = T ∗jI . .

Sea {en}n≥0 una base ortonormal para I, entonces por el Teorema 1.8

KI
α(z, z) =

∑
n

|en(z)|2.

Luego, completando {en}n≥0 a una base ortonormal para el espacio total A2
α(D) se ve que

KI
α(z, z) ≤ Kα(z, z) para cada z ∈ D. Aśı, 0 ≤ RI

α(z, z) ≤ 1. Esta observación es útil para
calcular la traza del operador ráız Cα.
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3.2.1. La representación del operador ráız

La mayor parte del análisis que hacemos en esta sección está basada en la relación que
guardan el operador TI con el operador Cα.

El siguiente resultado da una forma de expresar al operador ráız en términos del
operador TI y su adjunto T ∗I .

Lema 3.8 Sea α un entero no negativo. Para cada subespacio invariante I de A2
α(D),

tenemos que

Cα =
α+2∑
j=0

(−1)j
(
α + 2

j

)
T jI T

∗j
I .

Demostración. Sea f ∈ I. Por la Proposición 3.7 tenemos

Cαf(z) =

∫
D
(1− zw)2+αKI

α(z, w)f(w)dAα(w)

=

∫
D

2+α∑
j=0

(−1)j
(
α + 2

j

)
zjwjKI

α(z, w)f(w)dAα(w)

=
2+α∑
j=0

(−1)j
(
α + 2

j

)
zj
∫
D
wjKI

α(z, w)f(w)dAα(w)

=
α+2∑
j=0

(−1)j
(
α + 2

j

)
(T jI T

∗j
I f)(z).

.

Observación 3.9 En base al lema anterior Cα es un operador acotado, autoadjunto y
Cαf = f si f ∈ kerT ∗I = I 	 zI.

En algunas ocasiones la forma en que se expresa al operador Cα en el resultado ante-
rior no será la más adecuada, es por eso que en el siguiente resultado se encuentra una
manera alterna de expresar a dicho operador. Antes de enunciar el resultado hacemos una
convención: (

a

b

)
= 0,

siempre que b < 0 ó b > a.

Lema 3.10 Sea α un entero no negativo. Para cada subespacio invariante I de A2
α(D),

tenemos que

Cα =
α+1∑
j=0

(−1)j
(
α + 1

j

)
T jI (Id − TIT ∗I )T ∗j.
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Demostración. Por el lema anterior y la identidad de Pascal tenemos

Cα =
α+2∑
j=0

(−1)j
(
α + 2

j

)
T jI T

∗j
I

=
α+2∑
j=0

(−1)j
((

α + 1

j

)
+

(
α + 1

j − 1

))
T jI T

∗j
I

=
α+1∑
j=0

(−1)j
(
α + 1

j

)
T jI T

∗j
I +

α+2∑
j=1

(−1)j
(
α + 1

j − 1

)
T jI T

∗j
I

=
α+1∑
j=0

(−1)j
(
α + 1

j

)
T jI T

∗j
I +

α+1∑
j=0

(−1)j+1

(
α + 1

j

)
T j+1
I T ∗j+1

I

=
α+1∑
j=0

(−1)j
(
α + 1

j

)
T jI (Id − TIT ∗I )T ∗jI .

.

Nuestro primer resultado importante en esta sección es el siguiente, en concreto el
resultado da información más precisa acerca del espectro y la norma del operador Cα.

Proposición 3.11 Sea α un entero no negativo, entonces el 1 es un valor propio del
operador Cα. Más aún, ‖Cα‖ ≤ 2α y el espacio propio E1 correspondiente a 1 cumple
E1 ⊇ I 	 zI. En particular cuando α = 0, ‖C‖ = 1, E1 = I 	 zI y −1 no es valor propio
de C.

Demostración. Por el Lema 3.8 tenemos que Cαf = f si f ∈ kerT ∗I = I 	 zI, entonces
el 1 es valor propio de Cα, ‖Cα‖ ≥ 1 y I 	 zI ⊆ E1.

Por el Lema 3.10 y por 4. de la Observación 3.5 tenemos

〈Cαf, f〉 =
α+1∑
j=0

(−1)j
(
α + 1

j

)
〈T jI (Id − TIT ∗I )T ∗jI f, f〉

=
α+1∑
j=0

(−1)j
(
α + 1

j

)
‖(Id − TIT ∗I )1/2T ∗jI f‖

2,

lo que implica que

−
α+1∑

j impar

(
α + 1

j

)
‖(Id−TIT ∗I )1/2T ∗jI f‖

2 ≤ 〈Cαf, f〉 ≤
α+1∑
j par

(
α + 1

j

)
‖(Id−TIT ∗I )1/2T ∗jI f‖

2.

Dado que (Id − TIT ∗I )1/2 es una contracción, entonces ‖(Id − TIT ∗I )1/2T ∗jI f‖ ≤ ‖f‖, aśı

−‖f‖2

α+1∑
j impar

(
α + 1

j

)
≤ 〈Cαf, f〉 ≤ ‖f‖2

α+1∑
j par

(
α + 1

j

)
.
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Como
α+1∑

j impar

(
α+1
j

)
=

α+1∑
j par

(
α+1
j

)
= 2α, entonces |〈Cαf, f〉| ≤ 2α para cada f ∈ I con

‖f‖ ≤ 1. Por último, dado que Cα es autoadjunto tenemos que

‖Cα‖ = sup{|〈Cαf, f〉| : f ∈ I, ‖f‖ ≤ 1} ≤ 2α.

En caso que α = 0 se tiene que ‖C‖ = 1. Además, si Cf = f para algún f ∈ I
entonces por el Lemma 3.8 tenemos

TI(2Id − TIT ∗I )T ∗I f = 0.

Como TI es inyectivo entonces (2Id − TIT ∗I )T ∗I f = 0 y tomando el producto interior con
T ∗I f tenemos 2‖T ∗I f‖2 = ‖T ∗2I f‖2 ≤ ‖T ∗I f‖2; aśı f ∈ kerT ∗I , es decir, E1 ⊂ I 	 zI.

Por último, si −1 fuese valor propio de C y f fuera una función propia correspondiente,
entonces Cf = −f ; luego el Lema 3.10 implica que

TIT
∗
I f + TI(Id − TIT ∗I )T ∗I f = 2f.

Tomando el producto interior con f en ambos lados obtenemos

‖T ∗I f‖2 + ‖(Id − TIT ∗I )1/2T ∗I f‖2 = 2‖f‖2.

Como (Id − TIT ∗I )1/2 es contracción se tiene

‖f‖ ≤ ‖T ∗I f‖,

aśı ‖f‖ = ‖T ∗I f‖. Por el el punto (1.) en la Observación 3.5 se sigue que f = 0. .

Observación 3.12 Sea f tal que C1f = f , entonces el Lema 3.8 implica que

TI(3Id − 3TIT
∗
I + T 2

I T
∗2
I )T ∗I f = 0.

Dado que TI es inyectivo tenemos (3Id − 3TIT
∗
I + T 2

I T
∗2
I )T ∗I f = 0. Tomando el producto

interior con T ∗I f en ambos lados obtenemos

3‖T ∗I f‖2 + ‖T ∗3I f‖2 = 3‖T ∗2I f‖2.

Por lo tanto ‖T ∗I f‖ ≤ ‖T ∗2I f‖. El punto 1. de la Observación 3.5 implica que ‖T ∗I f‖ = 0,
esto es, f ∈ I 	 zI. Aśı E1 = I 	 zI. Conjeturamos que para todo entero α ≥ 2 se tiene
que E1 = I 	 zI.

Cabe señalar que la cota para la norma de Cα se ha mejorado respecto al resultado
original; además el caso α = 0 es un caso particular del resultado anterior.
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3.2.2. Clases de Schatten

Para cada 0 < p < ∞, la p-clase de Schatten, denotada por Sp, consiste de todos los
operadores compactos S en un espacio de Hilbert H tal que la sucesión de valores propios
{λn} de (SS∗)1/2 satisface

‖S‖p =

(∑
n

|λn|p
)1/p

<∞.

Es bien conocido que para 1 ≤ p <∞ la p-clase de Schatten es un espacio de Banach con
la norma anterior, de hecho es un ideal bilateral en el álgebra de los operadores acotados
en H. Se recomienda ver la Sección 1.4 en [22].

Observación 3.13 Cuando p = 1, la p-clase de Schatten es llamada la clase de traza. Si
S está en la clase de traza y {en}n≥0 es una base ortonormal para H, entonces la serie∑
n

〈Sen, en〉 converge y la suma es independiente de la elección de la base ortonormal. Esta

suma es la traza de S y se denota por tr(S).

Si S es un operador autoadjunto en la clase de traza con valores propios {λn} y si
{en} es una base ortonormal para H formada por los vectores propios asociados a tales
valores propios, se obtiene

tr(S) =
∑
n

〈Sen, en〉 =
∑
n

〈λnen, en〉 =
∑
n

λn〈en, en〉 =
∑
n

λn.

Observación 3.14 Cuando p = 2, a la p-clase de Schatten se le llama clase de Hilbert-
Schmidt. Si S esta en la clase de Hilbert-Schmidt y si {en} es una base ortonormal para
H, entonces la serie

∑
n

‖Sen‖2 converge y la suma es independiente de la elección de la

base ortonormal. La ráız cuadrada de esta suma es igual a la norma de Hilbert-Schmidt
‖S‖2.

Sea ZI la intersección de todos los conjuntos de ceros de las funciones en I. Para
z ∈ D \ ZI , el núcleo reproductor normalizado de I en z está dado por

sIα,z(w) =
KI
α(w, z)√
KI
α(z, z)

, w ∈ D.

Sea S un operador lineal continuo en I, definimos una función S̃ en L∞(D, dAα) como
sigue

S̃(z) = 〈SsIα,z, sIα,z〉, z ∈ D \ ZI .

La función S̃ es llamada la transformada de Berezin de S.

El siguiente resultado responde a la pregunta de cuándo un operador definido en un
subespacio invariante I pertenece a la clase de traza.
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Lema 3.15 Sean α > −1, I un subespacio invariante de A2
α(D) y S un operador lineal y

compacto en I. Si S es positivo o está en la clase de traza, entonces

tr(S) =

∫
D
S̃(z)KI

α(z, z)dAα(z).

En particular, un operador positivo S en I pertenece a la clase de traza si y sólo si la
integral anterior es finita.

Demostración. Fijemos una base ortonormal {en}n≥0 de I. Por la Observación 3.13
tenemos

tr(S) =
∞∑
n=1

〈Sen, en〉 =
∞∑
n=1

∫
D
Sen(z)en(z)dAα(z)

=
∞∑
n=1

∫
D
〈Sen, KI

α(·, z)〉en(z)dAα(z) =
∞∑
n=1

∫
D
〈en(z)Sen, K

I
α(·, z)〉dAα(z)

=

∫
D

〈
S
∞∑
n=1

en(z)en, K
I
α(·, z)

〉
dAα(z) =

∫
D
〈SKI

α(·, z), KI
α(·, z)〉dAα(z)

=

∫
D
〈SsIα,z, sIα,z〉KI

α(z, z)dAα(z) =

∫
D
S̃(z)KI

α(z, z)dAα(z),

donde usamos la hipótesis para aplicar el Teorema de Fubini. .

Ahora establecemos una condición necesaria y suficiente para que un operador definido
en un subespacio invariante I de A2

α(D) pertenezca a la clase de Hilbert-Schmidt.

Lema 3.16 Sean α > −1, I un subespacio invariante de A2
α(D). Un operador lineal y

continuo S en I está en la clase de Hilbert-Schmidt si y sólo si∫
D
‖SsIα,z‖2KI

α(z, z)dAα(z) <∞.

Además, la ráız cuadrada de la integral anterior es igual a la norma de Hilbert-Schmidt
de S.

Demostración. Sabemos que un operador S lineal y acotado en un espacio de Hilbert
H está en la clase de Hilbert-Schmidt si y sólo si S∗S esta en la clase de traza (ver [22,
pág. 18]). Como

S̃∗S(z) = 〈S∗SsIα,z, sIα,z〉 = 〈SsIα,z, SsIα,z〉 = ‖SsIα,z‖2

y S∗S siempre es positivo, entonces por el lema anterior

tr(S∗S) =

∫
D
S̃∗S(z)KI

α(z, z)dAα(z) =

∫
D
‖SsIα,z‖2KI

α(z, z)dAα(z).
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De lo anterior se sigue la primera parte del resultado.

De la Observación 3.14 se sigue que

‖S‖2
2 =

∑
n

‖Sen‖2 =
∑
n

〈S∗Sen, en〉 = tr(S∗S) =

∫
D
‖SsIα,z‖2KI

α(z, z)dAα(z).

La segunda parte del resultado se sigue. .

A manera de ejemplo del lema anterior presentamos la siguiente observación.

Observación 3.17 El operador Id − T ∗I TI está en la clase de Hilbert-Schmidt para todo
subespacio invariante I de A2

α(D), α > −1. En efecto, la Proposición 3.7 implica

(Id − T ∗I TI)f(z) =

∫
D
(1− |w|2)f(w)KI

α(z, w)dAα(w), f ∈ I.

Por lo tanto Id − T ∗I TI es un operador tipo Toeplitz cuyo śımbolo converge a cero en la
frontera, de donde se sigue que es compacto (ver [22, pág. 107]). En base al Lema 3.16 y
a las propiedades del núcleo reproductor de I se tiene,

‖Id − T ∗I TI‖2
2 =

∫
D
‖(Id − T ∗I TI)sIα,z‖2KI

α(z, z)dAα(z)

≤
∫
D

∫
D
(1− |w|2)2|KI

α(w, z)|2dAα(w)dAα(z)

=

∫
D
(1− |w|2)2

(∫
D
|KI

α(w, z)|2dAα(z)

)
dAα(w)

=

∫
D
(1− |w|2)2KI

α(w,w)dAα(w) = (α + 1)

∫
D
(1− |w|2)2+αKI

α(w,w)dA(w)

= (α + 1)

∫
D
RI
α(z, z)dA(z) ≤ (α + 1)

∫
D
dA(z) = α + 1,

pues 0 ≤ RI
α(z, z) ≤ 1. Luego Id − T ∗I TI está en la clase Hilbert-Schmidt.

Los resultados previos nos permiten calcular la traza y la norma de Hilbert-Schmidt
del operador ráız según sea el caso.

Proposición 3.18 Sean α > −1 e I 6= {0} un subespacio invariante de A2
α(D). Si el

operador ráız Cα está en la clase de traza, entonces

tr(Cα) =

∫
D
RI
α(z, z)dAα(z),

y la norma Hilbert-Schmidt de Cα es

‖Cα‖2
2 =

∫
D

∫
D
|RI

α(z, w)|2dAα(z)dAα(w).

En particular, si Cα está en la clase de la traza, entonces 0 < tr(Cα) ≤ 1, y tr(Cα) = 1
si y sólo si I = A2

α.

41



Demostración. Por las propiedades del núcleo reproductor y por la Observación 3.6 se
cumple que para toda z ∈ D

CαK
I
α(·, z)(w) =

∫
D
RI
α(w, ξ)KI

α(ξ, z)dAα(ξ)

=

∫
D
RI
α(ξ, w)KI

α(z, ξ)dAα(ξ)

= RI
α(z, w) = RI

α(w, z), w ∈ D,

y aśı,
〈CαKI

α(·, z), KI
α(·, z)〉 = 〈RI

α(·, z), KI
α(·, z)〉 = RI

α(z, z).

Por lo cual la transformada de Berezin de Cα está dada como

C̃α(z) = 〈CαsIα,z, sIα,z〉 =
〈CαKI

α(·, z),I , KI
α(·, z)〉

KI
α(z, z)

=
RI
α(z, z)

KI
α(z, z)

.

La fórmula para la traza se sigue del Lema 3.15 y la fórmula para la norma de Hilbert-
Schmidt se sigue del Lema 3.16.

Por último, como 0 ≤ RI
α(z, z) ≤ 1 y RI

α no es idénticamente cero, entonces

0 < tr(Cα) =

∫
D
RI
α(z, z)dAα(z) ≤ 1.

Además, si I = A2
α, entonces RI

α(z, z) ≡ 1, lo que implica que tr(Cα) = 1. Por otro lado,
si tr(Cα) = 1 entonces RI

α(z, z) ≡ 1; aśı KI
α(z, z) = Kα(z, z), por lo que I = A2

α. .

3.2.3. Pertenencia de Cα a las clases de Schatten

En esta sección tratamos algunos resultados relacionados con la compacidad y la per-
tenencia a las clases de Schatten del operador ráız Cα. El ı́ndice de I definido como:
ind(I) := dim(I 	 zI) es clave en dichos resultados.

Teorema 3.19 Si I es un subespacio invariante de A2(D) con ı́ndice n, entonces

tr([T ∗I , TI ]) = n.

No presentamos la demostración de este teorema debido a que se necesitan resultados
que no son relevantes para este tema. Referimos al lector interesado a [24, Teorema 3.2].

La demostración del teorema anterior está fuertemente basada en el hecho que para
cada subespacio invariante I de A2(D) se cumple que I está generado por I	 zI, es decir,
I está generado por dim I 	 zI elementos. Tal hecho sólo ha podido ser generalizado para
−1 < α ≤ 0, mientras que para α > 0 el problema sigue abierto. Es por eso que el teorema
anterior no se ha podido generalizar a los espacios de Bergman con peso.
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Lema 3.20 Sean α > −1 e I un subespacio invariante de A2
α(D). Entonces el auto-

conmutador [T ∗I , TI ] es compacto si y sólo si ind(I) <∞.

Demostración. ⇒) Supongamos que ind(I) =∞.

Sea {fn}n≥0 una base ortonormal para I	zI. Por un lado 〈fn, g〉 = 0 para cada g ∈ zI
y por el otro lado

∑
|〈fn, h〉|2 < ∞ para cada h ∈ I 	 zI. Se sigue de lo anterior que

〈fn, f〉 → 0 para cada f ∈ I = (I 	 zI)⊕ zI, esto es, fn → 0 débilmente en I.

Por la Observación 3.1 se tiene que ‖B(f)‖2
A2
α(D) ≥

1
2+α
‖f‖2

A2
α(D) para cada f ∈ A2

α(D).
Como kerT ∗I = I 	 zI, entonces para cada n ≥ 0 se cumple

〈[T ∗I , TI ]fn, fn〉 = 〈(T ∗I TI − TIT ∗I )fn, fn〉 = ‖TIfn‖2 ≥ (2 + α)−1‖fn‖2 = (2 + α)−1.

Dado que [T ∗I , TI ] es un operador positivo tenemos que

〈[T ∗I , TI ]fn, fn〉 = ‖[T ∗I , TI ]1/2fn‖2 ≥ 1

2 + α
,

por lo tanto [T ∗I , TI ]
1/2 no es compacto (ver Teorema A.1). Por el Teorema A.2 se sigue

que [T ∗I , TI ] no es compacto.

⇐) Supongamos que ind(I) <∞.

Consideramos la base ortonormal estándar {en(z)}n≥0 de A2
α(D) y ponemos ωn =

n!Γ(2+α)
Γ(2+α+n)

. Como

B∗Ben(z) =
∞∑
k=0

〈B∗Ben, ek〉ek(z) =
∞∑
k=0

〈Ben, Bek〉ek(z) =
ωn+1

ωn
en(z)

para cada n ≥ 0, entonces el operador B∗B puede ser representado como

ω1

ω0
0 · · · 0 · · ·

0 ω2

ω1
· · · 0 · · ·

...
...

. . .
...

...
0 0 · · · ωn+1

ωn
· · ·

...
... · · · ...

. . .

 .

Aśı, del hecho que 1− ωn+1

ωn
= 1+α

n+2+α
se sigue que

−K := I −B∗B =



1+α
2+α

0 · · · 0 · · ·
0 1+α

3+α
· · · 0 · · ·

...
...

. . .
...

...
0 0 · · · 1+α

n+2+α
· · ·

...
... · · · ...

. . .

 .
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Como −Kf =
∑∞

n=0
1+α

n+2+α
〈f, en〉en para cada f ∈ A2

α(D) y 1+α
n+2+α

→ 0, entonces −K es
un operador compacto (ver Proposición A.3).

Sean PI , PI⊥ las proyecciones ortogonales de A2
α(D) sobre I e I⊥ respectivamente.

Dado que para f ∈ I, g ∈ I⊥ tenemos B(f ⊕ g) = TIf + Bg = (Tf + PIBg) ⊕ PI⊥Bg,
el operador traslación de Bergman tiene la siguiente representación matricial en bloques
con respecto a la descomposición A2

α(D) = I ⊕ I⊥:

B =

(
TI PIB
0 PI⊥B

)
.

Sea

S =

(
TI 0
0 0

)
,

entonces

[S∗, S] =

(
[T ∗I , TI ] 0

0 0

)
.

Claramente [T ∗I , TI ] es compacto en I si y sólo si [S∗, S] es compacto en A2
α(D).

Notamos que S = BPI , entonces

[S∗, S]S = (S∗S − SS∗)S = PIB
∗BPIBPI −BPIB∗BPI

= PI(I +K)PIBPI −BPI(I +K)PI

= PIKPIBPI −BPIKPI .

Aśı, [S∗, S]S es un operador compacto sobre A2
α(D), por lo tanto [T ∗I , TI ]TI es un operador

compacto sobre I.

Como TI es inyectivo y dim(I 	 zI) <∞, TI es Fredholm.

Consideramos a B(I) como el conjunto de operadores acotados sobre I, y a B0(I)
como el conjunto de operadores compactos sobre I. Sea π el homomorfismo natural de
B(I) en el álgebra de Calkin B(I)/B0(I). Como [T ∗I , TI ]TI es compacto en I, entonces
0 = π([T ∗I , TI ]TI) = π(TI)π([T ∗I , TI ]). Como TI es Fredholm entonces por el Teorema de
Atkinson (ver Teorema A.9) π(TI) es invertible en B(I)/B0(I), entonces π([T ∗I , TI ]) = 0.
Por tanto, [T ∗I , TI ] es compacto. .

En la descomposición del operador ráız Cα que se hizo en el Lema 3.10 aparece el
operador Id − TIT ∗I , entonces es natural averiguar propiedades de tal operador.

Lema 3.21 Sean α > −1 e I un subespacio invariante de A2
α(D). Las siguiente condi-

ciones son equivalentes:
1. El ı́ndice de I es finito.
2. El operador Id − TIT ∗I es compacto.

Cuando α = 0, las anteriores son equivalentes a
3. El operador Id − TIT ∗I es de Hilbert-Schmidt.
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Demostración. 1)⇒ 2) Supongamos que ind(I) < ∞. Por el lema anterior [T ∗I , TI ] es
compacto. Como

Id − TIT ∗I = Id − T ∗I TI + [T ∗I , TI ] (3.1)

y Id−T ∗I TI siempre es compacto por la Observación 3.17, entonces Id−TIT ∗I es compacto.

2)⇒ 1) Si Id − TIT ∗I es compacto, entonces (Id − TIT ∗I )(B) es compacto en I, donde
B := {f ∈ I : ‖f‖ ≤ 1}. En particular, como (Id − TIT

∗
I )f = f en I 	 zI, entonces

(Id − TIT ∗I )(B ∩ (I 	 zI)) es compacto en I 	 zI. Por tanto I 	 zI es finito dimensional.

1)⇒ 3) Si ind(I) <∞ entonces el Teorema 3.19 implica que el autoconmutador [T ∗I , TI ]
está en la clase de traza. Por tanto [T ∗I , TI ] está en la clase de Hilbert-Schmidt (pues los
valores propios de [T ∗I , TI ] son una sucesión acotada), usando la Observación 3.17 y (3.1)
se sigue que Id − TIT ∗I está en la clase de Hilbert-Schmidt.

Para finalizar, 3)⇒ 2) es evidente. .

Cuando α = 0, el resultado anterior y el Teorema 3.19 proporcionan cotas para la
norma Hilbert-Schmidt del operador Id − TIT ∗I , esto nos servirá para encontrar algunas
cotas para la norma Hilbert-Schmidt de C.

Corolario 3.22 Si n es el ı́ndice de un subespacio invariante I de A2(D), entonces
√
n ≤ ‖Id − TIT ∗I ‖2 ≤ 1 +

√
n.

Demostración. Como TI es hiponormal y ‖TI‖ = 1 entonces 0 ≤ [T ∗I , TI ] ≤ Id. Esto
implica que ‖[T ∗I , TI ]‖ ≤ 1 y que todos los valores propios de [T ∗I , TI ] están entre 0 y 1.
Aśı,

‖[T ∗I , TI ]‖2
2 ≤ tr([T ∗I , TI ]).

En el Teorema 3.19 se vio que tr([T ∗I , TI ]) = n y en la Observación 3.17 se mostró que
‖Id − T ∗I TI‖2

2 ≤ 1, luego por (3.1) tenemos

‖Id − TIT ∗I ‖2 ≤ ‖Id − T ∗I TI‖2 + ‖[T ∗I , TI ]‖2 ≤ 1 +
√
n.

Tenemos que ker(T ∗I ) = I 	 zI, esto implica que Id−TIT ∗I fija cada f ∈ I 	 zI. Como
dim(I	zI) = n, entonces el valor propio 1 de Id−TIT ∗I debe tener multiplicidad al menos
n, esto implica que

√
n ≤ ‖Id − TIT ∗I ‖2. .

Ahora, el siguiente resultado da condiciones necesarias y suficientes para que el ope-
rador Cα sea compacto o bien pertenezca a la clase de traza; lo cual era nuestra meta en
este apartado.

Teorema 3.23 Sean α un entero no negativo e I un subespacio invariante de A2
α(D). Las

siguiente condiciones son equivalentes:
1) El ı́ndice de I es finito.
2) El operador ráız Cα es compacto.

Cuando α = 0, las anteriores son equivalentes a
3) El operador C está en la clase de traza.
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Demostración. 1)⇒ 2) Supongamos que ind(I) es finito. Por el Lema 3.21 el operador
Id−TIT ∗I es compacto. Como el álgebra de los operadores compactos es un ideal bilateral
en el álgebra de los operadores lineales acotados sobre I, entonces el operador T jI (Id −
TIT

∗
I )T ∗jI es compacto para j = 0, 1, . . .. Por el Lema 3.10 tenemos que Cα es compacto.

2)⇒ 1) Supongamos que el operador Cα es compacto. Como Cα(B) es compacto en
I, donde B := {f ∈ I : ‖f‖ ≤ 1}, y como Cαf = f para cada f ∈ I 	 zI entonces
Cα(B ∩ (I 	 zI)) es compacto en I 	 zI. Por tanto I 	 zI es finito dimensional.

Claramente 3)⇒ 2).

Sea α = 0. Para mostrar 1)⇒ 3) observamos que

C − (Id − TIT ∗I )2 = T 2
I T
∗2
I − TIT ∗I TIT ∗I = −TI [T ∗I , TI ]T ∗I .

Aśı, si el ı́ndice de I es finito, por el Teorema 3.19 el auto-conmutador [T ∗I , TI ] esta en
la clase de la traza. Como la clase de la traza es de hecho un ideal en el álgebra de los
operadores acotados en I, el operador TI [T

∗
I , TI ]T

∗
I está en la clase de la traza. Además

por el Lema 3.21 el operador Id − TIT ∗I está en la clase de Hilbert-Schmidt, esto implica
que (Id − TIT ∗I )2 está en la clase de la traza. Por tanto, C está en la clase de la traza. .

Para finalizar este apartado, el siguiente corolario da cotas para la norma de Hilbert-
Schmidt de C.

Corolario 3.24 Si el subespacio invariante I de A2(D) tiene ı́ndice finito n, entonces

√
n ≤ ‖C‖2 ≤ 2(1 +

√
n).

Demostración. Por el Lema 3.10 tenemos

‖C‖2 ≤ ‖Id − TIT ∗I ‖2 + ‖TI(Id − TIT ∗I )T ∗I ‖2.

Como ‖TI‖ = ‖T ∗I ‖ = 1, entonces por el Lema 3.16 tenemos

‖TI(Id − TIT ∗I )T ∗I ‖2 ≤ ‖TI‖‖Id − TIT ∗I ‖2‖T ∗I ‖
≤ ‖Id − TIT ∗I ‖2.

Por el Corolario 3.22 se tiene ‖C‖2 ≤ 2(1 +
√
n).

Por la Proposición 3.11 el espacio propio de C asociado al valor propio 1 es E1 = I	zI.
Como dim(I 	 zI) = n, entonces el valor propio 1 tiene multiplicidad n, esto implica que√
n ≤ ‖Cα‖2. .
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Caṕıtulo 4

Aplicaciones

En este caṕıtulo damos algunos ejemplos del operador ráız Cα. Ponemos particular
atención en la dimensión del rango de este operador, denotado por rank(Cα).

Antes de comenzar consideramos unos resultados necesarios para la demostración de
dichos ejemplos. Siguiendo las ideas presentadas en [4] generalizamos los resultados a
espacios de Bergman con peso. En concreto se muestra cuando un subespacio invariante
es generado por un polinomio.

Lema 4.1 Sean q un polinomio de grado n cuyas ráıces estan en D y −1 < α < ∞.
Entonces qA2

α(D) es un subespacio invariante de A2
α(D), más aún, dimA2

α(D)/qA2
α(D) es

igual a n.

Demostración. Sean λ1, λ2, . . . , λm ∈ D las distintas ráıces de q con multiplicidad
ρ1, ρ2, . . . , ρm respectivamente. Ponemos

M = {f ∈ A2
α(D) : f (j)(λi) = 0, 1 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ ρi − 1}.

Por la Proposición 2.2 para cada ráız λi existe c(j, λi) > 0 tal que

|f (j)(λi)| ≤ c(j, λi)‖f‖A2
α(D), para toda f ∈ A2

α(D), (4.1)

para cada 0 ≤ j ≤ ρi − 1. Esto implica que las funcionales lineales evaluación de una
función y la j-ésima derivada de una función en cada λi son acotadas. Es claro que M es
la intersección de los núcleos de tales n funcionales, luego M es cerrado.

Claramente qA2
α(D) ⊂ M . Sea ahora f ∈ M , existe una función g anaĺıtica en D

tal que f = qg. Como f ∈ A2
α(D) y g(z) es acotada en una vecindad de λi para cada

1 ≤ i ≤ m, entonces g ∈ A2
α(D). Aśı M = qA2

α(D).

Es obvio queM es un subespacio invariante. Por último, dado que las n funcionales con-
sideradas anteriormente son linealmente independientes se tiene que dimA2

α(D)/qA2
α(D) =

n. .
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Lema 4.2 Supongamos que (z − λ)A2
α(D) es denso en A2

α(D) para cada λ ∈ ∂D, −1 <
α <∞. Sea I un subespacio invariante con codimensión finita en A2

α(D). Entonces existe
un polinomio q cuyas ráıces están en D y tal que I = qA2

α(D).

Demostración. Definimos un operador T : A2
α(D)/I → A2

α(D)/I dado por T (g + I) =
zg+I. T está bien definido debido a que I es un subespacio invariante. Para cada polinomio
f se tiene

f(T )(g + I) = fg + I, para toda g ∈ A2
α(D).

Dado que A2
α(D)/I es finito dimensional, por el Teorema de Cayley-Hamilton existe un

polinomio p de grado a lo más dimA2
α(D)/I tal que p(T ) = 0. Aśı I = pg + I para toda

g ∈ A2
α(D), luego pA2

α(D) ⊂ I.

Ponemos p = qh, donde q es un polinomio cuyas ráıces están en D y h es un polinomio
con ráıces en C \D. Si λ ∈ C \D, entonces (z − λ)A2

α(D) = A2
α(D), pues z − λ, (z − λ)−1

son anaĺıticas y acotadas en D. Por hipótesis (z − λ)A2
α(D) = A2

α(D) para cada ráız λ
de h, esto implica que hA2

α(D) = A2
α(D). Como la multiplicación por q es un operador

continuo en A2
α(D) se tiene

qA2
α(D) = qhA2

α(D) ⊂ pA2
α(D) ⊂ I.

Aśı, por el lema anterior tenemos

dimA2
α(D)/I ≤ dimA2

α(D)/qA2
α(D) = deg q ≤ deg p ≤ dimA2

α(D)/I,

lo que implica que dimA2
α(D)/I = dimA2

α(D)/qA2
α(D). Dado que qA2

α(D) ⊂ I, se sigue
que I = qA2

α(D). .

Ahora estamos listos para probar el rećıproco del Lema 4.1.

Proposición 4.3 Sean α ≥ 0 e I un subespacio invariante con codimensión n en A2
α(D),

entonces existe un polinomio q de grado n y con ráıces en D tal que I = qA2
α(D).

Demostración. Por el resultado anterior basta mostrar que (z − λ)A2
α(D) es denso en

A2
α(D) para cada λ ∈ ∂D.

Sea λ1 ∈ ∂D, λ1 6= λ. Consideramos la función ϕ(z) = z−λ1
z−λ . Como ϕ es anaĺıtica en D

y no se anula en D, entonces por [1, pág. 143] podemos definir la ráız cuadrada anaĺıtica
de ϕ, que cumple∫

D

∣∣∣∣∣
√
z − λ1

z − λ

∣∣∣∣∣
2

dAα(z) = (α + 1)

∫
D

∣∣∣∣z − λ1

z − λ

∣∣∣∣ (1− |z|2)αdA(z)

≤ C1

∫
|z−λ|≤ε

1

|z − λ|
dA(z) + C2

∫
D
⋂
{|z−λ|≥ε}

1

|z − λ|
dA(z),

para algunas constantes C1, C2 que acotan a las funciones |z − λ1|, (1 − |z|2)α en D y
ε > 0 suficientemente pequeño. El primer término está acotado por 2εC1, mientras que el

segundo está acotado por C2

ε
, lo que implica que

√
z−λ1
z−λ ∈ A

2
α(D).
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Sea Y := (z − λ)A2
α(D). Como 1 ∈ A2

α(D), z − λ ∈ Y , y si suponemos que z − λ1 ∈ Y
entonces 1 ∈ Y . Dado que φY ⊂ Y para cada φ ∈ H∞(D), entonces H∞(D) ⊂ Y . Como
H∞(D) es denso en A2

α(D) entonces (z − λ)A2
α(D) = A2

α(D). Por tanto basta mostrar que
z − λ1 ∈ Y .

Como H∞(D) es denso en A2
α(D) entonces existe una sucesión {hn} ⊂ H∞(D) tal que∥∥∥hn −√ z−λ1

z−λ

∥∥∥
A2
α(D)
→ 0. Dado que (z − λ)

√
z−λ1
z−λ ∈ H

∞(D), tenemos

∥∥∥∥∥(z − λ)

√
z − λ1

z − λ
hn − (z − λ1)

∥∥∥∥∥
A2
α(D)

→ 0.

Notamos que
√

z−λ1
z−λ hn ∈ A

2
α(D), por lo tanto z − λ1 ∈ Y . .

De la Proposición 4.3 y el Lema 4.1 deducimos que un subespacio invariante I tiene
codimensión finita en A2

α(D) si y sólo si es generado por un polinomio, esto es, dichos re-
sultados caracterizan completamente a los subespacios invariantes con codimensión finita
en los espacios de Bergman con peso. Este resultado es fundamental en nuestro primer
ejemplo que presentamos a continuación.

Proposición 4.4 Sea I un subespacio invariante de A2(D), con N = dim(A2(D)	 I) <
∞. Entonces la dimensión del rango de C es a lo más N + 1.

Demostración. Por la Proposición 4.3 existe un polinomio q de grado N que genera
a I. Sean λ1, λ2, . . . , λm las ráıces de q con multiplicidad ρ1, ρ2, . . . , ρm respectivamente.
Entonces

I = {f ∈ A2(D) : f (j)(λi) = 0, 1 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ ρi − 1}.

En [5] Chailos prueba que en este caso la función ráız RI(z, w) está dada por

RI(z, w) = G(w)G(z)

(
1− p(w, z)∏m

i=1(z − Ai)(w − Ai)

)
=

G(w)G(z)∏m
i=1(z − Ai)

∏m
i=1(w − Ai)

(
m∏
i=1

(z − Ai)(w − Ai)− p(w, z)

)
,

donde G es un vector unitario en I 	 zI, Ai ∈ C \ D y p es un polinomio simétrico (i.e.
p(z, w) = p(w, z)) con deg p = m. Como

∏m
i=1(z −Ai)(w −Ai)− p(w, z) es un polinomio

simétrico de grado a lo más m ≤ N , entonces la dimensión del rango de C es a lo más
N + 1. .

Es preciso mencionar que el resultado anterior se encuentra en [25], más en dicho
trabajo la cota para la dimensión del rango del operador ráız C era 2N . Este resultado
resuelve el problema de determinar la dimensión del rango de C cuando el subespacio
invariante está basado en un conjunto de ceros.
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Antes de continuar presentamos un resultado que fue fundamental para hacer este
trabajo.

Lema 4.5 Para r ∈ [0, 1), un número entero α ≥ 0 y N ≥ 1 se cumple

p(r) := 1− (1− r)α+2
N−1∑
k=0

Γ(k + 2 + α)

k!Γ(2 + α)
rk =

1

(α+ 1)!

α+1∑
k=0

(−1)k
(
α+ 1

k

) α+1∏
k 6=j=0

(N + j)

 rN+k. (4.2)

Demostración. Sea S(r) :=
N−1∑
k=0

rk+α+1 = rα+1
(

1−rN
1−r

)
. Ponemos f(r) = (1 − r)−1 y

g(r) = rα+1 − rN+α+1, entonces para 0 ≤ j ≤ α + 1 tenemos

f (α+1−j)(r) = (α+1−j)!(1−r)−(α+2−j), g(j)(r) = j!

(
α+ 1

j

)
rα+1−j−j!

(
N + α+ 1

j

)
rN+α+1−j .

Usando la formula de Leibniz tenemos

N−1∑
k=0

Γ(k + 2 + α)

k!Γ(2 + α)
rk =

1

(α+ 1)!
S(α+1)(r) =

1

(α+ 1)!
(fg)(α+1)(r)

=

α+1∑
j=0

(1− r)−(α+2−j)
[(
α+ 1

j

)
rα+1−j −

(
N + α+ 1

j

)
rN+α+1−j

]
.

Por lo tanto, para r ≥ 0 se tiene

p(r) = 1− rα+1

α+1∑
j=0

(
α + 1

j

)
(1− r)jr−j +

α+1∑
j=0

(
N + α + 1

j

)
(1− r)jrN+α+1−j

= 1− rα+1

(
1 +

1− r
r

)α+1

+
α+1∑
j=0

(
N + α + 1

j

)
(1− r)jrN+α+1−j

=
α+1∑
j=0

(
N + α + 1

j

)
(1− r)jrN+α+1−j.

Ahora usamos inducción para probar la siguiente igualdad:

α+1∑
j=0

(
N + α+ 1

j

)
(1− r)jrN+α+1−j =

1

(α+ 1)!

α+1∑
j=0

(−1)j
(
α+ 1

j

) α+1∏
j 6=k=0

(N + k)

 rN+j .

Para el caso α = 0 tenemos

1∑
j=0

(
N + 1

j

)
(1− r)jrN+1−j = rN+1 + (N + 1)(1− r)rN = (N + 1)rN −NrN+1.
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Supongamos que la afirmación es cierta para algún número entero α ≥ 0. Dado que(
N+α+2

j

)
=
(
N+α+1
j−1

)
+
(
N+α+1

j

)
,
(
N+α+1
−1

)
= 0, (1 − r)α+2 =

α+2∑
j=0

(−1)j
(
α+2
j

)
rj y

(
α+1
α+2

)
= 0

se tiene

α+2∑
j=0

(N + α+ 2

j

)
(1− r)jrN+α+2−j =

α+1∑
j=0

(N + α+ 1

j

)
(1− r)j+1rN+α+1−j +

α+2∑
j=0

(N + α+ 1

j

)
(1− r)jrN+α+2−j

=

α+1∑
j=0

(N + α+ 1

j

)
(1− r)jrN+α+1−j +

(N + α+ 1

α+ 2

)α+2∑
j=0

(−1)j
(α+ 2

j

)
rN+j

=
1

(α+ 1)!

α+1∑
j=0

(−1)j
(α+ 1

j

) α+1∏
j 6=k=0

(N + k)

 rN+j

+
(N + α+ 1

α+ 2

)α+2∑
j=0

(−1)j
(α+ 2

j

)
rN+j

=

α+2∑
j=0

 1

(α+ 1)!

(α+ 1

j

) α+1∏
j 6=k=0

(N + k) +
(N + α+ 1

α+ 2

)(α+ 2

j

) (−1)jrN+j .

Pero para cada j = 0, 1, . . . , α + 2 se cumple(
α+1
j

)
(α+ 1)!

α+1∏
j 6=k=0

(N + k) +

(
N + α+ 1

α+ 2

)(
α+ 2

j

)
=

N(N + 1) · · · (N + α+ 1)

j!(α+ 1− j)!(N + j)
+
N · · · (N + α+ 1)

j!(α+ 2− j)!

=
N(N + 1) · · · (N + α+ 1)

j!(α+ 1− j)!(N + j)

[
1 +

N + j

α+ 2− j

]
=

N(N + 1) · · · (N + α+ 1)(N + α+ 2)

j!(α+ 2− j)!(N + j)

=
1

(α+ 2)!

(
α+ 2

j

) α+2∏
j 6=k=0

(N + k),

por lo tanto

α+2∑
j=0

(
N + α + 2

j

)
(1− r)jrN+α+2−j =

1

(α + 2)!

α+2∑
j=0

(−1)j
(
α + 2

j

)( α+2∏
j 6=k=0

(N + k)

)
rN+j.

.

Sabemos que si tenemos una base ortonormal de un EHNR entonces podemos calcular
el núcleo reproductor de dicho espacio. Enseguida presentamos un ejemplo.

Observación 4.6 Siguiendo la misma idea de la demostración de la Proposición 2.8 es
fácil ver que la colección{√

Γ(k + 2 + α)

k!Γ(2 + α)

ϕ′a(z)(1− |a|2)α/2

(1− az)α
(ϕa(z))k

}
k≥N
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es una base ortonormal del subespacio invariante IN de A2
α(D) generado por la función

f(z) = (z − a)N . Por tanto, si consideramos (2.5) y (4.2) entonces el núcleo reproductor
para IN está dado por

KIN
α (z, w) =

∞∑
k=0

Γ(k + 2 + α)

k!Γ(2 + α)

ϕ′a(z)ϕ′a(w)(1− |a|2)α

(1− az)α(1− aw)α
(ϕa(z))k(ϕa(w))

k

−
N−1∑
k=0

Γ(k + 2 + α)

k!Γ(2 + α)

ϕ′a(z)ϕ′a(w)(1− |a|2)α

(1− az)α(1− aw)α
(ϕa(z))k(ϕa(w))

k

=
ϕ′a(z)(1− |a|2)α/2

(1− az)α
Kα(ϕa(z), ϕa(w))

ϕ′a(w)(1− |a|2)α/2

(1− wa)α

− ϕ′a(z)ϕ′a(w)(1− |a|2)α

(1− az)α(1− aw)α
Kα(ϕa(z), ϕa(w))

Kα(ϕa(z), ϕa(w))

N−1∑
k=0

Γ(k + 2 + α)

k!Γ(2 + α)
(ϕa(z))k(ϕa(w))k

= Kα(z, w)

(
1−

(
1− ϕa(z)ϕa(w)

)α+2
N−1∑
k=0

Γ(k + 2 + α)

k!Γ(2 + α)
(ϕa(z))k(ϕa(w))k

)

=
Kα(z, w)

(α + 1)!

α+1∑
k=0

(−1)k
(
α + 1

k

)( α+1∏
k 6=j=0

(N + j)

)
(ϕa(z)ϕa(w))N+k.

Ahora estamos listos para presentar otro ejemplo.

Proposición 4.7 Sea IN el subespacio invariante generado por f(z) = (z − a)N , para
algún N ∈ N, a ∈ D. Si α es un entero no negativo, entonces la función ráız de IN es

RIN
α (z, w) =

1

(α + 1)!

α+1∑
k=0

(−1)k
(
α + 1

k

)( α+1∏
k 6=j=0

(N + j)

)
(ϕa(z)ϕa(w))N+k.

En particular, la dimensión del rango del operador ráız Cα es α + 2 y la suma de los
valores propios de Cα es

1

(α + 1)!

α+1∑
k=0

(−1)k
(
α + 1

k

)( α+1∏
k 6=j=0

(N + j)

)∫
D
|ϕa(z)|2(N+k)dAα(z).

Demostración. Por la observación anterior tenemos

RIN
α (z, w) =

1

(α + 1)!

α+1∑
k=0

(−1)kCk
α+1

α+1∏
k 6=j=0

(N + j)(ϕa(z)ϕa(w))N+k.

Aśı la dimensión del rango del operador Cα es α + 2.
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Dado que Cα es autoadjunto por la Proposición 3.18 tenemos

tr(Cα) =

∫
D
RINα (z, z)dAα(z) =

1

(α+ 1)!

α+1∑
k=0

(−1)k
(
α+ 1

k

) α+1∏
k 6=j=0

(N + j)

∫
D
|ϕa(z)|2(N+k)dAα(z).

.

Observación 4.8 El resultado anterior se ha mejorado respecto al del art́ıculo original
[21], pues en dicho art́ıculo la cota que se daba para la dimensión del rango depend́ıa de N ;
mientras que en nuestra demostración se halló que la cota no depende de N y que además
coincide en el caso α = 0 que se encuentra en [25]. Para demostrar dicho resultado se
necesitó del Lema 4.5 que es un resultado completamente nuevo.

En los dos ejemplos previos se ha encontrado una cota superior para la dimensión del
rango de Cα pero no se dice nada acerca de si hay cotas inferiores. Dicha pregunta sólo
se resuelve en el caso α = 0.

Proposición 4.9 Si I 6= A2(D) es un subespacio invariante con ı́ndice n, entonces
rank(C) es al menos 2n.

Demostración. El resultado es obvio cuando rank(C) es infinito.

Supogamos que I 6= A2(D). Si rank(C) es finito, entonces C es un operador compacto;
más aún C está en la clase de traza por el Teorema 3.23. Como C es autoadjunto entonces

tr(C) =
∑
n

λn,

donde λn son los valores propios de C repetidos de acuerdo a su multiplicidad, y por la
Proposición 3.18, 0 < tr(C) < 1. Por la Proposición 3.11 el espacio propio correspondiente
al valor propio 1 es I	zI, lo que implica que la suma de los valores propios positivos es al
menos n, pues el ı́ndice de I es igual a n. Por tanto la suma de los valores propios negativos
deben sumar algo menor que 1− n. Pero la Proposición 3.11 muestra que −1 no es valor
propio, lo que implica que todos los valores propios negativos tienen módulo menor que
1, aśı la fórmula de la traza anterior debe contener al menos n términos negativos. Esto
muestra que rank(C) ≥ 2n. .

El resultado anterior no se ha podido generalizar a los espacios de Bergman con peso,
pues en su demostración se usa fuertemente que el espacio propio asociado al valor propio
1 es I	 zI en el caso α = 0. Por tanto, si se resuelve la conjetura de que el espacio propio
asociado al valor propio 1 es I 	 zI para cada entero no negativo α, entonces estaremos
en posición de poder demostrar la generalización. En este caso se cree que la cota inferior
de la dimensión del rango de Cα es n(α + 2).

Si consideramos α = 0 en la Proposición 4.7, entonces obtenemos que

RI(z, w) = (N + 1)ϕa(z)Nϕa(w)
N
−Nϕa(z)N+1ϕa(w)

N+1
,
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por lo cual rank(C) es 2. Por el Teorema 3.23 C está en la clase de traza, entonces si
ponemos a λ como el otro valor propio de C y recordamos que C es autoadjunto tenemos

λ = −1 +

∫
D

(
(N + 1)|ϕa(z)|2N −N |ϕa(z)|2(N+1)

)
dA(z).

Particularmente si a = 0, entonces integrando se obtiene λ = −N/(N + 2).

En la Proposición 4.4 se ha encontrado una cota para la dimensión del rango de Cα
en el caso α = 0, dicho resultado es exacto en el caso de que el subespacio invariante sea
generado por un solo cero (ver Proposición 4.7). Sin embargo, en los espacios de Bergman
con peso sólo se tiene la cota que da la siguiente proposición, la cual no coincide con el
caso α = 0, pero si coincide con la dimensión del rango de Cα en caso de que el subespacio
invariante en A2

α(D) sea generado por un solo cero.

Proposición 4.10 Sea α un entero no negativo e I un subespacio invariante de A2
α(D).

Supongamos que N = dim(A2
α(D)	 I) <∞, entonces la dimensión del rango de Cα es a

lo más N(α + 2).

Demostración. Probamos el resultado por inducción. Recordando la Proposición 4.3 el
caso N = 1 se sigue de la Proposición 4.7.

Sea N fijo. Consideramos dos subespacios invariantes I ⊂ J con

dim(A2
α(D)	 J) = N y dim(A2

α(D)	 I) = N + 1,

luego dim(J 	 I) = 1. Si e es un vector unitario en J 	 I, entonces podemos escribir

KI
α(z, w) = KJ

α(z, w)− e(z)e(w),

y aśı
RI
α(z, w) = RJ

α(z, w)− (1− zw)α+2e(z)e(w).

Se sigue que para cada f ∈ I ⊂ J

CI
αf(z) = CJ

αf(z)−
∫
D
(1− zw)α+2e(z)e(w)f(w)dAα(w)

= CJf(z)−
α+2∑
k=0

(−1)k
(
α + 2

k

)
zke(z)

∫
D
f(w)wke(w)dAα(w)

= CJf(z)−
α+2∑
k=1

(−1)k
(
α + 2

k

)
(Bke)(z)〈f,Bke〉,

pues 〈f, e〉 = 0, donde B es el operador traslación de Bergman. Si escribimos φk = Q(Bke),
donde Q es la proyección ortogonal de A2

α(D) sobre I, entonces

CI
αf = Q(CJ

αf)−
α+2∑
k=1

(−1)k
(
α + 2

k

)
φk〈f, φk〉, f ∈ I.
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Esto muestra que si la dimensión del rango de CJ
α es a lo más N(α + 2), entonces la

dimensión del rango de CI
α es a lo más N(α + 2) + (α + 2) = (N + 1)(α + 2). Se sigue el

resultado por inducción. .

55



Apéndice A

A.1. Operadores Compactos

Sea H un espacio de Hilbert separable. Los siguientes resultados se pueden encontrar
en [22].

Teorema A.1 Un operador lineal T : H → H es compacto si y sólo si ‖Txn‖ → 0
siempre que xn → o débilmente en H.

Teorema A.2 Un operador lineal y acotado T : H → H es compacto si y sólo si T ∗T es
compacto.

Proposición A.3 Suponga que {en}, {σn} son conjuntos ortonormales en H y que {λn}
es una sucesión de numeros complejos que tiende a cero. Entonces el operador lineal
definido como

Tx =
∞∑
n=0

λn〈x, en〉σn, x ∈ H

es compacto.

A.2. Lema de Schur

Sea (X,µ) un espacio de medida y sea K una función definida en X × X. Sea T el
operador integral inducido por K, esto es,

Tf(x) =

∫
X

K(x, y)f(y)dµ(y).

Lema A.4 Supongamos que K es una función medible no-negativa definida en X × X,
T es un operador integral inducido por K y 1 < p < ∞ con 1

p
+ 1

q
= 1. Si existe una

constante C > 0 y una función medible positiva h en X tal que∫
X

K(x, y)h(y)qdµ(y) ≤ Ch(x)q
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para µ-casi toda x ∈ X y ∫
X

K(x, y)h(x)pdµ(x) ≤ Ch(y)p

para µ-casi toda y ∈ X, entonces T es acotado en Lp(X, dµ) con norma menor o igual
que C.

Corolario A.5 Sea K una función medible no-negativa definida en X×X. Si existe una
constante C > 0 y una función medible positiva h en X tal que∫

X

K(x, y)h(y)dµ(y) ≤ Ch(x)

para µ-casi toda x ∈ X y ∫
X

K(x, y)h(x)dµ(x) ≤ Ch(y)

para µ-casi toda y ∈ X, entonces el operador integral T inducido por K es acotado en
L2(X, dµ) con norma menor o igual que C

A.3. Producto finito de Blaschke

Lema A.6 Si B es un producto finito de Blaschke entonces existe una constante C > 0
tal que

C−1(1− |z|2) ≤ 1− |B(z)|2 ≤ C(1− |z|2)

para toda z ∈ D.

Demostración. Sea ϕ : D→ D una función anaĺıtica con ϕ(0) = w0. Si ϕw0(w) = w−w0

1−w0w

entonces por el Lema de Schwarz

|ϕw0(ϕ(z))| ≤ |z|.

Luego por (2.4)

1− |z|2 ≤ 1− |ϕw0(ϕ(z))|2 =
(1− |ϕ(z)|2)(1− |w0|2)

|1− w0ϕ(z)|2
≤ (1− |ϕ(z)|2)

1 + |w0|
1− |w0|

, z ∈ D.

En particular el resultado es válido cuando ϕ es un producto finito de Blaschke.

Observamos que si B = B1B2 es un producto de dos productos finitos de Blaschke,
entonces

1− |B|2 = 1− |B1|2 + |B1|2(1− |B2|2) ≤ (1− |B1|2) + (1− |B2|2).
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Por tanto basta probar la acotación faltante cuando B = ϕw0 , esto es claro, ya que por
(2.4) se tiene que

1− |ϕw0(z)|2 =
(1− |z|2)(1− |w0|2)

|1− w0z|2
≤ C(1− |z|2).

.

Definición A.7 Ponemos a � b si existe una constante C > 0 tal que C−1b ≤ a ≤ Cb.

A.4. Operadores de Fredholm

Sea X un espacio de Banach de dimensión infinita. Consideramos a B(X) como el
conjunto de operadores acotados sobre X, y a B0(X) como el conjunto de operadores
compactos sobre X. Al álgebra cociente B(X)/B0(X) se le conoce como el álgebra de
Calkin.

Definición A.8 Sean X, Y espacios de Banach. Decimos que el operador acotado S :
X → Y es Fredholm si kerS es finito dimensional y S(X) tiene codimensión finita en Y .

El siguiente resultado se puede encontrar en [16, pág. 28].

Teorema A.9 (Atkinson) Sea X un espacio de Banach de dimensión infinita y sea
S ∈ B(X). Entonces S es Fredholm si y sólo si S + B0(X) es invertible en el álgebra de
Calkin.

A.5. Adjunto de un operador en un subespacio inva-

riante

Proposición A.10 SeanM un subespacio de un espacio de Hilbert H y T : H −→ H un
operador acotado. Si M es T -invariante entonces (T |M)∗ = PT ∗|M, donde P : H −→M
es la proyección ortogonal de H sobre M.
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