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INTRODUCCION

Pensaron -los pitagoricos- que los elementos de los Nuumeros eran los elementos
de todos los seres, y que todo el cielo era armonia y niimero, nos dijo Aristoteles.
Filolao afirmé: todo es niimero. Galilel por su parte, expreso: La filosofia estd
escrita en ese grandisimo libro que tenemos abierto ante los ojos, quiero decir, el
universo, pero no se puede entender si antes no se aprende a entender la lengua,
a conocer los caracteres con los que estd escrito. Esta escrito en lengua

matematica...

Tales citas aluden a la idea central y titulo de la tesis: “La matematica
como lenguaje de la naturaleza: una propuesta de motivaciéon al estudio del
algebra”. La idea que subyace en esta metafora es la de las matematicas como
una forma de explicar, modelar y predecir diversos fenémenos de la naturaleza.
Con esto, ante el cuestionamiento frecuente que hacen los estudiantes —
explicita o implicitamente—, respecto al sentido e importancia del estudio de las
matematicas, se busca ofrecer respuestas, promover una mayor participacién e
interés por parte de ellos, en tanto la propuesta didactica que aqui se presenta,
muestra como las matematicas logran modelar de manera efectiva diversos
fenémenos, asi como sugiere formas y contenidos para abordarse con los

estudiantes de bachillerato para el estudio de algunos temas del algebra.

Cabe decir que en el momento de la busqueda y definicién de un tema de
tesis, resulté que al analizar la estructura y contenidos del programa de
Matematicas IV de la Escuela Nacional Preparatoria, realizamos observaciones
y criticas al mismo; entre las principales, detectamos que se hace énfasis en la
etapa de definiciones y operaciones, como un antecedente a las aplicaciones.
Sin que llegue a rechazar tajantemente la pertinencia de la perspectiva
didactica implicada en tal organizacién, la critica sirvié para reflexionar vy,

sobre todo, proponer una perspectiva alterna, aquella que procurara ampliar el
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sentido al estudio del algebra y que motivara a los estudiantes, antes de
solicitarles llevar a cabo diversos procedimientos con escasa referencia a
elementos concretos o desvinculados de aplicaciones o de un sentido de utilidad.
Es precisamente en el Capitulo 1, en el que ahondo en dicha critica al
programa y en los fundamentos de la propuesta de este trabajo: didacticos,
respecto a las caracteristicas del conocimiento matematico, y pedagogicos, al
hablar de ensenanza situada y del componente motivacional en el proceso de
ensenanza-aprendizaje. Todo esto, luego de fijar una postura respecto a que la
propuesta didactica no se construye a partir de la descalificacién o desprecio a
una perspectiva, sino a la necesidad de buscar alternativas didacticas, como
una forma de enriquecer y ampliar los recursos que tenemos a nuestro alcance

los profesores.

En el segundo capitulo: “La matematica como lenguaje de la naturaleza”,
entro de lleno al analisis historico y conceptual de esta metafora. Para hacerlo,
elegi dos momentos historicos que considero de suma trascendencia: el de los
pitagoricos y el correspondiente a la vida y obra de Galileo Galilei. De ellos —
mas de este, ya que en los pitagéricos su postura mantuvo un fuerte
componente mistico— retomo ejemplos que ilustran acerca de las matematicas
como una herramienta para modelar fenémenos. Ha resultado muy ilustrativo
analizar los ejemplos en los que se observa claramente la efectividad de las
matematicas para establecer la relacion cuantitativa entre variables fisicas.
Aunado a lo anterior, me ha resultado sumamente satisfactorio el analisis que
he hecho de ideas desarrolladas por Galilei. Reconstruirlas y comprenderlas ha
sido una confirmacién de la extraordinaria creatividad e ingenio del autor.
Espero que pueda transmitir tal dnimo en el lector, con lo cual pretendo
contribuir a la reflexion y replanteamiento de perspectivas personales en torno
a un discurso: el que tiene que ver con el sentido e importancia que asignamos
al papel de la imaginacién y la creatividad en el desarrollo de la ciencia y para

el ejercicio de las matematicas; ademas, en lo que respecta al sentido de éstas y
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su papel en la formacién en el bachillerato. Para cerrar el capitulo, consideré
pertinente senalar que la perspectiva de “la matematica como lenguaje de la
naturaleza”, si bien es cierto que es de suma importancia y vigencia, no agota el
potencial y descripcion del significado de las matematicas, sus aplicaciones y
relacién con el estado actual de la disciplina y de los profesionales dedicados a
ella. Sin duda que una buena parte del desarrollo actual de éstas, esta alejado
de preocupaciones respecto a la relaciéon que guardan con la realidad. Se trata,
en buena medida, de un desarrollo independiente. Para referirme a esto hablo

de “Otras perspectivas sobre el desarrollo de las matematicas”.

En el capitulo 3, presento la “Propuesta didactica basada en la
matematica como lenguaje de la naturaleza”, la cual conforma la parte central
de mi trabajo. Una vez que se reviso la perspectiva de “la matematica como
lenguaje de la naturaleza”, la propuesta es la concrecion de aquella para que se
aborde en los grupos de matematicas en el bachillerato, en especial en el
tratamiento de algunos temas del algebra. La idea es sugerir y proponer una
serie de recursos, antecedentes tedricos y experiencias, para abordar ejemplos
con los estudiantes. Cabe aclarar que la propuesta esta dirigida
fundamentalmente a los docentes, con el propdsito de aportar elementos de
reflexion en torno al sentido de los conocimientos matematicos y la didactica de
los mismos. Por supuesto que, como suele ocurrir en los procesos de ensenanza-
aprendizaje, los mismos docentes decidiran la forma de replantear y
reconstruir las estrategias didacticas que yo planteo. Podemos hablar de una
propuesta en el ambito de la reflexién y analisis del conocimiento matematico,
a partir de la investigacion que emprendi, las estrategias que planteo e

1mplementé, asi como de las experiencias que comparto.

El punto de partida de la propuesta, es el apartado “Problemas
pseudoreales y el proceso de matematizacion de la realidad”, con el cual vierto

una serie de reflexiones acerca de problemas que con frecuencia se presentan
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como reales, pero distan de serlo. También, acerca del proceso por medio del
cual se transforma o traduce una situaciéon o problema real al lenguaje
matematico para la solucion o analisis de aquel (matematizacion); con ambos
referentes: problemas pseudoreales y matematizacion, intenté construir los
“Ejemplos de la propuesta didactica”. Ademas de sugerir la forma en la que
podrian abordarse algunos problemas o ejercicios, inclui relatos acerca de mi
experiencia al implementar la propuesta en un grupo de bachillerato. Pretendo
aportar mas elementos de analisis de la propuesta, para su mejor adaptaciéon o
efectividad, si es que deciden retomarse los ejemplos para trabajarse con algun
grupo. Como complemento a la propuesta y como testimonio de la experiencia
de su implementacién, tenemos los planes de clase y bitacoras respectivas, las

cuales elaboré como parte del trabajo correspondiente a la Practica Docente.
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1. Ensenanza de las matematicas:

reto conocido, alternativas necesarias

Con relacién a la docencia de las matematicas en el caso del bachillerato —al
igual que en otros niveles educativos—, los retos y problemas asociados se
distinguen notablemente de los de otras disciplinas. Sirvan de ejemplo los
indices de reprobacion que las asignaturas de matematicas presentan. Es
indudable que para muchos estudiantes e incluso para la poblacion en general,
las matematicas representan una dificultad importante. Estan vinculadas
quiza como ninguna otra area de estudio a actitudes de rechazo y aversion, las

cuales dificultan el proceso de ensefianza-aprendizaje implicado.

El panorama anterior hace necesario proponer acciones tendientes a
mejorar resultados y procesos relacionados con la ensenanza-aprendizaje de las
matematicas. Una acciéon enmarcada en el campo de la didactica de esta

disciplina, es la propuesta que da titulo a esta tesis:

“La matemdtica como lenguaje de la naturaleza:

una propuesta de motivacion al estudio del algebra™

Se trata de una alternativa didactica que, basada en el empleo de las
matematicas para describir, explicar y modelar fenémenos de la naturaleza,
potencie en los alumnos y alumnas la motivacién para estudiar los temas del
algebra. Atiende en primera instancia, las caracteristicas del programa de
matematicas IV de la Escuela Nacional Preparatoria2, aunque es posible
implementar la propuesta en cualquier otro programa que contemple temas de

aquel. Supongo que la presentaciéon y comprension de un escenario vigente de

1 En adelante, me referiré a ésta como la propuesta didactica.

2 ENP, UNAM. “Programa de estudios de la asignatura de Matematicas IV”. 1996. [en linea]
Disponible en <http://dgenp.unam.mx/planesdeestudio/96/cuarto/1400.pdf> (16 de marzo del
2009). Referido en adelante en algunos casos como: el programa de estudios.
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aplicaciéon de las matematicas —presente desde hace siglos en la conformacién
cultural en el ambito matematico y escolar- contribuira a que dichos temas

resulten de mayor interés para los estudiantes.

El punto de partida de esta propuesta didactica es: Mirada critica al
programa de estudios de matemdticas IV, descrito en el apartado siguiente y en
el cual realizo un analisis acerca de la pertinencia de la estructura y el enfoque
metodologico del programa. Dicho analisis es en buena medida, el impulso o
detonante que hizo pensar en alternativas de intervenciéon educativa que

hicieran mas efectivo el estudio del algebra.
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1.1 Mirada critica y propositiva al programa de estudios

El programa de estudios tiene como propésito reafirmar y enriquecer los
conocimientos del dlgebra previamente adquiridos, para aplicarlos
correctamente en el desarrollo de nuevos conceptos, asi como en la solucion de
problemas de otras disciplinas afines, para que el alumno comprenda que las
Matemadticas son un lenguaje y una herramienta que lo vincula con su entorno

social.

Ademas del propésito, destaco dos aspectos: la estructura del curso y el
enfoque metodologico. Con relacién al primero, el curso se encuentra dividido
en tres bloques: en el primero se definen la simbologia, el lenguaje algebraico,
los sistemas de numeracion y el campo de los niimeros reales. El segundo es el
operativo o instrumental, aqui se reafirman las operaciones fundamentales con
polinomios. En el tercero, se aplican los dos primeros, planteando un conjunto

de problemas tipo procedentes de otras disciplinas. La tabla 1.1 resume tal

estructura.
Unidad Tema Bloque
17 Conjuntos.
28 Sistemas de numeracion. 1 Definicion.
37 El campo de los niimeros reales.
4? Operaciones con monomios y polinomios.
5% Productos notables y factorizacién. 2 Operacién.
6? Operaciones con fracciones y radicales.
7 Ecuaciones y desigualdades.
3 Aplicacion.
8 Sistemas de ecuaciones y desigualdades.
Tabla 1.1 Estructura del curso de matemadticas IV de la ENP.
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Respecto al enfoque metodologico, en la exposicion de motivos del
programa se dice que aquel se orienta hacia un aprendizaje basado en la

solucion de problemas, ademas, que:

Por medio de los contenidos propuestos, el alumno ahora conocera,
comprendera y aplicara la simbologia de los conjuntos, las diferentes bases
numéricas, las propiedades de los numeros reales y las operaciones
fundamentales con expresiones algebraicas al planteamiento, resolucion e
interpretacion de problemas de ésta y otras disciplinas [...] que se resuelven en
términos de una ecuaciéon, una desigualdad o un sistema de ecuaciones o un
sistema de desigualdades. La aplicacion de esta metodologia privilegia el
trabajo en el aula, ya que el profesor identificara con el grupo problemas "tipo",

posibles de resolver con el paradigma en cuestion.

Ambos aspectos: la estructura del curso y el enfoque metodologico, se
caracterizan en buena medida por una perspectiva: primero definir, conocer y
operar para aplicar después. Asi se observa claramente en la estructura del

curso con la secuencia sugerida:

Definicibon —»  Operacion —»  Aplicacion

Ocurre lo mismo con el enfoque metodoldgico, ya que se menciona que por
medio de los contenidos propuestos, el alumno ahora conocerd, comprenderd y
aplicara la simbologia de los conjuntos, las diferentes bases numéricas, [...] al
planteamiento, resolucion e interpretacion de problemas de ésta y otras
disciplinas [...] que se resuelven en términos de una ecuacion, una desigualdad

0 un sistema...

Dicha perspectiva es entendible y la comparto, en tanto que para abordar
conceptos matematicos aplicados a la solucion de problemas, es necesario

conocer aspectos fundamentales de la disciplina tales como simbolos,
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definiciones u operaciones basicas. Lo que es cuestionable de tal perspectiva y
sobre todo una oportunidad para replantear aspectos didacticos de las
matematicas, es el énfasis en la definicion y operatividad de conceptos

matematicos, antes que en el sentido de los mismos.

Al hablar de sentido de los conceptos matematicos me refiero al acto de
interpretar el estudio de éstos, lo cual implica la reflexién en torno a la
relevancia del conocimiento de los mismos, tanto en su comprensiéon como en el

dominio de habilidades en las operaciones matematicas relacionadas.

Cabe decir que si bien es cierto que en este trabajo el sentido de los
conceptos matematicos se pretende construir con relaciéon a la perspectiva de la
matemdtica como lenguaje de la naturaleza, esto no significa que sea la Unica
forma o la mas importante. Se trata de hacer énfasis en una vertiente de las
matematicas, de suma relevancia y trascendencia. Por cierto que la
construccién del conocimiento 6 ejercicio de habilidades, incluso en el ambito
puramente matematico, sin referentes o aplicaciones en otros ambitos como el
de la fisica que aqui abordamos, implica en términos formativos una gran
riqueza y potencial para el desarrollo de capacidades humanas, por lo que el
sentido se puede formar en el escenario de las matematicas puras, pero se hace

necesario hacer patente y explicitar los fines educativos de su estudio.

Con frecuencia, me parece, la practica docente de las matematicas y el
trabajo didactico con los estudiantes es autorreferencial, un sistema cerrado de
ensefnanza que atiende exclusivamente la matematica como disciplina cientifica
e ignora ambitos de aplicacion o uso y, sobre todo, fines educativos de su
estudio. Por lo dicho antes, no atender tales ambitos no significa
necesariamente un inconveniente o ejercicio deficiente de la educacién
matematica, sin embargo, se vuelve problematico en el momento en que el

estudio de conceptos y habilidades se hace bajo la premisa de que su
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importancia radica en el posible uso posterior de las mismas, como si no
importaran al momento del estudio. Visto asi, el planteamiento del Programa
de Estudios y su estructura secuencial: definicién, operacion y aplicaciéon, debe

revisarse de manera critica.

Una vez que se ha explicado lo referente al sentido de los conceptos
matematicos, senalo finalmente que se pretende que al presentar situaciones
que aborden contextos de uso y aplicacion en un sentido amplio, se motive a los
estudiantes al estudio del algebra y respondan al cuestionamiento frecuente

que ellos manifiestan: /y esto para qué sirve?

En este trabajo y en el programa de estudios se procura atender y dar
respuesta parcial al cuestionamiento previo. En todas las unidades del
programa en la parte de estrategias diddcticas (actividades de aprendizaje), se
propone que el profesor, a partir de determinados problemas de la realidad y de
otras disciplinas, discutird con el grupo la utilidad de (tema en cuestion). Es
posible y obligado preguntarse: ;Cuales son los problemas de la realidad? ;Cual

es la utilidad de los temas en cuestiéon?

La propuesta didactica responde parcialmente a tales preguntas.

Seran abordados algunos temas del bloque de operacién del programa, por
considerar que comparten esencialmente el lenguaje algebraico y que son
aplicables en buena medida al bloque de aplicacién, es decir, son necesarios
para operar y resolver ecuaciones, desigualdades y sistemas de ecuaciones y

desigualdades.

La propuesta contempla la posibilidad de iniciar el segundo bloque con
situaciones de aprendizaje que den sentido a los contenidos del programa. Es

posible incluso presentarlas de manera continua durante el resto del curso.
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1.2 Significado interno y externo del conocimiento matematico:
fundamento didactico

Segun la clasificacién descrita por Onrubia, Rochera y Barbera (2001), podemos
hablar de dos tipos distintos de significados relacionados con el conocimiento
matemdtico: uno interno, formal, puramente matemdtico, y otro externo,
referencial, que vincula el sistema formal de las matemdticas con algunos

aspectos del mundo real.

Con relacion al significado interno, los autores mencionan las siguientes

caracteristicas del conocimiento matematico:

- es un conocimiento de un alto nivel de abstracciéon y generalidad, que elimina
las referencias a objetos, situaciones y contextos particulares, y que se
desvincula también de las formas de representacién perceptivas e intuitivas
de esos objetos, situaciones y contextos;

- es de naturaleza esencialmente deductiva, y no se valida mediante el
contraste con fenémenos o datos de la realidad, como en otras disciplinas
cientificas, sino mediante un proceso interno de demostracién a partir de
determinadas definiciones fundamentales o axiomas; este caracter deductivo
provoca, ademadas, que el conocimiento matematico tenga, aiin en mayor
medida que otras ciencias, una estructura altamente integrada vy
jerarquizada;

- se apoya en un lenguaje formal especifico, que presenta notables diferencias
con el lenguaje natural: implica un conjunto particular de sistemas
rotacionales, busca la precisién, el rigor, la abreviacién y la universalidad, y
su finalidad fundamental no es tanto la representacién o la comunicacién de
fenémenos o situaciones reales cuanto la posibilidad de obtener resultados
Internamente consistentes, realizando inferencias validas en términos del
propio sistema axiomatico que constituye el conocimiento matematico;

- suprime intenciones, emociones y afectos, y es de naturaleza esencialmente

tedrica, impersonal y atemporal.
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Tal caracterizacion anula cualquier posibilidad de vincular el
conocimiento matematico con contextos o situaciones del entorno social, tal
como lo sugiere el programa de estudios. Con relaciéon al significado externo, de

acuerdo con los autores considero que:

...Jas matematicas tienen también una dimension menos abstracta y
descontextualizada, mas funcional y relacionada con la resolucién de problemas
practicos en situaciones concretas, mas pragmatica y situada. La elaboracién y
desarrollo del conocimiento matematico no se puede separar, en este sentido, de
la acciéon concreta sobre los objetos, de la intuicién y de las aproximaciones
inductivas ligadas a tareas, problemas y contextos particulares, ni tampoco de
los instrumentos y tecnologias de representaciéon culturalmente elaboradas
como apoyo a la actividad matematica. Desde esta perspectiva, las matematicas
constituyen, también, una actividad cultural social e histéricamente situada,
influenciada por criterios mundanos de utilidad e intencionalidad, y basada en
practicas cotidianas como contar, medir, localizar, disefar, jugar o explicar.”

(Bishop, 1999, en Onrubia, Rochera y Barbera, 2001).

Ahora bien, descritos los dos tipos de significados: interno o matematico y
externo o referencial, que son en todo caso categorias utiles con fines de
analisis que coexisten e interactian constantemente, cabe mencionar que la
propuesta didactica supone hacer énfasis en el significado externo, como una
alternativa que amplie el sentido a los temas del algebra y motive a los
estudiantes al estudio de conceptos y habilidades asociadas. El significado
externo esta vinculado estrechamente a la perspectiva de la matemdtica como
lenguaje de la naturaleza. Tal perspectiva es coherente con los postulados del
significado referencial del conocimiento matematico, en tanto esta relacionada
con la solucion de problemas en contextos particulares y con una necesidad
trascendente a lo largo de la historia de la humanidad: acercarnos a la
comprensién de nuestro entorno, especificamente a la de los fenomenos de la

naturaleza.
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1.3 Ensenanza situada y motivaciéon escolar:

fundamentos pedagogicos de la propuesta didactica

El concepto de ensenanza situada y la descripciéon del componente motivacional
en el proceso de ensenanza-aprendizaje, son dos aspectos que la teoria
pedagodgica y la psicologia educativa aportan para ayudar a explicar
parcialmente las caracteristicas, la relevancia y los posibles alcances de la
propuesta didactica de este trabajo. No sélo esto, ya que también posibilitan la
generacion de cambios en la forma de concebir y construir dicho proceso. A
continuaciéon expondré de manera breve cada uno de estos, a la par que su

vinculacion con la propuesta en cuestion.

Ensefanza situada

El concepto de ensenanza situada se encuentra estrechamente vinculado con
los de conocimiento y aprendizaje que la perspectiva situada aporta. Al

respecto, Diaz Barriga (2006) comenta:

...el conocimiento es situado, es parte y producto de la actividad, del contexto de
la cultura en que se desarrolla y utiliza’. El conocimiento es situado porque se
genera y se recrea en determinada situacién. Asi, en funcién de lo significativo y
motivante que resulte, de la relevancia cultural que tenga o del tipo de
Interacciones colaborativas que propicie, podra aplicarse o transferirse a otras

situaciones analogas o distintas a las originales.
De acuerdo con la autora, considero que “el conocimiento es un fenomeno

social, no una ‘cosa’. Los contextos de aprendizaje y ensenanza son los que

otorgan facilidades o imponen restricciones al desarrollo de los actores...”
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Diaz Barriga retoma la obra de Baquero (2002) y, con relaciéon a la
perspectiva situada, comenta que el aprendizaje debe comprenderse como un
proceso multidimensional de apropiacion cultural, pues se trata de una
experiencia que involucra el pensamiento, la afectividad y la accion. Derivado
de este y de otros preceptos, la autora establece como principio de tal
perspectiva que los alumnos (aprendices o novicios) deben aprender en un

contexto pertinente. También, que:

...el individuo deja de ser la unidad de analisis de la explicacién psicoldgica, en el
sentido de que sus posibilidades educativas no recaen sélo en su capacidad
individual, sino que se destaca la potencialidad de las situaciones educativas en
que participa... De esta manera, la unidad de anilisis se convierte en la

actividad de las personas en contextos de practica determinados.

De lo anterior, me interesa destacar el caracter intrinsecamente situado
del conocimiento, debido a que se genera y recrea en determinada situacion;
ademas y con especial énfasis, la relevancia e impacto de las practicas
educativas en funcion del grado de vinculacion de éstas con el contexto cultural
en el que se desarrolla y utiliza el conocimiento. Asi, la propuesta didactica que
aqui presento, lejos de responder exclusivamente —por ejemplo- a una dinamica
disciplinaria interna en la que el estudio de diversos conceptos matematicos se
justifica mediante su empleo posterior en las unidades tematicas del programa
de estudios, ignorando el contexto social de tales conceptos, pretende ampliar la
perspectiva respecto a la relevancia cultural de los mismos e incrementar con
esto el grado de interés y participacion de los estudiantes para el estudio del

algebra.
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Motivacidén escolar:

Acerca del componente motivacional en el proceso de ensenanza-aprendizaje,
cabe la cita que Garcia y Doménech (1997) hacen de Nuiez y Gonzalez-
Pumariega (1996), quienes afirman: “para aprender es imprescindible "poder”
hacerlo, lo cual hace referencia a las capacidades, los conocimientos, las
estrategias, y las destrezas necesarias (componentes cognitivos), pero ademds es
necesario "querer” hacerlo, tener la disposicion, la intencion y la motivacion

suficientes”.

A pesar de que tal componente parece ser un elemento evidente e
imprescindible en cualquier proceso de enseflanza-aprendizaje, también parece
ser un término dificil de precisar, con multiples perspectivas e interpretaciones.
Al respecto Garcia y Doménech (1997) comentan: “el marco teérico explicativo
de como se produce la motivacion, cudles son las variables determinantes, como
se puede mejorar desde la practica docente, etc., son cuestiones no resueltas, y en
parte las respuestas dependeran del enfoque psicologico que adoptemos”. De los
mismos autores retomo la idea de que a pesar de las discrepancias existentes la
mayoria de los especialistas coinciden en definir la motivacion como un
conjunto de procesos implicados en la activacion, direccion y persistencia de la

conducta, y de que:

...s1 nos trasladamos al contexto escolar y consideramos el caracter intencional
de la conducta humana, parece bastante evidente que las actitudes,
percepciones, expectativas y representaciones que tenga el estudiante de si
mismo, de la tarea a realizar, y de las metas que pretende alcanzar constituyen
factores de primer orden que guian y dirigen la conducta del estudiante en el
ambito académico, al igual que otras variables externas, procedentes del
contexto en el que se desenvuelven los estudiantes, que les estan influyendo y

con las que interactian.
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Sin duda que del profesor, como responsable en buena medida de la
organizacion y estructuracion del proceso de ensenanza-aprendizaje, depende
en buena medida que los estudiantes adopten cierto tipo de metas de

aprendizaje y que se encuentren motivados para la consecucion de éstas.

A proposito del enfoque psicologico mencionado por de Garcia y Doménech
e incluido en la cita previa, destaco lo que Diaz Barriga y Hernandez (2002)
comentan acerca de los postulados de diferentes teorias psicoldgicas en torno a

la motivacion escolar:

Los conductistas explican la motivaciéon en términos de estimulos externos y
reforzamiento, por lo que piensan que a los individuos puede motivarseles
basicamente mediante castigos y recompensas o incentivos. Para la visién
humanista el énfasis est4d puesto en la persona total, en sus necesidades de
libertad, autoestima, sentido de competencia, capacidad de elecciébn y
autodeterminacion, por lo que sus motivos centrales se orientan por la
busqueda de la autorrealizacién personal. Los enfoques cognitivos de la
motivacién explican ésta en términos de una busqueda activa de significado,
sentido y satisfaccién respecto a lo que se hace, planteando que las personas
estan guiadas fuertemente por las metas que establecen, asi como por sus

representaciones internas, creencias, atribuciones y expectativas.

Justamente es la busqueda activa de significado, sentido y satisfaccion
respecto a lo que se hace, asi como las representaciones internas en torno a la
tarea escolar, la intencién de la propuesta didactica en cuestion; incluso, se
trata de una respuesta parcial respecto al sentido y relevancia cultural de

diversos temas del programa de estudios.
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Una parte sustancial y concreta de la propuesta didactica es la tarea o
actividad escolar propuesta para su trabajo en el aula. La idea es ofrecer una
perspectiva de uso y relevancia de diversos temas del programa de estudios, de
modo que adquieran sentido y motiven a los estudiantes al aprendizaje; en
términos de lo descrito por Diaz Barriga y Hernandez (2002) en torno a las
tareas escolares y al papel del docente en lo que respecta a la motivacion,

podemos decir que:

...el papel del docente en el ambito de la motivacién se centrara en
inducir motivos en sus alumnos en lo que respecta a sus aprendizajes y
comportamientos para aplicarlos de manera voluntaria a los trabajos de
clase, dando significado a las tareas escolares y proveyéndolas de un fin
determinado, de manera tal que los alumnos desarrollen un verdadero
gusto por la actividad escolar y comprendan su utilidad personal y social.

Esto es lo que se denomina motivaciéon por el aprendizaje.

Tal es la perspectiva de fondo en la propuesta didactica en cuestion.
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2. La Matematica como Lenguaje de la Naturaleza

La perspectiva de la matemadtica como lenguaje de la naturaleza es, en
términos generales, la forma metaférica de expresar la posibilidad que brindan
las matematicas para explicar, comprender y modelar fenémenos de la
naturaleza, al menos en lo que respecta al sentido de la propuesta didactica de

este trabajo.

Podemos encontrar a lo largo de la historia, perspectivas similares a la
anterior, aunque con rasgos distintivos importantes. Sirva de ejemplo una
presente en la Grecia antigua, expresada por Aristételes en su obra “La
Metafisica’, quien al hablar de los pitagéricos, comenta: “fueron los primeros en
cultivar las Matematicas, creyeron que los principios de las Matemdaticas eran

los principios de todos los seres”.

Acerca de las corrientes filoséficas, presentes en la Grecia antigua y
relacionadas con dichas perspectivas, resulta ilustrativo lo que Canoén (1993, p.

24) comenta al respecto:

Es sabido que los pitagéricos consideraban el nimero como el tultimo
constitutivo de las cosas. El nimero era para ellos la substancia de las cosas, no
estaba separado de ellas. Universo y Matematicas eran dos caras de la misma
moneda, el Cosmos. Con Platon la perspectiva cambia. Los entes matematicos
estan ahora separados de las cosas, el acceso a ellos no pasa por la Naturaleza,
ni precisa de los sentidos. [...] En el caso de Aristételes, su planteamiento
ontoldgico proporcionara por si mismo el nexo que vincula las Matematicas con
la Naturaleza. Su perspectiva, distinta de la pitagérica, permite como aquella
establecer un nexo natural entre las dos. Los entes matematicos son
inseparables de las cosas sensibles, pero posteriores a ellas. Es un proceso de
abstracciéon el que permite pasar de las cosas de la Naturaleza a las de la

Matematica. Sin embargo, el conocimiento del mundo natural, la construccion
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de las ciencias de la naturaleza no precisan, en la concepcién aristotélica, de la
Matematica. Habra de esperar al Renacimiento para restablecer el vinculo —

esta vez asentado de manera definitiva— entre Matematicas y mundo natural.

Destaco la trascendencia o papel relevante que algunos autores adjudican
a las matematicas, con relacién a la descripcion dada para la matemdtica como
lenguaje de la naturaleza. Por ejemplo, en el comentario en contraportada en

Historia de las Matemdticas (Bell, 1985) se dice:

Dos invenciones del pensamiento griego dieron a la matematica valor cultural
perenne: el método de razonamiento deductivo y la descripcién de la naturaleza.
El razonamiento deductivo, en su mas poderosa efectividad, es matematica [...]
Y el hallazgo genial de aprisionar en expresiones literales los fenémenos de la
materia, y aun relaciones al parecer inaprehensibles, ha proporcionado el
gigantesco progreso técnico de nuestros dias. Por esto, en lo que al hombre
concierne, la matematica hizo rigurosa una fundamental direccién del discurso,
y facilité el elemento béasico y el lenguaje adecuado para idealizar la
complejidad de la naturaleza y reducirla a una sencillez comprensible, lo que
equivale a preparar al hombre para abordar el conocimiento de los fenémenos,
conquistarlos y dominarlos; rasgo elemental de la porfiada aspiracién humana.
De aqui que el estudio del proceso histérico de estas dos adquisiciones, ademas
de completar y perfilar el aprendizaje de la matematica, nos muestre un

aspecto capitalisimo de nuestra cultura...

Otro ejemplo lo brinda la opinion de Bautista (2004) dada en la
introduccion del libro Las matemdticas y su entorno. Su punto de vista, con
relacion a la obra de Newton, es el siguiente: Hace tres siglos [...] en la
Universidad de Cambridge, Inglaterra, Isaac Newton desarrolla la matemdtica
que constituye el solido fundamento de su Philosophiae Principia

Mathematicae, en donde se establecen los principios bdsicos de la fisica. Desde
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entonces, las matematicas se constituyen en la herramienta intelectual de alta

precision de muchos estudios de la naturaleza...

Similar papel desempenaron las matematicas en la obra de un autor tan
consagrado como Newton: Galileo Galilei, precursor del primero y a quien se
dedica especial atenciéon en este trabajo, por ser figura central durante el
periodo de transicion representado por la Revolucion Cientifica de los siglos XVI
y XVII (Alvarez y Posadas, 2002). Por cierto que el libro (Las matematicas y su
entorno) tiene como proposito dar wuna idea de como las matemdticas se
entrelazan con otras ciencias y como son vistas desde perspectivas distintas por
los propios matematicos. Entre los diversos campos de aplicacion se mencionan
en general, la fisica, la biologia, las ciencias sociales y el arte; de manera
especifica, la fisica tedrica, la biomatematica, la genética molecular y la

arqueologia.

Ahondar en la perspectiva de la matemdtica como lenguaje de la
naturaleza, por medio del estudio de algunas corrientes histéricas, es el
propoésito de los apartados siguientes. Profundizar en una de las vertientes mas
trascendentales del desarrollo historico de las matematicas: como una forma de
explicar, comprender y modelar fendmenos de la naturaleza, es el fundamento
de la propuesta didactica de este trabajo, en aras de que diversos temas del
programa de estudios de la asignatura en cuestién, adquieran sentido para los
estudiantes. Las corrientes historicas estudiadas son: Los pitagdricos:
misticismo y realidad matemdtica y Galileo y la matematizacion de la
naturaleza, por considerar que son dos momentos historicos de excepcional
trascendencia. Sin pretender abarcarlos de manera exhaustiva y reconociendo
que podrian ser otros los momentos estudiados, nos interesa sobre todo
ahondar en la caracterizacion y comprension de la perspectiva de la
matematica como lenguaje de la naturaleza, con miras a su aprovechamiento

didactico.
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2.1 Los pitagoricos: misticismo y realidad matematica

“La matematica como ciencia nacié en el siglo VI a. de C. en la
comunidad religiosa de los pitagéricos y fue parte de esta
religiéon. Su propdésito estaba bien claro. Revelando la armonia
del mundo expresada en la armonia de los numeros
proporcionaba un sendero hacia una unién con lo divino. Fue
este objetivo elevado el que en aquel tiempo proporciond las
fuerzas necesarias para un logro cientifico del que en principio
no puede darse parangén. Lo que estaba involucrado no era el
descubrimiento de un bello teorema ni la creacién de una nueva
rama de la matemética, sino la creacion misma de las
matematicas”.

I. R. Shafarevich.

Como fecha probable del nacimiento de Pitagoras, se tiene el afio 569 a. C. y se
ubica su muerte alrededor del 500 a. C. (Gonzalez, 2001:42). No se tiene
conocimiento de alguna exposicién escrita realizada por este o sus sucesores
inmediatos (Candén, 1993:31), razon por la cual diversos personajes hacen

referencia no a la obra de Pitagoras, sino a la de los pitagéricos.

Con relaciéon a la trayectoria pitagérica, Van der Waerden (1979) en
Canon (1993:28), distingue cinco generaciones de presencia pitagoérica entre los
anos 530-360. Destaco al exponente de la cuarta generacion: Filolao, a quien se
le atribuye el epigrama de “todo es nuumero”, que jugard un papel decisivo en la
configuracion de las creencias en torno a los objetos de la Matemdtica, al tipo de

conocimiento que proporciona y a su relacion con la Naturaleza.

El trabajo de los pitagoricos se desarrollé en grupos, los cuales, de acuerdo
con la autora, constituyeron una especie de comunidad o secta de tipo religioso,
en la que no sélo se fraguaron ideas o resultados matemadticos, sino una forma
de vida. En el mismo sentido, Gonzalez (2001:48) se refiere a una sociedad de
cardcter cientifico y religioso. Ademas, respecto a las doctrinas pitagoricas

afirma que:
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El principal objeto de la doctrina pitagérica era la purificacién del alma o
catarsis, de ahi la permanente prosecucion de los estudios filosoficos y
matematicos como base moral en la direccion de la vida. Las palabras mismas
filosofia (amor a la sabiduria) y matematica (lo que se conoce, lo que se
aprende) parece que fueron acufiadas por el propio Pitadgoras para describir sus
actividades intelectuales, como elementos de elevacion moral que culminaban
en la amistad como profundo sentimiento de camaraderia, que convertia a todos
los pitagéricos en hermanos. La comunidad pitagdrica vinculaba intimamente
mistica, religidbn y cilencia; geometria, musica y cosmologia; aritmologia,

metafisica y filosofia; cuerpo, alma y espiritu; en una armoniosa sintesis.

Dentro de la comunidad de los pitagéricos existian dos tipos de miembros:
los matematicos (conocedores) y los acusmaticos (oidores). Los primeros, de
acuerdo con Canon (1993), eran los iniciados en la resolucion de los problemas
matemdticos, conocedores de los resultados obtenidos por Pitdagoras. Los
segundos participaban de los principios y de las creencias, de los ritos, de los

principios morales, de las normas internas de la hermandad.

Singular papel desempenaron las mujeres dentro de la comunidad de los
pitagoéricos, ya que de acuerdo con Gonzalez (2001: 57), como hecho excepcional
en el mundo antiguo, se admitia a las mujeres en pie de igualdad con los
hombres. La historia registra aqui a la primera mujer cientifica [...] Teano
realizo6 importantes estudios en matemdticas (seccion atirea y poliedros

regulares...

Siguiendo con Gonzalez (2001: 58), los pitagoricos utilizaban como simbolo
esotérico de identificacion un emblema secreto que les permitia reconocerse como
miembros de la comunidad. Se trata de un anagrama determinado por la
estrella pentagonal o estrella de cinco puntas (figura 1), obtenida al trazar las

diagonales de un pentagono regular.
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Figura 1. Estrella pentagonal utilizada por los pitagoéricos.

La perspectiva de los pitagéricos acerca del papel que desempenan las
matematicas, la brinda el filésofo griego Aristoteles (384 a. C.-322 d. C.), quien

en su obra La Metafisica menciona:

Los llamados pitagéricos, que fueron los primeros en cultivar las Matematicas,
creyeron que los principios de las Matematicas eran los principios de todos los
seres. Y, como los Numeros son, entre estos principios, los primeros, y en ellos
les parecia contemplar muchas semejanzas con lo que es y lo que deviene; y
viendo, ademas, en los Numeros las afecciones y las proporciones de las
armonias, pensaron que los elementos de los Numeros eran los elementos de
todos los seres, y que todo el cielo era armonia y numero. Y todas las
correspondencias que veian en los nimeros y en las armonias con las afecciones
y con las partes del cielo y con el orden universal, las reunian y reducian a su

sistema.

Siguiendo con Canoén (1993), destaco que los mathemata los conocimientos
cultivados por los pitagoricos quedaron codificados en tiempos de Platon y de
Aristoteles en cuatro: aritmética, geometria, astronomia y musica. Tal conjunto
de conocimientos se agrupa en lo que Boecio alrededor de principios del siglo V

llamé, segiin Gonzalez (2001: 80), el cuadrivium pitagorico.

Ademas de los textos de Aristdteles como difusores criticos de la vision de

la escuela pitagérica, destaca la obra de Platon (427 a. de C.-347 a. de C.),
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quien de acuerdo con Gonzalez (2001, 25) recoge la tradicion matemdtica de la

escuela de Pitagoras para ponerla en manos de Euclides.

Segin Strathern (1999: 39) Pitagoras llevd a cabo extensas
investigaciones practicas, particularmente en el campo de la armonia musical y
de la astronomia. Descubrié que la armonia musical de una cuerda pulsada
corresponde a diferentes proporciones. Una octava correspondia a una
proporciéon 2:1; una quinta corresponde a una proporciéon 3:2; y una cuarta
corresponde a una proporcion 4:3. Respecto a las investigaciones de Pitagoras,

el autor comenta:

...reforzaron su creciente confianza en las matematicas. Para él se trataba de
algo méas que una aspiracién intelectual: era una forma de explicar el mundo. La
armonia, la proporcion, las propiedades de los numeros, la belleza de la
simplicidad y ciertas formas, todo parecia apuntar a algin tipo de naturaleza
numérica profunda que reinaba sobre todas las cosas. Todo esto se hizo mas
evidente en los estudios astronémicos de Pitagoras. [...] Los babilonios tenian
constancia de la existencia de siete planetas (incluyendo el sol y la luna), a los
que consideraban de origen divino.

El movimiento peridédico de los cuerpos celestes aumenté la confianza de
Pitagoras en las matematicas. Desde el principio se habia asumido como algo
natural el que la Tierra fuese el centro del Universo. Anaximandro fue el primero
en darse cuenta de que los planetas estaban mas cerca de la Tierra que las
estrellas, y la observacion de sus movimientos le llev6 al convencimiento de que
unos y otras estaban a diferentes distancias de la Tierra. Esto condujo a
Pitagoras a una conclusién trascendental: era como si los siete planetas y la
Tierra guardasen cierta analogia con una octava musical. Los planetas (o esferas,
como entonces se les llamaba) podian compararse a las siete cuerdas de una lira,

y producian una armonia celestial que denominé “la musica de las esferas.
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Retomando a Gonzalez (2001: 86), los pitagéricos generan las figuras
geométricas segun el minimo nliimero de puntos necesarios para definirlas. Un
unico punto (carente de dimension) es el generador de todas las dimensiones,
dos puntos engendran una recta de dimensién uno, tres puntos no alineados
determinan un triangulo o area de dimension dos, y cuatro puntos no

coplanarios determinan un tetraedro o volumen de dimension tres.

NEVANRY\

1 2 3 4

Figura 2. El punto como generador de todas las dimensiones.

Siguiendo con el autor, en el fondo, estas cuestiones son un modo util de
postular la doctrina de que las cosas son niuimeros, pues supone que la
estructura de los objetos depende de las formas geométricas, que, a su vez,
podrian describirse mediante niimeros. Es decir, las cosas son niimeros y por

tanto la base de la naturaleza es numérica.

Ademas, entre el recuento que hace el autor del relato y continuacién de la
obra pitagorica, se mencionan también los niimeros figurados y poligonales. Los
primeros son una combinacién geométrica regular de puntos igualmente
espaciados; los nuimeros poligonales resultan de una combinacién que forma un
poligono regular. Estos se van formando como suma de los nimeros de ciertas
series. A continuaciéon la descripcion de varias categorias de numeros

poligonales (tomadas de Gonzalez (2001: 112)).

Los triangulares se forman a partir de los nimeros de la serie natural:
1, 142, 1+2+3, 1+2+3+4, 1+2+3+4+5,...
1, 3, 6, 10, 15,...
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Los niimeros cuadrados se forman a partir de los nimeros de la serie impar:
1, 1+3, 1+3+5, 1+3+5+7, 1+3+5+7+9,...
1, 4,9, 16, 25,...

Los nimeros pentagonales se forman a partir de la serie: 1, 4, 7, 10, 13,...
1, 1+4, 1+4+7, 1+4+7+10, 1+4+7+10+13,...
1, 5,12, 22, 35,...

Los numeros hexagonales se forman a partir de la serie: 1, 5,9, 13, 17,...
1, 1+5, 1+5+9, 1+5+9+13, 1+5+9+13+17,...
1, 6, 15, 28, 45,...

De manera consecutiva se van formando los sucesivos nimeros poligonales.

En resumen, podria decirse que los pitagoricos perseguian penetrar en el
secreto de la armonia de los numeros ya que desvelado este, creian poder

comprender la armonia del universo (Gonzalez, 2001: 76)

Hasta aqui, una breve pero ilustrativa descripcién acerca de la
perspectiva de los pitagoricos en torno a la idea de la matemadtica como lenguaje
de la naturaleza. Si bien es cierto que un componente importante de aquella
tiene un caracter mistico, basado fuertemente en creencias de tipo religioso, es
innegable la presencia de dicha idea en tal perspectiva. Pretendo que resulte
util para la articulacién de un discurso en torno al surgimiento y devenir
historico de la matemdtica como lenguaje de la naturaleza, al mismo tiempo
que una invitaciéon para ahondar en algunos de los temas mencionados, tales
como la descripcion matematica de las notas musicales, o las proporciones que

guardan diversos elementos geométricos, por ejemplo.
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2.2 Galileo y la matematizacion de la naturaleza

Galileo nos interesa no asi como asi, suelto y sin mds, frente a frente él y nosotros, de hombre a
hombre. A poco que analicemos nuestra estimacion hacia su figura, advertiremos que se adelanta a
nuestro fervor, colocado en un preciso cuadrante, alojado en un gran pasado del pretérito que tiene
una forma muy precisa: es la iniciacion de la Edad Moderna, del sistema de ideas, valoraciones e
impulsos que ha dominado y nutrido el suelo histérico que se extiende precisamente desde Galileo
hasta nuestros pies. No es, pues, tan altruista y generoso nuestro interés hacia Galileo como al
pronto podiamos imaginar. Al fondo de la civilizacion contempordnea, que se caracteriza entre
todas las civilizaciones por la ciencia exacta de la naturaleza y la técnica cientifica, late la figura de
Galileo. Es, por tanto, un ingrediente de nuestra vida y no uno cualquiera, sino que en ella le
compete el misterioso papel del iniciador (Ortega y Gasset; 1985: 3).

La cita anterior sugiere reflexionar acerca del papel destacado de la obra de
Galilei en la conformacién cultural de nuestra época, a pesar de ser un
documento que data del segundo tercio del siglo pasado. Si bien es cierto que
Ortega y Gasset (1985:3) planted que todos esos principios constitutivos de la
Edad Moderna se hallan hoy en grave crisis, que la tierra de la Edad Moderna
que comienza bajo los pies de Galilei termina bajo nuestros pies y que refiere al
contexto europeo, nos interesa aprovechar la caracterizacion que hace el autor
y otros mas, acerca de la obra de Galilei y el andalisis de su influencia, la cual
supongo vigente. Antes de esto, daré a continuaciéon una breve descripcién del

contexto histérico de Galilei.

Galileo Galilei nacié el 15 de Febrero de 1564 en Pisa. En 1574 él y su
familia se trasladaron a Florencia. Su padre, Vincenzo Galilei, le ensené latin,
griego y musica. Vincenzo llevé a Galileo al monasterio de Santa Maria di
Vallombrasa, al este de Florencia, donde le ensefiaron matematicas, ciencias
naturales, literatura y dibujo. Galileo decidié ingresar en la orden en 1579.
Posteriormente renuncié al monasterio y al sacerdocio debido a la opinién de su
padre (Vaquero, 2003:14). Ingresé en la Universidad de Pisa en 1581. Empez6 a
estudiar medicina, donde aprendié la filosofia natural de Aristételes, fisiologia
de Galeno, latin, griego y hebreo. Tiempo después abandoné las clases en la
Universidad para dedicarse mas ampliamente al estudio de las matematicas,

las cuales empezé a estudiar de manera particular con Ostilio Ricei,
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matematico oficial de la corte. Fue hasta 1589 cuando consiguié impartir una

catedra de matematicas, en la Universidad de Pisa.

De lo anterior se desprenden dos cualidades que prevalecieron en Galilei:
su apego a las matematicas y su fe religiosa; ésta ultima, a pesar de su caracter
critico y atrevido hacia los preceptos eclesiasticos. Sirva de ejemplo un
fragmento de la carta que escribié a la gran duquesa Cristina de Lorena en
medio del proceso de denuncia en su contra ante el Santo Oficio en 1615 (en
Altshuler, 2002: 33): “...[Es] muy piadoso decir y prudente afirmar que la
Sagrada Biblia jamas puede decir algo falso —siempre que se sobreentienda su
verdadero significado. Pero creo que nadie negard que a menudo es muy
abstrusa, y puede decir que son cosas bien diferentes de lo que significan las

meras palabras”.

Podemos ubicar su obra en el contexto del Renacimiento Europeo y de la
subsecuente conformaciéon de la Edad Moderna. De acuerdo con Vaquero (2003:
13), este periodo histérico —el Renacimiento— fue una etapa en la vida de
Europa que intenté superar lo realizado en la Edad Media. Asi, durante los
siglos XV y XVI, hubo una renovacion enorme en todos los ambitos: cultural,
artistico, econémico, politico, religioso, cientifico,... El nombre [...] viene de la

tendencia de resucitar los valores de la antigiiedad cldsica.

Segun Ortega y Gasset (1985: 4) en Galileo y Descartes termina la mayor
crisis por la que ha pasado el destino europeo —una crisis que comienza a fines
del siglo XIV y no termina hasta los albores del XVII. Al fin de ella, como
divisoria de las aguas y cima entre dos edades, se alza la figura de Galileo. Con

ella el hombre moderno entra en el mundo moderno.

Con el propodsito de ahondar en los rasgos distintivos de dicho periodo,

retomo lo planteado por Xirau (1998: 193), quien acerca de este comenta:
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La nueva ciencia del siglo XVI es, sobre todo, la astronomia. Copérnico establece
de una vez por todas que el Sol es el centro del sistema planetario. Y, al
establecerlo, coloca la primera piedra del nuevo método cientifico que ya nada
tiene que ver con las especulaciones de tedlogos y filésofos [...] Mas alla de la
Tierra, multiplicando la visién de los ojos desnudos, el telescopio de Galileo
descubrira [...] nuevas e insospechadas dimensiones dentro de esta esfera

explosiva que es el universo.

Del mismo autor, retomo la cita a Leonardo da Vinci, quien precisa en su
tiempo el significado del espiritu cientifico: La bondadosa naturaleza procede
siempre de tal manera que en todo el universo siempre encontrards cosas dignas
de imitar [...] la naturaleza nunca desmiente sus leyes. [...] La ciencia es
capitan y la practica representa a los soldados. [...] el que discute alegando
autoridades no da prueba de genio sino mas bien de memoria.

Al respecto, Xirau (1998: 194) comenta:

Regular, exacta, precisa —la naturaleza- espera que el hombre la observe para
dibujarla, para estudiarla, para penetrar en sus secretos y permitir un dominio
mas completo del medio por el hombre que lo habita. [...] Este pintor que “lucha
y compite con la naturaleza”, es también el hombre de ciencia que sabe que “la
experiencia no yerra’, que solamente yerran nuestros juicios. Pero si la
experiencia es necesaria, si es basica para Da Vinci que estudia la anatomia [...],
no es del todo suficiente. Y no lo es porque Da Vinci, como Grosseteste y, mas
cercanos a él, como Copérnico, Kepler o Galileo, sabe que no hay verdadera
ciencia sin fundamentos matematicos. Las matematicas son sin duda una ciencia
ideal, cuyos objetos nunca se encuentran exactamente idénticos en los hechos de
la naturaleza [...] Pero las matematicas, mas exactas que la experiencia, son la
base de la exactitud de cualquiera experiencia [...] El nuevo humanismo, que tan
claramente representa Leonardo da Vinci, sabe que es necesario dominar la
naturaleza por medios naturales y sabe que esto es tan solo factible por una

cuidadosa dosificacién de experiencia sensible y de calculo matematico. El nuevo

[30]



espiritu cientifico, el que habra de conducir a la fisica matemética moderna, nace

con el espiritu humanista del Renacimiento.

En lo anterior, si bien es cierto que en un sentido parece hallarse el origen
de la perspectiva que contempla el método experimental y el empleo de las
matematicas como componentes imprescindibles de la actividad cientifica, en
otro sentido también se explica la prevalencia y dominio de la idea de la ciencia
como preponderantemente vinculada al método experimental. Es lo que
Husserl (1996: 11) llama la reduccién positivista de la idea de ciencia a mera
ciencia de hechos. Al respecto, también comenta: La exclusividad con la que, en
la segunda mitad del siglo XIX, toda la cosmovision del hombre moderno se dejo
determinar por las ciencias positivas, y se dejo deslumbrar por la “prosperity”
debida a ellas, significo un alejamiento indiferente de los problemas que son
decisivos para un auténtico humanismo. La frase siguiente parece resumir tal
critica: “Meras ciencias de hechos hacen meros hombres de hechos” (Ortega y
Gasset, 1985: 5). En el mismo sentido tenemos la critica de Ortega y Gasset
expuesta al inicio de este capitulo, al hablar de la grave crisis en la que se

hallan los principios constitutivos de la Edad Moderna.

Ahora bien, no es el propoésito fundamental de este apartado revisar el
devenir historico y la critica general al concepto de ciencia y sus repercusiones.
Ha sido primordial estudiar —es el objetivo de la exposicion de las disertaciones
previas—, de manera general y sucinta, acerca del contexto histérico en el que
ubicamos la obra de Galileo y de su impacto —reitero— en la conformacién

cultural de nuestra época.
Al adentrarnos plenamente en el analisis de la obra de Galileo, cabe

mencionar parte de la critica que hizo en El Ensayador a la postura del jesuita

P. Grassi, quien con el pseudénimo de “Lottario Sarsi Sigensano” publica los
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Libra astronomica ac Philosophica, en los cuales se argumenta en torno al

fenémeno de los cometas. Galileo comenta:

Me parece, por lo demas, que Sarsi tiene la firme conviccién de que para filosofar
es necesario apoyarse en la opiniéon de cualquier célebre autor, de manera que si
nuestra mente no se esposara con el razonamiento de otra, deberia quedar estéril
e infecunda; tal vez piensa que la filosofia es como las novelas, producto de la
fantasia de un hombre, como por ejemplo la Iliada o el Orlando furioso, donde lo
menos importante es que aquello que en ellas se narra sea cierto. Sr. Sarsi, las

cosas no son asi (Galilei, 1623, 1981:62).

Lo anterior es una muestra del afan de Galileo por alejarse de posturas
dogmaticas y la manifestacion —no explicita- de uno de los rasgos mas
significativos de su manera de concebir y proceder en el estudio de la filosofia.
Al respecto, Galileo contintia y comenta lo siguiente, lo cual es una frase citada

repetidamente y que sintetiza en buena medida el caracter de su obra.

La filosofia esta escrita en ese grandisimo libro que tenemos abierto ante los ojos,
quiero decir, el universo, pero no se puede entender si antes no se aprende a
entender la lengua, a conocer los caracteres en los que esta escrito. Esta escrito
en lengua matemaética y sus caracteres son triangulos, circulos y otras figuras
geométricas, sin las cuales es imposible entender ni una palabra; sin ellos es

como girar vanamente en un oscuro laberinto.

Retomar algunos de los estudios que realizo Galileo, tales como el relativo
al movimiento rectilineo, a los postulados que explican el equilibrio de una
balanza o las variables fisicas asociadas al péndulo y la relacién entre éstas,
reforzaran y confirmaran la comprensiéon y validez de la sintesis anterior. A
continuacién, citas textuales del estudio que realizé Galileo de algunos
fendmenos, al mismo tiempo que un analisis propio del mismo. Después

regresaremos a la revision acerca de la trascendencia historica de su obra.
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Ejemplos

Fuente:

Galilei, Galileo (2003). Didlogos acerca de dos nuevas ciencias. (Tr. del italiano

por José San Roman Villasante). Buenos Aires: Editorial Losada.

La obra esta escrita en forma de dialogos entre los personajes: Salviati,

Sagrado y Simplicio), en los que se diserta acerca de varios fenémenos fisicos.

Los ejemplos consisten basicamente, en la presentaciéon textual de los
fragmentos de la fuente que explican el fenémeno, después en la descripcion y
resolucion de estos utilizando el lenguaje matematico, salvo en el estudio del
fendmeno del péndulo, en el cual dejo al lector el placer de disfrutar la
comprension y resolucion del problema propuesto por Galilei. El propodsito
fundamental de estos ejemplos, es hacer un contraste entre la descripcion
hecha en los didlogos y la realizada con el lenguaje matematico e ilustrar como
es posible con este, describir, comprender y resolver, el fenémeno fisico

involucrado.
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Ejemplo 1 Sobre la relacion entre las velocidades y las distancias

correspondientes recorridas por un cuerpo en caida libre.

Basado en: Didlogos...; jornada tercera, en torno de los movimientos locales; del

movimiento uniformemente acelerado, pp. 228-230.

A continuacion, los fragmentos sustanciales de los Dialogos:

Salviati. No me parece ocasién oportuna para entrar, al presente, en
investigaciones sobre la causa de la aceleracién del movimiento natural, en torno
a la cual han sido diversas las opiniones emitidas por los filésofos, [...] Por ahora,
a nuestro Autor le basta con que comprendamos que él quiere investigar y
demostrar algunas propiedades de un movimiento acelerado [...] tal, que los
aumentos de su velocidad vayan acrecentandose, después de su partida del
reposo, en la misma simplicisima proporcién en que crece la continuacién del
tiempo, que es lo mismo que decir que en tiempos iguales se llevan a cabo iguales

aditamentos de velocidad...

Sagredo. Por lo que ahora viene a mi mente, me parece que tal vez con mayor
claridad se lo hubiera podido definir, sin cambiar la idea, diciendo: Movimiento
naturalmente acelerado es aquel en que la velocidad va creciendo a medida que
crece el espacio que se va recorriendo; de modo que, por ejemplo, la velocidad
adquirida por un moévil en una caida de cuatro codos, seria doble de la que
tendria al caer de un espacio de dos, y este doble del conseguido en el espacio del

primer codo...

Salviati. Mucho me consuela el haber tenido un tan grande compafero en el
error; y mas te diré: tu razonamiento tiene tanto de verosimil y de probable, que
nuestro mismo Autor no me negd, cuando yo se lo propuse, que también él habia

estado durante algtin tiempo en la misma equivocacion...
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Simplicio. Sin duda alguna que yo seria uno del nimero de los que las conceden;
y que un grave en descenso adquiera energia al caer (vires acquirat eundo),
creciendo la velocidad en proporcién al espacio, y que el efecto del choque del
mismo grave sea doble viniendo del doble altura, me parecen proposiciones que

se han de conceder sin repugnancia ni controversia.

Salviati. Sin embargo son tan falsas e imposibles, como el que el movimiento se
efectia instantaneamente; y he aqui su clarisima demostracion. Si las
velocidades estan en la misma proporcion que los espacios recorridos o
a recorrerse, tales espacios son recorridos en tiempos iguales; por
consiguiente, si las velocidades con las que el cuerpo en descenso
recorrio el espacio de cuatro codos, fueron dobles de las velocidades con
que recorrié los dos primeros codos (asi como un espacio es doble del
otro espacio), también en este caso los tiempos de tales recorridos son
iguales. Pero el que un mismo moévil recorra los cuatro y los dos codos
en el mismo tiempo, no puede tener lugar fuera del movimiento
instantaneo. Sin embargo, nosotros vemos que el grave en descenso efectiia su
movimiento en el tiempo, y que recorre los dos codos en menos tiempo que los

cuatro; por consiguiente, es falso que su velocidad crezca como el espacio...

El problema esta dado:

JLas velocidades de un cuerpo (grave) en caida libre, estan en la misma

proporcién que las distancias correspondientes recorridas?

Para describir y resolver la situaciéon planteada, se utilizara la traduccion y

operacion algebraica del fenémeno, lo cual se realiza en la tabla siguiente:
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Sobre la relacion entre las velocidades y las distancias correspondientes

Tabla 1: - P
recorridas por un cuerpo en caida libre

Hipdtesis: Para un cuerpo en caida libre, las velocidades estan en la misma proporcion que los

espacios recorridos correspondientes.

Caso particular
Dadas v4, d; y su duplo.

Caso general
Dadas v4, d; y n veces éstas.

vo=0 [m/s]

dp=0 [m]
t;=0 [s] Q

vo=0 [m/s]

do=0 [m]
t;=0 [s] O

Vp= NVq
dn = nd1

v=%[?]=>t=%[s]

Para la posicion 1,

Para la posicion 2 y tomando en cuanta la
hipotesis,

Para la posicion 1,

Para la posicion n y tomando en cuenta la
hipotesis,

L0 2, L4, nd,
v, 2y " v, ny
'[2=ﬁ tn=$
A Vi
=1t ;tn:tll

Conclusion: Tal y como argumenta Salviati en los dialogos, no es posible que un moévil recorra al

caer, espacios distintos en el mismo tiempo, por lo tanto:

Las velocidades de un cuerpo (grave) en caida libre, no estan en la misma proporcién que las

distancias correspondientes recorridas.
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Ejemplo 2 La balanza

Basado en: Didlogos...; jornada segunda, en torno a la resistencia: de los sélidos

a la fractura, pp. 158-160.

El siguiente fragmento de los dialogos, describe el problema de la balanza. La
tabla posterior ilustra como el lenguaje matematico ayuda a plantear y resolver

el problema.

Salviati. Debiendo hacerlo asi, tal vez sera mejor que yo, por un camino un poco
distinto del de Arquimedes, os introduzca en el campo de todas las
especulaciones futuras, y suponiendo solamente que pesos iguales puestos en
balanzas de brazos iguales producen el equilibrio (principio supuesto igualmente
por el mismo Arquimedes), yo pase después a demostrar que no sélo es verdad
que pesos desiguales producen equilibrio en una romana de brazos desiguales
segun la razén inversa de los pesos suspendidos, sino también que i1déntico efecto
consigue aquel que coloca pesos iguales en distancias iguales, que aquel que
coloca pesos desiguales en distancias que tengan inversamente la misma razén

que los pesos.

Ahora bien, para una mas clara H G Cy E F 1

demostracion de cuanto digo,

Imaginemos un prisma o cilindro sélido

2R

AB, suspendido de los extremos de la

linea HI, y sostenido por los hilos HA,

IB. Es evidente, que si yo suspendiese el todo del hilo C, puesto en medio de la
palanca HI, el prisma AB, quedara equilibrado, estando la mitad de su peso de
un lado, y la otra mitad del otro lado del punto de suspensién C, de acuerdo con
el principio supuesto. Supongamos, ahora, que el prisma, por medio de un plano
que pasa por la linea D, est4 dividido en partes desiguales, y que la parte DA, es
mayor, y la DB menor; y a fin de que, después de hecha la division, las partes del

prisma permanezcan en el mismo estado y posicién respecto a la linea HI,
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ayudémonos con el hilo ED, que, sujeto en el punto E, sostenga las partes del
prisma AD, DB.

No se puede dudar que, no habiéndose introducido ninguna mutacién local en el
prisma respecto a la balanza HI, ésta permanecera en el mismo estado de
equilibrio. Pero en la misma disposiciéon quedara también, si la parte del prisma
que ahora esta sostenida en los dos extremos por los hilos AH, DE, se suspende
de un solo hilo GL, puesto en medio; e igualmente, la otra parte DB, no cambiara
su posicién al ser suspendida por medio y ser sostenida por el hilo FM. Por
consiguiente, al soltar los hilos HA, ED, IB, dejando sélo los dos GL, FM,
subsistira el mismo equilibrio, hacha siempre la suspensién en el punto C. Ahora
bien, procedamos a considerar que tenemos dos graves AD, DB, pendientes de los
puntos extremos G, F, de una balanza GF, que efectia su equilibrio en el punto
C, de modo que la distancia de la suspensién del grave AD, desde el punto C, es
la linea CG, y la otra parte CF es la distancia de la cual pende el otro grave DB.
S6lo queda, pues, por demostrar que tales distancias estdn entre si en igual
proporciéon que los mismos pesos, pero tomados inversamente; es decir, que el
prisma DB es al prisma DA, como la distancia GC es a la distancia CF: lo que

probaremos asi.

Siendo la linea GE la mitad de la EH, y la EF la mitad de la EI, toda la
GF sera la mitad de toda la HI, y por ello igual a la CI; y si quitamos la
parte comun CF, la remanente GC sera igual a la remanente FI, o sea a
la FE; y sumandole a ambas la CE, las dos GE, CF seran iguales; y de ahi,
FC seraa CG,comola GE ala EF; pero GE esta en relacion a EF como
una doble a la otra doble, es decir HE a EI es decir el prisma AE al
prisma DB; por consiguiente, por igualdad de razones y conmutando (e
convertendo), la distancia GC es a la distancia CF, como el peso BD es al

peso DA: que es lo que queria demostraros.
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Tabla 2. Situacion descrita utilizando el lenguaje algebraico.

__ EH
Siendo la linea GE la mitad de la EH, y la EF la mitad de GERS R
la El, _ EH
E=—
2
GF = GE + EF
__ EH EI
GF = —+—
toda la GF sera la mitad de toda la HI, y por ello igual a 2 2
la Cl; . EH + EI
2
Tl
=Ie>E
GF =CI
y si quitamos la parte comdn CF, la remanente GC sera GF —CF =CI - CF
igual a la remanente Fl, o sea a la FE; GC = FI
GC =FE
y sumandole a ambas la CE, las dos GE, CF seran GC +CE =FE + CE
iguales; GE =CF
y de ahi, FC sera a CG, como la GE a la EF; G__E = C__F
EF CG
pero GE esta en relacion a EF como una doble a la otra GE _ 2GE
doble, EF  2FEF
GE HE AD
decir HE a El es decir el prisma AE al prisma DB; EF_EI DB
es decir HE a El es decir el prisma AE al prisma GE 4D
EF DB
por consiguiente, por igualdad de razones y conmutando o L
(e convertendo), la distancia GC es a la distancia CF, DBGE = ADEF
como el peso BD es al peso DA: que es lo que queria DBCF = ADCG
demostraros.
CG DB
CF AD

Fppdpp = Fapdap
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Ejemplo 3 El Péndulo

Salviati. ...Paso ahora a las otras preguntas referentes a los péndulos, materia
que a muchos podria parecer demasiado arida, principalmente a aquellos
filésofos que se hallan continuamente ocupados en los mas profundos problemas
de las cosas de la naturaleza; no obstante, yo no quiero despreciarla, alentado
por el ejemplo del mismo Aristételes, en quien admiro por sobre todas las cosas,
el que no haya dejado, se puede decir, materia alguna en algo digna de
consideracién, que él no haya tocado.

Y ahora, acicateado por las preguntas, espero poder decirte algunas de mis ideas
referentes a la musica, materia nobilisima de la que han escrito tantos grandes
hombres y aun el mismo Aristételes, quien considera acerca de ella curiosos
problemas. Por esta razén, si también yo deduzco de algunos experimentos
faciles y tangibles, las razones de ciertas propiedades maravillosas en materia

de sonidos, podré esperar que mis razonamientos sean de tu agrado.

Sagredo. No sélo bien recibidos, sino también, por lo que a mi se refiere,
sumamente deseados, como que hallando deleite en todos los instrumentos de
musica, y habiendo meditado mucho acerca de las armonias, he quedado siempre
en dudas y perplejo en lo concerniente a saber de dénde procede que me agrade
mas una que la otra, y que alguna no sélo no me deleite, sino que me moleste en
sumo grado. Después, el trillado problema de las dos cuerdas, templadas al
unisono, de modo que al sonido de una vibre la otra y resuene simultaneamente,
permanece todavia sin solucién para mi; asi como tampoco estan muy claras las

razones de las consonancias y otras peculiaridades.

Salviati. Veamos si de estos nuestros péndulos se puede sacar alguna solucion a
todas estas dificultades. En cuanto a la primera duda sobre si verdadera y
realmente un mismo péndulo cumple todas sus oscilaciones, maximas,
intermedias y minimas en tiempos exactamente iguales, yo me remito a lo que ya
he oido a nuestro Académico; el cual demuestra bien que el mévil, que descienda

por las cuerdas subtensas a cualquier arco, las recorrera todas necesariamente
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en tiempos iguales, tanto la subtensa bajo ciento ochenta grados (o sea todo el
diametro), como las subtensas bajo cien, sesenta, diez, dos, medio grados, y la
subtensa bajo cuatro minutos, a condicién de que todas vayan a terminar en el
punto inferior de tangencia con el plano horizontal. Después, acerca de aquellos
que descienden por los arcos de las mismas cuerdas, elevados sobre la horizontal
y que no sean mayores que un cuadrante, o sea de noventa grados, el
experimento demuestra que todos son recorridos en tiempos iguales, pero
mas breves que los tiempos del trayecto por las cuerdas; hecho que parece
maravilloso, ya que a primera vista parece que deberia suceder lo contrario.
Porque siendo comunes los puntos extremos del principio y del fin del
movimiento, y siendo la linea recta la mds corta comprendida entre éstos dos
mismos términos, parece razonable que el movimiento efectuado sobre ella
debiera cumplirse en el méas breve tiempo. Sin embargo no es asi, sino que el
tiempo mas breve, y en consecuencia el movimiento mas veloz, es el que se lleva
a cabo sobre el arco que tiene por cuerda a dicha linea recta (30). Por lo tanto, en
cuanto a la proporcién de los tiempos de las oscilaciones de moéviles pendientes de
hilos de diferente longitud, esos tiempos estan en la misma proporciéon que las
raices cuadradas de las longitudes de los hilos, o si se prefiere, las longitudes
estan en proporcién de la segunda potencia de los tiempos; es decir, estan entre
si como los cuadrados de los tiempos. De modo que si se quiere, v. g., que el
tiempo de una oscilacién de un  péndulo, sea doble del tiempo de una oscilaciéon
de otro, es necesario que la longitud del hilo de aquél sea cuadruple de la
longitud del hilo de este. Y también, durante el tiempo de una oscilacién del
primero, efectuara tres oscilaciones el segundo, si el hilo del primero es nueve
veces mas largo que el del segundo. De donde se sigue que las longitudes de los
hilos tienen entre si la misma proporcién que tienen los cuadrados de los

numeros de vibraciones que se efectian en un mismo tiempo.

Sagredo. En este caso, si yo he entendido bien, podra comodamente averiguar la
longitud de un cordel pendiente desde una gran altura cualquiera, aun cuando el
punto superior de sostén me fuese invisible, y si viera sélo el del extremo inferior.
Porque si yo suspendo en el extremos inferior de dicho cordel un grave bastante

pesado, y hago que vaya oscilando en vaivén, y que un amigo vaya contando un
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cierto nimero de sus oscilaciones, mientras yo voy simultaneamente contando
también las oscilaciones de otro mévil suspendido de un hilo de un codo exacto de
longitud, yo podré deducir la longitud del cordel, del nimero de oscilaciones de
los dos péndulos, hechas durante un mismo tiempo. Por ejemplo, pongamos
que durante el tiempo en que mi amigo haya contado veinte oscilaciones del
cordel largo, yo cuente doscientas cuarenta de mi hilo de un codo de longitud;
hallando los cuadrados de los dos niimeros veinte y doscientos cuarenta, que son
400 y 57600, respectivamente, diré que el cordel largo contiene 57600 medidas de
la misma clase de las que mi hilo contiene 400; y como el hilo es de un solo codo,
dividiré 57600 por 400, que me da 144; luego podré decir que el cordel tiene 144

codos de largo.

Salviati. No te habras equivocado ni en un palmo, maxime si el calculo fue

hecho sobre un gran ntmero de oscilaciones.

Sagredo: Con frecuencia ti me das ocasiéon de admirar la riqueza y
simultaneamente la suma prodigalidad de la naturaleza, mientras de cosas tan
comunes, y podria decirse triviales, vas extrayendo datos tan curiosos y nuevos, y
casi siempre diversos de lo que uno pudiera imaginarse. Mil veces he observado
yo las oscilaciones, en particular de las lamparas que en algunas iglesias

penden de cuerdas larguisimas, cuando inadvertidamente las mueve alguno;
pero lo mas que yo he podido observar de tal observacién ha sido la probabilidad
de la opinién de quienes pretenden que es el medio, es decir el aire, el que
mantienen y continua semejantes movimientos, porque me parece que en ese
caso el aire deberia tener un gran discernimiento, y al mismo tiempo muy poco
que hacer, para gastar horas y horas de tiempo para empujar con tanta
regularidad hacia ac4 y hacia alla un peso en suspensién. Pero que yo hubiese
llegado a comprender que un mismo movil, suspendido de una cuerda de cien
codos de largo, desviado del punto muerto una vez noventa grados, y otra un solo
grado o medio, empleare tanto tiempo en recorrer este arco minimo, como en
pasar el otro maximo, no creo que yo lo hubiese comprendido jamds, porque aun

ahora me parece tener algo de imposible. Ahora estoy esperando que estas
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mismas simplisimas minucias, me proporciones unas explicaciones de los

fenémenos de musica, tales que puedan, al menos en parte, aquietar mi mente.

Retomo el analisis de la obra de Galileo y destaco una frase del ejemplo
previo referido al péndulo: “Por lo tanto, en cuanto a la proporcion de los
tiempos de las oscilaciones de moéviles pendientes de hilos de diferente longitud,
esos tiempos estan en la misma proporcion que las raices cuadradas de las
longitudes de los hilos, o si se prefiere, las longitudes estan en proporcion de la
segunda potencia de los tiempos.” Si bien es cierto que tal descripcion, y la del
resto de este ejemplo y los otros, carecen de un desarrollo matematico con la
perspectiva actual de uso del lenguaje algebraico, es indudable la presencia de
un componente matematico, el cual resulta ser un elemento intrinseco en la

descripcion del fenémeno fisico.

La obra de Galileo es cuestionada respecto a qué tanto fundamentd sus
resultados en alguno de los dos aspectos siguientes: la experimentacion por un
lado o el mero pensamiento y deduccién légica por otro. Sirva de ejemplo lo que
Alvarez y Posadas (2003) comentan: “Es muy frecuente encontrar comentarios y
referencias a la obra de Galileo que sugieren que este basaba sus afirmaciones
mas en un pensamiento logico que en observaciones”. Parece que en lo que
concierne a la metodologia empleada por Galileo el debate sigue abierto, lo que
es incuestionable es su contribuciéon en ambos aspectos en la configuraciéon y
consolidacién posterior del método experimental en la fisica y en la

construccién de modelos matematicos para explicar los fenémenos.

En lo particular, me resulta muy interesante, acertada y sugerente la
visiéon que aporta Ortega y Gasset (1985) en torno a la metodologia empleada
por Galileo. Al respecto y al responder a la pregunta: “;Qué hace, en cambio,

Galileo?”, aquel comenta:
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En vez de perderse en la selva de los hechos entrando en ellos como pasivo
espectador, comienza por imaginar la génesis del movimiento en los cuerpos
lanzados cujus motus generationem talem constituo. Mobile quoddam super
planum horizontale proiectum mente concipio omni secluso impedimento. [...]

“Concibo por obra de mi mente un movil lanzado sobre un plano horizontal y
quitando todo impedimento’. Es decir, se trata de un moévil en un plano
idealmente horizontal y sin estorbo alguno —pero estos estorbos, impedimentos
que Galileo imaginariamente quita al movil son los hechos-, ya que todo cuerpo
observable se mueve entre impedimentos, rozando otros cuerpos y por ellos
rozado. Comienza, pues, por construir idealmente, mentalmente, una realidad.
S6lo cuando tiene ya lista su imaginaria realidad observa los hechos, mejor

dicho, observa que relaciéon guardan los hechos con la imaginada realidad.

Ortega y Gasset remata diciendo: “...Se convenceran [los historiadores] de
que la ciencia, se entiende toda ciencia de cosas, sean éstas corporales o
espirituales, es tanto obra de imaginacion como de observacion, que esta tltima

no es posible sin aquella —en suma, que la ciencia es construccion”.

Imaginacion y observacién son dos elementos que pretendo utilizar e
impregnar en la propuesta didactica de este trabajo, construyendo al mismo
tiempo modelos matematicos, los cuales han justificado y lo seguiran haciendo,
el empleo de las matematicas en diversas ramas de las ciencias naturales y, con
esto, motivar el estudio del algebra como una forma de modelar diversos

fendmenos de la naturaleza.

“Este cardcter, en parte al menos, imaginativo de la
ciencia, hace de ella una hermana de la poesia. Pero entre
la imaginacion de Galileo y la de un poeta hay una radical
diferencia: aquella es una imaginacion exacta. El movil y
el plano horizontal que con su mente concibe son figuras
rigurosamente matemdticas...”

Ortega y Gasset.
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2.3 Otras perspectivas sobre el desarrollo de las matematicas

A medida que los teoremas de las matemdticas
se refieren a la realidad no son seguros
y a medida que son seguros no se refieren a la realidad.”

Albert Einstein

Hasta este momento, he hecho énfasis en la perspectiva de la matematica como
lenguaje de la naturaleza para construir una propuesta didactica que amplie el
sentido al estudio del algebra, en tanto los modelos matematicos nos ayudan a
explicar y predecir comportamientos de diversos fenémenos de la naturaleza;
sin embargo, no es conveniente agotar nuestra vision de la matematica: su

significado, utilidad y las tareas de las cuales se ocupa, con esta perspectiva.

Mi afan por dar respuesta al cuestionamiento de para qué sirven las
matematicas, no debe ignorar que el desarrollo histérico de éstas no siempre ha
estado impulsado por las aplicaciones, utilidad, fines practicos o vinculo

intrinseco con la realidad misma.

El origen de las matematicas se remonta a la operacién surgida de la
necesidad practica de contar objetos y a la consecuente creacion de sistemas de
numeraciéon para representar cantidades; también, al estudio de elementos
geométricos para el calculo de longitudes o areas de superficies. En este
sentido, las matematicas forman parte de una dicotomia junto con la realidad.
Se trata de una relaciéon indisociable en la que las matematicas son una
representacion de la realidad o la realidad misma. Una forma de expresarla o
simbolizarla, en la que no se concibe un desarrollo independiente y abstracto de

la realidad. No siempre ha sido asi.

“Insofern sich die Satze der Mathematik auf die Wirklichkeit beziehen, sind sie nicht sicher, und insofern sie
sicher sind, beziehen sie sich nicht auf die Wirklichkeit”
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Respecto a la afirmacién previa y tan sélo como un ejemplo, Eves (1969)
comenta: “...Poco después de la primera cuarta parte del siglo diecinueve tuvo
lugar un evento geométrico que demostré ser de tremenda importancia, no sélo
para la geometria, sino para todas las matemdticas; se inventé una geometria
que diferia radicalmente de la geometria tradicional de Euclides”. Se refiere

evidentemente, a la invencion de la geometria no euclidiana.

Tal geometria difiere con postulados esenciales de la euclidiana, como es
el caso de la suma de angulos internos en todo triangulo. Para la geometria no
euclidiana, la suma no es igual a dos angulos rectos, lo cual es un ejemplo de
dicha ruptura con la realidad o con lo que percibimos de esta. En este sentido y

retomando a Eves (1969), tenemos que:

La invencién de una geometria no euclidiana, invalidando una creencia
tradicional y rompiendo con el habito de pensar que se habia tenido durante
siglos, asesté un fuerte golpe al punto de vista de la verdad absoluta de las
matematicas. Realmente, la invenciéon no sélo liberd la geometria, sino que tuvo
un efecto semejante en las matematicas como un todo. Las matematicas
emergieron como una creacién arbitraria de la mente humana, y no como algo

que esencialmente nos haya impuesto forzosamente el mundo en que vivimos.

Coherente con la perspectiva anterior, Wigner (1960), luego de comentar
que “los conceptos [...] de la geometria elemental, fueron formulados para
describir entidades sugeridas directamente del mundo real”, nos dice: “parece no
ser cierto para los mas avanzados conceptos, en particular aquellos que juegan
un importante papel en fisica”; es decir, diversos conceptos matematicos, como
por ejemplo los nimeros complejos, fueron creados o surgieron en un contexto
puramente matematico, sin referencia especifica al mundo fisico. Fue con el

paso del tiempo que estos resultaron ser, parafraseando a Wigner,
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irrazonablemente efectivos para describir diversos fenémenos en las ciencias de

la naturaleza.

Es asi como se configura el desarrollo de la matematica como una ciencia
que requiere de un sistema axiomatico en abstracto, es decir, de acuerdo con
Eves (1969): “se evidencio que los matemdticos podian elegir sus postulados
adecuados a su conveniencia siempre que fueran compatibles unos con otros. Un
postulado, como lo emplea el matemdtico, no necesita ser autoevidente ni veraz”.
Wigner nos dice: “...el matemdtico puede formular solo un punado de
interesantes teoremas sin definir conceptos mas alla de los que estos contienen

en los axiomas...”

Corresponde a otras disciplinas cientificas, al menos en primera instancia,
ocuparse de la posible aplicacion de los conceptos matematicos en las mismas, o
como dice Barot (2005a): “Exagerando podemos decir que las matemdticas ya no
tenian el afan de describir el mundo real sino de estudiar un sistema axiomdtico
en abstracto, dejando la aplicacion de sus modelos a otras dreas de las ciencias

como la fisica”.

Como comenté al principio de este apartado, no me parece conveniente
agotar nuestra vision de la matematica con la perspectiva de ésta como
lenguaje de la naturaleza. Es importante ofrecerla tan s6lo como una vertiente,
muy fructifera y de suma importancia, entre una gama amplia de riqueza y
posibilidades que brinda el estudio y ejercicio de las matematicas. Hacerlas
implica, tal y como ocurre desde la antigiiedad, el curioso placer por conocer,
descubrir y crear mediante el uso de la razén y la imaginacion,
independientemente de los contextos de aplicacién en los que pueda surgir o

aplicarse, los cuales por supuesto, son muy importantes.
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3 Propuesta didactica basada en la matematica como lenguaje de la
naturaleza

3.1 Problemas pseudoreales y el proceso de matematizacion de la
realidad: dificultades y oportunidades para transformar la practica
docente

La realidad es una ilusién, pero muy persistente
Albert Einstein

Antes de presentar los ejemplos que conforman la propuesta didactica, cabe la
reflexion en torno a los llamados problemas pseudoreales y al proceso de
matematizaciéon de la realidad. Ambos son un referente de analisis y creacién
del tipo de actividades que propongo. Veamos a qué se refiere cada uno de

estos.

Problemas pseudoreales

Segun la definicién dada por Alsina (2007), tomada del ICMI? Study sobre
“Aplicaciones y modelizacién en la ensenanza de las matematicas”, “mundo real
es todo lo que tenga que ver con naturaleza, sociedad o cultura, incluyendo tanto
lo referente a la vida cotidiana como a los temas escolares y universitarios y

disciplinas curriculares diferentes de las matematicas”.

Varios programas de estudio de matematicas en el nivel medio superior,
senalan la importancia de vincular éstas con situaciones de la vida cotidiana o
del mundo real. En la definicién de propodsitos del programa de la ENP se
plantea que “el alumno comprenda que las Matemdticas son un lenguaje y una

herramienta que lo vincula con su entorno social”, sin embargo, al igual que en

3 The International Commission on Mathematical Instruction.
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la definicién previa de “mundo real”, queda abierta la discusién acerca de
cuales son las situaciones o ejemplos vinculados con la realidad o el entorno
social que haran mas efectivo el proceso de ensenanza-aprendizaje de las

matematicas.

Debido al uso frecuente que se le da al concepto de la realidad, me
interesa abordar algunos de sus usos e implicaciones en la ensenanza de las
matematicas; destacar que de manera frecuente se plantean ejercicios o
actividades que, disfrazadas con un lenguaje coloquial, pretenden simular
situaciones de la realidad o la vida cotidiana, pero que distan mucho de serlo. A

tales tipos de ejercicios o “problemas” los considero pseudoreales.

Del Breviario de la Didactica de la Matematica de Barot (2005b) retomo

los siguientes ejemplos:

“Estas fuera de tu casa y la puerta se cerré. La unica ventana abierta estd
en el segundo piso a una altura de 25 pies. Necesitas pedir una escalera de uno
de tus vecinos. Hay un arbusto a lo largo de la casa y por eso tienes que poner la
escalera a una distancia de 10 pies de la casa. ;Qué longitud necesita tener la

escalera para llegar a la ventana?”

Barot cuestiona al respecto:
“... susted haria el calculo necesario para obtener la longitud de la escalera...?
La situacion no requiere que la escalera tenga una longitud precisa: si es un
poco mds corta y llega medio metro debajo de la ventana de cualquier forma nos
serviria, y si fuera dos metros mds largo podriamos colocarla a un lado de la

ventana y pasarnos de lado una vez que subimos lo suficiente en altura...”
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De acuerdo con Barot, podemos concluir que este no es un ejercicio real
sino un ejercicio pseudoreal, es decir un ejercicio que pretende ser de la vida real
pero que al verlo con cuidado no lo es. A pesar de que emplea un lenguaje

cotidiano vinculado a contextos concretos, éstos no son realistas.

Al respecto, Alsina (2007) hace referencia a las “falsas realidades tan
presentes aun en nuestra ensenanza e indicando las caracteristicas deseables
del realismo educativo”. Comenta que “gran parte del tiempo dedicado a la
ensennanza de la matemdatica se dedica a la resolucion de ejercicios rutinarios
alejados de la vida cotidiana”. Habla del “timo de las realidades matematicas”

al manifestar su interés por:

...desenmascarar con detalle aquellas referencias a «realidades» que pueden
confundir substrayendo el interés por su conocimiento. Estas realidades
matematicas abundan en nuestras explicaciones y forman parte prominente de
nuestros libros de texto, convirtiendo lo que deberia ser una motivacién para
unas matematicas activas en un artificio para consagrar unas matematicas
pasivas. [...] Son situaciones aparentemente realistas (al contar con palabras y
datos de uso cotidiano) pero deformadas o cambiadas para poder dar lugar a
ejercicios matematicos rutinarios. Se trata de una preparaciéon ad-hoc justificada

por motivos pedagdgicos.

Aunado a la critica de los problemas pseudoreales o a las falsas realidades,
tenemos la de los efectos de tales problemas o situaciones en la ensefianza de

las matematicas. De acuerdo con Barot, de modo implicito se muestra que:

- Las matematicas sélo sirven para resolver ejercicios que se dan en el salén de
clases.

- Los contenidos abstractos son ajenos de aquella vida fuera de clase, la que si es real.

- Impiden que el alumno vea que las matematicas si le pueden ofrecer algo para su

vida profesional.
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Coincido con Barot en que “el uso de ejercicios pseudoreales tiene el efecto
contrario al intencionado”. En caso de emplear problemas pseudoreales en clase
se requiere, al menos, la debida aclaracion en torno a los alcances y fines de la
actividad y por supuesto, no darlos como ejemplos de la vida real o aplicaciones
de las matematicas. En este sentido, el problema didactico no radica
esencialmente en la presentacion de situaciones, ejercicios o problemas
abstractos desvinculados de la realidad asociada al mundo fisico y concreto,

sino presentarlos como reales a pesar de no serlo.

La propuesta didactica no excluye la posibilidad de realizar en cierto
momento un manejo abstracto o puramente imaginativo de situaciones
relacionadas con conceptos y habilidades matematicas; si procura resaltar la
perspectiva de la matematica de la naturaleza como una visién asociada a

problemas reales y de enorme trascendencia cultural y social.

La matematizacién de la realidad

Considero la matematizacion, de acuerdo con el Marco Teorico de Pisa 20034,

como un proceso matematico fundamental descrito en cinco pasos:

1. Se inicia con un problema enmarcado en la realidad.

2. Se organiza de acuerdo a conceptos matemdticos que identifican las
matematicas aplicables.

3. Gradualmente se va reduciendo la realidad mediante procedimientos como
la formulacion de hipotesis, la generalizacion y la formalizacion. Ello
potencia los rasgos matemdaticos de la situacion y transforma el problema

real en un problema matemadtico que la representa fielmente.

4 Organisation for Economic Co-operation and Development (OECD) e Instituto Nacional de

Evaluacion y Calidad del Sistema Educativo (INECSE), (2004). Marcos Teoricos de Pisa 2003.
Conocimientos y destrezas en Matematicas, Lectura, Ciencias y Solucién de problemas.
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4. Se resuelve el problema matemadtico.
5. Se da sentido a la solucion matemdatica en términos de la situacion real, a

la vez que se identifican las limitaciones de la solucion.

Se trata en sintesis, de un proceso matematico que, tomando como punto
de partida un problema de la realidad, plantea este en términos matematicos,

lo resuelve y, finalmente, lo vuelve a relacionar con el problema de la realidad.

Dicho proceso “implica traducir el problema de la realidad a las

matematicas [...] engloba actividades como:

- Identificar los elementos matemdticos pertinentes con relacion a un problema
situado en la realidad.

- Representar el problema de un modo diferente, organizandolo entre otras
cosas de acuerdo a conceptos matemdticos y realizando suposiciones
apropiadas.

- Comprender las relaciones entre el lenguaje utilizado para describir el
problema y el lenguaje simbodlico y formal necesario para entenderlo
matemadticamente.

- Localizar regularidades, relaciones y recurrencias.

- Reconocer aspectos que son isomorficos con relacion a problemas conocidos.

- Traducir el problema en términos matemadticos, es decir, en términos de un

modelo matemdtico.

Cuando el alumno ha traducido el problema a una forma matematica, el
procedimiento continia ya dentro de las matematicas. Los estudiantes
formularan preguntas como: ‘¢ Hay...?, ‘En ese caso, jcuantos? o ‘Cémo puedo
hallar...” utilizando destrezas y conceptos matematicos conocidos. Intentaran
trabajar en su modelo de problema, adaptarlo, establecer regularidades,

identificar conexiones y crear una buena argumentacion matematica. A esta
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parte del proceso de matematizacion se la conoce normalmente como la parte
deductiva del ciclo de construccién de modelos (Blum, 1996; Schupp, 1988). No
obstante, en este estadio pueden desempenar un papel otros procesos que no
sean estrictamente deductivos. Esta parte del proceso de matematizacién

incluye:

- Utilizar diferentes representaciones e ir cambiando entre ellas.

- Utilizar operaciones y lenguaje simbélico, formal y técnico.

- Pulir y adaptar los modelos matematicos, combinando e integrando
modelos.

- Argumentar.

- Generalizar.

El dltimo o los ultimos pasos a la hora de resolver un problema conllevan una
reflexién sobre todo el proceso matematico y los resultados obtenidos. En este
punto los estudiantes deben interpretar los resultados con una actitud critica
y validar todo el proceso. Esta reflexién tiene lugar en todas las fases del
proceso, pero resulta de especial importancia en la fase final. Este proceso de

reflexion y validacién incluye:

- La comprension del alcance y los limites de los conceptos matematicos.

- La reflexiéon sobre los argumentos matematicos y la explicaciéon y
justificacién de los resultados.

- La comunicacién del proceso y de la solucién.

- La critica del modelo y de sus limites.”
Tal descripcién se representa graficamente con el esquema siguiente,

tomado también del Marco Teodrico y en el que se representan los cinco pasos

descritos antes.
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Esquema 1. El ciclo de la matematizacién

Un esquema similar propuso Lopez de Medrano (1990) para representar el

*z « s
proceso de construccion de: “un modelo para resolver un problema real, como se
trabaja con el modelo y como se utiliza la situacion abstracta que se obtiene con
el modelo para resolver el problema real o, por lo menos, como una guia para

resolverlo (aplicacion del modelo). El esquema es el siguiente:

v

Abstraccion

Realidad Modelo

Aplicacion

A

Esquema 2. Modelo de resolucion de problemas (Lopez de Medrano).

Finalmente, comento que me interesa por un lado, alejarme del
planteamiento de problemas pseudoreales, o al menos reconocerlos como tales;
por otro lado, hacer énfasis en las caracteristicas del proceso de
matematizacion de la realidad para su manejo didactico en el aula y para la
comprensiéon y resolucion de problemas y ejercicios matematicos que lo

requieran.
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3.2 Ejemplos de la propuesta didactica:

construccion de situaciones de aprendizaje y puesta en practica

Expongo a continuacién una serie de ejemplos construidos a partir de la
perspectiva de la matematica como lenguaje de la naturaleza. Son la concrecién
de aquella y con los cuales espero aportar favorablemente a la practica docente
en lo que respecta a la reconceptualizacion de las matematicas, la reflexiéon en
torno al sentido de las mismas y su didactica. Tales ejemplos, mas que
ajustarse a una estructura o esquema didactico comin, son presentados de
acuerdo a como fueron investigados, construidos y preparados para trabajar en
clase. Incluyo el trabajo de investigacién documental (Antecedentes tedricos)
para acercarme al tema y a su comprension, a pesar de no recrear tal cual
dicha labor en el momento de abordar los ejemplos con los estudiantes. Por
ejemplo, los antecedentes tedricos que incluyo en el tratamiento del tema de la
“divina proporciéon” resultarian inconvenientes para abordarse tal cual en el
contexto del bachillerato, sin embargo, considero que si aportan a la formacién
disciplinaria que como profesores requerimos obligadamente; sobre todo,
posibilitan acercarse de wuna manera fascinante al conocimiento o
profundizaciéon de los temas tratados, tal como a mi me ocurrié al redescubrir y
reinterpretar algunos de éstos.

Se trata en esencia de fundamentos, planteamiento de ejercicios y
problemas matematicos que aterrizan en la creaciéon de secuencias didacticas
para abordarse en clase. Queda abierta la posibilidad para que las situaciones
aqui expuestas sean replanteadas y reconstruidas para adaptarlas a diversos
escenarios, en aras de ampliar las alternativas didacticas para la ensenanza de
las matematicas. En el anexo incluyo los planes de clase que preparé para
trabajar la propuesta didactica con el grupo de bachillerato durante la Practica
Docente. De manera paralela a la descripcion de la propuesta, hago un relato
de experiencias que tuve al implementarla frente a grupo, al mismo tiempo que

recomendaciones para una mejor ejecucion.
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Ejemplo 1

® y la divina proporcion

A ti, maravillosa disciplina
media, extrema razon de la hermosura que
claramente acata la clausura viva en la malla

de tu ley divina.

A ti, carcel feliz de la retina durea seccién,
celeste cuadratura misteriosa fontana de
mesura que el universo armoénico origina.

A ti, mar de los suefios angulares flor de las
cinco formas regulares dodecaedro azul, arco

Luces por alas un compas ardiente. Tu canto es
una esfera transparente.

A ti divina proporcién de oro.

Temas del programa que contempla:

Operaciones con monomios y polinomios.
Productos notables y factorizacion.

Operaciones con fracciones y radicales.

Ecuaciones y desigualdades.
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Objetivo:

Analizar acerca del significado dado por varias culturas a la divina proporcion,
asi como de la relacién de ésta con fendmenos naturales y creaciones humanas,
las cuales seran vinculadas con diversos conceptos matematicos, tales como la

proporcion, los patrones numéricos o las operaciones algebraicas.

Secuencia de trabajo propuesta:

Proyecciéon en video de la secciéon Razon aurea, la cual se encuentra dentro del

portal “PUEMAC” y de Materiales Didacticos del portal “Proyecto Descartes”:

-Instituto de Matematicas, UNAM. 2004. Proyecto Universitario de Ensenanza
de las Matematicas Asistida por Computadora [en linea]. Disponible en

http://www.interactiva.matem.unam.mx/index.html. (Diciembre del 2009).

-Ministerio de educacion, gobierno de Espana. Proyecto Descartes.
Matematicas Interactivas [en linea]. Disponible en

http://recursostic.educacion.es/descartes/web/ (Diciembre del 2009).

Mediante la exposicion general de contenidos seleccionados: explicaciones,
imagenes y desarrollos matematicos, se puede comentar acerca de la
perspectiva en la Grecia antigua de la razéon aurea, su uso en diversas
edificaciones, la relacion que guarda con objetos de la naturaleza y los

conceptos matematicos asociados.

En dicha secciéon dentro del portal PUEMAC, se puede usar el articulo
“,Esta Britney Spears bien proporcionada?” como una forma amena para
abordar los conceptos de razodn, proporciéon y la existencia de un patrén

numérico en las dimensiones del cuerpo humano. Comprendidos estos, sera
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posible, como yo lo hice, la deduccién junto con los estudiantes del valor de @ a
partir de la igualdad de razones geométricas, aunque si el docente lo prefiere,
puede ahondar antes de la deduccion, en las aplicaciones de la razén y
proyeccion de imagenes de objetos que la contienen, basandose en los

contenidos de dichos portales.

Luego de estudiar la razéon aurea, puede aprovecharse para abordar el
tema de la sucesion de Fibonacci y su presencia en algunas situaciones tales
como el proceso de crecimiento de la poblaciéon de conejos, las espirales de los

girasoles, etc.

A continuacién expongo brevemente algunos antecedentes histéricos y
conceptuales de la razon aurea y presento la transcripcion del texto “;Esta
Britney Spears bien proporcionada?”’, el cual utilicé durante las sesiones de
trabajo frente a grupo. Resulté un elemento atractivo, claro y motivante para
los estudiantes. Luego agrego algunas imagenes alusivas a los temas de razon
aurea y sucesiéon de Fibonacci, las cuales fueron tomadas de los portales
PUEMAC y Proyecto Descartes. La informacién que se encuentra en éstos es
amplia y correspondera al docente decidir cual de los materiales utilizar y si se
basara en las animaciones para el tratamiento matematico de la informacion.
En mi caso, decidi sélo aprovechar algunas imagenes y explicaciones breves, en
tanto no era el propdsito esencial profundizar en el estudio matematico de la
razoén aurea, sino tan sélo mostrarla como un ejemplo de aplicacién de las

matematicas en la elaboracion de modelos de un fendmeno fisico.
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Antecedentes histoéricos y tedricos

La divina proporcion es un término introducidos por Luca Pacioli (1445-1517)
en su obra del mismo nombre De Divina Proportione y corresponde a lo que en

la definicién 3 del libro VI de Los Elementos, Euclides expone como sigue:

Se dice que una recta ha sido cortada en extrema y media razon cuando la
recta entera es al segmento mayor como el segmento mayor es al segmento

menaor. A o =
L . &

Tal condicién se identifica también con los términos: razén de oro, razon
aurea o numero de oro, cuando se hace referencia al cociente de las magnitudes
de la recta entre el segmento mayor, asi como entre este y el menor, segtun lo
expresado en la definiciéon. Dicho niimero tradicionalmente se representa por la
letra griega ® (Fi), que es la inicial del artista griego Fifias, escultor y

arquitecto del Partenén (Gonzalez, 2001: 184).

Un posible desarrollo para la condicion de la recta cortada, basado en una

perspectiva algebraica posterior a la empleada en Los Elementos, es el

siguiente:
AB _AC
AC CB
AC+CB _AC ya que
Ac - CB AB = AC + CB
AC N CB _AC
AC  AC CB
1 AC
1+4—= — =
0 @ ya que ~p %
pHl=¢f
P’ —p—-1=0
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Ecuacion cuyas raices son:

1++5
(pl - 2 =~ 1.618

1—-+/5
¢2=—5—~ 0618

En las proposiciones 11 y 30 de los libros IT y VI respectivamente de Los
Elementos, también se aborda el tema de la recta cortada en extrema y media
razon, la cual es construida con proposiciones previas y sin la sofisticacion del
lenguaje algebraico del desarrollo previo. A decir de Gonzalez (2001, 186) es

plausible que Pitagoras resolviera la ecuacién x? = a? — ax —obtenida a partir

de un segmento AB=a dividido por el punto H de forma durea, siendo AH =X
el segmento mayor de la division—, por un procedimiento analogo al que

encontramos en Los Elementos.

Con el propoésito de senalar la concordancia entre el desarrollo algebraico
previo y el geométrico que destaca en Los Elementos (Euclides, 1944), a

continuacion se presenta la proposicién 11 del Libro II.

Proposicion 11 (Libro II)
Dividir una recta dada de manera que el rectangulo comprendido por la (recta)
entera y uno de los segmentos sea igual al cuadrado del segmento restante.

z H Sea AB la recta dada.

Asi pues, hay que dividir AB de modo que el rectangulo

comprendido por la (recta) entera y uno de los segmentos sea

igual al cuadrado del segmento restante.

/ Pues constrayase a partir de AB el cuadrado ABAI' y
dividase en dos AI" por el punto E y tracese BE y prolénguese
I'A hasta Z, y hagase EZ igual a BE, y constrayase a partir
r K » de AZ el cuadrado ZO, y prolonguese HO hasta K.
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Digo que AB ha sido cortada en 0, de modo que hace el rectangulo comprendido

por AB, BO igual al cuadrado A®.

Pues como la recta AI" ha sido dividida en dos por el (punto) E y se le ha
anadido ZA, entonces el rectangulo comprendido por I'Z, ZA junto con el
cuadrado de AE es igual al cuadrado de EZ. Pero EZ es igual a EB; por tanto, el
(rectangulo comprendido) por I'Z, ZA junto con el (cuadrado) de AE es igual al
cuadrado de EB. Pero los (cuadrados) de BA, AE son iguales al (cuadrado) de
EB, porque el angulo correspondiente a A es recto; por tanto, el (rectangulo
comprendido) por I'Z, ZA junto con el (cuadrado) de AE es igual a los cuadrados
de BA, AE. Quitese de ambos el (cuadrado) de AE; entonces el rectangulo
restante comprendido por I'Z, ZA es igual al (cuadrado) de AB. Ahora bien, el
(rectangulo comprendido) por I'Z, ZA es ZK: porque AZ es igual a ZH; pero el
cuadrado de AB es AA; por tanto, ZK es igual a AA. Quitese de ambos AK;
entonces el (cuadrado) restante ZO® es igual a OA. Y OA es el (rectangulo
comprendido) por AB, BO: porque AB es igual a BA; pero ZO es el cuadrado de
A®; por tanto, el rectangulo comprendido por AB, BO® es igual al cuadrado de
OA.

Por consiguiente, la recta dada AB ha sido dividida en ® de modo que

hace el rectangulo comprendido por AB, BO igual al cuadrado de OA.
Tal divisiéon de la recta dada AB, construida de modo que “AB ha sido
cortada en 0, de modo que hace el rectangulo comprendido por AB, BO igual al

cuadrado A®”, implica lo siguiente:

“Rectangulo comprendido por AB, BO” = “Cuadrado A®”
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O bien que (AB)(BO®) = (A®)(A®), lo cual es equivalente a la condicién de la
definicion 3, antes descrita: AB/AC = AC/CB , ya que C=0.

Es interesante la concordancia entre la interpretaciéon geométrica dada a
la divina proporciéon en Los Elementos (como proporcion entre areas) y la
interpretacion algebraica que conduce a la obtencion de @, sin embargo, lo que
mas interesa en este caso, es la presencia de ® en la naturaleza y la
interpretaciéon dada por los antiguos griegos, en términos de que la divina
proporcion es la mas estética y sobre todo, expresa matematicamente diversas

situaciones.

Un ejemplo destacado de la presencia de @ en la naturaleza, al menos de
manera aproximada, es el que se refiere a diversas proporciones entre partes
del cuerpo humano. Sirva de ejemplo la imagen El homo cuadratus (E1 hombre
de Vitrubio o Canon de las Proporciones Humanas) de Leonardo da Vinci
(1452-1519), la cual, segin Gonzalez (2001: 192), aparecié por primera vez en
1511 formando parte de una reedicion del tratado De Architectura de Vitrubio
(alrededor del siglo I a. de C.), como ejemplo de las proporciones ideales del
cuerpo de un hombre, que puede inscribirse tanto en un circulo como en un

cuadrado. El circulo esta centrado en el ombligo y el cuadrado en los genitales.
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Las proporciones ideales del cuerpo humano corresponden a la razéon aurea

entre el lado del cuadrado y el radio del circulo.

Figura 3.1a Tomada de PUEMAC(2004).

Figura 3.1b Tomada de PUEMAC(2004).
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(Esta Britney Spears bien proporcionada?

(Material de trabajo).

Texto tomado del portal PUEMAC. Se distribuyé entre los estudiantes para su lectura y
analisis en equipos de trabajo y luego en el grupo. Result6 ser una forma motivante para
abordar el concepto de razdn, realizar algunas operaciones algebraicas y calcular la razén
aurea.

El otro dia, mientras visitaba a mis tios en su casa fui testigo de una discusion
entre dos de mis primos: Pedro, un adolescente de 16 afios habia tenido a bien
pegar este poster en la

habitacién que comparte con

Raul, un joven de 21. Esto

disgust6 a Raul que, de

hecho, mantiene tapizada la

habitacién con sus propios posters. "Quitame eso de aqui", le dijo a Pedro.
Pedro es fan de la cantante, mientras que Raul prefiere el hip-hop y otras
corrientes menos comerciales. "(En qué te molesto si la pongo? también es mi
cuarto, ademas no puedes decir que no esta... preciosa" respondié Pedro. No
puedo poner aqui lo que contesté Raul, pero incluyé el calificativo "horrible"
refiriéndose a Britney. A mi me parecié que su aversion al tipo de musica que
interpreta la cantante le hizo perder la objetividad, "viéndola bien es bonita"
pensé. Como la belleza es, por supuesto, una cualidad subjetiva, no hay cémo
refutar la afirmaciéon de que Britney es horrible, ni como probar lo contrario.
"Esta mal proporcionada", concluyé Ratl en la discusion. jAh! ahi si que perdio,
pensé, podemos demostrar que eso es falso. Se me subidé lo matematico a la
cabeza, ciertamente Britney no es un orangutan (piernas cortas, brazos largos,
etc.) eso es evidente, pero habra que medirla para constatarlo

indubitablemente.
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Me di entonces a la tarea de conseguir algunas imagenes de la cantante y

averiguar su estatura real. Con las fotografias y la estatura real basta hacer

simples "reglas de tres" para determinar el resto de sus medidas. Una vez

hecho esto basta ver qué distancia hay entre algunos elementos del cuerpo con

relacion a otros. La clave aqui es "con relaciéon a"; Britney puede ser alta o

pequena de estatura, pero la longitud de sus piernas, por ejemplo, debe estar en

proporciéon con su tamano; eso es lo que significa estar proporcionado, mas que

las medidas reales de Britney, lo que importa aqui son las medidas relativas:

qué tan larga es tal o cual cosa respecto a alguna otra, proporciones a fin de

cuentas.

Averigiié que Britney mide 1.63 m. de altura y
entonces, con base en la fotografia que aparece a la
1zquierda, pude calcular la distancia aproximada
que hay del piso a su ombligo (lo cual es
significativo porque el centro de masas de las
personas bien proporcionadas es el ombligo), la que
resultd6 ser 96.4 cm. Si dividimos 163/96.4
obtenemos 1.6908. Si ahora nos dedicamos a su
rostro, estimando las medidas reales obtenemos lo

que se muestra en la imagen de la derecha.

El largo total de su cara es de unos 20 cm. y la

altura de su barbilla al lagrimal es de 12 cm.,

ahora la proporciéon es

20/12=1.6666. La

distancia entre la punta de la nariz y la barbilla

es de 6.5 cm. que si es dividida entre la

distancia de la barbilla a la boca, que son 4 cm,

arroja la proporcion 1.625. La misma proporcion

se obtiene dividiendo la distancia que hay entre el lagrimal del ojo izquierdo y

el extremo opuesto del ojo derecho y la distancia entre los lagrimales: 1.625.
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iQué curioso! hemos obtenido cuatro diferentes proporciones y todas son muy
parecidas: 1.69, 1.666 y 1.625 (dos veces). Resulta que eso no es una
coincidencia ni una cualidad exclusiva de Britney Spears, todos los seres
humanos bien proporcionados tienen, aproximadamente, la proporcién 1.618
entre las distancias medidas en Britney. A este nimero se le ha considerado
muy especial desde la antigliedad y se le llama con diversos nombres, aqui le
llamaremos la razon durea. Por cierto la razén aurea no es exactamente 1.618,
eso es sbOlo una aproximaciéon. Este ntimero aparece de pronto en muchos

objetos y fendémenos interesantes en la naturaleza.

Asi que en conclusion, Britney Spears si esta bien proporcionada. Cuando le
mostré el resultado de mis pesquisas a Raul, insisti6 en que no estaba bien
proporcionada, cuando le cuestioné su terquedad repuso: "Britney no esta bien
proporcionada porque no me la han proporcionado". jLa riqueza del espanol!.
Finalmente Pedro pudo poner su poster, mas por un ejercicio de autoridad de

mi tio que por demostraciones ociosas.

Fuente:
Galaviz, José. (Esta Britney Spears bien proporcionada? [en linea]. Disponible
en http://www.interactiva.matem.unam.mx/ Fecha de consulta: diciembre del

20009.
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La proporcion aurea

Imagenes tomadas del portal educativo Proyecto Descartes. Sirvieron de ejemplo para ilustrar

acerca de la presencia de la razén aurea en obras artisticas.

El uso de la proporcion aurea produce una estilizacion de las figuras que busca
la "belleza divina". En las siguientes imagenes podemos observar dicha

proporciéon aurea.

Cineva

Raquel Welch

Fuente: Galo Sanchez, José R. La proporcion aurea, armoénica o divina. [en
linea]. Disponible en:
http://descartes.cnice.mec.es/materiales_didacticos/belleza/canonaureo.htm.

Fecha de consulta: diciembre del 2009.
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La belleza en la escultura clasica

1,618... que es el denominado niimero aureo y a la proporcion se le denomina
aurea o divina. Esta proporcién refleja la maxima belleza y perfeccion, es
decir la belleza divina. El rectangulo asociado se denomina aureo.

1,306... que es el denominado nimero cordobés y a la proporcién se le
denomina cordobesa o en contraposicion a la anterior proporciéon humana. El

rectangulo asociado se denomina cordobés.

Dama de Auxerre (sin pedestal) Venus de Willendorf
1.65 (divina) 2.00 (superestilizada)
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1.62

Venus Capitoline Venus de Milo
1.32 (humana) 1.62 (divina)

Artemis Cariatides
1.61 (divina) 1.62 (divinas)

Fuente:
Galo Sanchez, José R. Proporciones en esculturas clasicas. [en linea] Disponible
en: http://descartes.cnice.mec.es/materiales_didacticos/belleza/eclasica.htm

Fecha de consulta: diciembre del 2009.
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La sucesion de Fibonacci

Tomada del portal PUEMAC. Sirvi6 para observar la relacién entre la razén aurea y la
sucesion de Fibonacci, asi como para ilustrar acerca de la presencia de ésta en fenémenos de

crecimiento.

Es posible construir un rectangulo que se aproxime, tanto como se desee, a un

rectangulo aureo. El proceso es el siguiente:

1. Dibgjense juntos dos cuadrados idénticos cuyo lado mida una unidad
elegida arbitrariamente. Estos dos cuadrados pegados constituyen lo que
llamaremos nuestro rectangulo de etapa 1.

2. Supongamos que tenemos el rectangulo aureo de etapa k. Para obtener el
de etapa k+I1 anadimos al de etapa k& un cuadrado cuyo lado mida lo

mismo que el lado mayor del rectangulo de etapa k&

Las longitudes de los lados de los dos cuadrados iniciales son 1 (unidad
arbitraria), luego se anade un cuadrado de lado 2, luego se annade uno de lado 3,

luego uno de 5, luego uno de 8. La secuencia de las longitudes es:
1,1,2 8, 5,8 13, 21, 34, 55, ...

A esta sucesion de nimeros se le conoce como la sucesion de Fibonacci y tiene
una cualidad muy interesante: un término cualquiera de ella se obtiene
sumando los dos términos previos. Por ejemplo, el tercero es 2 que resulta de

sumar los dos primeros unos; el octavo es 21 que resulta de sumar 13 y 8.
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En la aproximacion al rectangulo aureo que hemos construido, siempre ocurre
que el lado mayor del rectangulo es un término de la sucesion de Fibonacci y el
lado menor es el término anterior. Curiosamente si dividimos el i-ésimo
término de la sucesién entre el inmediato anterior, es decir, el (i-1)-ésimo; el
resultado se acerca tanto al valor de la razén aurea, cuanto mayor sea el valor
de i. Es decir, mientras mas avancemos en la sucesiéon, el cociente de un
término entre el término que le antecede se aproxima mas al valor de ®. Asi
que conforme vayamos agregando cada vez mas cuadrados a nuestra

construccidén, nuestra aproximacién a un rectangulo aureo sera mejor.

Por ejemplo los cocientes que obtenemos para los términos mostrados arriba
son: 1, 2, 1.5, 1.666..., 1.6, 1.625, 1.615, 1.619, 1.617. Noétese que los valores de

los cocientes son, alternadamente, superiores e inferiores al valor de ®.

La sucesion de Fibonacci aparecié por primera vez en el Liber Abaci escrito por
Leonardo de Pisa (Fibonacci o Hijo de Bonaccio) en 1202. En esta obra que,
contrario a lo que indica el titulo, no versa sobre el abaco, Fibonacci habla del
sistema de numeracion indoarabigo y de sus virtudes como medio para
expresar y manipular nimeros. Al final el autor pone una serie de ejercicios
que permiten evidenciar dichas virtudes. La sucesién de Fibonacci surge de uno
de esos ejercicios. El ejercicio de Fibonacci pregunta cuantas parejas de conejos
habra en una granja luego de 12 meses, si se coloca inicialmente una sola

pareja y se parte de las siguientes premisas:

Los conejos alcanzan la madurez sexual a la edad de un mes.

En cuanto alcanzan la madurez sexual los conejos se aparean y siempre
resulta prenada la hembra.

El periodo de gestacion de los conejos es de un mes.

Los conejos no mueren.

La hembra siempre da a luz una pareja de conejos de sexos opuestos.

o Otk W

Los conejos tienen una moral y un instinto de variedad genética muy
relajados y se aparean entre parientes.
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El proceso de crecimiento de la poblaciéon de conejos es mejor descrito con la

siguiente ilustracion.

Como se puede observar el numero de parejas de conejos por mes esta
determinado por la sucesién de Fibonacci. Asi que la respuesta al ejercicio del
Liber Abaci, acerca de cuantas parejas de conejos habra luego de un afo,

resulta ser el doceavo término de la sucesiéon: 144.

Fuente:
Galaviz, José. (Esta Britney Spears bien proporcionada? [en linea]. Disponible
en http:/www.interactiva.matem.unam.mx/ Fecha de consulta: diciembre del

2009.
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Las espirales en la naturaleza (y su relacién con la sucesion de Fibonacci)

Tomada del Centro Virtual de Divulgaciéon de las Matematicas (Divulgamat). Sirvié para
ilustrar acerca de la presencia de la sucesién de Fibonacci en fenémenos naturales.

En cualquier pina de los pinos, si la observamos desde

arriba, descubriremos que los pinones se distribuyen

formando un buen numero de espirales. Y no precisamente

de forma aleatoria. No es ninguna casualidad. Los pifiones

han de distribuirse de forma 6ptima, es decir, aprovechando

el espacio al maximo; y esa optimizacion del espacio se consigue mediante una
distribucién en espiral. Si contamos las espirales en un sentido siempre
aparecen 8, si las contamos en el otro sentido encontraremos exactamente 13. Y
no importa en qué pina las contemos.

La distribucion de las pipas en un girasol también se hace

dibujando espirales, la variedad mas frecuente tiene 89

espirales en un sentido y 144 en otro, aunque otras

variedades presentan 55 y 89 respectivamente. La margarita

también dispone sus semillas en 21 espirales dextrogiras y

34 levogiras.

(Es esto una mera casualidad? No. Las semillas se distribuyen siempre segin
una ley natural que minimiza el volumen ocupado. Esta optimizaciéon natural
produce inevitablemente una distribucién en espiral.

Observemos estos numeros... 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144... Una curiosa sucesion,
que esta directamente relacionada con las espirales. Con las espirales y con el

crecimiento y la forma de las plantas. La sucesion de Fibonacci.

Fuente:
Pérez, Antonio. Centro Virtual de Divulgacién de las Matematicas. Las
espirales en la naturaleza [en linea] Disponible en

http://divulgamat.ehu.es/weborriak/Exposiciones/Expode/AntonioPerez/Natural

eza/Vegetal/MundoVegetal.asp Fecha de consulta: diciembre del 2009.
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Ejemplo 2

Calculo de la profundidad de un pozo

en funcion del tiempo de caida de un objeto*

Temas del programa que contempla:

B Operaciones con monomios y polinomios.
B Operaciones con fracciones y radicales.

B Ecuaciones y desigualdades.

[75]




Objetivo:

Dado el caso hipotético del lanzamiento de una piedra a un pozo y la medicién
del tiempo de caida, calcular la profundidad de aquel mediante el analisis de
las variables fisicas y los modelos matematicos asociados a los fendémenos de
caida libre y movimiento rectilineo uniforme, para ilustrar acerca de la
posibilidad de las matematicas como una herramienta para calcular de manera
indirecta una longitud y elaborar modelos matematicos que representen un

fenémeno.

Secuencia de trabajo propuesta:

Proponer el problema a los estudiantes, indagando en todo momento acerca de
posibles formas de resolucién o conocimientos pertinentes que ayuden a

construir la respuesta. El planteamiento es el siguiente:

Suponer que se desea conocer la profundidad de un pozo seco. Para
hacerlo, se deja caer una piedra desde la boca y se mide el tiempo a partir de
este momento y hasta escuchar el impacto de la piedra con el fondo, digamos
por ejemplo 3s. ;Qué profundidad tiene el pozo? Si los estudiantes no lo
plantean, sera necesario en primera instancia recordar el fenémeno de caida
libre y ecuaciones de movimiento asociadas, en especial la que permite calcular

la distancia que recorre un cuerpo en caida libre: x = xo + vot + % at?

Tal y como he preguntado a los estudiantes con quienes he implementado
este problema de clase, pregunto al lector si considera que tomando condiciones
iniciales xo = 0 [m] y vo = 0 [m/s] y dado que la aceleraciéon gravitacional se
puede tomar como una constante, ;para calcular la profundidad del pozo
bastara con sustituir el tiempo medido t = 3[s] en la ecuaciéon para calcular la

distancia recorrida por la piedra y entonces obtener la profundidad del pozo? Si
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es asi, entonces el problema tiene una solucién trivial y requiere tan soélo
sustituir t = 3 [s] en el modelo matematico. La soluciéon, o mejor dicho, una
mejor aproximacion para el calculo de la profundidad del pozo no es trivial.

Veamos algunos antecedentes tedricos de conceptos pertinentes.

Antecedentes tedricos

Posicién de un objeto en caida libre

Se trata de uno de los ejemplos mas comunes del movimiento uniformemente
acelerado. Consiste en dejar caer libremente un objeto cerca de la superficie de

la Tierra.

En el apartado “Galileo y la matematizaciéon de la naturaleza” tuvimos
oportunidad de analizar como abordo Galilei dicho fenémeno al hablar de la
relacion entre las velocidades y las distancias correspondientes recorridas por
un cuerpo en caida libre, con lo cual concluye que las velocidades de un cuerpo
en caida libre no estan en la misma proporcion que las distancias
correspondientes recorridas. Galileo también afirmé6 que los objetos que caen
aumentan su rapidez con la misma aceleracién, al menos en ausencia del aire
(Giancoli, 2006). A esta aceleracion se le llama aceleraciéon debida a la
gravedad de la Tierra y se le designa con el simbolo g, cuya magnitud
aproximada es g = 9.8 [ms2]. El valor de g varia ligeramente de acuerdo con la

latitud y elevacién, pero son despreciables en la mayoria de los propésitos.

La ecuacion de interés para la resolucion del problema del pozo, es la de la
posicion del objeto en caida libre después de un tiempo t. Son fundamentales
las ecuaciones de velocidad promedio y la aceleraciéon que se supone constante

en el tiempo:
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Velocidad promedio:

= .suponiendo ty, =0

7=
t—t, t
de donde:
x=x,+vt (a.1)

Aceleracién constante:

v — 1,
a =
t
de donde:
v=v, tat (a.2)

Al considerar que la velocidad aumenta a un ritmo constante, tenemos que la
velocidad promedio esta dada por:

vyt

v=—— (a.3)

&

donde %ar¥ son las velocidades inicial y final respectivamente.

Sustituyendo (a.3) en (a.1), tenemos:

x=x+ (")t (a4

luego (a.2) en (a.4):
vy vy + rxt) .

x=xﬂ+( 5

tenemos que:

1 =
x=x;+vt +-at”
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Ecuacion que nos permite calcular la posicion de un cuerpo en caida libre
después de un tiempo t. Si las condiciones iniciales las suponemos nulas,

entonces:

(a.b)

El Sonido y su transmision

El sonido es una perturbacion que se propaga en los medios materiales y que
nuestro sentido del oido puede percibir. El sonido no se propaga en el vacio. La
rapidez del sonido es diferente en distintos materiales. En el aire a 0°C y 1
atm, el sonido viaja con una rapidez de 331 [m/s]. La tabla siguiente indica la

rapidez del sonido en varios materiales (Giancoli, 2006):

Tabla T.1 rapidez del sonido
en varios materiales (20°C y 1
atm.)

Material Rapidez [m/s]
Aire 343

Aire (0°C) 331

Helio 1005
Hidrégeno 1300
Agua 1440
Agua de mar 1560
Hierro y acero ~5000
Vidrio ~4500
Aluminio ~5100
Madera dura ~4000
Concreto ~3000

Para el aire, la velocidad del sonido esta dada de manera aproximada por
el modelo: v = (331 + 0.60T) [m/s]
S1 consideramos una temperatura de 20°C, tendremos una velocidad de

343 [m/s], la cual sera la que supondremos para la resolucién de nuestro
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problema de clase. Por cierto que dado que la velocidad del sonido en cierto
material es constante, podemos considera que se trata de un movimiento
rectilineo, donde aplica la ecuaciéon de movimiento:

v=d/t [m/s]6v=x/t [m/s] (a.6)
Regresemos a la solucién de nuestro problema:
Solucién al problema (1* aproximacion)

Sugiero llevar a cabo esta primera aproximacion, la cual consiste en sustituir el

tiempo t = 3 [s] en la ecuacién (a.5), es decir:

x=2gt> ]
x = 2(98)(3)?[n]

x = 44.1 [m]
Solucién al problema (2% aproximacion)

Quiza ya se advirti6 que una mejor aproximaciéon para el calculo de la
profundidad del pozo debe considerar que el tiempo t = 3 [s] comprende dos
eventos fisicos: uno, el de caida libre de la piedra, desde el momento en que se
deja caer ésta y hasta que impacta en el fondo; dos, el de transmision del sonido
desde el momento de generaciéon de la onda sonora en el impacto, hasta el

momento en el que el observador percibe la onda.
El tiempo total tr puede plantearse como:

tT = teaida + tsonido, €8 decir:

3 = tcaida + tsonido (8.7)
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Por lo sencillo y claro de comprender tal situacién, aunque no evidente al
momento de plantearla, sugiero que no se haga esta consideracion inicialmente,
sino luego de cuestionar acerca de si es s6lo el fenomeno de caida libre el que
esta involucrado y qué otras consideraciones son pertinentes. En mi caso, opté
por la estrategia de inducirlos a pensar en la primera aproximacioén, sin
considerar el tiempo de propagacion del sonido y aparentar una solucién trivial
al ejercicio, para luego hacer notar lo inexacto de tal consideracion y la

necesidad de incluir otras ecuaciones y resolverlas.

Destaco la posibilidad de disertar, a partir de la ecuacién anterior, en torno a la
posibilidad del lenguaje matematico para modelar o expresar el

comportamiento de un fenémeno fisico.

Al resolver para t en (a.5) y (a.6) para luego sustituir en (a.7), tenemos:

3= teaida + tsonido

||E x
3= |—+ "
1‘ -lg
g =9.8[ms™?]
v = 343[ms"1]
por lo que:
||? _ 1
3= |[——Wx+ ——x
ng.s 343

La soluciéon de esta ecuacion nos dara una mejor aproximacion del calculo

de la profundidad *. Para resolverla, se plantea un cambio de variable:

—

VX = ¥, entonces:
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||; 1

3= — v+ 1:,.2

93 - -

\ 9.8 343

1 |I?

y'+ [ ¥y—3=0

343° l9.8 -
N

cuyas soluciones son ¥1 = 637 y ¥, = —161.32

Como * = ¥~ tenemos que:

x; = 40.68 [m] x, = 26027

Solo *1 es significativa. Tal y como se esperaba, su valor es menor que el

obtenido mediante la primera aproximacion.

El procedimiento matematico mostrado hasta ahora en la segunda
aproximacion es tan sélo una simplificacién de lo que ha sido necesario explicar
durante las clases. No resulta claro para algunos estudiantes, por ejemplo, por

B P
|;.'-t' |.¢ —

qué |[—= [ZVx, sin embargo, las dificultades en la comprensién o realizacién

N g A g
de procedimientos son hasta cierto punto detectables al abordarse junto con los
estudiantes en clase. Sugiero tomar tiempo suficiente para indagar acerca del
grado de dominio que tienen los estudiantes con tales procedimientos y para
explicarlos, sin profundizar demasiado o dejar de lado el objetivo del problema

matematico.

En lo particular, me ha resultado efectivo desarrollar de manera paralela tanto
el procedimiento esencial y simplificado de las expresiones, al mismo tiempo
que el concepto en el cual se basan acompanado de un ejemplo para confirmar

la validez —al menos particular- del mismo.

Sirva de ejemplo lo siguiente:
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Desarrollo simplificado Concepto béasico Ejemplo

l2x 2 7 — — — -
N XY = Wx [y

IL: T Ild'-'x
Ng SN T g

Sugiero que el docente trabaje junto con todos los estudiantes desde la ecuacion
(a.7) hasta el calculo de la profundidad del pozo, asi como que se comente
respecto a la posibilidad que brindan las matematicas de modelar fenomenos,

expresar la relacion cuantitativa entre variables fisicas y predecir su

comportamiento.
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Ejemplo 3

El Péndulo

Sagredo: Con frecuencia tii me das ocasion de admirar la riqueza y simultdneamente la suma
prodigalidad de la naturaleza, mientras de cosas tan comunes, y podria decirse triviales, vas
extrayendo datos tan curiosos y nuevos, y casi siempre diversos de lo que uno pudiera
imaginarse. Mil veces he observado yo las oscilaciones, en particular de las lamparas que en
algunas iglesias penden de cuerdas larguisimas, cuando inadvertidamente las mueve alguno;
pero lo mds que yo he podido observar de tal observacién ha sido la probabilidad de la opinién
de quienes pretenden que es el medio, es decir el aire, el que mantienen y continua semejantes
movimientos, porque me parece que en ese caso el aire deberia tener un gran discernimiento, y
al mismo tiempo muy poco que hacer, para gastar horas y horas de tiempo para empujar con
tanta regularidad hacia acd y hacia alld un peso en suspensién. Pero que yo hubiese llegado a
comprender que un mismo movil, suspendido de una cuerda de cien codos de largo, desviado
del punto muerto una vez noventa grados, y otra un solo grado o medio, empleare tanto tiempo
en recorrer este arco minimo, como en pasar el otro mdximo, no creo que yo lo hubiese
comprendido jamds, porque aun ahora me parece tener algo de imposible. Ahora estoy
esperando que estas mismas simplisimas minucias, me proporciones unas explicaciones de los
fenémenos de miuisica, tales que puedan, al menos en parte, aquietar mi mente...

GALILEO GALILEIL

Temas del programa que contempla:

B Operaciones con fracciones y radicales.

B Ecuaciones y desigualdades.
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Objetivo:

Analizar experimentalmente la relaciéon cualitativa y cuantitativa entre las
variables involucradas en el fenémeno del péndulo para observar la validez del
modelo matematico asociado que permite calcular el periodo, asi como obtener
experimentalmente el valor de la constante g. Con esto se busca ilustrar acerca
de la importancia de las matematicas para modelar fenémenos de la naturaleza
y predecir el comportamiento de las variables, al mismo tiempo que mostrar
que conceptos como las funciones cuadraticas, las operaciones con radicales o
lugares geométricos como la parabola, estan relacionados con la descripcién de

fenémenos fisicos.
Secuencia de trabajo propuesta:

Para llevar a cabo el objetivo anterior propongo hacerlo con la practica de clase
“El Péndulo”, la cual incluye una secuencia de trabajo para analizar y disertar
en torno a la relacidon entre las variables: longitud, masa y periodo. La idea es
sistematizar el andalisis y registrar la relacién cualitativa y cuantitativa entre
las variables. El analisis cuantitativo esta centrado en registrar la relacion del
periodo del péndulo en funcién de la longitud de la cuerda de este, hacer énfasis
en que la relacion L/T* es una constante y en el calculo a partir de datos

experimentales del valor de la constante g.
Me parece que lo mas destacable del experimento es:

-Que la representacion grafica de la relaciéon entre las variables L y T es una
parabola.

-La concordancia entre el modelo tedrico y el experimental para el periodo del
péndulo, asi como del valor de la constante g obtenida a partir del experimento

con el supuesto: g=9.8 [ms-2].
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Ademas de las actividades propuestas en la practica, debera realizarse la

grafica del periodo respecto a la longitud. Al finalizar la practica propongo

disertar en torno a la importancia de las matematicas para modelar los

fenomenos fisicos. Sefialar la validez de éstos y la posibilidad de prediccion.

Antecedentes tedricos

El péndulo simple

Este tipo de péndulo consiste en un pequeno objeto suspendido del extremo de

un cordon ligero. Se supone que el corddon no se estira y que su masa es

despreciable con relacién a la del objeto. E1 movimiento que describe el péndulo

puede considerarse como un movimiento armoénico simple, lo cual implica que

la fuerza restauradora es proporcional al desplazamiento.

Figura 2.1. Variables del péndulo.

Para demostrar esto considérese que el
desplazamiento del péndulo a lo largo del arco
esta dado por x = L6, donde 6 es el angulo que el
cordon forma con la vertical y L es la longitud del
cordon (figura 2.1). Si la fuerza restauradora es
proporcional a x 6 a 6, el movimiento es armoénico

simple.

La fuerza restauradora es la fuerza neta sobre el objeto y esta dada por:

F = —mgsenf

Si el angulo 6 es pequeno (obsérvese la tabla 2.1), entonces senf es muy

cercano a 6, por lo que para esta condiciéon tendremos el caso del movimiento

armonico simple (Giancoli, 2006).
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Tabla 2.1 Sen 6 para angulos pequefnios
6[°] | 6 [rad] | sen® % diferencia
0° 0 0 0%
17 | 0.01745 | 0.01745 0.005%
5° | 0.08727 | 0.08716 0.15
107 | 0.17453 | 0.17365 0.5%
15° | 0.26180 | 0.25882 1.1%
207 | 0.34907 | 0.34202 2.0%
30° | 0.52360 | 0.50000 4.7%

Tenemos entonces que para angulos pequenos menores que 15°:
F = —mgsenf & —mg#
Al sustituir x = L0 6 6=x/L, tenemos:

m
Fk——gx
L

ecuacién que concuerda con la ley de Hooke, F' = —kx, por lo que la constante de

fuerza efectiva es k =mg / L.

Al considerar que el periodo en el movimiento armoénico simple esta dado por:

T =2n \/% , entonces, para el péndulo simple, tenemos:

T =2m /Lz Zn\fﬁ
mg/L g

La practica del péndulo que se plantea a continuacion, requiere de este modelo
matematico, el cual permite calcular el periodo del péndulo en funcién de la
longitud de la cuerda. Ademas, la amplitud de las oscilaciones para la practica
propuesta, requirié de angulos no mayores a 15°, para que el fendémeno se trate

como un movimiento armoénico simple.
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Practica de clase:

Presento a continuacion el contenido de la practica de clase propuesta. Agrego

en el anexo la reproduccion del cuadernillo de trabajo que se distribuy6 con los

estudiantes, el cual contiene un ejemplo de realizacién de la practica.

“El Péndulo”

Problema

Primera etapa

Es posible implementar empiricamente y de manera aproximada, un péndulo

cuyo periodo de oscilacién (tiempo necesario para efectuar un ciclo) sea de 1

segundo; sin embargo, /es posible hacerlo utilizando las matematicas? Es decir,

(determinar mediante conceptos matematicos las caracteristicas del péndulo

que haran que este tenga un periodo de oscilaciéon de 1s?

,Qué magnitudes estan asociadas con el movimiento del péndulo?

(De qué magnitudes depende el periodo de oscilacién de un péndulo?

Segunda etapa

,Es posible encontrar el valor de la constante fisica “g”?

En caso afirmativo, /cual es su valor?
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Objetivos
Primera etapa

1. Determinar cualitativamente la relacién entre las variables:
a) Longitud de la cuerda y periodo de oscilacion.
b) Amplitud del desplazamiento y periodo de oscilacion.
¢) Masa de la bola y periodo de oscilacion.
2. Cuantificar experimentalmente la relaciéon entre la(s) variable(s) que afecten
el periodo de oscilacién (7 ), para tratar de elaborar un modelo matematico

que describa el fenémeno.

Segunda etapa

3. Relacionar los datos experimentales de la relacion e asociados a la

L
magnitud “g” con el modelo matematico 722”\[9 . Para hacerlo es necesario

efectuar operaciones matematicas con las que sera posible determinar el

valor de la constante.

Hipotesis

La idea es que los estudiantes planteen, luego de una breve experimentacién cualitativa, la
relacion entre las variables fisicas del péndulo. Después corroboren su hipétesis y establezcan la

validez del modelo tedérico respectivo.

Material

1 bola de esponja. Q 1 metro de hilo canamo. 1 cronémetro.
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Desarrollo y resultados

Manipular las magnitudes: masa de la bola, amplitud del movimiento y

longitud de la cuerda, para observar los efectos que producen en el periodo de

oscilacion (% ). Para hacerlo, auxiliarse con la siguiente tabla (1):

Tabla 1. Efectos de las magnitudes masa, amplitud y longitud, sobre el periodo de oscilacién 7.
Magnitud
. Masa | Amplitud | Longitud | Observacién o efecto ent
Observacién
m A L
1
2
; .
N
ampﬁtua”'\
= 3

Nota: En las columnas correspondientes a cada una de las magnitudes, anotar variable o
constante, segun la observacién realizada. Con este ejercicio, destaca el procedimiento de
“aislamiento de variables”, ttil para determinar los efectos de s6lo una magnitud sobre otra.

Con el fin de observar cuantitativamente la relaciéon entre el periodo de

oscilacion y longitud, realizar las mediciones sugeridas en la tabla 2.

Tabla 2. Longitud I del hilo y periodo de oscilacién © .

. Para 10 oscilaciones Para 1 oscilacién

v Tiempo medido ¢: Tiempo promedio: Tiempo ¢

E |Longitud Repeticién t= (torovenio ) T. periodo

N [ [m] s

T 112|345 t=>1/5 r=t/10

0 1

1 1.00

y

2 0.80 ..
3 0.60

4 0.40

5 0.20

[91]




Dados los tiempos T y t2, obtener las relaciones:

L L L
P 5 . (A qué magnitud fisica se asocia "5 ?
T T

Tabla 2. Relaciéon L con 7 y 7 2.

L| m
EVENTO [, [m] T w2 ? —

1.00

0.80

0.60

0.40

Ot W~ W DN

0.20

0.00

A partir del modelo matematico siguiente, aplicable a pequenas amplitudes del

L
péndulo: T=277@ y tomando en cuenta los datos experimentales recién

[{pl]

obtenidos, determinar el valor de la constante “g”.

(Cual es la longitud necesaria del hilo para obtener un periodo de oscilacién

aproximado de 1 segundo?

Nota: Considerar que para este experimento se desprecian condiciones como los efectos del aire

circundante y la masa del hilo.
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Conclusiones

Considerarlas en los siguientes aspectos:

1.

Efecto de las magnitudes: masa de la bola, amplitud del movimiento y
longitud del hilo, sobre el periodo de oscilacion.

Conceptos y operaciones matematicas asociadas al péndulo; esto es, en el
sentido de “la matematica como lenguaje de la naturaleza”.

Acerca del desarrollo de la practica: si fue comprensible, interesante,

coherente, etc.
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4. CONCLUSIONES

La propuesta didactica que he presentado y las conclusiones respectivas,
pueden plantearse a partir de dos referentes: por un lado, como la concrecién de
una postura con enfoque instrumental acerca de la ensefianza de las
matematicas, centrada en la idea de la matemadtica como lenguaje de la
naturaleza y como resultado de la investigacion en torno al enfoque histoérico de
la misma y de la aportaciéon de materiales y estrategias al respecto; por otro,
como la conformacién de una propuesta para la reflexion y analisis del
significado del conocimiento matematico y de la forma de construirlo, basada
también en una perspectiva historica y en dicha idea. Este ultimo referente
resulté ser un componente esencial de mi trabajo, incluso predominante, de
modo que podemos hablar de una propuesta didactica dirigida sobre todo a
colegas docentes. Tomemos en cuenta que contrario al supuesto —que observo
predominante en el ambito del ejercicio docente— de que la didactica es sélo una
ciencia aplicada, una técnica con caracter instrumental y normativa, considero
que la didactica tiene un componente esencial caracterizado por el analisis
historico y social del conocimiento y de los procesos de ensefianza-aprendizaje
asociados, de modo que se promueva la reflexion y creatividad de los docentes
para la construccién y replanteamiento de los mismos. Podemos decir que la
técnica de ensenianza es importante, pero articulada con su necesario plano
conceptual; una vision antinormativa de la diddctica requiere de la formacion y
creatividad docentes (Diaz Barriga, A., 1998). Vista asi, la propuesta didactica
se ha centrado fundamentalmente en la reconstruccién, replanteamiento y
analisis, representativo, de la perspectiva historica de la matemdtica como
lenguaje de la naturaleza, con la idea de promover la reflexiéon en torno a la
relevancia cultural de la misma y de los procesos implicados, tales como el de
matematizaciéon de los fenémenos. Todo esto, con miras a incorporar un
discurso y quiza algunas estrategias de las que he planteado para la ensenanza

de las matematicas, en particular del algebra.
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Cabe, con relacion a los dos referentes que planteo: concrecién y
conformaciéon de una propuesta didactica, describir brevemente coémo se
concibiéo y acabdé por construirse este trabajo: originalmente, me propuse
realizar una propuesta dirigida a los estudiantes, que incluyera componentes
que consideré esenciales: fundamentos pedagodgicos, referentes tedricos
disciplinarios, objetivos, estrategias de aprendizaje, evaluacion de los procesos,
etc. Conforme fui avanzando en la investigacién y diseno de la propuesta, la
misma fue derivando en una labor de indagaciéon y analisis en torno a la
perspectiva de la matemadtica como lenguaje de la naturaleza desde un punto de
vista histérico y de reflexién en torno a los procesos de pensamiento asociados.
Me parecié importante que luego de la exposicién de este punto, concretara tal
perspectiva con estrategias o recursos de ensefianza-aprendizaje. Asi lo hice,
sin embargo, dadas las posibilidades para concretar sistematicamente y
evaluar dicha perspectiva, la propuesta adquiri6 el sentido predominante
actual: de reflexion y analisis dirigido a los docentes, con la posibilidad de hacer
uso de tales estrategias y recursos. A continuacion las conclusiones para cada

uno de dichos referentes.

La concrecién de una postura

En tanto que planteé la construccion de una alternativa didactica para el
estudio del algebra, la serie de ejemplos que elaboré concretan tal propdsito. Se
trata de situaciones que ilustran cémo efectivamente las matematicas
posibilitan modelar fenémenos, describen la relacién cuantitativa entre

variables y predicen su estado.

En el caso de ¢ y la Divina Proporcién, asi como de la sucesion de
Fibonacci, los ejemplos de la aplicacion del primer concepto en la construccion
de edificaciones antiguas, de la creencia asociada en torno a la belleza y las

imagenes de diversas esculturas, asi como de elementos naturales asociados
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con la sucesiéon, me parece que aportaron elementos interesantes para los
estudiantes acerca de la presencia de las matematicas en la cultura y la
naturaleza. Destaco el empleo del texto de Galaviz tomado del portal
PUEMAC, ya que resulté un excelente texto de divulgacion con lenguaje claro y
atractivo para los estudiantes, asi como base para que ellos realizaran la
actividad en clase de medicién y calculo posterior de razones entre ciertas
partes del cuerpo, para verificar la concordancia aproximada con ¢. Hago la
observacion de que en este caso predomind el tono de ejemplificaciéon basado en
la presentacion de imagenes. Es factible abordar formalmente ciertos conceptos
y habilidades, como proporciones, series, construcciones geométricas o la

resolucién de ecuaciones de segundo grado para el calculo de la constante.

Acerca del Problema del pozo, fue evidente la importancia de considerar
conceptos basicos para la construccion de un conocimiento, asi como de ajustar
el ritmo de trabajo con base en la comprensiéon lograda por los estudiantes.
Seria infructuosa e incluso perjudicial la pretensiéon de resolver un ejercicio o
problema si el planteamiento del mismo y de dichos conceptos, no son
comprendidos del todo. En concreto, fue necesario aclarar respecto al
significado de la constante “g”, erréneamente asociada con frecuencia a la
“fuerza de gravedad”, asi como a las caracteristicas de transmision de las ondas
sonoras. Resulté atractiva, por su sencillez y credibilidad, la traducciéon del
tiempo total registrado desde la caida de un objeto en la boca de un pozo hasta
escuchar el impacto del mismo por un observador, como una suma de dos
tiempos asociados a los siguientes eventos: el de la caida libre del objeto mas el
de transmisién del sonido luego del impacto. Dada la necesidad de emplear la
estrategia de cambio de variable y operaciones algebraicas como el uso de
radicales y resoluciéon de ecuaciones cuadraticas, me parecié que en este caso
seria mas conveniente emplear tal ejemplo luego del estudio de las tales
operaciones. Fue relevante el hecho de confirmar una estimacién junto con los

estudiantes, ya que con la primera aproximacién del calculo de la profundidad
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del pozo, con base sélo en el evento de caida libre, fue posible disertar acerca de
como seria la profundidad con la otra aproximacién, considerando la caida libre
y la transmision del sonido. Confirmamos que efectivamente resulté una
distancia menor.

Respecto al ejemplo del Péndulo, destaco la experimentacién vinculada a
los conceptos matematicos. Trabajamos con el modelo tedrico que relaciona el
periodo de oscilacién con la longitud y contrastamos la concordancia entre los
resultados tedricos y experimentales. Me parece que se puede hacer énfasis en
la posibilidad de las matematicas para el diseno de artefactos y prediccion del
estado de las variables. Ademas, hice énfasis en la relacién de conceptos, tales

como el de la parabola y las ecuaciones, en la descripcion de tal fenémeno.

En todos los casos, considero que predominé la ejemplificaciéon del uso de
conceptos y habilidades matematicas para la modelacion de fenémenos
naturales, no tanto el estudio formal o como parte de una secuencia didactica,
de los temas implicados. Digamos que el tema fue precisamente la perspectiva
de la matemdtica como lenguaje de la naturaleza. Aunque considero que se
cumplié el propodsito de ilustrar acerca de esta, es factible incorporar tales

ejemplos en dicha secuencia o en el estudio de algiin otro tema.

Conformacion de una propuesta

Una acepcion del término conformar, es “darle forma a algo”. Fue tal lo que
sucedi6 con la propuesta mientras emprendi la investigaciéon en torno a la
perspectiva historica de la matemdtica como lenguaje de la naturaleza. Aquella
adquirié forma predominante de reconstruccién y analisis de los procesos de

pensamiento asociados a dicha perspectiva.
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En tanto una conclusiéon general y primordial de tal referente es haber
aportado elementos de reflexién y analisis acerca del conocimiento matematico

y la didactica del mismo, a continuacion las conclusiones respectivas.

Los referentes tedricos en la propuesta didactica

La teoria no necesariamente antecede a la practica. La distincién entre ambas
es una de tantas clasificaciones utiles con fines de analisis, pero que no
describen en su totalidad y con la complejidad debida, como se puede construir
el conocimiento a partir de las tareas implicadas con cada uno de los conceptos.
En la propuesta didactica se observa como una perspectiva teérica —como la de
la motivacién o la ensenanza situada— puede, por un lado, aportar un marco de
referencia a partir del cual explicar mis concepciones en torno a la ensenanza
de las matematicas y la forma de implementarla; por otro, plantear una serie
de sugerencias o aportaciones para mi desempeno docente, en aras de hacerlo
mas efectivo de modo que resulte o provoque una participacion mas
comprometida y entusiasta de los estudiantes con quienes trabajo, en tanto los
conocimientos y habilidades que abordemos, adquieran mayor sentido y

relevancia para ellos.

Visto asi, me parece que los apartados correspondientes a los fundamentos
didacticos y psicopedagégicos de la propuesta, promueven la reflexién en torno
a la didactica de las matematicas, las caracteristicas del conocimiento, sugieren
maneras —al menos generales— de construirlo y posibilitan replantear un
discurso en torno al proceso de ensenanza-aprendizaje de las matematicas;
sobre todo aportan respuestas, entre las varias posibles, acerca de la
importancia de su ensenanza y estudio. Respecto al capitulo La matematica
como lenguaje de la naturaleza, si bien es cierto que buena parte del contenido
puede ubicarse en el campo de lo tedrico, es al mismo tiempo la practica y

recreacion, fascinante y motivante, del conocimiento matematico, con lo cual se
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lleva a cabo uno de los principios que considero fundamentales para la
ensenanza de las matematicas: para mostrar como ensenar matematicas hay

que hacer matematicas.

Acerca del estudio histérico que emprendi con fuentes originales como las
de Galilei, asi como con textos de analisis, cabe decir que si bien es cierto que
no era para mi desconocido el hecho de que las matematicas han sido por
mucho tiempo un lenguaje a través del cual se pueden modelar diversos
fendmenos de la naturaleza, por ejemplo en la Fisica que utiliza modelos
matematicos para describir la relaciéon entre variables, el acercamiento a las
perspectivas historicas descritas en el capitulo 2: la de los pitagéricos y la de

Galilei, aportan para mi dos ideas significativas:

1. El interés intrinsecamente humano por conocer y explicar los
fenémenos. Para ello se han valido de herramientas matematicas, a pesar de
que en casos como el de los pitagdricos se hizo con un fuerte componente
mistico y religioso. En el caso de Galilei, destaca la utilizaciéon del método
experimental y el analisis de su validez con los modelos matematicos

planteados.

2. El papel relevante de la imaginaciéon para explicar y representar de
manera simbdlica diversos fenémenos. Algo parecido a lo que afirma Ortega y

Gasset al responder ;Qué hace, en cambio, Galileo?:

“En vez de perderse en la selva de los hechos entrando en ellos como pasivo
espectador, comienza por imaginar la génesis del movimiento en los cuerpos
lanzados [...] ‘Concibo por obra de mi mente un mévil lanzado sobre un plano
horizontal y quitando todo impedimento’ [...] Comienza, pues, por construir

idealmente, mentalmente, una realidad. S6lo cuando tiene ya lista su imaginaria
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realidad observa los hechos, mejor dicho, observa que relacién guardan los

hechos con la imaginada realidad...”

En este sentido, la imaginacion ha y puede desempenar un papel
relevante para la construccién del conocimiento. Valdra la pena buscar los

medios o recursos para que ésta se haga patente.

La transformacién de mi discurso.

Alejado mas de afirmaciones que pretenden justificar el estudio de diversos
temas de matematicas por la necesidad de comprender otros, es decir, el
ejercicio de las matematicas como una actividad autorreferencial desvinculada
de otras disciplinas y fendémenos, he logrado realzar individual vy
colectivamente, con especial importancia al interactuar con los estudiantes, el
papel de las matematicas como un lenguaje para explicar y modelar diversos
fenémenos de la naturaleza. Tanto mas sera comprendida y relevante esta
postura, en la medida en que logre replantearse y reconstruirse
didacticamente. Parafraseando a Diaz Barriga en lo que respecta a la
ensenanza situada, se trata de generar y recrear el conocimiento en
determinada situaciéon, aquella que pretendo resulte mas significativa en

funcién de la relevancia cultural del uso de las matematicas.

Al respecto, comparto una reflexién: a lo largo de mi experiencia
profesional docente, he observado que de manera frecuente en cursos o
actividades de formacioén, existe un reclamo reiterado, en primera instancia
legitimo, para que los formadores o el contenido de los programas planteen
estrategias concretas para ser utilizadas con nuestros estudiantes. Desde mi
punto de vista, poco se atiende a la reflexién en torno al sentido o fines de las

actividades y a los supuestos pedagoégicos a partir de los cuales se construyen.
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Es mas el énfasis en aspectos disciplinarios, necesarios e imprescindibles por
cierto, de los contenidos matematicos en las actividades. Poco se valora que las
actividades de reflexion o analisis de perspectivas historicas o teoricas,
contribuyen a transformar nuestro discurso, el cual manifestamos a través de
formas diversas: lenguaje escrito, verbal, decisiones que tomamos, el tipo de

interaccién que construimos con nuestros estudiantes, etc.

Con relacion a lo anterior, cabe la pregunta: ;jla propuesta didactica que
he presentado aporta favorablemente y de manera concreta al proceso de
ensefanza-aprendizaje en mis grupos de bachillerato? Si, definitivamente. Ha
transformado mi discurso al ampliar mis perspectivas en torno al papel que
han tenido las matematicas a lo largo de la historia, para comprender diversos
fendmenos de la naturaleza. Ademas, cuento con ejemplos o alternativas
didacticas, que sabemos no siempre resultaran efectivas o sera necesario
replantear, para abordar temas diversos y disertar en torno a la matemadtica
como lenguaje de la naturaleza, su importancia en la elaboracién de modelos
que describen la relacién entre variables fisicas y la posibilidad de predecir su
estado. Con esto, es posible propiciar una participacién mas activa y motivada

por parte de los estudiantes.

La transformacién de mi practica.

Primero una reflexién: si bien es cierto que la propuesta didactica es una
alternativa para contribuir a ampliar el sentido a conceptos y habilidades
matematicas en el terreno del algebra, estoy consciente de que la utilizacién e
importancia de las matematicas no se agota ni se explica del todo con la
perspectiva de la matematica como lenguaje de la naturaleza. Existen otros
puntos de vista en los que, por ejemplo, no importan los contextos de aplicacion
o utilidad, en los que el proceso de razonamiento puramente matematico es

valioso y aprovechable didacticamente por si mismo.
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Hecha tal reflexién a modo de aclaraciéon de mi postura, destaco la
aportacion que significa para mi practica docente el hecho de haberme acercado
a dicha perspectiva. Resalto el contraste entre saber de la matematica como
una herramienta, parte imprescindible de otras disciplinas, y haber trabajado
para construir situaciones de aprendizaje con miras a que los estudiantes se
percaten como efectivamente las matematicas sirven como un lenguaje que
describe y modela diversos fenomenos de la naturaleza. Es factible reconstruir
y adaptar tales situaciones en los grupos de clase con los cuales trabajo, asi
como indagar otros fenémenos que, dado el contexto del bachillerato, sean
posibles de abordar matematicamente mediante su modelacién.

Perspectivas

Finalmente, en el terreno de las perspectivas de la propuesta didactica, senalo
que pretendo que la lectura de ésta resulte benéfica para los docentes que

tengan la oportunidad de analizarla en los siguientes aspectos:

- Conocer con cierta profundidad acerca de la perspectiva matematica de los
pitagéricos y de las aportaciones al pensamiento cientifico hechas por Galilei,
en lo que respecta a la idea de la matemdtica como lenguaje de la naturaleza.
Esto implica ofrecer una oportunidad de, como yo lo hice, comprender los
procesos 1maginativos, experimentales y de construccion de modelos
matematicos realizados por él. En lo particular me resulté fascinante y
motivante conocer, comprender y recrear al menos parcialmente, algunos de los
estudios hechos por Galilei, analizados en la seccion de ejemplos en el apartado
de Galileo y la matematizacion de la naturaleza. Espero que para el lector

también lo sea.

- Aportar elementos concretos de conocimiento respecto a la perspectiva

histérica de la matematica como lenguaje de la naturaleza, tanto en el terreno
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del analisis historico de tal perspectiva, como en el de la didactica, al aportar

ejemplos que contribuyan a su vivencia en el aula.

Siguiendo con las perspectivas, ahora con relaciéon al impacto de la propuesta
con los estudiantes y nuestro proceso de ensefanza-aprendizaje, espero lo

siguiente:

- Procurar que los estudiantes participen mas activamente y con mayor
motivacion en el estudio de diversos conceptos y habilidades matematicas, en
tanto se aporta un contexto de aplicaciéon o uso de las matematicas de suma
relevancia en lo que respecta a la comprensiéon de los fenémenos de la

naturaleza y a la prediccion del estado de variables fisicas u otras.

- Enfatizar con ellos la importancia de la construccion de modelos matematicos
que representen o simbolicen la relaciéon entre variables. Que comprendan que
las matematicas son parte de una cultura en la que la comprensién de
fenomenos o la solucién de problemas reales, ha sido una fuente primordial
para la evolucién de la disciplina. No esta de mas reiterar la importancia de
ésta no s6lo en contextos de aplicacién vinculados a situaciones practicas, sino
también en contextos abstractos e intrinsecamente humanos que van mas alla
de aplicaciones practicas: comprender nuestro mundo y ejercer la poderosa

funcién imaginativa y creadora que poseemos.
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ANEXO

Planes de clase y Bitacoras



| PLANEACION DE PRACTICAS DOCENTES I

Alumno: Alberto J. Ramirez Romero. |Plantel: ENP 6,“Antonio Caso”
Profesor tutor: Michael Barot Schlatter. Materia: Matematicas IV.
. Profesor de P. D.: Roberto Rodriguez Pérez. Grupo: 453 Turno: Vesp.
MATEMATICAS Profesor supervisor: Roberto Rodriguez Pérez. |Fecha: 02 al 12 de Octubre, 2006.
Horario Proyecto de Tesis
Dia Hrs. Tema: “Propuesta de motivacién del algebra a partir de la matematica como
L — — lenguaje de la naturaleza.”
Objetivo general: Generar una propuesta de motivacion del algebra, mediante el
M2 15:20-17:00 estudio de la matematica como lenguaje de la naturaleza, para
Mi 2 14:30-16:10 eficientar el proceso de ensefianza-aprendizaje del algebra.
J 1  18:40-19:30 | | Objetivo general de Preparar e implementar una secuencia didactica, trabajando como
VA _ P.D. profesor en el grupo de la ENP, para desarrollar y consolidar la
propuesta de motivacion del algebra.
Objetivos especificos de la P. D.
Conceptual: Conocer cémo es que la matematica permite explicar, comprender y modelar fenémenos fisicos,

observando algunos ejemplos, para darle significado a esta disciplina y potenciar su empleo para la
solucién de problemas reales.

Procedimental:

Construir un modelo matematico, mediante el analisis sistematico de algin fenédmeno fisico, para
comprender la importancia del algebra en la descripcién de fendmenos fisicos.

Actitudinal: Promover una actitud favorable de los alumnos hacia el estudio del algebra, mediante su empleo
significativo, para mejorar el proceso de ensefianza-aprendizaje de esta disciplina.
Sesiones Actividades programadas
1 03/Oct. — Presentacién personal.
Martes — Presentacion general de mi proyecto de trabajo.
2 horas — Introduccidén a la matematica como lenguaje de la naturaleza y en este sentido, al significado
de las operaciones algebraicas.
— Analisis histdrico breve del siglo XVII y su relacion con las matematicas:
De la Edad Media al Renacimiento; Kepler y las 6rbitas planetarias; Descartes y la geometria
Analitica; Galileo, el método experimental y la matematizacion de la ciencia.
2 04/0ct. — Presentacion de ejemplos que ilustren a la matematica como lenguaje de la naturaleza:
Miércoles Problema del pozo: determinacion de la profundidad de este mediante varias aproximaciones
2 horas y operaciones algebraicas.
3 05/0ct. — Presentacion de ejemplos que ilustren a la matematica como lenguaje de la naturaleza.
Jueves (Continuacion). Analisis de resultados y del proceso llevado a cabo para solucionar el
1 hora problema.
4 10/Oct. — Realizacion de un experimento fisico para obtener un modelo matematico que describa el
Martes fendmeno: “El experimento de Galilei...actualizado”.
2 horas
5 11/Oct. — Conclusiones:
Miércoles ¢ El lenguaje de la naturaleza.
2 horas e El modelo matematico o la matematizacion del mundo fisico.
Discusion sobre estos puntos y organizacion de las conclusiones mediante alguna estrategia
(esquema sobre la matematizacion, diagrama, etc.).
6 12/Oct. — Evaluacion del grupo y de mi trabajo.
Jueves Aplicacién de cuestionarios y discusion sobre los contenidos y formas de trabajo.

1 hora




| PLAN DIARIO DE CLASES |

Datos de identificacion Plantel: ENP 6, “Antonio Caso”.
Alumno: Alberto Jorge Ramirez Romero.
Asignatura: Grupo: Fecha: Ciclo escolar:
Matematicas IV 453 03-10-2006 2006-2007
Clase(s) No(s): Tema: Nivel de asimilacién:
1/6 Introduccion al Algebra. Conocimiento
Estrategias: Titulo: “La matematica como lenguaje de la naturaleza o la matematizacién del mundo
- Lluvia de ideas. fisico™.
- Preguntas exploratorias. Objetivos de llustrar acerca del concepto de la matematica como lenguaje de la naturaleza,

- Presentacion en audio y video. mediante algunos ejemplos, para reflexionar sobre la importancia de aquella en

aprendlzaje. la comprensién del mundo fisico.

Recursos: Objetivos
- PUEMAC. actitudinales:
- Videoproyector.
Actividades programadas TE
A Introduccion: Reactivacion de conocimientos previos: Situacion problemética:
P — Presentacion personal. Lluvia de ideas: — ¢Cémo podemos describir
— Presentaciéon general de ¢ Por qué son importantes las matematicas? matematicamente el “mundo fisico”?
E mi proyecto de trabajo. Videoproyeccion: — ¢Como podemos modelar
R PUEMAC (Algebra-Una embarrada...) matematicamente los fenémenos
T Ejemplo prioritario (importancia de las matematicas): fisicos? 30
U “La matematica como lenguaje de la naturaleza”
Preguntas que seran retomadas en una
R sesion posterior: El modelo matematico.
A
Construccion de significados: Organizacion y aplicacion
Ejemplos sobre la matematizaciéon del mundo fisico: de los conocimientos:
L o ) . ) Cuestionario A:
- Determinacion de las orbitas planetarias, vision Ptolomeica — Explica que significa para ti “la
vs Copernicana matematica como lenguaje de la
(El mural de la Biblioteca Central). naturaleza”.
D - Videoproyeccion: Kepler y orbitas planetarias
E (PUEMAC-Bach. y Lic.-Kepler-Historia). — En los ejemplos vistos durante la clase,
- Descartes y la geometria analitica (parte del programa de ¢£qué papel desempefian las
S estudigs.y posibilidad de expresar algebraicamente lugares matematicas?
A geométricos).
R : . : . . .
R - Galileo, el método experimental y la matematizacién de la ciencia (algunos ejemplos
o de sus experimentos: caida libre, “medicion del tiempo”, etc.) 50
L Videoproyeccioén: “PISAesferas.gif‘, “ExperimentoGalileo” y “caida_pendulo.mov”
L (matematizar lo observado).
(0]
Conclusion: Evaluacion: Tarea:
— Resumen. Cuestionario A, util para indagar acerca de — Investigar sobre el experimento (real o
c -~ Hemos platicado matematicas, pero lo que piensan y han comprendido los no) de la torre de PISA, realizado por
| haremos matematicas (panorama de estudiantes. Servird como un indicador de  Galileo.
las siguientes sesiones). mi trabajo. — Revisar PUEMAC, Bachillerato vy lic.,
E razon aurea: 20
R ¢Esta Britney Spears bien
R proporcionada? Para proseguir la
E discusion sobre el lenguaje de la
naturaleza o la relacion de conceptos
matematicos con caracteristicas del mundo
fisico.

TE: Tiempo estimado [min.] TE total: 2 horas-clase = 01:40.



FOLIO 0O1/06
Fecha: 03/Octubre/2006.
Hora de inicio: 15:20. Hora de término: 17:00.

Actividad planeada

Actividad realizada y observaciones

Presentacién del programa del diay forma de trabajo

Presentacion personal y presentacion general de mi proyecto
de trabajo.

Ademas de lo previsto, solicité a los alumnos que se
presentaran (uno presentaba a varios). Me parecié una
decision acertada, ya que ayudo a relajar su actitud y la
mia.

Exposicién de un tema completo

El previsto en el plan de clase, que fue basicamente:
Discusiones: La importancia de las matematicas.
El proceso de matematizacion.
Tema inicial: “La M como L delaN
Tenia previsto en el plan de clase referirme a los fenémenos
fisicos. Me percaté que esto era limitante de mi propuesta de
trabajo y opté por referirme a los fendmenos naturales.

Respecto a la pregunta: ;Por qué son importantes las
matematicas?, los alumnos vertieron opiniones variadas
e interesantes. Reconozco que esto fue algo
inesperado y me hizo pensar en que en ocasiones
puedo subestimar a los estudiantes; de hecho, para
algunas de sus opiniones, tuve que hacer un esfuerzo
por comprenderlas y valorarlas justamente.

En varios momentos decidi apresurar la exposicion, ya
que percibi poco interés.

Respecto al titulo de la clase (La M... como L... de la
N...), mi intencion fue que ellos dedujeran el tema de
nuestra clase. Fue grato que varios alumnos supieran la
respuesta.

Empleo de material didactico especifico

Videoproyeccion (PUEMAC).

Me pareci6 que la presentacion de PUEMAC (Una
embarrada de algebra), resulté un elemento
interesante. Cre6 expectativas positivas y percibi que
esta seccion fue agradable; sin embargo, la parte
histérica creo que no fue asi. Me parecié que no logré
interesar a los alumnos. Una posible forma de
interesarlos quiza hubiera sido sugerirles que pensaran
en las caracteristicas de la época en que ubique la
discusion (siglo XVI).

Uso de estrategias didacticas

Lluvia de ideas.
Preguntas exploratorias.
Presentacion en audio y video.

Reafirmé que el uso de estrategias como la lluvia de
ideas, permiten preservar y organizar la informacion.
Me parecié que las preguntas exploratorias respecto a
coémo describir y modelar matematicamente fenémenos,
fueron hechas con un contexto deficiente. Fue como
proponer repentinamente, sin la debida motivacion,
estas preguntas. Parece conveniente que antes de
preguntar, debo generar interés en la situacién en
cuestion.

Técnicas o estrategias para pro

piciar el trabajo en equipo

Lluvia de ideas y preguntas exploratorias dirigidas al grupo.

Efectué las actividades previstas, aunque sélo es
posible conocer la opinién de aquellos que deciden
participar verbalmente y frente a grupo.

Demostracién de un procedimiento experimental o tedrico

Presentacion de ejemplos acerca de la mateméatica como
lenguaje de la naturaleza.

No existié alguna demostracién sobre alguno de los
ejemplos dados, fue tan sélo una exposicién (platica de
varias situaciones en las que la matematica resulta una
herramienta indispensable. Tomar como pretexto el
mural de la Biblioteca Central provocé una discusion
interesante (probablemente porque es algo conocido
por ellos).




Actividad planeada Actividad realizada y observaciones

Desarrollo de una actividad experimental

Ninguna |

Aclaraciéon de dudas

Preguntas constantes al grupo. Me parece que mantuve la disposicion de aclarar dudas, sin
embargo, observo que no emplee alguna estrategia mas
eficiente para detectarlas; es decir, puedo preguntar como
una forma de detectar dudas, pero esto no asegura que no
existan.

Manejo de alumnos con dificultades de aprendizaje

No planee alguna estrategia especifica. Me parece que estuve dispuesto a atender a alumnos con
dificultades, con la gran limitante de que sélo era posible si
ellos se acercaban.

Concentré mis esfuerzos en posibles dificultades de los
alumnos para comprender algun concepto, pero hasta
ahora reparo en aquellos casos en los que la dificultad
existe en la disposicién para atender la clase. En este
sentido, no apliqué alguna estrategia.

Evaluacion
Cuestionario A: Apliqué el cuestionario.
1. Explica qué significa para ti, la matematica como | Procuré que todos lo respondieran y revisar el mayor
lenguaje de la naturaleza. numero posible de respuestas (durante la clase), aunque
2. En los ejemplos vistos durante la clase, ¢qué papel | no fue una revisién completa y exhaustiva.
desempefian las matematicas? Me parecié que en general, los alumnos hicieron mas

énfasis en la importancia de las matematicas considerando
la lluvia de ideas, que acerca del concepto el lenguaje de la
naturaleza. Parece que aunque la lluvia de ideas fue
interesante, dispersé o amplio (en cierto sentido
inconvenientemente) la discusion. Quiza deberia preguntar
por la importancia de los modelos matematicos o el
algebra.

OBSERVACIONES

En general, la disposicion de los alumnos a participar fue muy buena. Muchas de sus opiniones y conocimientos, son
muy valiosos e interesantes.

Creo que esta fue una de las clases donde estuve mas receptivo con los alumnos.

La parte mas complicada de mi exposicion fue la parte histérica. En ciertos momentos decidi apresurar la exposiciéon
porque percibi desinterés y aburrimiento en los alumnos. Pienso que esto se debio en parte a la falta de claridad en mi
discurso, el cual noté apresurado y disperso.

REFLEXIONES

Parece que la estrategia de “romper el hielo” resulta indispensable para generar cierto ambiente de confianza y
relajamiento en el grupo, lo cual es conveniente. Pienso que la presentacién propia y de los alumnos, fue acertada.
La primera parte de PUEMAC (Una embarrada de algebra) fue un elemento de interés y agrado para los alumnos; sin
embargo, la parte histérica no resulté asi. Con esto pienso en la posibilidad de que algunas cosas que resultan
interesantes para mi, no lo son para ellos. En todo caso, aquellas pueden serlo si logro construir un discurso claro y
coherente y logro conectarlo con situaciones de mayor interés para ellos.




| PLAN DIARIO DE CLASES |

. . ., Plantel: ENP 6, “Antonio Caso”.
Datos de identificacion .
Alumno: Alberto Jorge Ramirez Romero.
Asignatura: Grupo: Fecha: Ciclo escolar:
Matematicas IV 453 04,05-10-2006 2006-2007
Clase(s) No(s): Tema: Nivel de asimilacién:
2,3/6 “Introduccion al algebra” Conocimiento
Estrategias: Titulo: “Ejemplos sobre la matematizacién del mundo fisico”
Resolucién de problemas. Objetivos de Observar el proceso de solucion de un problema real, utilizando herramientas
Preguntas exploratorias. [ algebraicas, para determinar en que consiste la matematizacion del mundo fisico.
ke aprendizaje:
Tabla clasificatoria.
Recursos: Objetivos Fomentar el gusto por la matematica, relacionandola con aspectos de la vida
Calculadora. actitudinales: cotidiana, para lograr una mejor participacion.
Actividades programadas TE
Introduccion: Reactivacion de conocimientos  Situacion problemética:
previos:
P Revision de tarea (Britney S.),  El experimento (ficticio o no) de la torre de  Problema:
E para retomar discusién sobre Pisa: Es lanzada una piedra verticalmente en un pozo. Algunos
R la matematica como...). ¢ En qué consiste? segundos después, los cuales son medidos, el lanzador
Dados dos cuerpos con masa distinta escucha cuando la piedra hace contacto con el agua. 40
Discusién (continuacién): caida libre, ¢como es la velocidad ; Cual es la profundidad o distancia ( d )ala que se encuentra
U Platicar y hacer matematicas, relativa entre ambos? ¢ - P q
R como introduccién a la Perspectiva actual: g = 9.8 ms™. el agua?
A realizacion de ejemplos. d="%at’ x, Vo = 0.
Explicacion de la ecuacién y de g.
Construccion de significados: Organizacion y aplicacién _
Resolucién del problema planteado: de los conocimientos: g =
Aproximacion 1 g g
S 3
t = 4 [s] (el observador cuenta mentalmente) = — € § g
A 1S — o
1 . 2l M 2 © < = N o
_ _ _ © . » ! o ®
d _Egt =0.5(9.8)(4) 7 [s]* = 78.4[m] g o 3 S =
D 'E 1] o M 9 -
Aproximacién 2 a © ° c 2
E t,=340]s]. 1 = — " 2c
S t,=350]s]. d== gt2 t= Ztn In | & =Teida tlonido| @ g
A t3=345[s]. 2 ®w ®
t, = 3.52 [s]. 1 ., 2 3 S5
R d ==gt? =0.5(9.8)(3.47)* =59[m] | & 3
ts = 3.48 [s]. 2 S 1 ., 9 cC©
R t;=6.50]sl. o d==gt ax‘ +bx+c=0 S o
O t=(t +t, +tz +t, +t5 )/ 5 3 S >
L t=347]s] w E®
L Aproximacion 3 s ° . 2 08 g § &
O o8 o= w & ° E o Qo
O (=347 [s] (considerando el 1 X2 4 2 X—t=0 § g ge £ 28 &2 2 © ©
sonido) o . - S| 25c @ L5 ECQ %S
\" g 3 2% E 9] o c _ 0
t _t +t a (] ~ £ = oo > O
TOTAL — ‘caida " ‘sonido -4 (_3)
1 2 - ®
2d d —— X®+|.|-= [x-347=0 | & - ~ - T
t= =+ Jd=x (342 9.8 g 59
g v ' Qo
@®©
x =7.333,d =53.77[m] * 5
O o
© N
¢ Conclusion: Evaluacion: Tarea:
| Resumen. Cuestionario: Clase 2: Resolver la ecuacién de segundo grado
Discusion sobre el proceso de ¢,Con lo observado hasta ahora, explica en (sustituir en ecuacién general).
E matematizacion. que consiste el proceso de matematizacion Clase 3: Solicitud de material para la practica e 20
R del mundo fisico? informacién acerca del experimento de la rampa,
R ¢,Cual fue el proceso seguido para resolver el para determinar el valor de g.
E problema?

TE: Tiempo estimado [min.] TE total: 3 horas-clase = 02:30.



FOLIO O2/06
Fecha:
Hora de inicio:

04/Octubre/2006.
14:30. Hora de término: 16:10.

Actividad planeada

Actividad realizada y observaciones

Presentacién del programa del diay forma de trabajo

Discusiones previstas (como introduccién a la clase):
Platicar y hacer matematicas.

Expliqué verbalmente acerca de lo que hicimos la clase
pasada (platicar de matematicas) y de lo que hariamos:
ejemplos sobre el uso de las matematicas.

Exposicién de un tema completo

*Reactivacion de los conocimientos previos:

- El experimento de la torre de Pisa: En qué consiste?

- Dados dos cuerpos con masa distinta caida libre, ;cdémo
es la velocidad relativa entre ambos?

- Perspectiva actual: g = 9.8 ms?y d = % at®. xo, Vo = 0.

- Explicacion de la ecuacion y de g.

*Presentacion del problema del pozo.

*Solucién al problema.

Omiti hablar sobre el experimento de la torre de Pisa 'y
creo que hubiera sido una buena introduccién; sin
embargo, aborde una seccion que llamé
“antecedentes”, la cual resulto crucial y util para
observar la importancia del concepto de reactivacion de
conocimientos previos para la comprension adecuada
del problema y su resolucion.

Abordé el problema, aunque no llevé a cabo la
consideracion de la primera aproximacion (conteo
mental) y la segunda aproximacion prevista (con varias
mediciones), debido al escaso tiempo para realizarlas.
Creo que hubiera sido posible con una mejor
organizacion de mi parte, pero olvidé ciertos detalles
importantes y no acudi a la planeacion de clase, en el

momento de presentar el problema.

Empleo de material di

déactico especifico

Ninguno.

Uso de estrategias didacticas

Resolucién de problemas.
Preguntas exploratorias.
Tabla clasificatoria.

Propuse el problema e hice las preguntas que
consideré pertinentes, para saber sobre la comprension
y formas de resolucién del problema; sin embargo, al
igual que en la clase anterior, las preguntas dirigidas al
grupo, tienen la limitante de no saber con certeza la
situacion de todos los alumnos. La tabla clasificatoria
fue realizada dos sesiones después. Esto fue por la
falta de tiempo, pero creo que era posible hacerlo en la
clase siguiente (3?), segun el plan.

Técnicas o estrategias para pro

piciar el trabajo en equipo

Preguntas exploratorias y acerca del procedimiento para
resolver el problema, dirigidas al grupo.

Mantuve la idea de que entre todos resolveriamos el
problema, aunque en la practica me parece que esto
resulta muy ambicioso, quiza ingenuo.

Me agradé el hecho de que cuando discutimos acerca
del significado de “g”, consideré todas las respuestas,
incluso las equivocadas, pero a partir de las unidades
de esta constante, concluimos sobre su significado.
Aunque en general pienso que fue comprensible, tengo
dudas sobre el nimero de alumnos para los que fue

asl.

Demostraciéon de un procedimi

ento experimental o tedrico

Sélo explicaciéon verbal del problema del pozo.

No realicé alguna demostracion. Pensé después en que
el fendmeno de los rayos en las tormentas eléctricas,
en los que el sonido es posterior a la aparicién visual de
estos, hubiera ilustrado bien la aproximacion que
considera el sonido.




Actividad planeada Actividad realizada y observaciones

Desarrollo de una actividad experimental

Ninguna.

Aclaraciéon de dudas

Preguntas exploratorias. Las preguntas constantes acerca de los conocimientos
previos, resultaron una forma de percatarme de sus
dudas o concepciones erréneas. Aunque percibi en
general, la comprension del problema y su resolucién,
no tengo mayor certeza de esto.

Manejo de alumnos con dificultades de aprendizaje

No planee alguna estrategia especifica. Observé que tomar en cuenta las opiniones
equivocadas, resulté conveniente, como una forma de
reflexionar acerca de las razones del error y de
comprensién del concepto correcto.

Evaluacion

Cuestionario: Pendiente.
¢,Con lo observado hasta ahora, explica en que consiste el
proceso de matematizacion del mundo fisico?

¢, Cual fue el proceso seguido para resolver el problema?
Previsto para aplicarse la 32 clase, al finalizar el problema.

OBSERVACIONES

Observé que puede resultar provechoso partir de situaciones sencillas, como los conceptos de velocidad o
aceleracion en sus formas mas simples, para comprender situaciones mas complejas; también, acerca de la
importancia de hacer énfasis en los conocimientos previos que muy probablemente los alumnos poseen o que es
necesario que posean para comprender temas posteriores.

Cuando quise que expresaran la ecuacion .= teaigat tsonido, mMuchos presentaron dificultades, debidas en parte a la
falta de claridad y justificacion de mi parte acerca del empleo de esta, para determinar la profundidad del pozo. Creo
que fue importante aclarar que sugeri esta consideracién (de los tiempos) porque nos permitiria expresar la distancia
desconocida, en términos de otras magnitudes conocidas y, sobre todo, que lo hacia porque ya conocia el
procedimiento de resolucion y que la intencidén era que vieran la importancia del conocimiento de conceptos y
operaciones matematicas, para dicha resolucion..

REFLEXIONES

IConsidero que el concepto de “matematizacion” es muy importante, sin embargo no hice mucho énfasis en él.

Concentré mis esfuerzos en la resolucién del problema y no en el proceso de resolucién. Me parece que esto se
debid al aun escaso trabajo de preparacién del tema. En lo posterior, sera importante trabajar mas al respecto;
incluso, es posible que en la tesis y en la practica docente posterior, tenga que hacer mas énfasis en dicho concepto.




FOLIO O3/06
Fecha: 05/Octubre/2006.
Hora de inicio: 18:40.

Hora de término: 19:30.

Actividad planeada

Actividad realizada y observaciones

Presentacién del programa del diay forma de trabajo

Problema del pozo (continuacion):
Resumen de lo hacho hasta la clase anterior.

Efectué el resumen y prosegui con la resolucion. .

Exposicién de un tema completo

Resolucién del problema.
Discusion sobre el proceso de matematizacion.

IAunque pensé que resultaria complicado abordar la
aproximacion 3 prevista e incluso contemplé omitirla, el hecho
de haber trabajado en la seccion “antecedentes”
(conocimientos previos), contribuyé a avanzar y concluir
convenientemente el problema. Percibi que en general, este
resulté comprensible.

No ahondé en la discusion acerca del proceso de
matematizaciéon. Al menos esta clase, no hubo tiempo de
hacerlo, pero reconozco, como lo hecho antes, que fue un
tema que no preparé convenientemente. Contemplé su
importancia y discusién, pero no las estrategias para
estudiarlo mejor.

Empleo de mater

ial didactico especifico

INinguno.

Uso de estrategias didacticas

Resolucién de problemas.
Preguntas exploratorias.
Tabla clasificatoria.

Efectué continuamente las preguntas exploratorias, de nueva
cuenta con las limitantes que ya mencioné (conocimiento
parcial).

Con la tabla clasificatoria pretendia resumir las caracteristicas
y expresiones matematicas de las aproximaciones de
resolucién del problema. Asi lo hice, pero hasta la clase
siguiente, por falta de tiempo. Esto fue indudablemente, por
falta de organizacion.

Técnicas o estrategias pa

ra propiciar el trabajo en equipo

Preguntas exploratorias y acerca del procedimiento
para resolver el problema, dirigidas al grupo.

Percibi especial interés en el momento en que explique la
forma de realizar los “despejes” para la obtencién de la
ecuacion de segundo grado. Creo que hubo interés y
confianza para preguntar, ya que varios alumnos realizaron
preguntas sobre el proceso. Parece que esto fue un indicador
importante sobre cierta confianza generada hasta ese
momento en el grupo.

Confirmé después que algunos percibieron que mantuve
interés para que todos entendieran, segun la opinién de una
alumna.

Demostracién de un procedimiento experimental o tedrico

INinguno.

Sélo explicacion verbal de la situacion.
La resolucion de la ecuacion de segundo grado obtenida,
pudo ser un elemento probatorio de la validez del modelo,
pero no asigné tiempo para resolverla.




Actividad planeada Actividad realizada y observaciones

Desarrollo de una actividad experimental

INinguna.

Aclaracién de dudas

|Preguntas exploratorias. Esta clase contribuyé de manera positiva, me parece, a
generar un ambiente de confianza para que los alumnos
preguntaran. Pienso que mostré disposicidon a aclarar dudas.
Reitero lo limitante que resulta hecer preguntas abiertas al

grupo.

Manejo de alumnos con dificultades de aprendizaje

INo planee alguna estrategia especifica. Procuré explicar suficientemente, incluso en varias ocasiones,
acerca de los procedimientos matematicos utilizados.

Evaluacion
ICuestionario: IAunque previsto para esta sesién, no efectué el cuestionario.
¢,Con lo observado hasta ahora, explica en que Este era el punto de partida para la discusién sobre el
Jconsiste el proceso de matematizacion del mundo proceso de matematizacion. A pesar de que reitero la no
fisico? aplicacion por falta de tiempo, reconozco que esta se debid a
¢, Cual fue el proceso seguido para resolver el que no asigné el tiempo necesario, ya que me faltd
problema? profundizar acerca del tema y prepararlo adecuadamente.
Previsto para aplicarse la 32 clase, al finalizar el
problema.
OBSERVACIONES

ILa resolucién del problema del pozo, me satisfizo en varios aspectos como:

-La importancia de los conocimientos previos.
-El interés y la capacidad de los alumnos, para comprender algun problema y resolverlo, siempre que este sea tratado
convenientemente.

Percibi en general, comprension e interés de los alumnos del problema del pozo, pero me parece que faltaron
actividades ademas de mi exposicion, para que los alumnos trabajaran mas activamente.
Observé que la mayoria de los alumnos realizé la tarea acerca de: ¢ Esta bien proporcionada Britney Spears?

REFLEXIONES

Destaco la importancia de la planeacién de las sesiones de clase. Asi como fue muy bueno para desarrollar
convenientemente el problema del pozo, también fue notable mi omision de un tema muy importante: el proceso de
matematizacion. Esto fue debido a una falta de planeacién adecuada. Planee preguntarles, pero las respuestas que o
daria para construir conjuntamente el tema.

En esta clase como en ninguna otra, percibi compresién y gusto por los temas vistos por parte de algunos alumnos.
Gran satisfaccion.




| PLAN DIARIO DE CLASES |

. . L, Plantel: ENP 6, “Antonio Caso”.
Datos de identificacion .,
Alumno: Alberto Jorge Ramirez Romero.
Asignatura: Grupo: Fecha: Ciclo escolar:
Matematicas IV 453 10-10-2006 2006-2007
Clase(s) No(s): Tema: Nivel de asimilacién:
4/6 Introduccién al Algebra. Conocimiento
Estrategias: Titulo: “El Péndulo”, clase teorico-practica.

Tablas-resumen. Objetivos de | Describir la relacion entre magnitudes asociadas al péndulo, mediante
Practica: “El Péndulo” aprendizaje: | expresiones matematicas, para realizar un modelo matematico (parcial)
que explique el fenémeno.

Recursos: Objetivos Promover la participacion grupal de los alumnos, mediante la formacion
Cuadernillo de practica. actitudinales: | de equipos, para impulsar la capacidad de trabajar colectivamente.
Material para el péndulo.
Actividades programadas TE
A Introduccion: Reactivacion de conocimientos previos:  Situacién problemética:
P Revision de tarea Breve repaso de los conceptos: ¢Es posible disefiar con conceptos
E (proporciones de matematizacion y matematicas como matematicos, un péndulo cuyo periodo
R Britney). lenguaje de la naturaleza, observados en de oscilacion sea de 1 [s]?
T Completar tabla- las clases anteriores. 25
y resumen del problema Observacion cualitativa de las
R del pozo. caracteristicas del péndulo, para comenzar
A a asociarlas con posibles expresiones
matematicas.
Construccion de significados: Organizacion y aplicacién
Practica: “El Péndulo”, la cual sera realizada basicamente mediante:  de los conocimientos:
Tablas descriptivas (cuantitativas y
Observacion cualitativa y cuantitativa de la relacion entre las cualitativas) de la relacién entre las
magnitudes asociadas al péndulo, la cual se compone de dos magnitudes: masa de la bola,
etapas: amplitud del movimiento y longitud del
D Primera etapa: Segunda etapa: hilo.
S 1. Relacion entre las variables: 1. Descubrimiento y énfasis Magnitud Efectoen T
de la presencia de la Observacion M A L
A . . e 1 VAR. CTE.  CTE.
R a) Longl_tud y perl_odo. ac’:eleramon g” en el ) CTE. VAR GOTE
R b) Amplitud y periodo. péndulo. 3 CTE. CTE. VAR 65
c) Masa de la bola y periodo.
(0] e,
2. Utilizacién del modelo
L i .y . 4 . Longitud ( del hilo y periodo de oscilacion T.
2. Cuantificacion experimental del matematico: = — —
L . . . 10 oscilaciones 1 oscilacion T2
periodo de oscilacién (7 ) en | v
O ., . . E i t t prom. T a
funcion de la longitud del hilo. =21 |— N ———
g fe) 1 n
para determinar el valor de .
“a”. 3 0.6
Nota: En la practica, no hago explicita g g;
desde el principio ésta etapa, ya que
considero relevante el descubrimiento
de la presencia de la constante “g”.
c Conclusion: Evaluacion: Tarea:
| Enfasis en la relacion constante:  Observacién de realizaciéon de Elaboracion de conclusiones.
e T 2y su asociacion con la la practica.
R aceleracion. Andlisis de conclusiones 10
R~ Comprobacién del valor de “g” (tarea).
E (validez del modelo matematico).
— Conclusiones de la practica.
E

TE: Tiempo estimado [min.] TE total: 2 horas-clase = 01:40.



FOLIO O4/06
Fecha: 10/Octubre/2006.
Hora de inicio: 15:20. Hora de término: 17:00.

Actividad planeada

Actividad realizada y observaciones

Presentacién del programa del diay forma de trabajo

Planteamiento del problema del péndulo y las actividades
asociadas: observacién cualitativa y cuantitativa,
apoyandose en el cuadernillo.

Realicé las actividades programadas, sin embargo,
esto ocurrié varios minutos después (25 aprox.) de la
hora de inicio, ya que ocupe tiempo en preparar el
material para el experimento. Erroneamente, consideré
que dicha preparacién seria mas rapida.

Exposicién de un

tema completo

Realizacion de las actividades incluidas en el cuadernillo,
para después analizarlas conjuntamente.

Debido a la demora para iniciar las actividades, no fue
posible concluir las actividades programadas. Apenas
dio tiempo para iniciar el experimento y realizar algunas
mediciones.

Empleo de material di

dactico especifico

*Material para el péndulo:

-Pelota de esponja.

-Trozo de hilo (1.2 m.)

-Crondémetro (incluido en teléfonos celulares)
*Cuadernillo de practicas.

*Calculadora.

Me parece que la eleccion de este experimento fue
acertada, debido a que es de facil adquisicion e
implementacion. Creo que en general resultd
interesante para los alumnos e incluso la utilizacién del
teléfono celular fue un recurso atractivo para ellos. Fue
muy perjudicial para el desarrollo de la clase y su
comprension, no contar a tiempo con el material.
Prepararlo, fue un distractor relevante y “tiempo
perdido”.

Uso de estrategi

as didacticas

Tablas-resumen.
Practica: “El Péndulo”.

Fue posible utilizar las estrategias previstas, pero no
totalmente en esta clase, debido al retardo mencionado
para iniciar las actividades. Fueron notables las
dificultades que presentaron algunos alumnos para
comprender el procedimiento del experimento. Aunque
observé que esto fue en parte por distraccion de los
alumnos, reconozco que falté claridad de mi parte para
explicar dicho procedimiento.

Técnicas o estrategias para propiciar el trabajo en equipo

Formacion de equipos de trabajo.

Fue posible trabajar en equipos, pero me parece que
era necesario organizar mejor la forma de trabajo, ya
que no contemplé, por ejemplo: definir a los
integrantes, que pasaria con los que faltaron y se
integrarian a la siguiente clase o las actividades de
cada integrante.

Demostraciéon de un procedimi

ento experimental o tedrico

Practica del péndulo.
Obtenciodn parcial del modelo matematico del péndulo y
confirmacién del modelo tedrico.

Decidi realizar el experimento del péndulo —ademas de
su facil implementacion—, porque el valor experimental
de “g”, concuerda con el teérico; también, porque
esperaba ilustrar como las matematicas nos ayudan a
modelar el fendmeno. Pienso que aunque en general
esto se logro, las deficiencias en la organizacion,

afectaron su mejor comprension.




Actividad planeada Actividad realizada y observaciones

Desarrollo de una actividad experimental

Experimento del péndulo. El experimento se realizd, con los inconvenientes de
la organizacion, los cuales ya he mencionado.

Aclaracion de dudas

Preguntas exploratorias al grupo. Las preguntas dirigidas al grupo, son un recurso que
Actividades y preguntas del cuadernillo. he utilizado continuamente. Pienso que son
necesarias aunque no es posible detectar totalmente
ciertas dificultades de aprendizaje. Las actividades y
preguntas del cuadernillo fueron indicadores
importantes, lo lamentable fue que no asigné tiempo
para comentar las respuestas y los aciertos y errores
asociados.

Manejo de alumnos con dificultades de aprendizaje

No planee alguna estrategia especifica. El acercamiento a los equipos, fue conveniente para
detectar dificultades y ayudar a la mejor comprension
de las actividades.

Evaluacion
Preguntas exploratorias. Las preguntas exploratorias dirigidas al grupo, pienso
Cuadernillo de practicas. que son un instrumento limitado, pero indispensable

para observar la situacion del grupo. El cuadernillo
proporciono informacion relevante sobre la
comprension del proceso involucrado y de los
resultados obtenidos, pero no asigné tiempo para
analizarlo conjuntamente con el grupo.

OBSERVACIONES

Considero que las actividades programadas son adecuadas para los objetivos propuestos, pero en ésta clase como
en ninguna otra, fue evidente que el hecho de no contar con el material debidamente preparado, alteré el ritmo y
claridad de las acciones propuestas.

Observé que el experimento resultd atractivo para varios alumnos. Fue un reto importante darle sentido a las
actividades hechas, mas alla del caracter ludico. Un recurso tan utilizado —en muchas veces de forma inconveniente—,
como es el teléfono celular, resulté un elemento atractivo para muchos de ellos.

El limitado tiempo para realizar las actividades programadas, aunado a la intencion de realizar éstas tal y como
estaba previsto, resulté perjudicial para la comprensién y buen término de la actividad. Quiza era mejor no realizarla.
Fue hasta la siguiente clase cuando logré concretar las actividades propuestas.

REFLEXIONES

Si en otras ocasiones ha sido evidente el inconveniente de no contar con una planeacién adecuada, en esta ocasion
fue claro que de poco sirve una buena planeacion, si la implementacién de esta es deficiente; es decir: la actividad
parecia acertada, al igual que la integraciéon de equipos, pero el hecho de comenzar tarde, apresurada y
desorganizadamente, alteré negativamente el desarrollo de la clase. En todo caso, estos son aspectos que debi
contemplar en la planeacion.




FOLIO 0O6/06
Fecha: 12/Octubre/2006.
Hora de inicio: 18:40. Hora de término: 19:30.

NOTA:
Esta sesion estaba programada basicamente para que los alumnos respondieran al cuestionario
de evaluacion de mi desempefio docente.

Decidi ocupar parte de la clase para resumir o expuesto hasta ese momento y procurar clarificar
aun mas, el sentido de las sesiones de trabajo; también, para dialogar con ellos acerca de mi
desempeno docente.

Las actividades fueron basicamente las siguientes:

-Resumen de las clases hecho por algunos alumnos, realizado frente a grupo de manera verbal y
guiado por mi.

-Breve explicacion de los procesos y resultados de las clases, con relacion al objetivo general de
las sesiones de trabajo.

-Explicacién del contenido de la tarea “;Esta bien proporcionada Britney Spears?” y su relacion
con el lenguaje de la naturaleza.

-Discusién con los alumnos acerca de mi desempeno docente.

Debido al tipo de actividades realizadas en esta sesidén y a su brevedad, incluiré solamente las
observaciones y reflexiones que considero relevantes:

OBSERVACIONES

Me parecié que el hecho de que fueran los alumnos quienes hicieron el resumen, logrd, al menos, activar a los demas
para que reflexionaran un poco sobre lo hecho hasta entonces. Fue grata la respuesta de los expositores, ya que
aunque en ciertos momentos mi guia resulto necesaria, fueron capaces de explicar adecuadamente los temas de
clase.

Procuré con la explicacién-resumen que di, sintetizar las ideas principales asociadas con el objetivo de clase. Pienso
que esta era necesaria, aunque parece que hicieron falta otras actividades y estrategias concretas realizadas por los
alumnos, para consolidar lo visto hasta entonces; esto es: hice énfasis en la importancia de las matematicas para
describir el fendbmeno del péndulo, en la validez del modelo matematico y en la importancia del modelo de
matematizacion, pero no tengo evidencias concretos y mas amplias acerca de la comprensién y dominio de los temas
por parte de los alumnos.

Observé que un tema tan rico como es la “proporcién aurea” fue escasamente expuesto por mi, debido en parte alf
tiempo limitado, pero también a la planeacion y conocimientos insuficientes.

REFLEXIONES
Dado que en las observaciones aproveché para reflexionar sobre las actividades de la clase, ahora quiero exponer
algunas reflexiones sobre el dialogo que pretendi realizar con los alumnos:

Parto del siguiente supuesto: cualquier instrumento para conocer la opinidon de los alumnos acerca de mi desempefio,
tiene un margen de error o incertidumbre, pero también de certeza y claridad; por lo tanto, considero que el didlogo
directo y abierto con ellos, es un instrumento mas que contribuye a la mejor comprension de lo que somos y lo que
debemos ser o modificar.

Me satisfizo que tuvieran confianza para compartir su opinidn, a pesar de la critica —la principal- mas frecuente hacia]
mi: mi “falta de caracter” para “controlar” al grupo. Me satisfizo aun mas, la opinién de varios alumnos en el sentido de
que mi desempenfo les parecié adecuado.

Sin duda, seguiré practicando este ejercicio de reflexion y dialogo conjunto entre I@s alumn@s y yo.
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