UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

POSGRADO EN CIENCIASFISICAS

“DINAMICA Y TRANSPORTE EN MAPEOS
SIMPLECTICOS NONTWIST ACOPLADOS CON
MUCHOS GRADOS DE LIBERTAD”

TESIS

QUE PARA OBTENER EL GRADO DE:
MAESTRO EN CIENCIAS (FISICA)

PRESENTA:

LEOPOLDO CARBAJAL GOMEZ

DIRECTOR DE TESIS: DR. JULIO J. MARTINELL BENITO
ASESOR PROFESIONAL: DR. DIEGO DEL-CASTILLO-
NEGRETE

MIEMBRO DE COMITE TUTORAL: DR. JOSE JULIOE.
HERRERA VELAZQUEZ

MIEMBRO DE COMITE TUTORAL: DR. OCTAVIO
MIRAMONTES VIDAL

MEXICO, D.F. 2011



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Agradecimientos

Quiero agradecer a todas las personas que estuvieron envueltas directa e indirec-
tamente en la realizacion de esta tesis de maestria.

En primer lugar quiero expresar mi gratitud, mi gran respeto y admiracion hacia
el Dr. Julio Javier Martinell Benito y el Dr. Diego del-Castillo-Negrete, mis
principales guias intelectuales a lo largo de todo el programa de maestria. Ha
sido una gran fortuna haber trabajado con tutores con esa excelente calidad en
investigacion cientifica y calidez humana que los caracteriza. Les agradezco por
todas sus valiosas ideas y opiniones, asi como también por el apoyo econémico que
me brindaron para poder asistir a congresos y talleres, asi como para llevar a cabo
las estancias de investigacién en la divisién de energia de fusion del Oak Ridge
National Laboratory, la cual fue, sin duda alguna, una experiencia inolvidable.

Quiero agradecer también a los miembros de mi comité tutoral, por su valio-
sa participacion en mi formaciéon académica. Al Dr. José Julio Emilio Herrera
Veldzquez, al Dr. Octavio Miramontes Vidal y al Dr. Javier Vitela Escamilla, el
cual nos ha adelantado camino en el inevitable ciclo de la vida. A todos ellos,
gracias.

De igual forma, les agradezco a los miembros del jurado; al Dr. David P. Sanders,
al Dr. Alberto Robledo Nieto y al Dr. Arturo Olvera Chavez, por realizar la
revision de esta tesis. Las valiosas platicas con ellos fueron de gran ayuda para
enriquecer el contenido de este trabajo.

Agradezco también al Posgrado en Ciencias Fisicas de la UNAM, por haberme
apoyado todo el tiempo que formé parte de él hasta la culminacion de mis estudios
de maestria.

En forma especial quiero agradecer a mis amados padres, Fadul y Elsy, a mis
hermanos, Eleonor y Fadul, a mi querido sobrino Santiago y a mi éngel de la
guardia, mi Mami. Gracias por todo su apoyo y amor, por haberme dado luz y



fortaleza en los momentos oscuros y de vacilacién que encontré a lo largo de la
maestria. Siempre han y seguirdn formando la parte mas importante de mi vida.

Por tultimo, pero no por eso menos, quiero agradecer a mi amada novia Rocio
por todo su amor, apoyo y comprension que me brindé en todo este tiempo. A
mis amigos, Juan, Julio, Miguel, Jose Luis; a mis colegas en mis estancias en
Oak Ridge, Luis, Guangye, Raul, Damian, Brisa, y a todos los que sin ser mi
intension he omitido aqui.

A todos, nuevamente. Gracias.

Leopoldo Carbajal Gémez.



Abstract

Area-preserving nontwist maps, i.e. maps that violate the twist condition, arise
in the study of degenerate Hamiltonian systems for which the standard version of
the KAM theorem fails to apply. These maps have found applications in several
areas including plasma physics, fluid mechanics, and condensed matter physics.
Previous studies have limited attention to one-degree-of-freedom systems (i.e., 2-
D phase space). Going beyond these studies, in this thesis we study nontwist maps
with many-degrees-of-freedom. We propose a model in which the different degrees
of freedom are coupled through a mean field that evolves self-consistently. Based
on the linear stability of period-one and period-two orbits of the coupled maps, we
construct coherent states in which the degrees of freedom are synchronized and
the mean field stays nearly fixed. Nontwist systems exhibit global bifurcations in
phase space known as separatrix reconnection. Here we show that the mean-field
coupling leads to dynamic, self-consistent reconnection in which transport across
invariant curves can take place in the absence of chaos due to changes in the
topology of the separatrices. In the context of self-consistent chaotic transport
we study two novel problems: suppression of diffusion and self-consistent breakup
of the shearless curve. For both problems we construct a macroscopic effective
diffusion model with time-dependent diffusivity. Self-consistent transport near
criticality is also studied, and it is shown that the threshold for global transport
as function of time is a fat-fractal Cantor set.






Resumen

Los mapeos simplécticos (que preservan éreas) nontwist, es decir; los mapeos
que violan la condicion de twist, surgen en el estudio de sistemas Hamiltonianos
degenerados para los cuales la version estandar del teorema KAM no puede apli-
carse. Estos mapeos han encontrado aplicaciones en diversas areas incluyendo
fisica de plasmas, mecanica de fluidos y fisica de la materia condensada. Estu-
dios previos se han limitado a los sistemas con un grado de libertad (i. e., un
espacio fase de dos dimensiones). Yendo mds alld de esos estudios, en esta te-
sis estudiaremos mapeos nontwist con muchos grados de libertad. Proponemos
un modelo en el cual los diferentes grados de libertad estan acoplados mediante
un campo medio que evoluciona autoconsistentemente. Basados en la estabili-
dad lineal de las érbitas de periodo uno y dos del mapeo acoplado, construimos
estados coherentes en los cuales los grados de libertad estan sincronizados y el
campo medio permanece cerca de los valores de estabilidad. Los sistemas nont-
wist exhiben bifurcaciones globales en el espacio fase conocidas como reconexion
de separatrices. Aqui mostramos que el acoplamiento del campo medio da lugar
a la reconexién de separatrices dinamica autoconsistente, que a su vez produce
transporte a través de las curvas invariantes en la ausencia de caos debido a los
cambios en la topologia de las separatrices. En el contexto del transporte cadti-
co autoconsistente estudiamos dos problemas nuevos: la supresién de difusion
y el rompimiento autoconsistente de la curva shearless. Para ambos problemas
construimos un modelo macroscopico de difusion efectivo con una difusividad de-
pendiente del tiempo. También, el transporte cerca de la criticalidad es estudiado
y se muestra que el umbral para el transporte global como funcién del tiempo
posee una estructura de un conjunto de Cantor grueso.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Desde el punto de vista de la mecanica clasica, el estudio de la dinamica de un
sistema puede abordarse usando dos formalismos totalmente equivalentes, esto
es, usando las ecuaciones de Lagrange o bien las ecuaciones de Hamilton. En el
primer caso, un sistema con m grados de libertad, (qi,...,qn), queda descrito
por un conjunto de m ecuaciones diferenciales de segundo orden, una ecuacién
diferencial para cada grado de libertad,

oL d [OL ,
8%—%(8%)—0, i=1,....,m, (1.1)

donde L({q,dx},t) = K({dm}) — U({qk, Gx}, 1), es el Lagrangiano del sistema,
con K la energia cinética y U la energia potencial. El conjunto de ecuaciones
(1.1) describen la dindmica del sistema como una trayectoria en el espacio de
configuraciones 2m-dimensional, (g1, ..., Gm,G1, - -, Gm)-

Por otro lado, en el formalismo Hamiltoniano el sistema queda descrito por un
sistema de 2m ecuaciones diferenciales de primer orden, una para cada uno de los
grados de libertad, (g1, ..., ¢n), y una para cada uno de los momentos asociados
a cada grado de libertad, (p1,...,pm)

OH ) oOH

Gh==—, Ppp=—7, k=1,...,m, 1.2
" apy g gy, (1.2)

donde, pr = 0L /gy, es el momento asociado a cada grado de libertad y H ({qx, pr },t) =
> {pidi} — L, es el Hamiltoniano del sistema. En este caso, la dindmica del sis-
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tema queda representada por una trayectoria en el espacio fase 2m-dimensional,
(QIu coyqm, D1y - - - 7pm)

En algunos casos resulta mas conveniente usar el formalismo Hamiltoniano para
los sistemas que son integrables!, ya que haciendo el cambio de variables ade-
cuado (qx, pr) — (©k(¢j, i), Ix(q;,p;)), se transforma al conjunto de ecuaciones
de movimiento (1.2) a un sistema de ecuaciones diferenciales donde la mitad de
ellas se resuelve trivialmente

. oOH' . oOH'
@kza—lk, Ik:—a—(akzo, k':]_,...,m, (13)
con H'({I}), el nuevo Hamiltoniano que depende tinicamente de los nuevos mo-
mentos [. Esta descripcion del sistema en donde los momentos asociados son
constantes, I = cte, es comunmente llamada la descripcion Hamiltoniana en las
variables de accién-angulo, en donde I} y © son las variables de accién y angulo
respectivamente. Es necesario mencionar que el cambio de variables para pasar
de las variables iniciales (qx, px), a las variables de accién-angulo (O, Ix,), pre-
servan la forma Hamiltoniana de las ecuaciones. A dichas transformaciones que
cumplen con esto se le llama transformaciones canoénicas [1]. Las transformacio-
nes candnicas son de gran importancia en la mecanica Hamiltoniana, ya que la
evolucion temporal del sistema se puede ver como un conjunto de transformacio-
nes canonicas consecutivas, ademas, las transformaciones candnicas tienen una
estrecha relacion con el teorema de Liouville, el cual nos dice que el volumen del
espacio fase permanece invariante ante transformaciones canénicas que describen
la evolucién del sistema en funcién del tiempo?. Esto significa que un elemento
de volumen en el espacio fase, conformado por un conjunto de condiciones ini-
ciales diferentes, evolucionara de tal manera que se irda deformando en funcién
del tiempo, pero siendo el volumen a cada instante igual al volumen inicial.

La descripcion de la dinamica del sistema en funcién de las variables accion-angu-
lo, cuando es factible, permite analizar la trayectoria del sistema en el espacio
fase (01,...,0m,I1,...,1,), en una forma sencilla. Por ejemplo, para un sis-
tema Hamiltoniano de dos grados de libertad, m = 2, las trayectorias en el
espacio fase (01, 0., 1, I5), se pueden representar como las trayectorias que se
“enrollan” en las superficies (llamadas superficies KAM [4]) que folian a la subva-
riedad 3-dimensional del espacio fase definida por la conservacién de la energia,
H'(I1,I3) = E = cte, esto como se muestra en la Fig. (1.1)-(a). Las flechas en

Ver comentario al pie de la pagina 20.
2En realidad se habla de hipervolumenes en el espacio fase 2m-dimensional para sistemas
con m grados de libertad.
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Capitulo 1. INTRODUCCION

los paneles (a) y (b) indican el sentido del flujo de las trayectorias al “enrollarse”
sobre las superficies KAM. En esta figura cada toro representa una foliacion de
la subvariedad definida por la energia constante E y las variables de accién, I e
15, representan los radios menor y mayor del toro, respectivamente.

Figura 1.1: Imagen tomada de la ref. [3]. Trayectorias de un sistema Hamiltoniano
con dos grados de libertad. En el panel (a) se muestra un corte transversal de los
toros (superficies KAM) que folian la subvariedad del espacio fase definida por la
conservacién de la energia, H'(I1,I5) = E = cte . Las variables de accién, I7 e I, las
cuales son constantes para un valor dado de la energia H'(I1,[s) = E, representan
el radio menor y el radio mayor de cada toro, respectivamente. En el panel (b) se
muestran las intersecciones de la trayectoria del sistema con un plano perpendicular
a la direccién toroidal, el cual define a la secciéon de Poincaré del sistema. Las flechas
indican la direccién del flujo de las trayectorias al “enrollarse” en las superficies KAM.

Alternativamente, podemos representar la trayectoria del sistema como un con-
junto de puntos en un plano que corta perpendicularmente a las superficies toroi-
dales, asi, la dinamica quedara representada por un conjunto de puntos en plano
{x1,...,%;,...}, como se muestra en la Fig. (1.1)-(b). Dicha representacién es
llamada la seccién de Poincaré del sistema. En sistemas Hamiltonianos integra-
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bles® existen dos clases de trayectorias del sistema sobre las superficies KAM. La
primera clase son las llamadas trayectorias peridédicas, para las cuales la secuencia
de puntos en la seccion de Poincaré para una trayectoria dada tiene un nimero
finito de elementos, {x1,...,x;}, donde después de j intersecciones de la trayec-
toria con la superficie de Poincaré se obtiene, x;;1 = X;, a estas trayectorias se
les llama trayectorias periddicas de orden j. La segunda clase son las llamadas
trayectorias cuasi-periodicas, para las cuales el nimero de puntos generados por
la interseccién de la trayectoria del sistema con la seccién de Poincaré no es fi-
nito y se tiene, x5 # X1, para todo s € {1,2,...}. Por lo tanto, las trayectorias
periddicas estaran representadas por un conjunto de puntos finitos en los circulos
definidos por las superficies KAM, mientras que las trayectorias cuasi-periédicas
llenaran los circulos ergédicamente en las secciones de Poincaré. Asi, cada super-
ficie KAM puede estar cubierta por trayectorias periddicas o cuasi-periddicas.

De lo anterior se sigue que la dinamica Hamiltoniana queda determinada por un
mapeo de la forma

:L,n-i-l _ xn+Q(xn’yn+1)’
yn+1 _ y"+g(x",y"“), (14)

donde, (z",y") denota la m-ésima iteracién del mapeo®. En estos mapeos las
variables (z™,y™) juegan el papel de las variables de accién y dngulo, respec-
tivamente. La forma de las funciones Q(x™,y" ™) y g(z", y"™!), dependera de
cada sistema en particular. Para estos mapeos, una consecuencia inmediata de
la dindmica Hamiltoniana, la cual preserva el volumen en el espacio fase, es la
preservacion del area en las secciénes de Poincaré. Debido a esto ultimo, los ma-
peos que describen dindmicas Hamiltonianas son llamados mapeos que preservan
areas (area-preserving maps) 6 mapeos simplécticos. Esta condicién es expresada
mateméticamente como que el Jacobbiano de las nuevas variables x"*1(x™), sea
igual a uno

a(xn—i—l’ yn+1)

o 1. (1.5)

3Un sistema Hamiltoniano integrable es aquel que posee tantas constantes de movimiento
como grados de libertad tiene el sistema. Esto hace posible el representar la dindmica del sistema
en funcién de sus variables de dngulo y accidn, las cuales permiten integrar las ecuaciones de
movimiento de manera sencilla.

4La n-ésima interseccién de la trayectoria con el plano que define a la seccién de Poincaré
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Los mapeos simplécticos han mostrado ser de gran utilidad en estudios numéri-
cos y analiticos de sistemas Hamiltonianos integrables, asi como para el estudio
de sistemas Hamiltonianos perturbados® con pocos grados de libertad, ya que
resulta mas facil estudiar el sistema en dos dimensiones que en un espacio fase
de dimensién superior.

Cuando se estudia a los sistemas Hamiltonianos perturbados se observa la des-
truccion de las superficies KAM que corresponden a aquellas cubiertas por trayec-
torias periddicas, mientras que las asociadas a las trayectorias cuasi-periddicas
se muestran mas resistentes a romperse. Es ésta destruccion de las superficies
KAM lo que da lugar al llamado caos Hamiltoniano [3, 4],

En particular, el mapeo estandar, para el cual Q = "™ y g = —xsin(z" —0), es
un modelo paradigmatico que junto con teoremas poderosos como son el teorema
KAM vy el teorema de Pincaré-Birkhoff, permiten estudiar la manera en que las
curvas KAM de sistemas Hamiltonianos con un grado y medio de libertad son
destruidas cuando se le aplica una perturbacién periédica al sistema [3]. Desde
el punto de vista de los sistemas dinamicos es importante conocer cuales son
las curvas KAM mas resistentes a romperse, ya que éstas son las que proveen al
sistema de barreras para el transporte en la direcciéon perpendicular al sentido del
flujo de las trayectorias (ver Figs. 1.1 y 1.5). En la Fig. 1.2 se muestra el mapeo
estandar para dos valores diferentes del parametro «, el cual mide la intensidad
de la perturbacion aplicada al sistema integrable.

A lo largo del tiempo, se han hecho un gran niimero de estudios para sistemas con
pocos grados de libertad en comparacién con la poca cantidad referente a sistemas
con muchos grados de libertad, esto debido a la complejidad de estos ultimos.
La dificultad de tratar sistemas con muchos grados de libertad se observa al
considerar un sistema de /N particulas en un espacio tridimensional, teniendo por
lo tanto, un espacio fase de 6/N dimensiones. En general, si se toma en cuenta la
interaccién de cada particula con las demas particulas que conforman el sistema,
donde la interaccion es de alguna forma arbitraria, entonces las ecuaciones que
describen la dindmica del sistema serdan 6V ecuaciones no lineales acopladas. Una
manera de aproximar este tipo de problemas tan desafiantes es a través del uso de
modelos de campo medio, en los cuales la interacciéon mutua de las particulas es
mediada por un campo global cuya evolucion se determina autoconsistentemente
a partir de la dinamica de las particulas. Desde la perspectiva de los sistemas

5Un sistema Hamiltoniano perturbado o no integrable es aquel que no posee un ntimero
de constantes de movimiento igual al nimero de grados de libertad. El Hamiltoniano de estos
sistemas se puede escribir como H” = H'({I;}) + H({Ok, I }), donde H’ es el Hamiltoniano
integrable y H la perturbacién del sistema.
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1.1. El single wave model y su mapeo discreto

Figura 1.2: El mapeo estandard para dos valores del pardmetro £ y # = 0. En el panel
(a) k = 0.4, se puede observar la existencia de un gran numero de superficies KAM. En
el panel (b) k = 1.3, y la mayoria de las superficies KAM se han roto dando lugar al
transporte en la direccién perpendicular al flujo. Las flechas en ambos paneles indican
el sentido del flujo para el mapeo estandard.

dindmicos, la aproximacion de este tipo de teorias de campo medio da lugar al
estudio de mapeos globalmente acoplados. En la siguiente seccion se presenta un
modelo de campo medio, el single wave model, y se estudia su relacién con los
mapeos que tienen la forma de las Ecs. (1.4).

1.1. El single wave model y su mapeo discreto

El modelo de una onda o por su nombre en inglés, el single wave model, es un mo-
delo que surge de forma natural al estudiar la interaccion no lineal onda—particula
para plasmas unidimensionales de Vlasov—Poisson cercanos a la estabilidad mar-
ginal en el limite no lineal débil. En fluidos, el modelo describe la dindmica de
la vorticidad en dos dimensiones en presencia de un flujo de fondo con cizalla de
gran intensidad [5]. A continuacién se da una breve descripcién de la derivacion
del modelo desde el contexto de fisica de plasmas como es derivado en la ref. [6].

En el contexto de fisica de plasmas, un plasma neutro unidimensional donde
los iones se consideran como un fondo fijo y solamente se considera la dinamica
de los electrones, queda totalmente descrito por su ecuacién de Vlasov—Poisson,
la cual describe la evolucion de la funcién de distribucién de probabilidad en
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Capitulo 1. INTRODUCCION

el espacio fase de un conjunto de particulas cargadas (electrones) en presencia
de campos eléctricos, junto con la ecuacién de Poisson, la cual da el potencial
eléctrico producido por las particulas. Asi, el conjunto de ecuaciones cinéticas
que describen al plasma son:

IrF 4 ud, F + 0, (Fy + F) 8,® = 30,(uF + u20,F), (1.6)
K2o(k,T) = —/ F(k,u,T)du, (1.7)

donde la Ec. (1.6), es la ecuacién de Vlasov, siendo x y u la posicién y la velocidad
de los electrones, T' el tiempo y F(z,u,T) una posible perturbacién a Fyp, la
funcién de distribucién de probabilidad de los electrones en equilibrio. El lado
derecho de la Ec. (1.6) es el operador de colisiones de Fokker-Planck, con g la
frecuencia efectiva de colisiones. La Ec. (1.7) es la transformada de Fourier de la
ecuacion de Poisson que relaciona al potencial eléctrico, ®(z,T'), con la densidad
de carga del plasma y por lo tanto también con F(z,u,T). Cuando § se toma
igual a cero, el conjunto de Ecs. (1.6)—(1.7) se convierte en las ecuaciones de
Vlasov-Poisson.

Si para la configuracion inicial de equilibrio, Fjy, existe un valor de u tal que,
Fy(u*), es un punto de inflexién, 9, Fy(u*) = 92 Fy(u*) = 0, se dice que el equi-
librio es marginalmente estable (ver Fig. (1.3)). Para el caso en el que la veloci-
dad de propagacién de la perturbacion, F(x,u,T), iguala a la velocidad de las
particulas en u*, es posible crear soluciones regulares que describan la evolucién
de dicha perturbacién localizada alrededor de u*. Esto se logra haciendo una
expansién asintotica de las Ecs. (1.6) y (1.7) en la regién cercana a u* y en la
regiéon lejana a u*, para después hacer coincidir ambas soluciones en la interfaz de
las dos regiones de manera que la solucién global sea continua en todo el rango
de velocidades. De llevar a cabo este procedimiento se encuentran las siguientes
ecuaciones que describen la dindmica del plasma:

Ouf +00uf + 0,00, f = v f, (1.8)
p(z,t) = a(t)e™ +a*(t)e ™, (1.9)
dc;gf) iUa + (e f) (1.10)

donde f(z,v,t) es la perturbacion de la funcién de distribucién de probabilidad de
los electrones, la cual ha sido reescalada adecuadamente al igual que la posicion,
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1.1. El single wave model y su mapeo discreto

velocidad y tiempo, v se refiere a la frecuencia de colisiones, ¢(z, t) es el potencial
electrostatico de campo medio el cual posee una dependencia espacial fija, con x
periédica en 27, y una amplitud compleja, a(t), dependiente del tiempo y cuya
evolucién depende de la dindmica de las particulas como lo muestra la Ec. (1.10),
donde U es un parametro constante del sistema. En esta ecuacion, (), se refiere
al promedio sobre el espacio fase, (1/27) [ [ dzdv. El conjunto de ecuaciones
(1.8)—(1.10) definen al single wave model.

Region lejana 1 Region lejana

Region cercana

Fo(u)

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
i F(x,u,t)
1

Figura 1.3: Funcién de distribucién de probabilidad marginalmente estable, Fy(u), el
punto de inflexiéon se encuentra en u*. Las lineas verticales discontinuas separan las
regiones cercana y lejana en la que se hace la expansién asintdtica de las ecuaciones
de Vlasov-Poisson. En color rojo se muestra la perturbacion a la configuracién de
equilibrio, F'(u,z,T), que tiene la misma velocidad de las particulas en el punto de
inflexién u*.

Siguiendo la analogia propuesta en la ref. [5] entre el problema de transporte en
fluidos y plasmas, la Ec. (1.8) se puede pensar como una ecuacién de adveccién-
difusion para la funcion de distribucion de probabilidad de los electrones en el
espacio fase (z,v), donde el “campo de velocidades” que realiza el transporte en
el espacio fase esta generado por la funcion de flujo

U(x,v,t) = —%v2+¢(x,t), (1.11)
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con las ecuaciones de movimiento para los “elementos de fluido” del espacio fase
dadas por

dv. oY

dt ov’

dv o

w _ %y 1.12
dt ox ( )

Por otro lado, si representamos al potencial autoconsistente, ¢(z,t), por una
amplitud y una fase, \/J(t)e™?® las Ecs. (1.9) y (1.10) se transforman en

oz, t) = 24/J(t)cos(z—06(t)), (1.13)
LAC R S cos (x —

T = U tfes o), (1.14)
dJ(t)

= 23/ J () (f sin (z — 6(t))) . (1.15)

El conjunto de Ecs. (1.12)—(1.15), determinan asi la evolucién autoconsistente de
plasmas y fluidos marginalmente estables.

Cabe mencionar que el single wave model guarda una estrecha relaciéon con otras
teorias de campo medio usadas para estudiar sistemas con interacciones de largo
alcance [7]. Para este tipo de sistemas se ha observado la violacién de la equiva-
lencia entre la descripcién microcanénica y canénica de la fisica estadistica asi co-
mo la no validez de la hipotesis ergodica para las trayectorias en el espacio fase,
ademads de fendmenos como la relajacion extremadamente lenta hacia el equili-
brio termodinamico y la relajacién del sistema hacia estados cuasi-estacionarios

[3].

Para el caso especial del single wave model en que da/dt = 0, la Ec. (1.10) se
transforma en

Ua=—{(e™f), (1.16)

para la cual, si U = —2/¢ y se sustituye en la Ec. (1.9), las Ecs. (1.11) y (1.12)
arrojan el siguiente modelo Hamiltoniano:
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1.1. El single wave model y su mapeo discreto

2

H= % +V(t), RV= 2i /dlj/du cos (v —a') f(2',ut),  (L17)
™

donde H = —1. Este modelo Hamiltoniano es el modelo cinético del Hamilto-
nian Mean Field (HMF), el cual fue usado originalmente como un sistema para
describir las interacciones de largo alcance entre espines fijos en el espacio don-
de sus grados de libertad internos pueden tomar valores continuos. Este modelo
también se ha relacionado con otros sistemas donde existen interacciones de largo
alcance tales como problemas de hidrodinamica de fluidos incompresibles en dos
dimensiones, sistemas gravitacionales en una dimensién y plasmas no neutros.
Para mas detalles al respecto, se refiere al lector interesado a los trabajos de las
referencias [6, 8] y al libro que contiene a [7].

Consideremos ahora el caso para el cual se tienen N particulas (electrones o vorti-
ces puntuales) que conforman al sistema, para este caso la funcién de distribucién
de probabilidad se convierte en

N

fla,v,t) =21 ) Thd(a — 2x(1)0(v — vr(t)) (1.18)

k=1

donde, xy, vp vy 'y son la posicién, velocidad y la constante de acoplamiento de
cada particula, dependiendo esta ultima de cual es la naturaleza del sistema.
Haciendo el cambio de variable, py = ['yvy, podemos reescribir a las Ecs. (1.12)—
(1.15) en la forma Hamiltoniana

b= OH _pe
© T ope Ty
OH
De = —8—m:—2ﬁfksin(:pk—9),
. OH 1 &
0 = —:—U——kacos(azk—ﬁ),
oJ \/jk:1
N
J = —88—[;:2\/3 > Tysin(zx - 0), (1.19)
k=1

con el Hamiltoniano dado por
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N 9
H (2, pi, J,0) = Z{% — VT cos (z — 0)} — UJ. (1.20)
k=1

El sistema de Ecs. (1.19), queda en la forma de un sistema Hamiltoniano con
variables generalizadas, (x1,...,zy,#), que tienen como momentos conjugados
asociados a (p1,...,pN, J).

Por tltimo, considérese la discretizacion en el tiempo del conjunto de ecuaciones
(1.19). En donde, sin perdida de generalidad se fija a U = 0, ya que este parame-
tro puede eliminarse aplicando una transformacion Galileana al sistema. Asi, el
mapeo resultante es el siguiente:

At

ottt = ap+ =Pt (1.21)
[y
pitt = pp = 2AtTV I sin (2} — 07) (1.22)
At &
ot = o — Z [y cos (zp —0"),
A /JnJrl o
(1.23)
N
T = 4 28Ty " Tysin (o — 07) (1.24)
k=1

donde n representa la n-esima iteracién del mapeo y At se refiere al intervalo de
tiempo considerado en la discretizacion de las derivadas temporales. En el mapeo
anterior, la ecuacién para J"™! estd en forma explicita, sin embargo, haciendo el
cambio de variables

At
e=opk, RTS2AADWIY, =200, (1.25)

el mapeo se reescribe como

gt =yt 1.26)
it = yp - & sin (] — 0), (1.27)
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donde k™ y 6" denotan la amplitud y fase del campo medio, las cuales evolucionan
en funcién de n de acuerdo a las siguientes relaciones:

" N 1 on"
ot = 9 + g (1.28)

= V()2 4+ ()2 (1.29)

donde

N
n" = Zyk sin(z) — 0") (1.30)

k=1

es el acomplamiento de campo medio con v las constantes de acoplamiento, las
cuales dependen de la carga relativa de las particulas (electrones) respecto al
fondo fijo de iones [5, 6]. Para el caso en el que no existe acoplamiento, v, = 0,
y cada particula evoluciona independientemente siguiendo las trayectorias de los
mapeos estandar en el espacio fase con k y 0 fijas (ver Fig. 1.2).

El modelo de campo medio de las ecuaciones (2.11)—(1.30) es un laboratorio muy
util para estudiar la dindmica de sistemas Hamiltonianos con un gran numero de
grados de libertad en el contexto de mapeos que preservan areas.

Es interesante comparar los resultados que dan el single wave model y su equiva-
lente discreto de las Ecs. (2.11)—(1.30). En la Ref. [5] se hace una comparacién
entre ambos sistemas mostrando similitudes cualitativas y cuantitativas para cier-
tos valores de los parametros del mapeo discreto, esta comparacién se muestra
en la Fig. (1.4).

1.2. Los mapeos nontwist

Es importante hacer notar que el mapeo de las ecuaciones (1.26) y (1.27) para
valores de k™ y 0" fijos tiene la propiedad de twist. Esto significa que el sentido del
flujo de las trayectorias siempre es la misma y el nimero de rotacién® aumenta
al ir de una superficie KAM a otra. Esta propiedad se puede expresar como

6El nimero de rotacién mide el cizallamiento de las trayectorias del sistema al “enrollarse”
en las superficies KAM.
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Figura 1.4: Figuras tomadas de la referencia [5]. Comparacién entre el single wave
model y su mapeo discreto en el tiempo. En los paneles (a) y (b) se muestran las so-
luciones de la amplitud y fase del campo medio para un problema de transporte de
vorticidad usando el single wave model. En los paneles (d) y (e) se muestran la solu-
ciones obtenidas con el mapeo discreto para el caso equivalente de vortices puntuales.
Los paneles (c) y (f) muestran imdgenes instantaneas del espacio fase para los casos
continuo y discreto respectivamente.

axn-i-l

S 70 (1.31)

para toda y”. Esta condicién es equivalente a la propiedad de no degeneracion
para sistemas Hamiltonianos continuos con muchos grados de libertad.
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El principal objetivo de este trabajo de tesis es formular y estudiar el analogo
del modelo de campo medio en las Ecs. (1.26)—(1.30) para el caso de mapeos
nontwist. Estos mapeos estan caracterizados por la violacién de la condicion
de twist dada por la Ec. (1.31). Esto quiere decir que existe una curva KAM
en la que se revierte el sentido del flujo de las trayectorias del sistema. En la
Fig. 1.5 se muestra esqueméaticamente el caso de los mapeos twist y nontwist en
dos dimensiones.

Twist Nontwist

- Sentido del flujo

— — — — — Curvasincizalla

Figura 1.5: Caso twist y nontwist. Para los mapeos que cumplen con la condicién de
twist (izquierda), el flujo de las trayectorias del sistema siempre tiene el mismo sentido
aumentando el nimero de rotacién al ir de una superficie KAM a otra. En el caso de los
mapeos nontwist (derecha) existe alguna curva KAM en la cual se revierte el sentido
del flujo de las trayectorias del sistema, la curva en la cual sucede esto es llamada la
curva sin cizalla (shearless).

Los mapeos nontwist, surgen en el estudio de la transicién al caos para sistemas

Hamiltonianos perturbados que son degenerados. Un ejemplo de este tipo de
mapeos es el llamado mapeo estandar nontwist

anrl = " Ta [1 - <yn+1)2} ’
y" y" — ksin (2" —0), (1.32)
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el cual ha sido propuesto en la ref. [10] como un modelo para el transporte cadtico
en flujos geostropicos.

Figura 1.6: En los paneles se muestran cuatro de las posibles imégenes del espacio
fase para el mapeo estdndard nontwits. En el panel (a) a = 0.5 y k = 0.1, para estos
valores de los pardmetros el sistema es muy cercano al sistema integrable y por lo
tanto existen un gran numero de superficies KAM, en este cdso se pueden observar las
resonancias correspondientes a los puntos fijos del mapeo. En el panel (b) a = 3.2416
y k = 0.1, para este caso se empieza a ver la destruccién de las curvas KAM que dan
lugar a zonas estocasticas alrededor de los puntos fijos, en la zona central se pueden
ver las resonancias que corresponden a las trayectorias periddicas de orden dos. En el
panel (¢) a = 0.1 y k = 1; para estos valores de los parametros la topologia del espacio
fase corresponde a la topologia homoclinica, ademas, se pueden observar grandes zonas
estocdsticas y la existencia de érbitas periddicas de orden superior. En el panel (d) los
valores de los pardametros a = 4.31062700354 y x = 0.742493131039, corresponden al
caso de la transicién hacia el caos global, para valores mayores de k ya no existiran
curvas KAM. En este panel se muestra la curva sin cillaza con una linea gruesa, esta
curva corresponde a la curva KAM que se muestra més resistente a romperse. Para
todos los casos 6 = 0.

En este mapeo se viola la condicién de twist a lo largo de la linea y = 0 (en el
limite k — 0), conocida como la curva KAM sin cizalla (shearless) la cual crea
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una barrera de transporte central (BTC). El mapeo nontwist ha sido propuesto en
la ref. [10, 16] como un modelo simplificado para estudiar el transporte caético en
flujos geofisicos y también ha sido usado para estudiar el transporte en plasmas
confinados magnéticamente [11, 12, 13].

Por otro lado, los mapeos nontwist son interesantes desde el punto de vista de
los sistemas dinamicos debido a la violacién de la condicién de twist, la cual no
hace posible la aplicacién de teoremas poderosos incluyendo el teorema KAM
estandar, el teorema de Poincaré-Birkhoff y la teoria de Aubry—Mather, ya que
todas estas teorias usan como hipétesis que los mapeos bajo estudio cumplen la
condicién de twist. Esto ha motivado nuevos avances matematicos, incluyendo,
entre otros, la extension del teorema KAM que no se basa en la validez de la
condicién de twist [14] y la extensién del criterio de los residuos de Greene.

Dos aspectos clave de los sistemas nontwist de particular interés para este trabajo
son la robustez de las curvas invariantes y la reconexion de separatrices. Se ha
mostrado en trabajos previos que para mapeos que preservan areas que tienen
la forma de la Ec. (1.32), las curvas invariantes sin cizalla son remarcablemente
resistentes a romperse [15, 16].

La violacién de la condicion de twist también da lugar a cambios no triviales en
la topologia del espacio fase que se conocen como reconexion de separatrices, los
cuales han sido estudiados con detalle en las refs. [16, 17] y demds referencias
ahi citadas. Debido a lo anterior es de bastante interés desde el punto de vista
de los sistemas dinamicos el estudiar el papel del acoplamiento de campo medio
en este fenémeno.

El método que usamos para abordar este problema se basa en el estudio de la
generalizacién del modelo de los mapeos acoplados en las Ecs. (2.11)—(2.15) para
el caso nontwist. Esto se logra reemplazando las Ecs. (1.26) y (1.27) por

gt = aprall- ()] (1.33)
gt =yt — k" sin (2} - 607). (1.34)

A lo largo de la tesis, nos referiremos al conjunto de ecuaciones (1.28)-(1.30) y
(1.33)—(1.34) como el modelo nontwist de campo medio (MNCM).

La organizacién de la tesis es como sigue: en el Capitulo 2 se define el modelo
usando el formalismo de las funciones generatrices para modelos con acopla-
mientos genéricos. El propdsito de esta derivacién formal es el complementar la
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descripcion intuitiva que se dié en la Secciéon 1.2. En las Secciones 2.1 y 2.2 se
incluye el estudio de las 6rbitas periddicas de orden uno y dos, asi como sus pro-
piedades de estabilidad. Estos resultados son usados en la Seccion 2.3 en donde
se construyen condiciones iniciales que muestran permanecer sin cambios signi-
ficativos a lo largo de intervalos de tiempos grandes. Dichas condiciones iniciales
son llamadas estados coherentes del sistema. En el Capitulo 3 se estudia el papel
del acoplamiento de campo medio en la reconexion de separatrices. Contrario al
caso del mapeo estandard nontwist, para el cual la topologia del espacio fase es
determinada una vez fijados los pardametros a y k, en el MNCM la reconexién
de separatrices se lleva a cabo dinamicamente debido a la interaccién autocon-
sistente entre los grados de libertad del mapeo a través del campo medio. De
gran interés es el estudio de la reconexién de separatrices dinamica, la cual da
lugar a transporte a través de la BTC. En el Capitulo 4 se estudia la difusién
autoconsistente del MNCM. En este capitulo se estudia el papel del acoplamien-
to en la supresién de difusion y en la destruccién de la BTC. Para ambos casos
se construye un modelo difusivo efectivo usando la teoria cuasi-lineal [18]. Para
finalizar el capitulo se estudia el transporte intermitente que ocurre cuando la
evolucién autoconsistente hace oscilar a la amplitud del campo medio, k™, alrede-
dor del valor critico para la destrucciéon de la BTC. En el Capitulo 5 se presenta
el resumen y conclusiones de la tesis.
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Capitulo 2

DESCRIPCION DEL MODELO
Y ORBITAS PERIODICAS

El MNCM describe la dindmica de N grados de libertad, a los cuales nos referi-
remos como “particulas”, con coordenadas (z1,...xy) en un dominio periédico
unidimensional, z; € (0, 27), y momentos (p1, ...px), acoplados a un campo me-
dio oscilatorio con amplitud J y fase 6. Debido a que el sistema es Hamiltoniano,
su evolucion temporal (en funcién de la iteracién n) puede ser descrita como una
transformacién candnica de la forma (q, p)” — (q, p)""* definida por:

08 0S
o "= 2.1
donde las N + 1 coordenadas candnicas conjugadas son q = (x1,...zn,0) y

p = (p1,...pn,J) sus momentos asociados, y S = S(q p"™!) es la funcién
generatriz de la transformacién canénica.

Siguiendo el procedimiento de la ref. [18], construimos la funcién generatriz como

S=8,+8;+85:, (2.2)

donde S, determina la evolucién de las N particulas en la ausencia del campo
medio, Sy determina la evolucién desacoplada del campo, y S; determina la
interaccién del campo medio con las particulas.

Para S, usamos la funcién generatriz del mapeo estandar nontwist:
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N

S — n, n+l n+1_1A_’52 n+1)\3 23

b= D {ekn a i - 5 ()’ g (2:3)
k=1

En ausencia de interaccion, la evolucion del campo medio esta determinada por:

Sp=0"J"t (2.4)

mientras que el acoplamiento entre el campo medio y las particulas esta dado
por:

N
S; = —2At Z V J T cos(z) — 0™) (2.5)
k=1

donde At y I'y, ..., 'y son constantes. De esta manera obtenemos un acopla-
miento a través de la amplitud J y fase 6 del campo medio.

Sustituyendo las Ecs. (2.3)-(2.5) en (2.1), obtenemos el siguiente mapeo simplécti-
co que describe la interaccion autoconsistente de las N particulas con el campo
medio:

n+l n
Ty = I +ta

pitt = pp = 2AtTV I sin (2} — "), (2.7)

N
9n+1 = /" — Iy cos (2 — 6™ 5
'—Jn-f—l ; k ( k )
(2.8)
N
T = T4 288V Ty " Tysin (2 — 0). (2.9)
k=1

Cabe mencionar que, debido a que se ha utilizado el formalismo de la funcion
generatriz, usamos el término simpléctico para remarcar que la evolucion del
sistema se estd considerando como una transformacion candnica entre las anti-
guas variables, (q,p)", y las nuevas variables, (q,p)""*. Esto, por el teorema
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de Liouville, es equivalente a decir que un elemento de volumen (hipervolumen)
en el espacio fase 2N + 2 dimensional tnicamente se deforma, conservando el
volumen, a lo largo de toda la evolucién del elemento de volumen inicial. Por dar
un ejemplo de lo anterior, considérese el caso del mapeo estandard nontwist cuya
evolucion se describe como una transformacion candnica que tiene como funcién
generatriz a la Ec. (2.3).

Por otro lado, se puede comprobar por sustitucién directa que el mapeo definido
por las Ecs. (2.6)—(2.9) es invariante ante una traslacion de las coordenadas, esto
es, (x1,...xzn,0) = (x1+a,..., oy + a,0 + a), con « una constante arbitraria.
La invarianza del mapeo ante traslaciones junto con su naturaleza Hamiltoniana
dan lugar a la conservacién del momento total, el cual se define como

N
Pr=Y "y g (2.10)
j=1

Por sustitucién directa de las Ecs. (2.6)—(2.9) en la Ec. (2.10), se puede comprobar
facilmente que P = P"*! = cte., donde el valor del momento total del sistema
se fija al momento en que se fijan las condiciones iniciales. Dentro del contexto de
las cantidades conservadas del mapeo, cabe mencionar que la naturaleza discreta
en el tiempo del sistema hace dificil el definir la conservacion de la energia. Por
lo tanto, no es posible hablar de la conservacién de la energia para el mapeo que
se estudia en este trabajo de tesis.

Analizando las ecuaciones del mapeo anterior podemos ver que la ultima ecua-
cién, Ec. (2.9), la cual determina la evolucion de la amplitud del campo medio,
estd en forma implicita. Sin embargo, haciendo el cambio de variables de la
Ec. (1.25) se obtiene el mapeo

7t = 2l +a [1 — (y,?ﬂ)ﬂ , (2.11)
W= g A sin e — 67, (212)

donde k™ y 6" denotan la amplitud y fase del campo medio, las cuales evolucionan
en funcion de n de acuerdo a las siguientes relaciones:

N " 1 on"
o = o (2.13)

N o e (214)
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donde

N
n' = Z% sin(zy, — 6") (2.15)
k=1

vuelve a ser el acoplamiento del campo medio entre los N grados de libertad.

El mapeo definido por el conjunto de ecuaciones (2.11)—(2.15) es al que nos
referiremos como el mapeo nontwist de campo medio (MNCM) a lo largo de esta
tesis. Es importante notar que, debido a que el cambio de coordenadas de la
Ec. (1.25) no es canénico, el nuevo mapeo no es simpléctico en los grados de
libertad del campo medio.

2.1. Orbitas de periodo uno

En esta seccién se realizard el andlisis de estabilidad del MNCM, comenzando
por definir las é6rbitas periddicas del mapeo. Para ello, introducimos el vector
2(N + 1) dimensional x" = (27,..., 2%,y ..., yn, 0" ™)1, donde  denota la
transpuesta del vector. De esta manera escribimos al MNCM como

x" = M(x"), (2.16)
y definimos una érbita periddica de orden s como una secuencia, {xj,...,x%},
tal que M*(x}) = x;, para p = 1, ..., s, con la restriccién, M"(x;) # x para

0<r<s-—1.

Por el momento limitaremos nuestra atencién a las orbitas periddicas de orden
s = 1, para las cuales el campo medio permanece fijo; es decir, suponemos que

K" = K", 0" =0"=0 (2.17)

para toda n, donde sin perdida de generalidad podemos escoger #* = 0, ya que
se trata de una fase inicial constante. De las Ecs.(2.13) y (2.14), podemos darnos
cuenta de que la Ec. (2.17) impone las siguientes constricciones al pardmetro de
orden y su derivada
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n”:% =0, (2.18)
para toda n, evaluada en la 6rbita periddica. La suposicién en la Ec. (2.17)
simplifica considerablemente la busqueda de dérbitas periédicas. De hecho, es-
ta suposicién desacopla el campo medio de las particulas y permite construir
las orbitas peridédicas del MNCM a partir de las dérbitas periddicas del mapeo
estandar nontwist. En particular, del andlisis de las érbitas periddicas de orden
uno del mapeo estandar nontwist [16], se sigue que, si se cumple la Ec. (2.18),
cualquier arreglo de las N particulas tales que

2ml
(T Yx) = (mkw, +1/1+ —Zk> : (2.19)

para k = 1, ..., N, define una drbita periédica en el espacio fase 2(N + 1)
dimensional del mapeo nontwist de campo medio , donde, para cada k, m; €

{0,1} vyl € {0,1,2,...}.

En este caso, la constriccién en el pardmetro de orden 7 en la Ec. (2.18) impone
la siguiente constriccién en los valores de my y las constantes de acoplamiento

V-
D (=)™ =0. (2.20)

1

Por ejemplo, una érbita peridédica de orden uno del MNCM puede ser construida
colocando la mitad de particulas en (z,y) = (0, 1) y la otra mitad de las particulas
en (z,y) = (m,—1) con los valores de 7, = 1 para toda k.

Para analizar la estabilidad de las 6rbitas de periodo uno, linealizamos el MNCM
alrededor de los puntos fijos x*, escribiendo, x = x*+ Ax, siendo Ax una pequena
desviacion del punto fijo de las Ecs. (2.19) y (2.20). De este modo el mapeo lineal
a primer orden en |Ax| es:

AX" T = VM*Ax", (2.21)

donde VM* es la matriz de derivadas parciales de M evaluada en x*. Esta matriz
tiene una forma de bloques como se muestra a continuacion,

39



2.1. Orbitas de periodo uno

. ([ M|E
v = ()

donde M es la matriz Jacobiana de 2N x 2N para las variables x y y, con entradas

8 n+1
;kn — O [1 + 2ar*(—1)"™* /T 1 27le/a] ,
[L'Z- X=x*
axZJrl
Dy e = F2adp\/ 1 + 27y /a,
a n+1 § 8 n+1
an = —OmR(=1)™, —gf];" =0,

donde el signo + (signo —) de la primera ecuacion corresponde a y; > 0 (y; < 0)
y en la segunda ecuacién el signo + (signo —) corresponde a y; < 0 (y; > 0).

La matriz F, de dimension 2N X 2, tiene como elementos de matriz no nulos

axn+1 * % m ayn+1 * m
62" = —2ay*K*(—1)"", 62" = R (—=1)"*.

La matriz F', de dimension 2 x 2N, tiene como elementos de matriz no nulos

8Hn+1

@x? X=x*

y la matriz G es la matriz Jacobiana para las variables k y 6 que resulta ser la
matriz identidad de 2 x 2.

La estabilidad de x* estd determinada por los eigenvalores de VM*, A € {\},
con j=1,...2(N + 1), los cuales son soluciones del polinémio caracteristico

IVM* = M| =0, (2.22)

donde 7 representa la matriz identidad de dimensiéon 2(N 4+ 1) x 2(N +1) y || ||
denota el determinante. Debido a la forma en bloques de VM*, después de hacer
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algo de algebra es posible factorizar el polindmio caracteristico de la Ec. (2.22)
como sigue:

N
1=M]]Pc=0, (2.23)
k=1
con Py dado por

Py — A2 — 2) [1 +art(—1)™ /1 + 27rlk/a] 41, (2.24)

donde el orden de los signos (+£) es igual que en la Ec. (2.19).

La m-ésima iteracion de un eigenvector v de VM* bajo la dindmica linearizada
es [VM*]™ v = X™v. De esto se sigue que si |[A| > 1 para al menos uno de los
eigenvalores del punto fijo del MNCM, el punto fijo es linealmente inestable.

De acuerdo a la Ec. (2.23), hay dos valores degenerados con A = 1. Estos ei-
genvalores corresponden al caso neutral parabdlico de los grados de libertad del
campo medio, es decir; a perturbaciones de la amplitud, £*, y la fase 6*, del cam-
po medio. Los restantes 2N eigenvalores son obtenidos de la solucién de las N
ecuaciones cuadraticas P, = 0. Como es de esperarse, los resultados anteriores
para el caso limite, 7, = 0, tienden a los resultados de estabilidad del mapeo
estandar nontwist [16].

Como un ejemplo para ilustrar los conceptos y resultados anteriores, consi-
deremos una configuraciéon con [, = 0 para toda k. En este caso, de acuer-
do a la Ec. (2.19), hay cuatro posibilidades para los puntos fijos: (z},y;) =
(0,1), (0,-1), (m,1), y (m,—1). Estos casos corresponden a las cuatro 6rbitas
periddicas del mapeo estandar nontwist para las cuales es conocido que (0,1) y
(m, —1) siempre son inestables mientras que (0, —1) and (m, 1) son estables para
K* < 2/a. De esto concluimos que una configuracién del MNCM con todas las
particulas localizadas en (0, —1) y (7, 1) que cumplen con la constriccién de la
Ec. (2.18) serd estable para el mapeo autoconsistente siempre que £* < 2/a.

Las propiedades de estabilidad de las érbitas de periodo uno del MNCM pue-
den ser usadas como guia para la construcciéon de ciertas condiciones iniciales
del MNCM que hemos llamado estados coherentes autoconsistentes, los cuales se
definiran formalmente en la Sec. 2.3. Para ilustrar esto, consideremos al MNCM
para una condicién inicial con @ = 0.8 y con valores iniciales del campo me-
dio k* = 0.3064 y 8* = 0. Para las particulas consideraremos un ensamble de
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N = 1.2 x 10* particulas con 7, = 107° para toda k, la mitad de ellas dis-
tribuidas en una vecindad del punto fijo (0,—1) y la otra mitad distribuida en
una vecindad del punto fijo (7, 1). Para los pardmetros del mapeo que se han
escogido, k* = 0.3064 < 2/a = 2.5, lo que implica estabilidad lineal. Consistente
con este resultado, en la Fig. 2.1 se muestra que el ensamble de particulas se
mantiene coherente y la amplitud del campo medio oscila alrededor de su valor
inicial k*. Mas adelante, en la Sec. 2.3, se estudiara detalladamente la manera
de como construir estos estados coherentes una vez que se conocen los criterios

de estabilidad.
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0.31
0.308

S¢ 0.306
0.304

0.302

Figura 2.1: Estructura coherente alrededor de las 6rbitas periédicas de orden uno. El
panel (c) muestra el estado final en el plano (x;,y;), de un ensamble de N = 1.2 x 10%
en el MNCM con la amplitud autoconsistente, x", y fase, §” del campo medio que
se muestran en los paneles (b) y (c) respectivamente. La coherencia del estado es
mantenida por el confinamiento de las particulas en las resonancias de periodo uno del
mapeo localizadas en (0™, —1) y (7 + 6", 1).

2.2. Orbitas de periodo dos

En esta seccién se estudiaran las érbitas periddicas de orden dos. Siguiendo con la
metodologia de la seccion anterior, restringiremos nuestra atenciéon a las orbitas
peridédicas de orden dos para las cuales se mantiene fijo el campo medio, es

*

decir, k" = k*, 0" = 0" = 0, y por lo tanto satisfacen la constriccién de la
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Ec. (2.18). Con esto, desacoplamos el campo medio de las particulas, lo que nos
hace posible usar las érbitas periddicas de orden dos del mapeo estandar nontwist
para construir las érbitas de periodo dos del MNCM. En particular,

(@5, yx) = (mm, iﬂ) , (2.25)

para k = 1, ..., N, define una 6rbita de periodo dos del MNCM en el espacio
fase 2(N + 1) dimensional, donde, para cada k, my € {0,1} [16]. Es importante
notar que sélo para los valores de a > 7 existen estas dérbitas de periodo dos.

Procediendo con el andlisis de estabilidad de las 6rbitas periddicas de la Ec. (2.25),
nos damos cuenta que la constriccion para el parametro de orden, 7, es la mis-
ma que para el caso de las 6rbitas de periodo uno en la Ec.. (2.20). Adema4s, la
forma del mapeo linealizado para estas orbitas periddicas resulta tener la misma
forma en bloques que para las érbitas de periodo uno. Esto hace posible escribir
el polinomio caracteristico en la forma factorizada siguiente:

N
1-M]] 2 =0 (2.26)
k=1
donde,
Z, =N —2X\[1-2a°k?(1—7/a)] +1. (2.27)

Como antes, A = 1 es el valor del eigenvalor degenerado correspondiente al caso
neutral parabdlico de la amplitud y fase del campo medio. Consistente con la
estabilidad lineal del mapeo estandar nontwist, los eigenvalores obtenidos de las
soluciones de Z; = 0 son estables, siempre que se tenga 0 < a?s**(1 — 7/a) < 1.
Esto es, si esta condicion se satisface y al mismo tiempo se satisface la constriccion
de la Ec. (2.20), entonces una configuracién de N particulas con coordenadas
dadas por la Ec. (2.25) es una érbita periédica autoconsistente estable para el
MNCM para los valores de los parametros del campo medio, k* y 6*.

Otra familia de érbitas de periodo dos corresponde a particulas con coordenadas
(x},y;) dadas por las soluciones de las ecuaciones

2 — 2 — (yf — k*singl)’ = 27 /a y ar=a(l—y?) /2. (2.28)
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Para este caso, el polinomio no es facilmente factorizable. Sin embargo, hay indi-
caciones de resultados numeéricos y estudios previos del mapeo estandar nontwist
de que estas érbitas de periodo dos son siempre inestables.

Basados en este analisis de estabilidad lineal, es posible construir estados cohe-
rentes consistentes de cuatro distribuciones de particulas. Un ejemplo de esto es
mostrado en la Fig. 2.2. De acuerdo con la Eq. (2.25), la condicién inicial para
este calculo consiste de N = 1.2 x 10* particulas igualmente distribuidas en la
vecindad de los puntos (0,4./1—7%) y (7,4+,/1 —2), donde a = 3.4216. Para
satisfacer la constriccién de la Ec. (2.20), se escoge 7 = 107° para toda k, y para
garantizar la estabilidad de la configuracion inicial, se fija la condicién inicial de
la amplitud del campo medio como &' = 0.15 < 1/(a,/1 — I) = 1.7564 y su fase
como 6* = 0. Como se esperaba del andlisis de estabilidad lineal, la amplitud y
fase del campo medio se mantienen cerca de sus valores de equilibrio, k* = k! y
0* = 0, mientras que el ensamble de particulas se mantiene coherente.

2.3. Estados coherentes

En esta seccion se estudiara la manera de construir condiciones iniciales para el
MNCM tales que las particulas se mantienen agrupadas alrededor de los puntos
fijos estables que se encontraron en el andlisis de estabilidad lineal.

Comenzamos por definir a los estados coherentes del MNCM como aquellas con-
diciones iniciales que evolucionan de tal manera que la configuracién inicial se
mantiene confinada en una regién del espacio fase para toda n. Esto significa
que la evolucion de los grados de libertad del mapeo consiste solamente en una
variacion alrededor de sus valores de estabilidad. La dificultad para construir los
estados coherentes para el MNCM se puede ver analizando la siguiente situa-
cién: Consideremos una condicién inicial del mapeo para la cual el valor de la
amplitud del campo medio es k*, la cual cumple con las condiciones de estabi-
lidad lineal una vez que el valor del parametro a ha sido fijado, k* < 2/a, para
las érbitas estables de periodo uno, por ejemplo. Por otro lado, las particulas
son distribuidas en una vecindad alrededor de las o6rbitas peridédicas estables del
mapeo. Debido al acoplamiento en la Ec. (2.15), la dindmica de las particulas
inducida por los valores de los parametros, k* y a, modificard al campo medio
que a su vez determinard la nueva dindmica de las particulas. Claramente hay
una dependencia en la condicion inicial de las particulas para la existencia de los
estados coherentes, ya que si las particulas causan un cambio considerable en k,
esto puede afectar la estabilidad de los puntos fijos, destruyendo en unas pocas
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Figura 2.2: Estructura coherente alrededor de las érbitas periddicas de orden dos. El
panel (c) muestra el estado final en el plano (z;,y;), de un ensamble de N = 1.2 x 10*
en el MNCM con la amplitud autoconsistente, ™, y fase, 8" del campo medio que
se muestran en los paneles (b) y (c¢) respectivamente. La coherencia del estado es
mantenida por el confinamiento de las particulas en las resonancias de periodo dos del

mapeo localizadas en (0", ++/1 —7/a) y (0" + 7,++/1 —7w/a).

iteraciones del mapeo la condicion inicial. Por lo tanto el problema fundamental
reside en encontrar la condicion inicial de las particulas alrededor de los puntos
fijos estables que sélo cause pequenas variaciones de " alrededor del valor de
equilibrio k*.

Fijaremos nuestra atencién al caso concreto de las 6rbitas de periodo uno, siempre
teniendo en mente que los resultados que se presentan aqui son igualmente apli-
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cables a orbitas periddicas de orden superior a uno. Como se dijo anteriormente,
si podemos encontrar la condicién inicial para las particulas en el espacio fase
tal que el campo medio no varie considerablemente, podremos construir estados
coherentes. La manera de asegurar esto es colocarlas inicialmente dentro de la re-
gién regular en el espacio fase correspondiente a las resonancias de los puntos fijos
elipticos. En otras palabras, para cada conjunto de valores de los parametros del
mapeo, hay que determinar la ubicacién de las curvas invariantes del mapeo que
aun existen y que sirven de barreras de transporte locales en el espacio fase. Esto
se ha estudiado en el pasado para mapeos twist [19], pero no puede ser aplicado
para el caso autoconsistente nontwist. Por lo tanto, se ha propuesto un método
numérico para encontrar las fronteras de las regiones estables en el espacio fase.
De gran importancia es el hecho que la topologia de cada subespacio fase (zy, yx)
asociado a cada grado de libertad del mapeo autoconsistente es la misma, dado
que el campo medio, el cual determina la topologia, es el mismo para todas las
particulas. Por lo tanto basta con estudiar al sistema completo proyectado en
el plano (zg, yx). El método numérico consiste de tres partes: La primera parte
consiste en usar el mapeo estandar nontwist para hacer una busqueda unidimen-
sional en la direccién del eje y para hallar la posiciéon més alejada, ymq.(k), del
punto fijo eliptico en (m, 1), para la cual el mapeo de Y. (k) esta confinado en
la zona regular. Los valores de los pardmetros del mapeo nontwist deberan co-
rresponder a los valores de la condicion inicial de equilibrio del MNCM que se
quiera estudiar, esto es, kK = k*. La segunda parte del método consiste en hacer
una busqueda en las dos dimensiones del plano (x,y), usando como referencia
el valor obtenido de Y. (k*). Para esto se usa el mapeo nontwist y se fija co-
mo condicion inicial una distribucion de particulas en forma de circulo de radio
Ymaz(K*) — 1 centrado en el punto fijo estable (7, 1), las cuales serdn mapeadas
usando el standar nontwist map, mientras que los parametros k y a, permanecen
igual que en la primera parte. El radio del circulo de la condicién inicial se varia
hasta encontrar el radio maximo, R,...(k*), para el cual la configuracién inicial
se mantiene confinada en la region regular. El objetivo de este segundo célculo es
eliminar errores que se obtienen en la primera parte del método al no considerar
la complicada estructura estocastica de la region de la frontera de la resonancia.
A partir de estos resultados, es posible construir en forma aproximada la curva
invariante de las resonancias de los puntos fijos elipticos como se muestra en la
Fig. 2.3.

De los resultados anteriores ya es posible construir de manera practica estados
confinados a partir de configuraciones iniciales en forma de discos centrados en
los puntos fijos elipticos con radios maximos dados por R,,.., sin embargo, hay
que tomar en cuenta el efecto de las pequenas variaciones de "™ del mapeo auto-
consistente alrededor del valor de equilibrio x*. La manera més sencilla de hacer
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Figura 2.3: Construcciéon numérica de las curvas invariantes para los puntos fijos
elipticos (0, —1) y (m, 1) usando el mapeo nontwist. Se han escogido los valores de los
parametros, k* = 0.7557 y a = 0.8, para mostrar el método cuando el espacio fase
tiene una region regular bien definida rodeada por una regién totalmente cadtica. Los
puntos grises mas grandes trazan las curvas invariantes que funciona como una barrera
de transporte local.

esto es proponer una cota inferior, Ry (k*), para el radio de las distribuciones
iniciales de las particulas que garantice la coherencia de los estados. Esto se hace
en la tercera parte del método, haciendo un ajuste de los datos obtenidos para
Rinaz(£*) para diferentes valores de k*. La expresion para el ajuste Ry, estd dada
por la ecuacién,

Rp(k*) = ai(k%)® + az(x*)® + as(k*)* + ag(k*)® + as(k*)? + ag(k*) + ar,

a; = —1.1311,
a = 6.7984,

a; = —16.3818,

as = 20.5420,

as = —14.2427,

ag = 4.5847,

a; = 0.1177. (2.29)
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En la Fig. 2.4 se muestran los resultados numéricos de las tres partes del método
descrito anteriormente para diferentes valores de x*. Para este analisis se ha fijado
el valor de a = 0.8.

0.7
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N ,RL
0.6 7(yma1’7 1)

051

041

0.3

0.2

0.1f

Figura 2.4: Resultados numéricos de las tres partes del método para construir estados
coherentes del MNCM. En la figura se puede apreciar el grado de refinacién del método
al ir de Ymaz(K*) a Rr(K¥).

Para ilustrar la existencia y evolucion de los estados coherentes construidos en
base al método numérico propuesto, se considera la misma condicion inicial que
la considerada en la Fig. 2.1 con el valor para el radio inicial de la distribuciéon
de particulas, R = 0.6494.

Para cuantificar el grado de coherencia de la condicién inicial en funciéon de n
se considero el cociente, =, de las particulas dentro de la region regular entre
el nimero total de particulas. El resultado de calcular = para diferentes valores
de n se muestra en la Fig. 2.5. Los resultados de esta figura estdn en perfecta
concordancia con el resultado de la Fig. 2.1-(c), ya que se observa que la condicién
inicial construida con el criterio, Ry, permanece coherente en funcién del tiempo
perdiendo una cantidad minima de particulas debido a las pequenas variaciones
de la amplitud del campo medio, x", alrededor del valor de equilibrio x*.
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Figura 2.5: El cociente de particulas, Z(n), dentro de la regién regular alrededor de los
puntos fijos elipticos de las érbitas de periodo uno entre el nimero total de particulas.
Como se puede ver, la estructura permanece coherente a lo largo de la evolucién del
MNCM en completa concordancia con la Fig. 2.1-(c).
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Capitulo 3

RECONEXION DE
SEPARATRICES
AUTOCONSISTENTE

La reconexién de separatrices es una de las caracteristicas principales de los sis-
temas dinamicos Hamiltonianos nontwist. Debido a la violacién de la condicién
de twist, las resonancias en sistemas nontwist aparecen en pares, y pueden surgir
bifurcaciones en el espacio fase no triviales debido a las distintas maneras to-
polégicas en las cuales se conectan las variedades estables e inestables. Como se
muestra en la Fig. 3.1, en el caso de mapeos nontwist simétricos, hay dos tipos
diferentes de imagenes topoldgicas del espacio fase. En el caso heteroclinico, o
topologia del “tipo péndulo”, la variedad inestable se une a la variedad estable
del punto fijo hiperbdlico adyacente, mientras que en el caso homoclinico, una de
las variedades inestables se enrolla alrededor del punto fijo eliptico y se une con
la variedad estable del mismo punto hiperbdlico. Estas bifurcaciones han sido es-
tudiadas con detalle en la literatura y los umbrales para las transiciones entre los
dos tipos de topologias han sido calculados analitica y numéricamente [16, 20].
En particular, para el mapeo estdndar nontwist de la Ec. (1.32), es conocido
que la topologia de las resonancias de periodo uno es heteroclinica (homoclinica)
cuando k < 2a/3 (k > 2a/3), con K = Ky = 2a/3, denotando el umbral de
reconexion el cual se muestra en la Fig. 3.1-(c).

El acoplamiento global en el MNCM abre una nueva e inexplorada fenomenologia
de la reconexion de separatrices. Contrario a como sucede en el mapeo estandar
nontwist, en el cual la topologia esta inicamente determinada una vez que se fijan
los valores de los parametros a y x, en el MNCM la evoluciéon de la amplitud
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Figura 3.1: Reconexién de separatrices en el mapeo nontwist. En el panel (a) se mues-
tra un ejemplo de topologia heteroclinica con (a,x) = (0.055,0.00779); en el panel
(c) se muestra un ejemplo de topologia homoclinica con (a, ) = (0.055,0.05805). El
umbral de reconexidn, correspondiente a (a,x) = (a, kree = 2a/3) = (0.055,0.0367),
se muestra en el panel (b). Como se muestra en la Fig. 3.3, en el MNCM, la recone-
xion de separatrices autoconsistente da lugar a una transicién dindmica entre estas dos
topologias en funcién del tiempo.

del campo medio da lugar a la reconexiéon dinamica de separatrices, esto es, a
bifurcaciones en la topologia del espacio fase como funcién del tiempo.

Debido a que la amplitud del campo medio depende del estado del sistema (ver
Ec. (2.14)), nos referiremos a esta bifurcaciéon como la reconexion de separatrices
autoconsistente, y en este capitulo estudiaremos su papel en el transporte en el
espacio fase. A pesar del gran nimero de grados de libertad, IV, el estudio de la
reconexién de separatrices para el MNCM es relativamente simple, esto debido
a que para cualquier tiempo dado la topologia del sub-espacio fase (z;,y;), del
7-ésimo grado de libertad es la misma para toda j y estd tinicamente determi-
nada por a y el valor instantaneo de la amplitud del campo medio, k™. Esta
simplificacion tan importante surge del hecho de que todos los grados de libertad
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estan sujetos al mismo campo medio. Basado en esto, diremos que la topologia
del MNCM para la iteracién n es heteroclinica (homoclinica) si para todos los
grados de libertad, j = 1,..., N, la topologia del espacio fase en el plano (z;,y;)
es heteroclinica (homoclinica), esto es, si k" < 2a/3 (k™ > 2a/3).

El umbral de reconexion que hemos venido usando a lo largo de este capitulo,
Kree = 2a/3, surge del andlisis del Hamiltoniano

H(z,y) = —ay + gy?’ + kcos(z —0"), (3.1)

que corresponde al limite integrable del mapeo nontwist [16].

Para ir mas alla de esta estimacion, y tener otra verificacion de su validez, tambien
se ha calculado el umbral de reconexién usando un método basado en la estabi-
lidad lineal de las o6rbitas de periodo uno del mapeo. De acuerdo a este segundo
método, el umbral de reconexién en la n-ésima iteracion, esta definido como los
valores de a y k" para los cuales la pendiente del eigenvector de la variedad
inestable del punto fijo hiperbdlico (linea roja en la Fig. (3.2) ), (7 + 6™, —1),
iguala la pendiente de la linea que une este punto fijo hiperbdlico con el otro
localizado en (27 + 0", 1). En la Fig. (3.2) se muestran los eigenvectores de los
puntos hiperbdlicos para las diferentes topologias.

Se debe notar que, para ser precisos, se ha incluido la dependencia en la fase 6"
del campo medio en la localizacion en z de los puntos fijos hiperbdlicos, aunque,
como se menciond anteriormente, el que se omita o no este desplazamiento no
tiene consecuencias importantes en el analisis de estabilidad lineal. Asi, si mp
denota la pendiente del eigenvector de la variedad inestable, el cual, de acuerdo al
andlisis de estabilidad lineal depende de a y k", definimos el umbral de reconexion
como la amplitud del campo medio ke para la cual mg(a, K" = Kec) = 2/.

Para comparar los dos métodos discutidos anteriormente para el calculo del um-
bral de reconexion, y para estudiar el papel de la reconexién de separatrices
autoconsistente en el transporte, se considera una condicion inicial lejos del equi-
librio que consiste de un ensamble de N = 1.2 x 10* particulas con v; = 1 x 107.
Al instante n = 1, las particulas se distribuyen uniformemente en dos circulos con
radio o = 1.5 centrados en los puntos elipticos (0, —1) y (7, 1). Ademds, a menos
que se indique lo contrario se debe tomar como condicion inicial de los parametros
a = 0.055, una fase del campo medio inicial ' = 0, y una amplitud del campo
medio que corresponde con el umbral de reconexién k! = ke = 2a/3 = 0.0367.
La Fig. 3.3 sigue la evolucion de los valores umbrales para la reconexiéon de
separatrices como funcion de la iteracién n. Para eliminar los efectos del tran-
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(C) (b)

Figura 3.2: Método para determinar la reconexién de separatrices usando la estabilidad
lineal. En el panel (a) se muestran las separatrices del mapeo estdndard para los valores
a = 0.055, kK = 0.025 y # = 0, lo mismo para los paneles (b) y (c) para los valores
de kK = Kree = 0.0367 y k = 0.065 respectivamente. En rojo se muestra el eigenvector
correspondiente a la variedad inestable de los puntos fijos hiperbdlicos. Cuando la
pendiente del eigenvector, mpg, iguala a la pendiente de la recta que une a los dos
puntos fijos hiperbdlicos, m = 2/, la reconexién ocurre (panel (b)).

sitorio, solo se muestran los datos para n > ng = 2720. El panel (a) muestra
el valor instantaneo de ™ con la linea horizontal discontinua denotando el um-
bral de reconexién kye.. Los puntos arriba (abajo) de esta linea corresponden a
amplitudes del campo medio para los cuales la topologia es homoclinica (hete-
roclinica), mientras que los cruces con esta linea corresponden a los estados de
reconexién. La curva en el panel (b) de la Fig. 3.3 muestra el valor absoluto del
valor de la pendiente del eigenvector de la variedad inestable del punto fijo hi-
perbdlico como funcién de n. La linea horizontal discontinua denota la pendiente,
mpg = 2/m = 0.636, de la linea que une los dos puntos hiperbdlicos. De acuerdo
al criterio del eigenvector, las intersecciones de la curva con la linea horizontal
corresponden a los estados de reconexién. La comparacién de los paneles (a) y (b)
de esta figura indica que hay un acuerdo muy bueno entre los dos métodos. Este
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resultado es particularmente importante, dado que provee un soporte adicional
para la estimacién simple del umbral de reconexién, K. = 2a/3.
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Figura 3.3: Reconexién dindmica de separatrices en el MNCM. El panel (a) muestra
los valores instantaneos de la amplitud del campo medio, k™. La linea horizontal dis-
continua corresponde al umbral de reconexién e = 2a/3 = 0.0367. Los valores arriba
(abajo) de esta linea corresponden a la topologia homoclinica (heteroclinica). El panel
(b) muestra el valor instantdaneo del valor absoluto de la pendiente del eigenvector del
punto fijo hiperbdlico como funcién de n. Como en el caso mostrado en (a), los estados
de reconexién estan dados por las intersecciones con la linea horizontal discontinua,
mpg = 2/m = 0.636. Los circulos denotan valores especificos de n usados en el estudio
del transporte en las Figs. 3.5 y 3.6.

Para concluir este capitulo, discutiremos el papel de la reconexién de separatrices
autoconsistente en el transporte. Como es bien conocido, en el mapeo estandar
nontwist, el transporte a través de la curva sin cizalla tinicamente puede ocurrir
para valores de los parametros para los cuales la curva sin cizalla se ha destruido
debido al caos [16]. Sin embargo, en el MNCM, la reconexién dindmica autocon-
sistente puede producir transporte a través de la curva sin cizalla, ain cuando
los valores de k™ nunca alcanzan el umbral de destruccién de la curva sin cizalla.
En la Fig. 3.5 se muestra la evidencia de este nuevo mecanismo de transporte
debido a la reconexion dindmica autoconsistente. Los diferentes paneles en esta
figura siguen la evoluciéon de un conjunto de 5,000 particulas pasivas en el plano
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(x,y) que estan evolucionando bajo el MNCM que se usé en el estudio de la re-
conexion dinamica en la Fig. 3.3. En este calculo es importante distinguir entre
las particulas activas y pasivas. Las particulas activas son las que se usan para
crear el campo medio. En este caso, estas ultimas corresponden al ensamble de
particulas uniformemente distribuidas en dos circulos de radio ry = 1.5 centrados
en los puntos elipticos (0, —1) y (7, 1). Como se mostré anteriormente, la inter-
accion autoconsistente de estas particulas da lugar a la variacién de la amplitud
del campo medio que se muestra en la Fig. 3.3-(a). En contraste, las particulas
pasivas que se muestran en la Fig. 3.5 simplemente siguen la evoluciéon en el plano
(x,y) de un mapeo estandar nontwist de la forma de la Ec. (1.32) para el cual, a
cada iteracion n, los valores de k y 6 estan dados por los valores instantdneos de
k™ y 0™ del MNCM mostrado en la Fig. 3.3-(a). Adicionalmente a la distribucién
de particulas pasivas, la Fig. 3.5 también muestra la localizacién instantanea de
la curva sin cizalla y las separatrices de las resonancias de periodo uno.

El seguir la evolucién de la curva sin cizalla es un problema sumamente com-
plicado, el cual puede abordarse usando dos técnicas: aproximacién con orbitas
periédicas de orden superior [16] 6 usando los llamados puntos indicadores del
mapeo [21]. Debido a la relativa facilidad para localizar la curva sin cizalla usan-
do los puntos indicadores del mapeo nontwist para los valores instantaneos de
(a, k™, 0™), ésta es la técnica por la que se opto6 en este trabajo. Un punto indica-
dor del mapeo nontwist es un punto en el espacio fase que pertenece a la curva
sin cizalla cuando ésta existe. Dichos puntos indicadores se obtienen usando las
simetrias del mapeo estandar nontwist, como se explica detalladamente en el

Apéndice C.

Para el mapeo estandar nontwist, uno de los puntos indicadores esta dado por
(c.f. Ec. (A.19))

Xing = (m/2+0" K"/2). (3.2)

Esto significa que si para un instante dado n la curva sin cizalla existe, esta puede
ser trazada para los valores de (a, ", 0") iterando el mapeo estdndar nontwist
para la condicién inicial de la Ec. (3.2).

Es de suma importancia hacer notar que para los valores que toma ™ a lo largo de
la evolucion del MNCM, las regiones estocasticas debidas a la ruptura de curvas
KAM se encuentran bien localizadas alrededor de las separatrices, ocupando un
espacio muy pequeno en el espacio fase (z,y) (ver Fig. 3.4). Esto tltimo en el
caso no autoconsistente implicaria la existencia de curvas KAM que actuarian
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como barreras para el transporte. En particular, ", se mantiene muy por debajo
del umbral de destruccién de la curva sin cizalla (ver Cap. 4.1). Sin embargo,
para el caso autoconsistente existe transporte a través de la barrera central como
se puede observar en la Fig. 3.5.

Debido a la existencia minima de zonas estocdsticas en el espacio fase (x,y) (ver
Fig. 3.4), llamaremos a este tipo de transporte, generado tinicamente al cambio
de la topologia y al mizing cerca de los puntos fijos, el transporte no cadtico.
Donde volvemos a remarcar que nos referimos al transporte que en esencia es
diferente al transporte cadtico producido por grandes zonas estocasticas en el
espacio fase.

Figura 3.4: Posibles imégenes del espacio fase (z,y) para valores de k" que toma
el sistema cerca del umbral de reconexién. En el panel (a) kK = Kyec, la mayoria de
las superficies KAM de la zona central existen, siendo imperceptibles las regiones es-
tocésticas. En el panel (b) k = 0.4, se puede observar una pequena zona estocéastica
bien localizada alrededor de las separatrices de los puntos fijos del mapeo. En am-
bos casos el transporte difusivo es nulo para el caso del mapeo no autoconsistente, esto
debido a la existencia de las superficies KAM que sirven de barreras para el transporte.

Como se puede ver en la Fig. 3.5, conforme las particulas pasivas son transporta-
das por la reconexion dinamica de separatrices a las cercanias de las separatrices,
y por lo tanto a la vecindad de los puntos hiperbdlicos, comienza un proceso que
transporta a las particulas pasivas a través de la curva sin cizalla, homogenei-
zando a la distribucion inicial de particulas pasivas a lo largo y ancho de la zona
central.

Para cuantificar el transporte a través de la BTC se consideré el cociente, A, de
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Figura 3.5: Transporte global no caético debido a la reconexién dindmica de separa-
trices. Los paneles sucesivos siguen la evolucién de un ensamble de particulas pasivas
inicialmente localizado para n —ng = 1,50, 110, 194, 450, 498, 658, 760, 880, 940, 1480 y
1664. La reconexién de separatrices autoconsistente mostrada en la Fig. 3.3, en con-
junto con el mezclado no cadtico cerca de los puntos fijos hiperbdlicos, homogeneiza a
las particulas pasivas a través de BTC (curva negra). Para tener una referencia de la
topologia del espacio fase en cada instante, se muestran las separatrices instantdneas
que se obtienen del Hamiltoniano efectivo de la Ec. (3.1).

el nimero de particulas arriba de la curva sin cizalla entre el ntimero total de
particulas. Para hacer este célculo se usé el punto indicador de la Ec. (3.2) para
seguir la evolucion de la posicion de la curva sin cizalla para cada iteracion n.

La Fig. 3.6 muestra a A como funcién de n, donde, como en el caso del estudio
de reconexion, se ha eliminado el efecto del transitorio. En perfecta concordancia
con lo observado en la Fig. 3.5, se observa que en los primeros paneles de esta
figura, la reconexion dinamica de separatrices transporta la distribucién entera
de particulas a través de la BCT, y el valor de A baja a cero. A tiempos mas
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largos, los efectos combinados de la reconexion de separatrices autoconsistente y
el mezclado no cadtico en los puntos fijos hiperbdlicos que se mueven a lo largo
del eje x homogeneizan la distribucion de particulas a través de la BTC, y A
alcanza el valor asintético A = 1/2.

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Iteration (n—no)

Figura 3.6: El cociente de particulas, A, que son transportadas a través de la BTC
debido a la reconexion dinamica de separatrices. Consistente con la Fig. 3.5, la condi-
cién inicial de particulas pasivas localizada arriba de la curva cizalla es eventualmente

homogeneizada a través de la BTC. El retardo ng es usado para eliminar el transitorio
en el MNCM.
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Capitulo 4

TRANSPORTE CAOTICO
AUTOCONSISTENTE

Ademas del régimen trivial totalmente integrable, en donde todas las curvas in-
variantes existen, uno puede distinguir dos regimenes no integrables en sistemas
nontwist: caos en bandas y caos global [10]. El régimen de caos en bandas se ca-
racteriza por la existencia de barreras de transporte central rodeadas por bandas
de regiones cadticas en ambos lados. Por el otro lado, el caos global esta caracte-
rizado por la destruccién de todas las BTC y la existencia de transporte cadtico
en todo el espacio fase.

Para el caso del mapeo estandar nontwist, estos regimenes, los cuales estan tinica-
mente determinados por los valores de a y &, han sido estudiados en la literatura
con gran detalle [16, 21]. Sin embargo, como en el caso de la reconexién de separa-
trices, el acoplamiento autoconsistente en el MNCM produce nuevos fenémenos
dindmicos.

Una vez mas, la naturaleza del acoplamiento de las particulas con el campo medio
simplifica el estudio analitico y numérico para un nimero arbitrariamente grande
de grados de libertad. En particular, se ha visto que para todos los grados de
libertad se tiene la misma topologia en los planos (x;,y;); por lo tanto, diremos
que el MNCM en el instante n exhibe caos en bandas (global), si el mapeo
estandar nontwist en el plano (x,y) con k = k™ exhibe caos en bandas (global).
Sin embargo, debido al acoplamiento con el campo medio que se tiene en el
MNCM, la amplitud del campo medio evoluciona en funcién de n y por lo tanto
pueden ocurrir transiciones entre los diferentes regimenes de transporte.
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En este capitulo nos enfocaremos en el estudio de los siguientes tres escenarios
de transporte, los cuales exhiben transiciones entre los diferentes regimenes men-
cionados anteriormente debido a la evolucion autoconsistente de la amplitud del
campo medio: (i) Supresién autoconsistente de difusion; (ii) Destruccién auto-
consistente de la BTC; y (iii) Transporte intermitente cerca de la criticalidad.

4.1. Supresion de difusién

Como un caso de estudio de la transicién autoconsistente entre un estado de caos
global y uno de caos acotado y una eventual integrabilidad total en el espacio
fase, se considerard un problema en el cual k* — 0 cuando n — oo, con k'
correspondiendo al valor de s para la transicién hacia el caos global del mapeo
nontwist, el cual es derivado en la ref. ([16]) . En este caso, el transporte que se
esperaba en el régimen cadtico es suprimido al mismo tiempo que las superficies
KAM se forman nuevamente mientras el sistema se aproxima a la integrabilidad
total.

Para estudiar el transporte difusivo del sistema para este caso, se considerara una
condicién inicial que consiste de N = 6 x 103 particulas con v, = 1076, y N = 6 x
10 particulas con v, = —1075. Las particulas con vy > 0 (7, < 0) se distribuyen
uniformemente a lo largo de la direccién del eje x y tienen una distribucién
Gaussiana a lo largo de la direccién del eje y con desviacion estandar igual a 0.25
y media gz = 10 (g = —10). Como los estados iniciales de interés son aquéllos
que se encuentran en el umbral hacia el caos global, se toma a = a,, k' = k.,
y 0" = 0, donde (a., r,) = (4.31062700354, 0.742493131039) son los valores del
umbral para la transicién hacia el caos global en el mapeo estandar nontwist
cuando el nimero de rotacién de la curva sin cizalla corresponde al inverso de la
media durea, 1/ [16].

La supresién de difusién! autoconsistente en el MNCM para condiciones iniciales
y valores de los parametros anteriores es evidente en la evolucién temporal del
segundo momento estadistico del desplazamiento de las particulas con 7, > 0,

(AP) () = 5 S5 — o) (4.1)

k=1

1 La supresién de difusion se refiere a la formacién de curvas KAM que actiian como barreras
de transporte, lo cual da como resultado la no existencia del transporte difusivo a través de
ellas.
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donde el promedio en ((Ay)?), se refiere al promedio sobre el ensamble de particu-
las.

. . 2 . .
En particular, como se muestra en la Fig. 4.1, ((Ay)”), muestra un crecimiento
inicial seguido por una saturacién exponencial para valores de n grandes, esto
como resultado de la supresién de difusion.

.
=By, |
2
<y >
y=>, ®
OL‘ 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6

Iteration (n) x 10*

Figura 4.1: Segundo momento estadistico del desplazamiento de las particulas durante
la supresion de difusién autoconsistente en el MNCM. La linea continua representa el
segundo momento estadistico del desplazamiento de las particulas de la Ec. (4.1). Los
cuadros representan el segundo momento de la PDF, p, de las particulas con v > 0 en
el modelo de transporte cuasi-lineal efectivo de acuerdo a la Ec. (4.13).

El decaimiento autoconsistente de la amplitud del campo medio correspondiente,
K", se muestra en escala logaritmica en el panel (a) de la Fig. 4.2, junto con la
evolucién de la fase del campo medio, 6™, en el panel (b). La evolucién espacio-
temporal de la funcién de densidad de probabilidad delas particulas (PDF) a lo
largo de y, promediada sobre z, se muestra en la Fig. 4.3. Solo se muestra la
PDF para las particulas con 7, > 0, esto es, p,~¢. Por la simetria del sistema, la
funcién de densidad para las particulas con v < 0 es py<o(y,t) = py=o(—y, ).

En acuerdo con el hecho de que el valor de k™ decrece por debajo el valor critico
para la transicion al caos global, la PDF exhibe una barrera de transporte alre-
dedor de y = 0, esto es la BTC. También, consistente con la saturacion asintotica
del segundo momento estadistico de los desplazamientos para n grande, la dis-
tribucién de particulas, p,~¢, exhibe una relajacién hacia un estado estacionario
el cual se muestra en la Fig. 4.3-(d).

La teoria cuasi-lineal o también llamada la teoria de fases aleatorias, cuando
funciona, brinda una descripciéon simple y atractiva para describir el transporte
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en sistemas caéticos [4]. En particular, en el caso de los mapeos simplécticos de
la forma de la Ec. (1.4), la difusividad cuasi-lineal,

1 2

Dop = — 2(2)d 4.2
QL A 0 g(l‘) x, ( )

da lugar a un modelo aproximado de bajo orden para describir el transporte
difusivo a lo largo de la direcciéon y. La aproximacion cuasi-lineal asume que en
el regimen cadtico existe una distribucion uniforme de las particulas a lo largo de
la direccién  para todo instante de tiempo?. Cabe mencionar que si las variables
(xj,y;) del mapeo son interpretadas como las variables de angulo y accién de
algin sistema Hamiltoniano, la aproximacion cuasi-lineal es conocida como la
aproximacion de fases aleatorias, dada la distribucion aleatoria de las fases que
genera la distribucién uniforme de las variables angulares (z;) para cada instante
de tiempo [4].

Para el caso de los modelos de campo medio, una aplicacion directa de la teoria
cuasi-lineal para la Ec. (1.34) da como resultado la difusividad cuasi-lineal auto-
consistente

1 2 n\2
oL = o 0 (k" sin(z" — ")) dz = (K4) :

(4.3)

donde, por la hipdtesis cuasi-lineal de la distribuciéon uniforme de particulas a lo
largo del eje x, n™ ~ 0 y por lo tanto k"' ~ k™.

Aunque no hay una razdén a priori para justificarlo, como se vera mas adelante,
esta difusividad cuasi-lineal dependiente del tiempo proporciona un buen modelo
para describir la supresion de difusiéon en el MNCM. Como primer paso para
mostrar esto, se debe notar que, de acuerdo a la Fig. 4.2-(a), la dindmica de "
se ajusta bien como un decaimiento exponencial de la forma

K" = Koe ", (4.4)

el cual de acuerdo a la Ec. (4.3) implica que

2Esta hipétesis implica que los tiempos de correlacién de cada particula son muy pequeios,
esto por considerar que el sistema estd en el regimen cadtico.
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’f% 2
Dgr = Ze - (4.5)

Motivados por esto, se propone la ecuacién de difusién con coeficiente de difusiéon
dependiente del tiempo

— = Dor(t) =— (4.6)

como un modelo efectivo para describir la evolucion espacio-temporal de la PDF
de las particulas, p, donde, por simplicidad se ha omitido el subindice “y > 0”;
para este modelo el coeficiente difusivo dependiente del tiempo

_ "{% —2tv
DQL<t) = Ze s (47)

corresponde al limite continuo en el tiempo de la difusividad cuasi-lineal, D,
de la Ec. (4.5).

Para comprobar la validez del modelo cuasi-lineal para describir la supresion de
difusién que se observa en el MNCM, se resuelven las Ecs. (4.6) y (4.7) en el
intervalo semi-infinito, y € (0, 00). Debido a que la BTC se forma relativamente
rapido y se mantiene formada para todo ¢ > 0, el flujo de particulas a través
de ella es practicamente cero. Por lo tanto, aunque la BTC no esté exactamente
localizada en y = 0, imponemos condiciones de frontera de Neumann de que el
flujo es igual a cero en este punto:

dp

5~ (4.8)

y=0

Para resolver la Ec. (4.6), primero realizamos el cambio de variable,

t 2
T(t) = / Do (t)dt' = i [1—e"], (4.9)
0 8v
con lo cual transformamos la Ec. (4.6) en la ecuacién de difusion simple

dp  ?p
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4.1. Supresion de difusién

En la Fig. 4.3 se muestra la buena correspondencia que hay entre el resultado
del MNCM vy la solucién de la ecuacién de difusién de la Ec. (4.10) con 7 = 7(t)
dada por la Ec. (4.9). Esto da soporte a la validez del modelo cuasi-lineal que se
ha propuesto.

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Iteration (n) x 10*

Figura 4.2: Evolucién del campo medio durante la supresién de difusién autoconsis-
tente del MNCM. El panel (a) muestra el decaimiento de " en escala log-normal. La
linea discontinua corresponde al ajuste exponencial de la Ec. (4.4) con kg = 0.5162
y v = —5.7274 x 107°. En el panel (b) se muestra la evolucién de la fase 6" la cual
muestra fluctuaciones aleatorias a tiempos intermedios y largos, debido a esto la apro-
ximacién cuasi-lineal sigue dando buenos resultados cuando el sistema tiende al limite
integrable.

Usando las Ecs. (4.10) y (4.9) se puede calcular la evolucién temporal del segundo
momento estadistico de la PDF del modelo cuasi-lineal, (y?),, como sigue:

dy*)y _ d [ = 5 0p
dT d'T /0 y p y /0 y 87— y ’ ( )

donde se ha usado integracion por partes en el la iltima igualdad. De este resul-

tado se obtiene la evolucién temporal de (y?),,
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Figura 4.3: Evolucién espacio-temporal de la funcién de densidad de probabilidad de
las particulas con v > 0 durante la supresién de difusién autoconsistente. Los circulos
denotan las PDF's obtenidas de los histogramas del ensamble de particulas del MNCM.
La linea continua muestra la solucién analitica del modelo efectivo de las Ecs. (4.6)
and (4.7). Los paneles (a), (b), (c) y (d) corresponden a n = 1, 100, 200 y 49900
respectivamente.

(y?),(t) = 27(1), (4.12)
que para el caso particular de la Ec. (4.9) se expresa como

2

(1), (t) = 220

3 [1—e"]. (4.13)
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Como una prueba adicional al modelo cuasi-lineal, en la Fig. 4.1 se compara
la Ec. (4.13) con la evolucién temporal del segundo momento estadistico en la
Ec. (4.1) que se obtiene del promedio sobre el ensamble de particulas que forman
al MNCM, viéndose que el acuerdo entre la teoria y los resultados numéricos es
muy bueno.

Una prueba alternativa que permite recobrar los resultados del modelo cuasi-
lineal consiste en considerar la misma condicién inicial usada en el estudio de
supresion de difusion anterior, pero para diferentes valores iniciales de la amplitud
del campo medio, x'. Para cada k!, se iter6 T veces el MNCM y se calculé el
promedio temporal de la amplitud del campo medio, &, y de la difusividad, D,

E = %Z/{" 5:%ZD". (4.14)

Para cada iteracion n, la difusividad instantanea, D™, fue calculada de la es-
tadistica de los desplazamientos de un ensamble de 1 x 10* particulas iteradas
1.5 x 10* veces con el mapeo estdndar nontwist con los valores de k = K" y
0 = 0". Para cada ', el valor de T fue escogido adecuadamente para garantizar
la convergencia del MNCM hacia un estado estacionario. Estos valores van de
T =2x10* para k! = 0.2,a T = 1.1 x10° para x! = 0.87. Los grandes valores de
T requirieron el calculo de un gran ntimero de coeficientes difusivos instantaneos,
D™, cada uno requiriendo a su vez un niimero muy grande de iteraciones del ma-
peo nontwist para diferentes condiciones iniciales. Para llevar a cabo este cdlculo
en un tiempo razonable, se usaron Unidades de Procesamiento Gréfico (también
llamadas GPUs, por sus siglas en inglés), los cuales son un recurso computacional
poderoso para el computo cientifico. Para el uso de las GPUs se programé un
cédigo en lenguaje C usando la extensién CUDA. Los resultados del célculo de
D se muestran con circulos en la Fig. 4.4, donde los valores crecientes de &,
corresponden a k! = {0.2,0.5,0.8,0.87,0.95,1,1.1, 1,3, 1.5}, y la linea continua
representa la prediccién cuasi-lineal de la difusividad, Dgr = ®*/4.

4.2. Transicion al caos global

En esta seccion se estudia el transporte para el caso en el que el acoplamiento
autoconsistente lleva al sistema de un estado de caos en bandas, en el cual existe
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Figura 4.4: La difusividad promediada en el tiempo, D, como funcién de la amplitud
del campo medio promediada en el tiempo, %, de la Ec. (4.14). Los circulos representan
los resultados numéricos obtenidos de condiciones iniciales del MNCM para diferentes
valores de !. La linea continua corresponde a la relacién cuasi-lineal Dgy, = %2 /4.

una BTC robusta, hacia un estado de caos global en el cual la BTC ha sido
destruida.

La condicién inicial consiste de un ensamble de N = 1.2 x 10* particulas con
& = 1079, distribuidas uniformemente a lo largo del eje x, y con una distribucién
Gaussiana a lo largo del eje y con media, ¥ = —150, y desviacién estandar
igual a 0.5. Para el valor del pardmetro a se tomo el valor critico, a = a, =
4.31062700354, para la destruccion de la curva sin cizalla con niimero de rotacion
igual al inverso de la media aurea, 1/v. Para la fase y amplitud inicial del campo
medio se tomaron los valores, ' = 0 y k' = 0.7, con el valor de ! ligeramente
por debajo del valor critico s, = 0.742493131039.

La transicion autoconsistente hacia el caos global se observa en la Fig. 4.5, en
donde se muestra la evolucién de la amplitud del campo medio, k", y la fase
0™. En particular, como se indica con la linea vertical discontinua, alrededor de
n = 28800, k™ cruza el valor umbral para la destruccion de la curva sin cizalla
que forma la BTC. Como se puede ver de la Fig. 4.8, esta transicién se manifiesta
como un cambio en la tasa de crecimiento lineal del segundo momento estadistico
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de los desplazamientos de las particulas de la Ec. (4.1).
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Figura 4.5: Evolucién del campo medio durante la transicién autoconsistente hacia el
caos global en el MNCM. La linea continua en el panel (a) muestra el crecimiento y
saturacién de k™. Los cuadrados corresponden al ajuste de la Ec. (4.15), con K = 0.757,
a=0.063, p=32x10%y f = 1.8 x 10%. La linea vertical a trazos denota la transicién
hacia el caos global en el espacio fase debido a la destruccién de la BTC. El panel (b)
muestra la evolucién de la fase, 8", la cual no varia considerablemente, permaneciendo
alrededor del valor inicial 6™ = 0.

Siguiendo el mismo procedimiento que en la seccién anterior, se usa una descrip-
cién cuasi-lineal para modelar el transporte en el espacio fase. Para este caso,
como se muestra en la Fig. 4.5, la evolucion de la amplitud del campo medio se
ajusta bien por la funcion

K" = K 4+ atanh (%) : (4.15)

con K = 0.757, a = 0.063, = 3.2 x 10* y B = 1.8 x 10%, lo que se muestra con
los simbolos cuadrados.

Para esta ", la prescripcién cuasi-lineal de la Ec. (4.3) da como resultado la
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difusividad

Dault) = {K + atanh (“7“)} " (4.16)

Como antes, el cambio de variable 7(t) = JZ) Dgp(t")dt' reduce el problema inicial
a encontrar la solucién de la ecuacién de difusion en la Ec. (4.10).

Para tomar en cuenta la destruccion dinamica de la BTC, hemos dividido la so-
lucién de la ecuacién de difusién (4.10) en dos partes. Como se mencioné antes,
cuando 0 < t < T, donde 7 ~ 2.88 x 104, existe una BTC robusta. Por lo tan-
to, en este intervalo de tiempo la ecuacion de difusién se resuelve en el dominio
semi-infinito, y € (—o00,0), con condiciones de Neumann para el flujo nulo en
la frontera dadas por la Ec. (4.8). Fuera de este intervalo, i. e., para t > T,
existe caos global en el espacio fase y la ecuacién de difusion se resuelve en el
dominio y € (—o0,00). El acoplamiento de las dos soluciones se logra usando
la solucién del primer problema para ¢t = 7 como condicién inicial del segundo
problema. Las Fig. 4.6 y 4.7, muestran un excelente acuerdo entre los resulta-
dos numéricos obtenidos con el MNCM y las soluciones del primer y segundo
problema respectivamente. Una prueba adicional para el modelo cuasi-lineal de
difusion la da la comparacion de la evolucion del segundo momento estadistico
del desplazamiento de las particulas, con la que resulta del MNCN, mostrada en
la Fig. 4.8. El modelo efectivo de difusion reproduce bien la transicion de la tasa
de cambio del crecimiento del segundo momento estadistico al ir entre el régimen
de caos en bandas al régimen de caos global. Como se puede observar, existe
una pequena diferencia entre el modelo tedrico y los resultados numéricos; sin
embargo, como se discutird en la siguiente seccion, cerca del punto de transicion
las fluctuaciones de <™ alrededor del valor critico, k., dan lugar a la destruccién
y formacién intermitente de la BTC. Esta intermitencia crea una barrera cen-
tral “semi-permeable” alrededor de y = 0 que no es capturada por el modelo de
difusién cuasi-lineal.
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Figura 4.6: Evolucién espacio-temporal de la funcién de densidad de probabilidad
antes de la transicién al caos global marcada por la linea vertical discontinua en la
Fig. 4.5. Los circulos denotan las PDFs obtenidas de los histogramas del ensamble
de particulas del MNCM. La linea continua muestra la solucién analitica del modelo
efectivo de las Ecs. (4.6) y (4.16), con condiciones a la frontera dadas por la ecuacién
Ec. (4.8). Los paneles (a), (b), (c) y (d) corresponden a n = 1, 4380, 15780 y 28800
respectivamente. Los tiempos posteriores, después de la transicién al caos global, se
muestran en la Fig. 4.7.

4.3. Transporte intermitente cerca de la criti-
calidad

En el estudio de la transiciéon autoconsistente hacia el caos global presentado en
la seccion anterior, se observo que cerca del punto critico, i.e. para valores de n
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Figura 4.7: Como en la Fig. 4.6, pero para tiempos posteriores a la transicién hacia
el caos global donde la Ec. (4.6) se resuelve en el dominio (—o0,c0). Los paneles (a),
(b), (c) y (d) corresponden a n = 31380, 42200, 55300 y 99780 respectivamente.

para los cuales k" =~ k., el transporte a través de la BTC se desvia ligeramente
de las predicciones del modelo cuasi-lineal. En particular, como una consecuen-
cia de la destruccién y reaparicién intermitente de la curva sin cizalla 1/7, la
region alrededor de y = 0 actiia como una barrera semi-permeable no difusiva, la
cual se manifiesta en la transicion de la razén de cambio del segundo momento
estadistico, como una pequena desviacion entre los resultados del MNCM y del
modelo cuasi-lineal en la Fig. 4.8.

Para estudiar con mayor detalle el transporte cerca del régimen de criticalidad, se
considera el MNCM para las mismas condiciones iniciales usadas en el estudio de

73



4.3. Transporte intermitente cerca de la criticalidad

4

x 10
T \2
sl — <@y -

25, <y ()

BTC intermitente

r
|
|

Iteration (n) % 10°

Figura 4.8: Segundo momento estadistico del desplazamiento de las particulas duran-
te la transicién autoconsistente hacia el caos global en el MNCM. La linea continua
representa el segundo momento estadistico del ensamble de particulas de la Ec. (4.1).
Los cuadros representan el segundo momento de la PDF, p, del modelo de transpor-
te cuasi-lineal. El rectangulo marcado con la linea discontinua indica la zona de la
transiciéon hacia el caos global, producto de la destruccion de la barrera de transporte
central.

la seccion anterior de la transicién hacia el caos global. Para cada valor de ™ en el
intervalo n € (1,30000) se determing la existencia de la curva sin cizalla usando el
método de los puntos indicadores, explicado al presentar la Ec. (3.2). El resultado
de este calculo se muestra en la grafica binaria de la Fig. 4.9, donde las barras
(espacios en blanco) representan los valores de los pardmetros para los cuales la
curva sin cizalla existe (es destruida). De examinar cualitativamente la grafica
podemos intuir que estamos ante un comportamiento autosimilar del sistema.
Esto se ve mas claro cuando se hacen acercamientos sucesivos de cualquier parte
de la gréfica, como se muestra en los paneles (b), (¢) y (d). Lo que aparentemente
se ve como una barra solida a una escala exhibe un patrén intrincado de barras
que estan entrelazadas con espacios en blanco a escalas mas finas, lo que nos trae
a la mente de forma inmediata a los conjuntos de Cantor.

Sin embargo, aunque el grafico binario de la Fig. 4.9 exhibe una posible estructura
autosimilar, su dimension fractal, calculada con el método de conteo de cajas, es
igual a uno (ver Fig. 4.10). Dado este resultado, el conjunto autosimilar mas bien
se parece a un conjunto de Cantor grueso que a un conjunto de Cantor normal. Un
conjunto de Cantor normal es obtenido borrando sucesivamente el tercio central
de cada segmento, y tiene dimension fractal igual a log2/log 3. Por otro lado, el
conjunto que se obtiene de borrar el tercio central en la primera iteraciéon, luego
borrando el noveno central en la segunda iteracién, y luego borrando la 1/27
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Figura 4.9: Grafica binaria autosimilar mostrando la transicién dindmica hacia el caos
global en el MNCM cerca de la criticalidad. Las regiones oscuras (blancas) representan
los intervalos de tiempo para los cuales la BTC existe (no existe). Los acercamientos
sucesivos en los paneles (b), (¢) y (d) revelan una estructura parecida a un conjunto de
Cantor que corresponde a un fractal grueso con exponente de escalamiento 8 = 0.6597
(ver Fig. 4.11).

fraccion central del segmento a la tercera iteracion, y asi consecutivamente, es
un conjunto de Cantor grueso con dimensién fractal igual a uno [22].

Como en el caso de los conjuntos de Cantor gruesos, la dimension fractal, siendo
un entero, no caracteriza a las propiedades de escalamiento autosimilar de la
Fig. 4.9. Como una alternativa, se considera la caracterizacion de los fractales
grueso propuesta en la ref. [23]. Para una escala de resolucion dada, €, conside-
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Box counting

Fit D = 0.955

Figura 4.10: Célculo de la dimensién fractal de la Fig. 4.9 usando el método de conteo
de cajas (en escala logaritmica). La dimensién fractal, D, es definida como N, = e D,
donde N, es el numero de cajas de dimensién e necesarias para cubrir al objeto en
cuestién. El conteo de cajas arroja una dimensiéon de D = 0.955, la cual es practica-
mente entera e igual a 1, por lo tanto no es posible afirmar que se estd ante un objeto

fractal ordinario.

ramos la medida con grano de resolucion e,

p(e) =1 —h(e), (4.17)

donde h(e) es el tamano total de los espacios en blanco en la Fig. 4.9 cuyo ancho
es mayor o igual a €. En la Fig. 4.11 se muestra una grafica de Ap = p(e) — u(0)
como funcién de e. Para ser consistentes con el método de la ref. [23], el tiempo
fue reescalado al intervalo [0, 1]. En concordancia con la conjetura que se hace
en esta misma referencia, para nuestro caso existe un escalamiento algebraico de
la forma

p(e) = pu(0) + Ae” (4.18)

con los pardametros del ajuste A ~ 1, u(0) = 0.2872, y 5 = 0.6597.

El exponente 3, conocido como el exponente de grosor, es el parametro clave para
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caracterizar las propiedades autosimilares del conjunto. Para conjuntos que no
son fractales este niimero diverge, § — 0o, mientras que para conjuntos fractales
se relaciona con la dimensién fractal, d, de acuerdo a la relacién, § = D — d,
donde D es la dimension Euclideana del espacio de anidado. Sin embargo, para
el caso de los fractales gruesos 3 es independiente de d y describe el escalamiento
del tamano de las brechas con respecto a la resolucién [23]. Esto tltimo hace
posible usar la cantidad Au = u(e) — p(0) como una medida de la probabilidad
de no encontrar formada a la BTC a lo largo de la evolucién del sistema cerca
de la criticalidad. Por ejemplo, considérese al sistema en algtin estado cerca de la
criticalidad con los valores de los parametros y distribucién de las particulas como
los considerados en las Figs. 4.8 y 4.9. La Ec. (4.18) nos dice que la probabilidad
de que el sistema evolucione en una iteracién, la cual equivale a € = 7.58 x 107°
por construccién, de un estado donde la BTC estd formada (representado por
una barra de color) hacia un estado donde se ha roto la BTC (representado por
una brecha) esta dada por:

Ap = Aé® = (1)(7.58 x 107°)%65997 ~ 0.002, (4.19)

es decir, la probabilidad de que el sistema evolucione en una iteracién hacia un
estado donde la BTC no esta formada es 0.002. Este resultado estd en acuerdo
con lo observado en las simulaciones numéricas en las cuales existe una barrera
de transporte central efectiva, la cual solo deja pasar una cantidad minima de
particulas a través de ella.
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Figura 4.11: Escalamiento algebraico del tamano de las brechas en funcién de la escala
de la resolucion durante el transporte intermitente en el régimen de criticalidad en el
MNCM. Los circulos representan los datos de la gréfica binaria de la Fig. (4.9). La linea
continua es el ajuste al decaimiento algebraico de la Ec. (4.18) con A ~ 1, u(0) = 0.2872
y B =0.6597.
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Como un primer paso para ir mas alla del mapeo simpléctico nontwist relativa-
mente bien estudiado, se propuso y estudié el mapeo nontwist de campo medio
N dimensional. En este modelo, los N grados de libertad del sistema interacttian
a través de un campo medio autoconsistente. El tipo de acoplamiento de campo
medio es motivado por el acoplamiento usado en el modelo de una sola onda el
cual es un modelo Hamiltoniano de campo medio que describe la dinamica no
lineal débil de plasmas y fluidos marginalmente estables.

Un problema de interés en sistemas con muchos grados del libertad es la forma-
cion de estructuras coherentes. Basados en las propiedades de estabilidad lineal
de las orbitas peridédicas de orden uno y dos, se desarrollé un método numérico
para construir estados coherentes en el MNCM. La coherencia de estos estados se
mantiene por el confinamiento autoconsistente de las particulas en las resonancias
de los puntos fijos estables del mapeo.

Una de las caracteristicas principales de los sistemas nontwist es la reconexién
de separatrices, la cual es una bifurcacion global que resulta de las diferentes
formas topolégicas en las cuales las variedades estable e inestable de los puntos
fijos se conectan. En el MNCM el acoplamiento de campo medio da lugar a la
reconexiéon de separatrices autoconsistente. Se mostré que la evolucién dinamica
del espacio fase causada por la reconexién de separatrices autoconsiste puede
producir transporte a través de la barrera de transporte central aiin en la ausencia
de caos. Es importante mencionar que este nuevo mecanismo de transporte es
fundamentalmente diferente al transporte cadtico que ocurre cuando las curvas
KAM se rompen. En los resultados numéricos que se mostraron aqui, la amplitud
del campo medio permanece relativamente pequena durante la reconexion de
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separatrices autoconsistente. En particular, para toda iteracién, n, el espacio
fase del mapeo nontwist correspondiente con k = k" tiene una cantidad minima
de caos.

En el estudio del transporte cadtico autoconsistente consideramos tres proble-
mas: (i) Supresién de difusién; (ii) Destruccién autoconsistente de la barrera
de transporte central (BTC); y (iii) Transporte intermitente en el régimen de
criticalidad. En el primer problema, el acoplamiento autoconsistente dio lugar
al decaimiento de la amplitud del campo medio. Este decaimiento resulta en la
reduccion del transporte debido a la formacion de barreras de transporte. En
particular, se observo que para n grandes, el crecimiento del segundo momen-
to estadistico del desplazamiento de las particulas se saturaba y la funcién de
densidad de probabilidad de las particulas alcanzaba un estado estacionario. En
el estudio del segundo problema, consideramos un régimen de transporte en el
cual el acoplamiento dio lugar al crecimiento autoconsistente de la amplitud del
campo medio. Este crecimiento dio como resultado una transiciéon de un estado
de caos acotado, con una BTC robusta, hacia un estado de caos global, en el
cual la BTC habia sido destruida. Para ambos problemas, la supresién de di-
fusion y la destruccion autoconsistente de la BTC, se construyé un modelo de
difusion cuasi-lineal para describir la evolucién espacio-temporal de la funcion de
densidad de probabilidad de las particulas.

Es de gran importancia el hacer notar que, en el estudio de supresion de difusion,
la teoria cuasi-lineal da muy buenos resultados atin para el caso en el que la am-
plitud del campo medio, k", es pequena. Debido a esto, los buenos resultados del
modelo difusivo cuasi-lineal parecen no estar del todo claros ya que se espera que
la aproximacion de fases aleatorias sea vélida en el régimen cadtico inicamente.
Sin embargo, para el caso del MNCM, el punto clave es que el decaimiento de x"
viene acompanado de una gran variacién aleatoria de la fase del campo medio,
0™, la cual da validez a la hipdtesis de fases aleatorias que se asume al aplicar
la teoria cuasi-lineal. Una situacion similar se observa en el estudio de mapeos
twist acoplados en la Ref. [18].

Es bien sabido que la transicién al caos debido al rompimiento de las curvas
KAM en los mapeos simplécticticos, exhibe un comportamiento de escalamiento
autosimilar en la vecindad del punto critico de transicion. Para explorar el pa-
pel del acoplamiento de campo medio en este fendmeno se estudio la dindmica
autoconsistente del MNCM cerca del punto critico. Se pudo observar que las fluc-
tuaciones autoconsistentes de la amplitud del campo medio alrededor del punto
critico dan lugar a la destruccion y formacion intermitente de la BTC. La grafica
binaria de la Fig. 4.11, exhibe una estructura autosimilar parecida a un conjunto
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de Cantor, sin embargo, como en caso de los conjuntos de Cantor gruesos, la
dimension fractal de esta grafica, siendo igual a uno, no sirve para caracterizar
las propiedades autosimilares de este conjunto. Como una alternativa a esto, se
usoO la caracterizacion de los fractales gruesos basada en las propiedades de es-
calamiento del tamafno de las brechas (representando la ausencia de la BTC)
con la escala de resolucion usada para medirlas. En este caso, se observo un
escalamiento algebraico con un exponente de grosor, 8 = 0.6597.
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Apéndice A

Simetrias y puntos indicadores
del mapeo estandar nontwist

Comenzamos por definir una simetria temporal o involucién, I, de un mapeo 7'
como aquella transformacion tal que,

T'=1'TI, (A.1)

se cumple, donde la involucién I tiene la propiedad, I? = Z, donde Z es la
identidad [24]. El significado de la Ec. (A.1) es que, un mapeo es invertible en el
tiempo (o en las iteraciones en el caso discreto) si posee una simetria.

Se puede probar facilmente que 7'7, llamada la simetria o involucién complemen-
taria, también es una involucion del mapeo. Esto se prueba usando la definicién
de la Ec. (A.1) en su forma equivalente

(T =1, (A.2)

asi, si T'I es una involucién también se debe de cumplir (T(T'] ))2 = Z. Desaro-
llando el lado izquierdo de la expresion anterior tenemos

(T(TD))? =T(THT(TI)=TTITH(ITI)=TTT'T' =T,
(A.3)
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con lo que queda demostrado que también, TI, es una involucién de T'. Debe
notarse que hemos usado la propiedad, I? = Z, para insertar la unidad de forma
adecuada para después usar la definicién de la Ec. (A.1). De forma similar, se
puede demostrar que, 7™, con m € Z, también es una involucion del mapeo 7.

Para el mapeo nontwist de la Ec. (1.32) se encuentra la siguiente involucion:

Iy=(—z+20,y — ksin(x —0)), (A.4)

junto con la involuciéon complementaria dada por, I} = T'I,

L= (—z+20+a(l—19?),y). (A.5)

Dado que,

T =Tl =L, (A.6)

podremos decir que el mapeo T es invertible si puede ser factorizado como el
producto de dos involuciones.

Adicionalmente a las involuciones del mapeo nontwist, se encuentra otra simetria
del mapeo,

S=(x+m,—y), (A.7)

la cual tiene la propiedad T = ST'S, ademéas de cumplir, S? = Z, dada la
periodicidad de la coordenada x modulo 27.

Una vez definidas las involuciones y simetrias del mapeo nontwist, podemos pasar
a la deduccién de los puntos indicadores siguiendo el procedimiento de S. Shi-
nohara y Y. Aizawa en la ref. [21]. Como primer paso, estudiaremos el efecto de
las involuciones y simetrias del mapeo sobre las curvas integrables en el espacio
fase, también llamadas curvas KAM.

Sin perdida de generalidad, estudiaremos a las curvas KAM que pasan por el
punto (x,y) = (zo = 0, yo) vy que estan caracterizadas por el nimero de rotacién,
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R=R(T,(0,)) = lim LZ m_gny (A8)

donde 2"t se refiere a la componente z del mapeo nontwist aplicado al punto
(™, y™), ademds de no haberse considerado la periodicidad de la variable x para
este calculo. Asi, fijado el valor de xg, la curva KAM queda tnicamente carac-
terizada por el valor de g, por lo que definimos a la curva KAM con nimero de
rotacién R(T, (0, y,)) como el conjunto

Ky ={(z,y) | (z,y) = T"(x0 = 0,40), —00 < m < oo} (A.9)

Aplicando las dos involuciones, Iy y I;, al punto (xy = 6, yy) perteneciente a una
cierta curva KAM obtenemos,

I(zo =0,y0) = (xo=10,y0), (A.10)
Li(vo=0,90) = (O+a(l—y3),v)=T(xo=0,v0), (A.11)

que junto con la definicién de la Ec. (A.9) se concluye que las curvas KAM
permanecen invariantes ante las involuciones del mapeo, es decir; [HKCy, = Ky, ¥

[11Cy0 - ICyo .

Por otro lado, cuando la curva KAM correspondiente a la curva sin cizalla es
unica, podemos identificarla por su nimero de rotaciéon R(T, (z§ = 60,y5)). Al
aplicar la simetria S al punto (zf = 6, y$) podemos ver que el nimero de rotaciéon
definido por la Ec. (A.8) no cambia, permanece invariante ante S debido a que
el efecto neto de la simetria es cambiar el signo de la coordenada y y ya que la
dependencia de 2" en y es cuadratica, no hay cambio alguno en R(T', (xf = 0, 1;)).
Esto lo podemos expresar como, SK,x = K.

Una vez conocidas las invariancias de la curva sin cizalla bajo la simetria y las
involuciones del mapeo, podemos hallar los puntos indicadores de la siguiente
manera: Debido a la forma cuadratica del mapeo, la curva sin cizalla debe cruzar
unicamente dos veces el eje x, digamos en (z4,0) y (x5,0). Como la curva sin
cizalla es invariante bajo [j, al aplicar esta involucién al punto (x4, 0) se obtiene,

L(24,0) = (—24+20+a,0), (A.12)
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sin embargo, como los tnicos valores donde la curva sin cizalla cruza al eje x
son (z4,0)y (xp5,0), la Ec. (A.12) tiene que ser igual a (zp,0). Por otro lado, al
aplicar S al punto (x4, 0) se obtiene,

S(x4,0) = (za+70), (A.13)

que por el mismo argumento usado con anterioridad, la Ec. (A.13) debe ser igual
a (xp,0).

Esto nos da un sistema de ecuaciones para z4 y g que tiene como soluciones:

(24,0) = (—g+g+e,o), (A.14)
(25,0) = (g+g+e,o). (A.15)

De forma equivalente podemos hallar otro conjunto de puntos indicadores usando
la involucién Iy y dos puntos, (z4,y4) y (B, ys), de la curva sin cizalla pidiendo
que por construcciéon cumplan lo siguiente,

I(za,ya) = (vB,Y5), (A.16)
S(za,ya) = (zB,yn), (A.17)

esto nos da un sistema de ecuaciones para T4, Tp, Y4 Y Yp con soluciones:

(ra,ya) = (—g+0,—g), (A.18)
(zB,yp) = <g+9, g), (A.19)

los cuales también son puntos indicadores del mapeo nontwist.

Es importante hacer notar que no importa cual punto indicador usemos de entre
los dados por las Ecs. (A.14), (A.15), (A.18) y (A.19), ya que siempre trazaremos
la misma curva KAM, la cual corresponde a la curva sin cizalla. Esto lo podemos
comprobar usando, por ejemplo, los puntos indicadores (A.15) y (A.19) para
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trazar la curva sin cizalla del mapeo nontwist, esto se muestra en la Fig. A.1 para
los valores de los pardmetros a = a, = 4.31062700354, k = K, = 0.742493131039
y 6 =0 (ver Sec. 4.2).

Como se ha visto a lo largo de este apéndice, las simetrias e involuciones del
mapeo han simplificado en gran medida la localizacién de la curva sin cizalla
en el espacio fase, sin embargo, el alcance de la aplicacién de estas simetrias va
maés alla de eso. Cabe mencionar que toda una teoria para localizar las orbitas
periédicas del mapeo estd basada en hallar los conjuntos de puntos fijos de las
involuciones y las relaciones que existen entre ellos, esta tarea de busqueda de
6rbitas periddicas sin usar el formalismo de las involuciones resulta, en la mayoria
de los casos, desafiante incluso usando métodos numeéricos.

Figura A.1: Curva sin cizalla trazada usando los puntos indicadores (A.15) y (A.19)
para los valores de los pardmetros a = a, = 4.31062700354, xk = k. = 0.742493131039
y 8 = 0. Como se puede ver, los dos puntos indicadores trazan la misma curva KAM.
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