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Resumen

En los ultimos afos en el Centro de Disefio Mecanico e Investigacion Tecnolégica (CDMIT)
se ha formado un grupo de investigacion dedicado al estudio y desarrollo de proétesis
inteligentes de extremidades humanas dirigido por el Dr. Jesus Manuel Dorador Gonzalez.
Una de las necesidades que se ha presentado en las prétesis accionadas por motores, es la
de contar con actuadores pequefios y como consecuencia de poco peso. Sin embargo el
torque producido por los actuadores es bajo. Es por ello que es necesario desarrollar un
sistema, el cual sea capaz de multiplicar dicho torque para soportar una carga establecida
de una tarea cotidiana. Este problema motivo la realizacion del presente trabajo.

Sistemas multiplicadores de torque, suelen estar constituidos de eslabones, engranes,
poleas, bandas y cadenas. Se desea disefiar un dispositivo integrado principalmente por
eslabones y engranes asistidos por resortes, capaces de incrementar el torque de entrada.
Existen métodos de sintesis adecuados para eslabones y engranes. La investigacién en la
sintesis de eslabonamientos se ha enfocado en el disefio de estos para movimientos
prescritos. En muchas aplicaciones, ademas de estos movimientos la interaccion entre el
mecanismo y su entorno debe ser considerada en este proceso. Para el caso de los
engranes, la sintesis se ha enfocado a determinar radios, numero de dientes, interferencia
y razén de contacto en funcion de los movimientos de entrada y salida.

El enfoque de esta tesis es determinar las variables de disefio, las cuales son las
dimensiones longitudinales de los eslabones, los radios de los engranes y las constantes
eldsticas de los resortes que integran a un mecanismo de cinco barras con engranes de un
grado de libertad, para ser implementado como un dispositivo de asistencia que permita
multiplicar fuerza, el cual pueda ser utilizado por ejemplo, en la articulaciéon en un brazo
protésico de una persona y con esto llevar a cabo actividades cotidianas como: verter una
jarra, cortar con cuchillo, levantarse de una silla, cargar un envase de agua, entre otros [1],
y ejecutar la tarea con menos fuerza en los actuadores. La razdon de trabajar en este tipo
de mecanismos se sustenta en las caracteristicas que tienen, donde los engranes
presentes en él y asistidos por resortes generan una mayor capacidad de carga.

Los métodos de sintesis desarrollados en este trabajo son la sintesis cinematica y la
sintesis estatica. En la sintesis cinematica se emplean ecuaciones de disefio basadas en la
condicién de longitud constante para representar los eslabones, matrices de
desplazamiento para relacionar las rotaciones y traslaciones que experimenta el
mecanismo y ecuaciones de trenes de engranes planetarios para establecer la relacién en
las rotaciones entre engranes y eslabones.



Mientras que en la sintesis estatica se emplean ecuaciones de disefio que relacionan el
torque de entrada del motor, fuerzas de resortes lineales y torsionales, fuerzas vy
momentos producidos por las cargas aplicadas al sistema, en términos de las dimensiones
del eslabonamiento y radios de engranes, todo lo anterior utilizando el principio de

trabajo virtual.
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Nomenclatura

ay, b, Pivotes fijos del mecanismo.

ay, b,, ¢, Pivotes méviles del mecanismo.

a;, b; y ¢; Pivotes moviles del mecanismo en su j-ésima posicion.
0;1 angulo que define la primera posicién del i-ésimo eslabon.

angulo que define la j-ésima posicion del i-ésimo eslabon.
T4, Tg1, Tga, Tc1, Tcp Yy Tp NUmero de los dientes en los engranes
Te2, Te3 Y Tes Fazones entre los dientes de los engranes del mecanismo.

05,y 6 angulo girado de los engranes B y C a partiendo de su posicidn inicial a su
j—ésima posicién.

[Rgij] Transformacion de rotacion del i-ésima eslabén.

[Alj], [Blj] y [Clj] Matrices de desplazamiento plano.

Aox, Aoy, box ¥ by, Componentes de los pivotes fijos del mecanismo.

A1x, A1y, Cix, C1y, b1x ¥ b1, Componentes de los pivotes moviles del mecanismo.
6 Cantidades virtuales.

T,; Torque de entrada aplicado en el eslabon 2.

F,; Fuerza externa aplicada al mecanismo en el punton; .

M,; Momento externo aplicado al mecanismo en el punto n; .

M,,; y M,5; Momentos resultantes de los resortes torsionales.

R; Vectores de posicion para las j-ésimas posiciones con respecto al origen.
1; Vectores de posicion con respecto a los eslabones.

0y p Puntos en donde son conectados a tierra los resortes lineales.

Ty Y Ty; Puntos en donde son conectados al mecanismo los resortes lineales.

R,q; Vector de posicion para el resorte lineal conectado al punto ry;.
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R,,; Vector de posicion para el resorte lineal conectado al punto r;.
[E] Matriz antisimétrica.

03, 04, y 04, angulos que definen los puntos en los eslabones en donde son conectados
los resortes lineales y aplicada la fuerza externa.

P; Yy pP; Puntosen los cuerpos i e j en donde es conectado el resorte lineal.
k Constante elastica del resorte lineal.

[ Longitud final del resorte lineal.

l, Longitud en la cual se encuentra el resorte lineal sin deformar.

fs Fuerza generada por el resorte lineal.

OW Trabajo Virtual del sistema de fuerzas.

F, Fuerza del resorte actuando sobre los cuerposi e j.

u Vector unitario con la direccion de la fuerza f;.

8Wy; y 8W,; Trabajo virtual para los resortes lineales.

fij ¥ f2j Fuerzas presentes en los resortes lineales.

k3, k, Constantes elasticas de los resortes lineales establecidos en el eslabén 3y
eslabdn 4 respectivamente.

L, by Longitud de los resortes en la j-ésima posicion del mecanismo.
l11,11 Longitud de los resortes en su posicion sin deformar.

k. Constante eldstica del resorte torsional.

8, Angulo relativo entre ambos cuerpos en su primera posicion.

6 Angulo relativo entre ambos cuerpos para su j-ésima posicidn.

M, Momento resultante del resorte torsional.

011y 64 Angulos para la primera posicién de dos cuerpos [ y J.

0,y Angulos para la j-ésima posicién de dos cuerpos Iy J.

k, y ks Constantes eldsticas de los resortes torsionales.
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B2j ¥ Bs; deflexiones angulares de los resortes torsionales.
8, Angulo establecido con respecto a la horizontal en tierra.

051, GZSJ- son los angulos relativos para la primera y j-ésima posicién del eslabén 2
63,, 6. son los dangulos relativos para la primeray j-ésima posicidon del eslabdon 5
51, Y5j

G; Vector en funcion de las coordenadas geométricas del mecanismo.

[]]- ] Vector en funcién de las coordenadas geométricas del mecanismo.

60 Vector de coordenadas generalizadas.
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Capitulo 1 Antecedentes

1.1 Objetivo

Disefiar por medio de la sintesis cinematica y estatica un mecanismo integrado con
eslabones, engranes y resortes de un grado de libertad, para ser instalado en el codo de
una protesis para antebrazo y este pueda realizar el movimiento de flexién, el cual se
presenta en esta articulacidn. Este sistema debe levantar por medio de la prétesis un
envase de agua de 1 % litro de capacidad, minimizando el torque del motor que controla
el eslabdn de entrada del mecanismo.

1.2 Introduccion

El uso de mecanismos integrados por engranes es amplio, debido a las caracteristicas
mecanicas que estos poseen. De manera individual los trenes de engranes son usados
normalmente para transmitir potencia o torque entre dos o mas ejes. Existen una enorme
variedad de posibles configuraciones de trenes de engranes para aplicaciones tales como
diferenciales y transmisiones para automoéviles y helicdpteros, motores de turbinas de gas,
reductores de maquinas y herramientas, mecanismos de mufiecas robéticas. Por otra
parte, los mecanismos con eslabones tienen la caracteristica de producir una gran
amplitud de movimientos.

Los engranes usados en conjuncién con mecanismos de eslabonamientos, forman un
sistema de eslabones engranados, heredando las caracteristicas arriba mencionadas.
Existen aplicaciones industriales en los cuales han sido utilizados.

En la Industria quimica [2], existen problemas de control que requieren el poder mezclar
distintas sustancias en procesos por medio de la rotacidon de una véalvula de mezclado, en
donde es necesario que la posicién de la valvula sea proporcional con relacién al logaritmo
de la temperatura absoluta que se tiene en cierto tipo de mezcla. Para esto, un generador
de funcidn mecanico era utilizado con el fin de controlar la posicion de la valvula
mencionada.

15



Figura 1.1

En el campo de la instrumentacion [3], por lo general es deseable linealizar la escala de la
variable de salida para poder tener una lectura mas simple. Por ejemplo, la relacién que
existe entre el condensador de la capacitancia y el dispositivo utilizado para la
visualizacién del movimiento es no lineal.

De lo anterior y conociendo la relacién existente entre estas variables, un generador de
funcién con eslabones y engranes puede ser disefiado para linealizar la escala de
frecuencia de este sistema.

También existen aplicaciones en donde se requiere pausar por un cierto lapso de tiempo
algin movimiento en especifico, para esto se utilizan mecanismos con la capacidad de
generar detenciones y un ejemplo en donde este tipo de mecanismos se utilizan en la
industria tiene lugar en las maquinas empaquetadoras [4]. En este caso puede ser
necesario conectar un eje de entrada con un eje de salida, tal que el eje de salida oscila
con cierta sincronizacién y un periodo de detencidn (dwell) prescrito mientras el eje de
entrada rota continuamente. Un mecanismo de 5 barras con engranes como el de la figura
1.1 puede ser disefiado para producir el periodo de detencion.

Otro caso es el de las maquinas de embobinado de armaduras para motores eléctricos, la
bobina del alambre debe ser llevada a través de una trayectoria prescrita en el espacio. El
problema de sintesis es disefiar un mecanismo para producir la trayectoria deseada
(generacién de trayectoria) y los mecanismos con engranes y eslabones son de gran
utilidad en estos casos.
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Otra aplicacién a considerar son mecanismos disefiados para poder conectar un motor
eléctrico a una valvula de globo grande. Lo que se presenta en tal situacion es un bajo
torque inicial del motor, con esto es necesario que al inicio y final del movimiento de la
valvula el motor tenga la libertad de operar sin carga. En otras palabras, cuando el
actuador se encuentre en una posicion extrema el eje del motor pueda girar sin afectar el
eje de salida.

El disefiador de mecanismos Sandor [5], propuso el disefio de eslabones engranados,
sugiriendo que los engranes pueden ser sustituidos por poleas debido a la similitud del
movimiento producido. En este sentido, Krovi [6], muestra una aplicacion mas moderna
de eslabones engranados, siguiendo la sugerencia de Sandor al disefiar un mecanismo
integrado por poleas y eslabones, asistido por resortes torsionales para ayudar a
minimizar el torque de entrada del motor. Los eslabones utilizados formaban una cadena
abierta.

En virtud de las caracteristicas ya mostradas anteriormente de los mecanismos con
eslabones engranados, y del trabajo desarrollado por Sandor y Krovi, surge la motivacion
para disefiar un mecanismo de cadena cerrada con eslabones y engranes provisto con
resortes lineales y torsionales para minimizar el torque de entrada, que pueda ser
integrado en un brazo protésico cuya finalidad es soportar una carga establecida
empleando un motor de torque pequeiio (4-7 Nm) como se muestra en la figura 1.2.

Figura 1.2
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Capitulo 2 Ecuaciones de Diseio Cinematico

2.1 Introduccion

Para poder disefiar un mecanismo con eslabones y engranes es necesario el uso de dos
tipos de ecuaciones. El primer tipo de estas considera la descripcion analitica del
desplazamiento de un cuerpo rigido, el cual esta basado sobre la nocién de que todos los
puntos en un cuerpo rigido deben mantener sus posiciones relativas originales sin tener
en cuenta la nueva orientacidn del cuerpo, es decir la distancia escalar entre dos puntos
arbitrarios cualesquiera en el cuerpo permanecen constantes durante el desplazamiento.

El desplazamiento total de un cuerpo rigido puede siempre ser considerado como la suma
de sus componentes basicos: la rotacion angular del cuerpo mas el desplazamiento lineal
de cualquier punto de referencia arbitrario.

El movimiento angular puede ser descrito con un conjunto de rotaciones alrededor de un
conjunto derecho de ejes cartesianos. Con esto, las matrices de desplazamiento son
utilizadas para poder llevar a cabo lo antes establecido.

Se sabe que el mecanismo debe cumplir con distintas configuraciones sucesivas a partir de
una configuracion original. Con esto se tienen las ecuaciones de longitud constante, las
cuales a partir de la configuracion original restringen las longitudes de los eslabones
presentes en el mecanismo durante su movimiento.

El otro tipo de ecuaciones desarrolla una relacién matematica para expresar las rotaciones
absolutas entre los eslabones y engranes del mecanismo. Es decir, al tener una rotacion
en el eslabén de entrada, esta produce rotaciones tanto en eslabones como en engranes
del mecanismo y queda establecida la rotacion de estos en funciéon de la rotacidon de
entrada.

2.2 Ecuaciones de Diseino de Eslabones

2.2.1 Matrices de Desplazamiento de Cuerpo Rigido

A partir del movimiento de un cuerpo rigido en el plano como se muestra en la figura 2.1,
se pueden escribir sus ecuaciones de posicion inicial y final. La ecuacion de posicion
absoluta de la posicion 1 es:

Q=8 +R
=81 + [Rg1]14 (2.1)
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T = [xq, }’1]T

_ (301 —591
[R91] - [891 Cel ]

La ecuacidn de posicidn absoluta de la posicion 2 es:

Q;=S,+R,
=S; + [Rg2]7my (2.2)

Figura 2.1

Estableciendo la posicidn 2 en funcidn de la posicion 1:

Q=5 +R;
=S, + [Rg12]Ry (2.3)
Donde:
Q:=(q;—-0)
S, =(p2-0)
R, =(q1 — p1)

Escribiendo la ecuacion 2.3 en funcidn de los puntos:

Q; =5, + [Ry12]R4
(g2 — 0) = (p2 — 0) + [Ry121(q1 — P1)
qz = [Ro121(q1 — 1) + D,
qz = [Ro12191 + (P2 — [Rg12]P1) (2.4)
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La ecuacion 2.4 representa la posicion relativa del cuerpo 2 respecto al cuerpo 1. En forma

matricial:

[‘112] — [[Roe(l)z] (P2 — [?912]1’1)] [‘111]

(q2) = [D12](q1)

a2y s61; Oy P2y — (5612P1x + €O12P1y)

QZx] cOi; —sOi1; Pox — (0912P1x - 5912p1y)
1 0 0 1

qix

qu
1

La matriz [D,] es de 3 x 3 y es lamada matriz de desplazamiento plano [7].

2.2.2 Ecuaciones de Longitud Constante —Manivela de Dos Juntas

(2.5)
(2.6)

Estas ecuaciones se basan en que cada una de las manivelas debe satisfacer la condicién

de longitud constante para el movimiento.

Figura 2.2
Para la figura 2.2 se tiene:
llr2 1l = [l
llrsll = [lrl
{1 = Ty j=23..n

20
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Por otro lado, la norma se define matricialmente como:
— (+T 1/
Irll = @"r) /2

Donde:
X
z

r =

" =[x,v,7]

Por lo tanto, sustituyendo en la ecuacién 2.7:

(1) 2 = (i "ry) V2
r'r=r'r (2.8)
En funcion de los puntos:

1 = (a4 —a)
r; = (a; — ap)
Sustituyendo en la ecuacién 2.8:

(a; - aO)T(aj —ay)=(a;—a))"(a; —ay) j=23,.,n (29

La ecuacion 2.9 es la ecuacion de disefio que sera utilizada para dimensionar las
longitudes de los eslabones en el mecanismo de lazo cerrado.

2.3 Ecuaciones de Diseno de Engranes

De la teoria de trenes de engranes planetarios [8], se sabe:

wpyg W, —wy Producto del numero de dientes de los engranes impulsores

wry Wp —wy Producto del nimero de dientes de los engranes impulsados

Donde:
w4 velocidad angular del Ultimo engrane relativo al brazo
wry velocidad angular del primer engrane relativo al brazo
w;, velocidad angular absoluta del ultimo engrane
wr velocidad angular absoluta del primer engrane

w, velocidad angular absoluta del brazo
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Aplicando la ecuacion anterior a la figura 2.3, se tiene:

¢k+1

Figura 2.3
Wik+1) ~ Pk _ T
W(k—1) ~ Wy Tk+1
Wi41) — Wk = T (w(k 1) — W)
+

Donde T = numero de dientes de engranes. El signo negativo, es debido al giro contrario
de engranes. También:

do 11y _do, _ T dd_1) _ dg,
dt dt | T\ dt de

Multiplicando por dt para obtener los desplazamientos angulares:

T
do i1y — dby = T (d¢(k -1) d¢k)

Integrando para obtener posiciones angulares:

¢ ¢ ¢
d —j do, = j d j d
R s e |

[¢(k+1) ¢0(k+1)] [¢k ¢0k]_ ([¢(k -1) ¢0(k 1)] [d)k ¢0k])

T—1
Ajoserny = APjoao = T, (8 0e-1) = 85000,
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Sea el incremento Ad)jode ¢ a partir de la posicidon inicial 0 a la j—ésima posicidn ser
denotado por ¢j , Se tiene:

by =g = =2 (B0~ By (2.10)

je+1) ~ P Tery \Pit-n =% :
También:

i e+1) — Djik T—1

=+ 2.11)
di-1) — Djik Tys1

Donde los signos + indican si el tren es externo (giro signo negativo) o si el tren es
interno (giro signo positivo), figura 2.4.

Tren Externo Tren Interno

Figura 2.4
Ademas:

djk es el angulo girado del k—ésimo eslabdn, a partir de su posicidn inicial a su
j—eésima posicién.

®jk+1) es el angulo girado del eslabon (k+1), a partir de su posicion inicial a su
j—ésima posicién.

®j -1y eselangulo girado del eslabon (k-1), a partir de su posicion inicial a su
j—ésima posicion.

Despejando ¢; (11 a partir de la ecuacion 2.11, se tiene finalmente:
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k1 (2.12)
Th1

Piksn) = Pjre T (¢,-k — 9 (k—l))

La ecuacion 2.12 es la ecuacidn que establece el movimiento entre eslabones y engranes.

2.4 Ecuaciones de Radios de Engranes

Una vez conocidos los puntos fijos y mdviles del mecanismo, se procede a obtener los
radios de los engranes a partir de las razones de los mismos y de la longitud de los
eslabones.

Para las razones de engranes, se tiene la ley fundamental del engranaje [8], la cual expresa
que la razén de velocidad angular entre elementos de una transmisién de engranes debe
permanecer constante en toda la conexién. Esta razén de velocidad equivale a la razén de
radio del engrane de entrada al del engrane de salida. Para la figura 2.1, se tiene:

r, = 2t _ Tkt (2.13)

. =
W1 Tk+1

Figura 2.5

En donde:
Ty 41 radio del engrane k + 1
13,1 radio del engrane k — 1

A partir de la figura 2.5, la longitud del eslabdn k debe ser igual a la suma de los radios
Tx—1 Y Tk+1 de paso de los engranes Tj,_1 y T 11, y utilizando la ecuacion 2.13 se tiene:
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Tk—1 + M1 = k|| (2.14)

1, _
oy (2.15)

Tk+1

Con esto es posible encontrar los radios 73, _1 y 73,41 de cada uno de los engranes.
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Capitulo 3 Ecuaciones de Disefio Estatico

3.1 Introduccion

Los brazos protésicos realizan multiples tareas, algunas de ellas involucran manipular
objetos que ejercen sobre el brazo grandes cargas. Para poder generar las fuerzas que
soporten dichas cargas, se necesitan de motores grandes que generen gran par. Esto tiene
como consecuencia un aumento en el peso de los motores, aumentando de esa manera el
peso del brazo y resultando una prétesis incomoda para el usuario.

Para no aumentar el peso debido al tamafo del motor, se requiere disefiar una
transmisién que incremente el torque en motores pequeiios, los cuales se encuentran en
el orden de 4-7 Nm [1]. Mecanismos que funcionen como transmisiones pueden estar
formados por: trenes de engranes ordinarios, trenes de engranes planetarios, arreglo de
bandas y poleas, arreglo de cadenas y catarinas, arreglo de eslabones, etc. Se sabe que los
trenes planetarios son arreglos compactos y de gran capacidad de reduccion. Estas
caracteristicas son debidas a que sus engranes y eslabones se encuentran en movimiento.

Tomando en cuenta esta caracteristica de movimiento, se desea explorar el disefio de una
transmisién (figura 3.1), constituida por un mecanismo de lazo cerrado formado por
eslabones y engranes que se asemejan a los trenes planetarios. La transmision contara
ademads con elementos de fuerzas, representada por resortes lineales y torsionales que
ayudardn a minimizar el torque de entrada.

En el capitulo anterior se establecieron ecuaciones de disefio cinematico para la posicién
del mecanismo. En este capitulo se necesita establecer ecuaciones de disefio estatico para
tomar en cuenta las cargas externas que son aplicadas.

Un método, el cual es adecuado para encontrar tales ecuaciones haciendo uso del
principio del trabajo virtual es el establecido por Huang y Roth [9], el cual permite escribir
ecuaciones de disefio que involucran fuerzas y momentos. En este método se combinan
dos procesos independientes, la sintesis cinematica y la sintesis estatica. El siguiente
desarrollo muestra la aplicacion de este método al mecanismo de eslabones, engranes y
resortes para obtener las ecuaciones de disefio estatico.
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Figura 3.1

3.2 Principio de Trabajo Virtual

A diferencia de la mecanica Newtoniana, el principio del trabajo virtual [10], no requiere
de considerar las fuerzas de restriccién y se basa solo en cantidades escalares de trabajo
para definir tales ecuaciones. Puede ser usado para obtener un minimo de ecuaciones de
movimiento en los sistemas de multicuerpos mediante la eliminacién de las fuerzas de
restriccion. En el trabajo virtual se utilizan conceptos tales como el desplazamiento virtual
y también las llamadas fuerzas generalizadas que serdn usadas para formular las
ecuaciones en donde se encuentran involucrados elementos que tienen la capacidad de
generar fuerza, tales como los resortes.

Los desplazamientos virtuales se definen como un desplazamiento infinitesimal, el cual es
consistente con las restricciones cinematicas en el sistema que se estudia. Estos
desplazamientos pueden considerarse imaginarios porque ocurren en un tiempo el cual
no presenta variaciones. En cuanto al concepto de fuerzas generalizadas, se hacen
presentes en la ecuacién de trabajo virtual atribuidas a las fuerzas y momentos que
actuan en el sistema.

En la figura 3.2 se muestran las fuerzas y momentos aplicados en el mecanismo, los
vectores que definen a cada uno de sus eslabonamientos y resortes lineales, los puntos en
donde son conectados estos a tierra, asi como el lugar en donde se encuentran
ensamblados los resortes torsionales. Suponiendo que los eslabones son rigidos y la

27



friccion entre ellos se puede despreciar, el trabajo virtual asociado con el sistema
engranado es el siguiente [10]:

SW; = F;T8R,; — fi;8ly; — f2j 6Ly + To; 86y
+ M, 88, — My; 8B,; — Ms; 8P, (3.1)

Donde el simbolo & denota las cantidades virtuales y las R; los vectores de posicion para
las j-ésimas posiciones con respecto al origen.

Figura 3.2

3.2.1 Desplazamientos Virtuales

Desplazamiento Virtual 6R,,;

A partir de la figura 3.2, se observa que la fuerza F,,; se encuentra aplicada en el punto
n;, cuyo vector de posicion se define como:

an = Rz + R3 + R4a (32)
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Donde:

R; = [Ry,]1; ry = [x3,0]"
R; = [Ry3]r3 r3 = [x3,0]"
R4a = [R94a]r4a Tig = [x4a'0]T
C9j —sHj
[Re,-] = [59, C9j ]

J

Figura 3.3

En la figura 3.3 se tienen las longitudes de las barras y los angulos presentes en los
eslabones. La ecuacion de desplazamiento virtual [10], para la ecuaciéon 3.2 se define

como:
OR,; = 6R, + 6R3 + Ry, (3.3)
Donde:
SR, = §[Rg,]r,
6R3 = 5[Ry3]r3
6R4q = 6[Rg4q]T4q
Ademas:
d[Ry;
O[Ry;] = [6—9(;]]66]-
O[Roj] [—sO —cb;
06, [ ct; —591-]
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Por otra parte, se define la matriz antisimétrica [E] como:

E=[ ]

[aReJ] 0 —1” ] [ _59 (£ [Ro ]
a[R ]

§[Ry | = == % ——1266; = [E] [Ry; |66,

Asi:

Sustituyendo en la ecuacién 3.3, se tiene:

6R,; = [E][Rg;]7r,00; + [E][Ry3]13603 + [E][Rp4q]T4,66044
= [E]([Rg2]1266, + [Ry3]7r3603 + [Ryag]140004,) (3.4)

A continuacidn se define el desplazamiento 66,, en funcién de 66, . De la figura 3.3 se
tiene:
010 = 04 + 04

Al obtener el desplazamiento virtual se llega a:

604(1 == 594 + 604C
604(1 == 594 (35)

Reescribiendo la ecuacién 3.4 y usando la ecuacion 3.5, se tiene:

OR,; = [E]([Rg2]7r;66, + [Rg3]T3665 + [Rg4q]T4,664) (3.6)
Con la ecuacion 3.6 queda definido el desplazamiento §R,; .

Los vectores Rgq;, Ry y sus desplazamientos virtuales seran utilizados en la definicion de
trabajo virtual para los resortes lineales.

Desplazamiento Virtual 6R;

Se tiene la ecuacion vectorial que define la posicidn relativa para el primer resorte:

RSlj = RZ + R3a - RO (37)
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Donde:

Ro = [xo:yo]T
R, = [Rg;]1; ry = [x3,0]"
R3a = [R93a]r3a r3, = [x3a'0]T

La ecuacidén de desplazamiento virtual a partir de la ecuacién 3.7 es:

8R51j = SRZ + 8R3a - SRO (38)

Donde:
6R0 = 0
OR; = &[Rg;]1
6R3a = 6[R93a]r3a
Sustituyendo los desplazamientos, se obtiene:
6R;1j = 6[Ry;]1260; + 6[Ry34]7T3,6634
= [E]([Ro2]7266; + [Ry34]73,665,) (3.9)

De la figura 3.3, se tiene:
03, = 03 + 03,

Obteniendo el desplazamiento virtual de la ecuacién anterior:

693(1 = 693 + 5937«
693(1 = 693 (310)

Reescribiendo la ecuacidn 3.9 y utilizando la ecuacién 3.10:
ORg1; = [E]([Rg2]7,60; + [Ry34]734,003) (3.11)

Con la ecuacion 3.11 queda definido el desplazamiento 6Ry;; .
Desplazamiento Virtual 6R;;

La ecuacidn vectorial que define la posicidn relativa para el segundo resorte es:

RSZj = R2 + R3 + R4b - Rp (312)
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Donde:

Rp = [xpl yp]T

R, = [Ry;]7; ry = [x,0]"
R; = [Ry3]r3 r3 = [x3,0]"
Ry, = [RoaplTap  Tap = [x4p,0]"

La ecuacién de desplazamiento virtual a partir de la ecuacién 3.12 es:

8Rg,; = 6R; + 8R3 + 8Ry;, — 8R,
Donde:
SR, =0
SR, = §[Ry2]r>
6R3 = §[Rp3]r3
SRy = 6[Rygap]Tap

Sustituyendo los desplazamientos, se obtiene:

OR;y; = 8[Ryy]12660, + 6[Ry3]r3603 + 6[Rgap 17456604
= [E]([Rg2]7266; + [Ry3]13665 + [Ry4p|745004)

De la figura 3.3, se tiene:
O4p = 04 + 04y

Obteniendo el desplazamiento virtual de la ecuacién anterior:

664[, = 694 + 5947‘
604b = 694

Reescribiendo la ecuacién 3.14 y utilizando la ecuacion 3.15:
SR, = [E]([Rg]1266, + [Ry3]13865 + [Rgap 1741, 66,)

Con la ecuacion 3.16 queda definido el desplazamiento 6Ry;; .

3.3 Desplazamiento Virtual de los resortes lineales 611; y 6l;;

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

En la Figura 3.4 se tienen dos cuerpos i y j conectados por un resorte [10]. La constante

eldstica del resorte es k. También se muestran los puntos en donde se encuentra

empotrado el resorte en cada uno de los cuerpos, en el caso del cuerpo i se denomina p;,

mientras que para el cuerpo j es p;. Los vectores de posicion para estos puntos son R; y

R; respectivamente. La fuerza que genera el resorte queda establecida como:
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fs =kl —1,) (3.17)

Donde [ es la longitud final del resorte y [, es la longitud en la cual se encuentra el resorte
sin deformar. Se observa en la figura 3.5 como actua la fuerza del resorte en cada uno de
los cuerpos ya mencionados, con esto el trabajo virtual en el sistema es [10]:

Figura 3.4

Figura 3.5

33



SW =F,"5R; + (—F,)T6R,
= F," (R, — 6R))
= F,"(—5R; + R))
= —F,"(6R; — 6R,)

SW = —F, 5R;,
Donde:
F, = fu
R; =R, — R, =lu
u=|[Ryli

El desplazamiento virtual para la ecuacidn 3.20 es:

— Slu+1(5[R)

d[Ry] .
—(Slu+l< 70 l69>

Sustituyendo las ecuaciones 3.19y 3.22 en la ecuacidn 3.18, se tiene:

SW = —F; 6R;,

= —(fw'’ (51 u+! (a g;"] i59)>

Jd[R
=—f.6lu"u—flu" <%i> 50

SW = —£.51

(3.18)

(3.19)
(3.20)
(3.21)

(3.22)

(3.23)

El segundo término se elimina debido a que es el producto punto de dos vectores
ortogonales. Por otro lado, tanto 6l;; como 6l;; se definirdn en funcién de los resortes

lineales. Aplicando la definicion de trabajo virtual para estos resortes, se tiene:

5W1j = —f1j5l1j
5W2j = _f2j6l2j

Con esto, las fuerzas presentes en los resortes lineales son:

flj = k3(l1j - 111)
f2j = k4(12j - 121)
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Donde:

k3, k, Constantes elasticas de los resortes lineales establecidos en el eslabon 3y
eslabdn 4 respectivamente.

L, by Longitud de los resortes en la j-ésima posicion del mecanismo.

l11,1;1 Longitud de los resortes en su posicion sin deformar.

Las longitudes [y , [ y sus respectivos desplazamientos virtuales son:
r 1
llj = (Rslj Rslj)z (3.28)
1
L = (RSZjTRSZj)Z (3.29)

Se obtiene el desplazamiento virtual [;; de la ecuacion 3.28:

1
6111' = %(RsleRslj) 2(26R51fTR51j)

1 T
= ; 1 (5R51j Rslj)
(Rs1j Rs1j)2
1
= - (ORs1;" Ra)) (3.30)

Se obtiene el desplazamiento virtual [,; de la ecuacion 3.29:

_1
5121 = %(RSZJ'TRSZJ') Z(ZSRSZJTRSZJ)

1 T
= —T 1 (5Rszj Rst)
(RSZj Rst)z
1
=1 (ORs;" Rey)) (3:31)

En la siguiente seccidn se procede de manera analoga para los resortes torsionales.

3.4 Desplazamiento Virtual de los resortes torsionales 65,; y 5fs;

Los siguientes conceptos son desarrollados por Shabana [10]. La figura 3.6 muestra los
cuerpos i y j los cuales se encuentran ensamblados por una junta y conectados por medio
de un resorte torsional, el cual actia en ambos cuerpos.
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Q)

£

Figura 3.6
El momento resultante en el ensamble se define como:
M, =k (6 —6,) (3.32)

En donde k; es la constante elastica del resorte torsional, mientras que 6, es el angulo
relativo entre ambos cuerpos en su primera posicion y 8 es el angulo relativo en estos
para su j-ésima posicion. El trabajo virtual realizado por el momento expresado en la
ecuacion 3.32 es:

SW = —M,60 = —k,(6 — 6,)60 (3.33)

En la figura 3.7 se tienen dos cuerpos I y J en su primera posicion definida por los angulos
611y 671, mientras que para la j-ésima posicion de estos se tienen los angulos 6; y 6;.
Estos cuerpos estan unidos por una junta rotacional y el angulo relativo entre ellos para su
primera posicion es 6, mientras que para la j-ésima es 6.

Figura 3.7
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En la figura 3.8 se muestra un caso particular, se tiene una primera posicion del arreglo asi
como su j-ésima posicion en el cual la posicién del cuerpo I no cambia y se encuentra
establecido en la horizontal. Con esto, tanto el angulo relativo 8, asi como los angulos que
definen la posicion del cuerpo J son medidos a partir de la posicion del cuerpo I. El
mecanismo presente tiene estas caracteristicas.

O &

6,
/111777777777 77

-

Figura 3.8

En el sistema se tienen resortes torsionales los cuales modifican el torque de entrada. En
la Figura 3.9 se muestra al mecanismo en su primera configuracion y los angulos de las
juntas establecidas en tierra es donde se encuentran ensamblados los resortes
torsionales. Las constantes elasticas de estos son k; y kz en base a los eslabones en donde
se encuentran estos. Los angulos 8,; y Bs; son las deflexiones angulares de los resortes y
guedan definidas mediante las siguientes ecuaciones:

Bzj = 03; — 031 (3.34)

Bs; = 05; — 05 (3.35)
En donde:

051, 951- son los angulos relativos para la primera y j-ésima posicion del eslabodn 2

01, 9551- son los angulos relativos para la primeray j-ésima posicion del eslabén 5
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Figura 3.9

En base a lo antes mencionado, se muestra en la figura 3.10 las posiciones del eslabon 2
en donde se encuentra ensamblado el primer resorte torsional, asi como también la
posicion del eslabdn 1 el cual se encuentra establecido en la horizontal y empotrado en

tierra. El dngulo relativo entre los dos cuerpos para su primera posiciéon es:

%921
Vil 91

Figura 3.10

031 =621 — 0, (3.36)

Tanto 6; y 6,1 son los angulos que definen la primera posicion para cada uno de los

eslabones. Para la j-ésima posicion se tiene:
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Donde 8; = 0°, ya que se mide desde la horizontal. De las ecuaciones 3.36 y 3.37:

051 = 021 (3.38)
603 = 021 + 0y (3.39)

La deflexion B,; se determina haciendo uso de las ecuaciones 3.38 y 3.39 e
introduciéndolas en 3.34 se tiene:

Boj = 0y (3.40)
En cuanto a la deflexion fs;, se tiene en la figura 3.11 las posiciones del eslabon 5 en

donde se encuentra ensamblado el segundo resorte torsional, el dngulo relativo para los
dos cuerpos en su primera posicion es:

Os
L1777 7777777 6’
951_77-
Figura 3.11
051 = (051 —m) — 64 (3.41)

En el caso de la j-ésima posicion de este arreglo, se tiene:

0s; = 05 — 6,
En donde:

95f = 051 + 65} — T
9551 = 651 + 951 — T — 91 (342)

Con 6, = 0°, las ecuaciones 3.41y 3.42 se definen como sigue:
0, =051 — 7 (3.43)
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La deflexion fs; se determina haciendo uso de las ecuaciones 3.43 y 3.44 e
introduciéndolas en 3.35, con esto se tiene:

Bs; = ((951 +6s; —m)— (051 — ﬂ))

Los desplazamientos virtuales 6f,; y 6fs; se expresaran en términos del desplazamiento

virtual §6,;:
0y
5.32]' = @592]'
5.32j = @592]'

En cuanto al desplazamiento virtual §s; se sabe que la ecuacion obtenida por Sandor
proporciona la relacidn existente entre los dngulos de los eslabones, la cual es:

De esta manera el desplazamiento virtual §f5; se define como:

dPs;
535;’ = @592]'

00s;
5.351' = @5921'

0(Q04; + 50,5 — M6s;)
5ﬁ5j = 692; 5 2j

Con esto quedan definidos los desplazamientos angulares 6§, y 6fs; -
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3.5 Desplazamientos Virtuales del mecanismo de 5 barras
engranado.

Se debe encontrar la relacion existente entre el desplazamiento 66,; vy los
desplazamientos virtuales 663; y 66,; para ser establecidos en la ecuacion de trabajo

virtual [9]. Para este fin, un vector se encuentra definido de la siguiente manera:
R; = [Ry]r; (3.49)

En la figura 3.12, se tiene para cada uno de los ejes coordenados vectores unitarios como
aquellos paralelos a estos. Se puede observar el vector R,,; que determina la posicion del
punto p;, en donde R,; es el vector de posicion al punto de referencia o; y r; es el vector

de posicion para el punto p; con respecto al punto de referencia o;.

La ecuacion 3.49 establece ar; = [xj,yj]T y 6 como el angulo que define la orientacion
del vector r;. Observando la figura 3.11 se puede definir a R; en base a la geometria del
sistema:

R, = [Rylr; = (p; — 9;)

Estos puntos son las coordenadas geométricas que definen el vector. La ecuacién de lazo
para el mecanismo es:

R2+R3+R4+R5—R1:O (350)

En la figura 3.13 se observan los puntos geométricos que definen el mecanismo y los
vectores que lo conforman. Con lo anterior, se tienen los vectores de la ecuacién de lazo
en funcién de las coordenadas geométricas del mecanismo:

En la figura 3.2 se tienen los puntos en donde se encuentran conectados a tierra los
resortes lineales, los vectores que definen su posicion son:

R, = (0o —ay)
Rp = (p _aO)
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Figura 3.13
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La ecuacion de desplazamiento virtual se obtiene de la ecuacion 3.50:

(SRZ +6R3 + 5R4 + 6R5 _6R1 == 0
[E][Rg2]1260; + [E][Rg3]13665 + [E][Rg4]T4664 + [E][Rgs5]Tr5605 = 0

[E]([Rg2]71200; + [Ry3]13003 + [Rp4lr4804 + [Rys5]Trs665) = 0
([Rp217200; + [Ry3]13603 + [Rp4]74664 + [Rys]T5665)

[Ry2]1200; + [Ry3]13003 + [Ry4]14004 + [Rys]Ts6605 = 0
(a; — ay)86, + (¢; —a;)865 + (b; — ;)86 + (by — b;)665 = 0

Renombrando términos de la ecuacién 3.52:

w; 60, + x; 663 +y].694 + 2,605 =0
En donde:

w; = (a; — a)

5 = (g - a)
Y = (bj_cj)
z = (bo — by)
d=(0—ay)
f=m-ay)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

Por otra parte, en la figura 3.2 se establecen los puntos en donde actua la fuerza F,; y en

donde son conectados los resortes lineales al mecanismo. Estos vectores no conforman la

ecuacion de lazo y son:
R3, = [Re adrse = (1) — @)
Ry, = alTaq = (n j)
Ry = [R94b]7‘4b =(r; —¢)
En donde:
x; = (ry —a)
W= (m—¢)

!

yj=("21—cj)

La ecuacidén 3.47 presenta una relacion entre los angulos del mecanismo, con esto el

desplazamiento virtual §85; es:
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Sustituyendo la ecuacion 3.47 en la ecuacién 3.53, se tiene:

(w; +52)86; = —(x — Mz;)66; — (y; + Qz)36,

Escribiendo en forma matricial la ecuacion 3.54:
603
=65~ Mz) ~ 0, +02)] |5 | = wy + 52200,
Renombrando los elementos de la ecuacion 3.55:
G; = (w; +5z)
U] = |-G - mMz) -0 +03)]

865
o0,

50 = |

Despejando la ecuacidén 3.56, se tiene:

50 = 1,17 6,60,

e

T -
]) 1592]' = h1]692]

56 = 607156, = ([J;
-

]_
— T

Donde:
hy = (I ]_1G1)Ti
hay = (U ]_1GJ)TJ'

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

Se sustituyen las ecuaciones 3.57 y 3.58 en las ecuaciones 3.6, 3.11 y 3.16 de tal manera

que todos ellas queden en funcién del desplazamiento §6,;. Renombrando términos para

los vectores R,;, Rg1; ¥ R;; junto con sus desplazamientos virtuales se tiene:

Rn] = Rz +R3 +R4a

— ’
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SR, = [E1([Rg2]72662; + [Ry31r3603; + [Rpaq|T44664;)
= [El(w; + x;hy; + W' hy; )86, (3.60)

Rslj = RZ + R3a - Ro
=w; +x; —d (3.61)

6R1; = [E1([Ro2]T2660y; + [Ry3,173,663;)
= [E](w; 662 + x/;hy;665;)

RSZj = Rz +R3 +R4b —Rp
=w +x +y’j—f (3.63)

OR,y; = [E]([Rez]rz592j + [Ry3]1r3665; + [R94b]r4b594j)
= [E] (w; 862 + x,hy; 86, + ¥, hy; 865 )
La ecuacion 3.30 ya se encuentra definida:
1
5l1j = E(SRsleRslj)
Haciendo uso de las ecuaciones 3.61y 3.62, se tiene:
A T !
T
= (w; + x;hy;) [E]" (W + x; — d)§6;
! T !
= —(w; +x;hy;) [El(w; +x'; — d)56y;

= —(w"[E](x; — d) + hy;x;"[E](w; — d))586, (3.65)

! T r
En donde ij[E]w]- =0yx; [E]x; =0.Usando la ecuacién 3.65 en la ecuacién 3.30, se

tiene:
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1 .
8ly; = _E(WJ.T[E](xj —d) + hy; %, [E](w; — d))86y;
La ecuacion 3.31 ya se encuentra definida:
1
8lyj = - (8Rszj Rsz))

Haciendo uso de las ecuaciones 3.63 y 3.64, se tiene:

6Ry; Ry = (L] (w; + 2.y +y’jh2j)592j)T (w+x%+y, - f)

= (w +xhy +y'jh21')T ()" (w; + 2+, = £) 80y

== (w4 3y + ¥ hey) [E) (w43 + ', = £) 86

= —w;T[E] (wj +x +y, —f) 86,; — hyjx; T [E] (W,- +x +y, —f) 60,
= hayy"IE] (w; + 3+, = £) 80

= —w,"[E] (xj +y —f) 86,; — hyjx;"[E] (u’j +y; —f) 60,
= hyy'; [E)(w; + % — £)565

= —(w,[E] (xj +y, —f) + hy;x; " [E] (W,- +, —f)

+ hy; ¥ [EN(w; + % — £)) 862 (3.67)

En donde y’jT[E]y’]. = 0. Usando la ecuacién 3.67 en la ecuacion 3.31, se tiene:

T (% +¥, — f) + hyxT[E](w + ¥, — f)

+ hZJY'jT[E] (w; +x — )86

Para el término de la ecuacion 3.1 que contiene el producto interno Fananj se utiliza la
ecuacion 3.60:

Utilizando las ecuaciones 3.58, 3.66, 3.68 y 3.69 en la ecuacion 3.1, se define la ecuacién
de trabajo virtual en términos de la geometria del sistema y en funcion del
desplazamiento virtual 592]-, se tiene:
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8W; = hs;667; — k3(lyj — L1 )h3j 86, — ka(lyj — 121)haj 66,

Arreglando la ecuacion 3.70:

§W; = (hs; — k3(li; — bia)hsj — ka(lyy — la1)hay
+Tyj + My hyj = kafaj — S ksPs;)00,;

Donde Q;:

Q; = hs; — k(L — lin)haj = ka(lyy — L1 )hay
Ty + Myj hyj — kafaj — S ksPBs; (3.72)

Considerando que el desplazamiento §6,; es un valor arbitrario diferente de cero y por el
principio de trabajo virtual se tiene de la ecuacion 3.72:

Q]-=O

hSJ' - k3(llj - lll)th - k4(12j - 121)’141'
+T2j + My; hyy — kyfp; — S kspPs; = 0 (3.73)

Esta ecuacién de disefio incluye la informacién de fuerzas y momentos aplicados al brazo.
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Capitulo 4 Aplicacion de las Ecuaciones de Diseio

4.1 Diseifio Cinematico

A continuacién se mostrard la aplicacién de las ecuaciones de disefio cinematico
desarrolladas, a un problema para controlar los dngulos de las barras de entrada y salida
de un mecanismo. La figura 4.1 muestra el mecanismo de 5 barras con engranes tanto en
su primera, asi como su j-ésima posicion y el punto en donde se encuentra localizado el
origen del sistema.

Ejemplo de Disefio de Mecanismos de Generacion de Funcion [4]

En mecanismos generadores de funcion, |la rotacién o deslizamiento de los eslabones de
entrada o salida deben estar correlacionados. La tarea de la sintesis cinematica puede ser
disefiar un mecanismo para correlacionar entrada y salida, tal que cuando la entrada se
mueve x, la salida se mueve y = f(x) paraelrango xy < x < x,41-

Figura 4.1
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4.1.1 Puntos de Precision

Supdngase que la funcién para ser generada es y = tan(x), 0 < x < 45°. Para 4 puntos
de exactitud con espaciamiento de Chebyshev [8], valores de x pueden ser hallados

mediante la formula:
1 n(2j—1)
Xp =xg + EAx <1 — Cos (T))

Para este ejemplo

j=1,2,3,4, n=4, Ax = x, 41 — X9 = X5 — X9 = 45° — 0° = 45°:

xo = 0°

X, =0°4= (45°) (1 (n(Zgl(l)— D)) = 1.71271°
X, =0°+= (45 )<1 (ngz(z})— U)) = 13.8896°
X3 =0°+= (45 )<1 (ﬂzgs(l)— U)) = 31.1104°
X4 = 0°+= (45 )(1 (”(2;2)_ D)) — 43.2873°

X5 = 45°
Valores de y son hallados mediante:
yo = Tan(xy) =0
y1 = Tan(x;) = 0.029901
y; = Tan(x;) = 0.247283
y3 = Tan(x3) = 0.603486
vy = Tan(x,) = 0.941934

ys = Tan(xs) = 1
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Asi
Ay =yn1—Yo=¥s—Yo=1-0=1

Dados los rangos de la manivela de entrada y salida A8, =90° A6; = 90°
respectivamente, los valores de 6,; y 85; pueden ser calculados, mediante:

A

0y = (5 —x A—XZ
ABs

0s; = (v — yl)g

Estos valores de 6,; y 05; corresponden a la rotacion de la entrada y salida, de la primera
posicidon de precisién a la j-ésima posicidn de precision (j=2, 3, 4).

o

AB 90
055 = (% —xl)A—xZ= (5 —x1) 755 = 2(x —x1)

AB: 90°
65 = (0 —v1) 3, = O =91) =900y =)
Los resultados de estos calculos son:
6,, = 24.353824° f:, = 19.56438°
6,3 = 58.795332° 053 = 51.62265°
6,4 = 83.149156° 0z, = 82.0829°

4.1.2 Ecuaciones de Diseino

De la teoria de trenes de engranes se obtiene la relacion existente entre las rotaciones de
los eslabones y los engranes en el mecanismo. En las figuras 4.2, 4.3 y 4.4 se tienen los
angulos presentes de los engranes y eslabones del sistema. Esta relacidn se encuentra en
funcidn de la rotacion de entrada 02]-, con esto se tiene:

Op; = (1 + 12)0y;

ng = (1 + 7”e3)93j - (T'eg + Te2Te3)92j

Osj = (1 + 7e4)0s) — (Teq + Te37e4) 035 + (Te3Tes + TeaTes3Tes)0y;
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En donde:

T T T
Tp1 Tcq Tp
Q =1 t Tes

M = e4 + Te3Tes
S = TezTes + Te2Te3Tes

Los angulos 6,; y 6s; son conocidos a partir de la funcion para ser generada, con esto si
valores de 63; son asumidos, se puede despejar 6,;:

1
64 :5(95,- + M63; — S65;) (4.1)

Figura 4.2

Figura 4.4
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Por otra parte, las matrices de desplazamiento son:

Ay] = [Roeéj] (ag — [1:92]']0'0)_

By] = _[Roe(:;j] (¢ — [1;931']%)_

€),] = [ [Rosaj] (¢ — [Rgajlc1)]

| 00 1
b; = [Cy;]1by
La ecuacion de disefio es:
T
(b; — by) (b; — by) = (by — by)" (b; — by) (4.2)

Las matrices de desplazamiento para cada punto de precisidn son:

[A;,] = [Ro22]  (ap — [Rg2z]a)

L 00 1 ]
[As] = :[Roe(2)3] (ap — [?923]“0):
[A,,] = '[RSSAL] (ap — [1;924]‘10):

[B1,] = '[Rg32] (a; — [Rg32]ai))
L 00 1 |
[Bi3] = [[Ro33] (asz —[Ryg33]aq)
L 00 1 |
[B14] = [Ro34] (as — [Rgzq]ar)]

L 00 1

[Ci,] = [Rgaz] (€3 — [Roaz]c1)T

L 00 1 |
=[] €t
[Ci4] = :[R(féd (¢4 — [1;944]C1):
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b, = [C12]b1
b; = [Cy3]b,
b, = [C14]b1

Las ecuaciones de disefio para los cuatro puntos de precisidn ya establecidos se obtienen
a partir de la ecuacién 4.2:

(b, — by)" (b2 — by) = (by — by)" (b; — by) (4.3)
(b3 — by)" (b3 — by) = (by — by)" (by — by) (4.4)
(by — by)" (by — by) = (by — by)" (by — by) (4.5)

Los puntos fijos ay y b, del mecanismo se establecen como datos, los cuales son:

ao = [aox, ay,1]" =10,0,1]7

b = [box, boy, 1] =[1,0,1]

Por otro lado se tienen las juntas méviles en el mecanismo, que son las variables a

determinar:
a, = [alx,aly, 1]T
CclL = [Cl)C'Cly' 1]T

bl s [blx! bly' 1]T

Tabla 4.1 Datos propuestos.

Propuesta 1

Propuesta 2

Propuesta 3

Propuesta 4

a1, = 04026011
ay, = —1.115433
by, = 1.4081391

ay, = 1335217
ay, = 0.026992
by, = 2.366034

a;, = 0.3327153
ay, = —1.126069
by, = 1.1367290

a;, = 0.1788762
ay, = 03557727
by, = 0.9144578

03, = 20° 03, = 0° O3, = 0° 03, = —5°
033 = 0° O33 = 0° 033 = 20° 033 = —18°
O34 = 0° 034 = 60° O34 = 40° 034, = —35°
Tep = 3 Tep =3 Tep = 3 Tep = 2.6
Te3 = 0.5 Te3 = 0.5 Te3 = 0.5 T3 = 0.6
Ty = 0.5 Tes = 0.5 Tey = 0.5 Tey = 0.6
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Con esto se tiene un sistema de 3 ecuaciones con 6 coordenadas incognitas, para resolver
se sugieren arbitrariamente 3 de las coordenadas incégnitas, para este problema fueron
(@1x, @1y, b1x). El problema se desarrollé con cuatro propuestas de disefio y ademas se
sugieren los valores de los angulos 63; para cada una de ellas, las cuales se presentan en |a
tabla 4.1, y con esto ser utilizadas en la ecuacion 4.1. Esta ecuacion define los angulos 6,;
y con esto se tienen los datos angulares necesarios para ser usados en las matrices de
desplazamiento.

A partir de la solucidn de las ecuaciones se muestran las coordenadas de los puntos
solucion (byy, c14,€1y) en la tabla 4.2. Las soluciones de la tabla 4.2 obtenidas con las

matrices de desplazamiento, son las mismas que se obtienen mediante la sintesis con el
método de nimeros complejos del articulo de Sandor [4].

Tabla 4.2 Resultados de la sintesis cinematica.

Propuesta 1 Propuesta 2 Propuesta 3 Propuesta 4
by, = —1.109439 by, = 0.262982 by, = —1.354616 | by, = 0.605182
c1, = —0.306129 c1x = 0.446882 c1, = —0.892323 | ¢y, = 0.418876
c1y = —0.640501 c1y = 0.873533 c1y = —1.608093 | ¢, = 1.106081

4.1.3 Radios de Engranes

Para poder encontrar los radios de paso de los engranes presentes en el mecanismo, se
tienen dos ecuaciones: una de ellas asocia los radios a la longitud del eslabdn y la otra los
radios a la razén de engranes. A continuacion se muestra su aplicacién para cada engrane.

Engranes A—-B;
A partir de la figura 4.2, la longitud del eslabén (a; — a;) y la razén de engranes se
expresan como:

14+ 151 = l[(a; — ap)ll
T4
=7,
B1 ¢

Engranes B, - C;
A partir de la figura 4.3, la longitud del eslabon (c; — aq) y la razén de engranes se
expresan como:

g2 +1¢1 = |[(c; — ay)l|
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g2
— le3
Tc1

Engranes C;—D
A partir de la figura 4.4, la longitud del eslabén (b; — ¢;) y la razon de engranes se
expresan como:

1c2 +1p = ||(by — c)l|
Tc2

T e4

Los mecanismos encontrados utilizando el programa MATHEMATICA [11], se muestran a
continuacion.

\

0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

N\

Figura 4.5 Propuesta 1
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Figura 4.6 Propuesta 2

Figura 4.7 Propuesta 3

56



3

L~

-
\_

0.0 0.5 1.0

Figura 4.8 Propuesta 4
Mediante la simulacidon de la solucion de la posicién se percibe que las tres primeras
soluciones no cumplen las especificaciones de disefio, ya que se traban en su trayectoria o
no pasan por los puntos de precision establecidos. El cuarto ejemplo es el mecanismo que
presenta continuidad en el movimiento, ademds de cumplir con los puntos de posicidén
para el que fue disefado.

Los resultados obtenidos son los mismos que se encontraron utilizando el método con
numeros complejos para cuatro puntos de precision. Con esto se establece que este
método de sintesis con matrices de desplazamiento puede ser usado para este tipo de
mecanismos.
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4.2 Diseio Estatico

A continuacién se mostrara la aplicacion de las ecuaciones de disefio cinematico y estatico
desarrolladas, a un problema para controlar los angulos de las barras de entrada y salida
de un mecanismo, ademds de poder soportar cargas externas aplicadas a él.

4.2.1 Ecuaciones de Diseino

De las ecuaciones de disefio cinematico se tiene:

_ Ty __Tpy _Tc2
Tez = 7., Te3 =7 Tea = 7

Q=1+re4

M = Tes + Te3Tes4
S = TezTes + Te2Te3Tes

1
04 = ) (6s; + MO3; — S6,;) (4.6)

4] = [(Roe] (@0 = [RozyJa)

a; = [Ay;]a

[By;] = [[R93f] (a; — [Ro3;]ar)

00 1
¢ = [Byjley
€),] = [[R(;agj] (¢ — [1;94;']01)]
bj = [Clj]bl
(b — by)' (b; — by) = (by — by)" (by — by) (4.7)

En cuanto a la sintesis estatica, a partir de la ecuacién 3.73:

Tyj + hs; + My hyj — k3(ly; — 11 hs;
_k4(l2j - 121)h4j - kZBZj ) kS:BSj =0 (4.8)
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El mecanismo es disefiado para cumplir posiciones prescritas y especificaciones de fuerza
para tres puntos de precisién. Para esto se trabajé con cuatro casos distintos, el primero
de ellos se establece a continuacién. En la figura 3.3 se presentan las juntas del
mecanismo y se proponen para la ecuacién cinematica 4.7 los puntos ayy by.

a, = [0,0,1]”
b, = [0.07,0,1]”

De la figura 3.2 se tienen los puntos R, y R,, en donde se encuentran conectados a tierra
los resortes lineales, estos datos también son propuestos y son los siguientes:

R, = [-0.01,0.02,1]"
R, =[-0.01,0.03,1]"

Las relaciones propuestas presentes en los engranes son:

Tez =1
Te3=1
Te4:2

Se tienen los angulos 6,; y 05; que corresponden a la rotacion de los eslabones de
entrada y salida del mecanismo para tres puntos de precision, estos son los siguientes:

922 s 300
923 S 1000
952 = 150
953 S 650

Para la ecuacion estatica 4.8 se tiene al torque constante de entrada Ty;:

La carga en la mano aplicada en el punto n; del mecanismo, se tomo como el peso de una
botella de agua de 1 % litro de capacidad igual a 14.715 N, la cual quedd establecida en el
vector de peso F,,; = [14.715,0]7, este dato es el mismo para cada una de las propuestas
de disefio. Al no generarse ningun par en el punto n; se tiene que el momento M,,; de la
ecuacion estatica es nulo. También este valor se utiliza para todas las propuestas.

Por otro lado el angulo 8,; se encuentra en funcion del angulo 63; y de los angulos de los
eslabones de entrada y salida del mecanismo, este se obtiene haciendo uso de la ecuacién
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4.6. El angulo 65; se establece como variable y al tener 3 puntos de precision a resolver se
tienen dos incdgnitas para este dngulo. Las incégnitas para la ecuacién cinematica 4.7 son
las juntas del mecanismo a;, b; y ¢4, las cuales son seis variables a determinar:

a, = [alx,aly, 1]T
b1 = [blx,bly,l]T

CL = [Clxiclyl 1]T

Con esto se tienen ocho variables a resolver con dos ecuaciones cinematicas y dos
ecuaciones estaticas.

La inclusién de resortes al mecanismo afade a las ecuaciones de disefio nuevas variables,
con esto es posible encontrar nuevos puntos de precision y la presencia de estos
elementos en el sistema no genera mas ecuaciones de disefio. Las deflexiones angulares
de los resortes torsionales son los angulos de cada j—ésima posicién de los eslabones en
donde estos se encuentran ensamblados y quedaron establecidas en las ecuaciones 3.40 y
3.45:

.321' = 921'

,35]' = 95]'

Las constantes elasticas de los resortes presentes en la ecuacion 4.8 son:

k3 vy k4, las constantes eldsticas de los resortes lineales
k, vy ks, las constantes eldsticas de los resortes de torsion

Estas constantes de los resortes afnaden al problema cuatro incégnitas mas, teniendo con
esto un total de doce incdgnitas para las cuatro ecuaciones de disefio. Por otro lado, es
necesario establecer los angulos presentes en los eslabones que definen los puntos en
donde se conectan los resortes lineales al mecanismo, asi como el punto en donde se
aplica la fuerza en el sistema. Para esto se utiliza la definicién de angulo entre dos
vectores por medio del producto punto. En la figura 3.3 se presentan los eslabones con los
angulos mencionados y estos son propuestos para ser utilizados en esta definicién, en el
ejemplo uno se tiene:

937" == 570
0, =13°
0, = 40°

Se tiene con esto definido a cada uno de los angulos de los eslabones de la siguiente
manera:
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_(g-a)(ry —a)

0. =
T e = alllry - a]]
6, = (B —¢)(rs — )
T
1b; = ¢ ||[|r2; — ¢ ||
g - B-¢)m—q)
4c

By =g lllm ¢

Para cada uno de los puntos de precisidon se aplica esta definicion, obteniendo con esto 3
ecuaciones para cada eslabdén. Esto da por resultado nueve ecuaciones de producto
punto, que al integrarse con las ecuaciones de disefio tanto cinematica como estatica dan
lugar a un total de trece ecuaciones con doce incdgnitas a resolver.

Para restringir al mecanismo y este cumpla con la trayectoria de puntos n; en donde es
aplicada la fuerza externa, es necesario establecer la siguiente matriz de desplazamiento,

en donde la primera posicidon n; sirve de pivote con respecto a los otros puntos n, y ns.

[Fy] = [’;og] (n; — [1;94,-]"1)
bj = [Flj]bl

4.2.2 Soluciones

Se utilizé el programa MATHEMATICA [11] para solucionar a cada uno de los ejemplos con
los que se trabajd. La solucién para los puntos moviles, las constantes eldsticas de los
resortes y los angulos 83; obtenidos para el primer caso en el cual el torque de entrada es
constante se presenta a continuacion:

a, = [0.0124441,0.0377753,1]"
b, =[0.0126036,0.00718803,1]"
¢; = [-0.0318044,0.0182958,1]"

k, = —927.212 N/m
ks = —362.336 N/m
ky = —169.25 N/m

ks = —237.268 N/m
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03, = 1.67536 rad
033 = —2.79325 rad

T
"

/

0 10 20 30 40
Figura 4.9

La grafica de la solucion se presenta en la figura 4.9.
En el caso de la segunda propuesta los puntos fijos, las relaciones de los engranes, los

angulos 6, y 0s;, son los mismos que se utilizaron en el primer ejemplo, el torque de
entrada T,;, también es constante y su valor es:

En cuanto a los dangulos de los eslabones para el segundo ejemplo, se tiene:

937’ = 570
0, = 33°
0,. = 50°

La solucién para la segunda propuesta, en donde el torque de entrada también es
constante se presenta a continuacion:

a; = [0.0208868,0.0270383,1]"
b; = [0.0149727,—0.00586733,1]"
¢; = [-0.0213889,0.0153802,1]"

k, = 322.96 N/m
ks = 102.48 N/m
k, = 116.703 N/m
ks = 181.873 N/m
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03, = 2.00401 rad
033 = —2.73792 rad

10 /-‘“—"”_\/7

R rf;:?iﬁ"é/ /
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0] 10 20 30 40
Figura 4.10

La grafica de la solucién se presenta en la figura 4.10.

Para la tercera propuesta los puntos fijos, las relaciones de los engranes, los angulos 6,; y
85, son los mismos que se utilizaron en el primer ejemplo. En cambio el torque de

entrada T,; en este caso es variable y sus valores son:

T22 =14 Nm
T23 =12 Nm

Los angulos de los eslabones del tercer ejemplo son los mismos que los del segundo. La
solucién para la tercera propuesta se presenta a continuacion:

a, = [0.0252599,0.0250327,1]"
b, =[0.018604,0.00247652,1]"
¢, =[-0.00668219,0.0137034,1]"

k, = —174.547 N/m
= —156.571 N/m
k, = 136.337 N/m

ks = —90.1278 N/m

==
w
I

05, = 1.88842 rad
03; = 1.86978 rad
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Figura 4.11
La grafica de la solucién se presenta en la figura 4.11.

En la cuarta propuesta los puntos fijos, las relaciones de los engranes, los angulos 6,; y
85, son los mismos que se utilizaron en el primer ejemplo. El torque de entrada T;

también es variable y sus valores son:

T22 =1.6 Nm
T23 =14 Nm

Los angulos de los eslabones para el cuarto ejemplo también son los mismos que los del
segundo. La solucidn para esta propuesta se presenta a continuacion:

a, = [0.0252599,0.0250327,1]"
b, =[0.018604,0.00247652,1]"
¢, =[—0.00668219,0.0137034,1]"

k, = —148.192 N/m
ks = —77.962 N/m
k, = 294.152 N/m
ks = —42.0144 N/m

05, = 1.88842 rad
053 = 1.86978 rad

64



10

\\D

Figura 4.12

La grafica de la solucidn se presenta en la figura 4.12.
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Capitulo 5 Conclusiones

La contribucion de esta tesis es desarrollar un proceso de sintesis estatica de un
mecanismo que pueda servir como transmision, la cual esta constituida de eslabones,
engranes y resortes, con la finalidad de reducir el torque de entrada del motor para mover
una carga en el extremo de una prétesis de brazo.

Dicho proceso permite determinar las dimensiones longitudinales de los eslabones, los
radios de paso de los engranes y las constantes elasticas de los resortes presentes en un
mecanismo de un grado de libertad, el cual tiene la capacidad de seguir los puntos de una
trayectoria previamente establecida, en los cuales este pueda soportar cargas prescritas
aplicadas en él a través de una prétesis en donde este se encuentra instalado.

El proceso de sintesis se estableci6 como una combinacidon de sintesis cinematica y
sintesis estdtica. A su vez en la sintesis cinematica, se resolvieron dos problemas clasicos
de la misma, que fueron: el control de la posicion de eslabones de entrada y salida
(generacién de funcidén) y el de seguimiento de un punto en el plano (generacién de
trayectoria).

Este ultimo problema de generacién de trayectoria, permitié acoplar los puntos donde se
aplicaron las cargas, al resto de los eslabones. Asi se pudo controlar mucho mejor el giro
del codo de la prétesis donde la transmision trabaja, de tal manera que el centro de
rotacién del codo no generd grandes desplazamientos y de esa manera mostré un
movimiento mas natural.

Por otra parte, en la sintesis estatica quedaron establecidas las cargas ejercidas en el
extremo de la protesis y en los eslabones del mecanismo, mediante el principio de trabajo
virtual. Dicho principio elimina variables indeseables de disefio como son las fuerzas de
reaccidon que surgen al establecer ecuaciones de equilibrio estatico mediante la suma de
fuerzas y momentos. De esta manera fue posible relacionar los efectos del torque del
motor en el eslabdn de entrada, las fuerzas de resortes lineales y torsionales y el peso que
la protesis transporta, a las coordenadas de los pivotes que forman el mecanismo.

Ademas los resortes del mecanismo no solo tienen la funcién de soportar carga, si no
desde el punto de vista de la sintesis, permiten incrementar el nimero de posiciones de
disefio, ya que afaden incdgnitas para el mismo numero de ecuaciones y por
consecuencia se pueden afiadir mas puntos en la trayectoria a seguir.
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En los mecanismos solucion obtenidos, el torque de entrada en los puntos de disefio, se
tratd de controlar para que no excedieran los 1.6 Nm, esto con el propésito de mejorar
dicha prestacién en comparacion con las protesis comerciales presentes en el mercado,
las cuales requieren mas de 4 Nm para llevar a cabo esta tarea. En base a esto, los
beneficios para el usuario de esta prétesis serian el utilizar un motor mas pequeno y por
consiguiente de menor peso.

Aunque esto sugiere una mejora, no se debe perder de vista que se tiene una transmisiéon
gue puede generar un incremento de peso en la prétesis, ademas del problema inherente
de la manufactura de los eslabones, de los engranes, del disefio de los resortes con la
constante de rigidez requerida y la localizacion de sus extremos dentro del pequefio
volumen de la proétesis, situaciones de disefio que no fueron exploradas en la presente
tesis.

Por otra parte, el proceso de sintesis cinemadtica suele ser abordado empleando los
métodos de nimeros complejos o matrices de desplazamiento (matrices que contienen
informacién de la posicion y orientacion de los cuerpos). La razén por la cual se decidio
utilizar matrices de desplazamiento, es porque a futuro se desea extender este trabajo a
otras articulaciones del cuerpo humano en donde los movimientos que se presentan no
son Unicamente planos, como fue el caso del codo con que se trabajo, dichas
articulaciones generan movimientos espaciales, los cuales pueden ser representados de
manera directa y simple mediante matrices, lo cual representa una ventaja respecto al
método con numeros complejos, ya que como se sabe estd restringido a movimientos
planos.

De lo anterior, se tiene planeado trabajar en el hombro, en donde se desea implementar
un sistema como el utilizado en el codo, para llevar a cabo actividades cotidianas donde el
tipo de movimiento requerido en la articulacién es espacial.

Dentro del desarrollo de este trabajo no se tiene un indice de mérito, que permita evaluar
si los mecanismos solucidn tienen la capacidad de cumplir con un movimiento suave
durante su trayectoria establecida, por lo tanto es posible que se presenten aceleraciones
altas y no deseables. Tampoco se puede garantizar que entre los eslabones y engranes
exista una adecuada transmisién de fuerza, por ello no se sabe si los mecanismos puedan
llegar a flexionarse de manera excesiva en sus componentes e incluso trabarse en el
transcurso de su movimiento. Dicho indice es conocido como angulo de transmision, y que
a futuro tiene que ser desarrollado para la eleccién correcta de la transmisién.
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