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Prefacio

Yo crefa que, sin las férmulas [ma-
temadticas|, nunca podria transmi-
tir la dulce melodia que tocaba mi
corazon.

Kiyoshi Ito (1915-2008)

Desde que tuve mis primeros contactos simultaneos con la Musica y la Mate-
matica, percibi una intima conexién entre ellas. Y empecé a sonar con modelos
matematicos que capturaran la belleza de ambas disciplinas. En ellos, el Algebra,
la Teoria de Numeros, el contrapunto y la fuga brillaban con inefable esplendor.

No imaginaba que esto ya hubiese sido hecho (o, al menos, iniciado) por
Guerino Mazzola, ni que su modelo emplease poderosas herramientas matema-
ticas. Estoy convencido de que sus resultados y los de sus colaboradores superan
ampliamente mis mas audaces expectativas, y me alegro profundamente por
ello. El presente trabajo pretende contribuir a esos esfuerzos, y a continuacion
describo brevemente su contenido, capitulo por capitulo.

En el primero se introduce de manera sumaria el concepto de contrapunto y
se justifica el modelo matematico que inspira esta tesis, haciendo énfasis en su
importancia como medio para poner en perspectiva la teoria tradicional.

En el segundo, se establecen algunas definiciones concernientes al modelo
contrapuntistico en el &mbito microtonal. Se demuestra que el modelo es viable
y se demuestra el teorema microtonal de contrapunto. También se proporciona
un algoritmo para calcular las simetrias de contrapunto, que pueden verse como
la parte “tangible” del teorema microtonal de contrapunto.

En el tercero, se estudian las cuasipolaridades y las dicotomias de intervalos
con mayor detalle y se establecen algunas propiedades ttiles para subsecuentes
resultados. Las cuasipolaridades son desarreglos involutivos de los espacios de
2k tonos que, cuando estan asociadas a las llamadas dicotomias fuertes, son
polaridades.

En el cuarto, se definen las torres de contrapunto y se demuestra su existen-
cia. Las torres de contrapunto son el mecanismo mediante el cual el contrapunto
se puede extender razonablemente de un espacio microtonal de cardinalidad 2k
a otro con un miiltiplo de tonos, digamos 2ak. En particular, se demuestra que
existe una torre que conduce a una polaridad continua; esto podria ser funda-
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mento futuro de una teoria continua de contrapunto.

Finalmente, en el quinto capitulo, se propone una manera de extender el
esquema anterior al contrapunto de la segunda especie. Se obtiene también un
teorema de contrapunto y un algoritmo para el célculo de simetrias. Las si-
metrias en este nuevo contexto no son, sin embargo, invertibles en general.

Es muy oportuno dar algunos agradecimientos. Primero que nada, al Consejo
Nacional de Ciencia y Tecnologia, por su apoyo a través de una beca con nimero
de becario 217020,/207309, que me permitié concluir esta investigacién. También
a los doctores Emilio Lluis-Puebla, Guerino Mazzola y Rodolfo San Agustin
Chi por guiarme e infundirme dnimo mientras redactaba esta tesis. Por ltimo,
pero no por ello de forma menos importante, a los doctores Emmanuel Amiot,
Pablo Padilla Longoria y Maria de Lourdes Palacios Fabila por su revisiéon del
borrador y sus atinados comentarios y correciones; espero haberlos incorporado
con acierto en la versién final.

Todos los resultados son originales salvo donde se especifica explicitamente.

Octavio Alberto Agustin Aquino
Teotitlan de Flores Magdn, Oazaca
Febrero de 2011



Algunas advertencias sobre
la terminologia y la
notacion

En el texto usamos el formalismo de formas y denotadores, introducido por
G. Mazzola en su magna obra The Topos of Music [Maz02]. Intuitivamente, una
forma es un espacio y un denotador es un punto en una forma.

Una forma de particular interés para nosotros es PiModsy, el espacio de
tonos mddulo la octava en la afinacién equitemperada de 2k-tonos. Siempre que
aparezca tal simbolo, el lector lo puede reemplazar por Zs, para una mejor
comprensién. Se mantiene aqui por coherencia con otras fuentes y porque la
construcciéon PiMods;, estd dotada con caracteristicas adicionales que pueden
ser (y de hecho son) utiles.

La notacién de teoria de ntimeros viene del maravilloso libro Concrete Mat-
hematics [GKP94] de Graham, Knuth y Patashnik. En particular, la relacién de
divisibilidad se representa con una barra inclinada \, usamos méd en la forma
usual y como una operacion binaria y

P = 1, P es verdadera,
B 0, en otro caso,

es el corchete de Iverson.

VI



Capitulo 1

Introduccion

1.1. ;Qué es el contrapunto?

Puesto que el tema principal de este trabajo es el contrapunto, vale la pena
examinar el significado de este término con algo de detalle. Ciertamente no
lo haremos de manera exhaustiva, por que tal empresa rebasa los limites de
esta obra. Ademsds, la definicién de contrapunto varié notablemente antes de
asentarse en la teoria escrita y ain después de eso no resulté del todo nitida ni
careci6 de polisemia.

Pese a todo, una nocién bastante estable del contrapunto surge alrededor
del siglo XV. Johannes Tinctoris, por ejemplo, dice [Tin77]:

El contrapunto es un concierto racional y moderado de sonidos que
resulta de colocar una voz contra otra. Se denomina contrapunto por
“contra” y “punto”, pues se pone una nota contra otra justo como
un punto se pone contra otro. En consecuencia, todo contrapunto se
compone de una mezcla de voces.

Después J. J. Fux (en el siglo XVIII), explica esto mds detalladamente
[Man65]:

[...] En tiempos pristinos, en lugar de nuestras notas modernas, se
utilizaban puntos o circulos. Asi, se acostumbraba a llamar a una
composicion en la que cada punto se colocaba contra otro punto,
contrapunto; esta usanza se conserva hoy todavia, aun cuando la
forma de las notas ha cambiado.

Por el término contrapunto, por lo tanto, se entiende una composi-
cién que se escribe estrictamente de acuerdo a reglas técnicas.
Finalmente, K. Jeppesen nos proporciona la acepcién moderna mas comun
[Jep92):

[...] Es el arte de preservar la independencia melédica en un complejo
polifénico armoénicamente balanceado.
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En suma, podriamos descomponer la definicién de contrapunto en tres par-
tes:

1. Dos o més voces (polifonia),
2. independientes entre si,
3. arménica y racionalmente conjuntadas.

Del anhelo de preservar los ultimos dos aspectos de la definicién surgen las
reglas técnicas mencionadas por Fux. La busqueda de la armonia entre las voces
(refiriéndonos a la biensonancia del conjunto polifénico) justifica la predominan-
cia de las consonancias como las relaciones intervalicas entre ellas. No obstante,
a lo largo de los siglos, ha fluctuado el consenso sobre cudles intervalos son
consonancias o si lo son de manera absoluta. Por ejemplo: el tratado Musica
enchiriadis del siglo IX (alguna vez atribuido a Hucbald) reconoce primordial-
mente a la cuarta, la quinta y la octava como tales y secundariamente a las
terceras y las sextas. Posteriormente, la cuarta es reclasificada como disonancia
y se afianzan las terceras y sextas como consonancias imperfectas, en contraste
con el resto que son llamadas perfectas. Que estas distinciones hayan cuaja-
do en el contrapunto cldsico (como lo describe Fux, al menos) confirma que el
contrapunto no estd fundado exclusivamente en consideraciones psicoacusticas:
la cuarta perfecta es acusticamente una consonancia, pero existe al menos una
teoria que no la considera como tal.

.Y qué se puede decir sobre la independencia? A lo largo del Gradus ad Par-
nassum se establecen varias reglas cuyo fin presumiblemente es el de preservar
distinguibles a las voces, aunque no resulta claro por qué resultan efectivas (si
es que lo son). Al respecto, Klaus-Jiirgen Sachs [Sac74, p. 33] menciona que
a veces el “contra” del contrapunto se refiere a la prevalencia del movimiento
contrario en las voces. ;Pero puede garantizar la independencia de las voces la
observancia irrestricta de este principio? El comportamiento resultante es, a fin
de cuentas, tan dependiente como el movimiento paralelo.

Adicionalmente, Sachs [Sac74, p. 34] indica que la independencia de las vo-
ces no es exclusiva del dmbito vertical (en la separacién entre ellas), sino que
también se da horizontalmente. En tal caso, el “contra” se interpreta como la
yuxtaposicién de intervalos'. Siendo que hay consonancias perfectas e imper-
fectas, la juxtaposicién alternada de éstas aporta otro elemento (posiblemente
vital) de tensién.

El modelo propuesto por Guerino Mazzola [Maz02], aunque restringido a
cierta instancia sencilla pero fundamental del contrapunto, aporta una nueva
perspectiva sobre estas cuestiones. Utilizando ciertas propiedades algebraicas
y geométricas de los intervalos consonantes, permite obtener reglas técnicas
basadas en la nocién de simetria de contrapunto que, al ser simetrias locales,
en cierto modo representan las fuerzas motoras del contrapunto. Discutimos a
continuacién dicho modelo y su relevancia.

1Los intervalos de contrapunto pueden verse, a fin de cuentas, como puntos en el espacio
de niimeros duales Z12[e].
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1.2. El modelo mazzoliano

La encarnaciéon mas simple del contrapunto consiste en dos voces que si-
multdneamente tocan notas de idéntica duracion. Se acostumbra prescribir la
melodfa de una de ellas y llamarla cantus firmus, mientras que la otra (el dis-
cantus) se compone utilizando reglas técnicas ya mencionadas.

A esto Tinctoris [Tin77] lo denominé contrapunto simple y es el primero que
estudia Fux en el Gradus, aunque él lo llama contrapunto de la primera especie.
También lo denominaremos asi en lo subsecuente.

A pesar de su simplicidad, esta instancia del contrapunto es lo suficiente-
mente compleja para instituir varias reglas de composicién y plantear preguntas
tedricas interesantes. Sachs [Sac74, p. 123], por ejemplo, lo cataloga como el
ntcleo de la teoria del contrapunto durante los siglos XIV y XV, y el resto como
elaboraciones graduales. Aun durante el siglo XVI, se esperaba que un musico
entrenado fuese capaz de improvisar voces contrapuntisticas de la primera espe-
cie sobre otra voz dada (en lo que se denominaba contraponto alla mente). En
virtud de la importancia de este tipo de contrapunto, resulta natural que sea el
primer objeto de un modelo matematico.

Como ya hemos mencionado, uno de los aspectos mas importantes de la
teoria del contrapunto desde el siglo XIV es la divisién de los intervalos musicales
en consonancias y disonancias. Restringiéndonos a las equivalencias enarmonicas
y de octavas, los 12 intervalos resultantes se dividen en dos mitades con seis
elementos cada una. Adicionalmente, todos los intervalos que aparecen en el
contrapunto de la primera especie deben ser consonantes. Evidentemente, este
hecho inextricablemente ata al contrapunto de la primera especie con la nociéon
de consonancia?.

Guerino Mazzola [Maz02, Parte VII] usa esta divisién de consonancias y di-
sonancias como punto de partida para su modelo matemético. A esta divisién
de intervalos la denomina dicotomia de intervalos. Més precisamente, si las dis-
tancias intervélicas médulo octava se modelan con la forma PiMod,2, donde
0 es el unisono, 1 la segunda menor, etcétera, entonces la dicotomia clasica de
intervalos es

K =1{0,3,4,7,8,9}, D={1,2,5,6,10,11},

donde K son las consonancias y D las disonancias. Esta dicotomia disfruta de
“buenas” propiedades algebraicas y geométricas para fines contrapuntisticos.
Quizé la mas notable es el hecho de que la transformacién afin

P(i/p)(T) = e? o5(x) = b +2

manda a K en D y viceversa. Esta propiedad es esencial para formular las lla-
madas simetrias de contrapunto. Como mostraremos mds tarde, la teoria maz-
zoliana se funda esencialmente en las simetrias de contrapunto y los nimeros

2Esto sucede incluso si la definicién de consonancia varia, como en el caso del contrapunto
disonante. El modelo mazzoliano predice que la tinica prohibicién general en el contrapunto
disonante son las segundas menores paralelas, mientras que Cowell [Cow96, p. 35] se conten-
ta con invertir los papeles de las consonancias y disonancias y prohibir las octavas porque
“probablemente sonarian inconsistentes”.
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duales para explicar la tensién horizontal del contrapunto que mencionamos
anteriormente.

Salvo isomorfia afin, existen otras cinco biparticiones de PiMod2 que tienen
las mismas propiedades matemadticas deseables de la dicotomia (K/D), como
mostré Jens Hichert en su tesis de maestria [Hic93]. Después definiremos como
fuertes a las dicotomias de este tipo en los ambitos microtonales. Una dicotomia
fuerte notable aparte de la clésica es la dicotomia jonica

I=1{2,4,5,7,9,11}, J=1{0,1,3,6,8,10},

cuya primera parte consiste precisamente en la escala mayor medida desde la
ténica.

Dado un cantus firmus, la teoria de Fux limita la sucesién de intervalos
en la composicién basandose puramente en los movimientos de las voces con
la dicotomia de consonancias y disonancias en mente. La teoria mazzoliana,
por otra parte, usa el concepto de simetria de contrapunto para establecer un
conjunto de sucesores admisibles de un intervalo dado. Este nuevo enfoque ha
conducido a notables resultados:

1. El teorema de contrapunto, que establece que para cualquier dicotomia
fuerte cualquier intervalo tiene al menos 36 sucesores admisibles; incluso
si se prescribe el cantus firmus, el sucesor admisible existe. Para el ca-
so particular de la dicotomia (K/D), las quintas paralelas estdn siempre
prohibidas. Cabe mencionar que esta es una consecuencia, y no un prere-
quisito, del modelo.

2. Con respecto a la dicotomia (K/D), la escala mayor es la que brinda
la mayor libertad de eleccién para intervalos sucesores (si uno restringe
al discanto a permanecer en la escala mayor), en contraste con la esca-
la meldédica menor. Por ejemplo, si el primer intervalo y el cantus firmus
estan dados, en sélo dos casos el intervalo sucesor estd univocamente de-
terminado. En contraste, esto ocurre en 16 caso para la escala melddica
menor.

3. La dicotomia (K/D) es antipodal a la dicotomia jonica, en el siguiente
sentido: no siempre es posible encontrar un sucesor admisible dentro de
la primera mitad de la dicotomia jonica tal que tanto el cantus firmus
como el discanto pertenescan a la escala mayor, mientras que la escala
K*=0,3,4,7,8,9,11 (que es muy similar al conjunto K de consonancias
y también a una escala bésica de las ragas hindues) no tiene este problema.

4. El primer teorema de “unificacién de la armonia y el contrapunto”, debido
a Noll [Nol95]. A grandes rasgos, pone a los intervalos consonantes (de la
dicotom{a tdnica en la clase de (K/D) que es un monoide) en correspon-
dencia algebraica con las simetrias afines de una triada mayor.

5. Los “mundos de contrapunto” derivados de las seis dicotomias fuertes (que
son rigurosamente definidos por Junod y Mazzola en [MJ07]) pueden usar-
se para propositos composicionales. Los morfismos entre estos “mundos”
pueden definirse de manera mateméticamente precisa, lo que provee una
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herramienta pionera para la transformacién de una composicién del con-
trapunto cldsico a otros sistemas “exoticos” de reglas, siempre que sea
posible. De hecho, tales transformaciones han sido implementadas por Ju-
nod como mdédulos del programa RUBATO [Junl0].

6. Investigaciones que emplean electroencefalografia ha demostrado la rele-
vancia cognitiva de la polaridad p(x,p) que relaciona algebraicamente las
consonancias y disonancias cldsicas [Maz02, p. 637]. Esto ha conducido
también a nuevas perspectivas sobre la manera en que el cerebro humano
interpreta la musica.

1.3. Variaciones al modelo

Los logros del modelo mazzoliano alientan un mayor examen del mismo.
En particular, sera deseable ampliar la discusiéon del principio antrépico de
Mazzola. En este caso, el principio establece que, si interpretamos la apariciéon
historica de una escala musical o dicotomia como resultado de una eleccion
entre una familia de posibilidades parametrizada, entonces la eleccién efectiva
corresponde a cierta optimalidad de los pardmetros relevantes. Un ejemplo de
esto es el punto concerniente a las escalas mayores y menores. En esta tesis,
la cardinalidad par de las escalas cromadticas equitemperadas se toma como el
parametro a elegir. Podemos entonces formular las siguientes preguntas:

1. ;Qué hace a la escala de 12 tonos equitemperada tan especial? En otras
palabras: tiene esta escala propiedades especiales entre las escalas equi-
temperadas en relacién al contrapunto?

2. (Es posible definir dicotomias fuertes de intervalos para escalas mas gene-
rales?

3. Si es asi, jcudles haran patente el principio antrépico? En otras palabras
;las elecciones maximas seran las mas musicales de todas?

4. jPara cudles de ellas existe un teorema de contrapunto?

5. ;Existe algtin resultado similar al teorema de unificacién de Noll que nos
permita estudiar (o incluso definir) una morfologia armdnica en estas es-
calas?

Como menciona Mazzola en [Maz07], estas preguntas sobre las variaciones
al modelo son importantes para apreciar mejor el valor de los “mundos” musi-
cales en los que vivimos. Si bien es importante saber que existe una explicacién
para, por ejemplo, la prohibiciéon de las quintas paralelas, es necesario explorar
alternativas para entender por qué funciona este principio. Es preciso transgre-
dir los limites de los modelos para justificar la belleza en nuestras elecciones y
para encontrar nuevas maneras de crearla.

En este sentido, el presente trabajo extiende los seis mundos de contrapunto
de 12 tonos al &mbito microtonal, donde su niimero se multiplica infinitamente.
Por ejemplo: para las escalas 24-tonales equitemperadas existen {359 clases de
dicotomias fuertes de contrapunto! Resulta intrigante pensar si debieran recha-
zarse mas de trescientas maneras de hacer contrapunto 24-tonal para preferir las
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seis de la escala 12-tonal, o cudles nos deleitaran més después de experimentar
con ellas.

También podriamos preguntarnos por qué no se toman menos tonos. Pudiera
ser que la posibilidad de contraponer un mundo de contrapunto a otras cinco
sea la razon pues, por un lado, no hay manera de hacer contrapunto con cuatro
tonos. Para dos, seis y ocho tonos, esencialmente sélo hay una.

Pero, por otro lado, la escala de 10 tonos tiene tres mundos de contrapun-
to. {Por qué no fue elegida? Un resultado de J. Junod [Junl0] podria ser la
respuesta, pues dice que las isometrias afines de este espacio (con la topologia
métrica inducida por su descomposicién de Sylow) no coincide con el total de
sus simetrias afines. El sistema de 12 tonos si tiene esta propiedad.

Algo més que vale la pena estudiar es la posibilidad de transformar coheren-
temente las composiciones regidas por ciertos parametros de un modelo, a otra
que obedezca a las impuestas por otros pardmetros. Por ejemplo, si se compone
algo utilizando las reglas deducidas de la dicotomia (K /D), nos gustarfa trans-
formarla razonablemente de modo que ahora obedezca a las reglas dadas por la
dicotomia (I/J). Como habiamos mencionado antes, esto es un morfismo entre
mundos de contrapunto [Junl0]. En esta tesis encontramos algunas las relacio-
nes entre las dicotomias microtonales de diferente cardinaldiad y bosquejamos
algunas consecuencias que tendria en las reglas de contrapunto que determina
cada una. Un resultado importante es que existe una sucesién de dicotomias
anidadas de modo que, en el limite, su polaridad se puede extender a todas las
frecuencias en la octava. Esto abre la puerta a un contrapunto continuo, donde
la polaridad es continua para alguna topologia apropiadamente definida en el
espacio de intervalos de contrapunto.



Capitulo 2

Nociones preliminares

En este capitulo demostraremos que el contrapunto microtonal basado en
dicotomias fuertes y simetrias de contrapunto es viable para una cantidad par
arbitraria de tonos (salvo cuatro). También describimos el algoritmo de Hichert
para la busqueda de simetrias de contrapunto en este nuevo contexto.

2.1. Dicotomias marcadas de intervalos

Definicién 2.1. Sea A un médulo. Una dicotomia marcada X (con domicilio
A) es una composicién local A-domiciliada que tiene la misma cardinalidad que
su complemento C(X) en la composicién local total.

Ciertas dicotomias marcadas nos interesan en el contrapunto, que distingui-
mos a continuacién.

Definicién 2.2. Sea A un Z-médulo. Una dicotomia marcada de intervalos X
es una dicotomia marcada con espacio ambiente PiModay, 4.

Una dicotomfa marcada de intervalos usualmente se denota con (X/CX),
para hacer explicito al complemento. Més atn, el complemento define una accién
de Zgy sobre el conjunto de dicotomias marcadas de intervalos. Una 6rbita de
esta accién se denomina dicotomia de intervalos. Por otra parte, el grupo

a(ng) = {e®oa: b € Zoy,ainvertible}

donde
b

e’ oa(x) =ax +b,

también actia sobre las dicotomias marcadas de intervalos. Las érbitas de es-
ta accion se llaman clases de dicotomias marcadas. No es dificil ver que estas
acciones conmutan; las 6rbitas de la acciéon conjunta son conocidas como clases
de dicotomia.
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Definicién 2.3. Una dicotomia marcada de intervalos X se dice autocomple-
mentaria si es isomorfa a su complemento [(X), esto es, si y sélo si su clase
de dicotomia coincide con con su clase de dicotomia marcada. La dicotomia
marcada X se dice rigida si su grupo de simetria es trivial. Se dice fuerte si es
autocomplementaria y rigida.

Escolio 2.4. Un automorfismo p € @(ng) tal que pX =Y = CX recibe el
nombre de polaridad. Para una dicotomfa fuerte (X/Y), la polaridad es dnica.
En efecto, si hubiese otra ¢ tal que ¢X =Y entonces

(plog)X =X

1

y la fuerza de (X/Y’) implica que p~' o ¢ = id. En consecuencia ¢ = p.

No es inmediato que existan dicotomias autocomplementarias, rigidas o fuer-
tes. Pero, siempre que dispongamos una involucién p de GL(Zax) que no tenga
puntos fijos, entonces podemos construir facilmente una dicotomia autocomple-
mentaria. De hecho, escojemos primero un elemento arbitrario 1 € Zag, luego
elegimos x9 € Zgy, distinto de z1, p(x1), y asi tomamos z; diferente de

Tlyen- 7xj—1ap(x1)a cee 7p(xj—1)
hasta llegar a j = k. De este modo, X = ({z1,...,zr}/{p(x1),...,p(xk)}) es

una dicotomia marcada autocomplementaria.

Lema 2.5. Para cualquier n y 0 < t < 2n impar, et o —1 € Cﬁ(Zgn) es
involutivo y no tiene puntos fijos (es decir, es un desarreglo involutivo afin).

Demostracion. Dado que
(eho—1)o(efo—1)=cloefol=e"01=1

queda establecido su cardcter involutivo. Si €' o —1(z) = t — z = x para algiin
x, entonces 2z — t = 0. Esto significa que 2n divide a 2z — ¢, lo que contradice
que 2z — t es impar. En consecuencia, e! o —1 no tiene puntos fijos. L]

Cuando k =1, es obvio que ({1}/{0}) y ({0}/{1}) son las tinicas dicotomias
fuertes. Para k = 2, no hay dicotomias fuertes. Basta verificar esto para

X1 = ({07 1}/{273})aX2 = ({072}/{173})7X3 = ({0,3}/{1,2})7

pues todas ellas son autocomplementarias. Sin embargo, e! o —1(X;) = X,
—1(X3) = Xo y et o —1(X3) = X3, asf que ninguna de ellas es rigida.

Ahora podemos demostrar que existe al menos una dicotomfa fuerte con es-
pacio ambiente PiM odsy para k > 3. Hay que tener en mente que los elementos
invertibles de Zsj son impares pues son coprimos con 2k.

Proposicion 2.6. Sea k > 3. La dicotomia

(X/Y)=({-1,2k — 2,2k —4,...,4,2}/{0,1,3,...,2k — 5,2k — 3})

1

en PiModyy, (que se obtiene del automorfismo e~ o —1) es fuerte.
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Demostracion. En general, la dicotomia propuesta es claramente autocomple-
mentaria, con isomorfismo e ' o—1. Para demostrar su rigidez, mostraremos que
bajo cualquier automorfismo e* o w, salvo la identidad, al menos un elemento
de la dicotomia marcada es enviado a un elemento en el complemento. Si u = 0,
entonces w(—1) = —w # —1 es impar y por lo tanto w(—1) € CX. Si u # 0 es
par, entonces X > —w lu#Oespary e“ow(—w lu) =u—u=0€lX. Siu
es impar, e ow(2) = u+ 2w es impar. Si pertenece (X, ya estd. De otro modo,
e ow(2) = u+ 2w = —1. Es imposible que e o w(4) = u + 4w = —1, pues
implicaria que 2w = 0y 2 = 0, lo que contradice que k& > 3. O

Vale la pena hacer énfasis en que existen dicotomias fuertes de cardinali-
dad par arbitraria excepto 4. Esto significa que, en términos de este modelo,
no podemos formular una teoria contrapuntistica para la escala equitemperada
de cuatro tonos. Esta escala puede interpretarse como los tonos de un acorde
disminuido de séptima en la escala equitemperada de doce tonos.

Escolio 2.7. La dicotomia construida para k = 6 en la Proposiciéon 2.6
({11,10,8,6,4,2}/{0,1,3,5,7,9})
pertenece a la clase de la dicotomia
Azs = ({0,1,2,4,6,10}/{3,5,7,8,9,11})

en la lista de Mazzola, [Maz02, ap. L.

2.2. Dicotomias de contrapunto

Guerino Mazzola descubrié que los intervalos de contrapunto pueden mo-
delarse muy bien usando a Zag[e] (el dlgebra de niimeros duales sobre Zsy),
dotandolos tangencialmente con notables propiedades algebraicas. Asi, a cual-
quier x + €.y € Zag[e] se le llama intervalo de contrapunto, donde x es el cantus
firmus y y es el intervalo. Nos adherimos a esta convencién para Zog|e].

Definicién 2.8. Una dicotomia marcada de contrapunto X con espacio ambien-
te PiModoye] es una dicotomia marcada con espacio ambiente PiM odgy, 4[€].

Escolio 2.9. Dada una dicotomfa marcada de intervalos (X/Y), la dicotomia
marcada de contrapunto cuyo soporte es el conjunto

Xle] :=Zop + X
es una dicotomia marcada de contrapunto.

Las definiciones de dicotomia de contrapunto y de clases de contrapunto,
autocomplementariedad, rigidez y fuerza se definen modificando las anteriores
adecuadamente usando

Cﬁ(Z%[e]) = {e*T o (u+ev):s,t,u,v € Loy, u invertible}
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en lugar de @(sz). Ahora enumeramos algunas definiciones y resultados en
preparacion para el algoritmo de Hichert general. Las demostraciones que se
omiten son similares a las que se encuentran en [Maz02] y [Agu09], salvo modi-
ficaciones menores.

Proposicién 2.10. Sea A = (X/Y') una dicotomia fuerte con polaridad pa =
e owv. Escdjase un cantus firmus x. Entonces existe exactamente un automor-
fismo p% en el espacio de intervalos de contrapunto PiModayle] que es una
polaridad de (X[e]/Y[e]) tal que

Pa(x + €Zok) = x + €.Zoy,

pmA _ em(lfu)Jre.u ov y p2+y — % OpyA oe .

Definicién 2.11. Dada una dicotomia (X[e]/Y[e]) y un automorfismo g €
Cﬁ(ng[e]), un par de intervalos &,n € Zoge] se dice que es polarizado por g si
§€gYle ynegXld.

De ahora en adelante, supondremos que (X/Y) es una dicotomia fuerte.

Proposicién 2.12. Sea (X[e]/Y[e]) y &, n dos intervalos diferentes. Entonces
existe un automorfismo g € GL(Zayle]) tal que el par &, n is polarizado por g.
Definicién 2.13. Sea Ale] = (X[e]/Y[d]) y € = 2 +e.i € X[e]. Un g € GL(Zax)
es una stmetria de contrapunto para £ si, y sélo si,

1. § € gX]e,

2. p% es una polaridad de gA[e],

3. la cardinalidad de gX [e] N X [e] es maxima entre todos los g que tienen las
primeras dos propiedades.

Definicién 2.14. Sison dados una dicotomia Ale] = (X[e]/Y[¢]) y un intervalo
¢ € XJel, otro intervalo 7 se dice un sucesor admisible de £ si estd contenido en
la interseccién gX[e] N X[e] para una simetria de contrapunto g de &.

Lema 2.15. El grupo de automorfismos de X|[e] es e?2x.

Lema 2.16. Para g = et o (u+ev) € Cﬁ(ng[e]) y z € Loy, definimos
g®) =go €U e | = T2k o GL(Zar)
Entonces
(9(21))(22) = ga1t22)
e“ogXle =gP X[ y e ogYl]=Y]e.
Demostracion. Sélo la segunda parte necesita demostracion. Tenemos
efog=-e"T"o (u+ew)

—1__ -2
— et o (U+ 6.1}) Oez(u e.u”%v)

_ —1
:goe( z)oezu
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de donde

e ogX[e] =g o X[ =g X,

usando el Lema 2.15. El caso para Y es enteramente andlogo. O

Corolario 2.17. Para g € Cﬁ(ng[e]) y la dicotomia marcada de contrapunto
inducida X|[e], existe una simetria h € H tal que gX[e] = hX[e].

Lema 2.18. Sean { =z + ek, g € C@(ng[e]) Y z € Log. Si

E¢gXle y pa:gX[d = gVl

entonces
e*E¢etogXle y pittie*gX[e — e*gYlel.
Ademds
e® o gX[e] N X[e] = e*(9X[e] N X[e])
y, en particular,

g X[e] N XT[e]| = |e* 0 g X[e] N X]e]|.

Proposicion 2.19. Las simetrias de contrapunto se pueden calcular si uno
conoce las simetrias de contrapunto g € H con cantus firmus x = 0. De modo
mds preciso, si § = x +e.y € X|e] y g es de contrapunto para £, entonces existe
una simetria de contrapunto h = e' o (u + ev) € H para £&. Mds ain, para
verificar que h es de contrapunto, basta comprobar que h\*) es de contrapunto
para el intervalo €.y y la polaridad p .

2.3. El teorema microtonal de contrapunto
Como puede verse de la Proposicion 2.19, para determinar las simetrias de
contrapunto es importante evaluar el nimero de sucesores admisibles |gX[e] N

X[e]| para g = et o (u + e.uv). Mazzola demostré que, con la notacién de la
Proposicién 2.19, t debe satisfacer

t=y—up(s) y wt+r=ur+t, (2.1)
donde p = e” o w es la polaridad de (X/Y) y s € X.
Escolio 2.20. Las condiciones (2.1) implican que
u(s(w—1) —wr) =yl —w) —r

y se satisfacen tomando s = y y u = w, por lo que existe por lo menos una
simetria de contrapunto para el intervalo consonante €.y.
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Sea p = ged(v, 2k) cuando v # 0. En [Maz02], se demuestra que

D yezs, €Y ouX NX|, v e @(ng),
191 N X[e]l = { 2K]ev-") 0 uX 1 X, =0, (2.2

ngikb/p)—l |eiPty=ur(s) oy X N X|, de otro modo,

donde y,s € X y p es la polaridad de (X/Y). Adicionalmente, para el primer
caso, Mazzola da la férmula

> leYouX nX|= X[ =k
YELoy

Para el resto, obsérvese que la cardinalidad de e?~*?(*) o uX N X no puede
exceder k — 1, porque (X/Y) es fuerte y y — p(s) # 0, al ser p la polaridad. Por
lo tanto,

2k|e? =) o uX N X| < 2k(k — 1).

La ecuacién jp + y — p(s) = 0 tiene a lo mds una solucién en el intervalo
0 < j < 2k/p. Esto significa que

2k/p—1
p Z le?Pty=up(s) o y X N X| < p {(2]{: - 1) (k—1)+ k}
=0 P
=p+2k(k-1)
<k+42k(k—1)=2k* — k.

Resumiendo, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.21 (Teorema microtonal de contrapunto). Sea A = (X/Y) una
dicotomia fuerte, y sea & € X[e]. El nimero N de sucesores admisibles de &
satisface

k* < N < 2k* — k.

La cota superior es justa: la dicotomia

A =({0,2,3}/{1,4,5})

(con polaridad e! o —1) en PiModg es fuerte!, y el nimero de sucesores admi-
sibles de €.2 es exactamente 15 = 2 - 32 — 3. Su tnica simetria de contrapunto
es e“3o(1+e3).

Para el calculo efectivo de las simetrias de contrapunto, damos el siguiente
algoritmo; la versién para k = 6 se debe a Jens Hichert.

Algoritmo 2.22. Aqui x(x,y) es una funcién que devuelve la cardinalidad del
conjunto e oyX N X.

Entrada: Una dicotomia fuerte A = (X/Y") y su polaridad e” o w.

IDe hecho, es la nica dicotomia fuerte en PiModg, salvo por imagenes afines isomorfas.
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Salida: El conjunto de simetrias de contrapunto ¥, C H para cada e.y € X|[e].
1: para todo y € X hacer
2 M+ 0,Z, <« 0.
3: para todo u € GL(Zy) hacer
4 para todo s € X hacer
5 para todo v € Zs;, hacer
6: t <+ y—ulws+r).
7 si wt + r = ur + r entonces
8 si v = 0 entonces
9

: S < 2kx(t,u).
10: si no si v € GL(Zyi) entonces
11: S« k?
12: si no ey
13: p < ged(v,2k), S < pd Ly x(p+tu).
14: si S > M entonces
15: Y, {e“to(uteuv)}, S+ M.
16: si no si S = M entonces
17: By, X, U{ect o (u+ euv)}.

18:  devolver X,.

Ejemplo 2.23. La salida del algoritmo para la dicotomia fuerte
A =({0,2,3}/{1,4,5})
es
Yo ={e“to(5+ed), e o(5+e2)},

Yy = {e“3o (1 +e3)},
Y3 ={e“to(5+ed),eto(5+e2)},

El niimero de sucesores admitidos es, respectivamente: 10, 15, 10. Se enlistan
de manera explicita en el Cuadro 2.1.
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y| N Simetrias Sucesores admisibles
010 [ e“To(5+e4) {1,4} 4 €.{0,3}
{2,5} + €.{0,2}
{0,3} +€2
e“To (5+¢€2) {2,5} +€{0,3}
{1,4} +e{0,2}

{0,3} +e€2
215 [ e“3o(1+e3) Zs + €{0,3}
z +€.2, z impar
310 [ e“%o(5+ed) ver y =0
e“To(5+e2) ver y =0

Cuadro 2.1: Sucesores admisibles para la dicotomia {0, 2, 3}.



Capitulo 3

Cuasipolaridades y
dicotomias de intervalos

Como vimos en el capitulo anterior, los desarreglos afines involutivos son
importantes pues son las polaridades de las dicotomias fuertes en PiModay . En
este capitulo los caracterizaremos para futuras referencias. Vale decir aqui que

|GL(Zn)| = ¢(n)

donde ¢ es la funcién totalizadora de Euler. Por lo tanto, |Cﬁ(Zn)| = np(n).

3.1. Consideraciones previas

Sea g=c“owv € Cﬁ(Zn) La funcién g es una involucién afin si, y sélo si,

v? =1, (3.1)
u(v+1) =0.

Sea n = 2°pi" ---py* la descomposicién en primos de n. En [Vin71] se de-
muestra que el nimero de soluciones @ de (3.1) es

y se pueden determinar resolviendo explicita y simultdneamente
v=1 (mdbd 2[04>0]a)’ v=-1 (méd 2[a>0]b)

para todas las maneras de escribir n = 2*ab. Aqui [P] es el corchete de Iverson.
Para que g sea un desarreglo, es necesario y suficiente que la ecuacién

(v—1)z=—-u (3.3)

15
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no tenga soluciones. En adelante v serd un representante de la clase de v y
o(v,n) =med(v — 1,n), 7(v,n)=mcd(v+1,n);

los valores de u que satisfacen (3.2) son multiplos de

Lema 3.1. Sea v € GL(Z,) una involucidn. Entonces

\o(v,n),

U = ———
" 7(v,n)

donde v es un representante de la clase v.
Demostracion. Existen enteros a, b, ¢, d tales que
o(v,n) =a(v—1)+nb, 7(v,n)=cv—1)+nd.
Tenemos el producto
o(v,n)1(v,n) = ac(v® — 1) + n((ad + be) (v — 1) + nbd).
Puesto que v? — 1 = 0, existe un entero m tal que v? — 1 = nm, por lo tanto
o(v,n)T(v,n) = n(acm + (ad + be) (v — 1) 4+ nbd)

y el resultado es inmediato. O

3.2. Caracterizacion de las cuasipolaridades

Definicién 3.2. Una cuasipolaridad es un desarreglo involutivo afin.

La ecuacién (3.3) no se satisface si, y sélo si, o(v,n) = med(v — 1,n) no
divide a —u (o, equivalentemente, no divide a u). Vale mencionar aqui que,
al ocuparnos de una involucién, n no puede ser impar pues toda involucién
actuando sobre un conjunto de cardinalidad impar tiene un punto fijo. Por lo
tanto, en adelante tomaremos n = 2k.

Por el algoritmo de la divisién, u debe ser un miltiplo de ug de la forma

u=ocW,2k)qg+r, 0<r<o(v,2k),qeZ (3.4)

De esto y el Lema 3.1 deducimos que r también debe ser un miltiplo de ug.
Es claro que ug < o(v, 2k).

Proposicién 3.3. Siug = 7(3776%) = o(v,2k), no hay cuasipolaridades con v
como su parte lineal.

Demostracion. Pues si ug = o(v, 2k), entonces o (v, 2k)\u. O
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Teorema 3.4. La transformacion afin g = e“ov € CR(Z%) es una cuastpola-
ridad si, y solo si, se cumple lo siquiente:

1. la parte lineal v es involutiva,

2. se satisface que ug = 7—(37162]@ < o(v,2k) (de hecho, o(v,2k) = 2uy),

3. se satisface que u es de la forma (3.4) con r = uyg.
Si k es impar, el segunda condicion se puede omitir.

Demostracion. Supdngase que e*ov es una cuasipolaridad. Entonces se cumplen
las ecuaciones (3.1) y (3.2) y (3.3) no tiene soluciones. En consecuencia, v es un
multiplo de ug. El entero u garantiza que (3.3) no tiene soluciones si, y sélo si,
es de la forma (3.4). Esto sucede si, y sélo si, ug < o(v,2k). Esta desigualdad
es suficiente porque ug divide a o(v,2k) y por la Proposicién 3.3; es necesaria
porque ug divide a r y por lo tanto ug < r < o(v, 2k).

Reciprocamente, dado g = e“ o v € @(sz) con v involutivo, supongamos
que u es de la forma (3.4). Por el Lema 3.1, u es un multiplo de wg, por lo que
es una solucién de (3.2). También garantiza que (3.3) no tiene soluciones pues
ug < o(v,2k). En conclusién, g es una cuasipolaridad.

Demostramos enseguida que ug < o(v,2k) es verdadero cuando k es impar.
Sean Ay u tales que

v—1=2\ v+1=2u. (3.5)

Noétese que A y p son coprimos pues

v+1 v—1
— A= — =1
H D 2

y entonces med (A, u)\1, por lo que med(A, u) = 1.
Tenemos ahora
2km =12 —1=4\u

asi que
km = 2A\pu,

por lo que 2 divide a m (de lo contrario, km es impar, lo que es contradictorio). Se

sigue que Ay es un multiplo de k. Puesto que A L p, entonces med (A, u)\m

Afirmamos que m divide también a med(A, ). Efectivamente, existen en-

teros a, b, ¢, d tales que
¢ =mcd(\, k) = a\+ bk, ¢ =med(u, k) =cu+ dk. (3.6)
La afirmacién se sigue del examen del producto

o = achp + ad\k + bekp + k*bd
= kacg + kad\ + kbcp + k%bd
= k(acy + adX + bep + kbd).
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De lo anterior concluimos que

k 2k
o(v,2k) = 2med(\, k) = 2mcd(,u, i 27_(1/’ 2% 2ug

y se sigue inmediatamente que ug < o (v, 2k).

Resta demostrar que cuando uy < o(v,2k) entonces o(v,2k) = 2ug si k
es par. Por la discusién previa sabemos que ﬁ es un entero no nulo y, por
hipotesis,

k 4k 2k
— = =2 < 2.
¢ (20)(2¢) o, 2k)7(v, 2k)

lo que implica que ﬁ = 1. Por ello, tanto si k es par como si no, tenemos que

r =g en (3.4) si, y sélo si, g es una cuasipolaridad. O

Escolio 3.5. Obsérvese que el Lema 2.5 es un corolario directo del Teorema 3.4
tomando v = —1, pues

o(v,2k) =med(-2,2k) =2, 7(v,2k) = mced(0, 2k) = 2k.

Entonces
2k 2k
U= ———="—=1

T(v,2k) 2k
y por lo tanto todos los enteros de la forma
u=o(r,2k)g+uy=2q+1
(es decir, todos los enteros impares) son tales que €* o —1 es una cuasipolaridad.

Proposicion 3.6. FEl grupo de isotropia de una cuasipolaridad g = e“ov bajo la
accion de conjugacion tiene cardinalidad o(v,2k)(2k). Equivalentemente, hay
exactamente % elementos en la drbita de g bajo la accion de conjugacion.

Demostracion. Sea h =e'os € @(ng). Tenemos
g =hogoh™ ! =(e'os)o(e"ow)o (efs_lt os7l) == Fsu sy (3.7)

Los elementos del estabilizador de g son aquellos cuyos parametros satisfacen
la ecuacion
t(1—v)=u(l-s),

que tiene solucién para cada s € GL(Z2y) fijo pues
o(v,2k) = med(1 — v, 2k)\u(l — s).

dado que 1 — s es par.
Més atdn, tiene exactamente o(v,2k) soluciones diferentes. Dado que esto
ocurre para cada s € GL(Zsy), la cardinalidad del grupo de isotropia de g es

GL(Zaw),| = o(v, 2K)p(2K).
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Esto quiere decir que cada érbita consta de

GL(Zsy)| 2k

o(v,2k)p(2k)  o(v,2k)

elementos. O

Corolario 3.7. FEl grupo Gj(ng) actia transitivamente (por conjugacidn) so-
bre el conjunto de todas las cuasipolaridades con parte lineal fija v.

Demostracion. Pues (3.4) puede tomar 0(37’“%) valores médulo 2k, y la érbita de

cada cuasipolaridad e o v tiene ese mismo niimero de elementos. O

3.3. Calculo de dicotomias fuertes

Dada una dicotomia autocomplementaria de intervalos (% Y) en PiModsy,

y p es alguna de sus polaridades, entonces cualquier gX € GL(Zax)X también
es autocomplementaria y una de sus polaridades es gopo ¢g~!. En efecto,

(gopog M(gX)=(gop)(X) =gY.

Cuando X es fuerte, también gX es fuerte: si h es uno de sus automorfismos
entonces ¢! o h o g serfa un automorfismo de X, luego g ' ohog =id y en
consecuencia h = id.

Ahora bien, por el Teorema 3.4 y la demostracién de la Proposicién 3.6, la
orbita bajo la acciéon de conjugacién de las cuasipolaridades estd determinada
por su parte lineal. Es decir, las érbitas de las cuasipolaridades f; = e%* owv; y
f2 = €2 o vy coinciden si, y sélo si, v = vs.

Consideremos la descomposicién en transposiciones de la cuasipolaridad p

(1’1 p(zl)) ($2 P(IQ))"'(Ik p(l"k))

de modo que podemos definir C' = {x;}%_; tal que (C/p(C)) es una dicotomia
autocomplementaria de intervalos. Afirmamos que las dicotomias marcadas de
intervalos autocomplementarias estan en biyeccién con los subconjuntos de C.

Ciertamente: a la dicotomia autocomplementaria de intervalos (X/Y’) con
polaridad p (que denotaremos con A,) le asociamos un subconjunto X N C
mediante la funcién

y a cualquier subconjunto de D C C' le asignamos una dicotomia de intervalos
autocomplementaria definiendo

Op,c : 9(C) = Ap,
D DUp(C\ D).
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2k | 2146|810 12| 14 | 16
Np |1|0]|1]1]| 3 6 9 | 15
2k | 18 | 20 | 22 24 26 28 30 32
Np | 40 | 90 | 105 | 359 | 355 | 1092 | 3007 | 2152
2k 34 36 38 40 42 44 46 48

Np | 4305 | 17826 | 15267 | 48549 | 130839 | 170820 | 198753 | 780645

Cuadro 3.1: Ntumero de dicotomias fuertes para 4 < 2k < 48.

Estas dos aplicaciones son inversas una de la otra pues p(C) es un conjunto
finito y

tip,c ©Opc(D) = kpc(DUp(C\ D))
=(Dup(C\D))nC
=(DNC)U(p(C\D)NC) =D,

pues p(C'\ D) € p(C) = CC.

Escolio 3.8. El grupo @(ng)p actia sobre las dicotomias autocomplemen-

tarias con polaridad p. Pues si para h € GL(Zay),, una dicotomia autocomple-
mentaria (C/p(C)) y D C C tenemos h(x) € h(fp,c(D)) and also p o h(z) €
h(0,,c(D)), entonces

hloh(z)=z€0,c(D) y h 'opoh(x)=p(x)€b,c(D)
lo que contradice el hecho de que (C/p(C)) es autocomplementaria.

En vista de lo anterior, podemos encontrar las dicotomias fuertes de in-
tervalos calculando, para cada subconjunto D € oC, el grupo de isotropia de
la dicotomia marcada 6(D) y descartando aquellas 6(D) que no sean rigidas.
Ademsds, si se examina a un D en particular, no es necesario examinar a C'\ D
pues 6(C'\ D) = p(D), lo que significa que C'\ D esta en la 6rbita de D.

Para lo que sigue, definimos la biyeccion

w:pC = {0,1,...,2%},
k

D — Z xp(2;)2!
i=1

donde C = {xi}i«“:l es una dicotomia autocomplementaria en PiModsr v XD
es la funcién caracteristica del conjunto D. Nétese que w(CD) = 28=1 — w(D),
asi que {w™1(4) ?Z)l_l consiste en todos los subconjuntos de C' que no son
complementarios entre si. Podemos describir ahora el algoritmo “inocente” para

calcular las clases marcadas de dicotomias fuertes.

Algoritmo 3.9. Consideramos C@(ng) ={g1 = o 1,92,...,g|a(22k)|}.
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Entrada: Una cuasipolaridad p en PiModsy.
Salida: El conjunto F' de los representantes de las clases de dicotomias fuertes
con polaridad p.
1. C«0,F <« 0.
2: para todo x € Zy; hacer
3:  siz,p(r) ¢ C entonces

4: C«+~Cu {l‘}

5. para 0 < i < 2~ hacer

6: b 1,X + 0w (i), L+ 2.

7. mientras ¢ < |GL(Zsy)| v b # 0 hacer
8: si geX = X o goX € F entonces

9: b+ 0

10: {0+ 1.

11:  si b= 0 entonces

12: F+ FU{X}.

En el Cuadro 3.1 se ve cudntas clases de dicotomias fuertes hay para PiM odsy,
4 < 2k < 42, calculadas utilizando el Algoritmo 3.9.

De lo anterior podemos sacar en conclusién que el nimero Np de dicotomias
fuertes en PiModsr, no es mayor que el nimero de involuciones en GL(Zag)
multiplicado por la minima cantidad de érbitas que determinan los 6(D) para
cada D C C de la dicotomia (C/p(C)). Dada la cuasipolaridad p = e* o v, por
la Proposicién 3.6 el subgrupo de GL(Zay) que actiia sobre los subconjuntos de
C tiene cardinalidad

o (v, 2K)p(2K) > 2(2k),

donde la desigualdad resulta de considerar la polaridad e o —1 y la dicotomia
fuerte de la Proposicion 2.6.

Para concluir este capitulo, damos una cota superior para el niimero de clases
de dicotomia fuertes en PiM odsy,.

Para una involucién dada v € GL(Zax) tal que existe una cuasipolaridad
p = e“ow, sea (C/p(C)) una dicotomia autocomplementaria. Llamaremos a
una dicotomia 6(D) para D C C relativamente fuerte respecto a la accién de

GL(Zsy), si para cualquier h € @(ng)p distinto de la identidad, tenemos
h(0(D)) # 6(D).

Por la Proposicién 3.6, el subgrupo de Cﬁ(sz) que actia sobre los subcon-
juntos de C tiene cardinalidad

o (v, 2k)p(2k) > 2¢(2k),

donde la desigualdad resulta de considerar la polaridad e' o —1 y la dicotomia
fuerte de la Proposicién 2.6. Por lo tanto, el nimero IV, de dicotomias relativa-
mente fuertes para una p fija estd acotado por

N, < —1#C] 2" < ¥ 2
P GL(Zar),l O 2R)0(2k) T 20(2k) T p(2k)
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Las dicotomias fuertes con polaridad p siempre son dicotomias relativamente
fuertes, asi que el nimero de clases de dicotomias fuertes debe estar acotado por
el nimero de clases de dicotomias relativamente fuertes. Puesto que hay 0(37’“%)
conjugados de p, el nimero total de clases de dicotomias relativamente fuertes

es a lo més

U N - 2k ok—1 < k2k—1
Mool = 5w 2k)  p(2k) T p(2k)

Para el nimero Np de clases de dicotomia fuertes de PiM odsj, tenemos

ka—l
©(2k)

ya que el nimero de involuciones de Zgy, es, evidentemente, a lo mas |GL(Zay)|.

= k2

Np < |GL(Zay)| - k281 = o(2k) -



Capitulo 4

Torres de contrapunto

El propdsito de este capitulo es introducir la nocién de torre de contrapunto,
que surge del embebimiento progresivo de una instancia microtonal en otra
al subdividir (y, a veces, transponer) tonos. Demostraremos que existen torres
infinitas de contrapunto, y que una en particular contiene una instancia isomorfa
a la dicotomia clasica de consonancias y disonancias. También se prueba que
hay torres infinitas cuyo limite es denso en la octava, y su polaridad puede
extenderse continuamente en la topologia estdndar de S?!.

4.1. La categoria de dicotomias fuertes

Sean A; = (X1/Y1) y Ag = (X3/Y2) dos dicotomias marcadas fuertes en
espacios ambientes PiModay, v PiM oday,, respectivamente. Un morfismo entre
estas dicotomias es un morfismo de médulos ¢ : Zap, — Zag, tal que

d(X1) € X9, 0(Y1) C Y5

y el siguiente cuadrado conmuta

[
Lok, —— Loy,

pAll l;DAQ

¢
szl ? Z2k2

donde pa, ¥ pa, son sendas polaridades de A; y Asy. Definidos de esta ma-
nera, los morfismos entre dicotomias fuertes se convierte en una categoria que
denotaremos con DF.

Estamos particularmente interesados en los morfismos de dicotomias donde

¢2Zk—>ngZ$'—>2$

es la inyeccién canénica, y mas especificamente en las dicotomias donde k = 2™-3
para n > 0. Para demostrar que existen, demostraremos primero que existen
ciertas cuasipolaridades en sus espacios subyacentes.

23
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Proposicion 4.1. El morfismo afin
"o (4131 £ 1) € GL(Zan )
es una cuasipolaridad.
Demostracion. Empezamos definiendo v = 4121 + 1 y observando que
v =4%151 424151 11
— 94151 4y 92[51+1 4 g
— 22[%1'%1(22[%—1 +1)+1
=1 mdd 3-2"
dado que 22[31-1 =2 méd 3y 2[2] + 1 > n. Ahora sean
o =ged(v—1,3-2")
= ged(421,3.27)
=",
T=gced(v+1,3-2")
= ged(4'31 42,327
= ged(2(2275171 1 1),3.27)
=2gcd(22M3171 41,3 2771)

=3-2.
Entonces 5. 9n 3. 9m
= : = i = 2”71 < = 271’.
Y T 3-2 7

Por el criterio del Teorema 3.4, tenemos que
n—1 n
etov=re? o(4lFl 4+1)
es una cuasipolaridad.
Proposicion 4.2. El cuadrado
2
Zg.zn e Z3,2n+1
6271,—10(4F%T+1)J( l82"0(4[n;1,]+1)

ZS.21L T} Z3,2n+1

es conmutativo.

Demostracion. Por un lado tenemos

202" o (4lE] 4 1) =2 0 (24051
_ 6277, o (22[%-‘—‘1—1)
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mientras que por el otro

e2" o (4’—%] +1)o2= e o (2- 4“T+1])

— " 6 (22("%114&).

Los nimeros 2[ 2] + 1y 2[2] + 1 difieren por 0 o por 2. En el tltimo caso
tenemos
22["7“]4-1 _92[871+1 _ 22[g]+1(22 —1)
—92[z1+1 .3

=0 méd3-27HL.

En consecuencia, el cuadrado conmuta. O

4.2. Torres de contrapunto

El resultado principal de esta seccién se refiere a la existencia de un sistema
dirigido infinito de dicotomias fuertes muy especial. Para poder construirlos,
necesitamos primero el siguiente resultado.

Lema 4.3. Sean un entero pary (X, /Y,) una dicotomia fuerte en PiMod,, con

polaridad p, € GL(Z,). Para cualquier conjugado p’ de p,, existe una dicotomia
autocomplementaria (V/CV) con funcion de autocomplementariedad p' tal que
ni pertence a la orbita X, ni es invariante bajo el morfismo antipodal

e"? Ly — Ly,

x4+ n/2.
Demostracion. Empezamos con las desigualdades

2% n > 15

2 9 )
np(n) < n® < n
() _{24—1, n > 43,

np(n) < 2%, n=12,14,
np(n) < 2% —1, n = 36,40.

La 6rbita de X,, tiene ng(n) elementos, mientras que el niumero de dico-
tomfas autocomplementarias con funcién de autocomplementariedad p’ es 2% .
Asi es seguro que para n > 12 existe al menos una dicotomia V' que no pertenece
a la érbita de X,, y p'(V) =CV.

Ahora demostraremos que al menos una de esas V' no es invariante bajo la
accién del morfismo antipodal. Considérese el grafo H cuyos vértices son Z,
y sus aristas son {x,e? (x)}. Coloréense las aristas de H con negro si sus dos
vértices pertenecen a V', con blanco si sus dos vértices no pertenecen a V' y con
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gris de otro modo. Dendtense con N‘é,NV‘f,,Ng el nimero de aristas negras,
blancas y grises definidas por V. Nétese que (o véase [Igl81])

2Ny + N§ =2Ny, + N§ =2

y de aqui que N} = NV‘{,.

Si § es impar, la ecuacién anterior implica que N} es impar, asf que NY > 1.
Por lo tanto, al menos un elemento de V es enviado al complemento de V' bajo
la aplicacién antipodal.

Si § es par, entonces N es par. Supongamos que N¥% = 0y que en conse-
cuencia NI}/, = Ng =7

Para encontrar una biyeccién f entre las aristas negras y blancas, anadimos
primero a H las aristas {z,p’(x)} para obtener H’'. Ninguna de estas aristas
estaba ya en H, pues no tenia aristas grises. Todos los vértices de H' son de
grado 2, pues cualquier vértice tiene como vecinos exactamente un vértice de
su mismo color (definido por la aplicacién antipodal) y exactamente uno de su
color opuesto (definido por p’) y no tiene lazos (pues tanto p’ como la aplicacién
antipodal son involuciones y no tienen puntos fijos). Por lo tanto, H' es eule-
riano, asi que puede descomponerse en k ciclos. Tales ciclos son disjuntos en los
vértices, pues de otro modo algin vértice de H' tendria grado mayor que 2.

En cada ciclo, no hay dos aristas del mismo color que sean adyacentes, pues
cada una de ellas estd definida por la funcién antipodal. Tampoco puede ser que
aristas del mismo color estén conectadas por una arista de la forma {z,p’(x)},
pues esto significa que = y p’(x) pertenecerian o bien ambos a V' o bien ambos
a OV, una imposibilidad por la definicién misma de p’. De esto deducimos que
en cada ciclo las aristas blancas y negras alternan y son iguales en niimero.

Ahora dotemos a cada ciclo de una orientacién arbitraria pero fija, y orde-
nemos linealmente sus aristas blancas y negras acorde con dicha orientacién.
Hagamoslo de modo que el infimo de cada ordenamiento sea una arista negra
cuyo vértice tenga el representante mas pequeno. Asi, para el j-ésimo ciclo que
tiene r; aristas negras resulta

bl,j <wyy; < bgyj <wg; < - < brj,j < Wy -

Definamos f segtin f(b; ;) = w; ;. Asi definida, f es una biyeccién, porque
cada arista negra pertenece a exactamente un ciclo y su sucesor en el ordena-
miento correspondiente es blanco y univocamente determinado. Obsérvese que
la arista b; ; tiene un vértice x tal que p’(z) estd en f(b; ;), por lo que si re-
emplazamos a x por p’(z) entonces obtenemos una nueva dicotomia V' tal que
NY =2.

Puesto que inicialmente existen 7 aristas negras, podemos construir al menos
2% —1 dicotomias autocomplementarias diferentes distintas de V' que definen al
menos dos aristas grises (usando todos los subconjuntos de las aristas negras).
Asi, para n > 35, existe al menos una de ellas fuera de la érbita de X,.

Los casos n = 6,8,10,12,16, 20, 24, 28, 32 no estan cubiertos por el razona-
miento anterior, pero tenemos las siguientes dicotomias:

= PiMods >V ={1,2,3} + k, p’ = e**+1 05,
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» PiModg >V ={1,2,3,4} + k, p' = e?**t107,

= PiModyo >V ={1,2,3,4,5} + k, p/ = 2kt 09,

» PiMods >V = {2,4,5,6,7,9} + 2k, p' = e**+2 05,

» PiModi2 >V ={1,2,3,4,5,6} +k, p’ = e?**t1 011,

» PiModys >V =1{0,1,2,3,4,5,6,7}, p' =e8 o1,

» PiModig >V ={1,2,3,4,5,6,7,8} + k, p’ = e?*+1 0 15.

» PiMods > {0,1,2,4,9,13,15,16,17,18}, p' = ' o 1.

» PiModsy > {0,6,7,8,9,10,11,17,18,19} + 2k, p' = e?+4* 0 9.

= PiModsy > {0,3,6,7,9,12,13,15,16,19} + 5k, p' = >0k o 11.
» PiModyo > {1,3,10,12,13,14,15,16,17,19} + k, p’ = e!t2¥ 0 19.

s PiModsy 5 {0,1,2,4,9,10,11,15,17, 18,19, 20},
p =el?ol.

» PiMody, > {0,1,4,5,8,9,12,16,17,20, 21,22} + 3k,

p/ — 316k 5 7.
» PiModss 5 {0,1,2,3,5,6,911,12, 15, 20, 22} + 4k,
p/ _ e4+8k o17.

« PiModys > {0,4,5,6,7,8,11,12, 15, 16, 22,23} + k,
p/ _ el+2k 0 23.

= PiModss 5 {0,2,4,5,7,10,12,15,17, 20, 22, 23, 25, 27},
p =eol.

« PiModss > {1,2,6,7,8,10,11,13, 14, 18,21, 25,26, 27} + 2k,
p = e?T4* 013,

s PiModss > {0,1,2,5,10,11,13,14, 15, 16, 18, 19, 24, 27} + 7k,
p =€’ o015+ 14k.

» PiModys 3 {2,4,5,6,9,11,12,13,14, 19, 21, 22, 26} + k,
p/ — e1—|—2k 0 27.

« PiModss > {0,1,3,4,6,7,8,9,10,12, 18,21, 27,29, 30, 31},
p =e%ol.

» PiMods, > {0,2,7,8,9,10,15,17,19,20,21,22,27,28,29,30} + k, p/ =
elt2k 531,

Todas ellas no son fuertes ni invariantes bajo su respectiva aplicaciéon anti-
podal. O
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Otra demostracion. Para el caso Ng = 0, hay otro argumento para establecer
la funcién biyectiva entre el conjunto B = {by,..., b%} de aristas negras y el
conjunto W' = {wy,...,w=} de aristas blancas. Sea H' el grafo con vértices
BUW vy aristas definidas por

e={r,yt € H < p'(z)Nny#0.

Todos los vertices de H' son de grado 1 or 2, pues para una arista x en H
tenemos que p’(z) intersecta a una o dos aristas de H. Esto sucede porque cada
vértice de H pertenece a alguna arista de H y éstas son disjuntas dos a dos
(pues la aplicacién antipodal es una involucién).

Sea H" el subgrafo de H' generado por los vértices de grado 2 y F’ el sugrafo
de H’ generado por los vértices de grado 1. Ninguna arista de H” cruza de H'
a F’, pues si un vértice y de F’ es adyacente a un vértice x de H', entonces o
bien p'(x) = y o bien p/(y) = z y la involutividad de p’ implica que =’ € F’.

Por un teorema de teoria de grafos (véase [Die05, p. 37]), H” tiene un 1-
factor F, i. e., un subgrafo generador 1-regular. Claramente, F’ es un 1-factor
de sf mismo, por lo tanto F'U F’ es un 1-factor de H'.

Ahora podemos definir la biyeccién f enviando b; a su vecino en F’ U F. Por
la construccién de H’, al menos un vértice = de b; es enviado por p’ al vértice
p'(x) € f(b;). Reemplazando a = por p’(z) en la dicotomia V' obtenemos una
dicotomia V' que induce una nueva coloracién en H tal que Ng " = 2. El resto
de la demostracién continida como antes. O

Lema 4.4. Sea n un nimero par. Supdngase que existen cuasipolaridades p, =
e ov Y pa, = €e" ow tales que el cuadrado

L —2— T,

3l [pon

Zn T) Zgn

w—1 . .
conmuta. Entonces p' = e%“T 2 ov es una cuasipolaridad en Z,.

Demostracion. Usando el Teorema 3.4, sabemos que

n
ged(v+1,n)’

2n
ged(w + 1,2n)°

u=ged(v—1,n)q+

r=ged(w —1,2n)¢ +

n
2———  =gcd(v—1
ecdwr T & (v—1,n),
2
n = ged(w — 1,2n).

9
ged(w + 1,2n)
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Obsérvese que debido a la hipétesis de conmutatividad, r = 2u (mdd 2n) y
v —w = kn para algtin entero k, asi que

ged(v£1,n) =ged(v —kn £ 1,n) = ged(w = 1, n).
Si 2ged(w + 1,n) = ged(w + 1, 2n) entonces

9 2n
ged(w + 1,2n)
- Tged(w + 1,n)
~ Tged(v+1,n)
= ged(v — 1,n) = ged(w — 1,n).

ged(w — 1,2n) =

También
2n
2u =r = ged —1.2 / e —
u=r=ged(w—1,2n)q +gcd(w+1,2n)
n
= ocd(w — 1 U
ged(w —1,m)q +gcd(w+1,n)
n
=ged(v —1 L
gC (U 3n)q + ng('U‘i‘l,n)’

por lo que u = ged(v — 1,n)(q¢ — ¢'), lo que implica que ged(v — 1,n)\u. Pero
esto es imposible por el Teorema 3.4.
Si ged(v + 1,n) = ged(w + 1,n) = ged(w + 1, 2n), entonces

cd(v—1,n) =2 n = 2n = 2n
& Y Tged(w+1,n)  ged(w+1,m)  ged(w + 1,2n)

2n
ged(w + 1,2n)
= ged(w — 1,2n)q’ + ged(v — 1,n)
= ged(w — 1,2n)q’ + ged(w — 1,n)

r=ged(w —1,2n)q" +

Tampoco es posible que ged(w — 1,2n) = ged(w — 1,n), pues la igualdad
anterior implica que ged(w — 1,2n)\r, lo que nuevamente es una imposibilidad
por el Teorema 3.4.

La tnica posibilidad valida que queda es

ged(w —1,2n) = 2ged(w — 1,n) = 2ged(v — 1,n)

w

lo que implica inmediatamente que ged( 2_1 ,n)=ged(v—1,n)y

w—1

ged(v — 1,n)\ <2> .
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w—1

ut+—5—

o es una cuasipolaridad, pues 251 = mged(v —

En consecuencia e 5

1,n) para algin entero m y

w—1 n

Z C —sed(v—1 S
ut g =gedo = Ln)(g 4 m) 4 s

una parte afin valida para una cuasipolaridad segun el Teorema 3.4. O

Teorema 4.5. Sea n un numero par. Si existe una dicotomia fuerte (X, /Yy)
con polaridad p, = e" ov y el cuadrado

2 —2 s T

| [pen

Zn T> ZQn

conmuta con pa, = et ow, entonces existe una dicotomia fuerte (Xgn/an) con
polaridad pa, tal que 2 es un morfismo de dicotomias, i. e. el cuadrado

X, —2 % X,

al [on

conmuta.

Demostracion. Por los dos previos lemas, sabemos que existe una dicotomia
autocomplementaria V' en Z,, con funcién autocomplementaria p), = e(w=1)/2
P = " T(@=1/2 64 que no pertenece a la érbita de X, ni es invariante bajo la
aplicacién antipodal e . La hipétesis de conmutatividad implica que

P2n(2V + 1) = p2,, V) +w = 2p, (V) + w = 2p,, (V) + 1.

Definamos X», = (2X,) U (2V + 1) y notemos que pa,(X2,) = 0Xs,. Su-

pongamos que e¢?? o s es una simetrfa no trivial de Xs,. Si 2¢ € 2X,,, entonces

e? 05(29) = 2sq + 2b = 2(sq + b) € 2X,,

lo que implica que e’ o s es una simetria de X,,. Por lo tanto, s = 14+ny b =n.

Asi, 2b = 0 y para cualquier 2g + 1 € 2V + 1 tenemos que

e?os(2¢+1)=eo(1+n)(2¢+1)
=2¢+2gn+1+n=2¢+1+n (méd 2n),

por lo que 2¢+1+n €2V + 1y q+ 5 € V. Esto no puede ser, pues V no es
invariante bajo la aplicaciéon antipodal.
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Las simetrias restantes son de la forma e?**1os. Entonces para 2¢g+1 € 2V +1
et os(2¢+1) =2sg+s+2b+1
1
—9 (sq+b+3;r ) € 2X,

lo cual también es imposible, porque entonces e+ o s(V) = X,y esto con-
tradice que V no estd en la érbita de X,,. O

Teorema 4.6. FEziste una sucesion infinita de dicotomias fuertes {Agn.3}22 ¢
(con Agn.3 en PiModan.3) e inyecciones candnicas

A6>—>A12>—>A24>—>"'>—>A2n.3>—>~~~ (41)

con sendas polaridades
=60 4zl 4 1) (4.2)

En particular, Ao puede elegirse en la orbita de
({0,3,4,7,8,9}/{1,2,5,6,10,11}),

que es la dicotomia cldsica de consonancias y disonancias del contrapunto occi-
dental.

Demostracion. Es un simple cdlculo verificar que la sucesién en cuestién puede
comenzar con

{0,2,3} —{0,1,4,5,6,9}

y ser continuada por induccién usando la Proposicién 4.2 y el Teorema 4.5. [

Definicién 4.7. Una torre de contrapunto es un diagrama I' : N — ©F tal que
I'j<j+1):T()— T +1) es un monomorfismo.

En términos de esta definicion, el Teorema 4.6 establece que existe una torre
de contrapunto que incluye a una dicotomia de clase de (K/D). Su limite existe
y es una dicotomia en el limite de Zon.3.

4.3. Consonancias y disonancias densas

A continuacién exhibimos una torre de contrapunto tal que su limite es denso
en S'. La estrategia es encontrar una dicotomia autocomplementaria no fuerte
apropiada para completar la dicotomia fuerte de cada “piso” de la torre.

Lema 4.8. Sean A, = {0,...,2" ' —1} y B, = {2"71,... 2" —1} dicotomias
marcadas con espacio ambiente PiModan y

g=e""""lo(@"—1) € @(Zgn).
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FEntonces los cuadrados
A, —2 5 34,

gl J/es'(27hl_1)o(2"71)::h'

A, — 3A,

2
B, %%, 3B, +2

gJ/ l627L71+1o(2"+171)::h”
B, — 3B, +2

e203
(donde 3A,, y 3B, + 2 estin en PiModan.3) conmutan. Como gA, = A, y
9B, = B,, entonces

h'(3A,) = 3gA, = 34, (4.3)
R (3B, +2) = 39(By,) +2 =3B, + 2. (4.4)
Demostracion. La conmutatividad del primer cuadrado es obvia. Para el segun-

do es claro que
3(2" —1) =3(2"" — 1) (méd 2" - 3),

y ademas
32"t —1)+2=3-2""1-3+2

=3.2nt 1
=3.2"" 4+ 3.2"71 1 (méd 2™ - 3)
=2mt2 pon—l g ontl pon
=2ont2 pon=l 3.0 1
—grt2 pon-l
=2 _oqp9nl
=2 —1). 24+ (2" + 1),

por lo que el resultado se sigue. O

Lema 4.9. Supdngase que (X/Y) es una dicotomia marcada en PiModgn—1.3
(n > 2) con polaridad

q= ezn_%ﬂﬂ%%1 o (4%W +1).
Entonces el siguiente cuadrado conmuta
elo2
X — 2X +1

| [

Y —— 2V +1,
elo2
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donde 2X + 1 y 2Y + 1 estan en PiModan.5 y p, estd dado por (4.2).
Demostracion. Nétese que 4131 + 1 € GL(Zyn-1.3) puesto que
al31 $1méd3=2 and 431 f1méd2=1
por lo que es coprimo con 2"~ ! - 3. La conmutatividad se sigue de
22772 4 2215171 1 =on—t 4 92151 g
=ont @l 1)1 O

Ahora es muy facil verificar que

(451 +1)méd3=2

0, n par,

2n=2 4 225171 16d 3 = { )
1, n impar.

Esto significa que, si n es par

0 zmdd3=0,
g(r) mé6d3=<¢2 xméd3 =1,
1 xméd 3 =2.
y que si n es impar,
r méd 3 =0,

g(x) m6d3=<¢0 zméd3=1,
2 xmdd 3 =2.

Finalmente, obsérvese que tanto A’ como h’ son la identidad médulo 3 para
n impar y par, respectivamente, as{ que usando (4.3) y (4.4) vemos que se

extienden a un automorfismo no trivial' de la dicotomia

{1+ 3/@},2;61 U34,_1, n par,
U {1+ 3k}, U (3B +2), 7 impar

cuya polaridad es precisamente q. Nétese que U, ; no es invariante bajo la

aplicacién antipodal, pues para n impar tenemos que 0 € 34,,_1 y

A20)=04+3-2""1 ¢34, 4

1El inverso de su parte lineal es él mismo, pues
(2°—1)2=2%—2"1 L 1=1 (médd 2" -3)

cuando s > n y s es impar, pues 2" - 3 divide a 225 — 25+1,
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mientras que para n par tenemos 3- (2" —1)+2€3B,_1+2y
AT 32" —1)+2)=—3+2+3-2" 1 =32" 1 —1)+2¢ 3B, 1 +2.

Ahora, si X, es una dicotomia fuerte en PiM odsn.3 como en la demostracion
del Teorema 4.6, entonces U}, | no esta en su drbita, pues no es fuerte. Sabemos
entonces que

Xnp1=(2X,)U (U, +1)

es una dicotomia fuerte en PiModsn.3 que extiende a X, candnica y equiva-
riantemente. Construida de este modo, X,, tiene la propiedad

{6k +3}2", C Xpi1,m > 2.

La relevancia de esta propiedad radica en lo siguiente. El limite de la torre de
contrapunto (4.1) puede ser visto como una dicotomfa contenida en el siguiente
subconjunto del circulo unitario,

o i om.3—1
oM —— !
U {exp( 7m2n‘3>}k_0 cSs

n=1

que, junto con su complemento, es un subconjunto denso de S' en la topologia
métrica estandar. Como hemos visto, el limite de las consonancias lim X, contie-
ne al conjunto {exp(27i(6k+3)/(2"-3)) : n,m € N}, que también corresponde a
un subconjunto denso de S!, luego lim X,, también es denso. Reduciendo médulo
6 a todas las polaridades, vemos que el limite de las disonancias lim Z,, \ lim X,
contiene al conjunto {exp(27i(6k + 1)/(2" - 3)) : n,m € N}, que también es
denso.

Teorema 4.10. FExiste una torre de contrapunto tal que el limite inyectivo de
tanto sus consonancias como disonancias es denso en S con la topologia métrica
estandar. En consecuencia, el interior de dichos limites es vacio.

Para finalizar, mostramos una torre de contrapunto cuyo limite tiene una
polaridad continua. Considérense los siguientes hechos:

1. Hay 15 clases de dicotomias fuertes en PiMods, con polaridad e'? o 1.

2. Para n par, el cuadrado

2
Ly ——— Loy,
e%oll lenol
2
Ly ——— Loy,

n . . .
conmuta, donde ez o1 y e” o 1 son cuasipolaridades en sus espacios res-
pectivos.
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Por el Teorema 4.5 se sigue de lo anterior (por induccién) que existe una
torre de contrapunto
Xog — Xag — Xog — -+ .

En la demostracién del Teorema 4.5, las dicotomias fuertes Xo4.0n pueden
construirse usando la dicotomia

Zogon \{0,1,2,...,12-2" — 1}, n impar,
U24.2n =
0,1,2,...,12-2" — 1}, n par,

. e . 'Vl_
en PiModsys.on, puesto que no es fuerte (la transformacién 22" =1 o —1 €

Cﬁ(Z%.gn) es un isomorfismo no trivial de Uszg.9n) ni tampoco es invariante
bajo el morfismo antipodal (jde hecho es su polaridad!). Entonces

Xogon = 2Xo4.0n-1 U (2Us4.9n-1 + 1).
para n > 1.
Ejemplo 4.11. Tomemos la dicotomia
Xo4 = {0,1,3,5,6,7,8,9,10,11,14,16}
en PiMods,. Ahora
Usy ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}

Xys =2X4 U (2Uz4 + 1) ={0,1,2,3,5,6,7,9,
10,11,12,13,14, 15,16, 17,
18,19, 20, 21,22, 23,28, 32}
es una dicotomia fuerte en PiM odyg.

El limite X = lim,,_, o, X24.o0n contiene a los subconjuntos

20+1
A= {ew (2rig 25 )}
24 N 22m+1 2Z+1>12_22m+1

20+1
5= {ow (2ri o)} ,
242%™ 20+1<12-22m

por lo que X contiene a AU B, que es un subconjunto denso de S*.
Sea p = limy,, o0 P24.2n. NOtese que

24 . on—1 1
exp (27‘('2'24(.92“) LN exp (2m'%> = exp <2ﬂ'i (24{.9% + 2))

asi que p envia a una sucesién convergente de consonancias {z; };";1 cxcst
a sucesién convergente de dissonancias {z;e™}22, C pX C St. Esto significa
que el limite se extiende a la funcién continua

p:st— st

T — xe'”.




Capitulo 5

Contrapunto de la segunda
especie

En este capitulo final damos una tentativa de teoria para el contrapunto
de la segunda especie, andloga a la de la primera. Nuestro enfoque es extender
la nocién de intervalo de contrapunto a un 2-intervalo, i. e., uno tal que dos
intervalos se pegan a un cantus firmus.

Las simetrias de contrapunto en este caso no determinan otro 2-intervalo
sucesor, sino un intervalo simple. La idea detras de esto es permitir que los dos
tipos de contrapunto se mezclen.

5.1. Dicotomias de 2-intervalos

Para los propésitos del contrapunto de la segunda especie, necesitamos una
estructura algebraica tal que dos intervalos puedan asociarse a un tono base.
En el espiritu del modelo presentado anteriormente en esta tesis y en [Maz02]
para el contrapunto de la primera especie, tomaremos todos los polinomios de
la forma

Zoy[X, )]
(X292 XY)
donde z es el tono base y y, z son los intervalos. Si A = (X/Y) es una dicotomia

marcada fuerte de intervalos (como la ha definido Mazzola) con polaridad p =
e" o v, entonces

T +e€1.Yy +e€2.2€

X[€1, 62] = ng + 61.X + CQ.ZQk

es una dicotomia O-domiciliada en PiM odag[e1, €2]. Elegimos esta dicotomia por-
que las reglas del contrapunto demandan que el primer intervalo de un compés
sea una consonancia. Una polaridad para esta dicotomia, que es analoga a la de

la primera especie, es
T,z z(1—v)+er.utes.u

prt=e ow

36
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puesto que
P Xer, 2] = e" 7 0 v.Zoy, + €1.pX + €2.pZoy,
= Zok + €1.Y + €. 79
= Y[Gl, 62]
y es tal que

px(.’L‘ + €1. 7291 + 62.2’) =x + €1. 2ok + €2. 725
También es cierto que

T1+Te 6(371 +z2)(1—v)+e1.utez.u

p ov

_ 611(17U)+{L’2(17U)+61‘u+62‘u

ov

el 6 e~ V1 o 63:2(1—11)+51.u+62.u

ov

zo(1—v)+er.utes.u T1

—efloe ovoe

=e"topToe .

5.2. Simetrias de contrapunto

Representando el polinomio = + €.y + €2.2 como un vector columna, los
candidatos a simetr{as (no invertibles) de contrapunto son

g : Log[er, €2] = Zog[er]

x T
s 0 O t
vl (swl S sw2> v+ (t;)
z z
= [sz + t1] + €1.[s(wrT + y + waz) + o]

pues queremos que la segunda parte del intervalo influya en la primera parte del
sucesor, pero no en la segunda. No requerimos que la simetria sea biyectiva pues
deseamos poder cambiar de contrapunto de la segunda especie a la primera si
hace faltal.

Sea X[e1,€9.2] = Zog + €1.X + €3.2. Podemos definir a una simetria de
contrapunto para un 2-intervalo £ = x + €1.y + €5.2 como una que satisface:

1. 2+ €.y ¢ gXler, e2.2],
2. el cuadrado
PiMod%[el,eg] % PiMOdgk[El]

pzl lpz (5.1)

PiMOko[El,GQ] —_— PiMOdgk[El],
g

1Para el cambio reciproco las reglas de la primera especie bastan, pues es posible definir
arbitrariamente la tercera componente del 2-intervalo sucesor. Esto es coherente con la el
caracter local de las reglas de Fux.
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conmuta, donde

T z(l—v)+ter.u

DA =€ ow

es la polaridad estandar de (X[e1]/Y[e1]), ¥
3. la cardinalidad de gX]Je1, €2.2] N X[e1] es médxima entre las simetrias con
las dos propiedades anteriores.

La razon del segundo requerimiento es que si se cumple entonces
PA(9X[er, e2]) = g(p* Xer, €2]) = gY[en, 2],

por lo que p% es una “polaridad” de gX|e, €2].

5.3. Algoritmo para el calculo de simetrias

Como en el caso de la primera especie, si para una simetria de la forma

g=ert2g s 0 0
Swp S Swa

definimos

silw1t1+52.t1

g(tl) — goe€1.
entonces se tiene la relacién

-1
etl og= g(_tl) oe’ t1-|-€2-t17

y por lo tanto el andlogo del Teorema 2.19 es valido. Siendo asi, nos podemos
concentrar en las simetrias de contrapunto con ¢t; = 0 y trabajar con los interva-
los de la forma & = €;.y+€2.2. Si (5.1) ha de conmutar, es necesario y suficiente
que

to + su(l + wa) = u + via. (5.2)
Para que €.y ¢ gX|ey, €2.2] debemos tener
y = sp(l) + ta + swaz
para algun ¢ € X. Consecuentemente, para algin ¢ € X se tiene que
to =y — s(p(f) + wez). (5.3)
Escolio 5.1. Haciendo we = 0 en (5.2) y (5.3), se reducen a las condiciones de
la primera especie. Por lo tanto, tomando s = v y £ = y se satisfacen ambas

y concluimos que existe al menos una simetria de contrapunto de la segunda
especie.
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Sélo falta trabajar con el siguiente conjunto

gX|€e1,€2.2] = U g(x+e1. X +e9.2)
r €Ly,

= U (s + €1.(swiz + swaz + to + sX))
TE€L2k

= U (r+er.(wir + sX + wasz + 1))
r€Zlok

= U (7” + 61.6w1T+wzsz+t2 o SX)
€Lk

para calcular la siguiente cardinalidad

lgX[e1, €2.2] N Xer, e2.2]| = Z lewrrtwasztta o s X N X|.

rEZloy

Cuando se satisface (5.3), esto se reduce a

|gXe1, €2.2] N Xe, e2.2]| = Z lewirty=sp0) 5 s X N X]|. (5.4)

rElak

A partir de aqui s6lo se necesita adaptar mutatis mutandis el algoritmo de
Hichert para buscar las simetrias que maximicen la interseccién.

Vale resaltar que (5.2) y (5.3) son perturbaciones de las condiciones para en-
contrar las simetrias de contrapunto para el caso de la primera especie. Ademds,
en vista de (5.4), se satisface nuevamente (2.2); esto nos permite obtener el si-
guiente teorema.

Teorema 5.2. Dada una dicotomia marcada fuerte (X/Y) en PiModay, el 2-
intervalo & € X ey, €2) tiene al menos k? y a lo mds 2k —k sucesores admisibles.

Algoritmo 5.3. Nuevamente x(x,y) es una funcién que devuelve la cardinali-
dad del conjunto e” o yX N X.

Entrada: Una dicotomia fuerte A = (X/Y") y su polaridad e* o v.
Salida: El conjunto de simetrias de contrapunto X, . € H para cada €.y +e€.2 €
X[El, 62].
1: para todo y,z € X hacer
2 M+ 0,35, 0.
3: para todo s € GL(Zyy) hacer
4 para todo ¢ € X hacer
5: para todo wy,ws € Zs, hacer
6 to <y — s((vl + u) + wy2).
7 si to + su(l + wa) = u + vt entonces
8 si w1 = 0 entonces
9 S <« 2kx(t2,s).
10: si no si w; € GL(Zy;) entonces
11: S+ k2
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12: si no
13: p + ged(wy, 2k)
2k _q .
14: S pd o xUp+ta+waz,s).
15: si S > M entonces
16: Ty, {662't2 ) ( s 0 0 )}
’ Swy S Swa
17: S« M.
18: si no si S = M entonces

19: Yy By, U {e”z o < s 00 >}
SWwy; S Swsa

20: devolver 3, ..

Ejemplo 5.4. El primero ejemplo (valido) de contrapunto de la segunda especie
en el Gradus ad Parnassum [Man65] es

1 =24€6.T+6.0, 5 =5+¢€1.4+¢63.6, 3 =4+ €1.8 4 €3.3,
4=24+6.74+6.0,E=T4+ec.44+¢6.5,=5+¢€1.9+ €4,
E=94€6.34+€65,&=7T4+6.94+¢e4, & =5+¢.9+¢.4,

Slo=4+€6.7T+€.9 &1 =2+¢6.0

Algunas simetrias de contrapunto para los sucesores son

(T 00 _ s (100 _ s, (T 00
1=\ 7 0)927 6 1 0)'B~ 07 0

s (500
94 = 91,95 = 92,96 = 8 5 0)°

g7 = 96,98 = 96,99 = 96,910 = J1-



Conclusiones y trabajo
futuro

Este trabajo aporta lo siguiente:

1.

Hay una teoria mazzoliana de contrapunto para escalas equitemperadas
de cardinalidad arbitraria, a menos que ésta sea 4.

. Hay una sucesién infinita equivariante de embebimientos candnicos de

teorfas de contrapunto microtonal, lo que permite formular una teoria
de contrapunto infinita, cuya polaridad es continua al extenderse a toda
la octava.

Es posible extender el contrapunto de la primera especie a la segunda
perturbando las simetrias de contrapunto, sacrificando su biyectividad.

Queda pendiente:

1.
2.

Hallar una cota inferior para el niimero de dicotomias fuertes en PiM odsy,.

Describir de manera mas completa las torres de contrapunto cuya polari-
dad limite pueda extenderse continuamente.

Realizar para el contrapunto de la segunda especie el andlisis que hicieran
Muzzulini y Mazzola del estilo estricto reducido para el contrapunto de la
primera especie.

. Extender el modelo para abarcar las disonancias de suspension.

41



Apéndice A

Cédigo fuente

A.1. Algoritmo de Hichert generalizado

Este cédigo corresponde al algoritmo de Hichert generalizado para PiM odg
y la dicotomfia fuerte {0,2,3}. Para otros valores de 2k hay que modificar NI
(la cardinalidad de GL(Zay), CPM (el valor de 2k), CPM2 (el valor de k), y los
contenidos de u, s y la polaridad adecuadamente.

#include <iostream>
#include <vector>
#define NI 2
#define CPM 6
#define CPM2 3

using namespace std;

int u[NI] = {1,5}, s[CPM2] = {0,2,3};
int w=5, r = 1;
bool chi[CPM] = {0};

int card(int p,int q)
{

// Calculo de la cardinalidad de la interseccion
// de g. X y X

int cont = 0;

for(int i=0; i<CPM2; i++)

if (chi[(q*s[1i]+p)%CPM])

cont++;
return cont;

}

int main()

42
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for(int g = 0; g<CPM2; g++)
chil[s[g]l] = true;
vector < vector <int> > sim;
vector < int > aux;
for(int o0=0; o<CPM2; o++)
// k: el intervalo consonante en cuestion
{
sim.clear();
int max = O;
for(int 1=0; 1<NI; 1++)
// u: la parte invertible "real" de la parte lineal de g
{
for(int m=0; m<CPM2; m++)
// s: barrido de las consonancias para el parametro t
{
for(int v=0; v<CPM; v++)
// v: la parte "imaginaria" de la parte lineal de g
{
int t = (slo]-ull]*(wxs[m]+r))%CPM; // t = k - up(s)
t = (t+CPM)%CPM;

if (CGoxt+r) %CPM) == ((u[1]*r+t)%CPM))
// Verificar si g es polaridad de (g.X/g.Y)
{
int suma = 0;
// Calculo de la cardinalidad de la interseccion
bool esinv = false;
for(int h=0; h<NI; h++)

if (v==ulh])
esinv = true;
if (v==0)

suma = CPMxcard(t,u[l]);
else if(esinv)
suma = CPM2*xCPM2;

else

{
int vv;
if (v>CPM2)
vv = CPM-v;
else
vV = V;

for(int j=0;3j<(CPM/vv); j++)
suma += vv*card(((j*vv+t)%CPM+CPM)%CPM,ul1]) ;
}
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// Actualizacion de la lista de simetrias de contrapunto

if (suma > max)

{
aux.clear();
aux.push_back(t); aux.push_back(u[l]);
aux.push_back (u[1] *vJ,CPM) ;
sim.clear();
sim.push_back(aux) ;
max = suma;

}

else if (suma == max)

{
aux.clear();
aux.push_back(t); aux.push_back(u[l]);
aux .push_back (u[1] *v}CPM) ;
sim.push_back(aux) ;

cout << "Intervalo: "<< s[o] << endl;
cout << "Numero de sucesores admisibles: "<< max << endl;
for(int x=0; x<sim.size(); x++)
{
cout << "e~(0," << sim[x][0] << ").(";
cout << sim[x][1] << "," << sim[x][2] << ")\n";
}
}
return O;

}
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A.2. Calculo de dicotomias fuertes

#include<iostream>
#include<vector>
#include<cmath>
#include<set>

using namespace std;

int

{

int

mcd(int u, int v)

while ((u>0)&&(v>0))
{
if (u>v)
u = ukhv;
else
v = vhu;
}

return ((u==0)7v:u);

main()

vector <bool> marca;
vector <int> inv,idem,dicot,mitad,transf;
set < vector <int> > lista;
idem.clear(); inv.clear();
int k,tau,sigma,u0,pot,aux,cont;
bool fuerte,esta,c;
cont = 0;
cin >> k;
for(int i=1; i<2x%k; i+=2)
{
if ((A*i)%(2xk)==1)

{ idem.push_back(i); inv.push_back(i); 2}

else if(mcd(i,2xk)==1)
{ inv.push_back(i); }

pot = 1;
for(int j=0; j<k; j++) pot = pot << 1;
cout << pot << endl;
for(int i=0; i<idem.size(); i++)
{
lista.clear();
sigma = mcd(idem[i]-1,2%k);
tau = mcd(idem[i]+1,2*k);
u0 = 2xk/tau;

//Comprobacion de involutividad sin puntos fijos
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if (u0<sigma)
{
marca.clear();
mitad.clear();
for(int j=0; j<2xk;j++)
marca.push_back(false);

for(int j=0; j<2xk;j++)
{
// Separacion de PiMod2k en dos mitades
// complementarias segun e"u0.idem[i]

if ('marcaljl)
{ mitad.push_back(j); marcal[jl=true;
marcal(idem[i]*j+u0)’%(2*k)] = true; }
}

for(int j=0; j<((pot>>1)+1); j++)
{
aux = j;
dicot.clear(); transf.clear();

// Construccion de una dicotomia
// autocomplementaria de e"u0.idem[i]

for(int 1 = 0; 1 < k; 1++)

{
if ((aux%2)==0)
dicot.push_back(mitad[1]);
else
dicot.push_back((mitad[1]*idem[i]+u0)%(2*k)) ;
transf.push_back(0);
aux = aux >> 1;

}

fuerte = true;

esta = false;

sort(dicot.begin() ,dicot.end());

// Verificar que sea fuerte o que no este ya
// entre la lista de las fuertes.

for(int s=0;(s<inv.size())&&'esta&&fuerte;s++)
{
for(int t=0; (t<2*k)&&'esta&&fuerte; t++)
if((inv([s]!=1) || (t!=0))
{
for(int m=0; (m<k)&&!'!esta&&fuerte;m++)
transf[m] = (inv[s]*dicot[m]+t)%(2%*k);
sort (transf.begin(),transf.end());
esta = (lista.find(transf)!=lista.end());
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if (transf==dicot)
fuerte = false;
}
if (fuerte&&'esta)
lista.insert(dicot);

}

if (lista.size()>0)
cout << "polaridad: e™" << u0 << "." << idem[i] << endl;
cont += lista.size();
set< vector <int> >::const_iterator pos;
for(pos=lista.begin(); pos != lista.end(); ++pos)
{
for(int v=0; v<(*pos).size(); v++)
cout << (*pos)[v] << " ";
cout << endl;

}

}
cout << cont << endl;
return O;
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A.3. Simetrias de contrapunto para la segunda
especie

El siguiente cédigo calcula las simetrias de contrapunto de la segunda especie
para la dicotomia clasica de contrapunto.

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int u[4] = {1,5,7,11}, 3[6] = {033,4:7>839};
int w =5, r = 2;
bool chi[12] = {0};

int card(int p,int q)
{

// Calculo de la cardinalidad de la interseccion
// de g. X y X

int cont = O;

for(int i=0; i<6; i++)

if (chil[(g*s[i]l+p)%12])

cont++;
return cont;

}

int main()
{
for(int g = 0; g<6; gt++)
chil[s[g]l] = true;
vector < vector <int> > sim;
vector < int > aux;
for(int p=0;p<12;p++){
for(int o0=0; 0<6; o++)
// slo]l: el intervalo consonante en cuestion
{
sim.clear();
int max = O;
for(int v2=0;v2<12;v2++){
for(int 1=0; 1<4; 1++)
// ull]: la parte invertible "real" de la parte lineal de g
{
for(int m=0; m<6; m++)
// s[m]: barrido de las consonancias para el parametro t
{

for(int v=0; v<12; v++)
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// v,v2: partes "imaginarias" de la parte lineal de g
{
int t = (slo]-ul[1]*(wks[m]+r+v2+p))%12; // t = k - up(s)
t = (t+12)%12;

if ((Quxt+r)%12)==((u[1] *r* (1+v2)+t)%12))
// Verificar si g es polaridad de (g.X/g.Y)
{
int suma = O;
// Calculo de la cardinalidad de la interseccion

if (v==0)
suma = 12%card(t,ull]);
else if(v==1 || v==5 || v==7 || v == 11 )
suma = 36;
else
{

int vv;

if (v>6)

vv = 12-v;

else

vV = Vv,

for(int j=0;3j<(12/vv); j++)
suma += vvxcard(((j*vv+t)%12+12)%12,ul1]);
}

// Actualizacion de la lista de simetrias de contrapunto

if (suma > max)

{
aux.clear();
aux.push_back(t); aux.push_back(ul[l]);
aux.push_back(u[1]*v%12) ;
aux.push_back(u[1]*v2/12);
sim.clear();
sim.push_back(aux) ;
max = suma;

}

else if(suma == max)

{
aux.clear();
aux.push_back(t); aux.push_back(ul[l]);
aux.push_back(u[1]*v}12);
aux.push_back(u[1]*v212);
sim.push_back(aux) ;
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}
1}
cout << "Intervalo: "<< s[o] << " " << p << endl;
cout << "Numero de sucesores admisibles: "<< max << endl;
for(int x=0; x<sim.size(); x++)

{
cout << "e" [0 " << sim[x][0] << "].[";
cout << sim[x][1] << " 0 0; " << sim[x][2];
cout << " " << sim[x][1] << " " << sim([x][3]<< "]\n";
}
i3
return O;

}
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