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Introduccion

Actualmente, el mercado financiero ha cobrado una gran importancia alrede-
dor del mundo al permitir interactuar a diferentes entes a través de unadiversi-
dad de instrumentos. Por medio de estos instrumentos, los agentes participantes
tienen la capacidad de vender o comprar activos bajo condiciones previamente
pactadas, entre los cuales se encuentran aquellos que representan “deuda”.

La deuda, entendida como la obligacién que tiene un ente de reintegrar un
bien monetario a otro, es importante en el medio financiero debido a que, es a
partir de ésta, que una empresa o gobierno es capaz de capitalizarse y serd objeto
de estudio en el presente trabajo a través del andlisis del instrumento financiero
denominado “bono”.

Un bono representa una promesa de pago (valor nominal) por parte del emisor
al término del contrato (plazo), sin embargo como toda promesa, ésta puede
cumplirse o no; cuando ésta se cumple con certeza, su unica fuente de incerti-
dumbre la constituye la tasa de interés.

Debido a la relacién intrinseca entre el bono y la tasa de interés, cambios en esta
ultima tiene repercusiones en el precio del primero; por lo que si al inversionista
no le interesa conservar el bono hasta el final del plazo, cambios en la tasa de
interés pueden tener como consecuencia, desde la obtencién de un rendimiento
no deseado, hasta inclusive pérdidas, y es ahi donde la capacidad de inmuniza-
cién es un tema importante para el inversionista.

El objetivo principal del presente trabajo serd el de abordar conceptos y méto-
dos que permitan valuar e inmunizar un portafolio de bonos con certidumbre
de pago; estos se desarrollan en tres capitulos bajo dos perspectivas diferentes.

En el primer capitulo se introducen los conceptos de bono y de tasa de in-
terés, mismos que seran fundamentales en el presente trabajo debido a la relacion
existente entre éstos. Se desarrollardn algunos conceptos que permitan medir de
manera aproximada el cambio proporcional en el precio del bono cuando existen
variaciones en la tasa de interés. Posteriormente, se presentan un par de méto-
dos para aproximar la “curva de tasa de interés”, cuya aplicacion final serd la de
crear un portafolio de bonos que sea inmune por un tiempo determinado ante
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VITT INTRODUCCION

algtin cambio en la tasa de interés.

En el segundo capitulo se expone a la tasa de interés como un ente aleatorio,
para lo cual, se desarrolla una breve introduccién al célculo estocéastico necesa-
rio para definir la integral estocéstica. Este concepto es la base bajo la cual se
basara el modelo de mercado continuo que le daréd sustento a los modelos de
tasas de interés estocédsticas méas comunes.

En el tercer capitulo se presenta de manera intuitiva el comportamiento de
modelos de tasas estocésticas y se hace una ligera revisién a los modelos Vasicek,
Ho-Lee y CIR, concluyendo el capitulo con una aproximacién via Hull-White a
modelos discretos, a fin de crear una estrategia de inversién que inmunice a un
portafolio de bonos de posibles cambios en la tasa de interés.



Capitulo 1

Bonos e inmunizacion no
aleatoria

El material del presente capitulo puede ser consultado principalmente en
de La Grandville [3], Brigo-Mercurio [2], Luenberger [8], Nelson-Siegel [10],
Mirquez et al. [9].
En este capitulo se definiran los conceptos bésicos necesarios para los fines del
presente trabajo. Se definiran conceptos como: bono, duracién, convexidad, es-
tructura de tasas. Posteriormente se presentard una forma de inmunizar un
portafolio de bonossto haciendo uso de algunos de estos conceptos.

1.1. Preliminares

De entre los grandes problemas e intereses que existen en finanzas, posible-
mente uno de los mas importantes sea el de asignar precios razonables y consis-
tentes a instrumentos con caracteristicas de pago definidas, ya que la existencia
de incon sistencias en los precios podria conducir a comportamientos de mer-
cado indeseables. La principal quiza sea la existencia de alguna estrategia de
inversién para la cual, con una inversion inicial de cero unidades monetarias,
se puede obtener una posible ganancia sin posibilidad de tener pérdidas, lo que
comunmente recibe el nombre de arbitraje.

Una manera de lograr esta asignacion razonable, es hacer uso de la informacion
disponible para crear algtin modelo del activo subyacente y asi crear una esti-
macién en el precio del instrumento en cuestién.

Otro aspecto de gran interés es, sin duda, la creacién de estrategias que sean
capaces de reducir riesgos financieros asociados directamente a los procesos nor-
males del negocio o de inversiones realizadas; conocidas cominmente bajo el
nombre de cobertura. La inica manera posible de lograrlo, es analizando el com-
portamiento de los factores de riesgo y la relacién que éstos guardan con la
inversién hecha.
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Sin embargo, para cualquiera de los objetivos mencionados, es necesario analizar
y fijar conceptos que sean de utilidad. Uno de ellos (y quizd el méds importante
por establecer equivalencias de dinero a través del tiempo), es el concepto de
tasa de interés. La importancia de este concepto se ve reflejada al crear instru-
mentos donde juega un rol protagénico y donde incluso puede ser el tinico factor
de riesgo. De entre estos instrumentos son los bonos los instrumentos con los
que principalmente guarda una estrecha relacién, ya que el comportamiento del
precio de los bonos es, sin lugar a dudas, reflejo del comportamiento de la tasa
de interés.

1.2. Tasa de interés y otros conceptos

Dentro de las finanzas, el concepto mas béasico y primordial es el de interés,
para el cual existen diversas definiciones que por lo general remiten a la misma
idea de “el valor del dinero en el tiempo”. Esta perspectiva sugiere que la tasa
de interés es una especie de “recompensa’.

Cuando esta recompensa es conocida se habla de una tasa de interés fija. Este
tipo de tasas es muy comun. Si bien no es la mas utilizada, mas bien es la més
conocida, pues de hecho es la empleada por los bancos.

En términos generales, cuando se conoce la tasa de interés de alguna inver-
sion, es decir, cuando se trabaja con una tasa de interés fija, es posible conocer
el valor que tendréd esa inversion en el futuro. Este concepto es cominmente
llamado valor futuro y se calcula utilizando un factor de acumulacion.

La forma que toma el factor de acumulaciéon puede ser variada y depende prin-
cipalmente de la manera en que se “recapitalice” o “reinvierta” una unidad
monetaria y que, por lo mismo, tiene por objetivo el representar la manera en
que dichos “intereses” son acumulados.

Cuando el interés que se genera es proporcional al tiempo y se calcula s6lo sobre
el capital inicial, recibe el nombre de interés simple. Si la tasa empleada para
el calculo de intereses generados se denota como i por periodo y se invierte una
unidad monetaria, entonces el capital total al final del n-ésimo periodo es de

a, =1+ ni.

El que exista algun periodo de “recapitalizacion” significa que el interés generado
por la deuda hasta el momento se tomara como parte del capital principal para
el calculo del interés generado subsecuentemente. De esta idea surge el concepto
de interés compuesto. Si la recapitalizacion se lleva a cabo al final del periodo
v la tasa de interés en el periodo k es ig, al final del primer periodo se tendran
1 + 41 unidades monetarias, mismas que se usan como capital principal para la
generacién de intereses del siguiente periodo. Al final del segundo periodo se
tendrdn (1 +41)(1 + ¢2) unidades monetarias correspondientes de invertir 144,
unidades monetarias, obtenidas al final del primer periodo, a una tasa i y asi en
adelante. En general, si la tasa de interés en el periodo k es ig y se invierte una
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unidad monetaria al momento 0 que se recapitaliza al final de cada periodo k,
entonces el valor de la inversién al final del periodo n sera:

al, = H(l + ).
k=1

Ademas, si se trata de una tasa fija e igual para todos los periodos, el término
anterior se reduce a (1 +1)™.

En ambos casos (interés simple y compuesto), se ha considerado el supuesto de
que la inversion inicial es de una unidad monetaria, por lo que ambos denotan
un factor de acumulacién. Para obtener el capital acumulado de cualquier otra
cantidad, sélo es necesario multiplicar dicho monto por ese factor.

Por otra parte, el concepto de wvalor presente hace referencia al valor actual
que tendria cierta cantidad de dinero que se obtendra en un tiempo futuro. Se
calcula utilizando un factor de descuento que por lo general toma la forma del
inverso del factor de acumulaciéon. Cuando se toma como referencia la tasa sim-
ple i, su tasa de descuento asociada recibe comtinmente el nombre de tasa de
descuento simple y esta descrita por la expresion

d;, =1—1in.

En caso de que se trate de interés compuesto y la tasa por periodo sea de g, el
factor de descuento es

1 - 1
& =—m—=[[Vi , Vi=—u.
" (1 +dn) kl;[l i P 1t

Si la tasa de interés es la misma para todos los periodos, entonces el término
anterior se reduce a V.

Sin embargo, aunque se conozcan el valor presente y el valor futuro de una
inversién, no es posible conocer la tasa de interés de cada periodo k, pues se tra-
taria entonces con una ecuacion de n variables o incégnitas para la cual existiria
mas de una uUnica solucién. Pero si se toma el supuesto de que la tasa de interés
implicada es igual para todos los periodos, es posible conocerla explicitamente,
y recibe el nombre de tasa interna de retorno. Por lo general, ésta es utilizada
como un indice comparativo de inversiones donde existen flujos de dinero, es
decir, donde existen ingresos y egresos. Como es posible observar, este tipo de
conceptos hacen referencia a una equivalencia del dinero entre el presente y el
futuro, donde el concepto unificador es la tasa de interés.

La tasa de interés juega entonces un papel fundamental en el mercado, pues
sirve como punto de comparacion al evaluar diferentes inversiones o flujos de
dinero. Ademas, el mercado asociado a ésta es muy vasto dando paso a la crea-
cién de algunos instrumentos financieros, que son registros que representan una
promesa de pago. Estas promesas de pago tienen un mercado definido y bien
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regulado por lo que se negocian amplia y libremente, y en general cuando esto
ocurre, se les da el calificativo de titulos.

Existen muchos instrumentos y titulos que estan relacionados directamente con
la tasa de interés; de entre todos aquellos, son los titulos de renta fija los que
definen el mercado de dinero, llamado cominmente asi al mercado de deudas de
corto plazo. Estos titulos proveen al propietario una renta definida (fija) durante
un lapso de tiempo, misma que contiene como tnica fuente de incertidumbre
la posible omisién o aplazamiento de pago cuando son llevadas a cabo hasta el
final del plazo.

Quizé el instrumento méas comun de entre los instrumentos de renta fija sean
los depdsitos de ahorro, donde el banco paga una tasa de interés fija bajo la
condiciéon que dicha cuenta se mantenga durante cierto lapso de tiempo.

Por otra parte, existen titulos de renta fija entre cuyos de sus emisores pue-
de encontrarse el gobierno federal y que sus pagos estan avalados por el mismo,
y por tanto son considerados libre de riesgo por omisién en el pago; entre estos
se encuentran distintos tipos de bonos.

1.3. Bonos

En general, un bono es un contrato que representa una obligacién de pago
contraida por el emisor con condiciones acordadas y especificadas en el mismo.
Usualmente, el valor de la obligacion que ha de enfrentar el emisor del bono
es denominado wvalor nominal, y representa la cantidad que el emisor estd dis-
puesto a pagar al término del contrato, que se conoce como fecha de madurez
o plazo. Sin embargo, en algunas ocasiones los bonos hacen pagos periédicos
denominados cupones, cuyo pago es descrito en términos de cierto porcentaje
del valor nominal del bono, llamado tasa cupon. La periodicidad de pago de
estos puede estar establecida en fracciones de ano; es decir, puede ser trimes-
tral, cuatrimestral, semestral, etc. Cuando los bonos carecen de cupones, son
comunmente llamados bonos cupon cero.

Definicion 1.3.1. Un bono cupon cero de plazo T es un contrato que le
garantiza a su propietario el pago de una unidad monetaria en el tiempo 7', sin
pagos intermedios. El precio de este bono al tiempo ¢ < T' se denotard como
B(t,T).

Los bonos cupén cero seran de gran interés en el presente trabajo pues, co-
mo se muestra a continuacién, los bonos cuponados pueden ser expresados en
términos de éstos.
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En adelante se hard el supuesto que el valor nominal es de una unidad mo-
netaria, lo cual no altera en nada los cédlculos realizados en el presente trabajo,
pues el precio de cualquier bono con otro valor nominal puede ser calculado
facilmente al multiplicar ese valor nominal por el precio del bono que tiene co-
mo valor nominal una unidad monetaria.

Cuando se retiene un bono hasta el final del plazo es posible considerarlo como
una inversion y calcular su tasa interna de retorno, misma que recibe el nombre
de rendimiento al vencimiento cuando se trata especificamente de bonos, por
lo que en el presente trabajo se hard referencia al rendimiento y no a la tasa
interna de retorno.

Sin embargo, como es posible observar en la definicién de bono, no se ha men-
cionado que el dueno de éste tenga que retenerlo hasta el final del plazo, asi que
el propietario puede venderlo cuando le resulte conveniente o necesario. Es por
esta razon que los bonos tienen otro factor de riesgo ademas de la posible omi-
sion de pago: la tasa de interés.

Los bonos se comercializan cominmente en nuestro pais bajo diferentes nom-
bres: BREM, BONDES D, CETES, BONDES 182, UDIBONOS, BPA, BPAT,
BPA182. Estos son utilizados para diferentes propdésitos, como financiar o refi-
nanciar deuda, aumentar y regular la liquidez del mercado nacional de dinero.
Sin embargo, la regulacién de los mismos escapa de los objetivos del presente
trabajo, aunque es digno mencionar que el emisor de los bonos antes menciona-
dos es el gobierno federal y que en su mercado primario, llamado asi al mercado
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en el cual se comercializan recién emitidos, son vendidos a través de subastas a
organizaciones especialmente seleccionadas.

1.3.1. Propiedades de los bonos

Antes de proponer formas de comparar la eficacia de los bonos para diferen-
tes propositos, es conveniente analizar sus propiedades internas. Recuérdese que
los bonos se caracterizan principalmente por la tasa de interés, los cupones, y
el plazo; la intencién es tener un panorama claro de lo que le ocurre al precio
del bono al variar estos parametros.

Para fijar la idea anterior, dendtese por i el rendimiento actual, sea By el precio
del bono actualmente, por ¢ se denotara la tasa cupén, ademas se supondra que
faltan n periodos por transcurrir y cupones por pagar.

Ahora bien, con estas caracteristicas, segun (1.2) el valor del bono estard dado
por:
~ c 1
B =
=2 T+ a+ir

t=1

. Qué le ocurre al precio del bono al variar el rendimiento?. Se pueden observar
dos consecuencias dependiendo si aumenta o disminuye: si aumenta el rendi-
miento, cada denominador crecera tras lo cual el precio del bono disminuira, y
sucedera de manera contraria si el rendimiento disminuye. Pero atin més impor-
tante, es posible observar de la relacién (1.2) que el precio del bono no comparte
una relacion lineal con el rendimiento, es decir, si cambia el rendimiento, el pre-
cio del bono no cambiara de manera proporcional.

De la misma férmula se puede deducir el comportamiento del precio del bono
con respecto al valor de los cupones pues se puede observar que si el bono carece
de ellos, el valor del bono es menor a su valor nominal. En cambio, si existen
cupones el precio del bono ird aumentando conforme el valor de los cupones sea
mayor, por lo que es logico pensar que existe un valor para el cual el precio del
bono serd equivalente a su valor nominal.

Si el valor nominal del bono y su precio son idénticos, se puede pensar al bono
como una deuda en la cual los intereses generados por dicho préstamo se pagan
precisamente en la fecha de pago de los cupones, y que cada cupén represen-
ta en realidad el pago de dichos intereses. Es decir, el valor nominal del bono
serd idéntico al precio de éste si la tasa cupon es igual al rendimiento.

Por ultimo, ;de qué manera afecta el incremento o decremento en el plazo del
bono?. Si el bono es cupén cero, es inmediato observar que mientras mas tiem-
po falte para que expire el contrato, menor serd el precio del bono y viceversa.
También es claro que si el pago de cupones es equivalente al pago de intereses,
entonces no importard qué tanto aumente o disminuya el plazo, el precio del
bono seguird igual. Sin embargo, en general no se puede concluir algtin resul-
tado, pues en caso en que aumente el plazo un periodo, se postergaria el pago
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del valor nominal y como consecuencia se disminuiria su valor presente, aunque
por otro lado se tendria el pago de un cupén extra. Si se disminuye el plazo se
tendria la misma situacién aunque a la inversa. De esto se puede deducir que el
comportamiento entonces dependeria del valor del cupén y de la tasa de interés.
Siguiendo la idea del pago de cupones como el pago de alguna proporcién de
intereses generados, se puede decir en general que, si la tasa cupén es mayor
que la tasa de interés y aumenta el plazo significaria que la deuda contraida
por el emisor se incrementaria y, por lo tanto, el precio del bono aumentara si
aumenta su plazo.

Es justo y congruente pensar que si ha transcurrido tiempo desde la tultima
fecha de pago de cupédn, el propietario del bono tenga derecho a recibir los in-
tereses devengados del siguiente si quiere vender el bono. Por tratarse de un
momento intermedio entre las fechas de capitalizacién, dichos intereses son cal-
culados generalmente con una tasa de interés simple. Es decir, que la cantidad
percibida de interés es proporcional al tiempo que ha transcurrido desde el 1lti-
mo tiempo de pago de cupén a la fecha. Es precisamente por esta razén que
todo el ejercicio anterior se ha realizado de una manera imprecisa, pues no se
han considerado los intereses devengados, aunque esto no afecte en lo minimo
los resultados obtenidos.

Un beneficio adicional del ejercicio anterior, es que permite detectar el tnico
posible factor de riesgo existente en los bonos cuando se tratan de bonos prote-
gidos por el gobierno federal, el cual se trata precisamente de la tasa de interés.
Ademsds, esta se torna mucho més importante a medida que el plazo del bono
sea mas largo precisamente por su relacién no lineal con el precio del bono.

Si no existe la posibilidad de incumplimiento de contrato en el bono, la tasa de
interés es el tunico factor de riesgo debido a que, al ser el bono un instrumento
de renta fija, se ha especificado la duracién del contrato y el esquema de pagos
que ha de recibir el propietario del bono. Pero jqué hay de la tasa de interés?;
La respuesta es sencilla: en este caso, la tasa de interés actiia como un puente
que hace equivalente el precio del bono con el esquema de pagos que recibira el
propietario del mismo. Esto significa que si cambia la tasa de interés en el mer-
cado el precio del bono cambiard, reflejando asi el hecho de que el bono sélo
tiene como fuente de incertidumbre a la tasa de interés.

Una manera muy tentadora para llevar a cabo una comparacién de rendimiento
entre bonos es a través del rendimiento. Recuérdese que el concepto de rendi-
miento es la tasa de interés que hace equivalentes el valor presente del flujo de
dinero del bono al precio del bono. Este concepto se puede interpretar como la
tasa de interés en una inversion llevada a cabo hasta el final del plazo, lo que su-
giere que al propietario del bono le interesa retener a este hasta su vencimiento.
Es precisamente esta la desventaja, pues no necesariamente debe ocurrir esto y
la tasa de interés puede cambiar en el tiempo, es por ello que es necesario contar
con otro tipo de conceptos que tomen en cuenta este aspecto.
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1.3.2. Tasa horizonte

Supdngase que al propietario del bono le interesa retener el mismo por un
lapso de tiempo H, al cual se le nombraré horizonte. Ademés supéngase que todo
lo que obtenga de rendimientos por concepto de cupones del bono es reinvertido
a la tasa de interés vigente en el mercado de dinero. Esto es equivalente a pensar
que el valor total del bono (By) es reinvertido durante un plazo H a una tasa
de retorno rg y cuyo valor futuro sera de Fpy.

De lo anterior se obtiene que el valor futuro de la inversion al tiempo H sera

Bo(1+rg) = Fg. (1.3)

La tasa de interés rpg, recibe el nombre de tasa horizonte. Por tratarse de una
tasa de retorno, no necesariamente es la tasa de interés del momento, pues puede
haber variaciones en la tasa debidas a movimientos internos del mercado.

A esta tasa se le debe pensar como una especie de “tasa promedio” durante el
tiempo H bajo el cual es invertido, por lo que, al desconocer los cambios en
la tasa de interés, tanto g como Fp son desconocidos. Esto deja cabida a un
sin fin de posibilidades, pues puede ocurrir que la tasa de interés no cambie
una, sino varias veces durante el horizonte. Pero considérese el caso mas simple,
,qué sucederia si al comprar un bono, la tasa de interés cambia inmediatamente
después y ésta se mantiene durante el horizonte H? Esto es de importancia para
el inversionista, pues se ha hecho anteriormente el supuesto que a él no le interesa
retener su inversién por més tiempo que el horizonte, y movimientos muy bruscos
en la tasa de interés podrian conllevar inclusive a pérdidas. Pues bien, si cambia
la tasa de interés al siguiente dia a i*, el precio del bono cambiard de By a B;~,
y si la nueva tasa se mantiene durante todo el horizonte, entonces se obtiene
que el valor de Fy sera:

Fy = By (1+i%)H

Notese que esto no significa que ry sea igual a ¢*, pues al ser ry una tasa
promedio debe de considerar el incremento o decremento del precio del bono.
Pero igualando ambas férmulas se obtiene que

de donde resulta que

B\ 7
- 1+i%)—1
rH (B0> (1+4")

Como se mencioné anteriormente, se puede apreciar claramente que la tasa rg
toma en cuenta el cambio en el precio del bono como la proporcién existente
entre ambos. El exponente surge del hecho de que la pérdida o ganancia en el
cambio del precio del bono es “distribuida” durante todo el horizonte. Esto se
ve multiplicado por el nuevo factor de acumulacién y se le resta una unidad
para obtener sélo la tasa, pues de otra forma se obtendria una funcién de acu-
mulacion.

Notese que al conocer el precio inicial del bono y la tasa de interés ¢*, rg es
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una funcién que tiene como unica variable el horizonte. De hecho, es claramente
visible que si la tasa de interés original iy baja, entonces aumenta el precio del
bono, con lo que la proporcién existente entre el nuevo precio del bono y el
precio anterior del mismo es mayor a uno. Esto significa que la tasa de interés
ri decrece cuando el horizonte crece y viceversa.

La importancia de este hecho radica en que existe un horizonte en especifico
para el cual, no importando si la tasa de interés incrementa o disminuye, la tasa
de interés ry serd muy aproximada a la tasa de interés original ig. Mas aun, el
horizonte en ambos casos es el mismo y recibe el nombre de duracion.

La existencia de la duracién no es sélo sorprendente, sino también muy im-
portante, pues intuitivamente resulta una herramienta muy 1til para buscar
formas de proteger un portafolio de bonos de movimientos inesperados en la
tasa de interés. Es decir, de inmunizar un portafolio de bonos.

1.3.3. Duracion

La definicién propia de duracién es simple: es el promedio ponderado de los
tiempos de pago del bono. Los ponderadores utilizados para su calculo estan
constituidos por la proporcién existente entre el valor presente de los flujos de
pago del bono y su precio. Es decir, es una especie de tiempo esperado de pago
una vez dada la tasa de interés que se utilizard para su célculo. Pero, ;qué tasa
se debe utilizar para calcular la duracién?, Esta es una pregunta obligada, pues
indudablemente el valor que tome la duracién depende explicitamente de la ta-
sa de interés utilizada en el calculo de los valores presentes. La tasa utilizada
comuinmente es la tasa interna de retorno y, cuando esto sucede, a la duracion
se le conoce como Duracion de Maculay. En adelante, se utilizara el término
“duracién” para referirse a la Duracién de Maculay.

El calculo explicito de la duracién es:

% % N(c+1) T tctVt
D=1- 2- e+ T 1.4
T T R s ; (14)

donde se ha denotado por ¢; el valor del pago recibido al tiempo t y por V! la
funcién de descuento del periodo t, es decir, V! = o + B donde 7 es el rendi-
miento del bono.

Cuando se utiliza el rendimiento para calcularla, la duracién se interpreta in-
tuitivamente como el tiempo esperado en el que el rendimiento del bono se
aproxima al rendimiento original. Esta interpretacion y la relaciéon directa que
la duracién guarda con el precio del bono y con el rendimiento, sugieren que
se puede utilizar para medir, aunque de forma no muy precisa, el riesgo del
bono con respecto a los cambios en el rendimiento. Para ello, resulta conve-
niente reescribir la ecuacién (1.4) en términos del incremento del bono debido
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a incrementos en el rendimiento de la siguiente forma:

T

tCtVt . —tCtVt+1 1+ dB
D= ] __L+idb
; B (1+7) ; B B di

Esta ultima expresion es muy importante, pues permite observar que la dura-
ciéon depende directamente del cambio en el precio del bono con respecto al
rendimiento, del mismo rendimiento y del precio mismo del bono. Al reescribir
esta expresion, se obtiene la relacién

dB D

i 1.5
B T+i " (1.5)

es decir, el incremento en el precio del bono se reexpresa ahora en términos de
la duracién y el incremento del rendimiento. Ademaés, usando el hecho de que

% ~ % en la relacién anterior, a saber
AB dB D di
—r— = ————i,
B B 1+

se tiene una aproximacién porcentual del cambio del precio del bono con respec-
to al cambio en el rendimiento y la duracién. Sin embargo, ésta aproximacién
no es del todo precisa como se mostrard posteriormente, pues se trata de una
aproximacion lineal con respecto al incremento en el rendimiento.

A manera de ejemplo, considérese un bono con las siguientes caracteristicas:
tasa cupén del 3%, rendimiento del 3% (ip = 3%) y un plazo de 6 periodos
(anos). Con estos datos, el bono tiene una duracién de 5.5797 anos. El célculo
de la duracion de forma detallada se encuentra en la tabla 1.1 .

Periodo ¢ % V't te, VY %
(i=3%)
1 3 0.9709 2.9126 2.9126 0.029126
2 3 0.9426 2.8278 5.6556 0.0565556
3 3 0.9151 2.7454 8.2363 0.082363
4 3 0.8885 2.6655 10.6618 0.106618
5 3 0.8626 2.5878 12.9391 0.129391
6 103 0.8375 86.2609 517.5653 5.175653
Total 118 100 = Bono 5.5797 = duracién

Cuadro 1.1: Ejemplo de calculo de duracién.

Supéngase que el rendimiento se incrementa en 1% (i3 = 4%) al dia siguiente
de la compra; entonces, se tiene que una aproximacion lineal es

AB dB D . 55797

1% = —5.4172%.

B ° B 1+i "~ 103
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Es decir, el valor del bono disminuiria aproximadamente un 5.4172 % con respec-
to a su valor original, y en en caso de que el rendimiento bajara a 2 % aumentaria
aproximadamente este mismo porcentaje segin esta aproximacion.

Esto ofrece una forma rapida de obtener una aproximaciéon del cambio ins-
tantaneo en el precio del bono, aunque, ;qué tan buena es esta aproximacién?.
Para responder esta pregunta, a continuacién se muestra el calculo de la pro-
porcién del cambio real:

AB _ B(ia) = Blio) _ B(4%) —BB%) _ 947579100 _ ., 0100

B Blip) B(3%) 100

Como puede observarse, la aproximacion lineal no es tan mala. Sin embargo,
debe considerarse que, al ser una aproximacién lineal, ésta empeora conforme el
cambio en el rendimiento ¢; se aleja del rendimiento original i debido a la rela-
cién no lineal entre este y el precio del bono. Ademas, la proporcién de cambio
no es la misma si el rendimiento disminuye en vez de aumentar. Si aumenta, la
proporcién de cambio en el precio seria de W:&G %. Esto se debe a

otra propiedad del bono que se analizard posteriormente en la siguiente subsec-
cién.

Por un lado, se ha hecho una breve andlisis sobre el cambio del precio del
bono haciendo uso de la duracién. Por otro lado, también es importante ana-
lizar el comportamiento de la duracién segiin se producen variaciones en las
caracteristicas del bono.

De la definiciéon de duracién y su intrinseca relacion con el precio del bono, se
puede deducir de inmediato que la duracién depende del rendimiento, cupones
y plazo. Sin embargo, para conocer su comportamiento a partir de la variacién
de estos parametros, se debe tomar en cuenta que -en principio- la duracién
siempre es una funcién cuya cota inferior es cero y con una cota superior igual
al plazo, es decir 0 < D < T'. Esto no es sorprendente pues cada término Cfg i
es menor o igual a uno y la suma de todos estos términos es uno, debido a que
la suma de ¢;V? es el precio del bono. Por lo que, el caso extremo se presenta
cuando existe un tinico pago, es decir, cuando se trata de un bono cupén cero.
Ademas, puesto que el factor de descuento es decreciente con respecto al tiempo,
Ctg " 1o serd también, excepto quizd para el ultimo término, debido
a que cp contiene el pago del cupén y el valor nominal del bono. Asi que es
de suponer que ciertos pagos recibidos serdn mas tomados en cuenta que otros
por la duracién. Esta es precisamente la razén de que en algunas ocasiones se
haga referencia a la analogia de la duracién como centro de equilibrio de una
balanza, pues proporciona una buena explicacién intuitiva del comportamiento
de la duracién cuando varia alguno de sus componentes.

la funcién

Ma3és concretamente, supéngase que la tasa cupdén varia mientras que la tasa
de interés y el plazo quedan fijos. Si el pago por cupones aumenta, se intuye
que, al tener mas peso los primeros pagos, la balanza se moveria hacia la iz-
quierda, teniendo como consecuencia que para mantener el equilibrio, el centro
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() | Simbolos usados
A Duracién
Valor Presente
del pago
| Informacién
() )
Interés Tasa cupén  Plazo Duracién
30% 1% = 11 anos 8.36 A
30% 5% ®@m 11 afos 5.59 A
30 % 10%= 11 anos 4.78 A
(b)
Interés Tasa cupén  Plazo Duracién
20 %m 5% 11 afios 6.86 A
30 %= 5% 11 afios 5.59 A
40 %= 5% 11 afios 4.53 A
- J

Figura 1.1: (a) Duracién frente a cambios en la tasa cup6n (b) Duracién frente a
cambios en el rendimiento.

de equilibrio deberfa moverse a la izquierda (es decir, la duracién disminuir{a);
de forma contraria, si el pago de cupones disminuyera, entonces la balanza se
inclinaria a la derecha, por lo que la duracién incrementaria.

Ahora bien, si la tasa de interés es la que varia mientras que las otras dos varia-
bles se mantienen fijas sucede que, si la tasa de interés aumenta, propiciaria que
los pesos de la balanza disminuyeran progresivamente. Es decir, los primeros
términos no se verian tan afectados, provocando de esta manera que la balanza
una vez mas se incline hacia la izquierda. En caso contrario, si la tasa de interés
disminuye, la balanza se inclinara hacia la derecha. Un ejemplo de esto se en-
cuentra en la Figura 1.1.

Por ultimo, ;qué sucede si varia el plazo?, En el caso de los bonos cupén cero
que estan constituidos por un tnico pago, su duraciéon es igual a su plazo, por lo
que si aumenta el plazo lo hara la duracién. Pero, ;en general sucede que la du-
racién aumenta conforme aumenta el plazo?, Para dar respuesta a esa pregunta
retomando la analogia con una balanza, se puede decir que la duracién aumen-
tara siempre y cuando se le agregue peso al lado derecho de la balanza. En este
sentido, al aumentar el plazo del bono se aumenta el nimero de cupones, pero
al mismo tiempo disminuye el peso de la balanza en esos pagos y -sobre todo-



1.3. BONOS 13

de su valor nominal. Por ello, no es posible emitir un juicio a priori, y como es
de esperarse, el comportamiento de la duraciéon con respecto al incremento de
la madurez depende en realidad del rendimiento y de la tasa cupoén.
Considerando nuevamente la idea de la duracién como una balanza, en el caso
en que la tasa de interés es menor que la tasa cupdén (es decir ¢ < ¢), se puede
pensar que el pago de los cupones sobrepasa al pago peridédico de los intereses
generados por la deuda. De esta manera, no importa que el valor presente del
valor nominal se vea mermado por la tasa de interés, pues el aumento de un
cupén resanard dicho peso y con creces. Ello conduce intuitivamente a que se
incrementa el peso del lado derecho de la balanza, implicando un incremento en
la duracién.

En el caso en que la tasa de interés sobrepasa a la tasa cupén, es decir ¢ > ¢, se
puede pensar que hasta cierta madurez la tasa de interés no es capaz de reducir
suficientemente el peso del valor nominal y los pagos de cupones extra, por lo
que al principio la balanza tiende a inclinarse a la derecha. Sin embargo, existe
un punto en el que la balanza se inclinard hacia la izquierda debido a que el
pago que se recibe de cupones no es suficiente para compensar lo que deberia
obtenerse como interés periédico de la deuda, ademas de que el valor nominal se
reduce en valor presente. Hay que destacar que, sin importar el caso que se pre-
sente, seglin de La Grandville [3], cuando el plazo tiende a infinito la duracién
siempre tendera hacia un mismo limite, el cual es:

1 Tli—co)—(1+9)
Pl it T e

Un ejemplo del comportamiento de la duracién se encuentra en la Figura 1.2.

Duracién de un portafolio

Para extender el concepto de duracién a un portafolio supéngase que se
tienen N tipos de bonos, ademés de que Dy, y ny representaran respectivamente
la duracién y el nimero de bonos que se tienen del tipo k; estos bonos no tienen
porqué tener el mismo rendimiento, por lo que ademads se representara como
i(%) el rendimiento del bono de tipo k. Con estas caracteristicas, el valor del
portafolio (que se denotard como P) visto como funcién de los rendimientos
sera:

N
PGEW o i) = anBk(i(k)).
k=1

Para simplificar el problema, considérese el caso en que todos los bonos del
portafolio tienen el mismo rendimiento, en cuyo caso el incremento en el valor
del portafolio por incrementos muy pequenos en este sera

N
ap B,
i ;"’“ di
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Tasa de interés al 8 % .
Tasa cupon

0.4%
1%
5%
10%
15%
20%

I
(en)
|
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(e
|
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Duracion
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Figura 1.2: Ejemplo del comportamiento de la duracién. En la gréfica se muestra la
relaciéon de la duracién con respecto al plazo para bonos con un rendimiento comun
del 8% y con diferente tasa cupdn.

Es decir, que el incremento en el valor del portafolio estard dado por los res-
pectivos incrementos en los valores de los bonos. Considerando este hecho, la
extension del concepto de duracién a un portafolio compuesto por bonos que
tienen el mismo rendimiento es inmediata al utilizar la relacién (1.5). Denotando
como Dp la duracién del portafolio se concluye que es:

Dp=—

. N N
1+7dP nkBk ( 1+ZdBk) nkBk
_ 1.6
T2 D=5 (16)

L By k=1

Es decir, la duraciéon de un portafolio de bonos es una combinacién lineal de
la duracién de los mismos. La aportacién del bono de tipo k£ a la duracién del
portafolio estd dado por la proporcién existente entre su valor total y el valor
total del portafolio, es decir, por el peso relativo que tiene en el portafolio. Sin

embargo, se ha hecho el supuesto que todos los bonos tienen el mismo rendi-
miento, lo que no sucede comunmente.

Con un sencillo ejemplo puede verificarse que aplicar (1.6) a un portafolio de
bonos con diferente rendimiento es incorrecto; para ello, considérense dos bonos
cupon cero con las caracteristicas descritas en la tabla 1.2.

Segun (1.6), la duracién de un portafolio que contiene un bono de cada tipo
deberia ser

9.611 4.81

- 2 T 1 _ ' .
1342185870 2 " Taaa1sasrg ) ~ 0335
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Rendimiento  Plazo  Tasa cupén Valor Precio Duracién

nominal
Bono 1 2% 2 afios 0% $10 $9.611 2 anos
Bono 2 5% 15 afios 0% $10 $4.81 5 afios

Cuadro 1.2: Caracteristicas.

Sin embargo, el célculo por medio de (1.4) requiere que primero se calcule el
rendimiento del portafolio, el cual debe cumplir la relacién:

10 n 10
(I+4)2 (140t

= = 14.42185879.

Esto da como resultado una tasa aproximada de 4.01995 %, con la cual la du-
racién es

1 1
. 10(1.0401995)2 415 10(1.0401995)15

Dr =2 115185879 14.42185879

= 7.040314173.

Se observa que se obtienen resultados diferentes, puesto que utilizar (1.6) es
incorrecto cuando se trata de un portafolio con bonos de diferente rendimiento.
El punto clave de este error radica en que (1.6) fue encontrado a partir de
considerar el incremenento infinitesimal en el valor del portafolio debido al in-
cremento en su (Unico) rendimiento. En el caso en que el portafolio se compone
de bonos con diferente rendimiento, esto carece de sentido pues primero debe
definirse qué rendimientos tienen un cambio, lo que indudablemente implica mas
de una posibilidad. Este problema serd abordado posteriormente en otra seccion.

Como se ha visto anteriormente, la duracién puede ser utilizada para obtener
una estimacion no muy precisa de la proporcién de cambio en el precio del bono.
Ademsds, se ha mostrado con un ejemplo que la proporciéon de cambio real es
diferente cuando aumenta el rendimiento que cuando disminuye. A continuacién
se mostrara una forma de mejorar la estimacién y se explicara en forma breve
la razén por la cual la proporciéon de cambio es asimétrica entre incrementos y
decrementos.

1.3.4. Convexidad

Supdngase que en el mercado existen dos bonos cuponados con valor nominal
de $10, uno con un rendimiento del 7.5 %, plazo de 10 afios y cupones anuales
con una tasa de 7.5 %, por lo que tendrd una duracién de 7.378 anos. El otro,
con un rendimiento también del 7.5 %, plazo de 8 anos y cupones anuales con
una tasa de 1.826 %, por lo que tendrd una duracion también de 7.378 afos.
Estas caracteristicas han sido capturadas en el Cuadro (1.3).

Un inversionista podria pensar que es lo mismo comprar 668 bonos del tipo 1
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Rendimiento  Plazo  Tasa cupén Valor Precio  Duracién
nominal

Bono 1 10 anos 7.5% $10
7.5% $10 7.378 anos
Bono 2 8 anos 1.826 % $6.68

Cuadro 1.3: Caracteristicas.

que comprar 1000 bonos del tipo 2, puesto que ambos portafolios tendrian el
mismo costo de 6680, el mismo rendimiento y la misma duracién. Sin embar-
go, pensar eso es completamente incorrecto. Una muestra de ello es que si el
rendimiento sube o baja, el portafolio de bonos tipo 1 siempre tendra un valor
mayor al portafolio conformado por bonos de tipo 2. En la tabla (1.4) se expone
el valor de ambos portafolios para diferentes rendimientos.

Rendimiento (%) Valor del portafolio 1  Valor del portafolio 2
) 7969.52 7948.57
6 7417.48 7408.03
7.5 6680 6680
9 6036.95 6029.32
10 5653.85 5639.23

Cuadro 1.4: Comparacion de portafolios. Se muestra el valor de dos portafolios
para diferente rendimiento. Para un rendimiento del 7.5 % el valor de ambos es
igual, para cualquier otro, el valor del portafolio 1 supera al del portafolio 2.

De este ejercicio surgen las preguntas: ;jpor qué a pesar de tener la misma du-
racién dos portafolios no tienen un cambio idéntico en su precio ante cambios
idénticos en el rendimiento? ;Cémo saber si un bono es més inmune que otro
frente a cambios en el rendimiento?

Para responder a estas preguntas, considérese a los bonos como funciones que
dependen de la tasa cupdn, interés y plazo. Utilizando la aproximacién de Taylor
para funciones, se obtiene que el incremento infinitesimal de una funcién es pro-
porcional a las parciales de la misma con respecto a las variables independientes.
Sin embargo, para cupones y tiempo fijos, la tnica variable independiente de
interés es el rendimiento, por lo que la aproximacién de Taylor de segundo grado
de la relacién (1.2) alrededor de la tasa actual ig es:

. . dB(ig) . . 1 62B(i0) ..
B(i) =~ B(io) + 5i (i = o) + 5 5 (i —i0)?,
de donde se obtiene
dB(ig) 16%B(ig) ,.

(i—i0)+§ 52 (i —io)*. (1.7)

01
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Al denotar como di = (i — ig) y dividir la ecuacién anterior entre el precio del
bono B(ig) se obtiene una estimacién de la proporcién de cambio en el precio
del bono, la cual es

f(di)Q (1.8)

Como puede observarse de la relacién anterior, en el primer término del lado
derecho se encuentra la duracién, por lo cual al ser parte de la aproximacién y
de grado uno puede interpretarse como una aproximacion lineal. Sin embargo,
dado el caricter no lineal de la relacion, esta aproximaciéon es menos exacta
conforme se aleje del punto ig, el centro de la aproximacién. El segundo término
captura el cambio marginal o curvatura, lo cual permite mejorar la aproxima-
cién. Este término recibe el nombre de converidad y se define simplemente como
el incremento infinitesimal en las pendientes; se calcula de la siguiente manera:

1d/dB
Convexidad = EE(E)
1 ZT:—tctth
~ Bdi B
k=1
1t 4 D V2
103
k=1
T
1 t(t+1)e V!
= 1.9
B(1+i)2z B (19)

Para fines practicos, en futuras referencias se denotara simplemente por C. No
es coincidencia que a este término se le nombre “convexidad”, pues toda funcién
que tiene segunda derivada positiva recibe el calificativo de “convexa’ con res-
pecto al origen. Como puede notarse de la tltima ecuacién, este término siempre
es positivo en el caso de bonos, por lo que su precio es siempre convexo con res-
pecto al rendimiento.

La convexidad es un concepto muy importante, pues no solo permite mejo-
rar la aproximacién del cambio en el precio del bono, sino que ademas denota la
rapidez con la que la pendiente cambia de una direccién a otra. Asi en el caso de
bonos con igual duracién, una mayor convexidad es mejor para el inversionista,
pues su valor incrementard de una forma mas rapida por decrementos en la tasa
de interés. Ademads, disminuird més lentamente debido a incrementos en la tasa
de interés en comparaciéon con bonos que tengan una convexidad menor. Esto
puede apreciarse en (1.8): si dos bonos tienen la misma duracién, aquel que
tenga mayor convexidad tendrd un mayor incremento en proporcién del precio.
Es por esta razén que la convexidad debe ser contemplada también como un
aspecto importante en el proceso de inmunizacién de portafolios.
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Convexidad de un portafolio

De igual manera, el concepto y manera de calcular la convexidad puede ser
extendida a la convexidad de un portafolio compuesto por bonos con idéntico
rendimiento:

C1ld(dP\  1d [ dBy "~ ny, B dBkinnkBk
OP_?E<E>_Pdi<k_lnk ) Z_:PBkdz< >_kz_:1 p r

Como era de esperarse, la convexidad de un portafolio es, al igual que la du-
racién, una combinacién lineal de la convexidad de los bonos que lo integran.
La participacién de cada integrante estd dada por la proporcién relativa que
guardan con el portafolio.

Para ejemplificar una manera de utilizar a la duracién y la convexidad para
crear una estrategia de inmunizacion, supdéngase que una empresa tiene una
serie de obligaciones a cumplir en los préximos T' periodos. Dichas obligacio-
nes pueden ser pensadas como un portafolio de deuda que se denotara por O.
Supdéngase ademas que la empresa actualmente tiene los recursos para enfrentar
el valor presente de sus obligaciones. Una buena idea sera crear un portafolio
que le retribuya una serie de ingresos durante el mismo niimero de periodos, de
tal forma que el valor presente de los ingresos sea exactamente igual al valor pre-
sente de sus obligaciones. Notacionalmente, las ideas anteriores se expresarian

Ccomo:
T

O ZOtl—i-z ZIt1+Z :I

k=1

Entonces, el problema de inmunizacién queda resuelto si se escoge un portafo-
lio de ingresos I de tal manera que tenga la misma duracién y convexidad que
el portafolio de deuda O. Si la convexidad del portafolio de ingresos es mayor
que la del portafolio de deuda, se podria entonces asegurar que, no importando
lo que pase con los movimientos en el rendimiento, siempre se obtendra cierta
ventaja de éstos.

Hasta ahora se han analizado algunas propiedades de los bonos y portafolios
que podrian ser ttilies para reducir el riesgo producido por cambios en el rendi-
miento. Estas propiedades también resultan ttiles para obtener una estimacion
del cambio en el precio del bono si existen cambios instantaneos en el rendi-
miento. Sin embargo, debido a que el tnico factor que determina el precio de los
bonos es también su unico factor de riesgo, analizar su comportamiento resulta
también de vital importancia.

1.4. Tasa spot y forward

El rendimiento observado en los bonos contiene informacién sobre lo que
actualmente se considera como tasa de interés aplicable en periodos posteriores,
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pero qué sucede si dos bonos con el mismo plazo tienen rendimiento diferente?
. Qué significa esto?

Supongase que existen dos bonos en el mercado cuyas caracteristicas se en-
cuentran compiladas en el cuadro 1.3. ;Por qué tienen diferente rendimiento?,
Como se ha mencionado anteriormente, el rendimiento es una tasa interna de
retorno y, como tal, presupone que la tasa de interés involucrada para cualquier
periodo dentro del plazo es la misma, aunque esto no sea necesariamente asi. El
precio del bono tipo 1 al contener un pago en cada periodo, considera tanto la
tasa de interés del primer periodo como del segundo, por lo que su rendimiento
no refleja lo que el mercado considera que es la tasa de interés compuesta apli-
cable en un plazo de dos periodos. El Bono 2, al no contener pagos intermedios,
es el que realmente refleja la tasa compuesta que el mercado considera que se
debe aplicar en un lapso de dos periodos. De esta misma manera, el rendimiento
de cualquier bono cupoén cero representa la tasa que el mercado considera que
es la tasa compuesta por periodo aplicable durante el plazo del bono.

Plazo  Tasa cupdn Valor Precio Rendimiento
nominal
Bono 1 20 % $1.248677249 | 6.3665202 %
2 afos $1
Bono 2 0% $0.85733882 8%

Cuadro 1.5: Caracteristicas.

Ademss, el conocer la tasa rendimiento de un bono cupén cero es equivalente a
conocer el precio del mismo. Por ello, representar el rendimiento de los bonos
cupon cero tiene gran utilidad a la hora de valuar bonos cuponados a través de
(1.1) y cuya representacion resulta ser un caso particular de tasa spot. Existen
diferentes tipos de tasas spot, las cuales quedan definidas segtin su forma de ca-
pitalizacién; por lo general para plazos menores a un ano se utiliza interés simple:

Definicion 1.4.1. Se define a la tasa de interés simple spot al tiempo t y de
plazo T, denotado como L(t,T'), como la tasa de interés simple constante a
la cual una inversién de B(t,T') al tiempo ¢ produce una unidad monetaria
al final del plazo.

1-B(t,T)

MO0 = sy

(1.10)

Esta tasa de interés, al ser simple, refleja en su funcién de acumulacién el con-
cepto de acumular intereses proporcionalmente al tiempo transcurrido. Sin em-
bargo, como toda tasa spot, esta tasa sélo es aplicable en el intervalo de tiempo
[t,T]. Este tltimo hecho es el que caracteriza a las tasas spot y es necesario
tenerlo en mente siempre que se traten de los mismos.
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Para plazos mayores a un ano generalmente se utiliza interés compuesto. Si
se considera un bono cupoén cero de plazo t, se puede pensar en su plazo como
un horizonte (ecuacién 1.3) y por lo mismo se puede calcular su tasa horizonte
de la siguiente forma:

1 1/t
re = -1
= o)
Se puede observar que esta tasa horizonte define inmediatamente su rendimien-
to. Esta tasa es conocida como tasa spot compuesta, y se define de la siguiente
manera:

Definicién 1.4.2. Se define a la tasa de interés compuesta spot al tiempo ¢
y de plazo T', denotado como Y (¢,T), como la tasa de interés constante a la
cual una inversién de B(t,T) al tiempo ¢t produce una unidad monetaria al
final del plazo cuando la recapitalizacion se realiza una vez al ano.

Y(T) = —~ 1. (1.11)
B(t, T)T™®

Es importante remarcar el hecho que tanto la tasa L(t,T'), como Y (¢,T) son
desconocidas para cualquier tiempo s < t. Esto se debe a que ambas dependen
del precio al tiempo ¢ de un bono cupédn cero de plazo T', y éste es desconocido
pues para s < t se trata de un evento del que no se posee informacion. Este es
otro hecho que caracteriza a toda tasa spot: si la tasa spot es aplicable en el
periodo [t, T] entonces para cualquier tiempo s < t la tasa aplicable en [t,T] es
desconocida.

Considerando como 0 el tiempo actual, entonces para ¢t = 0 es posible calcular
las tasas spot explicitamente. Un método para calcular las tasas spot Y (0,7)
que considera para su célculo bonos cuponados, es comtinmente llamado boots-
trap.

El método bootstrap considera en primer lugar un bono con plazo de un periodo,
y a partir del precio de éste se encuentra la tasa spot Y (0, 1) correspondiente al
primer periodo. Una vez conocida la tasa spot para el primer periodo, se utiliza
ésta junto con el precio de un bono cuponado con plazo de dos periodos que
toma la forma

c 4 c+1
(1+Y(0,1)) (1+Y(0,2))

para calcular la tasa spot Y'(0,2). Para calcular la tasa spot Y (0, 3), se utilizan
las tasas anteriormente calculadas junto con un bono cuponado con plazo de tres
periodos. Para obtener las subsecuentes tasas spot, se repite este procedimiento
para cada uno de los plazos.

B(0,2,C) =

Este procedimiento puede llevarse a cabo de forma ma&s sencilla al denotar
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este problema matricialmente. De manera general, denotando como B(®) =
B(O,t.7 {cgt),cét), e ,cgt)}), y Vi = m se tiene el siguiente sistema de
ecuaciones:

BM =My,

B® = c&Q)Vl + céQ)Vg

B® = c§3)V1 + ng)‘/Q + c§3)V3

B™ ="V + Ve + Vs 4+ eV

Denotando como B el vector de precios de bonos, C la matriz de pagos y V el
vector de factores de descuento, el sistema puede expresarse en forma matricial
de la forma:

B=CV,
de donde se obtiene que la solucién para V es de la siguiente forma:
V =C !B.

Haciendo Y (0, k) = (Vik)% —1con1l < k < n, se obtienen las tasas spot deseadas.

Tasa cup6n (%) Plazo (afios) Valor nominal Precio
Bono 1 0 1 100 95.98291299
Bono 2 3 2 100 97.69461668
Bono 3 4.5 3 100 100.8117657
Bono 4 4 4 100 99.07875281
Bono 5 3 5 100 94.32157683

Cuadro 1.6: Caracteristicas.

Como ejemplo, considérense bonos con las caracteristicas dadas por el cuadro
1.6. Segun se ha discutido previamente, se puede expresar de manera matricial
como

95.98291299 100 0O 0 0 0 Wi
97.69461668 3 103 0 0 0 Vs
100.8117657 | = | 4.5 4.5 1045 O 0 Vs
99.07875281 4 4 4 104 0 Va
94.32157683 3 3 3 3 103 Vs

Calculando la inversa de la primera matriz del lado derecho de la igualdad y
multiplicaindola por el vector de precios, el vector V resulta ser

i 0.95982913

Vs 0.920535236
Vs | =1 0.883733263
Va 0.846368868

Vs 0.810584246
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Recuérdese que el vector V contiene elementos de la forma V; = m,

por lo que haciendo Y (0, k) = (Vlk)% — 1 se obtienen las tasas spot. En la tabla
(1.7) se encuentran las tasas spot Y'(0,t) obtenidas con este método junto con
los célculos del valor presente de los flujos recibido por los bonos.

Valor presente de los pagos

Plazo  Tasa spot Bono 1 Bono 2 Bono 3 Bono 4 Bono 5

. e e e o ()
(amos)  Y(0.t)  mrmy oovmy  oover  aovey  aoey
1T 004185210 95.0829  2.8794  4.3192  3.8393  2.8794
9 0.04226893 948151  4.1424  3.6821  2.7616
3 0.04206049 92.3501 35349  2.6511
4 0.04258165 88.0223  2.5391
5 0.04280447 83.4901

Precio del bono 95.9829  97.6946 100.8117  99.0787  94.3215

Cuadro 1.7: Resultado de bootstrap.

Notese que debido a su naturaleza, la tasa spot representa la tasa de interés
aplicable (al tiempo t) entre el tiempo ¢ y el plazo del bono T', y no la tasa com-
prendida (al tiempo t) entre dos periodos intermedios. Es decir, no representa
la tasa (al tiempo ¢) que debe aplicarse al intervalo [t1,t2] con ¢t < t; < te < T.
Aunque la tasa spot no revela informacién de manera inmediata sobre estas ta-
sas intermedias, si contiene la informacién necesaria para desglosar la estructura
al tiempo ¢ de la tasa de interés en bloques mas pequenos. Estos bloques reciben
el nombre de tasas forward.

Para construir la definicién de tasa forward simple, considérese como 0 el tiempo
actual, y supongase que un inversionista quiere fijar durante los tiempos 7'y S
(T < S) una tasa de interés simple K a cambio de un pago basado en la tasa
spot L(T, S) la cual se reajusta en T con un plazo de S. Es decir, que al tiempo
S, recibe (S — T) K unidades monetarias y paga un monto de (T' — S)L(T, S).
Este contrato, llamado Forward Rate Agreement (FRA) tiene, por cada unidad
monetaria, un valor en S de

FRA(S,T,5,S—T,K)=(S-T)(K — L(T,S)).
Haciendo uso de (1.10) este valor se puede reexpresar como

1
FRA(S,T,S,S —T,K) = (S—T)K—m+1. (1.12)

Ahora bien, ﬁ unidades monetarias al tiempo S son equivalentes a una

unidad monetaria al tiempo 7T . Asimismo, una unidad monetaria al tiempo T'

es equivalente a B(¢,T) al tiempo ¢, por lo que ﬁ unidades monetarias en
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S son equivalentes a B(¢,T) unidades monetarias en ¢. El valor de este contrato
al tiempo t es de

FRA(t,T,S,S — T,K) = KB(t,S)(T — S) — B(t,T) + B(t,S).  (1.13)

Sélo existe un valor para K para el cual este contrato tiene un precio “justo”
al tiempo ¢, es decir, para el cual su valor es de 0 en ¢, y esta es la tasa forward
simple.

Definicién 1.4.3. Se define a la tasa de interés forward simple al tiempo ¢
entre los tiempos Ty S con t < T < S, denotada como F(¢,T,S), como la
tasa de interés:

FLT,8) = g i 7 (ﬁgg - 1). (1.14)

Al ser la tasa simple que hace justo el FRA al tiempo ¢, puede pensarse a
la tasa forward simple F(¢,T,S) como una estimacién al tiempo ¢ de la tasa
spot simple L(T,S).

Para obtener la definiciéon para el caso de interés compuesto se utiliza una idea

similar. Supéngase que una persona vende al tiempo ¢ un bono de plazo T', por lo

que obtendra en ¢ un capital de B(t,T'), e inmediatamente compra ggg bonos

de plazo S (T < S). Esta estrategia no incurre en gasto alguno, y tiene valor
inicial de cero unidades monetarias. Al tiempo T, la persona tendra que enfren-
tar la obligacién contraida por el bono, por lo que tendra que pagar una unidad

monetaria en este tiempo y puede ser considerado como la inversion inicial de
B(t,T)
B(,5)
unidades monetarias de los bonos comprados inicialmente. Este procedimiento

produce al final del tiempo S una ganancia A de

la persona al tiempo T'. Posteriormente al tiempo S la persona obtendra

B(t,T)

A= B(t,S)

-1

Esta ganancia es por unidad monetaria invertida, por lo que puede ser inter-
pretada como una tasa de interés ! producida entre los tiempos Ty S. P ara
obtener la tasa compuesta por periodo se realiza la siguiente equivalencia:

S=T _ B(ta T)

1+A=(1+K) Bis)

Despejando K en esta ecuacién se obtiene la siguiente definicién.

1 Aqui se ha aplicado el hecho de que si A representa el capital inicial y B el capital final
entonces £ XA; es la tasa de interés que se obtiene del periodo total.
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Definicion 1.4.4. Se define a la tasa de interés forward compuesta al tiempo
t entre los tiempos Ty S con ¢ < T < S, denotado como F,(¢,T,.S), como la
tasa de interés:

B(t, T))ﬁ 1 (1.15)

F,(t,T,S) := ( BE5)
Al estudiar la forma en como se obtuvo la tasa forward compuesta, se obser-
va que es la tasa capitalizable una vez por periodo que al tiempo ¢ se estima
estard vigente entre los periodos 7'y S. Es decir, es una estimacién al tiem-
po t de la tasa spot compuesta Y (T,S) (recuérdese que para t < T, ésta es
desconocida). Por ello, estas tasas sirven también para tener un indicativo de
si el mercado estima actualmente que las tasas spot compuesta posteriormente
subirdn o bajaran con respecto a las tasas obtenidas actualmente.

Una relacién importante entre las tasas forward y spot surge del hecho de que
una unidad monetaria invertida en un lapso de tiempo determinado bajo la tasa
spot correspondiente debe equivaler a reinvertir esa misma unidad monetaria de
manera consecutiva en lapsos mas cortos, pero con el mismo intervalo total. Es
por ello que la funcién de acumulacion de la tasa spot compuesta es el promedio
geométrico de la funcién de acumulacion de las tasas forward compuestas en el
periodo correspondiente. Por ejemplo, una inversién de una unidad monetaria
al tiempo ¢ a un plazo de T periodos con tasa spot Y (¢,T) puede ser reescrita
en términos de las tasas forward. Para ello considérense las ecuaciones (1.11) y
(1.15):

T—t 1
(1+Y(tT)) = BuT)
1 Btt+1) BtT—1)
T Btt+1)BtLt+2)  BLT)
_ B(t,t) B(t,t+1) B(t,T-1)
T Btt+1)Bt,t+2)  B(T)

= (1+Fttt+1)A+F(tt+1,t42) ... (L+ F.(t,T —1,T))

T-1

= JJO+F.tkk+1).
k=t

Ademsds, otra relacién importante surge de (1.16) pues indica que el precio de
un bono al tiempo ¢ y de plazo T puede ser reescrito de la forma

T-1 1

B(t.T) = kl;[t (1+Fo(t,k, k+1))

(1.17)

En la dltima ecuacién se describe al precio del bono como una funcién de des-
cuento que estd conformada por estimaciones al tiempo ¢ de las futuras tasas

(1.16)
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spot compuestas que tienen como plazo un periodo, es decir, de las verdaderas
tasas que deberian aplicarse sobre periodos de la forma (s,s 4+ 1). En efecto,
como se ha mencionado, F.(t,s,s+ 1) es una estimacién al tiempo ¢ de la tasa
spot Y (s,s+ 1), (lo que permite enfatizar el hecho de) que la tasa de interés no
tiene porqué ser igual en un periodo que en otro. Sin embargo, de las anteriores
discusiones puede observarse que existe una relacién entre las estimaciones de
estas tasas spot y las estimaciones de tasas spot compuestas de plazos mayores.
Esta idea puede trasladarse a un nivel mas general, pues una tasa de interés
tampoco tiene porqué ser igual en cualquier instante dentro del periodo. Pero
antes de introducir esta idea, es preciso introducir la idea de “recapitalizacién
continua”.

Cuando se habla de una recapitalizacién continua, una persona invierte una
unidad monetaria bajo un esquema que produce intereses de manera constante.
En esta, la inversién en cada intervalo infinitesimal de tiempo genera intereses
para utilizarlos posteriormente como parte del capital principal.

A pesar de que se pueda recapitalizar de manera continua, la acumulacién ge-
nerada en un periodo bajo un sistema discreto y el continuo debe ser el mismo.
Por ello, es preciso establecer una relacién de equivalencia entre el factor de
acumulacion discreto y el nuevo factor de acumulacion.

La idea de recapitalizar continuamente puede generarse al dividir un periodo
en subintervalos més pequenos y del mismo tamano, para posteriormente hacer
tender el nimero de subintervalos a infinito.

Sin pérdida de generalidad, considérese una funcién de acumulaciéon que recapi-
taliza la inversién m veces por periodo a una tasa de interés que se denotara por
i(™)_ Esto significa que en cada lapso de la forma [%, %] con0<k<m-—1
el interés generado sera proporcional al tamano del intervalo. Es decir, serd una
tasa de interés simple que generara 1 + % unidades monetarias (por cada uni-

dad monetaria invertida) al final de cada subperiodo % para luego considerar
estos intereses generados como parte del capital inicial del siguiente subperiodo.

De esta manera, al final del periodo se tendra:

im
(1+7) :

Por lo que, si el nimero de intervalos tiende a infinito (es decir, si la inversién
se recapitaliza continuamente, se obtiene la nueva funcién de acumulacién:

I 1 iy m ;(0)
im —) =exp{i .
m— oo ( + m ) Xp{ }
Es importante recalcar que al obtener una nueva funcién de acumulacion, la
tasa de interés no es la misma. Este hecho enfatiza al denotar a la nueva tasa de
interés como i(>). Por otra parte, se debe recordar que el interés generado por
un periodo bajo esta funcién de acumulacién debe ser igual al interés generado
por la funcién de acumulacién discreta de la tasa recapitalizable por periodo
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144", de donde se obtiene que
i) =In(1 4+4W).

Estas ideas pueden aplicarse al caso de la tasa spot: a continuacién se dara la
definicién formal de la tasa spot que divide un periodo en k subperiodos, donde
al final de cada subperiodo se recapitaliza la inversién hecha.

La idea de capitalizacién continua se reflejard en la siguiente definicién de tasa,
misma que serda de gran importancia en las secciones posteriores del presente
capitulo. Es a partir de estimaciones pertinentes de ésta que se hard inferencia
de los precios de bonos y se adecuaran las condiciones de inmunidad.

Retomando la idea de que la tasa de interés no tiene porqué ser igual dentro de
un periodo, considérese que la tasa de interés varia n — 1 veces en el intervalo
de tiempo [u,v] en los puntos equiespaciados {ty = u,t1 = u + w,tz =

U+M..

- -, t, = v}. Definese la tasa de interés como:

ig={ iy, sitp <t <tpp

Definase ademés Ay = tgy1 — tp = %, denotando asi el tamano del lapso
de tiempo durante el cual se mantiene la tasa ix. Entonces, se tiene que para
cualquier s € [u,v] existe j € {1,---n} tal que s € [t;_1,t;), por lo que la
funcién de acumulacién entre u y s es:

etttk Artij1(s—tj-1)

Debido a que durante Ay se mantiene una tasa constante iy, se puede reescribir

el término 75 Ay como ft:“ idt; lo mismo sucede para el término i;_1(s—t;_1),
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. S . . o1 .
el cual puede ser reescrito como j; ) i:dt. Entonces, es posible reescribir la
.
ecuacion anterior como
el irdt
De manera muy informal, haciendo n — oo o equivalentemente Ay — 0 sig-
nificaria que la tasa de interés cambia una infinidad de veces en el intervalo

de tiempo [u,v]. Se obtiene de esta forma que la funcién de acumulacién del

intervalo es
.
efu ipdt
b

donde ahora i; denota una tasa inifinitesimal. Andlogamente, si s € [u,v], la
funcién de acumulacién entre los tiempos u y s es ela it Evidentemente, las
ultimas dos expresiones sélo tienen sentido si la tasa de interés puede ser vista
como una funcién integrable que depende del tiempo.

Aplicando esta manera de proceder a la tasa de interés compuesta spot, se ob-
tiene la siguiente definicién.

Definicién 1.4.7. Se define a la tasa corta, denotado como r(t) 6 r;, como
la tasa de interés:
r(t) ;== lim Y(¢,T). (1.20)

T—t+

La funcién de acumulacién bajo esta tasa sobre el intervalo [t, T] segin lo de-

ducido anteriormente es -
eff rodu

Esta funcién de acumulacién es totalmente desconocida para s < t y totalmente
conocida si s > T. Sin embargo, es importante notar que si t < s < T, la ex-
presion anterior puede expresarse como eld rudug [T rudu qonde 1a primera parte
es totalmente conocida y la segunda desconocida. Por lo que, para obtener una
aproximacion de esta funcion de acumulacion, es muy 1til la siguiente definicion:

Definicion 1.4.8. Se define a la tasa forward instantdnea, denotada como
f(,T), como la tasa de interés:

f(&.T):= lim F(t.T.S). (1.21)

Esta definiciéon es muy importante, pues este limite puede ser calculado de la
siguiente forma cuando B(t,T) es diferenciable con respecto a T":

1 B(t,S) - B(t,T)

SEHT1+F(t’T’S) - _SEHT1+ B(t,S) S—-T
1 6B(t,T)
~ TBWT) T
dIn B(t,T)

orT ’
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de donde se obtiene que el precio del bono puede ser escrito de la forma
B(t,T) = e Ji f(t)ds, (1.22)

Finalmente, se puede utilizar esta dltima ecuacién con la relacién (1.19) para

concluir que
e ftT f(t75)d5 e e_(T_t)R(t)T). (123)

Esta ultima ecuaciéon muestra que invertir una unidad monetaria con la tasa
spot compuesta continuamente debe ser equivalente a invertir esa misma uni-
dad monetaria a través de las tasas forward instantaneas.

Previamente se habia considerado a la funciéon de acumulacién de la tasa spot
compuesta como un promedio geométrico. Ahora, bajo la recapitalizacién con-
tinua se obtiene que la funcién de acumulacién continua de la tasa spot R(t,T)
es el promedio aritmético de las tasas forward instantaneas f(¢, s) con s € [t, T7.

A continuacién, se presenta una definicion til para visualizar graficamente el
comportamiento de alguna tasa spot o tasa forward instantdnea a través del
tiempo; mas aun, esta definicién caracteriza completamente el comportamiento
de la tasa en cuestion con respecto al plazo.

Definiciéon 1.4.9. De forma general, se define como estructura de tasa in-
terés al tiempo t a la grafica de la funcién:

T — H({t,T) (1.24)

donde H es algin tipo de tasa de interés spot o forward instantdnea.

Obtener estimaciones sobre la estructura de algin tipo de tasa de interés per-
mite obtener una aproximacion sobre precios de bonos que no se encuentren
disponibles en el mercado. Por otra parte, la estimacién de la estructura de ta-
sas resulta de gran utilidad, como se mostrard posteriormente, al momento de
inmunizar portafolios de bonos.

1.5. Estimacién de tasas forward y spot

Como se ha mencionado, es posible valuar el precio de un bono cupén cero
al conocer el rendimiento que debe tener. También se ha mencionado la relacién
de esta ultima con las tasas spot y forward. Entonces, para valuar el precio
actual de un bono cupén cero, el problema se reduce a obtener la estructura
actual de la tasa de interés. Dicho problema ha sido analizado por diferentes
autores, y las formas mads destacadas para obtener una estimacion de la tasa
forward cominmente echan mano de métodos paramétricos. Por tratarse de ta-
sas al tiempo 0, se suprimird en las siguientes secciones el primer pardmetro en
las notaciones de las diversas tasas spot y forward.
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Los métodos paramétricos suponen que es posible caracterizar el comportamien-
to de un objeto de estudio a partir de un modelo con ciertos parametros. En
este caso de especial interés, el comportamiento que se desea modelar es el de la
estructura de la tasa de interés, es decir, el comportamiento de las tasas spot o
de las tasas forward. Uno de los modelos paramétricos mas utilizado es el creado
por Nelson y Siegel [10], debido a la base parsimdnica sobre la que opera.

Otro método paramétrico que busca ajustar la estructura de interés es la de
splines, que bédsicamente son funciones que buscan ajustar una curva suave a un
grupo de puntos u observaciones. Sin embargo, existe un método muy sencillo y
utilizado ampliamente por instituciones financieras y hasta casas de bolsa, que
es el de interpolacion lineal, y que por su simplicidad se comenzara exponiendo
este ultimo.

1.5.1. Interpolacién lineal de tasas de interés

El método de interpolacion lineal considera a la tasa spot compuesta conti-

nuamente como si se tratase de una gréfica lineal a pedazos. Esto es, dados dos
puntos conocidos y consecutivos de la tasa compuesta continuamente, toda tasa
spot compuesta continuamente entre ellos se comportara como una combinacién
lineal de estos.
Si se tiene que los plazos de los bonos cupén cero son 7 < 7 < --- < T, Y
definiendo como x,, = 7; y y-, = R(0, 7%), entonces toda tasa spot recapitaliza-
ble continuamente entre los plazos 7; y 7;+1, denotada como y, puede obtenerse
bajo el argumento de igualdad de pendientes:

(y - yn) (yTi+1 — yTi)
= , T E(Ti,Tit1).
(I - 'rTi) (xTiJrl - I‘Fi) ( ' H_l)

De donde se obtiene que la tasa spot recapitalizable continuamente es de la

forma:s: ( )
T — T,
1= ey W ) Hyn 2 € Tl
Ti+1 Ti

y en el intervalo [0, z,, ) suele definirse y = y, .
Para ejemplificar este ajuste de tasas, considérese la tasa spot recapitalizable
continuamente de 28, 91, 182 y 336 dias como R(0,0.078) = 24921 'R0 0.2528) =

100 ~

4'15065’6,}2(0,0.5) = 4'175’34,}2(0, 93) = 4'1806077 respectivamente. Entonces, la tasa

spot recapitalizable continuamente entre el intervalo [0,.93] es como se muestra
en la figura 1.3.

1.5.2. Modelo Nelson-Siegel

Como se ha mencionado, entre los métodos paramétricos mas utilizados para
estimar tasas spot compuestas continuamente se encuentra el creado por Nel-
son y Siegel [10]. Esto se debe principalmente a la flexibilidad de este modelo
para representar las formas méas comunes asociadas a la tasa spot: monétonas,
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4.4921 i Interpolacién lineal
100 , Slx e [0,0.078] polacion ineal

4.0819(z—0.078)

4.49%?3
+ 100 ’

0.048

si z € [0.078,0.2528)

RO
0.047

Yy = 1.2677(x—.2528)

3
45638 , iz e [0.2528,0.5]

0.046

0045
L

2.69491(z—.5) o o M o o

3 t
+4'17§§4 , siz€0.5,.93]

Figura 1.3: Ajuste obtenido mediante interpolacién lineal.

jorobadas y en forma de S.

Sin embargo, existe otra razén fundamental por la cual se utilizan este modelo
paramétrico sobre otros. En la mayoria de dichos modelos se incluye por lo me-
nos un término lineal que forzaria la extrapolacién para tasas forward de largo
plazo a ser ilimitadamente grandes. Esto es, incitan un comportamiento a largo
plazo explosivo o no limitado.

Nelson y Siegel encuentran que una clase de funciones que genera las formas
tipicas de la tasa spot son aquellas asociadas con soluciones de una ecuacién
diferencial o de ecuaciones en diferencias. En primera instancia suponen que la
tasa forward instantanea es la soluciéon de una ecuacién diferencial de segun-
do grado con dos soluciones diferentes y reales. Asi, su primer modelo toma la

forma
m

f(m):ﬁo+51'exp(—m)+52'exp(——)7

1 T2

donde 7 y 72 son constantes asociadas a la ecuacién y Sy, 51 y B2 son deter-
minadas por condiciones iniciales. Sin embargo, dicha hipétesis se ve desechada
en el instante en el que observan que al variar las constantes 71 y 72 es posible
encontrar diferentes valores para las 3’s, con las cuales se obtiene un resultado
muy similar. Este hecho muestra que el modelo tiene demasiados parametros,
es decir que el modelo presenta una sobreparametrizacion. Es por ello cambian
su supuesto al proponer que las tasas forward son la solucién de una ecuacion
diferencial de segundo grado con dos raices idénticas y reales, cambiando su
modelo a:

f(m):ﬂo-i-ﬂl'exp(—?)+Bz{?-exp(—?)]

Este modelo es completamente lineal en todos sus pardmetros una vez esta-
blecido 7. Ademsds, al ser la tasa spot compuesta continuamente el promedio
aritmético de las tasas forward instantdneas (ecuacién 1.23), se puede obtener
la tasa spot compuesta continuamente al integrar las tasas forward desde el tiem-
po 0 hasta el tiempo s y dividiendo entre s, por lo que la tasa spot resultante
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sera.:

R(S):BO+(61+62)'[1_L§(_$)]—52-GW(_78)

T

Esta tasa también es lineal en todos los parametros una vez establecido 7. El
modelo estd formado a partir de tres componentes. La componente de corto
plazo, la cual tiene la caracteristica de decaer rdapidamente hacia cero. La com-
ponente de mediano plazo, aquella que originalmente inicia en cero para después
volver a decaer hacia cero. Por tltimo la de largo plazo, que no decae, sino que
se mantiene constante. Estos componentes se observan de manera grafica en la
Figura (1.4).

La flexibilidad de este modelo permite suponer que es posible capturar la relacion
intrinseca entre la tasa spot compuesta continuamente y el plazo del bono sin ne-
cesidad de establecer un modelo mas complicado que involucre méas parametros.
Ademsds, dicha flexibilidad en el modelo debe entenderse como la interaccién de
fuerzas entre los componentes de corto, mediano y largo plazo que envuelven a
la estructura del modelo. En el modelo de Nelson y Siegel, el componente de
largo plazo es By, el componente de corto plazo es 81 y el de mediano es fs.
Con esto es posible ver que una combinacién de los tres componentes brindan la
posibilidad de ajustar curvas con las formas antes mencionadas. Asimismo, 7 es
un parametro de decaida, es decir, es el pardmetro que determina a qué veloci-
dad decaen los parametros. Valores pequenos de 7 corresponderan a una rapida
decaida, con lo que el modelo se ajustard bien para plazos pequenos, mientras
que al decaer rapidamente tendra un mal ajuste para plazos largos. De manera
contraria, para valores grandes de 7 los pardmetros decaeran de manera gradual
y lenta. En dicho caso, el ajuste del modelo para plazos largos sera bueno, pero
no sera capaz de seguir la curvatura generada por los plazos cortos y, por ende,
tendra un mal ajuste para estas.

El método de Mérquez et al. [9] publicado por el Banco de México para obtener
los parametros apropiados consiste en hacer uso de la linealidad que tiene el mo-
delo en todos los parametros excepto 7. Por ello, primero se fija 7 para después
calcular las betas que minimicen los errores del modelo con las observaciones
realizadas, en este caso las tasas spot compuestas continuamente. Este es en
realidad un problema lineal multiple, pues el modelo es lineal sobre las betas,
mismas que tienen que ajustar a diferentes observaciones. Una vez obtenidas
las betas que minimizan los errores, se fijan en el modelo para obtener ahora la
T que minimice las estimaciones del modelo para esas betas. Una vez realizado
lo anterior, se utiliza esta nueva 7 para obtener nuevos valores de las betas, y
asi sucesivamente hasta que se obtienen los cuatro pardmetros que minimizan
de manera “local” los errores entre las observaciones estimadas del modelo y las
reales. Para ello, se ha hecho uso del método de la seccién dorada para encontrar
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[ Componentes
B1 4
Largo plazo

8 —— Corto plazo
§ —— Mediano plazo
15}
3
o 4
8 Po
Bae™ I

Plazo

Figura 1.4: Componentes de la tasa forward en el modelo Nelson-Siegel. El componente de
largo plazo se mantiene constante, el de mediano plazo crece para después decrecer a cero, y
el de corto plazo decrece monétamente.

la 7, donde la funcién a minimizar es

~ 2
S @i -9
donde y; representa la i-ésima observacién real, ¥; representa el ajuste de la
i-ésima observacién, mientras que y representa el promedio del ajuste obtenido.
A continuacidn, se presenta el ajuste obtenido a partir del método de Nelson-
Siegel con los datos anteriormente usados en la interpolacién lineal, anualizado
a 360 dias.

R? =

plazo R(0,t) observada R(0,t) ajustada Eh

28 0.04492143 0.04478028 3

91 0.04563577 0.04596444

182 0.04752448 0.04728189

336 0.04867730 0.04873238

Pardametros
7=359.9968 B0=0.047739927 | .
£1=-0.003571532 ($2=0.012903153 | ° ° o m e @

Figura 1.5: Ajuste obtenido mediante el modelo Nelson-Siegel.
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1.5.3. Modelo Fisher-Nychka-Zervos

El modelo de Fisher-Nychka-Zervos [4] pertenece a un método de aproxi-

macién y suavizamiento de curvas a partir de splines cubicos. Los splines eran
originalmente barras de metal muy maleables utilizadas para ajustar una curva
suave a un grupo de puntos que corresponden a informacién obtenida de algin
experimento, y de ahi proviene el nombre de este método.
Esta curva ajustada debe cumplir principalmente dos condiciones. Primero, el
valor de la curva en los tiempos correspondientes de las observaciones debe ser
exactamente el valor del experimento en los mismos. Segundo, debe ser una
curva suave, lo que comtinmente hace referencia a la continuidad de la segunda
derivada de la funcién obtenida como spline. Es considerado de esta forma de-
bido a que si la segunda derivada es continua significaria intuitivamente que no
existen cambios repentinos en la direccién de cambio en la pendiente.

El cumplimiento de las condiciones anteriores puede presentarse de diversas
maneras, por consiguiente, la forma del spline obtenido depende en gran medi-
da de diversos criterios utilizados para su construccion. Entre estos se encuentra
la distancia entre tiempos de las observaciones y de los puntos donde se han de
ensamblar los segmentos, llamados comtinmente como puntos de ruptura o knots.

La construccién del modelo Fisher-Nychka-Zervos comienza proponiendo crear
un spline de cualquier curva h(7) de la estructura temporal de la tasa de interés.
La unica restriccion que imponen es que exista una funcion g que transforme a
h(7) en una funcién de descuento 6(7). La forma utilizada para obtener el spline
de dicha funcién es a partir de una parametrizaciéon de la base B-spline, ya que
al ser ésta una base, es capaz de crear cualquier spline utilizando los coeficientes
correctos para ello. Esto precisamente es lo que busca el modelo: encontrar los
coeficientes adecuados para que dicha funcién ajuste lo mejor posible los datos
con las restricciones que impone el mismo.

El modelo considera los puntos de ruptura denotados como {sk}szl, con s <
Sk+1, donde s; = 0 denotard el punto de ruptura para el tiempo actual y
sk = T para el méaximo de los plazos de la muestra de bonos. Los auto-
res distribuyen estos puntos de ruptura de acuerdo a los plazos de los bonos
2. Sin embargo, debido a la manera en que se define la base B-spline, es ne-
cesario definir un conjunto aumentado de puntos de ruptura {dk}kK;lﬁ, donde
dy =dy = d3 = s1,dx 44 = dxi5 = dxy6 = Sk y diy3 = s para 1 <k < K.
Noétese que se han agregado tres puntos de ruptura al tiempo 0 y tres puntos de
ruptura al tiempo T'.

La base B-spline cubico estd conformado por k = K + 2 B-splines donde cada
uno esta definido por la siguiente recursién, donde r = 4 por tratarse de un

2Para obtener estabilidad numérica en el método descrito, el nimero de bonos debe exceder
al nimero de puntos de ruptura por lo menos en dos.
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spline cibicoy 1 < k <k

_ G M —d) | G (D —7)
dk-‘,—r—l —dy dk-l—r — dk+1

Pk(7)

para 7 € [0,T], con

1, sidpi <7<d
1 _ B k> k+1
ox(7) = { 0, en otro caso

Sin embargo, para simplificar la notacién se denotara como ¢ (1) a ¢ (7).
La parametrizacién de h(7) por medio de splines queda entonces de la siguiente
manera:

ho(7,B) 1= Brow(r) = ¢(7)B,
k=1

donde se ha hecho énfasis al escribir hg que la funcién obtenida no es la funcién
h, sino una parametrizacién de ésta en términos de splines.

Denétese por m; el precio estimado del bono i-ésimo, como 7;; el plazo del
pago k-ésimo del bono i-ésimo y m,; al nimero de pagos restantes. Al ser el pre-
cio del bono el valor descontado de los pagos que realizara el mismo, se obtiene
que una estimacién del precio utilizando h es:

mi(B) == ZCi,kiss(Ti,k,ﬂ) = Zci,kg(hs('aﬂ)aﬂ',k) = Cj@@(')ﬁ,ﬂ'),
k=1 k=1

donde la tltima igualdad se ha denotado de manera matricial, es decir, g(¢(+)3, 1) =
(g((b()ﬁv Til)a T g((b()ﬂv Timi))T'

Entonces, utilizando el factor de descuento 6(7) se obtiene una funcién del pre-
cio de los bonos que depende exclusivamente de las betas a calcular, por lo que

el problema pasa a ser un problema de minimizacién de los errores (minimos
cuadrados no lineales). Este problema es resuelto a partir de linealizar, mediante

la aproximacién de Taylor la funcién obtenida del precio de los bonos, alrededor

de una estimacién apriori 4% de los coeficientes del spline h(7). La aproxima-
cién de Taylor en forma matricial alrededor de la estimacion a priori queda de

la siguiente manera:

o1L(B) ‘
aBT lp=po

Para simplificar notacion, se define X (5°) := 9I1(3)/05" | 5o ¥ Y(BY) :=P—
(8% + B°X(8°). Entonces, el nuevo problema de minimizacién de cuadrados
queda expresado de la siguiente manera:

I(8) ~ 11(8%) + (8 — B%)

min [(V(8°) - X(8)8) " (V(5°) - X(8)8)].
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donde las betas que minimizan la expresiéon anterior, denotadas de manera ma-
tricial, son:

B = (X(89)TX(8%) 7 X(8°)TY (8.

Debe tomarse en cuenta que estas betas son las que minimizan la diferencia
entre el precio de los bonos y la linealizacién de la funcién del precio de los
bonos, y no la diferencia entre el precio de los bonos y la funcién del precio de
los bonos. Por esta razén, lo que este procedimiento conlleva es a obtener una
“actualizacién” B de los coeficientes de §(7), misma que se utiliza como una
nueva estimacién a priori. De esta forma se obtiene un algoritmo recursivo que
finaliza cuando se obtiene convergencia, es decir, cuando las betas apriori son
iguales a su “actualizacién”.

Como se ha mencionado, la tinica restriccién que se ha impuesto sobre la funcién
h es que exista una funcién g de tal manera que la composicién dé como resulta-
do una funcién de descuento, es decir g(h(-)) = 4(-). Las funciones consideradas
en el trabajo de los autores son principalmente la funcién de descuento 4, la ta-
sa spot compuesta continuamente R(0,-) y la tasa forward instantdnea f(0,-).
Por ello, la funcién g, las estimaciones de los precios del bono y el término
OT1(B)/0BT toman la forma que muestra la tabla (1.8), donde se ha definido

:foT¢(S)dS
h(r)  g(h(),7) i (53) 57Tz(5)/5ﬁT
5(7) h(T) T¢(Tz)5 ) (T)
R(0,7) exp(—h(r )) ¢ exp(—o(7:)B) (ﬂ) ¢ (Tz)
f(0,7)  exp(= [y h(s ¢ exp(=¥(1:)B)  —mi(B)e] ¥(m)

Cuadro 1.8: Formas que toma h.

Sin embargo, el modelo Fisher-Nychka-Zervos permite que en el ajuste de la
curva exista un equilibrio entre exactitud y suavidad. Esto lo logran al definir
un parametro de castigo que actiie como un compensador que equilibre estas dos
propiedades. La estrategia consiste entonces en utilizar muchos puntos de rup-
tura y castigar el exceso de variabilidad. El castigo estd definido de la siguiente
manera:

)\/0 <82h8(72— ﬁ)) _ )\ﬂT</ o' (r )dT)ﬂ BT HB.

Al estar definida en términos de la segunda derivada de la funcién ajustada,
intrinsecamente esta ligado al spline modelado y por tanto de las betas. Esta
dependencia en las betas tiene como consecuencia que la forma en que se equi-
libran las dos propiedades antes mencionadas y la forma que tenga la curva
ajustada dependeria del valor que tome A .
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Entonces segun la 1égica del modelo, el problema es

T
(m—JﬂM%mf+A/;mﬂm4,

min [
h(T)eH 1 0

n

K2

La manera en que se resuelve es utilizando una recursién parecida a la relatada
anteriormente; la diferencia radica en que, al existir ahora un parametro de cas-
tigo, la actualizacion de las betas debe tomarlo también en cuenta. La recursién
referida es entonces de la siguiente manera:

1) = (X(BONTX(E W) + M) X(EO)TY(E ).

donde se ha hecho explicita la dependencia que existe en las betas de la A\, puesto
que para cada A el problema que se presenta es diferente. Es este hecho lo que
da una idea de la razén por la cual la A designe completamente la forma de la
curva ajustada.

La forma de escoger una A apropiada se logra a partir del método general de
validacion cruzada, el cual define que la A apropiada es aquella que minimice la
funcién

(1= a0y (3 ) (1 - A0y (5 ()
(n - Gtr(A()\))) ’

Y(A) =

)

donde A(Y) := X () (X (8" ()X (8" () + AH) X(B*(\)7,y 0 =2en
el método descrito por Fisher-Nychka-Zervos.

Como se ha mencionado, el modelo Fisher-Nychka-Zervos no hace en princi-
pio intencién alguna en referir qué funcién h(7) es la mds apropiada para ser
ajustada por este método, pues es precisamente uno de los propésitos de su tra-
bajo. Ellos proponen tres funciones para ser ajustadas: la funcién de descuento
4(7), la funcién de tasa spot I(7) y por dltimo la funcién de tasa forward f(7),
segun las denotaciones del propio trabajo. Sin embargo, los autores concluyen
que la funcién que mejor estima la informacién al ser aproximada con splines
bajo este método es principalmente la tasa forward.

En la presente seccion se considera de manera especial el ajuste hecho a la
tasa forward y spot compuesta continuamente.

Debido a que ¥(0) = (0,0, ..., 0), entonces se tiene que B(0,0) = exp (—1(0)5) =
1 no importando el valor que tome el vector 3, por lo que ninguna restricciéon
debe imponerse al ajustar esta curva. Sin embargo, algunas consideraciones es-
peciales deben ser hechas cuando la curva ajustada es la tasa spot compuesta
continuamente a través de ¢. Debido a que ¢(0) = (1,0,...,0) y B(0,0) = 1, se
tiene que B(0,0) = exp —((¢(0)3)) = exp —(B1), lo que conlleva en imponer la
restriccién 51 = 0.
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Para reexpresar el problema de forma apropiada cuando se impone esta res-
triccién, es conveniente definir 8 como 8 = w + pf3 donde 3 = (B2, B3, -, Bx),
w=(0,0,...,0)T es un vector de tamafo s y p es una matriz de x x (k—1), cuya
primera fila es una fila de ceros y las restantes conforman una matriz identidad
de dimensién xk — 1.

Bajo estas caracteristicas, segiin Fisher-Nychka-Zervos [4] el problema se con-
vierte en

win (v =X +08) (¥ = X+ 98) + A+ p8) T H e + )]

Aoa\ T A o A
- [(Y ~XB) (Y = XB) + Mw+ pA) T H(w+ pﬁ)] ,
donde X = X p. La recursién para resolver este problema es

Bi-‘rl _ (X(ﬁl()\))TX(ﬁl(/\)) + )\[—:I)_l(X(BZ(/\))TY(BZ()\)))

A manera de ejercicio, se ha hecho uso de la informacién contenida en la tabla
(1.9) y se ha hecho el supuesto que la estructura de tasas forward y spot tienen
alguno de los siguientes comportamientos:

f1(0,%) = 0.047739927 — 0.003571532¢ " + 0.012903153te™".

1— —t
Ri(0,) = 0.047739927 4 0.009331621 (——

) —0.012903153¢ ",

f2(0,t) = 0.0266 + .00088¢ 4 .009622 cos(.566t)(1 — ")
+0.017e " sin(.566t) + 0.02975 sin(.566¢)
40.02975sin(1.75t) (1 — e ') 4+ 0.051e ™% cos(1.75¢).

Ry(0,t) = 0.04+ 0.00266¢ + 0.00044¢> + 0.017 sin(.566t)(1 — ")
—0.017 cos(1.75t) (1 — e~3%).

Tasa cupén (%) Plazo (anos) Cupones por afio
Bono 1 0 5 0
Bono 2 4 1 4
Bono 3 3 2 2
Bono 4 5 3.5 2
Bono 5 7 5 1
Bono 6 3 7 3

Cuadro 1.9: Caracteristicas.
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Figura 1.6: Ajuste de la estructura R; por medio del modelo Fisher-Nychka-
Zervos a través de ¢. En a) se presenta el ajuste sin pardmetro de castigo. En
b) se presenta el ajuste con pardmetro de castigo.

Es posible observar que se reproduce a la estructura R; a través de ¢ y ¢
de forma muy parecida. Por otra parte, la estructura Rs es mejor estimada a
través de ¢ que ¢ para plazos menores a 3.5 anos, mientras que para plazos
entre 5 y 7 anos ocurre a la inversa.

1.6. Mas sobre la duracion e inmunizacion

Anteriormente se han expuesto los conceptos de duracién y convexidad. En
la presente seccién se retomara el concepto de duracion y se abordara a grandes
rasgos el tema de inmunizacion. Estos temas seran abordados paulatinamente:
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Figura 1.7: Ajuste de la estructura R; y f1 por medio del modelo Fisher-Nychka-
Zervos a través de 1. En a) se presenta el ajuste sin pardmetro de castigo. En
b) se presenta el ajuste con pardmetro de castigo.

primero se considerard un movimiento paralelo en la estructura de interés para
posteriormente proseguir con el problema de un movimiento no paralelo.
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Figura 1.8: Ajuste de la estructura Ry por medio del modelo Fisher-Nychka-
Zervos a través de ¢. En a) se presenta el ajuste sin pardmetro de castigo. En
b) se presenta el ajuste con pardmetro de castigo.

1.6.1. Inmunizacion frente a movimientos paralelos en la
estructura de tasa de interés

Como se ha mencionado, a menos que se trate de un bono cupén cero, el
rendimiento es una tasa promedio y como tal no representa lo que realmente
tiene considerado el mercado como la tasa de interés aplicable entre periodos.
Para este propésito se ha definido las tasas spot. Las tasas spot, por su parte,
representan la tasa vigente aplicable al plazo, por lo que el valor presente de
algin pago recibido en un tiempo futuro debe ser descontado en funcién de la
tasa spot que le corresponde. Esto serd significativo pues segtin (1.1) el precio
del bono puede ser considerado como un portafolio de bonos cupdn cero, es por
ello que es importante considerar la estructura de tasas que pueda ser generada
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Figura 1.9: Ajuste de la estructura Ro y f2 por medio del modelo Fisher-Nychka-
Zervos a través de 1. En a) se presenta el ajuste sin pardmetro de castigo. En
b) se presenta el ajuste con pardmetro de castigo.

con la informacién disponible. En especial, supongase que con la informacion
disponible al momento se generan las siguientes tasas spot

R(0,1), R(0,2),---,R(0,T).
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De la relacién (1.23), se obtiene

R(O,t)t:/o f(0, s)ds.

Cuando toda la estructura reciba un incremento de « se le referird como un
movimiento paralelo en la estructura de tasas. Esto significaria que la forma
original de la curva (¢, R(0,t)) no se pierde, sino que es trasladada a una estruc-
tura de idéntica forma pero diferente valor. Si se agrega at a ambos lados de la
ultima igualdad no se afectaria la relacién, lo cual podria ser reescrito como

[R(o,t)+a]t:/0 f((),s)ds+/0 ads:/o £(0, 5) + a]ds. (1.25)

Esto quiere decir que una perturbacién paralela en la estructura de tasas spot
compuestas continuamente equivale a una perturbacién de idéntica magnitud
en la estructura de tasas forward continuas.

Es posible pensar al pago de cupones de forma continua, suponiendo que el
bono es cuponado y de plazo T y definiendo

o(t) = c, sit<T—1
S le+l, T-1<t<T

Se tiene que el pago recibido por el propietario del bono en un intervalo infinite-
simal de tiempo entre cualquier periodo anterior y el tltimo es cdt, mientras que
en el tltimo periodo es de (¢+1)dt. De esta forma, el valor presente de los pagos
infinitesimales puede expresarse indistintamente entonces como c(t)e™ Js £(0.5)ds
o c(t)e_tR(O’t), por lo que tiene sentido reexpresar el valor del bono como

B(i) = /0 ’ c(t)e BB, (1.26)

Como se hizo anteriormente, la duracién se definird como un promedio ponde-
rado de los tiempos de pago:

N — L g —R(0,t)t
D(i) = B(;)/o te(t)e dt. (1.27)

Ademss, si inmediatamente después de comprar el bono, la estructura de tasas
spot compuestas continuamente recibe un incremento «, entonces la estructura
cambia de i a i + «. Bajo estas condiciones, el valor del bono pasa a ser

t
B(i+a) = / c(t)e  RODFelt gy
0

y su duracién cambiaria a

. 1 T
D(i+a) = BGra) /O te(t)e” B0 Falt gp. (1.28)
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Si se calcula el incremento infinitesimal del precio del bono con respecto a in-
crementos paralelos en la estructura, se encuentra que

- T
dB(i+a) _ / —te(t)elROD+alt gy
do& 0

Donde se concluye que entonces la duraciéon puede ser expresada como

e T
B _.»1 dB(l + Oé) _ _.»1 / _tc(t)e[R(O,s)-l-oz]dS _ D(;—f— CY).
B(i+a) da B(i+a) Jo

Si se sustituye @ = 0 en esta tultima ecuacién, se obtiene la duracién inicial
antes de existir cambios en la estructura de tasas inicial. Esto quiere decir que
el incremento infinitesimal del precio del bono con respecto a cambios paralelos
en la estructura esta ligado de manera directa con la duracién del mismo.
Nuevamente, se determinaré el tiempo H que es necesario retener el bono pa-
ra obtener por lo menos el rendimiento inicial. Para ello, se puede considerar
nuevamente el valor que tendra en un futuro el valor del bono:

Fu(i) = B(3) - el ROMIH

Si la estructura sufre una perturbacién paralela de «, entonces
Fu(i+a) = B(i+ a) - el ROH)+elH

Debemos entonces encontrar el horizonte H de tal que el valor futuro sea mayor
o igual al que hubiera tenido si la estructura de tasas no hubiera cambiado
(a = 0). Esto quiere decir que, viendo Fi como funcién, ésta debe tener un
minimo global en el espacio (a, Fir) en la coordenada (o = 0, Fiy = Fy/(7)). Sin
embargo, minimizar Fir (i+a) es equivalente a minimizar la funcién In Fy (i+),
cuya expresion en términos del valor del bono después del movimiento en la
estructura, la tasa spot, el horizonte y el término « es:

In Fiy (i +a) = n B(i + a) + R(0, H)H + oH.

Para hacer que esta funcién tenga a « = 0 como minimo, se requiere en primer
lugar que la funcién en el punto o = 0 sea un punto de inflexién, es decir, que
su derivada con respecto a « evaluada en dicho punto sea cero:

dIn F (i + o) :dlnB(z—l—a) L H =0
da 00 da P
Esta tultima ecuacién implica a la siguiente relacién
din B(7 1 dB(i - ~
g doBlte)) 1 () =D(@+a)] =D).
do — B(i+a) do |, a=0

Esto quiere decir que la duraciéon es el posible candidato a ser el horizonte
buscado. Para mostrar que efectivamente F posee un minimo global en el
punto, se debe verificar que la segunda derivada es positiva.

2 - -
d*In Fy (i + «) _d 1H dB(i + «) _d _Di+a),
da? doa | B(i 4 «) do do
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donde la derivada de D(Z—i— @) con respecto a « es

2 T
M — i{%/ tc(t)e[R(O,t)Jm]tdt}
da do |\ B(i + o) Jo
1 T )
= m{/ —t2c(t)e"BODTell gy . B(7 4 )
1+« 0
r -
—/ tc(t)e_[R(O;t)-ka]tdt.M
0 da
_ { ST 2¢(t)e~ RO+l gy
- B(;—l— a)
fOT te(t)e~ RO+t gy 1 iB(i+ ) }
B(i+a) Blita) da
T2 —[R(0,t)+alt
tec(t)e dt . )
= _{fo (;(Z—i_a) +D(i+a).(_D(i+a))}

B { fOT tQC(t)ef[R(O’t)Jra]tdt
B B(i +a)

Esta ultima expresién es negativa, pues lo que se encuentra dentro de las llaves
es la varianza del tiempo de los pagos (en términos del bono) la cual siempre es

- D*( + oz)}.

positiva, de donde se concluye entonces que % = % [— D(i+ a)] > 0.
Todo lo anterior indica que, efectivamente, tomando como horizonte la dura-
cién del bono, éste quedara protegido ante variaciones paralelas en la estructura
de tasas. Sin embargo ;qué ocurre si la estructura sufre una variacién cualquie-
ra? Supéngase que la estructura inicial R(0,¢) sufre una variacién an(0,t), esta
estructura puede ser considerada fija, pero no existe razén alguna para creer
que el inversionista tenga la certeza de cémo debe ser esta variacién. Al analizar
el incremento infinitesimal en el precio del bono con respecto a la variacién, es
posible observar que tiene poco parecido a la definicién de duracién. En efecto,
al calcular el incremento infinitesimal con respecto al incremento no paralelo,
resulta: .
a5 _ / tn(0, t)c(t)e Ot
da 0
lo cual no es igual a la duracién.
Si se busca un horizonte H bajo el cual el bono sea inmune, nuevamente debe
considerarse el valor futuro del valor del bono al horizonte H después de que la
estructura sufre la variacion, el cual es:

Fy = B(a)e[R(QH)‘f‘OﬂZ(O;H)]H.

El minimo de esta funcién con respecto a « es equivalente a encontrar el minimo
de la funcién In Fy cuya expresién es:

In Fp = In B(a) + [R(0, H) + an(0, H)]H.



1.6. MAS SOBRE LA DURACION E INMUNIZACION 45

Para encontrar el minimo de esta funcién, como se ha hecho anteriormente, se
debe encontrar « de tal forma que la derivada de InFy sea cero:

dlnFyg  dlnB(a)
= 0,H)H.
o 2o T10,H)

Para encontrar la H* que minimice esta funcién, se debe igualar la parte del
lado derecho de la expresiéon anterior a cero, donde H* resultaria ser

dln B(«a)
H* = ——do .
n(0, H) {,—,

Sin embargo, al ser desconocida 7(0, H) no es posible asignar un valor a H*
en el momento de compra del bono. Esto pareciera indicar que no existe forma
alguna de encontrar un horizonte bajo el cual la tasa de interés sea parecida a
la inicial.

Otro enfoque para comprender un poco mejor el problema de inmunizacién
bajo variaciones no paralelas en la estructura de tasas es el presentado por la
duracién direccional.

1.6.2. Duracion direccional

Para comprender un poco mejor el problema de inmunizar un bono ante
movimientos no paralelos en su estructura, se debe considerar el precio del bono
como funciéon de las tasas spot compuestas continuamente bajo las cuales los
pagos periddicos seran descontados:

B(R(0,1),R(0,2),--- ,R(0,n)) = Zn: cre BODE, (1.29)
t=1

Ahora, la pregunta es ;qué sucede si la estructura comienza a moverse del punto
i = (R(0,1),R(0,2),---,R(0,n)) al punto @ = (a1, az, - ,an)? Recuérdese que
el precio del bono puede ser visto como una funcién que toma valores en los
nimeros reales (no negativos) y que al ser vista como en (1.29) como una funcién
que depende de n variables, su incremento infinitesimal sera:

4 (B) = }Ll,mo B(i + hc;b) — B(z)'
e

La interpretacién del limite anterior es la proporciéon de cambio infinitesimal
que recibe la funcién (en este caso el precio del bono) al ir hacia la direccién @
y recibe el nombre de derivada direccional. Al ser esta una funcién diferenciable
se puede reexpresar en términos del gradiente del bono y la direccién a:

B(i 4 hd) — B(i) - ", dB

lim - =vB(i) d= ; W(R(O, t))ay.
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Haciendo uso del lado derecho de esta tltima ecuacién y realizando los calculos
pertinentes en la ecuacién (1.29), esto se reduce a

0u(BG) = = 3 taere RO
t=1

o equivalentemente

—

D) = JalBG) _ _Xin mtctf_(mt)t. (1.30)
B(i) B(1)

A D, se le dard el nombre de duracién direccional. Ademds, una vez fijada la
direccién @, se puede interpretar a la duracién direccional de la misma forma
que la duracidén, es decir, como una aproximacién en el cambio proporcional en
el precio del bono, D, ~ %. Sin embargo, es posible observar que al existir
una infinidad de direcciones @ no existe una unica “duracién” y por tanto no
existe manera alguna de dar una tinica aproximacién en el cambio proporcional
en el precio del bono ante cambios en la estructura de tasas (este hecho se hizo
presente anteriormente cuando se traté de estimar H*). Aunque se podria inferir
el cambio en la estructura de tasas y de este modo dar una “aproximaciéon”, no
puede afirmarse categéricamente que el bono es inmune bajo algin plazo en
especifico.

1.6.3. El Teorema de Inmunizacién y su aplicacion

A pesar de que no existe una forma de fijar un periodo bajo el cual un bono
cuponado o portafolio de bonos sea inmune ante cambios en la estructura de
tasas, el problema sera transportado a uno de la siguiente forma: dado un ho-
rizonte especifico de interés, ;cudl debe ser la constitucién del portafolio para
inmunizarlo por un periodo de tiempo cuando la estructura sufre alguna va-
riacién cualquiera? Para ello se hard uso del Teorema general de inmunizacion,
aunque también sera de utilidad la siguiente definicién.

Definicion 1.6.1. Se define el momento de orden k de un portafolio de bonos
como el promedio ponderado de la k-ésima potencia de sus tiempos de pago,
donde los pesos serdn la proporcién que representan los flujos con respecto
al precio del bono inicial.

Por ejemplo, dos formas de expresar el momento k-ésimo es a través de la tasa
forward instantanea y spot compuesta continuamente, con las cuales toma la
siguiente forma:

Zivzl theye= Jo 1(0.)ds _ Zi\’zl the,etROD)
BO BO °
Nétese que el momento de orden k puede ser calculado de diferentes formas de-

bido a las relaciones existentes entre las diferentes tasas. Sin embargo, expresado
bajo cualquiera de éstas se debe llegar al el mismo resultado numérico.



1.6. MAS SOBRE LA DURACION E INMUNIZACION 47

El teorema de inmunizacién que ahora se presenta es una poderosa herra-
mienta para construir un portafolio inmune ante movimientos no paralelos en
la estructura de interés.

Teorema 1.6.2. Supongase que la tasa spot compuesta continuamente sobre
un periodo t, G(t) = tR(0,t) fo £(0,s) ds se puede desarrollar como una se-

rie de Taylor de la forma ZJ o0 At + GUHD (9t) ™+ con 0 < 0 < 1,

donde A; = (5)GY)(0), j = 0,1,

Sea By el valor del portafolio después del cambio en la estructura de ta-
sas spot. Para que un inversionista con horizonte H esté inmunizado contra
cualquier cambio en la estructura de tasas spot, basta con que se cumplan las
siguientes condiciones al momento de compra

m+1)‘

» Cualquier momento de orden j (j = 0,1---,m) del bono es igual a H7.

2 oy .
» La matriz Hessiana de sequndas derivadas parciales & dA2 es positiva

definida.

Demostracion. Supdéngase que se puede escribir la serie
1 1
G(t) = GO)+G (0t + HG (O +-+ — G (0)"
1

+mG(m+1) (Gt)tm“.

Esto significa que puede aproximarse G(t) con cierta exactitud deseada a un
polinomio de la forma

G(t) m A + Art + Agt® + -+ Apt™ = > Ajtd,

donde A; = %G(j)(O), conj=0,1,---,m.
Si se considera [1, N] el intervalo de tiempo bajo los cuales hay flujo de dinero,
entonces el precio del portafolio puede ser aproximado como

N N
By = Z cre” JE £(0,8)ds _ Z cre” R(0,) Z cre —(Ao+Art+Ast® 4 F A t™ ).

t=1 t=1

Para inmunizar al portafolio se tiene que garantizar el valor futuro del valor del
portafolio a un horizonte H (con H < N) cuyo valor es

N

By = [thefR(O,t)t]eR(H)H _ [ZC e G(t)}eG(H),

t=1 t=1
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y que por hipétesis se puede aproximar como

N
By =~ [E :Cte—(A0+A1t+A2t2+~'+Amtm)]e(A0+A1H+A2H2+...+AmHM)'

~

t=1

Ademss el valor futuro debe pasar por un minimo en el espacio m-+1-dimensional
(B, Ao, -+, Am), y, como se ha hecho anteriormente, se minimizar4 la funcién
equivalente log By que puede expresarse como

N
log BH ~ log [Z Cte*(A0+A1t+A2t2+~“+Amtm)}+AO+A1H+A2H2+. . —|—AmHm
t=1

Una condicién para minimizar log By es que su gradiente sea cero en el punto

inicial Ag, A1, Aa, -+, A, lo que implica el siguiente sistema de ecuaciones

dlog By 0
dAy

dlog By 0
dA,

dlog By

— = 0. 1.31
A (1.31)

La primera de estas ecuaciones implica la siguiente relacién

legBH Zi\il cte_(A0+A1t+A2t2+"'+Amtm)
iy B

(-1)+1=0,

o equivalentemente
ZL Cte—(A0+A1t+A2t2+~»+Amt’”)

1
By

Esta ecuacion es importante, pues expresa que la aproximacién tiene que ser lo
suficientemente buena como para que el valor del portafolio sea el mismo bajo
la aproximacién. Considerando el j-ésimo, término se obtiene

N _ 2, . m
legBH Zt:l cre (Ao+A1t+Azt"+-+A,t™)

I HI =0
o equivalentemente
N . _ 2, ... m
_ i (Aot Art+Ast® ++Ant™)
i — = P j=0,1,---,m, (1.32)

By

lo que conduce a la primera parte del teorema. La segunda parte es el requeri-
miento para garantizar que efectivamente se trate de un minimo, con lo que se
concluye la demostracion. O
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Obsérvese que la ecuacién (1.32) contiene m + 1 ecuaciones, por lo que si la
expansion de Taylor que se ha escogido es de grado m, el portafolio a inmunizar
tendra que contener m + 1 bonos. La razdén de esto es que se busca generar que
el sistema de ecuaciones tenga solucién tunica, hecho que se visualizara mejor
con un ejemplo.

Primero, supéngase que la aproximacién de Taylor de la funcién R(0,¢) obtenida
a través de algin método presentado anteriormente es R(0,t) ~ 0.03779936 +
(2.545992)10 3¢ — (1.030853)10~ 42 + (3.035141)10~5¢3.

Considérese ademéds un portafolio de bonos compuesto por alguna combinacion
lineal de bonos con caracteristicas dadas en el cuadro 1.10.

Tasa cup6n (%) Plazo (anos) Valor nominal

Bono 1 4.5 3 100
Bono 2 4 4 100
Bono 3 4.5 6 100
Bono 4 5 7 100
Bono 5 2 10 100

Cuadro 1.10: Caracteristicas.

Bajo esta estructura inicial, la valuacién de los bonos quedaria conformada segiin
se muestra en el cuadro 1.11.

Valor presente de los pagos

Plazo Tasa spot  Bono 1 Bono 2 Bono 3 Bono 4 Bono 5
(aiios) R(0,t) Cgl)eR(t)t CEQ)eR(t)t CE3)6R(t)t CE4)6R(t)t CE5)6R(t)t

1 0.040245  4.322492 3.842215 4.322492 4.802769 1.921108
2 0.042503  4.133278 3.674025 4.133278 4.592531 1.837013
3 0.044592  91.41526 3.499149 3.936543 4.373936  1.749575
4 0.046528 86.33871 3.735810 4.150900 1.660360
) 0.048332 3.533962  3.926624 1.570650
6 0.050020 77.40629 3.703650 1.481460
7 0.051611 73.16243  1.393570
8 0.053124 1.307552
9 0.054576 1.223803
10 0.055986 58.27154

Precio del bono 99.87103 97.35409 97.06837 98.71284  72.41663

Cuadro 1.11: Valuacién de bonos con la estructura inicial.

Supdéngase que se quiere invertir una cantidad de 100 unidades monetarias a
un periodo de 3 afos a una tasa del R(3) =4.4592 %, aunque desafortunada-
mente no exista algiin bono cupdn cero que garantice dicha tasa. Para resolver
el problema, se debe encontrar un portafolio que tenga un valor total de 100
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unidades monetarias repartidas en los cinco tipos de bonos. Sin embargo, para
dicho propdsito serd necesario suponer que es posible comprar o vender una
cantidad no entera de bonos. Ademds, se deben calcular los momentos de orden
k con k = 0,1,2,--- ,m para alguna m. Pero ;qué valor de m es apropiado?
Para darle respuesta a esta pregunta se debe considerar, respetando la nota-
cién del teorema de inmunizacién, que la funcién G(t) tiene como aproximacién
G(t) = 0.03779936t + (2.545992)103¢2 — (1.030853)10~ 43 + (3.035141)106¢4.
De aqui se puede observar que Ag = 0, A; = 0.03779936, Ay = (2.545992)1073,
Az = —(1.030853)1074, A4 = (3.035141)107%, por lo que el valor de m es 4.

Segtin (1.32) con m = 4, debe resolverse un sistema de cinco ecuaciones, pe-
ro para que este sistema tenga solucién tnica el nimero de incégnitas (nimero
de bonos) debe ser también cinco. Esto quiere decir que si existen més de cinco
bonos con diferente plazo en el mercado deben seleccionarse sélo cinco, pero
.,qué bonos son los indicados para conformar el portafolio? En principio, si se
conociera con exactitud la estructura R(t), la seleccion seria indistinta siempre
que el plazo de estos bonos sean distintos entre si y mayores o iguales al ho-
rizonte H. Sin embargo, al tratarse de una aproximacién alrededor de ¢ = 0,
esto significa que mientras més cercano se esté del punto 0, méas parecida sera la
funcién definida por la aproximacién, por lo que intuitivamente deberian selec-
cionase aquellos bonos con plazos maés cercanos al horizonte H. En el ejemplo
aqui expuesto, denotando como m,(j ) el k-ésimo momento del j-ésimo bono y P
el valor del portafolio, se necesita resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

(1) (2) (3) (4) (5)
n1 B 1)  neB 2y  n3B 3y nyB 4 nsB 5
PO m(())_’_ PO m(())_,_ PO mé)-i- PO m(())_’_ PO m(()) - HO
mB” ) + B (o) n By (o) 4 maB” ) + mB” @ _
P ! P ! P . P ! P L
(1) (2) (3) (4) (5)
n1 B 1)  neB 2y  n3B 3y nyB 4  nsB 5
PO é)_,_ PO é)—i— PO mé)-i- PO mé)—i— PO mé) - 2
n1B(()) 1) nzB(()2 2) n:sB(()3 (3) n4B(()) (4) n5B(5)m(5) — 3
P 3 P 3 P 3 P 3 P 3
mBy" ) B oy B o mBeY B )
P 4 P 4 P 4 P 4 P 4

Fijando el valor del portafolio en un valor de 100 unidades monetarias, todo en
el sistema anterior es conocido, excepto el nimero de bonos que deben obtenerse
de cada tipo. Esto puede reexpresarse de forma matricial como

nm=~h
donde

= n = (n1,n2,n3, N4, m—,)—r el vector columna de incégnitas

= m la matriz de los términos de la forma %B(()l)m,(j) con k =0,1,2,3 y
1=1,2,3,4
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= h el vector de potencias del horizonte.

51

El cédlculo de los momentos 1, 2, 3 y 4 se encuentran en los cuadros 1.12, 1.13,
1.14, 1.15 respectivamente
Una vez hechos los calculos pertinentes la matriz m resulta ser

Valor presente de los pagos

Plazo Tasa spot Bono 1 Bono 2 Bono 3 Bono 4 Bono 5
(1) _R(t)t (2) _R(t)t (3) _R(t)t (4) _R(t)t (5) _R(t)t
(afios) R(0,t) - Bil)( : - Biz)( : - B?S)( : e 3?4)( : e Bif»)( :
1 0.040245 0.043281 0.039466 0.044530 0.048654 0.026529
2 0.042503 0.082772 0.075478 0.085162 0.093048 0.050735
3 0.044592 2.745999 0.107827 0.121663 0.132929 0.072480
4 0.046528 3.547409 0.153945 0.168201 0.091712
5 0.048332 0.182035 0.198891  0.108445
6 0.050020 4.784645 0.225117 0.122745
7 0.051611 5.188150  0.134706
8 0.053124 0.144448
9 0.054576 0.152095
10 0.055986 8.046707
Momento de orden 1 2.872052 3.770181 5.371981 6.054990 8.950601
Cuadro 1.12: Momento de Orden 1.
Valor presente de los pagos
Plazo Tasa spot Bono 1 Bono 2 Bono 3 Bono 4 Bono 5
B t2c(1)€R(t)t t2c(2)€R(t)t t2c(3)eR(t)t t2c(4)€R(t)t t2c(5)€R(t)t
(anos) R(0,t) B ‘B §:16) B §:16)
1 0.040245 0.043281 0.039466 0.044530  0.048654  0.026529
2 0.042503 0.165545  0.150955 0.170324  0.186097  0.101469
3 0.044592 8.237998  0.323482 0.364989  0.398787  0.217439
4 0.046528 14.189637 0.615782 0.672804  0.366846
5 0.048332 0.910173 0.994456  0.542227
6 0.050020 28.707872  1.350700  0.736468
7 0.051611 36.317050  0.942945
8 0.053124 1.155581
9 0.054576 1.368857
10 0.055986 80.467072
Momento de orden 2 8.446823  14.703541 30.813671 39.968547 85.925434

Cuadro 1.13: Momento de Orden 2.
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0.99871039  0.973540993 0.987128454 0.724166346 0.724166346
2.868348549 3.670425527 5.977053057 6.481723916 6.481723916
m = | 8435930245 14.31450018 39.45409042 62.22430734 62.22430734
25.05600977 56.53388886 268.1082856 609.9760429 609.9760429
74.75091721 224.4876747 1038.729638 1844.122797 6029.462296
Valor presente de los pagos
Plazo Tasa spot Bono 1 Bono 2 Bono 3 Bono 4 Bono 5
3 (1) _R(t)t 3 (2) JR(t)t 3 .(3) _R(t)t 3 (4) R(t)t 3 (5) JR(t)t
(afios) R(0,t) : Cthl)( : : CtB<82>( : : Cthra)( : : Ct3<84)( ) . CtB<85>( )
1 0.040245 0.043281  0.039466 0.044530 0.048654 0.026529
2 0.042503 0.331089  0.301910 0.340649 0.372193 0.202938
3 0.044592 24.713994  0.970447 1.094967 1.196362 0.652316
4 0.046528 56.758549  2.463128 2.691216 1.467384
5 0.048332 4.550866 4.972281 2.711134
6 0.050020 172.247232  8.104198 4.418811
7 0.051611 254.219348  6.600618
8 0.053124 9.244651
9 0.054576 12.319716
10 0.055986 804.670719
Momento de orden 3  25.088364 58.070373 180.741372 271.604252 842.314817
Cuadro 1.14: Momento de Orden 3.
Valor presente de los pagos
Plazo Tasa spot Bono 1 Bono 2 Bono 3 Bono 4 Bono 5
4 (1) R(t)t 4 (2) R(t)t 4 (3) JR(t)t 4 (4) R(t)t 4 (5) JR(t)t
(afios) R(0,t) : Cthl)( : : CtB<e2>( : . CthS)( : : CtB<e4)( : : CtBé)( :
1 0.040245 0.043281 0.039466 0.044530 0.048654 0.026529
2 0.042503 0.662178 0.603820 0.681298 0.744386 0.405876
3 0.044592 74.141982  2.911342 3.284900 3.589085 1.956947
4 0.046528 227.034197 9.852511 10.764863 5.869537
5 0.048332 22.754331 24.861404 13.555670
6 0.050020 1033.483394  48.625190 26.512864
7 0.051611 1779.535438  46.204329
8 0.053124 73.957210
9 0.054576 110.877445
10 0.055986 8046.707195
Momento de orden 4  74.847441 230.588826 1070.100965 1868.169021 8326.073601

Cuadro 1.15: Momento de Orden 4.
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cuya inversa es

10.19540342 —5.142049497  0.765508287  —0.03555393  6.23797 x 10~ 17
—12.82225661 7.628668687 < —1.262979783 0.062996842 —8.60275 x 10717
m~! = | 4101826265 —2.889148317 0.60261287 —0.035642238 3.01395 x 10~ 17
—0.976258009 0.715441299 —0.162757803 0.012521454 —0.000238929
—0.0570575 0.058630966  —0.016503217 0.000405878  0.000238929

Ademas, el vector columna de horizontes h es
h=(1,3,9,27,81)"
Por lo que el nimero de bonos a adquirir de cada tipo es
n = (0.698873393,0.397846143, —0.104443281,0.023971634, 0.000618415)

Con este numero adquirido de bonos, el precio del portafolio es de 100.8021168
unidades monetarias, presumiblemente por errores numéricos de calculo, con
este valor del portafolio se espera obtener 100.8021168¢/1()3 = 115.2304351.
Ahora, supéngase que se ha adquirido dicho portafolio de bonos y que la estruc-
tura cambia a R(t) = .056, es decir, es una estructura constante para cualquier
valor en el tiempo. Bajo esta nueva estructura, la valuaciéon queda segin se
muestra en el cuadro 1.16.

El nuevo valor del portafolio es de 97.71210613 unidades monetarias, es decir, su
valor disminuy6 en 3.0654224 % (ndtese que intuitivamente ha disminuido pues
la tasa ha aumentado en todos los periodos excepto el tltimo, de esta forma el
valor de todos los bonos ha disminuido con excepcién del ultimo). Sin embar-
go, bajo esta nueva estructura el valor del portafolio al final del ano tres es de
97.71210613e3)3 = 115.236277 el cual es muy parecido a la cantidad que se
deseaba obtener inicialmente.

Ahora, supéngase que la estructura sufre un cambio paralelo, es decir, conserva
su forma pero ésta es trasladada. Sea R*(t) = 0.03379936 + (2.545992)10~3 —
(1.030853)10~%t2 + (3.035141)1075¢% dicha traslacién, bajo esta estructura el
precio inicial del portafolio es de 102.0367266 unidades monetarias (ndtese que
intuitivamente ha incrementado el precio del bono debido a que toda tasa spot
implicada ha bajado de valor), las cuales al final del afio tres tienen un valor de
102.0367266¢37 (3) = 115.2504244 unidades monetarias, lo cual difiere 0.019989
unidades monetarias de lo esperado inicialmente. La valuacion de los bonos bajo
esta estructura se encuentra en la tabla 1.17.

Ahora, supéngase que la estructura aumenta pero mantiene su punto final: la
estructura R(t) = .05 + (1.5)107% — (1.2)105¢2 + (5.686)10~%¢? tiene esta pro-
piedad y la valuacion de los bonos con ésta se encuentra en el cuadro 1.18.

Bajo esta nueva estructura el valor del portafolio es de 99.05834182, es decir, que
el precio del portafolio disminuyé en 1.7298993 % (nuevamente, intuitivamente
ha disminuido el valor del portafolio debido a un incremento en toda la estruc-
tura excepto en el ultimo punto). Sin embargo, el valor del portafolio a final del
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Valor presente de los pagos
Plazo Tasa spot  Bono 1 Bono 2 Bono 3 Bono 4 Bono 5

(afios) R(O, t) Cgl)eR(t)t C§2)6R(t)t C§3)6R(t)t c§4)eR(t)t c§5)eR(t)t
1 0.056 4.254926  3.782157 4.254926  4.727696 1.891078
2 0.056 4.023199 3.576177 4.023199  4.470221 1.788089
3 0.056 88.33947 3.381415 3.804092 4.226769 1.690708
4 0.056 83.12877  3.596918 3.996576  1.598630
5 0.056 3.401027 3.778919 1.511567
6 0.056 74.67811 3.573116  1.429246
7 0.056 70.94893  1.351408
8 0.056 1.277809
9 0.056 1.208219
10 0.056 58.26332

Precio del bono 96.61760 93.86852 93.75827  95.72222  72.01007

Cuadro 1.16: Valuacién de bonos con la estructura R.

afio tres bajo esta estructura es de 99.05834182¢3R(3) = 115.2605887, lo cual
no difiere mucho del valor del portafolio que se deseaba obtener (115.2304351
unidades monetarias).

Ahora supéngase que la estructura disminuye manteniendo su punto inicial
R(t) = 0.03779936 + (3.18249)10~ % — (1.288566)10~°¢2 + (3.793926)10~7¢3. La
valuacién de los bonos bajo esta nueva estructura se encuentra compilada en la
tabla 1.19. Ademds, el valor presente del portafolio es de 102.6885778 unidades
monetarias, mientras que su valor al final del afio tres es de 102.6885778¢%(3)3 =
115.3125227,que tampoco difiere mucho del valor que se esperaba obtener al fi-

nal del plazo de la inversion.

Ahora supongase que la estructura cambia de tal forma que incrementa en un ini-
cio y luego decrece; sea R(t) = 0.05279936—(4.243321)10~4%—(1.030853)10 42—
(3.035141)10~%3 la nueva estructura, bajo esta nueva estructura el valor inicial
del portafolio es de 99.07146638 unidades monetarias y su valor al final del ano
tres es de 99.07146638¢37(3) = 115.2831659 unidades monetarias. La valuacién
bajo esta estructura se encuentra en la tabla 1.20.

Por tltimo, supéngase que la estructura cambia y toma una forma de “S”
R(t) = 0.047724489 + 0.0017766t — 0.000546646t> + 0.00004555357t3. La va-
luacién bajo esta estructura se encuentra en la tabla 1.21; el valor presente del
portafolio es de 99.41250571 unidades monetarias, mientras que su valor al final
del tercer periodo es de 99.41250571e3% = 115.2808335.

La forma que toman todas estas estructuras asi como una breve comparacion
con la estructura inicial pueden ser encontradas en la figura 1.6 y 1.7.
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Valor presente de los pagos

Plazo Tasa spot Bono 1 Bono 2 Bono 3 Bono 4 Bono 5

(afios) R*(0,t) Cgl)eR(t)t C§2)6R(t)t C§3)8R(t)t C§4)8R(t)t C§5)6R(t)t
1 0.036245 4.339817 3.857615  4.339817 4.822018 1.928807
2 0.038503 4.166477 3.703535  4.166477 4.629419 1.851768
3 0.040592  92.518860  3.541392  3.984066 4.426740 1.770696
4 0.042528 87.731240  3.796063 4.217848 1.687139
5 0.044332 3.605352 4.005947 1.602379
6 0.046020 79.286516  3.793613 1.517445
7 0.047611 75.239932 1.433142
8 0.049124 1.350070
9 0.050576 1.268663
10 0.051986 60.649652

Precio del bono 101.025154 98.833782 99.178291 101.135518 75.059761

Cuadro 1.17: Valuacién de bonos con la estructura R*.

Valor presente de los pagos
Plazo Tasa spot Bono 1 Bono 2 Bono 3 Bono 4 Bono 5

~

(afios) R(0,1) Cgl)eR(t)t C£2)6R(t)t C£3)6R(t)t C£4)6R(t)t C£5)6R(t)t

1 0.050143  4.279917 3.804371 4.279917 4.755464 1.902186
2 0.050297  4.069346 3.617197 4.069346 4.521496 1.808598
3 0.050495  89.81037 3.437718 3.867432 4.297147 1.718859
4 0.050771 84.88549  3.672930 4.081034 1.632413
5 0.051160 3.484323 3.871470  1.548588
6 0.051696 76.63163 3.666586 1.466634
7 0.052412 72.75330 1.385777
8 0.053343 1.305259
9 0.054523 1.224386
10 0.055986 58.27148

Precio del bono 98.15963 95.74478 96.00558 97.94649 72.26418

Cuadro 1.18: Valuacién de bonos con la estructura R.
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Valor presente de los pagos

Plazo Tasa spot Bono 1 Bono 2 Bono 3 Bono 4 Bono 5

(afios) R(0,1) Cgl)eR(t)t C§2)8R(t)t C§3)6R(t)t C§4)6R(t)t C§5)€R(t)t
1 0.038105 4.331753 3.850447 4.331753 4.813059 1.925224
2 0.038387 4.167443 3.704394 4.167443 4.630492 1.852197
3 0.038648  93.059766 3.562096 4.007358 4.452620 1.781048
4 0.038890 89.017149 3.851704 4.279671 1.711868
5 0.039116 3.700611 4.111790 1.644716
6 0.039327 82.535257 3.949055 1.579622
7 0.039526 79.621128 1.516593
8 0.039715 1.455614
9 0.039896 1.396654
10 0.040073 68.322972

Precio del bono 101.558962 100.134086 102.594126

105.857816  83.186508

Cuadro 1.19: Valuacién de bonos con la estructura R.

Valor presente de los pagos

Plazo  Tasa spot Bono 1 Bono 2 Bono 3 Bono 4 Bono 5
(afios) R(O, t) cgl)eR(t)t C§2)6R(t)t c§3)eR(t)t C§4)6R(t)t C§5)6R(t)t
1 0.052269  4.270831 3.796294  4.270831 4.745368 1.898147

2 0.051514  4.059457  3.608406  4.059457 4.510508 1.804203

3 0.050517  89.804684  3.437500 3.867187 4.296875 1.718750

4 0.049258 85.400950  3.695233 4.105815 1.642326

5 0.047721 3.544764 3.938626 1.575451

6 0.045887 79.349872 3.796645 1.518658

7 0.043737 77.308409 1.472541

8 0.041253 1.437810

9 0.038418 1.415364
10 0.035212 71.725701
Precio del bono 98.134972 96.243151 98.787345 102.702246 86.208951

Cuadro 1.20: Valuacién de bonos con la estructura R.
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Valor presente de los pagos

Plazo Tasa spot Bono 1 Bono 2 Bono 3 Bono 4 Bono 5

(afios) R(0,t) Cgl)eR(t)t C§2)8R(t)t C§3)6R(t)t C§4)6R(t)t C§5)8R(t)t

1 0.049000  4.284815  3.808725  4.284815  4.760906  1.904362
2 0.049456  4.076205  3.623293  4.076205  4.529116  1.811647
3 0.049364 90.115647  3.449403  3.880578  4.311753  1.724701
4 0.049000 85.489279  3.699055  4.110061  1.644025
5) 0.048636 3.528595  3.920661  1.568264
6 0.048544 78.094579  3.736583  1.494633
7 0.049000 74.512059  1.419277
8 0.050275 1.337690
9 0.052644 1.245267
10 0.056379 58.042658

Precio del bono 98.476666 96.370699 97.563827 99.881140 72.192525

Cuadro 1.21: Valuacién de bonos con la estructura R.
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0.056
Tipo de Valor Presente Valor Futuro
- tasa Spot del Portafolio del Portafolio
S
%.0.05 T
8 —R(t) 100.8021168  115.2304351
3 R
& —R(t) 97.71210613  115.236277
0.0378
Plazo
0.056 +
Tipo de Valor Presente Valor Futuro
- tasa spot del Portafolio del Portafolio
)
%0.05 1
8 —R(t) 100.8021168 115.2304351
£ ~
E —R(t) 99.05834182 115.2605887
0.0378
Plazo
0.056 +
Tipo de Valor Presente Valor Futuro
2 tasa Spot del Portafolio del Portafolio
%0.05 T
8 —R(t) 100.8021168 115.2304351
3 _
&= —R(t) 102.6885778 115.3125227
0.0378
Plazo

Figura 1.10: Alteraciones en la estructura de tasas. En negro se muestra la estructura

original. En gris se muestra la estructura alterada. En la tabla se encuentra el valor presente
y futuro del portafolio bajo ambas estructuras.
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99

0.056

Tipo de Valor Presente Valor Futuro
tasa Spot del Portafolio del Portafolio

Tasa spot

—R(t) 100.8021168  115.2304351
—R*(t) 102.0367266  115.2504244

0.05 /
0.0378

0.03387

0.056 1

Tipo de Valor Presente Valor Futuro
tasa Spot del Portafolio del Portafolio

Tasa spot

—R(t) 100.8021168  115.2304351
—R(t) 99.07146638  115.2831659

0.05 7<
0.0378

Tipo de Valor Presente Valor Futuro
tasa Spot del Portafolio del Portafolio

Tasa spot

—R(t) 100.8021168  115.2304351
—R(t) 99.41250571  115.2808335

0.056 +
0.05 7/
0.0378

Plazo

Figura 1.11: Alteraciones en la estructura de tasas. En negro se muestra la estructura
original. En gris se muestra la estructura alterada. En la tabla se encuentra el valor presente

y futuro del portafolio bajo ambas estructuras.
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Capitulo 2

Modelos de Mercado

El presente capitulo estd basado principalmente en los libros de Resnick [13]
y Shreve [12], asi como del trabajo realizado por Harrison-Pliska [5].
En este capitulo se introduciran algunos conceptos y herramientas importantes
para el manejo de modelos de tasas de interés estocdsticos; de entre los cuales
destaca el concepto integral estocastica. Asimismo se asentaran las bases de los
modelos de mercado utilizados en el presente trabajo.

2.1. Preliminares

Anteriormente se han expuesto las propiedades inherentes de los bonos asi co-

mo su relacién intrinseca con la tasa de interés. Ademas, se han introducido los
conceptos més importantes sobre la estructura de tasas de interés y algunos
métodos para ajustar dichas estructuras. Sin embargo, éstos se han hecho de
manera determinista debido a la naturaleza del ajuste. A partir de este ajuste
y con base en la relacién existente entre la tasa de interés y los bonos, se han
podido establecer estimaciones en los precios de los tltimos.
Otra perspectiva existente para la valuacién de bonos es crear modelos que des-
criban el comportamiento de la tasa de interés, permitiendo capturar el hecho
de que ésta es un consenso de mercado, y que el constante movimiento interno
de éste provoca que la tasa de interés se mueva continuamente y de manera
erratica. Esta perspectiva tiene como objetivo crear herramientas que permitan
describir el comportamiento de la tasa de interés, pues al ser esta iltima alea-
toria, no es posible obtener su valor con una completa exactitud.

En términos generales, un modelo estocéastico es aquel que busca representar
los posibles eventos de un fenémeno a través de un conjunto de variables aleato-
rias indexadas con algtin conjunto. En particular, en el presente trabajo se tiene
especial interés en representar como fenémeno aleatorio el cambio en la tasa de
interés (o andlogamente el cambio en el precio de bonos) con relacién al tiempo.
Los modelos existentes generalmente pueden agruparse en dos grandes grupos:
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aquellos que modelan la tasa de interés (o el cambio en el precio del bono) de
una manera discreta, y aquellos que lo hacen de una manera continua. La dife-
rencia entre ambos surge principalmente en que los primeros buscan representar
el fenémeno para alguna periodicidad (o periodos) de interés en especifico, y la
segunda lo hace de forma maés general para cualquier momento en el tiempo.

Una manera efectiva para describir el comportamiento de una tasa de interés es
mediante el comportamiento que sigue su estructura a través de su incremento
infinitesimal. En el presente capitulo se tendra especial atencion a la evolucion
de la tasa corta que también puede ser descrita en términos de los incrementos
que ha de seguir la misma.

Por ejemplo, si se describe el incremento de la tasa corta r(t) como

dr = a(r, t)dt, (2.1)

donde «(r,t) es una funcién que depende tnicamente del tiempo y quizé de la
tasa, significa que el incremento en la tasa serd de una forma conocida, por lo
que este modelo seria uno deterministico: todo es conocido para cualquier tiem-
po t una vez establecido 7(0).

Es comun utilizar este tipo de supuestos cuando la tasa de interés juega un
papel secundario en la modelacién del precio de algin instrumento, debido a
que la variabilidad en la tasa de interés contribuye de manera “despreciable”
en el precio del instrumento a modelar. Sin embargo, esto claramente no ocurre
cuando la tasa de interés es el principal o tinico elemento en la modelacion del
precio del instrumento, como es en el caso de los bonos. En este caso, la va-
riabilidad de la tasa de interés en el modelo puede ser expresada mediante un
modelo estocastico.

Sea 0 = tg < t1 < -+ < t,, = t y de manera preeliminar, considérese la
discretizacién del modelo anterior, el cual quedaria de la forma

ATtk+1 = Oétk Atk,

donde Ary, =14, — 14, ¥ Aty = tp41 — tr. Se podria pensar en introducir la
aleatoriedad en el modelo al agregar ademas un incremento de caracter aleatorio
en el incremento discreto de la ecuacién anterior de la siguiente forma:

Ary, = a(rg, ty) Aty + o(rg, tr) ABy, (2.2)
para obtener
m—1 m—1
Ty =T+ Z Oé(Tj,tj)Atj + Z U('f‘j, tj)ABtj. (23)
Jj=0 j=0

Si el limite cuando At; — 0 existe en algin sentido, y usando la notacién usual
de integral, se obtendria

¢ ¢
e =17+ / a(rs, s)ds + / o(rs, s)dBs. (2.4)
0 0
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La interpretacién de este modelo es que el incremento de la tasa de interés se
asocia a un incremento proporcional al tiempo més un ajuste de origen estocésti-
co. Es importante recalcar que este paso es uno de los més importantes dentro
del modelado, pues del comportamiento o distribucién del incremento aleatorio
obviamente dependera la distribuciéon que tenga r. No sélo eso, sino que depen-
diendo de la distribuciéon que tenga el incremento existirdan algunas propiedades
que sean “heredadas” de ésta, haciendo de la obtencién de resultados un pro-
ceso més simple o mucho méds complejo. Ademds, al introducir un elemento de
caracter aleatorio, serd de importancia poder medir la incertidumbre que genera
el modelo.

Al ser de gran importancia el comportamiento del cardcter aleatorio que se
le ha de agregar al modelo, en principio seria agradable que los supuestos que
se hagan sobre éste tuvieran propiedades deseables en el sentido de que no sélo
simplifiquen en cierta manera la valuacion, sino que el modelo refleje algin com-
portamiento observado en el mundo real. Una manera de simplificar el modelo
seria suponer que los incrementos no dependan unos de otros y que su tipo de
distribucién no dependa del tiempo. Ademads, seria 1til que reflejara el hecho de
que el precio de los bonos fluctia continuamente.

Algunas de las propiedades anteriormente mencionadas y otras més las tiene
el proceso conocido como movimiento browniano. Sin embargo, este no serd uti-
lizado de manera directa, sino que se usara para modelar el incremento en la
tasa por lo que es necesario conocer algunas de sus propiedades.

2.2. Movimiento browniano

Es posible construir al movimiento browniano de diversas maneras, pero se
ha escogido aquella que parte de variables aleatorias independientes con distri-
bucién Normal pues esta construcciéon permite ademds demostrar su existen-
cia. Sin embargo, antes se dard una idea intuitiva usando caminatas aleatorias
simétricas. Se ha de aclarar que el contenido de esta seccién serd poco formal y
un tanto superficial.

Caminatas Aleatorias Simétricas

Una forma de modelar la tasa de interés aplicable en periodos posteriores a
la observada, es hacer que ésta aumente o disminuya de manera aleatoria. Como
ejemplo para obtener aleatoriedad, se puede suponer que se tiene una moneda
no necesariamente “justa”’ (es decir, que no necesariamente la probabilidad de
que salga cara o cruz es la misma), y definase

Y. 1 si cae cara en el j-ésimo lanzamiento
J —1 si cae cruz en el j-ésimo lanzamiento
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Sean n el nimero de lanzamientos he-
chos, si se define Xy = 0 se tiene que en m m
cada lanzamiento de la moneda la variable q p
M) = Z;:o X, donde ¢ es un numero | |
natural, aumenta o disminuye una unidad 9 _1 0 1 2
de manera aleatoria.

Y eso precisamente es un ejemplo de ca-
minata aleatoria unidimensional, proce- Figura 2.1: Probabilidades.

sos en los cuales para cada tiempo discreto t, ésta aumenta en cada paso con
probabilidad p, y disminuye con probabilidad ¢; donde 0 < p < 1y p+gq = 1. De
manera general la caminata aleatoria puede ser definida de la siguiente forma:
Sean Xy = 0 y X3, Xo,... variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, tales que P(X; = 1) =py P(X; = -1) =¢ con0<p<1ly
p+ q =1, entonces el proceso:

es una caminata aleatoria unidimensional

Cuando sucede que p = ¢ = = se dice que M(¢) es una caminata aleatoria
simétrica unidimensional; el termlno ‘simétrico” se debe precisamente a que la
probabilidad de que M (t) en cada paso aumente o disminuya sea la misma. Pues
bien, las caminatas aleatorias unidimensionales simétricas serdn de interés para
dar una idea intuitiva de lo que es un movimiento browniano y cuando se hable
de caminatas aleatorias, seran de estas de las que se trate.

Primero, nétese que la caminata aleatoria cumple con la propiedad de tener
incrementos independientes, es decir, que si se escogen enteros no negativos
0=Fky < ki <---< km, las variables aleatorias

(Mkl - Mko)a (Mk2 - Mkl)a te a(Mk - Mkm)

m—1

son independientes; esto es directamente observable, pues las variables { Xj }r>o
que lo conforman lo son. Ademds, si se conoce el valor de la variable M(s) con
s entero no negativo, se tiene que para todo ¢ > s entero no negativo

E[M@t)|M(s)] = E[(M(t)— M(s))+ M(s)|M(s)]

)
[ M (s )] E[M(s)|M(s)]
]+

J
= M

donde se ha usado el hecho de que la caminata aleatoria tiene incrementos
independientes, la linealidad de la esperanza y que el valor esperado E[X}] es
cero.
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Ademds, para n entero no negativo,
la caminata aleatoria pudo haber recorri-
do alguno de 2™ caminos. De hecho, es
posible mostrar que para n impares la ca-
minata aleatoria s6lo podra tomar valores
impares, asimismo, para valores pares s6lo
podra tomar valores pares. Siendo asi, pa-
ra calcular la probabilidad de que la cami-
nata aleatoria tome el valor £ > 0 al tiem-
po entero no negativo n, se necesita que de
los n ensayos bernoulli totales, ”T*k hayan
tomado el valor de —1 y "T’k + k hayan
tomado el valor de 1. De manera analoga,
si k < 0, el procedimiento es exactamen-
te igual pero con los papeles invertidos.
De aqui se sigue que, tomando las consi-
deraciones pertinentes anteriormente ex-
puestas, la caminata aleatoria tiene una
distribucién binomial.

Figura 2.2: Ejemplo: caminata aleatoria.

En el caso particular de las caminatas aleatorias simétricas, su distribucién
puede reducirse de la siguiente manera (cuando ¢ y k son ambos pares o impares):

]P’[M(t):k]:t7!<%> L t<k<t.

(SN

Ademas, es importante senalar el hecho de que si se interpola linealmente la
caminata aleatoria resulta una funcién diferenciable para todo tiempo no ente-
ro, mientras que para todo tiempo entero no negativo podria no serlo debido
a que la pendiente podria cambiar de manera abrupta. Esto puede visualizarse
graficamente en forma de “picos”, como puede observarse en la Figura 2.2.

La caminata aleatoria puede tomar valores negativos con probabilidad relati-
vamente alta (.5), y por ello no puede ser usada para modelar directamente la
tasa de interés. Sin embargo, lo que es posible utilizar para modelar una tasa
de interés es su incremento. Por ejemplo, tomando alguna constante 0 < a < 1,
puede modelarse la tasa de interés para la tasa entre los tiempos ¢t — 1 < s < ¢

CcComo:
t—1 1 t—1 1
"s :Tokl:[O(1+aAMk> :mkl:[O(Han)'

Esta tasa de interés también tendra una distribucién binomial, si se considera
wy dcomou=——yd=—— ysetoma en cuenta ademéas el hecho de que la
l1—a 14+a

probabilidad de que al tiempo n =r+ s con 0 < r < s la tasa tome un valor de
ro-u” - d° es equivalente a la probabilidad de que la caminata aleatoria tome el
valor de n — r.
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Dejando de lado el modelaje de tasas, el siguiente paso a considerar para apro-
ximarse al movimiento browniano consistird en “acelerar” el proceso. Para ello,
es suficiente considerar mas ensayos por unidad de tiempo y reducir el tamano
de los valores que pueden tomar los mismos. Haciendo esto se obtiene lo que se
define como caminata aleatoria escalada:

iM (nt),

Tn

donde nt es un entero, y si no lo fuera, se define a M (™ (t) como la interpolacién
lineal de los puntos mas cercanos. Nétese que ahora por cada unidad de tiempo
se realizan n ensayos.

Es importante remarcar el hecho de que la caminata escalonada tiene también
distribucién binomial para ¢ entero no negativo, ademés de tener incrementos
independientes, esperanza cero y -sobre todo- el hecho de que a medida en que se
“acelera” la caminata aleatoria, se incrementa el nimero de ensayos por unidad
de tiempo y con ello incrementan también los puntos en los cuales la caminata
aleatoria podria dejar de ser diferenciable. Ademas, su distribucién se aproxima
a la distribucién Normal.

Es posible obtener al movimiento browniano (en distribucién) en el limite cuan-
do n — oo, donde intuitivamente se obtendria que posee propiedades “here-
dadas” de manera natural de la caminata aleatoria. Sin embargo, como se ha
aclarado anteriormente, este proceder ha sido expuesto unicamente para formar
una idea intuitiva y su construccion se realizara de diferente manera.

MM (1) =

El procedimiento para construir el movimiento browniano en el intervalo
[0,1] es a partir de una idea muy similar al de una caminata aleatoria simétri-
ca pero mas compleja. Para ello, se debe

estar consciente del hecho que si se tienen
dos variables X (s), X (t) de tal forma que

U = X(t) — X(s) tiene una distribucién
N(0,t—s) y si existe otra variable V' con
distribucién N (0,t—s) entonces es posible
construir una variable aleatoria X (*£2)
de tal manera que X (££2) — X (s) = LY
y X(t) — X(&42) = Y5Y son indepen-
dientes y tienen la misma distribucién
N(0, t*TS) En otras palabras, si se tienen
un par de variables aleatorias tal que su
diferencia tenga una distribucién normal,
entonces existe una variable aleatoria jus-
to en medio de las dos de tal manera que
divide a X (t) — X (s) en dos fragmentos,
mismos que tienen idéntica distribucién y
son independientes. Dicho de otro modo,
esto significa que se convierte una seccién

W(n+1)( k41 )
on+1
rZ

AN

T
k k41
on+1

l
T
k+1
271

Figura 2.3: Construcciéon del movimiento
browniano: interpolacién.
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en dos subsecciones que tienen incrementos independientes. Este hecho tiene
una importancia significativa para construir el movimiento browniano en el in-
tervalo, pues lo que se procede a hacer es una secuencia de variables aleatorias
Normales de la forma {V(£),k =1,2,--,2",n > 1} donde V(%) se distri-
buye N (0, 55).

Se define X (0) =0, X (1) = V(1) y se usa V() para construir X (1) de tal
forma que X (1) — X(0) y X(1) — X(3) son independientes y de idéntica dis-
tribucién N (0, %) Ahora, usando induccién, supéngase que se define X (2%)
y considerando V(%) se construye X(%) con V(%) de tal forma que
X(24H) - X(%in) y X (&) — X(241) son independientes y de idéntica distri-
bucién N (0, z1).

Para cadan = 1,2, - -, se define el proceso {W ) (t)};>¢ como
() : k n
W (¢, w) = X (t,w) s1t€{2—n,0§k§2 ,keN},

y si t no es de la forma % se define como la interpolacién lineal de los dos
puntos més cercanos.

Nétese que W1 (t) tiene definidos los

mismos puntos que W) (t), pero que ademés
tiene definidos puntos intermedios. En Res-
nick [?] se demuestra que esta sucesién -
de funciones continuas es una sucesién de
Cauchy que converge uniformemente con
probabilidad uno, es decir, que la funciéon a .|
la que converge la sucesiéon es una funcién
que existe casi seguramente.
Se define al movimiento browniano como la
funcién a la que converge la sucesion, cuando
existe, y en caso de no existir (en un conjun- Figura 2.4: Movimiento browniano.
to de probabilidad cero) se define simplemente al movimiento browniano como
la constante cero:

W(t) = i,y oo W (), silimy, oo wn) (t) existe
o 0, en otro caso

Se puede demostrar que, dadas las condiciones de la construccién, el movi-
miento browniano tiene las caracteristicas de ser continuo. Para todo 0 <
to < t1 < -+ <ty < 1, los incrementos W (ty) — Wi(to), W(t2) — W(t1),
.y W(tm) — W(tm—1) son independientes y cada incremento se distribuye
N(0,tr — ty—1) ademds de ser no diferenciable en ningtin punto con probabili-
dad uno.
La extension del concepto a toda la recta real no es muy diferente a la del in-
tervalo [0, 1]. Siendo asi, la definicién precisa de movimiento browniano serd la
siguiente.
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Ademas de estas caracteristicas, el movimiento browniano posee algunas otras
propiedades que seran de suma importancia considerar al momento de modelar
tasas.

2.2.1. Propiedades del movimiento browniano

La primera propiedad que se analizara estd estrechamente asociada a “juegos
justos”, pues refleja la idea de que si se tratara de un juego, en promedio no se
gana ni se pierde a largo plazo y la cual es llamada Martingala. Sin embargo,
para poder hablar de Martingalas es necesario primero conocer lo que es una
filtracion.

Las filtraciones pueden ser pensadas como conjuntos donde se “guarda” la in-
formacién disponible hasta el momento y donde no existe fuga alguna, siendo
la obtenida hasta ese punto la que contenga toda la informacién de tiempos
pasados.

De manera intuitiva la definiciéon anterior significa que la informacién conte-
nida en F; es suficiente para conocer el valor de la variable X;. Por otra parte,
serd de utilidad la siguiente definicién.
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Definicién 2.2.4. Sea X = {X;};>0 un proceso estocdstico y {F;}o<i<oo
una filtracién. Si la o-dlgebra generada por el proceso { Xs}._, estd contenida
en Fy, se dice que el proceso {X;} es adaptado a la filtracion {F; }o<i<oo-

La definicién anterior propone de manera intuitiva que si un proceso es adaptado
a una filtracion, significa que la informacién generada por el proceso esta conte-
nida en la filtracién, por lo que es posible conocer la trayectoria que ha seguido
el proceso. Una vez explicado esto, se puede proceder a definir lo que es una
martingala.

Definicion 2.2.5. Un proceso X = {Xt}tZO es una martingala respecto a
la filtracién {F;}+>0 bajo (2, #,P) si cumple las siguientes condiciones

[ ] ]EHXt” < 00
» Es adaptado a la filtracién {F;}>o.

= Si s <t, entonces E[X;|F,] = X c.s.

La ultima propiedad explica que X es martingala con respecto a la filtracion
{Fi}i>o si dada la informacién disponible al tiempo s, el valor esperado del
proceso al tiempo t, es igual al valor del proceso en s con probabilidad uno.

Teorema 2.2.6. Sea {W(t);>0} un movimiento browniano y sea {F;}i>0
la filtracion mds pequena que contiene a W (t) para todo t en el espacio de
probabilidad (Q, F,P). Entonces el movimiento browniano es martingala con
respecto a la filtracion {Fi}i>o.

Demostracion. Para mostrar que el movimiento browniano es una martingala,
basta con que se reescriba a W(t) como la suma que toma la variable en dos
intervalos disjuntos (y por lo tanto independientes), donde uno pueda ser eva-
luado con la informacién que se tiene hasta el momento, y la otra se anula por
ser independiente de la informacién y tener media cero.

Procediendo de esta manera, sea 0 < s < t, cualesquiera tiempos, entonces

EW(@)|F(s)] = E[(W(t) = W(s)) + W(s)|F(s)
= E[(W(t) - W(s))|F(s)] + E[W (s)|F(s)]
= W(s).

O

Otro concepto importante es el de proceso de Markov que relaciona la infor-
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macién obtenida hasta cierto tiempo s con el proceso al tiempo t > s.

Este concepto captura en cierto sentido el hecho de que en algunos procesos
no importa lo que ha ocurrido antes del tiempo s, sino lo que ocurrié precisa-
mente al tiempo s.

Como se ha mencionado, se modelara el incremento infinitesimal de la tasa

corta a través del movimiento browniano, es decir, que se usara a este como
integrador.

2.2.2. ;El movimiento browniano como integrador?

Debido a que se pretende utilizar el movimiento browniano como integrador,

es necesario saber si cumple con algunos requisitos para serlo. Inicialmente se
mencionaran y posteriormente se analizaran para el respectivo caso.
Uno de los requisitos que debe cumplir un “buen” integrador en la integral de
Riemann-Stieljest, es la de tener una variacidn finita. Es decir, para que la inte-
gral esté definida para cualquier funcién continua como integrando, el integrador
debe ser de variacion finita.

La idea intuitiva de la utilidad de la variacién de una funcién, es la de me-
dir el tamano de las oscilaciones que produce ésta, tanto ascendentes como
descendentes. Al pedir como requisito que el integrador sea de variacion finita,
implicaria que al no haber un movimiento “explosivo” en el integrador, la inte-
gral existird para ciertas condiciones en el integrando.
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Cuando la integral de Riemann-Stieljest de una funcién f con respecto a otra g
en el intervalo [a, b] existe, se tiene que la integral se denota como

n

Zf(ﬁ')(g(ti) —g(ti-1)),

=

b
/a f(Odg(t) = lim

donde ||TI|| queda definido como anteriormente y t;—1 < 7; < t;. En el caso
particular en que g = f, y definiendo las sumas por la derecha y por la izquierda
de la forma

R, = F)(f(t) = f(tiz1)),

I

s
Il
-

L, = fi)(f () — f(tiz1))-

-

s
Il
-

Si la integral existe, se debe tener que cuando el tamano del subintervalo maés
grande tiende a cero estas dos sumas deben ser iguales.
Al analizar la diferencia de estas sumas sin tomar el limite se obtiene

Esta caracteristica, que normalmente no se analiza debido a que en toda funcién
con variacién finita tiene el valor de cero cuando ||II|| — 0, tiene el nombre de
variacion cuadrdtica.

Definicién 2.2.9. Sea II = {tg,?1,...,%,} una particién del intervalo con
0<a=ty<t; <---<t, =>. Sedefine a la variacion cuadrdtica Q sobre
el intervalo [a,b] como la variable aleatoria

Q)= lm Q(f)n= lim 0;0 (F(tj41) = £(2))"

De igual manera, se denotard indistintamente como [f, f|(¢) la variacién
cuadrética generada por f en el intervalo [0, ¢].

En el caso del movimiento browniano, es posible considerar a la variacién cuadrati-
ca como una variable aleatoria si no se conoce la trayectoria que sigue en el in-
tervalo en cuestion. Un hecho un poco sorprendente es que, si se considera como
una variable aleatoria, el valor que toma la variacién cuadrética corresponde
“en promedio” al del tamano del intervalo en el que se esté valuando.

A fin de ilustrar este hecho, se puede mostrar que la variacién cuadrética es el
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limite de una sucesion de variables aleatorias cuya varianza converge a cero y
cuya esperanza es del tamano del intervalo. El que su varianza sea cero impli-
carfa que existe convergencia en Ly (media cuadrada). En efecto, si se considera
a Y, una sucesién de variables aleatorias tal que su varianza converja a cero, se
tiene que

lim Var[Y,] = lim [ (Y, (w) — p)?dP =0,

con lo que se mostraria que converge a su media en Lo.

Sin pérdida de generalidad, se mostrard este hecho sobre el intervalo [0,7].
Considérese en primer lugar la media de Qr, para verificar que efectivamente
su media es el tamano del intervalo, y descompéngase de la siguiente forma:

|
_

n n—1

E[Qn] = E[ ‘ (W (tj41) — W(tj)ﬂ = ZE[(W(tj-f‘l) - W(tj))Q]

=0

<
Il
o

Ahora bien, debe tenerse presente que las variables W (¢) — W (¢x—1) son inde-
pendientes entre si y se distribuyen N(0,t; — tx—1), de donde se sigue que

Var[W(tk) — W(tk_l)] = E{(W(tk) — W(tk—l))ﬂ =1 —tp_1.

Por lo tanto,

E[QH] = i Var[W(tk) - W(tkfl)] = 2(tk - tkfl) =T.
=0 =0

Entonces, la media de Q1 es precisamente el tamano del intervalo sobre el que
se estd trabajando y, en particular, lo es también para la variable aleatoria Q.
Notese que este resultado se mantiene no importando qué tan pequeno sea el
intervalo.

Una vez mostrado el hecho de que la media de la variable @ es el tamano del
intervalo, considérese la variable Z; 1 = (W (t;41) — W(t;)) vy la varianza de la
variable ij 1 en cada intervalo, la cual queda expresada como

Var((W(t5) =W(t))"] = VarlZ3,]

= E|(23, - E[Z]?H]ﬂ

= E (ZJZH — (i1 —%))1

= E|Zj| =20t — t)E[Z7] + (tie1 — t5)°

= E|Zj1| —2(tjs1 —t5)° + (tjp1 — t;)°

= E|Zj] — (b —15)*
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Ahora, utilizando el hecho de que Zj,1 = (W(tj41) — W(t;)) tiene una dis-
tribuciéon normal con media cero, entonces su cuarto momento es tres veces el
cuadrado de su varianza, obteniendo asi que

Var[(W (tjs1) — W(t))*) = 2(tj41 — t5)2.

Cada variable (W(tj+1) — W(tj))2 es independiente de las demas, por lo que la
varianza de la suma de estas variables es la suma de las varianzas, y entonces:

n
= 2t —t;)°
7=0

Var(Qnu]

I

S
=,
=
=
MH.
t

< Z2IIHII( i1 —ty) = 2[[I[|T.

De modo que, cuando el tamano de los intervalos se aproxima a cero, la varianza
de la variacién cuadrética @) es cero.

Se puede obtener una mejor idea del resultado al considerar a la variable Z; 1 =
W(tjr1)—W(t;)
-+, Zn son independientes e idénticamente distribuidas. Haciendo uso de la

. , -1 7
Ley de los Grandes Numeros se tendria que Z?:o =t converge a la me-

y tomando t; = % Notese que las variables aleatorias Zy, Zo,

dia comun E[ZJZ_H] cuando n — oco. Esta media comtn es 1 y por lo tanto

E;l:_ol (W (tjp1) —W(t;)* = E;:ol T- % converge a T. Esta idea expone que
cada término puede ser diferente a su media, pero cuando se suman muchos
términos, en “promedio” la diferencia es nula.

De manera informal, se dice que cuando el tamano del intervalo més grande
de la particién tiende a cero (||II|| — 0), la variacién cuadratica acumulada en
un tamano infinitesimal de tiempo es proporcional al tiempo transcurrido, y se
captura este hecho también de manera informal como

AW (£)dW (t) = dt.

Otros términos de interés son la interaccion que se da entre los incrementos del
movimiento browniano e incremento de tiempo, y la variaciéon cuadratica del
tiempo. En primer lugar se considera la interaccion:

n—1 n—1
| Z(W(tj)_w(tjfl)) (tj—tj—1)| < Z [W(ty)—W(tj—1)l(t;—tj-1)

n—1
ZK%I?Z('W( ) =W (ti-1)|(tj—tj-1)
=

n—1
=  méx |W( —W(kj_1)| Z(t]
=1

IN

1<k<n—

= Jndx |W (k)= W(kj—1)| - T.
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Cuando el tamaio del intervalo més grande de la particién tiende a cero (II — 0),
el ultimo término de la expresién anterior tiende a cero debido a que el movi-
miento browniano es continuo.
Por su parte, el tiempo tiene variacion cuadratica cero debido a que al ser utili-
zada como variable independiente, tiene incrementos “suaves” y bien definidos
n n

2 ,

Dty —tj1)? < mix (G —t;1)- Y (t;—t;1) =[] T.

£ 1<k<n—1 .
j=1 j=1

Estas ideas también se capturan de una manera informal respectivamente como
dW (t)dt =0 , dtdt = 0.

Debido a la importancia de la variaciéon cuadrética, es preciso hacer una sintesis
de lo que se ha obtenido hasta el momento, misma que se encuentra en el cuadro
(2.1).

| dt  dW
dt |0 0
dW | 0 dt

Cuadro 2.1: Tabla de multiplicacién.

Una diferencia entre la variacion cuadratica y la varianza es que la primera es
una variable aleatoria, mientras que la segunda es un promedio ponderado. En
efecto, la varianza toma en cuenta todos los posibles caminos, tanto realizados
como no realizados, al hacer un promedio ponderado de la posible dispersién del
proceso tomando como referencia la media del mismo. Mientras que la variacion
cuadratica toma en cuenta sélo la trayectoria realizada por el proceso, esto es,
cada trayectoria tiene una variacién cuadratica no necesariamente igual a la de
otra trayectoria.

La variacion cuadratica, junto con otras propiedades, contribuyen a que el mo-
vimiento browniano sea mas ficil de identificar a través de caracterizaciones
alternas. Por ejemplo, en Shreve [12] se menciona la caracterizacién que ad-
quiere a partir de la matriz de varianzas y covarianzas que genera y su funcién
generadora de momentos, mismas que se obtienen usando el hecho de que sus
incrementos tienen una distribucién Normal. Pero atin mas importante, existe
una caracterizacién que hace del movimiento browniano un proceso facil de iden-
tificar utilizando las propiedades que de él mismo derivan: si un proceso M (t) es
martingala con respecto a la filtracién {F;},>0, iniciando en cero (M (0) = 0),
con trayectorias continuas y con una variacién cuadratica proporcional al tiem-
po transcurrido ([M, M](t) = t) se tiene que M (t) es un movimiento browniano.
Lo sorprendente de esta caracterizacion es que no hace referencia al tipo de la
distribucién que tiene M (¢), sino que ésta es una consecuencia.
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No solamente el movimiento browniano posee una variaciéon cuadratica distinta
de cero, sino que es posible demostrar que su variacién es no acotada casi segu-
ramente. La razén es sencilla: esto se debe a que el movimiento browniano es
no diferenciable en cualquier punto casi seguramente (es decir, la probabilidad
que recorra caminos donde puede ser diferenciable es cero). Al ser no diferen-
ciable pero si continua, intuitivamente significa que la funcién en cada intervalo
pequenisimo sube y baja sucesivamente de manera infinita, por lo que calcular
su variacién seria ”desdoblar” la funcién en una linea recta que seria infinita no
importando el tamafio del intervalo [a, b] en el que se calcule.

Debido a que las caracteristicas que debe cumplir una funcién que sirva co-
mo integrador en la integral de Riemann-Sieljest no las posee el movimiento
browniano, es necesario definir otro tipo de integral.

2.3. Integral y Lema de Ito

Una vez determinado el comportamiento del crecimiento infinitesimal del
precio del bono bajo el modelo de interés, el problema se reduce a encontrar
una funcién que cumpla con ese crecimiento, tarea por deméas nada sencilla.
Anélogamente, otro problema se presenta también cuando se trata de describir
el incremento infinitesimal de alguna funcién que depende de variables estocésti-
cas. Esta problematica se expondré brevemente en la presente subseccion.

2.3.1. Integral de It6

A pesar de que la idea de la construccién de esta integral es parecida a las

integrales comtinmente conocidas (Riemann o Lebesgue), sus detalles técnicos
son un tanto mas complicados y requieren de una teoria profunda, por lo su
construccién que no serd abarcada en el presente trabajo, aunque si se dard una
idea informal de la misma.
Para dar un acercamiento de la complejidad del problema al tratar utilizar al
movimiento browniano como integrador, se hara una analogia entre un modelo
estocdstico y un modelo deterministico. En primer lugar, considérese el caso en
que el modelo contiene inicamente incrementos determinados por una variable
diferenciable g, entonces la primitiva de f con respecto al incremento de g puede
obtenerse de manera general aunque no siempre de manera sencilla a partir de
la integral de Riemann-Stieljest o Lebesgue , cuya forma es:

/t " Ft)dg(t) = / " Ft)g (.

Sin embargo, la limitante de la igualdad anterior es que sélo tiene sentido si g
es una funcién diferenciable, es decir, si se integra con respecto a una funcién
diferenciable casi en todas partes, caracteristica que carece el movimiento brow-
niano. Debido a esto, la definicién anterior de “integral” carece de sentido como
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tal, pero remontandose a la idea de integral como una suma infinita donde los
sumandos estdn compuestos por la funcién f(t) que multiplica el incremento
infinitesimal de la funcién g¢(t), puede hacerse algo parecido con una integral
que depende de un movimiento browniano. A este tipo de integral se le llama
integral de Ito.

Supéngase que se tiene un proceso estocdstico ¢ = {¢p(s)}s>0 adaptado a la
filtracién {Fs}s>0, €l cual se quiere integrar con respecto a un movimiento
browniano. La variante en este tipo de integral es que los sumandos no es-
taran necesariamente compuestos por el valor que toma el proceso ¢ al inicio
del subintervalo de tiempo que multiplica el incremento del movimiento brow-
niano que se obtuvo en el mismo subintervalo. El valor de ¢ serd reemplazado
por un elemento ¢ de una sucesién aproximante al proceso, de tal manera
que a medida en que se avanza en esa sucesién, se obtiene una mejor estimacion
y la integral se obtiene justamente cuando n — oo. Esta es en grandes rasgos
la idea de la construccién de la integral. La construccion técnica comienza des-
cribiendo la integral para procesos que posteriormente servirdn para obtener la
aproximacion deseada.

Definicién 2.3.1. Sea IT = {0 = tg,t1,- -+ , ¢, = T} una particién del inter-
valo [0, T]. Un proceso estocéstico simple ¢ es un proceso de la forma

n—1
¢(t) = Z ¢(tj)1[tj,tj+1)(t)’
7=0

donde ¢(0), - .. ¢(tn-1) son variables adaptadas a la filtracién {F;, } 7=, v que
son cuadrado integrables, es decir, E[(¢(**))?] < oo para k = 1,...,n.

Es importante recalcar el hecho de que un proceso simple es un proceso
estocastico cuyo valor se mantiene cons-

tante en intervalos de tiempo. — 5
Estas funciones son importantes en la -5
construcciéon de la integral, pues son suce- | ¢——o o

siones de estas funciones las que se tomen f f f f f
como aproximaciones de la funcién a in-
tegrar. o
Una vez definidos los procesos simples, es
posible definir su integral estocastica co- Figura 2.5: Ejemplo: Proceso Simple.
mo sigue:
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Definicién 2.3.2. Sea IT = {0 = tg,¢1, - ,tx = T} una particién del in-
tervalo [0,T]. La integral estocdstica de Ité del proceso simple ¢ al tiempo
th—1 <t < t, respecto al movimiento browniano, denotada como [ (k)(¢(t)),
se define como la variable aleatoria

E
=

I®((t) =Y $t) W (t41) = W(t))] + @(tn—1)[W (1) = W (tn-1)]. (2.5)

J

Il
o

Mientras que la integral de Riemann-Stieljest no es sensible en el punto en
el que se evaltia el integrador, esta integral es muy sensible al punto en el que
se evalia ¢(s). La justificacién de utilizar el valor de ¢ al inicio del intervalo es
debido a que en finanzas la variable ¢(t) representa el nimero de titulos que se
tiene de cierto activo en el tiempo ¢ y que se retienen entre los tiempos t; v t;41.
Otra razoén importante, es que la integral definida de esta forma es martingala,
lo que facilita muchos célculos.

Teorema 2.3.3. La integral de Ito de un proceso simple es una martingala

Demostracion. Se demostrara que (2.5) es martingala.

Sea 0 < s <t < T, tiempos. Sea Il = {tg, - ,t,} una particién del intervalo
[0,T]y seat; de tal manera que s € [t;, ¢141) y t € [tk, tp+1); entonces al reescribir
I¥(4(t)) de la forma

ti—1

IM@) = D ¢t W (tjr1) = W(t)] + o)W (tirr) = W (k)]
§=0

te—1

+ D BNV (1) = W(E)] + o) [W () — W (t)].

j=l+1

Es posible analizar de mejor manera la esperanza condicional de (%) (t) a partir
de cada una de ellas; la esperanza condicional del primer término de la suma es

t171 tl—l

E| 3 6()W (1) = WENIF] = 32 ()W (t51) = W (t,)]

debido a que todos los elementos en ella son F,;-medibles. La esperanza del
segundo término es:

E[o(t) W (ta) = WRI|F] = o(t) (BIW (t40)l F,] - W (k)
= o) (W(ts) — W(t)).
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Con estos dos términos se obtiene I(4(s)), por lo que basta demostrar que el
valor de la esperanza condicional de los dos términos restantes es cero. Para obte-
ner la esperanza condicional del tercer miembro, basta con analizar la esperanza
condicional de cada uno de los sumandos, entonces para t; € {I +1,--- ,tx_1}
se tiene que

E[¢(t)[W (tj11) = W) Fs] = E{E[p(t;)[W(tj41) — W(t)]|F, ]| Fe}
= E{o(t;)(E[W (tjz1)|F,] — W(t;))|Fs}
= E{o(t;)(W(t;) = W(t;))|Fs} =0,

por lo que el valor de la esperanza condicional del tercer elemento es cero.
El ultimo elemento puede obtenerse exactamente de la misma manera, por lo
que su esperanza condicional también tiene valor cero. Con ésto concluye la
demostracién. O

Dentro de la teoria para la construccién de esta integral, la isometria es una
de las herramientas fuertes utilizadas para la obtencién de ciertos resultados,
especificamente cuando existe una sucesién de procesos aproximantes al proce-
so a integrar. Se enuncia inmediatamente, aunque su demostracién serd poco
formal.

Afirmacién 2.3.4. Para cualquier proceso simple ¢ se cumple

o)) = =] [ ol (26)

A esta propiedad se le conoce como isometria.

Demostracion. Para verificar la igualdad se hace uso del hecho de que el movi-
miento browniano tiene incrementos independientes, de la variacién cuadratica,
¥y que ¢ es un proceso simple.

k—1
BE@)] = E[(3 o)W (ti) - Wit)’]
=0
k—1
= 3 E[6(t)e(t)IW (t41) — WEIW (t141) — W (k)]
4,1=0
k—1
= B[R W tian) - W)
=0

k—1
+ B0t W (t41) = WEW (t41) — W (1)

i<l

Todos los elementos que componen el lado derecho de la dltima igualdad son
cero como se muestra a continuaciéon. Considerando j < ! y denotando como
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Dj= (W(tj-i-l) - W(tj)), entonces

E[o(t;)o(t)D;Di| = JEIE[¢(tj)¢(tz)DjDz|fZ]]

- E ¢(tj)¢(tl)DjE[Dl|]:l]]

— E|oteDiE (D]
-0,
donde se ha hecho uso de que ¢(t;), ¢(t;) y D; son F-medibles. Por lo que

k-1

EIP@)] = S E[G ()W () - W]
= S E[GPGIEW (1) - W)

= Z E ¢2 (tj)] (tji+1 —tj)

= Y E[¢*t) i — ]

O

La isometria, como se ha mencionado, tiene un lugar significativo en la cons-
truccién de la integral, pues lo que establece la ecuacién (2.6) es que ambas
variables aleatorias tienen la misma métrica dentro de sus respectivos espacios.
Debido a que es posible encontrar para el proceso ¢ una sucesién aproximante
{qﬁ(k)}, se puede establecer usando la isometria que la sucesion de integrales de
1t6 de dicha sucesién es de Cauchy, por lo que tiene sentido definir a la integral
estocéstica de la siguiente manera.
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La integral de It6 tiene diferentes propiedades por la manera en que se cons-
truyo. Para apreciarlas, debe considerarse el hecho que para cada t > 0 se tiene
una integral, por lo que la integral vista para cada t fija es una variable alea-
toria, pero como coleccién de ¢t genera un proceso estocastico con trayectorias
continuas. Ademds, debido a que los sumandos son Fi-medibles la integral (co-
mo variable aleatoria) también lo es.

Al llevar implicito un movimiento browniano, la integral de Itd es martingala
debido a que los incrementos del mismo son independientes y de esperanza cero.
También es un proceso que tiene una variacién cuadréatica diferente de cero, la
cual puede ser calculada intuitivamente de una manera sencilla como sigue:

dI(g(t)) - dI(¢(t)) = G(t)dW (t) - p(t)dW (t)
¢*(t) - dt

De donde se deduce que cada incremento infinitesimal de tiempo produce ¢? de
variacion cuadratica, por lo que su variacién cuadratica es

= [ ¢

De hecho, la integral estocastica de It6, cumple con las propiedades de la integral
para procesos simples y otros mas.

Afirmacién 2.3.6. . Sea (Q2,.%,P) un espacio de probabilidad. Sea T' una cons-
tante positiva y {¢(t) }i>0 un pmceso estoccistico adaptado a {Fi}de tal manera

que E[fOT ¢(t)dt] < oco. Entonces I(t fo ) tiene las siguientes pro-
piedades:

1. Continuidad. Como funcion del limite de integracion superior, las tra-
yectorias de I(t) son continuas.

2. Adaptabilidad. Para cada t, I(¢(t)) es Fi-medible.
3. Martingala. I(¢(t)) es martingala.

4. Ité isometria. E[I?(¢(t) fo &*(u

5. Variacién cuadrdtica. [I,1]( fo ??(s)

6. Linealidad. Si I(t fo fo ),aybeR
entonces al(t) + bJ fo a(b :I: bF( ))dW(u)

La integral de Ito es una martingala que comienza en cero, por lo que en
consecuencia su media es cero, lo que significa que su varianza puede ser reescrita
en términos de la isometria de la siguiente manera:

Var[I] = E[I*] — (E[I])® = E[I?].
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Es por esta razén que la isometria muestra que la varianza y la variacion
cuadratica no siempre son iguales, pues puede verse claramente que entonces
la varianza es el valor esperado de la variacién cuadratica.

En particular, en Shreve [12] se muestra que si ¢(t) es una funcién determinista,
se tiene que la integral de It6 tiene una distribucién normal N'(0,E[ [ ¢?(t)dt]).

La integral de Itd construida hasta el momento s6lo da una referencia sobre
cémo hacer una integral sobre el término que contiene la parte estocastica. Sin
embargo, el incremento infinitesimal tanto del precio del bono como de la tasa
de interés contiene otro incremento que puede alterar la distribucion de la inte-
gral de Ito.
A pesar de ello, de forma mads general estos procesos también tienen estas pro-
piedades, a excepcion de ser martingala, y son conocidos como procesos de Ito.
Estos procesos tienen como componentes una integral de It6 y un “ajuste” ori-
ginado por la integral de un proceso adaptado, por lo que los procesos de It6
(a diferencia de las integrales de It6) no necesariamente tienen una distribucién
normal cuando ¢ es deterministico.
Los procesos de It6 son caracterizados de la siguiente manera
t
0

t
X(t) = X(0) —I—/ o(s)dW (s) —|—/ O(s)ds,
de donde se obtiene notacionalmente que
dX (t) = o(t)dW (t) + O(t).

Debe aclararse que la igualdad anterior sélo tiene un sentido notacional y no
uno literal.

La ecuacién (2.2) puede entenderse en el contexto del presente trabajo precisa-
mente como un proceso de Ito.

La tasa corta como proceso de Ito

Como se mencioné anteriormente, la tasa de interés que se modelard como
un proceso estocastico serd principalmente la tasa corta, cuyo modelo de forma
general sera:

dr = a(r,t)dt + o(r, t)dW. (2.7)

Notese que debido a que el precio del bono es en realidad una funcién de la tasa
de interés, entonces es posible obtener a partir del modelo de la tasa de interés
un modelo para el precio del bono. Si se denota por B a la funcién que describe
el precio del bono y una vez establecido el modelo de la tasa corta, jcudl es la
ecuacion que describe el incremento infinitesimal en el precio del bono? Para
poder dar respuesta, es preciso utilizar un resultado de suma importancia para
funciones con ciertas caracteristicas que tienen implicito incrementos descritos
por variables aleatorias con distribucién gaussiana, el cual es el Lema de It6.
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2.3.2. Lema de Ito

El Lema de It6 expresa el crecimiento de cualquier funcion “suave” que tiene
como variable independiente una variable aleatoria. La restriccion impuesta por
este lema es que los pardmetros de dicha variable aleatoria sean adaptados a la
filtracion.

Si se tiene una funcién suave f, en el sentido de que tiene segunda derivada
definida, que depende tanto de la variable independiente x como del tiempo ¢,
se puede obtener una aproximacion de esta funciéon utilizando la aproximacién
de Taylor:
2 2
df = fd +—fdt+1afd +6fdt2 1
ot 2 0z ot? otox
Sin embargo, ;iqué ocurre cuando la variable independiente x es en realidad
un proceso estocastico? Si se denota por X dicho proceso, cuyo incremento
infinitesimal es dX y de variacién cuadréatica dXdX, entonces se tiene que el
incremento seguido por la funcién f es
af af 1 0%f 0% f

0% f
df = ——dX + —Zdt + = dX? + =2 dt® +
F=ax X+ 5rdt+ 5 ax2 X+ 52 qOX

En particular, si X es un proceso de It6 de la forma

dX = A(X,t)dW + B(X, t)dt,

dxdt + - - - + Residuo.

dXdt + - - - + Residuo.

y haciendo uso del cuadro (2.1) se sabe, por ejemplo, que la variacién cuadritica
del tiempo es nula asi como la interaccion entre el incremento infinitesimal del
movimiento browniano y el incremento infinitesimal del tiempo. Por lo que la
expresion anterior se ve reducida a la siguiente expresion:

_ or of 1 0%f 2
df = X (A(X,t)dW + B(X, t)dt) + 8—dt + 5 5%z (A(X,t)dW + B(X,t)dt)
_af of ., 10f 1
= 7% (A(X,t)dW + B(X, t)dt) + pr dt + 28X2A (X, t)dt
Esto es lo que propone el Lema de Ito.
of of . 8%f
Teorema 2.3.7. Sea f(t,x) una funcion real cuyas parciales Sp, 5= y 5=

estan definidas y son continuas. Sea X un proceso con incremento dX y
variacion cuadrdtica dXdX, entonces

2
g+ M ax + 15 gxax. (2.8)

)
= ot 0X 20X2

En particular, si X es un proceso de Ito cuyo incremento es de la forma

dX = A(X,t)dW + B(X,t)dt, entonces

) ) 142 1)
5)J;dw+( (X, t)—f + A%(X, t)——f+ f) (2.9)

4 = AX,1) oX 26Xx2 " 5t
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Ahora bien, la interpretacién que se puede dar del lema es que el incremento
de la funcién puede separarse en dos tipos de incremento: uno del tipo deter-
ministico y otro de carédcter aleatorio. Esto implica que el incremento global de
la funcién también serd aleatorio. Sin embargo, es interesante notar que el incre-
mento de tipo aleatorio de la funcién es proporcional al incremento aleatorio del
proceso, donde el factor de proporcién es precisamente el cambio infinitesimal
debido a la variable aleatoria.

Siguiendo la idea del precio B del bono en funcién del incremento de la tasa
de interés r como proceso de It6 dada por (2.4), se tiene que el incremento
infinitesimal en el precio del bono sera

0B

dB = o(r,t) 5

2
LB 5B)dt. (2.10)

0B
dw (a rt)— + 02 (rt) = — + —
Tlat g Ty g T
Por lo que una vez establecido el modelo que seguird la tasa corta, el modelo
para el incremento infinitesimal queda establecido. Sin embargo, una tarea ma-
yor se presenta: encontrar una funciéon que cumpla con la ecuacién diferencial
descrita.

Antes de comenzar con esta importante tarea, primero se dard el sentido econémi-
co y la justificacion de la existencia de una ecuacién de tal forma.

2.4. Modelos de mercado

No cabe duda que dependiendo de la postura de un inversionista frente al
riesgo, este daria el precio de lo que esta dispuesto a pagar por un instrumento
financiero de determinadas caracteristicas. Es decir, el precio que el inversionista
asigne estaria sesgado por su postura frente al riesgo. Sin embargo, una valua-
cién razgonable de cualquier activo deberia en principio no contener la opiniéon
personal del comprador o vendedor del mismo. De ahi la necesidad de establecer
bases sobre las cuales haya estabilidad en el modelo que se ha de ocupar para
la estimacién de precios.

En esta seccién se abarcaran dos tipos de modelos: el modelo de mercado discre-
to y el mercado continuo. En ambos modelos se dardn condiciones que permiten
asegurar una consistencia en el mercado mismo, la cual se reduce principalmente
a la capacidad de valuacidén, es decir, a definir cudndo a un activo se le puede
asignar un precio como tal y la existencia de precios tnicos.

Se comenzard con las bases del modelo discreto, el cual es importante en gran
medida debido a que los modelos discretos expuestos en el presente trabajo en-
cuentran su contraparte en modelos continuos. Es decir, éstos pueden tomarse
como una aproximacién a modelos continuos, aunque es importante mencionar
que existen diferencias significativas entre uno y otro como se mostrara poste-
riormente.
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2.4.1. Un mercado discreto y finito

Definase el espacio de probabilidad (€2, &#,P), donde Q2 contiene un niimero
finito de elementos, los cuales representaran los posibles estados del mercado

Q= {WO;wla"' 7wm}-

Astmase ademds que Plw] > 0 para todo w € €.

Como se ha mencionado, dependiendo de la perspectiva del inversionista serd la
medida probabilidad P; sin embargo, como mas adelante se mencionara, esto no
representard problema alguno.

Ademas, asociado al mercado se supondrd que existe un tiempo horizonte es-
pecifico T' que representa el tiempo en que termina toda actividad econdémica
bajo consideracién. Por otra parte, se hara el supuesto de la inexistencia de cos-
tos de transaccion o comisiones y que los activos son perfectamente divisibles, es
decir, el nimero de activos adquirido por el inversionista no es necesariamente
un entero.

Para representar la informacion que se revela a los inversionistas, haremos uso
de una filtracién {F;}o<t<r, donde sin pérdida de generalidad se asume que
Fo = {0,Q}, es decir que no existe informacién al inicio, y Fr = % conteniendo
toda la informacién posible de los eventos ocurridos.

Considérese como base del modelo un proceso estocastico (K + 1)-dimensional
S = {S;;t = 0,1,---,T} con componentes S°, S*,--. SK donde cada S es
adaptado a la filtracién {F; }o<i<7. Ademds, S} representard el precio del i-ési-
mo activo al tiempo t. De manera especial, S° se le dar4 el calificativo de cuenta
de mercado y representard, sin pérdida de generalidad, la evoluciéon a través del
tiempo de una unidad monetaria invertida en el activo SO =[], (1 + r;) don-
de (r;)o<i<r es un proceso predecible (es decir, que el proceso al tiempo k es
Fi—1-medible) con r; > 0 Vi.

Se define una estrategia como un proceso vector predecible ¢ = {¢y;t =1,--- , T}
con componentes ¢°, ¢!, .-+ ¢¥ donde se interpreta a ¢! como la cantidad del
1-ésimo activo retenido por el inversionista entre los tiempos t — 1 y ¢t. Visto de
esta manera, se puede considerar a ¢; como la conformacién del portafolio del
inversionista al tiempo ¢. Como es de esperarse, el portafolio del inversionista
al tiempo t tiene que seleccionarse después de que los precios S;—; han sido
observados, ademés de tener que seleccionarse y conservarse antes del anuncio
de los precios S;.

Si X e Y son dos vectores de procesos estocasticos de dimensién N, se defi-
ne a X,Y; como el producto interior X!V} + X2V2 + ...+ XNYN | ademds de
denotar como AX; el vector X; — X;_1. Entonces, claramente ¢;S;_1 represen-
ta el valor del portafolio justo después de que los precios se han establecido al
tiempo t — 1, mientras que ¢;S; es el precio del portafolio después de que los
precios se han fijado al tiempo ¢, pero antes de que se realice algiin cambio en
el portafolio. De esta manera, se obtiene que ¢;AS; representa el cambio en el
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valor del portafolio debido a los precios que ocurren entre los tiempos t — 1 y
t, de tal manera que la ganancia del inversionista hasta el tiempo ¢ debido a la
manipulacién del portafolio es:

t
Gi(¢) =Y ¢:iAS; ,  t=1,--- T (2.11)
=1

Definiendo Go = 0, entonces G(¢) es el proceso de ganancias asociado a la es-
trategia ¢. Por el momento no se ha hecho ninguna hipétesis sobre el portafolio,
es decir, ¢ podria necesitar fondos extra o permitir inclusive retiro de éstos.
Sin embargo, se tendra interés en estrategias autofinanciables, las cuales tie-
nen la caracteristica de no haber recibido fondos extras o retiros, lo cual queda
expresado como:

¢St = 1415t t=1,---,T—1. (2.12)

Efectivamente se puede verificar que, usando (2.11), el valor de una estrategia
autofinanciable al tiempo t debe ser equivalente al valor inicial del portafolio
mas las ganancias que se han tenido hasta ese tiempo:

t
$15+ Gi(d) = S0+ Y dil(Si—Si1)
SN—— =1
o1 BiASs

t t
= $n1So+ Y ¢iSi— > iSia
i=1 i=1

t t
= So + iS: — p1.50 — i Si_
$150 ;¢ $150— > ¢iSi1

=2 ¢i—1Si-1
t t
= D 68— di-15i
i=1 i=2
t t—1
= Z ¢1Sz - Z@Sz
i=1 i=1
= (btsh
esto es
618 = ¢180 + Gy(¢)  t=1,-- T (2.13)

Esto significa esencialmente que los cambios del portafolio en una estrategia
autofinanciable se deben exclusivamente a las ganancias netas obtenidas de la
inversién.

Es natural pensar que el proceso que sigue el valor de la estrategia ¢ al tiempo ¢
quede definido como el valor del portafolio utilizando la estrategia seleccionada,

cuyo valor es:
_ ¢tSt; tzlavT
v = e 10
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Hasta este momento no se ha hecho ninguna restriccién sobre el valor de ¢¢. De
hecho se permitira que tome valores negativos, en cuyo caso se dird que se tiene
una posicién corta del activo ¢ al tiempo t. Sin embargo, el inversionista debe
ser capaz de cubrir todas sus deudas, por lo que es necesario entonces descartar
estrategias que tengan un valor negativo para alguna ¢. Esto no significa que el
inversionista no pueda tener posicién corta en alguno de los activos, sino que de-
be tener la solvencia para pagar sus deudas. Se le dara el calificativo de admisible
a la estrategia que cumpla que V' (¢) sea un proceso positivo (V(¢) > 0). Se de-
notara como @ al conjunto de todas las estrategias admisibles y autofinanciables.

Se le referird como reclamo contingente a una variable aleatoria no negativa
X que puede pensarse como un contrato que pagara la cantidad de X (w) unida-
des monetarias si el escenario w se presenta; al conjunto de todos los reclamos
contingentes se denotard como X. Se dird que un reclamo contingente X es
alcanzable si existe alguna estrategia ¢ € ® cuyo valor al tiempo T sea X, es
decir, si Vr(¢) = X; en cuyo caso se dird que ¢ genera a X y ademds m = V(o)
es un precio asociado a este reclamo contingente.

Esto genera una pregunta: jqué sucede si existen dos estrategias ¢ y ¢’ que
generen a X y sin embargo Vo(¢) # Vo(¢')?. Sin duda, si esto pasara existir{a
una incongruencia dentro del modelo pues se podria crear una tercera estrategia
a partir de estas dos de tal manera que el valor inicial de la inversién sea cero,
y obteniendo una ganancia al final del tiempo 7.

A la existencia de incongruencias de este tipo en el modelo, se le refiere como
existencia de una oportunidad de arbitraje, que se define como alguna ¢ € ®
tal que Vo(¢) = 0 pero E[Vr(¢) > 0] y representa una estrategia sin riesgo con
posibilidad de generar ganancias sin haber invertido dinero propio.

Para evitar incongruencias en el modelo, debe definirse apropiadamente la forma
de asignar precios. Para empezar, deberia tenerse que la tinica manera de obte-
ner cero unidades monetarias con probabilidad uno en un futuro es invirtiendo
cero unidades monetarias, y viceversa. Es decir, la tinica manera de obtener un
beneficio en el futuro es invirtiendo capital. Ademads, si se tienen dos reclamos
contingentes diferentes, X y X', entonces el precio de las combinaciones lineales
positivas tiene que ser la combinacién lineal positiva de los precios.

Bajo esta idea, se define a un sistema de precios como un mapeo 7 : X — [0, 00)
que satisface que si a,b > 0y X, X’ € X, entonces

= 7(X)=0siy sélosi X =0.
s 1(aX +bX') = an(X) + bn(X').

Cuando sucede que 7(Vr(¢)) = Vo(¢) para toda ¢ € @ se dice que el sistema
de precios es consistente con el modelo de mercado, es decir, que es consistente
cuando el precio al dia de hoy de una estrategia seguida es precisamente el valor
actual de esa estrategia. Se denotara como II al conjunto de todos los sistemas
de precios consistentes.
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Para obtener un sistema de precios consistente se necesitara la siguiente defini-
cién.

Definicion 2.4.1. Sea {2 un conjunto no vacio y F una o-algebra de sub-
conjuntos de . Dos medidas de probabilidad P y P se dicen equivalentes si
concuerdan en los conjuntos de F que tienen probabilidad cero y se deno-
tard como P ~ P a esta relacion.

Sea QQ el conjunto de todas las medidas de probabilidad @ equivalentes a P
bajo los cuales los precios descontados de los activos DS es (vector) martingala.
Segtin se muestra en Harrison-Pliska [5] existe una relacién uno a uno entre Q
y II la cual es la siguiente:

« 7(X) = Eg[DrX],
s Q(A) =7(S014), A€ F.

Esto muestra que si existiera una medida de probabilidad equivalente bajo la
cual los precios descontados de los activos sean martingalas, entonces el valor
esperado puede usarse como sistema de precios. No sélo eso, sino que es posible
mostrar que el sistema de precios que genera no presenta incongruencias.

Teorema 2.4.2. El modelo de mercado no tiene oportunidades de arbitraje
sty sdlo si Q (o equivalentemente I1) es no vacio.

Demostracion. Supéngase que Q es no vacio, es decir, que existe P ~ P de tal
forma que E[V,,(¢)] = Vo(¢). Ahora supéngase una estrategia admisible ¢ tal
que Vp(¢) = 0 por lo que se tiene que E[Vy(4)] = 0 = E[V,,(¢)]. Ademds, debido

a que V(¢) > 0 por ser admisible, se debe tener que P[V,,(¢) = 0] = 1, y como

P ~ P se tiene que P[V,(¢) = 0] = 1, es decir, que si el valor inicial de dicha
estrategia es cero, debe mantenerse en cero para todo tiempo, por lo que no
existen oportunidades de arbitraje. O

El teorema anterior tiene como consecuencia que si se cumple alguno de las
tres condiciones, entonces los precios son unicos y satisfacen la ecuacién

m(X) =Eq[DrX] QeQ, (2.14)

en cuyo caso se dice que el modelo es viable.

Ahora, si un reclamo contingente es alcanzable, dada la informacién disponible
al tiempo ¢ ;cudl es el precio que deberia asignarsele? La siguiente proposicion
da respuesta a esta pregunta.

Afirmacion 2.4.3. Si X € X es alcanzable, entonces

DVi(¢) = Eq[DrX|Fi, t=0,1---,T, (2.15)
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para cualquier ¢ € ® que genere a X y cada Q € Q

Demostracion. Se demostrard primero que el precio descontado DV (¢) es mar-
tingala bajo cada @ € Q.
En efecto, si p € & y 0 < s <t < T entonces

t
EQIDVIIE] = Eq| D 6i(DiSi—Dio18i1)|F.| +EqIDyVil 7]
1=s+1
t
= Z Eq [d)i(DiSi - Di718i71)|]:s} + Eq[DsVs| Fs]
i=s+1

t
= Z IEQ{IEQ |:¢i(DiSi_Diflsifl)|Fifl} ’Fs}‘FEQ [Ds V| F]
i=s+1
t
=Y EQ{@-EQ {(Disi—DHSifl)lfifl] ‘Fs}+EQ[DsVs|fs]
i=s+1

¢
= ZEQ {@' (EQ[DiSi|fi—1] —Eqg[D;i-1Si-1 |]:i—1])‘]:s } +D,V;
1=s+1

¢

= Z EQ{@ (EQ [Di—15i-1]—Eq [Di—lsi—l]) ‘fs}-i-DsVs
1=s+1

= Ds‘/sa

donde se ha hecho uso del hecho de que ¢ es predecible y que DS es martingala
bajo Q.

Ahora, si ¢ € ® genera a X, significa que X = Vp(¢), y sustituyendo esta
igualdad en (2.15) se sigue de inmediato el resultado. O

Y entonces surge la duda de cudndo un reclamo contingente es alcanzable.
El que un reclamo sea alcanzable significa, bajo términos del modelo, que es
posible asignarle un precio. Es por esta razén que se busca que cada reclamo
contingente que pueda generarse con los activos Sy, S1, ..., S, sea alcanzable, y
cuando esto sucede se dice que el mercado es completo.
El siguiente teorema expone una condicién suficiente y necesaria para obtener
un mercado completo, sin embargo, no se demostrara.

Teorema 2.4.4. Un mercado viable es completo si y sdlo si existe una tinica
medida de probabilidad P equivalente a P bajo la cual los precios descontados
son martingala.

En sintesis, lo que se ha obtenido en esta seccion es lo siguiente:

= Para que no existan incongruencias en el modelo, no deben existir oportu-
nidades de arbitraje. Una condicién suficiente y necesaria para ésto es que
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exista alguna medida de probabilidad equivalente bajo la cual los precios
descontados sean martingala.

= Para que cada reclamo contingente en el modelo se pueda valuar, se re-
quiere que cada uno de ellos sea alcanzable bajo el modelo de mercado,
esto es, el modelo de mercado debe ser completo. Para que sea completo
debe existir una tnica medida de probabilidad equivalente bajo la cual los
precios descontados sean martingala.

Todo ello apunta a que, en un modelo discreto, basta con mostrar la existencia
de una unica medida de probabilidad equivalente bajo la cual los precios des-
contados sean martingala para asegurar que el modelo de mercado sea completo
y viable.

2.4.2. El mercado continuo

Esta seccién contendra, en méas de un concepto, la contraparte continua de
la seccién anterior!. Nuevamente como en el caso discreto, se denotard como 2
el conjunto que contiene los posibles escenarios del mercado; y se considerara al
espacio de probabilidad (2, F,P).
Ademsds, se supondra que existe un tiempo horizonte especifico T' que repre-
senta el tiempo en que termina toda actividad econémica bajo consideracién.
Se hard uso de la filtracién {F;}o<i<r, denotando la informacién que tienen
los inversionistas al tiempo ¢ sobre el escenario del mercado y donde . = Fr.
Obviamente, esta filtracién tiene que cumplir con la propiedad de la definicién
2.1.2, significando con ello que no existe fuga de informacién.
Nuevamente, se hard el supuesto de la inexistencia de costos de transaccién o
comisiones y que los activos son perfectamente divisibles.

Se contard con K + 1 activos adaptados a la filtracién {F;}o<i<7, los cuales
se supondran con un comportamiento de la forma:

So(t) = elor(s)ds (2.16)
t d t
Sl(t) = Sl(O)—F/O al(u,Sl)du—l—Z/O Ulj(u, Sl)dWJ(U)
= o+ o+
t d t
Sk(t) = SK(O)+/ aK(u,SK)du+Z/ orj(u, Sk )dW;(u),
0 =170

donde r(t) = ro+ fot ap(u, r)du+ Z;l:l fot 00;(u, 7)dW;(u). Es decir, que el pre-
cio de los activos S1, ..., Sk y la tasa r tienen el comportamiento de un proceso
de It6. Estos activos seran base del modelo y generaran un proceso estocastico

1En el presente trabajo se trata de un modelo especifico y debe mencionarse que la teoria
desarrollada para procesos més generales puede ser encontrada en Harrison-Pliska [5].
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K + 1-dimensional S = {S(¢) }o<i<7-

El elemento Sy se le dara el calificativo de “cuenta de mercado” y represen-
tara la funcién de acumulacién bajo la cual el mercado recapitaliza una unidad
monetaria a la tasa libre de riesgo en el tiempo. Evidentemente, el inverso de Sy,
que se denotard como D, serd el proceso que describa la funcién de descuento.
El incremento infinitesimal de la funcién de descuento D(t) := e~ Jo 7(9)ds ¢g
suficientemente suave y no contiene elementos volatiles, esto se puede mostrar

usando (2.8) y definiendo X = fot r(s)ds, resultando dX = r(t)dt y dXdX = 0;

ademds, f(xz) = e~ *, por lo que f'(z) = —f(x), f"(z) = f(z), de donde se
obtiene:
dD(t) = df(X(1))
= J(X(0)dX(t) + %f"(X(t))dX(t)dX(t)
= —fX(@®)rt)dt
= —r(t)D(t)dt. (2.17)

Esto muestra que la funcién de descuento, a pesar de la aleatoriedad no tiene
cambios bruscos. Como consecuencia, esta funcién solo actia sobre el tiempo, es
decir, que el cambio del valor del dinero es gradual a medida que transcurre el
tiempo y no de forma instantdnea. Nétese que la tasa de cambio es proporcional
a r(t), por lo que a r(t) se le da el calificativo de libre de riesgo. Ademés, como
es posible observar, su variacién cuadratica es cero.

Se considerard ademéds el proceso de precios descontados Z = {Z(t)}o<i<r
con componentes 21, Zs, -, Zx4+1 cuyo componente i-ésimo serd de la forma
Z; = DS;.

Definicién 2.4.5. Una estrategia se define como un proceso (K + 1)-
dimensional ¢ = {¢(t) }o<i<r adaptado a {F;}o<i<r. Asociado a cada es-
trategia se tendrd su valor V(@) y su proceso de ganancias G(¢), los cuales
se definen como:

K
Vi(#) = ¢(6)S(8) = Y ¢n(t)Sk(t),
k=0

t K t
Gito) = [ oluast =3 | twasiw.
respectivamente.

Intuitivamente, el k-ésimo componente ¢f de la estrategia ¢; tendra la fun-
cién de representar la cantidad del activo k adquirido y retenido al tiempo t.
Ademss, el proceso V;(¢) representa el valor del portafolio ¢; y la ganancia total
que se ha obtenido hasta el tiempo ¢t habiendo adoptado la estrategia ¢.
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Definicién 2.4.6. Una estrategia es autofinanciable si cumple con la condi-
cién

Vi(g) = Vo(d) + Ge(¢)  0<t<T.

Nuevamente, el que una estrategia sea autofinanciable significa que no se han
hecho retiros ni se han aportado fondos extra a la inversion, es decir, que cambios
en el valor del portafolio se deben exclusivamente a variaciones en los precios
de los activos.

Sea @ el conjunto de todas las estrategias autofinanciables tales que V(e) > 0.
Considérense ademas los procesos de ganancias descontadas y valor descontados
definidos de la forma:

t K t
Gi(o) = [ 0azw) =Y [ ontwyaziu). v (2.18)
k=1

Vi(#) = D(t)Vi(¢) = do(t) + Y dn() Zi(1) (2.19)
k=1

Notese que este proceso de ganancias descontadas sélo toma en cuenta los activos
diferentes a la cuenta de mercado.

Es posible demostrar que el conjunto de estrategias autofinanciables es el mismo
bajo los procesos normales y los procesos descontados.

Afirmacion 2.4.7. Sea ¢ una estrategia, entonces ¢ es autofinanciable si y
sdlo si V(¢) = Vo(é) + G(¢). Ademdas V(¢) >0 si y sdlo si V(¢) > 0.

Demostracién. Supéngase que ¢ es autofinanciable, esto es que V(¢) = Vo (¢) +
G(¢). De esto se sigue que dV (¢) = ¢dS.

Ademsds, al tener D variacién cuadrética finita, se tiene que dDdV (¢) = 0.
Entonces se obtiene que:

av(¢) = d(DV(¢))

DAV (¢) + V(¢)dD

D¢dS + ¢SdD

= ¢(DdS + SdD)
T

= ¢dZ.

Esto significa que

ww=%w+/@wz%w+é@.
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Esto quiere decir que no importa qué procesos se tomen en consideracion,
siempre se tendrd la seguridad de que las estrategias autofinanciables no per-
derén la propiedad de serlo.

Sea Q el conjunto de todas las medidas de probabilidad @ equivalentes a P, bajo
las cuales Z (o equivalentemente DS, pues DSy = 1 que es martingala siempre)
es martingala. Este conjunto puede o no ser vacio.

La manera de obtener una medida equivalente en el mercado presentado cuando
el conjunto es no vacio se muestra a continuacién de manera poco formal.

Cambio de medida

La existencia de medidas de probabilidad que conviertan los precios descon-

tados en martingala, no quiere decir que se cambie el espacio de eventos (€2). En
vez de ello, la técnica a la que se recurre es a la reasignacién de probabilidades.
La reasignacion de probabilidades debe considerarse como una nueva manera
de medir eventos. Sin embargo como es de esperarse (y como se ha expuesto),
debe haber una equivalencia entre la nueva medida que se construye y la me-
dida original. Para que exista esa equivalencia, la nueva medida debe cumplir
con ciertos requisitos, como por ejemplo, que ambas medidas de probabilidad
concuerden con los eventos casi seguros, esto conllevaria directamente a que
concuerden con los eventos posibles y seguros. Ademds, debe cumplir también
con las propiedades naturales de probabilidad como medida.
Ya que se requiere que la nueva medida sea diferente para algunos eventos que
la medida original, se puede pensar en multiplicar la medida de probabilidad
original por un factor que dependa de cada evento ocurrente, esto claramente
propone que dicho factor sea una variable aleatoria la cual se denotard por Z.
Pero ;qué condiciones debe cumplir dicha variable aleatoria? Pues bien, es evi-
dente que ésta no puede tomar valores negativos mas que en un conjunto de
probabilidad cero, de esta manera se garantiza que la nueva medida de probabi-
lidad conservara la propiedad de ser no negativa bajo cualquier evento. Por otra
parte, al ser la variable aleatoria Z positiva con probabilidad uno, se asegura
que, si se tienen dos eventos de tal manera que uno estd contenido en otro, al
conjunto de mayor tamano siempre le corresponderd una probabilidad mayor o
igual que al de menor tamano, por lo que para asegurar que la nueva medida de
probabilidad también esté entre cero y uno basta con asegurar que el conjunto
de mayor tamano de todos tenga probabilidad uno, esto es, que

Esta ultima igualdad sugiere que la variable aleatoria Z tenga valor esperado
de uno. Aunque parezca increible, estas son las uinicas dos condiciones que debe
de cumplir la variable aleatoria Z para crear un nuevo espacio de probabilidad.
Esta variable aleatoria describe la relacion existente entre las dos medidas de
probabilidad, pues a todo conjunto A se le reasigna una nueva probabilidad
definida como:

P[A] = /AZd]P’. (2.20)
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Por otra parte, el cambio de medida tiene repercusiones en otro tipo de relacio-
nes como, por ejemplo, el valor esperado condicional de una variable aleatoria.
La equivalencia entre el valor esperado condicional bajo las dos medidas de pro-
babilidad se puede obtener contemplando el significado del mismo.

El valor esperado condicional es, al igual que el valor esperado, un promedio
ponderado, pero a diferencia de este ltimo el valor esperado condicionado “re-
duce” el espacio de probabilidad al restringir el espacio de estados que puede
tomar la variable aleatoria, es decir, restringe el conjunto de valores posibles que
puede tomar la variable aleatoria y toma un promedio ponderado de esta restric-
cién. Es necesario aclarar que si la restricciéon impuesta en la variable aleatoria
es aleatoria el valor esperado condicional produce una variable aleatoria.

Bajo este criterio, el valor esperado condicional de una variable aleatoria X
(respecto a una o-dlgebra ¢ variable aleatoria) debe cumplir con la siguiente
condicién no importando la medida de probabilidad en la que se encuentre:

/E[X|]-'(s)]d]P’:/Xd]P’ VA € F(s).
A A

Lo que seria equivalente en el nuevo espacio de probabilidad a
/ E[X|F(s)]dP = / XdP VA€ F(s),
A A

donde P y E representan la nueva medida de probabilidad y la esperanza bajo la
nueva medida respectivamente. Y ya que eso debe pasar para cualquier variable
aleatoria X y bajo cualquier tipo de medida de probabilidad, entonces también
se debe cumplir con la variable aleatoria Y Z, de donde se obtiene

/Z(S)E[YZU-"(s)]dJP’ = /YZd]P> VA € F(s),
" A

Z -
/A BV ZIF(s)dP = / YdP VA€ F(s),

A
/LE[YZWS)]dED = /Yd]fD:/E[sz)]d]fv VA € F(s).
A 48 A A

De donde se puede obtener de manera intuitiva la relacion intrinseca que existe
entre el valor esperado condicional bajo la nueva medida y el valor esperado
condicional bajo la antigua medida; la relacién que existe es

1
Z6
Debe recordarse que si dos integrales tienen el mismo valor, en general no es de
esperarse que el integrando sea el mismo; entonces jpor qué se puede concluir lo
anterior? La razdn es que, si difieren, entonces deben hacerlo en un conjunto de
medida cero. En efecto, si en A € F se tiene que E[Y|F(s)] # %E[YZLF(S)]
entonces debido a que

- N N 1 N
/AE[YV(S)]dP_AYdP_AmE[YZ|f(S)]dP,

E[Y|F(s)] = Y Z|F(s)]. (2.21)
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se tendria
- 1 N
/A (IE[Y|}'(5)] — mE[YZLF(S)DdP =0,

por lo que se concluye que A tiene medida cero y por lo tanto se puede hacer la
afirmacion de que son equivalentes en general, sin alterar futuros célculos.

De manera especial, la nueva medida de probabilidad generada con la varia-

ble

Z(t) = exp { —/0 O(u)dW (u) — %/0 ©*(u)du},

donde O es un proceso adaptado, sera de gran interés. Nétese que la variable
Z(t) cumple con las condiciones antes impuestas, ya que la funcién exponencial
es positiva, ademads utilizando

t 1 [t
X(t) = —/ O(u)dW (u) — 5/ 0% (u)du,
0

o

y usando el lema de It6 se obtiene que el incremento para este proceso es
1 1
AZ(t) = eX(t)( - @(t)dW(t)) - eX(t)( - 50%(1) + 5@%))@
—Ot)Z(t)dW (t).

Integrando en ambos lados se obtiene que

Z(t) = Z(0) — /O OZ(s)dW (s),

por lo que se tiene que el proceso Z = {Z(t) },>0 es martingala, pues las integra-
les de Ito lo son, y de manera especial se obtiene ademaés que el valor esperado
de esta integral es el que obtiene al tiempo cero, el cual es uno. De aqui se con-
cluye que considerando la variable aleatoria Z(T') se puede producir una medida
de probabilidad definida por (2.20). Es de suma importancia remarcar el hecho
de que © es lo Unico que caracteriza esta nueva medida de probabilidad; esto
indudablemente puede ser usado para tratar de inferir si existe una medida de
probabilidad equivalente.

Primero, considérese el caso en el cual el modelo contiene sélo un movimien-
to browniano. Esto quiere decir que el incremento infinitesimal en el precio de
todo activo es de la forma

dSl (t) =y (t, Sl)dt +0; (f, SZ)dW(t)

Utilizando la ecuacién anterior y (2.17), resulta evidente que el precio descontado
de este activo no es martingala, pues el incremento del precio descontado es

d(D(t)Si(t)) = D(t)dS;(t) + S;(t)dD(t) + dD(t)dS;(t)
0
= D(t)(ou(t, Ss)dt + oi(t, S;)dW (t)) — r(t)D(t)S;(t)dt
= D(t)(u(t,Ss) — r(t)D(t)S;(t))dt + oi(t, S;)dW (¢).
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Para que la ecuacién anterior pudiera ser martingala, deberia depender tinica-
mente del incremento de un movimiento browniano. Debido al interés de conse-
guir un espacio de probabilidad bajo el cual el valor descontado de los activos
sea martingala, serfa agradable reescribir la tltima ecuacién como un movi-
miento browniano bajo una nueva medida de probabilidad, medida a la cual le
serd dado el calificativo de “neutral al riesgo’ (el motivo de darle este calificativo
serd explicado més adelante). El siguiente teorema permite definir la medida de
probabilidad deseada.

Teorema 2.4.8. (Girsanov unidimensional).

Sea W (t) un movimiento browniano en un espacio de probabilidad (0, F,P),
y sea F(t) la filtracion para este movimiento browniano. Sea ©(t) un proceso
adaptado y definase

t t
Z(t) = exp { —/ O(u)dW (u) — %/ ©*(u)du}. (2.22)
0 0
. Supongase que se cumple la condicion
T
E[/ 62(u)Z2(u)du} < . (2.23)
0

Sea Z=Z(T). Entonces bajo la probabilidad neutral al riesgo P dada por (2.20)
el proceso

W(t):/o dW(s)—i—/O O(s)ds, (2.24)

es un movimiento browniano.

Demostracion. Es inmediato verificar que W(0) = 0. Ademads, al calcular su
variacion cuadratica se puede ver que corresponde al de un movimiento brow-
niano:

AW (£)dW (t) = (dW (t) 4+ O(t)dt)(dW + O(t)dt) = dW (t)dW (t) = dt

Por tltimo, basta con comprobar que es martingala bajo ]f”, para ello es necesario
mostrar que el proceso WZ es martingala bajo P, lo cual puede hacerse de la
siguiente manera usando el lema de Ito:

d(W (t)Z(t)) W (t)dZ(t) + dW () Z(t) + dW (t)dZ (t)
—W()O(t)Z(t)dW (t) + Z(t)dW (t)
+2(B)0(t)dt + (AW (1) + ©(t)dt) (- O()Z(HdW (1))

- ( — WO + 1)Z(t)dW(t).

Debido a que la tltima expresion carece de un término con dt, el proceso WZ
es martingala. Ahora, utilizando la relacién que existe entre el valor esperado



96 CAPITULO 2. MODELOS DE MERCADO

condicional de ambas medidas de probabilidad (2.21), se obtiene:

BV (0)17(5)] = B0V (02(0)17(5)] =

por lo que W es movimiento browniano bajo la nueva medida de probabilidad.
O

W(s)Z(s) = W(s),

Z(s)

Con todo esto es posible, al cambiar la medida de probabilidad, obtener
como martingala al precio descontado del activo puesto que todos los elementos
que lo componen son adaptados a la filtracién F(t)

d(D(H)S(E)) = D(t)((a(t, S)—r(t)S(t))dt—i—o(t,S)dW(t))

_ D(t)a( (alt, 52(; g;t)s(t) dt + dW(t))

= D(t)o(t,S)(O©*(t)dt + dW (t))
= D(t)o(t,S)dW (t),

donde ©* = %

Otro detalle interesante es el que ocurre con el precio del activo; su incremento
infinitesimal esta dado por

ds(t) = at,8)dt +o(t,S)dW
= a(t,S)dt + (r(t)S(t) —r(t)S(t))dt + +o(t,S)dW
= a(t,S)dt — r(t)S(t)dt + o(t,S)dW + r(t)S(t)dt
= o(t,9)( (alt, Si(; ;()t)s(t)) dt + dW(t)) + r(t)S(t)dt
= o(t,S)(O*(t)dt + dW (t)) + r(t)S(t)dt
o(t,S)dW (t) + r(t)S(t)dt.

Es decir, que bajo la nueva medida de probabilidad, cualquier activo tiene como
tasa de retorno instantdnea a la tasa de interés r(t). Reescribiendo esta tltima
ecuaciéon como

dS(t) — r(t)S(t)dt = o(t,S)dW (t),

se puede observar que el lado izquierdo representa la diferencia entre cambios
instantdneos en el precio del activo y la ganancia que se obtendria del activo si la
tasa fuera libre de riesgo. El lado derecho contiene un elemento del movimiento
browniano, es claro que no se trata de un elemento libre de riesgo, por lo que
el término ©* puede ser interpretado como el exceso por aceptar cierto nivel de
riesgo. Por ello a la variable aleatoria ©* se le llama prima de riesgo.
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Es posible extender este teorema a mas dimensiones, como se enunciard a con-
tinuacion; sin embargo, no se expondra su demostracion.

Teorema 2.4.9. (Girsanov multidimensional).

Sea W(t) = (Wi(t),Wa(t), - ,Wy(t)) un movimiento browniano d-
dimensional en un espacio de probabilidad (0, F,P), y sea F(t) la filtracion
para este movimiento browniano. Sea O(t) = (01(t),O2(t), - ,04(t)) un

proceso adaptado. Definase ademds el proceso

Z(t):exp{—/o @(u)-dW(u)—%/O 612 (u)du}. (2.25)
Supongase que .
E[/O ||@(u)||222(u)du} < 0, (2.26)

y definase Z = Z(T'). Entonces, bajo la nueva medida de probabilidad definida
como

P(A) = /A Z(w)dP(w) para toda A € F,

el proceso
' W(t):/otdW(s)—i-/ot@(s)ds

es un movimiento browniano d-dimensional.

Este teorema es muy importante para el modelo expuesto al principio de la
seccién, donde el incremento infinitesimal seguido por el precio descontado de
los activos es de la forma

d
d(D(t)S;(t)) = D((a (¢, S;) — r(¢)S(¢))dt + Z 0i;(t, S;)dW;(t)). (2.27)

Jj=1

Para hacer que los precios descontado sean martingalas, entonces seria agradable
poder expresarlos de la forma

d
d(D(t)Si(t)) = DY 0ij(t, S:)(0;(t)dt + dW;(t)). (2.28)

Si es posible encontrar tal proceso ©, entonces podemos hacer uso del teorema
de Girsanov para construir una medida de probabilidad equivalente bajo la cual
W sea un movimiento browniano d-dimensional. Esto permitiria reescribir a

(2.28) de la forma

d
d(D()Si(t)) = DY _ o;(t, Si)dW; (),

j=1
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por lo que D(t)S;(t) seria martingala bajo P. Esto conlleva a formular el siguiente
sistema de ecuaciones:

d
ity Si) = r()Si(t) = Y _ 0ij(t, S:)0;(1). (2.29)
j=1
A las K 41 ecuaciones con d incégnitas ©1(t), - , Ok (t) de este sistema se les

conoce como ecuaciones de riesgo.

Entonces, efectivamente el conjunto @ es no vacio cuando el sistema de ecua-
ciones (2.29) tiene solucién y © cumple las condiciones impuestas en el teorema
de Girsanov, pues puede construirse una nueva medida de probabilidad bajo
la cual el proceso de precios descontados Z es martingala. No sélo eso, sino
que si p es un proceso adaptado a la filtracién, entonces la integral de la forma
[ pdZ = ZkKjll Z?:l [ peD(t)(okjdW;) es una suma de integrales de Ito. Sin
embargo, esto no garantiza que cada integral sea finita, por lo que no puede
garantizarse que la suma sea martingala. Esto conduce a que el conjunto de
estrategias no es ain el apropiado.

Definase como .#(Z) al conjunto de todas aquellos procesos H = (H!,... HE)
tal que el proceso cumple que

=

t
</ (Hf)QdZSdZS) <oo, 0<t<T (2.30)
0

donde {H.ds*}¢>0 es adaptado a la filtracién {Fs}s>0; este conjunto servira co-
mo base para seleccionar las estrategias apropiadas.

Definicién 2.4.10. Una estrategia ¢ = (¢°,¢",...,0") es admisible si
(@', ..., ¢%) € ZL(Z), cample con ser autofinanciable, V;(¢) > 0y Vi(¢)
es martingala bajo cada @ € Q

Sea @ el conjunto de todas las estrategias admisibles.

Nuevamente, un reclamo contingente se define como una variable aleatoria po-
sitiva X, la cual puede ser vista como un contrato que se compromete a pagar
X (w) unidades monetarias si el escenario w se presenta. Se dice que este reclamo
contingente que es alcanzable si existe ¢ € @ de tal forma que Vp(¢) = DpX,
en cuyo caso se dice que ¢ genera a X y m = (Vo(¢)) es el precio asociado a X.
Si ¢ € ® genera a X, por la forma en que se ha definido ¢, esto significa que
entonces se cumple la relacion:

E[DrX] =E[Vr ()] = Vo(¢) = .

El precio definido de esta manera debe ser tnico, pues el valor de la esperanza
es Unica.
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Afirmacién 2.4.11. El unico precio w asociado a un reclamo contingente al-
canzable X es m = Eq[DrX]

Una vez que se ha definido un precio unico, ahora es necesario definir las con-
diciones necesarias bajo las cuales un reclamo contingente es alcanzable. Como
yva se ha mencionado anteriormente, que sea alcanzable significa, en términos
del modelo, que es posible asignarle un precio.

Afirmacién 2.4.12. Sea X un reclamo contingente integrable y sea V la mo-
dificacion continua de }

Vi = Eg[DrX|Fi). (2.31)
Entonces, X es alcanzable si y sélo si 1% puede ser representado en la forma
V =Vo+ [ HdZ para alguna H € £(Z), en cuyo caso V(¢) =V para alguna
¢ € P que genera X .

Demostracion. Supéngase primero que X es alcanzable y generado por alguna
¢ € ®. Entonces, definiendo Hy = ¢, para k = 1,---, K de tal forma que
[ HdZ = G(¢). Ademés, como ¢ genera a X, entonces Dy X = Vr(¢) y debido

a que V(¢) es martingala, se tiene que
Vi = Eq[DrX|F,] = Eq[Vr()|Fi] = Vi(9),

pero Vi (¢) = Vo(¢) + Gi(d) = Vo(o) + fot HdZ, de donde se obtiene la represen-
tacién deseada.

Por otro lado, sea X un reclamo contingente integrable, y sea V como se ha
estipulado y supdéngase que V="V+ [ HdZ para alguna H € .Z(Z). Definase
¢t = H', ..., ¢% = HE . Para definir a ¢° se hard uso de las relaciones (2.18),
(2.19) y de la afirmacién (2.4.7).

K K
0 kzbk =V (¢) = Vo + G(d) =V, kazk
P+ (6) = Vo + G(0) o+g;/¢ ,

k=1 Afirmacién 2.4.7

ecuacién (2.19) ecuacién (2.18)

de donde tomando en cuenta los extremos de las equivalencias y despejando ¢°,

se obtiene
3 K K
¢ = Vo + Z/qﬁdek = ¢kt
k=1 k=1

Definiendo a ¢° de esta forma se produce una estrategia ¢ con valor descontado,
segin (2.19), dado por

K
W@:w+zw@ﬁ@:%+a@:%+/mw:v
k=1

De su definicién, V es una martingala, por lo que ¢ es una estrategia admisi-
ble con Vp(¢) = DpX; como consecuencia, se obtiene que X es alcanzable y
generado por ¢. O
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El teorema anterior senala que un reclamo contingente integrable es alcan-
zable cuando es posible expresarlo en términos de un proceso que cumpla con la
caracteristica de ser adaptado y con la condicién (2.30). La primera caracteristi-
ca es necesaria para que la integral de este proceso con respecto al movimiento
browniano sea adaptada mientras que la segunda tiene la funciéon de asegurar
que la integral sea finita a través de la Isometria, y por lo tanto, obtener una
martingala.

Sea M el conjunto de todas las martingalas y sea M(Z) el conjunto de las
M € M que pueden representarse de la forma:

M=M0—|—/HdZ para alguna H € (7).

Es claro que M(Z) C M; sin embargo, la contencién opuesta no siempre es
cierta y cuando ocurre entonces ocurre que el mercado es completo.

Teorema 2.4.13. El modelo de mercado es completo si y sélo si M = M(Z)

Este teorema muestra que el mercado es completo cuando toda martingala pue-
de ser expresada, informalmente hablando, como una combinacién de los activos
disponibles en el mercado, es decir, que en cierto sentido los activos del mercado
generan cualquier reclamo contingente integrable. Sin embargo, no da referen-
cia cuando las martingalas tienen dicha representacion, para ello se hara uso de
manera indirecta del siguiente teorema, cuya demostracion no se expondra.

Teorema 2.4.14. Representacion de Martingalas multidimensional
Sea T un tiempo fijo positivo, y asimase que F(t) 0 <t < T es la filtracion
generada por el movimiento browniano d-dimensional W (t) con 0 <t <T.
Sea M (t) una martingala con respecto a esta filtracion bajo P. Entonces existe
un proceso adaptado d-dimensional T'(u) = (T'1(u),--- ,Ta(u)) con 0 < u <
T, tal que

t
M(t) = M(0) +/ D(u) - dW(u), 0<t<T. (2.32)

0
Si ademds se asume la notacidn e hipdtesis del Teorema 2.4.7, y si M(t) con

0 <t < T es una martingala bajo P, entonces existe un proceso adaptado
d-dimensional T'(u) = (I'y(u), -+ ,Tq(u)) con 0 <u < T, tal que

NI(t) = JT(0) + /0 Flw) W), 0<u<T. (2.33)

El teorema de representaciéon es muy importante, pues asegura que toda mar-
tingala bajo la medida neutral al riesgo puede ser expresada en términos de una
integral estocdstica con respecto a un movimiento browniano en ese espacio de
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probabilidad. Es decir, si X es una reclamacién alcanzable y por tanto su precio
una martingala bajo la medida neutral al riesgo, entonces el precio descontado
debe poder representarse de la siguiente forma

d t
D)V (t) = V(0) +Z/O T (w)dW; (u).

Sin embargo, el verdadero interés es escribir a cualquier martingala como se
requiere en la Afirmacién 2.4.12 en términos del proceso de descuento Z, lo que
indica que, para que el reclamo sea alcanzable, se debe obtener una estrategia
¢ que lo genere. Dicha estrategia, en caso de existir, debe cumplir la relaciéon

dDHV (1)) = i () d(D(1)5;(1))
dZ

bgw

<.
Il
—

¢j (f)D(t)UkJ (t)dWJ (f) (234)

I
M&
]~

1

<
Il
A
=~
Il

Si ¢ satisface esta equivalencia para todo tiempo, se obtendria que el reclamo es
alcanzable. Haciendo uso de las dos ultimas ecuaciones anteriores, la existencia
de una estrategia que genere el reclamo contingente se reduce al hecho de que
se debe satisfacer el sistema de ecuaciones determinado por:

= K
L) _ > k() Sk (t)on; (). (2.35)

k=1

Esto genera un sistema de d de ecuaciones con K incégnitas ¢1(t), -, dx(t).
Cuando este sistema tiene solucion sucede entonces que el mercado es completo.

De forma intuitiva puede pensarse que debe existir alguna relacién entre (2.29) y
(2.35), pues para que el mercado sea completo debe existir por lo menos alguna
medida neutral al riesgo. Esta relacién se muestra en Shreve [12] en el bosquejo
de demostracion del siguiente teorema, el cual no se demostrard en el presente
trabajo.

Teorema 2.4.15. El mercado es completo si y solo si la medida neutral al
riesgo es unica.

Si la medida neutral al riesgo es unica, significa que es unica la solucién del
sistema (2.29).
A continuacién se enlistan los resultados esenciales obtenidos en esta subseccién:

= No existen oportunidades de arbitraje en el modelo continuo cuando el
sistema de ecuaciones (2.29) tiene solucién
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= El modelo es completo si y sélo si existe una tinica medida de probabi-
lidad equivalente a P, bajo la cual el precio descontado es martingala, o
equivalentemente, si existe una tnica solucién al sistema (2.29).

En el presente trabajo se tendra especial interés en el caso en que el mercado sélo
tiene una fuente de incertidumbre, es decir, sélo hay un movimiento browniano
presente.

2.4.3. La ecuacion para el precio del bono

Si el mercado estuviera compuesto solamente por la cuenta de banco, jcual
seria el precio de un bono cupén cero y de plazo T7? En la seccién anterior se
muestra que la asignacion de precios es posible a través de estrategias que estan
constituidas por los activos disponibles en el mercado. Si el tnico activo en el
mercado fuera la cuenta de banco y la tasa corta fuera un proceso de Ito, segin
se muestra en (2.10), el precio del bono seria también un proceso de Itd tenien-
do como consecuencia que el mercado sea incompleto. Esto puede traducirse
(segtin la seccién anterior) como la ausencia de estrategias autofinanciables de
tal forma que generen el pago de una unidad monetaria al final del tiempo T.
La idea de fondo de este hecho es que la tasa de interés no es un activo que se
pueda comprar en el mercado de forma “natural” y por lo tanto, no es posible
crear una estrategia que asegure la tasa de interés que el bono garantiza al mo-
mento de su compra, conllevando inmediatamente a la obtenciéon de un mercado
incompleto pues existirfa (por lo menos) un reclamo contingente no alcanzable.

Para subsanar este hecho de incompletez, se toma en consideraciéon como activo
disponible en el mercado un bono al que se le llamara “benchmark” o de referen-
cia, obteniendo de esta forma un mercado completo. Por otra parte, es evidente
que deben existir relaciones internas entre los precios de bonos de diferentes
plazos para evitar posibilidades de arbitraje, por lo que una vez tomado el bono
de referencia el precio de los deméas bonos quedara determinado en términos del
precio de éste y de la tasa corta.

Si se considera al bono como un reclamo contingente, cuyo valor al tiempo T es
una unidad monetaria, entonces el precio del bono al tiempo ¢ estd constituido
por la siguiente relacion

P(t,T) = E[e) "0t 1| 7,]. (2.36)

Sin embargo, esta ecuacion no brinda una especificacién clara sobre el compor-
tamiento del precio del bono. Para la asignacién de precios se hara uso de otra
perspectiva, la cual tendra por objetivo encontrar la ecuacion diferencial del
precio del bono a partir de un argumento de ausencia de arbitraje.

Debido a que, como se ha mencionado, el bono no es una inversién que con-
tenga un activo subyacente que pueda ser cubierto de manera directa (pues su
activo subyacente es una tasa de interés), se propone buscar una estrategia para
obtener la tasa libre de riesgo a través de un portafolio compuesto de dos bonos
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de diferente madurez. Entonces el portafolio queda constituido de la siguiente
manera

Il = B; — AB,,

cuyo incremento infinitesimal estd dado por

1 ,6%B, 6By 6By 1 ,6%Bs
dr+ 20?0 0 g A (22 4 002 120 B2
Tty <5t BT R >

B B

dil ot or 2 or?

Los elementos aleatorios en la ecuacién anterior son aquellos que tienen coefi-
cientes de la forma ‘;—Jf, debido a que el incremento correspondiente a la tasa de
interés es aleatorio. Escogiendo a A como

6By

_ or
A - 0B> "’

or

se elimina el término aleatorio quedando por tanto un portafolio libre de riesgo
cuyo incremento debe aumentar segin la tasa libre de riesgo, es decir

_ (0B1 1 ,8°B; (BN 6By 1 ,8%Bs
a = (5t+20 2~ \am (52 +3757) )
= rlldt
B 1 ,6°B,
r(Bi—50° 55 By )dt

Ahora, reacomodando los términos en la primera y tltima igualdad de tal ma-
nera que de un lado se tengan los elementos que contengan tinicamente a By y
del otro lado los que contengan a Bs, se obtiene

or2 ot or2
6B1 o 6By
or or

2 2
ng +%0’25 Bl_,r,Bl dB> +%0,25 Bg_,r,B2

Aparentemente, se podria pensar que encontrar una unica solucién a la ecuacion
anterior presentaria problemas puesto que es una funcién de dos incégnitas. Sin
embargo, ambos lados contienen sélo elementos asociados a un tnico plazo, pero
la igualdad se mantiene para todo tiempo que sea menor al plazo, de donde se
concluye que ambos lados deben ser independientes del plazo del bono del que
se trate y por tanto sélo deben depender de la tasa de interés y el tiempo:

2
9B 4 15,20 B _.p
ot 2 or _ t
B = a(r,t).
or

Por otra parte es posible reescribir, para A diferente de cero y a, a a(r,t) de tal
forma que
CL(T, t) = U(Ta t)/\(’l’, t) - OL(T, t)a

por lo que la ecuacién se puede reescribir como

§B 1 ,6°B

0B
W+2U W—I—(a—/\a)——rB—O.

or
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Esta ecuacion describe el comportamiento del precio del bono a partir de un
argumento que impide arbitraje y serd muy importante posteriormente.

Afirmacion 2.4.16. El precio del bono satisface la ecuacion de la estructura
de plazos dada por

B 1 ’B B

‘;—t+502%+(a—m)‘;—r—7~3:0. (2.37)
Es evidente que no es necesario que el rendimiento del bono tenga que ser
igual al que hubiera tenido de invertirse bajo la cuenta de mercado que es libre de
riesgo. La diferencia entre ambas inversiones, como se ha mencionado se conoce
como prima de riesgo y sugiere la existencia de un pago extra por aceptar un
riesgo implicito. Para dar una expresion a esta prima, recuérdese que la funcién

que describe el comportamiento del precio del bono es

5B 5B 9 16°B 6B
dB = o(r,t) = =dW + (a(r, D5 Tty + ﬁ)dt'

Sustituyendo (2.37) se obtiene que el incremento infinitesimal en el precio el
bono es

5B 5B
AB = o= aW + (UAE + TB) dt,
de donde 5B
dB — rBdt = 0" (dW + )\dt). (2.38)

Analizando la expresién anterior, es notable el hecho de que la diferencia estd da-
da por un término estocdstico (riesgo) y uno de tipo deterministico. Es a este
dltimo al que se le refiere como prima de riesgo. La prima de riesgo es impor-
tante debido a que determina la nueva medida de probabilidad neutral al riesgo,
como se mostrard posteriormente.

La valuacion de bonos debe hacerse, segiin los modelos de mercado, bajo una
medida de probabilidad neutral al riesgo Q. El cambio de medida tiene reper-
cusién en la dindmica de la tasa de interés, es decir, en el comportamiento de
su incremento infinitesimal, lo cual se expone en la siguiente afirmacién.

Afirmacién 2.4.17. La dindmica de la tasa corta bajo la nueva medida de
probabilidad serd de la forma

dry = (u(r,t) — Xt)o(r, t))dt + o (r,t)dWy, (2.39)
que en algunas ocastones se denotard, sin pérdida de generalidad, como
dry = p%(r, t)dt + o(r, t)dW;, (2.40)

donde p@(r,t) := u(r,t) — A(t)o(r,t).
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Demostracion. Debido a que bajo la probabilidad neutral al riesgo Q los precios
descontados deben ser martingalas, se procedera a buscar el nuevo proceso que
es movimiento bronwniano bajo Q.

d(D(t)B(t,T)) = B(t,T)dD(t)+ D(t)dB(t,T)+ dD(t)dB(t,T)
0
= B(t,T)(—r(t)D(t)dt)
2
+D(t) (ai—fdw + (ai—f + 02%‘27123 %—f)dt)

5B —r(t)B(t,T) + 02128 4 3B
= pwedB (aw @ 4 TWBED T
or o g‘fi—f

a(r,t)
o(r,t)

0B
= D)o (dW + )\dt).

Aplicando el teorema de Girsanov, se obtiene que el proceso W, = W, +
fo A(s,r)ds debe ser movimiento browniano bajo la nueva medida de proba-
bilidad, por lo que el incremento infinitesimal del precio descontado del bono
puede ser expresada bajo Q como

B -
d(D(t)B(t,T)) = D(t)a(;—dW.
r
De esta forma, es posible encontrar la dindmica de la tasa spot bajo la nueva

medida de probabilidad de la siguiente forma:

dry = p(r,t)dt +o(r,t)dW
= u(r,t)dt + o(r, t)(dW + (A = N)dt)
= u(rt)dt 4+ o(r,t)(dW + \dt) — \odt
= (u(r,t) — Ao)dt + o(r,t)dW
=y, t)dt + o(r,t)dW,

de donde se obtiene la afirmacion. O

Es en esta afirmacion donde resulta evidente el hecho de que A, la prima de
riesgo, es la que determina por completo la nueva medida de probabilidad Q.
De la secciéon de modelos de mercado, se obtuvo la interpretaciéon del cambio
de medida, la cual resulta necesaria debido a que existe una correspondencia
entre el mundo real y el neutro al riesgo, y donde la variable que establece la
equivalencia entre ambos mundos es una variable aleatoria que se encuentra
enteramente determinada por la prima de riesgo. Sin embargo, no ofrecié una
alternativa tan clara en cuanto al cdlculo se refiere y es ahi donde se comple-
menta con la argumentacion de esta seccion.
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La perspectiva del uso de ecuaciones diferenciales en esta seccién ofrece en (2.37)
un panorama un tanto mas claro en la manera en que puede obtenerse una ex-
presién para la asignacién de precios de bono, pues dicha expresion no contiene
elementos estocdsticos y describe una ecuacion diferencial parcial, misma que
serd utilizada en algunos modelos para obtener la ecuacién explicita del precio
del bono.



Capitulo 3

Tasa corta estocastica e
Inmunizacion

El material del presente capitulo puede ser consultado principalmente en
Bjork [1], Ho-Lee [6] y Hull-White [7].
En el presente capitulo se tendra especial interés en la valuacién de bonos, ya
sea asignando una forma especifica al precio de éste que dependa de la tasa
corta, o mediante el desarrollo de una metodologia que lo permita.
Para el primer caso, se hard uso de que, bajo el supuesto de que la tasa corta
tiene el comportamiento de un proceso de Ito, por lo que el precio del bono
cumple con la ecuacién diferencial parcial (2.37). Esta ecuacién serd de impor-
tancia debido a que, para formas especificas de la tasa corta, la expresién para
el precio del bono puede obtenerse con relativa sencillez.
Para el segundo, se haré uso en parte de la teoria desarrollada para el modelo de
mercado discreto, donde la metodologia para la valuacién se enfocard también
en la evolucién de la tasa de interés.

Aunque por lo general los modelos suelen presentarse comenzando por los dis-
cretos, en el presente trabajo se partird de manera inversa, pues los modelos
discretos seran vistos como una aproximacion a algin modelo continuo y seran
éstos los que se utilicen para la inmunizacién de portafolios de bonos.

3.1. Algunos modelos estocasticos de tasa spot

Antes de comenzar con algin modelo estocédstico de tasa spot, con una fina-
lidad ilustrativa considérese el siguiente comportamiento en la mismas:

dr = (a — rb) dt,

donde a,b > 0. El comportamiento intuitivo de este modelo sugiere que si r

se encuentra al tiempo ¢ y es tal que 7 > r, entonces el incremento dr a ese

tiempo en particular serd positivo, por lo que la tasa de interés tendera a subir.

107
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El punto hasta el cual podrad subir serd hasta que a lo “permita”, que es en
el momento en que a — rb sea cero, evento que ocurre en el momento en que
r = 7 y en cuyo caso la tasa de interés se “estabilizard” pues ya no existirdn
incrementos en la misma (ya que dr = 0). En caso contrario, la tasa de interés
tenderd a bajar pues su incremento serd negativo. Sin embargo, el punto en el
que se estabilizara sera exactamente el mismo que en el caso anterior. Analoga-
mente, se puede obtener una idea intuitiva para los diferentes casos de signo de
ayb.

Notese que no importando en qué situacion se encuentre a y b, siempre que no
sean cero, la tasa de interés aumentard o disminuira hacia un punto en comun,
a saber, 7.

Ahora considérese el caso en que se incluye un incremento estocéstico de la
siguiente forma

dr = (a — rb) dt + odW.

. Qué le ocurre intuitivamente al modelo anterior? Nuevamente considérese el
caso a,b > 0, donde los demds casos seran analogos. Si la tasa de interés r es de
tal manera que § > r, entonces el primer término del lado derecho tratara de
“hacer” positivo el incremento mientras que el segundo término le otorgard una
oscilaciéon erratica. Sin embargo, debido a que el movimiento browniano es mar-
tingala, es de esperarse que en promedio el incremento se vuelva positivo. Si la
tasa de interés es tal que § < r ocurrird exactamente lo contrario: el primer
término tratara de hacer negativo el incremento y el segundo le dard nuevamen-
te una oscilacion erratica, pero es de esperarse que en promedio la tasa tienda
a disminuir.

En este caso no existe un punto de equilibrio, es decir, no existe un punto en
el cual la tasa permanezca debido al incremento errdtico del movimiento brow-
niano, pero es de esperarse que cuando la tasa de interés toque el punto 7, ya
no se aleje demasiado del mismo por el argumento anterior. Los demés casos,

como se ha mencionado, son andlogos a éste.

Ahora, jqué sucederia si se deja ser a a,b funciones de tiempo? Para enfati-
zar que son funciones de tiempo se denotardn por 0(t) y k(t), en cuyo caso el
modelo quedara descrito como:

dr = (0(t) — rk(t))dt + ocdW.

En realidad, este tipo de comportamiento no difiere de los anteriores, aunque
su idea es un poco maés generalizada, en cuyo caso al momento ¢ el componente
deterministico del incremento de la tasa de interés “tratard” de hacer que la

tasa de interés se aproxime al punto %.

Particularidades de este tipo de comportamientos describen a una serie de tasas
de interés, de hecho los mas comunes y sencillos, por lo que a continuacién se
hara el supuesto de que la tasa tiene un comportamiento bajo la medida neutral
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al riesgo como
dr = (a(r,t) — X, t)o(r, t))dt + o(r, t)dW. (3.1)
Entonces sus componentes se comportaran de la siguiente manera:

alr,t) = Xr,t)o(r,t) = B(t) + n(t)r, (3.2)
o(r,t) =/ (v(t)r + p(t)). (3.3)

Por lo que entonces el comportamiento de la tasa de interés sera parecido a los
referidos anteriormente, en cuyo caso el incremento infinitesimal serd

dr = (B@t) + n(t)r)dt + 1/ (v(&)r + p(t))dW. (3.4)

Como se habia observado anteriormente, si 7(t) y -y(t) son constantes, entonces
las tasas de interés con este tipo de comportamiento tienden hacia un valor en
especifico. A este comportamiento por lo general se le da una explicacién de
tipo econémico.

Segun algunos autores, la tasa spot de interés tiende a un valor en especifico,
pero ;cudl es el motivo de este comportamiento?. Ellos suponen que la oferta y
demanda en el mercado tienen implicaciones muy fuertes en este efecto: cuando
las tasas de interés son elevadas, la demanda de créditos disminuye, puesto que
los usuarios del mercado ven poco factible el financiarse con un costo tan eleva-
do. Al suceder esto, la tasa de interés baja, ya que el sector que oferta los créditos
deberd hacerlos méas “atractivos”; esto sucede hasta que la oferta y la demanda
encuentren un equilibrio. De manera contraria, si las tasas de interés son muy
bajas, los usuarios del mercado veran grandes oportunidades de financiarse a
cambio de un costo muy bajo, por lo que la demanda aumentara de tal manera
que existird una oferta muy pequena y por ello, la tasa de interés comenzard a
subir hasta el punto en que exista un equilibrio. Este tipo de comportamiento
en la tasa de interés es generalmente referido como reversibilidad a la media.

Es por esto que los modelos con reversibilidad a la media tienen precisamente
ese efecto: que en promedio se espera que, a largo plazo, la tasa de interés no se
aleje demasiado de este limite. Por lo que, de utilizarse este tipo de modelos, se
recomienda considerar esta interpretaciéon. Uno de los métodos que se pueden
utilizar para obtener indicios de si la tasa spot converge hacia algtin punto en
especifico puede encontrarse en el articulo de Siegel-Nelson (Long-Term Beha-
vior of Yield Curves).

Aunque en muchas ocasiones la interpretaciéon econémica es la principal razén
de utilizar una dindmica para la tasa spot de la forma (3.4), es también de gran
utilidad -como se mostard mas adelante- que estos modelos formen parte de los
llamados modelos afines.
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0.4

Tendencia esperada de tasas
arriba del nivel de reversién

\

Nivel de Reversién )

03

)
0.2

Tasa de interés

N

Tendencia esperada de tasas S A
debajo del nivel de reversién T T T T T T T

Plazo Nivel de reversién
—dr = (vt — 2tr)dt
—dr = (vt — 2tr)dt + .05dW

Figura 3.1: Reversibilidad. En la figura de la izquierda se muestra el comporta-
miento de las tasas con reversibilidad a la media. En la derecha se muestra un
ejemplo.

Definicién 3.1.1. Estructura de plazos afin
Si la estructura de plazos {B(¢,7);0 <t < T,T > 0} es de la forma

B(t,T) = exp(A(t, T) — C(t, T)r(t)). (3.5)

Con A(t,T), C(¢t,T) funciones deterministicas, entonces se dice que el modelo
tiene una estructura de plazos afin.
Ademsds, al modelo de 7(t) se le dard el calificativo de modelo afin.

El hecho de que la estructura de plazos sea afin tiene grandes ventajas puesto
que para conocer el precio del bono de algin plazo en especifico en algin tiempo
t inicamente es necesario encontrar expresiones de las funciones A, C'y conocer
la tasa al tiempo ¢ (r¢).

Sin embargo, como es de esperarse, no todos los modelos de tasas spot derivan
en un comportamiento afin en la estructura de plazos, es por ello que seria ttil
deducir alguna forma que deben tener pu y o bajo Q, denotado el primero como
1@, de tal manera que se obtenga una estructura de plazos afin.

Una manera de hacerlo es suponer que el modelo de la estructura de pla-
zos que deriva del modelo de tasa de interés bajo Q es afin, esto es, supo-
ner que (2.40) es afin. De ser asi, entonces el precio del bono tiene la forma
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(3.5) por lo que considerando al precio del bono como una funcién B(t,T) =
exp(A(t,T) — C(t,T)r(t)), y encontrando las parciales:

0B 0A oC

5w - G rRB
0B

= = OB

52B )

57 —_— CB.

Donde se usara como notacién

0A oC

- =4 , =0,

ot ot
y sustituyendo en la ecuacion de la estructura de plazos, esta tltima resulta ser
de la forma

1
p&(—CB) + (A, —rCy)B + 5020232 —rB=0.

Todos los elementos contienen a C, por lo que dividiendo entre C' y reacomo-
dando algunos términos de manera adecuada se llega a

1
—uCC+ A, —(1+Cr+ 502(}2 =0. (3.6)

Ademas, que el precio del bono al tiempo de su maduracién sea de una unidad
monetaria implica
AT, T) = 0
{ cr,T) = 0

La ecuacién (3.6) describe la relacién que debe existir entre A, C, u@ y o para
que el modelo sea afin. Dependiendo de la forma de @ y o, existirdn funciones A
y C que cumplan con la relacién (3.6). Lo que se pretende, como se ha expuesto,
es encontrar condiciones sobre u@ y o para que el modelo sea afin.

Una forma de obtener una expresion cuya solucion sea relativamente facil de
obtener es definiendo a 4@ y o de tal manera que la ecuacién (3.6) se vuelva
una ecuacién diferencial separable. Esto es, si u@ y o se escogen de la forma
(3.2) y (3.3) entonces (3.6) puede reescribirse como

A1, T) = SO T) + 5pl)O (1, T)
_{1 Oy, T) + (O, T) — %”y(t)CQ(t,T)}r —0.  (3.7)

Esta ecuacién debe cumplirse para cualquier seleccién de ¢, T' y r, por lo que
considerando t y T fijos se obtiene una recta de la forma 31 4 82r = 0, donde esta
relacién debe cumplirse para todo valor de r, lo que implica que los coeficientes
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51 v B2 deben ser cero. De aqui se concluye que la ecuacién puede ser reescrita
como el sistema

Colt,T) +n(t)C(t, T) = 3v(OC2(T) = -1
{ B)C(t,T) — $p(t)C2(t,T) = At,T)

Es menester hacer evidente el hecho de que todo modelo de tasa spot que cumple
con el sistema deriva en un estructura de plazos afin. Sin embargo, ésta es una
condicion suficiente méas no necesaria, lo cual queda plasmado en la siguiente
afirmacion.

Afirmacién 3.1.2. Supédngase que p@ y o son de la forma

{ pltr) = )+ B
at,r) = V() +p)

Entonces el modelo admite una estructura de plazos afin, donde A y C satisfacen
los sistemas.

CUt,T) + (O, T) — JA(HC (1, T) = -1
(3.8)
O(T,T) = 0,
BHC(T) — ()1, T) = A4(1,T)
(3.9)
A(T,T) = 0.

Existen varios modelos que suponen este tipo de comportamientos bajo la
medida neutra al riesgo, en cuyo caso sélo es cuestion de sustituir sus pardmetros
en los sistemas (3.8) y (3.9) y resolver para encontrar el precio del bono. A conti-
nuacion se presentaran tres de los modelos mas comunes y se analizaran algunas
de sus caracteristicas, para mostrar las posibles complicaciones, desventajas o
ventajas que pueden presentar frente a otros modelos.

3.1.1. Vasicek

El modelo de Vasicek, cuya expresion es
dr =a(b—r)dt + odW con a,b,0 > 0, (3.10)

se comporta de una forma que ya se ha analizado anteriormente, el cual es re-
versible a un nivel constante, por lo que si se hace el supuesto que la tasa de
interés spot tiende a un limite, este comportamiento es razonable. El término
a del modelo determina qué tan rapido se alcanza el nivel de reversién y se le
conoce como factor de aceleracion.
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El modelo de Vasicek presenta algunos inconvenientes, ya que no es posible ob-
tener una curva satisfactoria de la tasa spot compuesta continuamente pues sélo
es posible obtener curvas con forma jorobada, mondtona creciente o decreciente,
por lo que este modelo no puede modelar curvas con forma de “S”. Ademés de
ser pobre la apariencia que puede tomar la tasa bajo este modelo, existe un in-
conveniente extra en el mismo: las tasas de interés pueden llegar a ser negativas,
lo que se ejemplifica en la figura (3.1.1). Sin embargo, para poder mostrar este
hecho es conveniente dar una solucién explicita a la ecuacién (3.10).

004 005
0.03 004

002

001

0.02

0.00

001

t t

dr = .5(.02-r)dt + .01dW dr = .5(.02 - r)dt + .01dW
ro=.04 ro=.04
—Nivel de reversién —Nivel de reversién

Figura 3.2: Modelo Vasicek

Para resolver la ecuacién supéngase que al inicio la tasa toma el valor rg; en-
tonces, la solucién al tiempo s < t puede obtenerse al encontrar la dindmica del
proceso Y, = (r, — abu)e®™, es decir, al obtener la expresién dY,. En primer
lugar, Y,, puede pensarse como el producto del proceso de Itd X (u) = (r,, — abu)
con un proceso de variacién finita dado por D(u) = e**, donde el incremento
de cada uno es

dX(u) = d(r, —abu) = dr, — abdu,
dD(u) = ae™du.

Es posible verificar que dX (u)dD(u) = 0 usando el cuadro (2.1) , de esto se
sigue que la dindmica de Y,, es

dY, = d(X(u)D(u)) = D(u)dX (u)+ X (u)dD(u) + dX (u)dD(u)
0

= e"(dr, — abdu) + (r, — abu)aedu

= W <a(b —ry)du + odW,, — abdu + (r, — abu)adu),
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de donde resulta:
dy, = e*™ <UdW - azbudu)

= ge™dW, — a*bue™du.

Integrando de s a t ambas partes de la ecuaciéon anterior y retomando Y; =
(ry — abt)e®, se obtienen la siguiente serie de relaciones

t t
Y, - Y = / oe®dW, — ab / ue™ du
~~ —~
(r¢—abt)est  (rs—abs)eas B L/—/
(——
t 1 S 1
at as o 2 at at as as
= (ry — abt)e® — (rs —abs)e™ = —a b(ae — et - e + ek )
t
+/ oe®™dW,
S
= (ry — abt)e™ — (rs — abs)e® = —abte™ + be™ + abse™ — be™*
t
+/ oe®™dW,
S
t
= et —rge®® = be® — be® 4 / oe®™dW,
S
t
= re™ = ree® +be — be + / oe®™dW,.
S

De la tltima ecuacién se deduce que es posible expresar el valor de la tasa al
tiempo ¢ en términos del valor de la misma al tiempo s (con t > s) como

t
e =157 4 p(1 — e %)) 4 / oe =W, (3.11)

Nétese que, dada la informacién disponible al tiempo s (condicionando sobre
Fs), todos los elementos que componen r; son deterministicos a excepcién de
la integral de Ito, la cual tiene la caracteristica de ser una integral con res-
pecto a una funcién determinista', por lo que la distribucién de la integral
serd N (0, %(1 — ¢72a(t=9))). Esto tiene como consecuencia que la distribucién
de r; condicionado a Fy sea la de una normal con media y varianza dadas por:

Efr 7] = roe=o=9) 4 b(1 — eo(t=9), (312)
2
g —2a(t—s
Var(ryFs] = %(1 — e~ 2alt=9)y,

En la figura (3.1.1) se han graficado 1000 trayectorias del modelo de Vasicek
con parametros a = 1.5, b = .04, 0 = .015,r5 = .04. Nétese que el grueso de las
trayectorias se centra en las bandas (E[ry] — «/Var[ry, E[r:] + /Var[r).

1En Shreve [12] se muestra que una integral fst ¢(u)dW con ¢ variable deterministica tiene
distribucién N (0, fst 2 (u)du)
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NOTA La linea roja indica el nivel de reversion

——  Nivel de reversién

——  E[ry]

(E[re] — v/ Var|rd, E[re] + /Var[rd])

Figura 3.3: Trayectorias Vasicek. En la figura se muestran 1000 simulaciones de
trayectorias segun el modelo de Vasicek

El que la distribucion de 74 sea el de una normal implica que la tasa pueda tomar
valores negativos con probabilidad positiva y, como es de esperarse la probabi-
lidad de que esto suceda depende fuertemente en los parametros seleccionados.
Que la tasa sea negativa es, sin lugar a dudas, la méas grande desventaja del
modelo.

La probabilidad de que r; tome algin valor negativo, para rs conocida pue-
de encontrarse al considerar la variable aleatoria:

_ _ —a(t—s) _ _ ,—a(t—s)
gt E[r¢|Fs] _ e b(l—e ) ~ (0, 1).

 Var[ryFs) \/0_2(1 — e—2a(t—9))

2a
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De donde

(3.13)

_ —a(t—s) _ _ ,—a(t—s)
P[rt<0]:<1>( rse b(l—e ))

\/02'_2 (1 _ e—2a(t—s))

Como se ha mencionado, la probabilidad de que la tasa tome valores negativos
depende de la tasa inicial, la volatilidad, y el pardmetro de aceleracién. En la
figura 3.1.1 se ha graficado la probabilidad de que la tasa dry = .5(.02 — ry)dt +
.05dW con ry = .01 sea negativa y se han perturbado algunos pardmetros para
observar el comportamiento de la posibilidad en la obtencion de tasas negativas.
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c)
Figura 3.4: Probabilidad de negatividad. En a) se muestra la probabilidad de que
la tasa sea negativa con diferentes valores en el pardmetro de aceleracién. En b)
se muestra la probabilidad de que la tasa sea negativa en diferentes plazos. En ¢)
se muestra la probabilidad de que la tasa sea negativa con diferente volatilidad.
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= En a) puede observarse que la probabilidad de que la tasa sea negativa
decrece si incrementa el pardmetro de aceleracion (el pardmetro de acele-
racién va de .1 a 1).

» En b) (cada linea expresa un tiempo ¢ diferente con s =0, t € {1,...,10})
puede observarse que la probabilidad de que la tasa sea negativa es al
inicio mas alta para ¢ pequenos. Sin embargo, esta probabilidad decae
mas rapido debido a que mientras mas lejos se inicie en cero y menor sea
el tiempo que se observa la tasa, serd menor la probabilidad de que ésta
decaiga.

= En ¢) (cada linea expresa un tiempo ¢ diferente con s =0, ¢t € {1,...,10})
puede observarse que la probabilidad de que la tasa sea negativa incremen-
ta si incrementa la volatilidad. Esta probabilidad es muy parecida para
todo plazo, lo que indica que la volatilidad es un elemento que tiene mucha
importancia en la posibilidad de obtener una tasa negativa.

El modelo de Vasicek: un modelo afin

El modelo de Vasicek induce una estructura de plazos afin. Para mostrar-
lo, basta con hacer concordar los parametros del modelo de Vasicek con los
pardmetros definidos en (3.2) y (3.3), de donde se obtienen las igualdades

nt)=—-a , Bl)=ab , plt)=c® , ~y(t)=0.

Sustituyendo estos valores en los sistemas (3.8) y (3.9) obtenidos anteriormente,
se obtienen los nuevos sistemas

5C(1,T)
{T—GCW -
C(T,T) = 0
' {M = WO T) — ~02C2(t,T)
St ’ 2 ’
ATT) = 0

La ecuacién de C es muy parecida a la de una exponencial (en efecto, si el lado
derecho fuera cero, se tendria claramente la ecuacion diferencial que describe el
comportamiento de una exponencial). Sin embargo, en el caso aqui presentado
la solucién explicita es:

C(t,T) = 2(1 ey, (3.14)

y sustituyendo este valor de C en la ecuacion diferencial que describe a A, se
obtiene su solucion explicita, que resulta ser

A, T) = %(O(t,T) ~T+1t)(a®b— =) —

- 5 (3.15)
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Una vez fijadas t,T y conocidas a, b, 0 y 7+ es posible entonces asignarles precio
a los bonos.

En la figura (3.1.1) se ha graficado los precios de los bonos con el modelo de
Vasicek dado por dry = .5(.04—1r)dt+.015dW con ry = .04 y se han perturbado
algunos pardmetros para observar el comportamiento del mismo.
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0.2
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- i . NOTA: Cada linea expresa un plazo diferente
NOTA: Las lineas indican la variacion en el parametro de aceleracion

a) b)

Figura 3.5: Sensibilidad en el precio del bono a partir de cambios en los pardme-
tros.

= En a) puede observarse que el precio del bono (B(0,T")) decrece si incre-
menta el parametro de aceleracion.

= En b) puede observarse que el precio del bono decae, como es de esperarse,
si incrementa la tasa inicial; ademés, mientras més grande sea el plazo,
més rapida es la decaida del precio.

3.1.2. Cox-Ingersoll-Ross

Este modelo generalmente es referido como CIR y propone la dindmica de
la tasa de interés como

dry = a(b—ry)dt + oy/ridWe , a,b,0 >0

Este modelo también induce una estructura afin y tiene como caracteristica
que la volatilidad es proporcional a la tasa, teniendo como consecuencia que,
si la tasa incrementa, su volatilidad también y viceversa. A partir de esto, se
infiere que seleccionando los parametros de la forma, cuando la tasa de interés
alcance el valor cero, entonces el factor estocastico desaparece y ya que el término
deterministico es positivo, entonces la tasa crece evitando de esta forma valores
negativos.
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La expresion para la tasa al tiempo ¢ en términos de la tasa al tiempo s es

t t
rt:rs—i-a/ (b—rs)ds—i-/ o/ AWy,

S

por lo que la esperanza condicional de ésta es

E[r(t)|Fs] =r(s) + a/ (b — E[r(u)|Fs])du,

de donde, derivando con respecto a t se obtiene

dE[r ()| F]

S — b~ Elr(1)F)),

y considerando la derivada de la funcién e*E[r(t)|Fs]

7616& IE[(;(tﬂfS] = ¥ <aIE[T(15)|]:S] + 7dIE[TS;)|]:S]> = e“ab.

Al integrar de s a t se obtienen las relaciones

t
Elr(t)|F] — e E[r(s)|Fs] = ab / g,
N— s
=:r(s) _ﬁati_eas _
= ]E[T(t”]:s] = e_a(t—s),r.(s) + b(l _ e—a(t—s))'

Segtin [2], la varianza estd determinada por
Var|r(t)|Fs| =7 U—Q(efa(tfs) — e 2alt=9)) 4 ba—2 (1- eﬂl(t*s))2 (3.16)
S S a 2a Y *

y la distribucién de esta tasa es una chi cuadrada no central?.

En la figura (3.1.2) se han graficado 1000 trayectorias del modelo de Vasicek
con parametros a = 1.5, b = .04, o0 = .015, ry = .05, nétese que el grueso de las
trayectorias se centra en las bandas (E[ry] — «/Var[r,E[r:] + /Var[r]).

2La funcién de densidad de esta tasa estd dada por
f’r(t) (fE) = thxz (v, A¢) (th)

donde fx2(vy>\t)(ctx) es la funcién de densidad de una chi cuadrada no central, con v grados
de libertad y parametro de no centralidad A, donde los pardmetros son

_ 4a
= 02(1 —e—at)
L 4ab

o2

At = Ct’r‘oeiat
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0.035

NOTA La linea roja indica el nivel de reversion

——  Nivel de reversién
_ E[r¢]

(E[re] — v/ Var[rd, Elred + /Var[re])

Figura 3.6: Trayectorias CIR. En la figura se muestran 1000 simulaciones de
trayectorias segin el modelo CIR.

El modelo CIR: un modelo afin.

El modelo CIR también induce una estructura afin. De igual manera, nétese
que bajo este modelo los pardmetros de las ecuaciones (3.2) y (3.3) son

77(75) =—-a , 5(” =ab , p(t) =0 , ’Y(t) = 027
obteniendo de esta forma la ecuacién

% —aC — 20202 =1, (3.17)

o equivalentemente

60_02(02 2aC 2>'

ot 2 o? o?
Esta es una ecuacién que puede reexpresarse al separar variables como
ac o?
= —dt,

(C—$1)(C—ZE2) 2
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donde
a4+ vVa? 4+ 202 a—+va? 4+ 202

Es decir, que la expresion (3.17) puede reinterpretarse como

/C(t"T) du /t o2
= | Za,
crmy=o (u—21)(u + 72) T 2

donde cada lado de la igualdad puede ser encontrada como

C(th) du 1 1 _ M
—_— = In t
/C(T.,T)_o (u—z1)(u+ z2) Ty + T2 <1+M>

T2
t 2 2

g g

S aw = 2 (r—t
/T2 " 7 ( )

respectivamente. Al igualar el lado derecho de ambas ecuaciones y despejar a
C(t,T) se obtiene que

2(e¥(T=t) 1) 5 5
ct,T)= T O(@T I 1) 525 Y =Va?+ 202, (3.19)

Por otra parte, para obtener A se hace uso de la ecuacién

0A
E = abC,

esto es,

ds.

B t 2(6¢(T75) _ 1)
T | weT

Es posible obtener la solucién para A si se hace el cambio de variable u(s) =

(e¥(T=%) — 1) con du(s) = —1pe?T=%)ds, obteniendo asf la nueva relacién
u(®) u du
At,T) = 2ab
D = [ ey T
(ut1)

_ 2ab /”(t) i du
) S ey oy
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. o 2
Para trabajar de una manera més cémoda, denotemos como & = (aTdi/;)’ entonces
la ecuacion anterior es

AL, T & v d

t - _ >

(¢, T) 2 J, (u+(a+w))(u+l) B
_ab¢ “<(§ 111
o 2, E—1lu+€& €—-1u+1
_ abé 1

— _% :§ln (”(t>§+§) —In (u(t) + 1)}

_ _W‘g’f 1):111(”(“;5) —ln(u(t)+1)]

) nae\é
- el ()

®
_ h{%%;ﬁ%;ﬂ.

Desarrollando cada término por separado se obtiene

)du
u(t)

3

ut)+g _ V1B @)l —D+2y
3 a2—iﬁ/1 29
ut)+1 = T,
ab & _ab 2 ab 2 2ab
P2E-1) PP —a YY—a PY-a)
ab &2 2ab 29) 4ab 4ab  2ab

= = = —F = —,

Y2 (E-1) Y —a)a+y  Yr—a? 202 o2

por lo que el valor de la funcién A(¢,T) es

(eV(T—0) 70 s
A(t,T) = ln<((a+¢)(ew@ t) 1)+2¢)22)
29

(T ) oy a))(

IS
|

ab
o

) )
) +20)

v )
((a + V) (et(T=1) — 1) + 2) 57

a—i—z/J V(e (T=t) — 1) +

( 2
( p(Yt+a)(T— t)%)(
(1

Y
2

= In

(T t)

= In

<w+a>) e
a+w ewT t>—1)+2¢)> '
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Nuevamente, para obtener el precio del bono simplemente se sustituye el valor
de los pardmetros en las funciones A y C. A manera de ejercicio se ha graficado
en (3.1.2) la interaccién del precio del bono con algunos de los pardmetros. La
dindmica utilizada para tal fin es dry = .5(.04 — r¢)dt 4+ .015dW con rg = .04.

2
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Figura 3.7: Sensibilidad en el precio del bono a partir del cambio en los parame-
tros.

= En a) puede observarse que el precio del bono se ve poco influenciado con
respecto al pardmetro de aceleracion.

= En b) puede observarse que el precio del bono es decreciente con respecto
a la tasa inicial, como es de esperarse.

= En ¢) es posible notar que el precio del bono aumenta lentamente si el
factor de proporcién de la volatilidad o aumenta, esto sin duda debido a
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la proporcionalidad entre la volatilidad y la tasa.

3.1.3. Ho-Lee

El modelo de Ho-Lee se obtiene cuando

nt)=0 , ~y(t)=0 , pt)=0"

Sin embargo, se deja que 3(t) sea funcién del tiempo, obteniendo de esta manera
la dindmica de la tasa de interés

dr = B(t)dt + odW. (3.20)

El modelo de Ho-Lee también induce una estructura afin, con las funciones:
r 1

CLTY=T—t vy  AWLT) = —/ Bs)(T — s)ds + 50*(T — ).
t

Ho-Lee propusieron el primer modelo “libre de arbitraje empirico”, ya que se-
leccionan a ((t) de tal manera que, el precio tedérico del bono en cuestién y
el precio real del mercado sean el mismo al tiempo ¢t = 0. A los modelos que
presentan la caracteristica de tener un parametro dependiente del tiempo que se
escoge de tal manera que el modelo concuerde con las tasas obtenidas a partir
de informacién empirica, se les da el calificativo de enddgenos.

Para obtener una relacién entre la informaciéon empirica y la funcién de tiempo
B(t), retémese la ecuacién (1.22) que expresa el precio de un bono en términos
de la tasa forward. Denétese ademds como B*(¢,T") el precio del bono empirico,
y f*(¢,T) la tasa forward empirica, entonces los precios empiricos y tedricos
cumplen la siguiente relacién al tiempo ¢ = O:

. foT £*(0,8)ds _ B*(O,T) _ B(O,T) _ eA—C'r7

de donde se obtiene, tomando logaritmos y sustituyendo la forma que toman A
yC

~—~
C

T T T 1
—/0 £(0,s)ds = —T/O B(s)ds —I—/O B(s)sds + 602T3 —r (T),
A

obteniendo asi las siguientes relaciones
r 1
_HOT) = —TA(T) —/ Bls)ds + TH(T) + 50°T* — 7
0

r 1
= —/ B(s)ds + =a*T? — 1.
0 2

Esto implica que
6f(0,7T)

_ 2
5T _ﬂ(T)_TU )
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lo cual debe cumplirse para toda T' > 0, obteniendo asi la igualdad

0f(0,1)

to?.
st Tt

B(t) =
Esto es, que el modelo (3.20) puede ser reexpresado de la forma

0£(0,¢)
ot

De aqui se concluye que entonces la tasa tiene como solucién

dry = ( + to?)dt + odW,. (3.21)

1
re =ro+ f(0,t) + §t202 + oW, (3.22)
Para obtener la curva inicial de las tasas forward puede ser utilizado, por ejem-
plo, el método de Nelson-Siegel expuesto en el primer capitulo del presente
trabajo. Segin se observa en (3.22), la distribucién de la tasa spot es normal
con esperanza y varianza dadas por

1
E[T‘tl-}—s] = To+ f(ou t) + §t202 + UWS
Varlr Fs] = o*(t—s)

por lo que este modelo también puede tomar valores negativos con probabilidad
positiva.

Ademsds de los llamados modelos afines, existen diversos modelos discretos de
tasas de interés utilizados para valuar bonos que en su gran mayoria son la apro-
ximacion discreta de algiin modelo continuo, a continuacién se hard mencién de
algunos de ellos.

3.2. Arboles binomiales

De entre los diferentes métodos que existen para valuar bonos, estan los lla-
mados drboles binomiales, que tienen como funcién primaria el permitir obtener
una aproximacién del precio de los bonos de una manera parsimoniosa, es decir,
que son capaces de establecer de una manera relativamente sencilla el precio
del bono. Esto se logra a partir de crear escenarios donde el activo subyacente,
que en este caso es la tasa de interés, aumenta de valor o disminuye con cierta
probabilidad. Esto permite ver a los arboles binomiales como una alternativa
ante los modelos continuos, al permitir recrear escenarios de la tasa de interés
en plazos especificos deseados.

En primer lugar, se hara una revisiéon del trabajo llevado a cabo por Ho-Lee
[6] a manera de introduccién a los modelos binomiales, para posteriormente
presentarlos de forma més general. Por ltimo, se dard un algoritmo que per-
mitird crear estructuras de tasas de interés para algunos modelos expuestos a
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manera de drboles trinomiales.

Este tipo de modelado conlleva el nombre de “arbol”, debido a que la informa-
cién que genera organizada en un diagrama tiene la apariencia de ramas, donde
el nombre “binomial” se debe al hecho de que la probabilidad de encontrarse en
algun estado del drbol en especifico, tiene una distribucién binomial. De hecho,
es posible ver a este tipo de modelos como una caminata aleatoria.

Los arboles no constituyen un método exclusivo para valuar bonos, sino que
sirven para valuar diferentes instrumentos que tengan una relacién directa con
el movimiento en la tasa de interés.

Por otra parte, se les denomina como modelos AR (Arbitrage-free Rate mo-
vements) a aquellos que hacen uso de una manera consistente de la informacién
sobre la estructura de tasas empirica existente hasta el momento. Es entonces
que los modelos AR, utilizando la estructura de tasas empirica, crean un esce-
nario de movimientos factibles en los subsecuentes periodos de tal manera que
los mismos no permitan oportunidades de arbitraje en el mercado empirico.
Dentro de los modelos AR méas importantes se encuentra el modelo de Ho-Lee
[6] debido a su relativa sencillez de implementacién.

3.2.1. Modelo Ho-Lee

En la mayoria de los modelos de tasas de interés y de muchos otros modelos

en finanzas se hacen supuestos importantes. Un supuesto importante del modelo
de arboles binomiales es que el mercado de bonos es completo en el sentido de
que existe un bono cupdn cero para cada plazo. A pesar de que este supuesto
es muy dificil de cumplir, ya se han analizado algunas de las técnicas mds uti-
lizadas y conocidas para obtener tasas spot o forward implicadas y con ello el
precio de bonos.
Ademsds, el modelo supone que para cada plazo existe solamente un espacio fi-
nito de estados de la tasa de interés, esto es, que la cantidad posible de valores
que puede tomar la tasa de interés es finito y, por lo tanto, también lo serd el
espacio de estados del precio del bono.

La forma de denotar el precio de un bono en esta subseccién serd de Bfn)(~),
donde “n” denota el periodo en el que se valda, “i” el estado (escenario) de
la tasa de interés y “-” denota de manera general cualquier plazo. Dejando a
un lado por el momento el estado ¢, anteriormente el precio del bono con estas
caracteristicas se ha venido representando como B(n,n + -). De esta forma, el
precio del bono debe entenderse como una funcién que depende del estado del
periodo de la valuacion, de la tasa de interés y del plazo del mismo, por lo cual
debe cumplir ciertas condiciones: la primera es que no importando en qué estado
se encuentre la tasa de interés, el precio del bono con un plazo cero debe tomar
el valor de uno:
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Ademas, el precio de un bono cupén cero con un plazo en un futuro muy lejano
debe tener un valor insignificante:

lim B"(T)=0  Vi,n.
T—o0

No importando el plazo del bono cupén cero, el precio actual (que se deno-

tard por el tiempo cero) debe ser tnico, de otra forma el mercado tendria grandes

inconsistencias. Dicho precio se denotara como

B(-) = By ().

Construccion del arbol binomial

Para crear una serie de posibilidades y “movimientos” de las posiciones en
la tasa de interés, el modelo plantea que, dado cualquier, estado observado, el
futuro inmediato del precio del bono se situara en dos posibles posiciones. De
esta manera se crea una variedad de posibles comportamientos del actual precio
del bono. De manera especifica, si el bono se encuentra en el estado BZ-(n)(-),

al siguiente periodo su precio sélo puede aumentar de precio al pasar al estado
(n+1)

Bi:l

Bl-("H)(-) (también referido como downstate).

(1) (también referido como upstate) o puede disminuir su valor hacia

BOTV()

B ()

Se debe tomar en cuenta que si el bono se encuentra en el estado Bi(") (+) significa
que, de los n periodos que han transcurrido, ¢ veces el precio ha incrementado y
por lo tanto n — ¢ veces ha disminuido. Esto sin lugar a dudas conllevaria a un
gran numero de posibilidades si el precio del bono fuera dependiente del camino,
es decir, si el bono dependiera de la ruta que ha recorrido para llegar al estado.
Por lo tanto, el modelo impone restricciones sobre este hecho al suponer, que
la funcién de descuento sélo depende del nimero de periodos en los cuales el
precio del bono ha aumentado y no en la secuencia en la que estos aumentos
han ocurrido. Esta restriccién no solamente reduce el nimero de posibilidades,
sino que ayuda a establecer ciertas relaciones como se expondra mas adelante.

Factores de perturbacion

Si no existieran cambios en la tasa de interés es claro que el precio no variaria,
por lo que en el valor del bono en el siguiente periodo, no importando el estado
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al que avance, el valor del bono en estos estados tendria que ser por consecuencia
el mismo. Es decir, que si un bono de plazo T se encuentra en el estado ¢ al
momento n, si no existiera riesgo en la tasa de interés, se debe cumplir

BV (1) = BITY(T),
y esto debe ocurrir para cualquier plazo. Sin embargo, al estar interesados en
modelar el comportamiento del rendimiento en un mundo de incertidumbre, los
autores proponen crear funciones de perturbacion, denotadas por h(-) y h*(+),
cuya funcion serd la de alterar la actual estructura de tasas, con el fin de crear
diferentes escenarios en el futuro precio del bono a considerar. Ademas, estas
funciones de perturbacion determinan totalmente qué tanto aumenta o dismi-
nuye el valor del bono en el siguiente periodo.
La funcién h(T) se relaciona con el aumento de precio del bono de manera
explicita de la siguiente forma:

(n)
_BR@n,

B0

(n+1)
By (T

y de igual manera, la funcién h(T)* con el decremento en el precio,

B™(T +1)
BT = =
B (1)

h(T)

Dichas funciones de perturbacién deben cumplir también con ciertas caracteristi-
cas: la primera de ellas es que deben ser positivas para que las relaciones des-
critas anteriormente tengan sentido, de lo contrario, el precio seria negativo. La
segunda consiste en que, debido al hecho de que el precio de un bono muy proéxi-
mo a su vencimiento debe ser casi uno, entonces las funciones de perturbacion
también deben ser uno, es decir

hO)=1 ,  h*(0)=1.

La condicién anterior hace pensar que las funciones de perturbacién dependen
del plazo del bono que se esté valuando, por lo que para construir un arbol bino-
mial de la estructura de tasas, es necesario definir las funciones de perturbacion
h(T) y h*(T) ademds de la estructura actual de todos los periodos para los que
se quiera construir el arbol.

Probabilidad implicada =

Otras restricciones surgen para las funciones de perturbacién por considerar
que, si para algin periodo es posible construir un portafolio de bonos en el
cual se tenga la certeza del valor de la tasa de interés en el siguiente periodo,
entonces dicha tasa correspondera a la tasa de interés de un bono cupdn cero
con plazo de un periodo, esto con el fin de evitar oportunidades de arbitraje.
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Esta condicién impone restricciones en las funciones de perturbacién en cada
nodo (n,i) (periodo n, estado ¢) debido a que el argumento anterior puede
ser utilizado indistintamente para cualquier periodo, por lo que denotando el
precio del bono como B(+), sin denotar a qué estado y tiempo pertenecen por el
argumento anterior y para fines précticos, entonces el valor de un portafolio V'
constituido por un bono de plazo Ty £ bonos de plazo t es V = B(T) + {B(t),
en el upstate y downstate es

B(T)W(T — 1) + £B(t)h(t — 1)
B(1)

B(T)h*(T — 1) + £B()h* (t — 1)

V= B !

V=

respectivamente. Si ambos valores fueran iguales, se obtendria que es posible
construir un portafolio que no tenga incertidumbre en la tasa de interés, por lo
que igualando ambas ecuaciones y despejando a & se obtiene el niimero de bonos
de plazo t que se debe tener en el portafolio por cada bono de plazo T'. El valor
de & es
B(M)[MT —1) = p*(T - 1)]

B(t)[p*(t — 1) = h(t — 1)]

Supdéngase que dicho portafolio es obtenido. Al obtener un rendimiento que
no depende de los futuros posibles estados, sucede entonces que para evitar
oportunidades de arbitraje el portafolio debe producir de rendimiento en el
periodo lo equivalente a lo que produce un bono de plazo de un periodo, es decir,
ﬁ. Entonces, se debe obtener que el valor del portafolio al siguiente periodo

&=

es (sin pérdida de generalidad se ha considerado la notacién del downstate)

B(T)W*(T — 1) + €B()h*(t —1)  B(T) + €B(?)

B(1) - B

y haciendo sustitucién del valor de £ se obtiene que

1— (T —1) 1—h(t — 1)

T —1)—h*(T—=1) h(t—1)=h*@t—-1)
Debido a que se tomaron valores arbitrarios de T y de t, esta igualdad debe
preservarse para cualquier valor de éstos y por lo tanto debe existir una cons-
tante m que sea independiente del plazo del bono, de tal manera que cumpla la
siguiente relacién
1—h*(T-1)
h(T —1)—h*(T -1)

Para cualquier T" arbitraria, dicha expresién se puede reescribir como

= T.

Th(T)+ (1 —7m)h"(T) = 1. (3.23)

A esta constante 7 se le llama probabilidad binomial implicada. Ademas, debido
a la forma como se ha obtenido esta probabilidad, resulta ser unica y por lo
tanto, el modelo es completo en términos de modelo de mercado.

Esta probabilidad tiene la propiedad de establecer la relacién existente entre el
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precio de un bono con plazo T en términos de los posibles precios a futuro del
mismo en el préximo periodo. Sustituyendo en la ecuacién anterior el valor de

h(T) y de h*(T) se tiene

BU(T —1)- B™(1) 1 B"T(r —1)- B (1) .
— 7T = .
B"(T) BM(T)
Tras algunos despejes se obtiene que
BI(T) = [xBU (T — 1) + (1 — m)B™(T — 1)) B™ (1), (3.24)

lo que muestra que el precio de un bono con plazo T' debe corresponder al valor
descontado del promedio ponderado de los dos posibles valores que alcanza al
final del mismo, cuyo factor de descuento es precisamente el valor de bono con
plazo de un periodo. Esto quiere decir que si se toma a 7w como probabilidad, el
precio del bono de plazo T al tiempo n es el valor descontado del valor esperado
de un bono al final del periodo n condicionado a la informacién al tiempo n.
B{(T) = E[P" (T = 1)| 7, B (1) = E[PT ()P (T — 1)| 7).

2

Se puede calcular esta probabilidad 7 al despejar su valor de la ecuacién (3.24),
dicha relacién queda de la siguiente manera:

BT -1 B -1 1
L —cy +(1 =7 —— =
B;(T) B;(T) B; (1)

Denotando como w la primera fraccién factor, d la segunda, y r el término del
lado derecho de la igualdad se obtiene

ru+ (1—md=r
y, por iltimo, despejando a 7 de la igualdad

r—d
u—d’

los valores de u, d y se pueden interpretar como la proporciéon de cambio entre
el antiguo precio del bono y el nuevo, es decir, la ganancia y pérdida respecti-
vamente existente debido al cambio de la tasa de interés y a » como la ganancia
que se esperaria si no hubiera cambios en la tasa de interés. De esto se concluye
que 7 refleja la proporcion del desvio entre el downstate y la tasa del desvio
total. Ademads, si m es muy cercana a uno, significaria que el upstate es muy
parecido a la tasa esperada r y esto en consecuencia revela que el mayor desvio
se debe principalmente a un decremento en el precio. De manera similar, si
es practicamente cero, significaria que el downstate es muy parecido a la tasa
esperada r y por lo tanto el desvio en el precio se debe principalmente a un
incremento en el precio principalmente.
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Camino independiente

Como se ha mencionado anteriormente, para hacer el modelo un poco maés
sencillo se forzard a que el precio del bono dependa exclusivamente del nimero
de periodos en los que éste ha aumentado y no en la secuencia en la que estos
aumentos suceden. Esta restriccion crea fuertes vinculos entre las funciones de
perturbacion y la probabilidad implicita 7.

Para analizar dicha dependencia, considérese el valor de un bono de plazo T+ 2
al tiempo n que se encuentra en el estado 7. Supéngase que el precio del bono
sube en el siguiente periodo :

. B™(T +2
Bt 1y = BT +2)

Si el precio desciende en el préximo periodo a éste, el valor del bono entonces
sera:

n+1 n *
(1) = BUT(T + D ez = BT +2) h(T + 1)h*(T)
o BT (1) B (2) h(1)

Ahora bien, esta ultima ecuacién se obtiene cuando el bono sufre un alza en el
precio y después una baja, si se invierten los papeles de igual manera se obtiene
que el precio seria

n+1 n %
gy = BN, 0 BT +2) (T + D)
B BT () B™(2) h(1)

Ambos indudablemente tienen que ser iguales cuando se hace el supuesto de la
independencia del camino recorrido, por lo que igualando ambas ecuaciones se
obtiene

h(T + 1)h*(T)h* (1) = B*(T + 1)A(T)h(1).

Sin embargo, ya se habia establecido una relacién entre los factores de pertur-
bacién y la probabilidad implicita, por lo que sustituyendo a h* la ecuacién
anterior puede ser reescrita como

W(T + 1)[1 — wh(T)][1 — 7h(1)] = (1 — )R(V)A(T)[1 — 7h(T + 1)].

Se puede observar claramente que, al tener factores de perturbacion que depen-
den del tiempo T + 1 asi como de 7', la ecuacién anterior puede ser reexpresada
para concretar una forma iterativa de los factores de perturbacién. Reescribien-
do la ecuacién anterior al despejar y dejar tan sélo el término que depende de
T+1:

1+ 7h(T) (h(l) - 1) —7h(1)
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Debido a que h(-) es una funcién positiva, se puede obtener su inverso multipli-
cativo que es

1 _ 1+47h(T)(h(1) — 1) — 7h(1)
hT+1) (1 —m)h(1)h(T)
1 —7h(1) (h(1) = 1)m

e = (U] M6

o~ w(h(l) 1)

MT) (1=m) (1 =m)h(1)
0

—_

T A Y
donde 0 y v se han definido como
5:ﬁ—w _ 7(h(1) - 1)
C-m T a-mh)

Esta expresién brinda muchas ventajas para fines de computo, pues a partir de
aqui se puede reducir la expresién para h(-). Primero obsérvese que debido a la
forma en que se ha definido §, se debe cumplir la siguiente relacién

1

h(1) = T+ (1—m)d

De lo anterior se puede simplificar atin més el cdlculo de h(-). Para ello, es
preciso observar que ¢ < 1, pues si no fuera de esta manera entonces se tendria
una contradiccién. En efecto, si sucediera que 6 > 1 se tendria que

1
h(1)
Esto no es posible ya que h(1) es un factor de perturbacién mayor a uno, por

lo que su inverso multiplicativo debe ser menor a uno, conllevando a una con-
tradiccién.

=r+(1-m)d>n+(1-m) =1

Utilizando recurrencia sobre el valor de ﬁ se obtiene

1
Wt - mT—1
5
= Gyt
= 62(%_3)—%7)—#57—1—7

sT T-1
_ k
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donde usando que 0 < § < 1y que h(0) =1 se concluye

167
— =47 _—
=Y
Ademas, cuando T = 1 se tiene que

Lfi_i_ 75_’_
Ry mo) 0T

donde utilizando de manera conjunta esta relacién junto con

O+ = e
y por lo tanto
v=(1-0)m.
Sustituyendo el valor de ~
%T) ="+ n(1-9) 11__5; =7+ (1-m)".
Se concluye entonces que
1

WT) = 7+ (1—m)oT
y, por tanto, o

h(T) = m

De estas dos ecuaciones se puede concluir que
R*(T) = §Th(T).

Una vez definidos los términos necesarios para el modelo, es necesario analizar
las propiedades inherentes al mismo.

Caracteristicas del modelo

Una caracteristica muy importante de este modelo es la forma parsimonio-
sa, no solo del argumento de construccion, sino de su estructura misma, pues
todo el modelo queda caracterizado simplemente por las constantes m y §. La
idea intuitiva de m se ha expuesto antes como una probabilidad intrinseca del
modelo. Sin embargo, la idea intuitiva acerca de ¢ no es menos importante pues,
por la forma de las funciones de perturbacién con respecto a §, sugiere que es-
ta constante es la que determina qué tan “separadas” estaran las funciones de
perturbacién y, por lo tanto, esta variable afecta la volatilidad en el precio del
bono. Es preciso hacer especial énfasis en el hecho de que, a mayor separacion
de estas dos funciones, se tendra una mayor variabilidad; ademas, las funciones
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de perturbacion claramente dependen del tiempo. La funcién de perturbacion
h(-) incrementa monoticamente hacia el valor de 1, mientras que h*(-) decrece
hacia cero.

Ahora bien, una vez establecidas las constantes que caracterizan el modelo,
es posible obtener de las relaciones establecidas anteriormente el precio de los
bonos, el cual queda entonces caracterizado como

P(T+n) B* (T +n— D)W (T +n—2) BT +i)h(T +i— 1) h(T)
P(n) R (n— D)h*(n—2) - h*()h(i — 1) - h(1)

B"(T) =

Usando el hecho de que h*(t) = §h(t), la expresién anterior se puede simplificar
a
P(T+n)h(T +n—1)h(T+n—2)---h(T)§T ="

P(n) h(n —1)h(n —2)---h(1)

(n) _
BI(T) =
Aunque esta ecuacién describe en su totalidad el precio de un bono en el estado
¢ al momento n, es preciso describir asimismo la estructura de tasas spot de un
periodo para entender la estructura que impera en ella, en cuyo caso el precio
de un bono con plazo de un periodo es:

B»(n) P(n+ 1)(5"_i

o W= B =) (3:25)

Por lo que la tasa de interés spot compuesta continuamente de plazo de un
periodo es

RV(1) = ~B()
_ P(n) —n ,
= In Pt 1) +In(m6 "+ (1—m7))+ilnd
= an,+ilnd, (3.26)

donde a,, = In Pl(jgi)l) +In(md~" + (1 —m)).
Noétese en la expresién anterior a (3.26) que el valor de la tasa spot a un pe-
riodo corresponde a una tasa forward con plazo de un periodo, mas un par de
constantes que dependen de la variable de incertidumbre ¢§. Es posible observar
que estas constantes desaparecen cuando el valor de § es uno, correspondiente
al caso en que se espera que el factor de acumulacién sea exactamente el factor

de acumulacién de la tasa forward compuesta de un periodo.

Ademsds, considerando la discrepancia entre nodos consecutivos en un periodo
fijo se obtiene

REZL’D(D —~R™(1) = an+(i+1)Ind— (an +ilné).
Inéd



3.2. ARBOLES BINOMIALES 135

Esto quiere decir que para n fija, la discrepancia entre nodos consecutivos
estd dada por Ind; esta cantidad es negativa puesto que, si el precio del bono
incrementa, significa que la tasa spot disminuye, sin embargo, por convencién en
futuras referencias se denotara como en el caso de los bonos y el valor de la tasa
en el nodo i+ 1 serd mayor que el valor de la tasa en el nodo ¢ dentro del mismo
periodo. Siguiendo esta convencion, la discrepancia quedaria caracterizada de la
siguiente manera:

R, (1) - RM(1) = —Ina.

De aqui se concluye que In § representa qué tan separadas estdn las tasas dentro
de los posibles escenarios, hecho que refuerza la idea intuitiva que esta esta re-
lacionado directamente con la volatilidad.

Hasta el momento, se ha trabajado con la probabilidad implicada, es decir la
probabilidad neutral al riesgo, por lo que la probabilidad de que la tasa de in-
terés se encuentre en algiin nodo en particular i en el periodo fijo n se distribuye
de forma binomial, mientras que para n fijo e i fijo la tasa spot tiene distribucién
bernoulli, cuya probabilidad de aumentar es 7 y de disminuir (1 — 7). A partir
de este hecho, junto con la relacién (3.26) se obtiene que la varianza de la tasa
para n e i fijas es

o = Var[R() (1)] = 7(1 — 7)(In 5)*. (3.27)
Esto ocurre para todo n e %, lo que indica que la varianza no es dependiente del
tiempo ni del estado, sino constante, y como consecuencia d toma la forma

§ = exp {— ﬁ} . (3.28)

La varianza de la tasa spot puede ser calculada de forma empirica, sin embargo,
6 depende también de la probabilidad neutral al riesgo cuya selecciéon debe ser
llevada a cabo de forma cautelosa para no obtener tasas negativas. Para evitar
esto, se debe cumplir que ningtin escenario creado el precio del bono sobrepase
el valor de una unidad monetaria, segin (3.25) esto es que

B® (1) = Bg(z)l) <(7T+ (11_ W)yc)) <1 Vke{1,2,3,....,T—1}.

h(k)

Esta condicién puede simplificarse si (B](gk(z)l)) (o equivalentemente, las tasas

forward compuestas de un periodo) es no decreciente, si este fuera el caso, el que
la funcién h(k) sea estrictamente creciente implicaria que la condicién anterior
puede reexpresarse como

B(T)

By = 5 ra e < &
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De aqui se obtiene que

B(T) T
— < 1—m)d". 3.29
Se puede encontrar la m mas pequena de tal forma que cumpla la igualdad
mediante algiin método numérico.

Ejemplo

Para ejemplificar el modelo Ho-Lee, supéngase que el precio de los bonos
estan dados segun el cuadro 3.2.1 y que la volatilidad es ¢ = .01. Con esta
volatilidad, la probabilidad = mas pequena que garantiza tasas no negativas es
menor a .007, por lo que suponiendo una probabilidad neutral al riesgo de .5 se
garantiza también la no negatividad.

Plazo (T)

1 2 3 4 ) 6 7
P(T) | 0.92876 0.85306 0.77623 0.70042 0.61642 0.54872 0.48623
R(T) | 0.07390 0.07945 0.08443 0.08901 0.09676 0.10002 0.10300

Cuadro 3.1: Precios de bonos cupdn cero con plazo T.

El arbol obtenido segin el modelo Ho-Lee es el que se muestra en el cuadro
(3.2.1) y se ha hecho a partir de (3.26) utilizando como ¢ el expresado en (3.28),
que resulta ser 0.9801987.

Una vez obtenido el arbol para los precios de bonos cupén cero con plazo de un
periodo, es posible obtener el drbol para la tasa spot compuestamente continua
(0 el de cualquier otro tipo de tasa spot). Un ejemplo de ello se encuentra en el
cuadro (3.2.1).

iNn 0 1 2 3 4 5) 6
6 0.93922
5 0.93464 0.92063
4 0.91525 0.91613 0.90240
3 0.92939 0.89713 0.89799 0.88453
2 0.92813 0.91099 0.87937 0.88021 0.86701
1 0.92768 0.90975 0.89295 0.861959 0.86278 0.84985
0 0.92876 0.90931 0.89173 0.87527 0.844891 0.84570 0.83302

Cuadro 3.2: Precios de bonos cupdn cero con plazo de un periodo.



3.2. ARBOLES BINOMIALES 137

i\ n 0 1 2 3 4 5 6
6 0.18269
5) 0.16758 0.16269
4 0.16854 0.14758 0.14269
3 0.13322 0.14854 0.12758 0.12269
2 0.114583 0.11322 0.12854 0.10758 0.10269
1 0.09506  0.09458 0.09322 0.10854 0.08758 0.08269
0 0.07390 0.07506 0.07458 0.07322 0.08854 0.06758 0.06269

Cuadro 3.3: Arbol para las tasas spot compuestas continuamente de plazo de
un ano.

3.2.2. Arboles binomiales

El modelo de Ho-Lee estd basado originalmente en la perturbacién de los
precios de bonos para después obtener la perturbacion de la tasa spot continua-
mente compuesta. Es evidente que a partir de esta tasa es posible obtener otro
tipo de tasa spot. Sin embargo, existe otro enfoque que parte de la idea de per-
turbar en principio la tasa de interés spot compuesta vigente en un solo periodo,
para después obtener el precio de otros activos contingentes que dependan de
la misma.

Segin el modelo de mercado discreto, para que el modelo tenga ausencia de
oportunidad de arbitraje debe existir una probabilidad neutral al riesgo, de tal
forma que los precios descontados de los activos sean martingalas; en el merca-
do aqui presentado los activos son bonos y el factor de descuento es un proceso
estocdstico pues las tasas lo son. Supéngase que en el periodo de tiempo (k-1,k]
la tasa vigente es ré’f;l), positiva y conocida al tiempo k& — 1, y que ademés
la recapitalizacion se lleva a cabo al final del periodo. Esto conduce a que el
verdadero factor de acumulacion del tiempo 0 al tiempo n + 1 debe ser de la
forma [];_, (1 + =D

dise ), 0 lo que es equivalente, el factor de descuento es de la
forma

1
D) =[] —=- (3.30)
k=1 (1 + r((iisc ))
Que al tiempo k — 1 se sepa cual es la tasa de interés réii;l)

(k—1){T+1 . : ()T
que el proceso {74, ' },_; es predecible, es decir, que el proceso {73 }n—1 €5

medible con respecto a la filtracién {F;}1_,, implicando as{ que el proceso D(k)

aplicable significa

es también Fi-medible; ademés la condicién rélfs)c > 0 implica que el factor de
descuento es decreciente con respecto al plazo T

Si existe una medida martingala P implicaria que el precio descontado del bono
es martingala, es decir, se cumple

D(s)B(s,T) = E[D(t)B(t,T)|Fs], (3.31)
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y debido a que D(s) es Fs-medible, sustituyendo (3.30) y haciendo ¢ = T
(B(T,T) = 1) se obtiene

T

- 1
B(s,T) = E[k_HH m\a]. (3.32)

Esta es la contraparte discreta de (2.36), y al ser r?,is_cl) > 0 significa que el precio

()

del bono es decreciente. Considerando T' = s+ 1 y que 7.,

acomodando de forma apropiada se obtiene la relacién

es Fs-medible, y

() _ 1

T ise = Blsst1) 1. (3.33)
El lado derecho es precisamente como se ha definido Y (s, s + 1) en (1.11). Esto
tiene mucho sentido, pues en el capitulo 1 se ha expuesto que la tasa de interés
spot compuesta Y (¢,T) representaba la tasa de interés compuesta bajo la cual
invirtiendo como capital el precio del bono de plazo t se producia a final del
plazo una unidad monetaria. De esta forma, la tasa Y (¢t,t + 1) es la tasa que
predomina en el mercado en el intervalo de tiempo (¢,¢ + 1] y se le denomina a
veces como tasa corta discreta, ademés para s < t esta tasa es desconocida. De
la ecuacion anterior se tiene la relacion

P& —Y(s,s+1). (3.34)

Dadas las condiciones (3.31), (3.32) y rélfs)c > 0, es posible obtener un sistema
de precios consistentes para los bonos, primero definiendo el espacio de probabi-
lidad (Q,.%,P) donde P es la probabilidad neutral al riesgo, después asignando
el comportamiento de r bajo P y por tdltimo al hacer uso de (3.31) para reali-
zar la asignacién de precios. Todo ello sin importar cudl es el comportamiento

probabilistico de la tasa y de los precios bajo la medida observada.

El comportamiento de la tasa de interés de los arboles binomiales tiene la ca-
racteristica que el ntimero de escenarios subsecuentes posibles (dado que se
encuentra en uno en particular) son solamente dos. La notacién de los posibles
escenarios es idéntica a la estructuracion de nodo ¢ y tiempo n en el modelo
Ho-Lee.

En el caso aqui presentado, igual que en el modelo Ho-Lee, los nodos son “recom-
binantes” o de camino independiente; a esta estructura de arboles binomiales
se les denomina comunmente como Idtices y, bajo ésta, la valuaciéon del precio
se lleva a cabo de una forma muy parecida a la hecha en (3.24). Sin pérdida de
generalidad, supéngase por ejemplo que la evolucién de la tasa r*) es segiin la
tabla (3.2.2) y se desea la evolucién de los precios B(s,4) con s = {0,1,2,3}.
Ademsds, supéngase que la filtracion F,, estd dada por la o-algebra que produce
el proceso aleatorio {Xx}7" | (Fm = 0(X1,...,Xm)), donde la variable aleatoria
X,, se define como

X, =1t , ¢= Numero de nodo en que se encuentra la tasa r.
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i n 0 1 2 3
3 7“;3)
2 7“52) 7“53)
1 rgl) T§2) T§3)
0 r((JO) rél) Té2) Té3)

Cuadro 3.4: Arbol para las tasas corta discreta

Supdngase que se satisface
PX,=i+1X,_1=il=n , PX,=iX,_1=14=1—m,

PX, =i|Xn-1 =5, Xn2=10,...,X0=0] = PX, =4X,_1=j]

esto significa que la distribucién bajo la probabilidad neutral al riesgo, la distri-
bucién de la posicion de la tasa serd binomial y su posicién solamente depende
de su posicién anterior (es un proceso de Markov). Si el escenario (i,n) se pre-
senta, significa que la tasa que se aplica en el periodo (n,n + 1] es rz(") por lo
que ésta es la tasa que debe utilizarse para obtener la funcién de descuento. De

(3.31) se obtiene que

B(4,4)
14 r®)

1 1
F] =B lXa Xo X = 5. (339)

(3"

B(3,4) :E[
1—1—7“X3

Esto implica que, si la tasa se encuentra en el estado ¢, el valor del bono en ese

estado estd dado por
1
Bi (37 4-) = T a3
14 r§3)

pues al tiempo k = 3 el escenario i en que se encuentra la tasa () es conocida.

De igual manera, segin (3.31), bajo la medida neutral al riesgo B(2,4) se puede

obtener como B(2,4) = E[f_ﬁé? |]-'2} . Nuevamente, 7(?) es medible con respecto

a Fa, lo que significa que la informacion contenida en F» es suficiente para saber
en qué estado se encuentra r(?). Esto es

B(3,4) B(3,4)

B4 =E[ SR =T

|X2} = ﬁE[B(?,AﬂXQ]
Xo

Supdngase que al tiempo 2 la tasa se encuentra en el estado j; abusando de la
notacién y usando (3.35) se obtiene

1 ~ 1 - 1
B;(2,4) = —E[B3,4)|X; = j| = E| X5 = j].
’ 1+ 147 L 4r®

Ahora, dado que se sabe que al tiempo n = 1 la tasa se encuentra en el estado j,
debido a las caracteristicas del modelo, sucede entonces que al proximo periodo
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la tasa sélo puede encontrarse ya sea en el estado ¢ con probabilidad 1 — 7, o en
el estado i + 1 con probabilidad m. Esto conduce a que

- 1 1 1
E[l T X :j] B +r, +(1 _W)l +r
= = 7TBj+1 (3, 4) + (1 - W)Bj(?), 4),
obteniendo asi la relacion
1
1+ T;2)

Bj(2, 4) = (7TBJ'+1(3,4) + (1 — 7T)Bj (3,4))

Procediendo de la misma forma se obtiene

B(1,4) = E[ff;ﬁ)) |f1} - E[ff;é)) |X1] - ﬁE{B(ZéLﬂXl},

y suponiendo que al tiempo 1 la tasa se encuentra en el estado j, entonces el
precio del bono en dicho escenario es

Bj(l, 4) = (7TBj+1(2,4) + (1 - 7T)Bj (2,4))

1+ T;l)

Esta forma de proceder podria sin duda puede extenderse a arboles de més
periodos, obteniendo la ecuacién general

Bi(t—1,T)= 1 1 [ij+1(t,T) + (1 —m)B,(t, T)], (3.36)

t
+ 77

o lo que es lo mismo
Bj(t — 1,T) = Bj(t - 1,t) [FBj+1(f,T) + (1 — F)Bj(t,T)}.

La cual es una forma similar a (3.24) presentado en el modelo Ho-Lee.

Para llevar a cabo una valuaciéon con mas periodos, el procedimiento es exacta-
mente el mismo que el aqui presentado, comenzando primero con los nodos del
plazo deseado y procediendo hacia atrds en el latice utilizando (3.36).

Al expresar los movimientos en la tasa de interés, es posible determinar de
manera méas general no sélo el precio de bonos, sino también un mecanismo
que permita valuar reclamos contingentes para los cuales dependen de manera
explicita la tasa de interés. De este mecanismo, de forma particular, es posible el
valor del precio de bonos si éstos son considerados como reclamos contingentes?.

Una vez que se obtiene la estructura que ha de seguir la tasa corta discreta,
es posible obtener los posibles escenarios que tendra el precio del bono. La for-
ma de obtener la estructura para la tasa puede ser a partir de algiin modelo
o método en especifico. A manera de ejemplo, se presentard a continuacién el
modelo de Ho-Lee para la tasa corta discreta.

3Esta metodologia puede ser encontrada en Ho-Lee [6]; en Luenberger [8] se encuentran
algunos ejemplos.
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Ejemplo: El modelo Ho-Lee para la tasa corta discreta

La idea del modelo originalmente presentado por Ho-Lee puede extenderse
a la tasa corta discreta, obteniendo el modelo (Luenberger [8])

r =, + by -, (3.37)

donde by es llamado pardmetro de volatilidad y representa qué tan separados
estaran los nodos al tiempo k. Una vez seleccionado los b, los parametros ay
se escogen de tal forma que coincidan la estructura de tasas tedrica al tiempo
0, es decir Y (0,7n), y la estructura creada Y (0, n).

En el modelo estandar Ho-Lee el parametro by, es constante, obteniendo el mo-
delo

r™ =, +b-i. (3.38)

Esta ecuacion es parecida a (3.26), obtenida para la tasa spot compuesta conti-
nuamente. Segun Luenberger [8], la forma de obtener el drbol una vez obtenido
el pardmetro de volatilidad consiste en calcular los precios elementales* del pri-
mer periodo y ajustar el pardmetro ap, de tal forma que el precio del bono de
plazo de un periodo a través de (3.49) y el precio empirico coincidan. Procedien-
do hacia adelante, se debe ajustar as al usar (3.48) para encontrar los precios
elementales, de tal manera que al hacer uso de (3.49) el precio del bono con
plazo de dos periodos y el precio empirico coincidan. De esta manera, al haber
obtenido los pardmetros a; con i € {1...,n} se puede recrear el drbol para la
tasa corta.

En la tabla 2.6 se ejemplifica este método usando b = 0.0001.

i\ n 0 1 2 3 4 5 6
6 0.14609
5 0.13838 0.14109
4 0.14866 0.13338 0.13609
3 0.11795 0.14366 0.12838 0.13109
2 0.10586 0.11295 0.13866 0.12338 0.12609
1 0.09247 0.10086 0.10795 0.13366 0.11838 0.12109
0 0.0767 0.08747 0.09586 0.10295 0.12866 0.11338 0.11609
a 0.0767 0.08748 0.09586 0.10295 0.12866 0.11339 0.11609
Y(0,n+1) | 0.0767 0.0827 0.0881  0.0931  0.1016 0.1052  0.1085
Y(0,n41) | 0.0767 0.08269 0.08809 0.09309 0.10159 0.10519 0.10849

Cuadro 3.5: Arbol para las tasas corta discreta

4La forma de calcular los precios elementales se encuentra en el Apéndice A
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3.3. Construccion de arboles trinomiales

Los arboles binomiales ofrecen una forma sencilla de valuacién de bonos.

Sin embargo, es precisamente por esta sencillez que podrian no representar de
manera fidedigna los escenarios posibles de la estructura real de la tasa spot.
Existe un método presentado por Hull-White [7] que permite construir drboles
mas generales llamados “arboles trinomiales”, la cual proporciona una aproxi-
macién discreta mas precisa de algin modelo de tasa que sigue algtin proceso
de difusion.
El método para construir drboles consiste principalmente en dos fases: en la pri-
mera, se crea un arbol de un nuevo proceso que depende de la tasa de interés, el
cual difiere de una manera ingeniosa de la tasa a construir; en la segunda fase,
se convierte el arbol del nuevo proceso en uno del proceso deseado al ajustar
apropiadamente la diferencia creada entre ambos modelos.

3.3.1. Primera fase

Supdngase que el modelo que describe alguna funcién conocida de la tasa de
interés es la siguiente:

df (r) = [0(t) — a(t) f(r)ldt + o(£)dW (2),

donde la funcién 6(t) es de tal forma que el modelo concuerda con la estructura
inicial. Supéngase que los pardmetros a(t), o(t) y f(r) han sido seleccionados,
y definase la funcién g de tal forma que

dg = [=0(t) — a(t)g(t)]dL.

Definase ademas la variable y como
y(r,t) = f(r) —g(t).
Encontrando la dindmica de y se obtiene
dy(t) = —a(t)y(t)dt + o (t)dW (t).

El valor inicial g(0) de g se escoge de tal forma que y(0) es cero. Obsérvese que
y es un proceso con nivel de reversion igual a cero.

El arbol que se generara, serda una aproximacién discreta de este modelo conti-
nuo, es por ello que se deben seleccionar tiempos especificos donde habra nodos.
Estos tiempos, denotados como ty = 0 < t; < ...,t, = T, se escogen de tal
forma que exista un bono de plazo t;.

El método al tiempo t; genera los nodos —m;,---,—1,0,—1,2,--- ,m; con va-
lores —m;Ay;, - -+, —1Ay;,0, 1Ay, 2Ay;, - - -, m; Ay; respectivamente, que serdn
los posibles candidatos a ser parte del arbol, donde m; sera el indice del nodo
mayor y —m; el del nodo menor; la forma de obtener tanto a —m; como a m;
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se explicard més adelante. Nétese que dada t;, el valor de los nodos es equies-
paciado.

Los nodos que conformaran el drbol se seleccionan de tal forma que reflejen de
manera precisa la dispersién esperada seguida por el proceso de difusion, lo cual
conduce a que la condicién que se debe imponer sobre Ay; es que el espacia-
miento entre nodos sea capaz de representar la volatilidad del proceso y en ese
tiempo. Segin Hull-White [7], esto se consigue si

Ayi = U(ti_l) 3(fi — ti—l)- (339)

Lo siguiente es definir cudles seran, de entre los candidatos, los nodos que se
utilizaran para el drbol y la forma de interconectarse. Debido a que la idea es
imitar lo mejor posible el proceso de difusion, se deben seleccionar los nodos de
tal forma que el cambio esperado y la varianza sean tal que concuerden con los
que predice el modelo de difusién.

Supdngase que al tiempo i-ésimo (¢;) el proceso se encuentra en el nodo 7,
esto significa que el valor del proceso es aproximado a jAy;; lo que es de interés
es saber qué nodos k — 1,k,k + 1 seran los apropiados para el siguiente tiempo,
es decir, cudles son los valores (k — 1)Ay;t1, kAyir1, (k4 1)Ay;+1 que serdn
los mas parecidos al valor que se espera tome el proceso de difusién al tiempo

(i+1).
El proceso y tiene como valor esperado en su cambio en el siguiente inter-
valo de tiempo a E[y(t;+1) — y(t;)] = M(¢;), y como segundo momento a

E[(y(tit1) — y(t:))?] = V(t;) + M?(t;)°. De esto se sigue que el valor esperado
de y(t;+1) dado que el proceso al tiempo ¢; se encuentra en el nodo j es

Ely(tiv1)ly(t:) = jAy] = E[(y(tiv1) —y(t:)) +y(t)ly(t:) = jAy;]
= jAy +E[y(tis1) —y(t:)]

mientras que la varianza es

Varly(tiv)ly(t:) = jAy] = El(y(tis1))?y(t:) = jAy] — B2 [y(tis1)|y(t:) = jAyi)
= El(y(tis1)?ly(t:) = jAy] — (jAy: + M(t:))*.

Por otra parte, se obtiene la relacién

Varly(tiv1)ly(t:) = jAy] = Var[(y(tiv1) —y(t:)) +y(t)ly(t:i) = jAy;]
Var[(y(tiv1) — y(t:)|y(t:) = jAy] + Varly(t:)|y(t:) = jAyi]
= Var[(y(tit1) — y(t:))]
V(t;).

De estas dos ultimas series de relaciones, se obtiene

El(y(tiv1) = y(t:))’] = V(t) + (jAy; + M),

5En Hull-White [7] se hace referencia a que una buena aproximacién es M(t;) =
—y(ti)ats)(tivr — ) = jAyia(ts)(tivr — t:) y V(t:) = 0% (t:) (tip1 — i)
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Supdngase por un momento que los nodos k—1, k' y k+1 han sido determinados
y definase como pq, pm, pu las probabilidades de que la tasa tome el valor de
dichos nodos dado que el proceso se encuentra en el nodo j respectivamente.
Al hacer coincidir el valor esperado condicional y la varianza condicional, se
obtiene el sistema de ecuaciones

JAy; + M(t;) = kAYiy1 + (Pu — pa)AYit1,

Ely(ti+1)|y(t:)=5Ay:]

V(t:) + (jAy; + M(t;))?
E[(y(tir1)—y(ti))?]

Pd+Pm+pu = 1L

KAy, + 2k(pu — pa) Ay7 sy + (pu + pa) AyF

Resolviendo este sistema de ecuaciones se llega a las soluciones

V(t;) a?+a

Pu = 2Ayl‘2+1 9 ;
V() n a? —a
Pm = 2Ayi2+l 5
V(t:) 2
pd = 1 — — y 3.40
Ayiz-'rl ( )

donde ) _
_ JAYi+ M(t) — kAyi _ jAyi+ M(t:)

Ayit Ayit

representa la distancia entre el valor esperado y el préoximo nodo central. Si
V2 =02(t;)(tiv1 — ;) y Ayiz1 = o(t;)\/3(tix1 — t;) puede demostrarse que las
probabilidades cumplen ser estrictamente positivas si —\/g < at;) < \/g . Esto

k

a(ti)

quiere decir que si el drbol se encuentra en el nodo j, entonces el préximo nodo

central debe escogerse en un radio de \/g Ay;+1 del nodo j. Escogiendo k como

JAYi+M(t:)
Ayt

de % del valor esperado y, por lo tanto, que las probabilidades sean positivas.

el entero mas cercano a se asegura que el nodo estara en un radio

Este procedimiento describe la seleccion de los nodos de forma progresiva par-
tiendo del tiempo ¢y = 0 hacia nodos posteriores, es decir, una vez fijos el tiempo
y nodo, sefiala cuéles deben ser los posibles escenarios (nodos) subsecuentes y
la probabilidad de que los mismos se presenten. Ademds, es posible obtener el
nodo méximo m;y1 en el tiempo ¢ + 1-ésimo (¢;41) a partir del nodo mdximo
m; en el tiempo i-ésimo; de la misma forma, es posible obtener el nodo minimo
a través del nodo minimo anterior .

Una vez seleccionados los nodos, se ha obtenido un arbol para y, por lo que
éste se deberd ajustar de tal manera que se obtenga uno para f(r). Esto se
logra agregando el valor de la funcién g(t) al valor de y en cada nodo. Debido a
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que la funcién g es funcién que depende de 6 y éste se escoge de tal forma que
los precios tedricos y los empiricos de los bonos coincidan, entonces se procede
a ajustar los nodos de tal forma que empaten los precios tedricos y empiricos
comenzando por el nodo que se encuentra en tg = 0.

Se denotard como (4, j) al nodo en el 4rbol al tiempo t; para el cual y(t;) ~ jAy;
con 0<i<ny-m; <j<m;y definanse:

» gi: g(ts).

» y;;: valor de y en el nodo (i, j).

fij: valor de f(r) en el nodo (i,7), es decir, y;; + ;-

= 7;;: el valor de la tasa en el nodo (4, j), es decir, f~*(z;; + g;).

(i, j|h, k): el valor en el nodo (h,k) de un activo que paga una unidad
monetaria inicamente en el nodo (i, j).

= P(i,j|h, k): la probabilidad de transicién del nodo (h, k) al nodo (i,j).
= Qi ;0 Q(,4]0,0).

Nétese ademds que se cumplen las relaciones ©

Q(i,jli — 1,k) = P(i,jli — 1, k) exp[—ri—1,x(ti — ti—1)],

Qyj ZQ(Z'JM— 1,k)Qi—1k
3

Z P(l,]|l — 1, k) exp(—ri_l)k(ti — ti—l))Qi—l,k' (341)
k

Ahora considérese un bono que paga una unidad monetaria al final del periodo
1+ 1, esto quiere decir que entonces paga una unidad no importando el escena-
rio que se presente, por lo que el pago que hace en cada uno de los nodos de
ese tiempo debe ser una unidad monetaria también. Dendtese como B(i+ 1) el
precio de dicho bono al tiempo cero (es decir, B(i 4+ 1) := B(0,¢;4+1)) v sea V;;
el valor de dicho bono en el nodo (3, j), es decir, Vi; := Bj(t;, tit1).

La forma de determinar el ajuste g; en el periodo ¢ se hard de forma itera-
da como se hizo en el modelo de Ho-Lee con el pardmetro a;. En primer lugar,
obsérvese que se cumple la relacién

Vij = exp—[rij(tiy1 — ti)]
= exp[—fﬁl(xij +9i)(tiv1 —t:)].

SEn el apéndice A se hace referencia a este hecho.
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El valor del bono estd entonces determinado, segiin (3.49), por

B(i+1) = > QiyVy
J

Z Qij exp[—f (i + gi) (tix1 — ti)]. (3.42)

El valor de g; se ajusta hasta que el valor de la ecuacién (3.42) coincide con el
precio del bono. Para ello, nétese que el precio de un bono en el tiempo 0 es
de una unidad monetaria, esto es Qgp = 1. Basado en este valor, se puede usar
(3.42) para obtener go al hacer concordar los precios teérico y empirico del bono
que tiene madurez en ;1. Esto permite utilizar la ecuacién (3.41) para obtener
04, para cada nodo j, y de esta manera volver a utilizar la ecuacién (3.42) para
obtener g, obteniendo asi una forma recursiva para calcular g;.

Ejemplo

Supdngase que se ha determinado que la dindmica que se deriva de la funcién
logaritmo resulta ser

d(ln(ry)) = [0(t) — In(ry)]dt + .05dWy, (3.43)
obteniendo los pardmetros
a(t) =1 , o(t) =.05 Vi,

y que la estructura de plazo es la siguiente:

Plazo (T)
1 1.2 2.6 2.8
P(T) 0.92876 0.914147 0.77623 0.7579405
R(T) | 0.07390492 0.07480324 0.09742554 0.09898228

Cuadro 3.6: Precios de bonos cupdn cero con plazo T.

En primer lugar se calcula el incremento del proceso y(t) que tiene un incre-
mento segin (3.39) de Ay; = .054/3(¢; — t;—1) , obteniendo Ay; = 0.086602,
Ays = 0.0387292, Ays = 0.102469, Ay, = 0.038729.

Comenzando en el nodo inicial, es decir, to = 0 y y(0) = 0, se calcula el valor
esperado de y(t1) en el siguiente tiempo que es y(0) + M(0) =0—-0-1-1=0
y V = .05 - 1 = .0025, el nodo m4s cercano a este valor esperado es el nodo 0
en el tiempo 1. Siendo 0 el nodo méas cercano y por lo tanto el nodo central en
el tiempo t; = 1, se obtiene a = 0, donde utilizando el sistema de ecuaciones
(3.40), se obtiene pg = .1666667,p,, = .6666667 y p, = .1666667.

El nodo central en el tiempo t; = 1.5 es el nodo 0, por lo que los nodos
en ese tiempo son {—1,0,1}, donde cada nodo tendrd un nodo central sub-
secuente. Tomando por ejemplo el nodo 1 al tiempo t; = 1 y procediendo
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de la misma forma, se obtiene que en ese nodo y(t1) = 1 - Ay; = 0.086602,
0.086602 — 0.01732051 = 0.06928203, V2(¢;) = .05 - .2 = .0005, %@f‘j(m =
1.788854 y por tanto, su nodo central serd subsecuente serd el nodo nimero

2, ademds «a(t;) = 1.788854 — 2 = —0.2111456. Procediendo de esta forma se
obtienen los resultados presentados en la tabla 2.8.

Para la segunda fase, se debe agregar el valor de g(¢) al proceso y(t), pues-
to que g(t) es una funcién de 0(t), y ésta es seleccionada de tal forma que los
precios empiricos y tedricos concuerdan.

En primer lugar se tiene que B(0) = 1 = Qqg, haciendo uso de (3.41), se obtiene

B(1) = Quoexp[—f""(yoo + g0)(t1 — to)]
= exp[—exp(0+ go)(1)],

obteniendo gy = —2.604845 y 100 = f ' (yoo + go) = 0.07391527. Esta tasa es
utilizada para calcular

Q11 = Qoopuexp(—reo-1) =0.1547917,
Q10 = Qoopmexp(—rg-1)=0.6191669,
Q1.1 = Qpopiexp(—roo-1) =0.1547917,

donde py,pm,pq son las probabilidades de transicién del nodo inicial a los 3
nodos subsecuentes seleccionados al tiempo ;. Con estos valores se hace uso de
la ecuacién (3.41) para calcular el valor de g1, y asi sucesivamente. Los célculos
restantes se encuentran en la tabla 2.9, mientras que el arbol obtenido se en-
cuentra en la figura 2.13 .

t y M \ k a Pu DPrm Pd

0 0 0 0.0025 0 0 0.1667 0.6667 0.1667
1 | 0.0866 -0.0173 5e-04 2 -0.2111 0.0834 0.6221 0.2945
1 0 0 5e-04 0 0 0.1667 0.6667 0.1667
1 | -0.0866 0.0173 5e-04 -2 0.2111 0.2945 0.6221 0.0834
1.2 | 0.1162 -0.1627 0.0035 0 -0.4536 0.0427 0.461  0.4963
1.2 | 0.0775 -0.1084 0.0035 0 -0.3024 0.0612 0.5752 0.3636
1.2 | 0.0387 -0.0542 0.0035 0 -0.1512 0.1025 0.6438 0.2537
1.2 0 0 0.0035 0 0 0.1667 0.6667 0.1667
1.2 | -0.0387 0.0542 0.0035 0 0.1512 0.2537 0.6438 0.1025
1.2 | -0.0775 0.1084 0.0035 0 0.3024 0.3636 0.5752 0.0612
1.2 | -0.1162 0.1627 0.0035 0 0.4536 0.4963 0.461 0.0427

Cuadro 3.7: Calculos del arbol generado
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Ajuste del arbol trinomial
rig (%) Qij
13.11 0.0253
12.612 0.1892
8.636 12.133 13.182 0.3095 0.1911 0.1428
7.392 792 11.672 11.898 | 1 1.2383 0.8125 0.4975
7.263 11.228 10.739 0.1547 0.2480 0.1464
10.802 0.1898
10.392 0.0127
Vij i
0.8323 -2.604 -2.535 -2.147 -2.128
0.8381

0.9828 0.8437 0.9739
0.9287 0.9842 0.8492 0.9764
0.9855 0.8545 0.9787

0.8596

0.8646

Cuadro 3.8: Valores obtenidos en el ajuste del arbol.
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/
07390 —— 07919 —— 11671 —;//—//— 11897
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=

/
///
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/ /
07262

/

10739

10391

Figura 3.8: Arbol trinomial obtenido.
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3.3.2. Inmunizacién de deuda: una aplicaciéon al modelo
de mercado

Como se ha mencionado, los modelos de mercado hacen el supuesto de que
no hay costos de transaccién. Bajo este supuesto es posible hacer uso de algin
modelo de tasas que se crea conveniente (que cumpla con las hipétesis de mode-
los de mercado) para inmunizar una deuda a la tasa imperante en el momento
de la contraccion, a partir de tantos bonos de diferente plazo como escenarios
posibles que plantee el modelo en el periodo subsecuente, la razén de que sea
asi tendra sentido un poco més adelante.

Para aclarar ideas y procediendo de forma similar a Luenberger [8], dendte-
se por O la obligaciéon que debe enfrentarse en un plazo 7 y dendtense por
Bi1,Bs, ..., B, con plazos T} < T, < --- < T, respectivamente, bonos cupona-
dos o cupdn cero, con 7 < Tj. Se supondra que B; es un bono cuponado en el
caso en que 7 = 17 (pues si existiera un bono cupdn cero con plazo igual al de
la obligacién, entonces es trivial la inmunizacién). La informacién con la que se
cuenta son los diferentes escenarios que el modelo plantea como posibles en los
periodos para la tasa de interés. Ademads de que el modelo puede ser usado para
conocer el capital inicial Oy con el que se debe contar al tiempo 0 para enfren-
tar la obligacién. Este capital inicial es calculado como el valor de O bonos que
pagan una unidad monetaria al final del tiempo 7, pues de no ser asi existirian
oportunidades de arbitraje.

Una vez calculado el capital inicial necesario O, se obtiene la primera ecuacion
que consiste en encontrar un portafolio conformado por n diferentes tipos de
bono, donde hay N; bonos del tipo ¢, de tal forma que el valor inicial de dicho
portafolio sea de 0y unidades monetarias. Esto queda expresado como

N1By + NaBy + -+ -+ N, By, = O. (3.44)

Esta no es la tnica ecuacién que debe considerarse. Para poder inmunizar la
deuda, el deudor debe poder enfrentar cualquiera de los escenarios que pudie-
ran presentarse (segin el modelo) en los subsecuentes periodos; para ello se
ofrecera una estrategia que se puede usar de forma recursiva. Considerando el
periodo subsecuente se tiene que, para poder enfrentar el posible escenario, debe
cumplirse entonces que el valor de la deuda en cada uno de los posibles escena-
rios debe ser igual al valor del portafolio en cada uno de ellos, lo que conllevaria
directamente a tener una ecuacién por cada escenario. Entonces, si el nimero
de posibles escenarios generados al tiempo 1 es de n1, considerando la ecuacion
(3.44) se tendrian nj + 1 ecuaciones. Sin embargo, es posible desechar una ecua-
cién de alguno de los escenarios puesto que si el valor de la obligacién coincide
en n; — 1 de los n; posibles escenarios con el valor del portafolio, entonces se
concluye directamente que también debe coincidir en el escenario restante, pues
en caso contrario existiria oportunidad de arbitraje.

De esta manera, se hace presente el hecho de que teniendo n; posibles esce-
narios, se requieren entonces ni bonos diferentes en el mercado. Ademds, una
vez concluido el primer periodo y una vez conocido el nuevo escenario que se
presenta, se tiene que rebalancear el portafolio de forma apropiada, es decir,
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se debe redistribuir el capital de tal manera que, no importando nuevamente
qué escenario se presente, se pueda ser capaz de enfrentar la obligacion. Para,
ello nétese que el valor que se necesita en este nuevo escenario es precisamente
el valor del portafolio, por lo que el portafolio a construir debe tener el mismo
valor (autofinanciable). Esto genera una ecuacién, y se obtienen nuevamente
ng — 1 ecuaciones mas de considerar ny — 1 escenarios que deben coincidir con
los escenarios del portafolio, con lo que se obtiene ny ecuaciones con ng incogni-
tas. Procediendo sucesivamente de esta manera, es posible inmunizar la deuda
a la tasa imperante en el mercado.

Ejemplo

Supdngase que la estructura de tasas spot y los posibles escenarios son los
que se encuentran en el cuadro 2.6 con, 7 = 1 — 7 = % Supéngase ademas,
que se debe hacer frente a una obligaciéon de 1000000 en un plazo de 2 anos y
que el mercado cuenta con dos bonos como instrumentos financieros: un bono
cuponado con plazo de 3 anos con cupones pagaderos anualmente con un valor
del 10 % del valor nominal y referido como “Bono 1”7, y un bono cupdn cero con
plazo de 4 anos referido como “Bono 2”. Haciendo uso del latice se obtienen
tanto los precios de los bonos, como el valor presente de la obligacién.

En primer lugar, obsérvese que el valor presente de la deuda puede ser pen-
sada como el valor de 100000 de bonos cupoén cero de plazo a 2 anos, pues éstos
tendran un valor de 1000000 al final del segundo ano. Para calcular el valor ini-
cial del Bono 1, recuérdese que segun (1.1), éste puede reexpresarse en términos
de precios de bonos cupoén cero. De esta forma, se obtienen los precios

Bonol = .1-B(0,1)+.1-B(0,2)+ 1.1-B(0,3) = 1.023918,
Bono2 = B(0,4) = 0.69708,
B(0,2) - 100000 = 852100.

Obligacion

Aunque no existan estos bonos cupén cero en el mercado, es posible calcular el
precio que deberian tener haciendo uso del arbol de tasas, el arbol para estos
bonos se encuentran en las tablas 2.13, 2.14 y 2.15.

Después del primer periodo, tanto el valor de la obligaciéon como el valor de
los bonos puede tomar dos valores, correspondientes a los posibles escenarios
que pueden presentarse en ese periodo. Transcurrido el primer ano, el dueno del
bono cuponado recibe el primer cupén, mientras que el bono cuponado con pla-
zo de 3 anos se convierte en un bono cuponado que expirard 2 anos después. El
valor de este nuevo bono dependera del escenario en el que se encuentre la tasa
de interés. Por ello, el valor al final del primer ano del capital que representa el
invertir en el Bono 1 dependera también del escenario en el que se encuentre la
tasa de interés, a saber

Bono 1=.1+.1-B(1,2) + 1.1- B(1,3).
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El valor anterior es aleatorio, pues tanto B(1,2) como B(1,3) lo son al tiempo
0. Ademss, el bono cupén cero con un plazo de 4 anos se convierte en un bono
cupén cero con un plazo de expiracién de 3 anos, y este valor también depende
del escenario en el que se encuentre la tasa de interés, los cuales son

Bono 2 = B(1,4).
Por otra parte, el valor de la obligaciéon también dependera del escenario en el
que se encuentre la tasa, mientras que el plazo en el que debe hacerse frente se
reduce en un ano. El valor de la obligacion es

Obligacién = B(1,2) - 100000.

Los dos posibles escenarios, tanto en el valor de los bonos como de la obligacion,
se presentan en la tabla 2.10

Nodo | Bonol Bono 2 Obligacién
1 1.104107 0.74543 915360
0 1.112899 0.75566 919570

Cuadro 3.9: Posibles valores al final del primer ano.

Esto conduce a que, para poder inmunizar la deuda al final del primer ano, se
deben comprar tantos bonos del tipo 1 como del tipo 2 sean necesarios para
cubrir el valor de la deuda y esta combinacién debe ser capaz de coincidir en
los posibles valores que tome en los posibles escenarios subsecuentes. Denotan-
do como x1 y x2 la cantidad de bonos de tipo 1 y 2 que se deben comprar
respectivamente, se obtiene el sistema de ecuaciones

1.023918z1 + 0.69708z-
1.112899z1 + 0.75566x2

852100,
919570.

En el sistema anterior se ha ignorado la ecuacién 1.104107x1 4 0.74543z5 =
915360 correspondiente al nodo 1, puesto que si este portafolio coincide con el
valor presente y con la ecuacién correspondiente al nodo 0, entonces por ausen-
cia de arbitraje debe coincidir con el sistema antes mencionado.

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior se obtiene que la cantidad a com-
prar de bonos tipo 1 y tipo 2 deben ser

r1 = —1409761 , x2 = 3293136.

Supdngase que el escenario que se presenta al final del primer periodo es el nodo
0. Una vez conocido el escenario, los instrumentos con los que se cuenta en el
mercado en el segundo periodo son un bono cuponado que expirarda dos anos
méas adelante y un bono cupén cero que expirard 3 anos después, denotados
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como “Bono 3”7 y “Bono 4” respectivamente, con valor al inicio del segundo ano
de

Bono 3 = .1-By(1,2)+ 1.1- By(1,3) = 1.012899,
Bono4 = By(1,4) =0.75566,
Obligacién = By(1,2) - 100000 = 919570.

Al final del segundo afio, el duefio del bono cuponado recibe el pago del cupén,
mientras que el bono cuponado se convierte en un bono cupdn cero con valor
nominal de 1.1 unidades monetarias. El valor de este nuevo bono dependera del
escenario en el que se encuentre la tasa de interés. Esto implica que el valor al
final del segundo afno del capital que representa el invertir en el Bono 3 también
dependerd de la tasa de interés, el cual es

Bono 3 =.1+41.1B(2,3).

Mientras tanto, el Bono 2 expirard dos anos més adelante, convirtiéndose de
esta forma en un bono cupén cero con valor

Bono 4 = B(2,3).
Por ultimo, la obligacién debe hacerse frente con un valor de
Obligacion = 1000000.

Los dos posibles escenarios en el precio de los bonos como el valor de la obligacién
se presentan en la tabla 2.11.

Nodo | Bono3 Bono4 Obligacion
1 1.099218 0.81803 1000000
0 1.103783 0.82548 1000000

Cuadro 3.10: Posibles valores al final del segundo ano.

Similarmente, para poder inmunizar la deuda al final del segundo ano se deben
comprar tantos bonos del tipo 3 como del tipo 4 como sea necesario para cubrir
la deuda, y esta combinacién debe ser capaz de coincidir al valor que toma la
deuda al final del segundo ano. Denotando como z3 y x4 la cantidad de bonos
de tipo 3 y 4 que se deben comprar respectivamente, se obtiene el sistema de
ecuaciones

1.012899x3 + 0.7556614
1.099218z3 + 0.81803x4

919570,
1000000.

Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene que la cantidad a comprar de
bonos tipo 3 y de tipo 4 debe ser

r3 = 1667630 , x4 = —1018409.
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~n| 0 1
1 0.91536
0 | 0.8521 0.91957

Cuadro 3.11: Arbol del precio de un bono cupén cero de plazo a 2 anos.

De esta forma se ha fijado la tasa de interés en la deuda.

i n 0 1 2
2 0.90427
1 0.82961 0.90838
0 | 0.77405 0.83722 0.91253

Cuadro 3.12: Arbol del precio de un bono cupén cero de plazo a 3 anos.

1 0 1 2 3
3 0.89449
2 0.81068 0.89851
1 0.74543  0.81803 0.90257
0 | 0.69708 0.75566 0.82548 0.90666

Cuadro 3.13: Arbol del precio de un bono cupén cero de plazo a 4 anos.
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Conclusiones

En el presente trabajo se expusieron, de manera introductoria, conceptos
bésicos sustentados tedricamente en el &mbito no formal. A lo largo de éste se
desglosd, principalmente, la importante relacién existente entre el precio de un
bono y las diferentes tasas de interés y, debido a esta relacion, se ahondé en el
estudio de tasas de interés.

En el primer capitulo se mostré que, aunque conceptos como duracién y conve-
xidad son utiles para describir la proporcién de cambio en el precio de un bono
vy que ciertas caracteristicas de éstos son deseables, estos conceptos dificilmen-
te pueden ser usados para inmunizar un portafolio ante cambios en la tasa de
interés. Para este fin se obtuvo que, haciendo uso del teorema de inmunizacién
de portafolios de bonos, es posible obtener cierta proteccion ante cambios en la
estructura de tasas de interés durante un periodo deseado, mostrando asi que
existen herramientas deterministas muy ttiles a considerar para dicho propdsito.

En el segundo capitulo, se exploré el punto de vista estocastico bajo el cual
se tuvo especial interés en la tasa corta y su relacién con el precio del bono. Pa-
ra dar cierto sustento informal a las ecuaciones expuestas, se vincularon a éstas
con un sentido econémico a través de modelos de mercado. Sin embargo, una de
las principales desventajas de los modelos de mercado expuestos es, indiscuti-
blemente, la hipotesis falsa de que la compra de activos no incurre en un gasto
por parte del inversionista, pues en el mundo real la compra/venta de activos
se hace a través de agentes que obtienen ingresos por medio de comisiones.

Posteriormente, en el tercer capitulo se expusieron los modelos de tasas afi-
nes mas comunes, asi como la aproximacién discreta de algunos modelos. Los
modelos continuos aqui presentados encuentran su utilidad al momento de va-
luar bonos con relativa sencillez, pues al tratarse de modelos afines es posible
obtener el precio de un bono a un tiempo especifico, con sélo conocer la tasa
corta imperante en ese momento. Ademads, la distribucién de las tasas en los mo-
delos aqui expuestos es completamente conocida. La aproximacién discreta tiene
la principal ventaja de enfocarse en periodos de especifico interés, permitiendo
ademaés una valuacién mas sencilla de los posibles escenarios del precio del bono
y, en caso de ser necesario, una implementaciéon més econémica desde el punto
de vista computacional para un posible proceso de simulacién y encontré una
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gran utilidad en el proceso de inmunizacion al proveer los escenarios factibles
para la tasa de interés. Por otro lado, la aproximacion discreta facilita la valua-
cién de otros instrumentos que tienen implicita la tasa de interés y donde ésta
también juega un papel importante, como lo es, por ejemplo, el caso de los swaps.

Aunque considero que el presente trabajo sirve como un primer acercamien-
to a la inmunizacién y valuacién de portafolios de bonos, es evidente que al
tener caracter introductorio carece de un fuerte sustento tedrico asi como de
material, por lo que a continuacién se enumeran posibles extensiones del tema:

= Capital perdido por errores intrinsecos de los modelos.

= Calibracion de los modelos expuestos, es decir, exponer de forma precisa
métodos para la obtencién de los parametros en los modelos presentados.

= Metodologia para la seleccién del modelo adecuado.

= Presentacién del marco tedrico de Heath-Jarrow-Morton y su aplicacion
en la inmunizacién.

= Mercados con Consumo, en los cuales existe friccién, es decir, donde la
compra de activos incurre en un gasto por parte del inversionista.
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3.4. La ecuacion forward

La forma de obtener el precio del bono en los arboles binomiales fue siguien-
do una recursion hacia atrds, es decir, comenzando primero con los nodos del
plazo deseado y procediendo haca atrés en el latiz haciendo uso de (3.36).
Otra alternativa es hacer uso de la recursidn hacia adelante, que es particu-
larmente 1til cuando se precisa determinar la estructura de plazos a través de
latices de tasa corta.

La recursion hacia adelante, hace uso de los llamados precios elementales. El
precio elemental Q; ; representa el valor al tiempo 0 que tiene un instrumento
financiero que paga una unidad monetaria en el periodo 7 unicamente si el esce-
nario j se presenta, ndtese que un precio elemental solo tiene valor en un nodo.
Es evidente que es posible obtener un precio elemental partiendo del método
de recursién hacia atras, pero también es posible obtener el precio procediendo
hacia adelante. Supéngase que se tiene un instrumento que paga una unidad
monetaria al tiempo ¢ + 1 solamente si el escenario j se presenta. El pago de
este activo puede expresarse como 1 -lix, ,—j, el cual es muy parecido al pago
que produce un bono y segin el modelo de mercado, el precio descontado de
este instrumento debe ser martingala bajo la medida neutral al riesgo, en cuyo
caso debe cumplir una relacién andloga a (3.31) sustituyendo el numerador en
la ecuacién (3.32) por 1-Iix, . ,—;; denétese como Q(i+ 1, j|h,-) el valor de este
instrumento al tiempo h, este valor puede expresarse como:

7.

Nuevamente, supéngase que la filtracién F,, estd dada por la o-algebra que
produce el proceso aleatorio { X }i"; (Fm = 0(X1,...,Xm)). Donde la variable
aleatoria X,, se define como

£ 1 ,
Q(i+1,j|hw)—E{ I —==
pesi1 (L4 Tgise )

X, =1t , i= Numero de nodo en que se encuentra la tasa r.
Supdéngase ademds que bajo la probabilidad neutral al riesgo se satisface

P[Xpi1 = Zns1|Xn = n, - Xo = 20] = P[Xpy1 = 2ni1|Xn = 2], (3.45)
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y dendtese como

IED[Xn+1 = ]|Xn = Z] = p(]|2)

El supuesto (3.45) se conoce como Propiedad de Markov y conduce a la siguiente
relacién

i iy,
i MXZ.:/{,... Xo=x0| = E Mxi:kj...,)(o:xo
1+ 140
_ INE[]I[XHl:i]'Xn =k, ,Xo= xO]
1 +r,(;)
 PXia=ilXi=k, -, Xo =m0
1 —I—T,(f)
_ PXi1 =X = K]
1 +r,(f)
- il
1 +rkz
= E[LM(—_)] X; = k}
1 —I—T)éi

Lo que muestra que el valor de este instrumento dada toda la trayectoria reco-
rrida es el mismo que si se toma en cuenta tnicamente la informacion propor-
cionada un tiempo anterior. El precio de un activo que al tiempo ¢+ 1 paga una
unidad monetaria si el escenario j se presenta al tiempo ¢ bajo el escenario k se
denotard como Q(i + 1, j|i, k) y segtin las ecuaciones anteriores satisface

, N Eflix, ,—;|X: =k ik
(i +1.]i. k) — Mix, J]I(i) ] _ p(] (3). (3.46)
1+, 1+,

Segun lo anterior, el precio elemental de una unidad monetaria pagada al tiempo
n si el escenario k se presenta es de Q,, 1, de esta forma, el valor al tiempo cero
de Q(n + 1,jIn, k) unidades monetarias debe ser Q, - Q(n + 1,jIn, k), esto
significa que intuitivamente se cumple la relaciéon

e 1Ty
0y := 0(110,0) =B T[ -2 | = 37 0iusli = 1.K)@ase (347
i (L+ry, ) %
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Para mostrar esta relacién recuérdese que el precio elemental es

Qij

= [Xi=J]
| o)
Hl 1(1+7°(l 1))
#[2]11
S E{HL’X kX Xy = }
) i—1 — i—2 = Tj—2y -+, 0= To

(k,mi,g,...,mo) =1 (1 + Xl
P[Xio1 =k, Xi—2 =Tia,..., X0 = T0]

ZZ Z [ [X(_ﬂl) ‘le—szz—wl 2,...,X0:$0]

k Ti—2 xo Xll

Uixi=j)
W‘X’ila){i27 .. '7X0

i—1

1 ~
H m ' P[X’L'fl = kin72 = Tj—2,.-- aXO = IO]
=1 Tzp_y

[ [Xi:j]‘Xi—l =k Xi o=z 9,...,X0= wo}

202

! L+

i—1 1

H RN PXio1 =k, Xio =w-2,..., X0 = x0)
(1+ iz 1 )

Z > Z Qi jli = 1,k) -

k xi—2

i—1 1 -

H ———— PXi1 =k X2 =2i_2,..., X0 = 0]

1—
=1 (1 + Tﬂ(ﬁzfi))

Z ZH -ED[Xi_l :k,Xi_QZLL'i_Q,...,XQ:,To]

Ti_2 m0111+1ll)

Z ZH [N P[Xi—l =k|Xi—2 =xi—2,..., X0 = x0]

Ti—2 Ioll 111)

PIXi 2 =2 2,...,X0 = ]

Z H (z ) P[X;1 = k| Xj—2 = zi_2,..., X0 = m]
(:El 2yenny xl 1 )

PXi—2 = 2i—2,..., Xo = x0]
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= ZQ(27]|7’_ 17k)'

k

Z H (z ) Ellix, x| Xi—2 = zi_a, ..., Xo = 0]
(Ti—2,...,x0) I= 1 L T )

PXi 2 =2 2,...,X0 = m0]
k

i—1

Z ]E[H[Xi(lkpf 2 =Ti2,...,X0 = 0]
(Ii72 ..... m()) =1 (1+ zl 1)

']P)[Xi,Q =Tj—2,--- ,Xo = Io]
k

i—1

~ 1
Z E[H [Xlillkl)le 2 = wi_g,...,onq;O]
(Ti—2,...,x0) 1=1 (1 +r XL 1)

PXi—o =xi_2,..., X0 = x0]

= ZQ(Zv.]|Z_1ak) Z
k

(Ti—2,..,0)

{E[Hiﬂm J ’Xl 2,...,X0”

1+

=

i—1

~ Iix,—;
= zk:Q(z,le—l,k% > E{Hﬁ]

(Ti—2,..,0)

— ZQ(i,jﬁ—l,k)-Qi—l,k-
k

En el caso en que el drbol es binomial, donde la tnica forma de acceder al nodo
jcon 0 < j <mn al tiempo ¢+ 1 es a partir del tiempo ¢ através de los escenarios
j—1y j+1, haciendo uso de (3.46) la relacién anterior queda reexpresada como

s 1—m
Qn+1,j = Wgn,jfl + WQ,M-H. (348)
T‘j+1

En caso de que j = 0 o j = n, sucede que solamente existe un predecesor, y la
ecuacién (3.48) se reduce a

1—m .
Qn,O = ﬁgn,o y J= Oa
147
™ .
Qn,n = ﬁgn,n y J =N
14rn

La ecuacién (3.46) puede generalizarse, considérese por ejemplo el caso mds
general, cuando la probabilidad es dependiente del tiempo pero cumple con
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la propiedad de Markov plasmada en la ecuacién (3.45). Para estos procesos
conocidos como Cadenas de Markov no homogéneas es posible mostrar que si
ds) representa la funcién de descuento en un periodo a utilizarse si al tiempo @
el escenario h se presenta, entonces el valor en cada predecesor h corresponde
ap(i+ 1,ji,h) - dgf), donde p(i + 1, 7|4, h) representa la probabilidad de que
el estado j se presente al tiempo ¢ + 1 cuando el escenario al tiempo i es h,
obteniendo asi la relacién

Qij =Y Qijli—1,k)Qi—rk =y _plirjli— 1,k) - dy - Qi1 .
k k

Noétese que es posible obtener el precio de cualquier activo que dependa de la
tasa de interés al multiplicar el pago obtenido en el nodo (k,s) por el precio
elemental Qj, ; y sumar el resultado sobre todo los nodos que tienen algiin pago.
De forma particular y debido a que en un bono el pago al tiempo n es de una

unidad monetaria no importando el escenario que se presente, el valor al tiempo
(n—1)
J

BO.n) =Y Quorxdy . (3.49)
k

n — 1 en el escenario j es de d
calculado como

, por lo que el precio del bono puede ser
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