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Prefacio

De acuerdo a Kimmel [KA02] un proceso de ramificacion es un sistema de par-
ticulas que podria consistir ya sea de individuos, células o moléculas que poseen
un tiempo aleatorio de vida, y en determinado momento (atn contando el instante
de fallecimiento) producen un nimero aleatorio de descendientes.

Su relevancia en la teoria matematica utilizada para su desarrollo es que permite
modelar uno de los procesos més primordiales de la naturaleza: la reproduccion.

Harris [Har63] y Roelly [Roe], contienen esbozos de la historia de los procesos
de ramificaciéon. En un principio los inicios de su anélisis fueron los estudios de
Leonhard Euler (1707-1783) y Thomas Robert Malthus (1766-1834) sobre el cre-
cimiento geomeétrico (o de tipo exponencial) de la poblacion humana. Sin embargo
se considera que la teoria de los procesos de ramificaciéon aparece por primera vez
en 1874 en un problema planteado por Francis Galton (1822-1911) para conocer la
probabilidad de extincion de una familia ordinaria en base a los datos de fertilidad
de aquella época y asi confirmar su hipotesis de que las familias distinguidas de
Gran Bretana eran mas dadas a desaparecer que las ordinarias. Fue Henry William
Watson (1827-1903) quien di6 una solucion errénea y asi éste problema se resolvio
medio siglo después cuando J.F. Stefensen (1930,1932) proporcion6 la probabi-
lidad correcta. Paralelamente Irénée-Jules Bienaymé (1796-1878) trabajoé en este
mismo problema en Francia y A.N. Kolmogorov (1903-1987) pudo determinar la
forma asintética de la probabilidad de supervivencia de una familia después de un
numero finito de generaciones.

La incorporaciéon de estos estudios a aplicaciones biologicas fue en 1922 cuando
Ronald Aylmer Fisher(1890-1962) utilizo el modelo en un contexto genético: estu-
di6 el comportamiento de los descendientes de un gen mutante y asi pudo analizar
las variaciones (aleatorias) en la frecuencia de dichos genes. Con esto se abriria el
uso de los procesos de ramificacion a la genética y a otros campos como: biologia
molecular, biologia celular, inmunologia, epidemiologia, estudio de células cance-
rosas hasta tener alcances en la fisica nuclear o finanzas.



VI PRrEFACIO

En esta tesis se trabaja con varios modelos de reproduccién que tienen como
base el proceso de ramificacion de Bienaymé-Galton-Watson (BGW) el cual es el
maés simple de los procesos de ramificacion. Se pretende motivar a través de éste
trabajo a personas que tienen conocimientos en Probabilidad y a los que sélo co-
nocen el fendmeno bioldgico a interesarse en la aplicacién de modelos matematicos
relativos a fenomenos en la naturaleza. Los temas que se desarrollaran tendran en
todo momento una clara explicacién de las herramientas matematicas utilizadas y
ejemplos con una amplia descripcion a diferentes estudios concentrandonos en los
que tengan relacién con la Biologia.

El trabajo consta de 4 capitulos: en el primer capitulo daremos la construc-
cion del proceso, sus propiedades y las herramientas necesarias (como la media de
reproducciéon o la funcién generadora de probabilidades) para establecer la pro-
babilidad de extinciéon del mismo. Después se buscara generalizar este modelo de
reproduccién a través de incorporar nuevos supuestos al modelo original: en un
modelo asumiremos que a la poblacién inicial llegan inmigrantes de manera in-
dependiente y a partir de esta idea se genera el Bienaymé-Galton-Watson con
Inmigracion (BGWI). Mas adelante en el capitulo 2 nos enfocamos en estudiar el
proceso BGW condicionado a la no extincién y este planteamiento nos llevara a
estudiar las distribuciones cuasi-estacionarias y procesos limite (cuando existen)
que se conocen en la literatura como el limite de Yaglom y Q-proceso. Explicare-
mos la diferencia y la heuristica que hay entre cada uno de ellos.

Otro modelo de reproduccion que se estudia a detalle incorpora el sexo y la
forma de aparearse de los individuos dando origen al proceso de Bienaymé-Galton-
Watson Sexual (BGWS) de donde su construccion y funcion de apareamiento que
refleja ya sea la monogamia, poligamia o promiscuidad son estudiadas en el ca-
pitulo 3 donde se suministran las nuevas propiedades que posee. Concluimos este
capitulo con el teorema vinculado a la probabilidad de extincion.

Para concluir el trabajo, una vez desarrollados éstos modelos, en el altimo capi-
tulo se daran aplicaciones relacionadas en su mayoria a la Biologia celular como lo
son: el crecimiento celular que contempla la muerte e inactividad de las mismas en
la cual describimos su comportamiento a través de la funcién generadora conjunta
de las células prolificas e inactivas. El limite de Yaglom se emplea en el modelo
dado por [KA02] para estimar el numero de células resistentes a un farmaco que
pueden originar cancer. Por tultimo conoceremos a través de la funcién generadora
de probabilidades las condiciones que se requieren para que una biomolécula se
reproduzca de forma indefinida.



CAPITULO 1

Proceso de Ramificacion de
Bienaymé-Galton-Watson

Para la descripcion del proceso de Bienaymé-Galton-Watson (BGW) tomaremos
como referencia a [Roe|. ! Iniciemos por dar una pequeiia explicacion heuristica del
modelo. Consideremos una poblacion sujeta a reproduccion, dicha reproduccion se
modela de la siguiente forma: supongamos que al tiempo n = 0 hay Zy individuos,
una vez transcurrida una unidad de tiempo (que es el tiempo de vida de una
generacion), los individuos se reproducen de manera aleatoria e independiente bajo
una ley de ramificacion o reproduccion y después mueren. Al haber transcurrido
una unidad de tiempo, los nuevos individuos se reproducen independientemente
con las mismas reglas.

1.1. Construcciéon Matematica del Proceso

El proceso de BGW es la sucesion de variables aleatorias (Zy,),>0, donde cada Z,
toma valores en los enteros no negativos y representa el nimero de individuos en
la poblacién en una generaciéon determinada. Describimos a Z,, 11 paran > 0 como
sigue
Zn
S XMY si Z, >0
Znpr = { =1

0 5t Zyp =0

LE] lector que asi lo desee puede consultar las definiciones de una Cadena de Markov y de la,
convolucion de la suma de variables aleatorias en el Apéndice A



2 1. PROCESO DE RAMIFICACION DE BIENAYME-GALTON-WATSON

Las variables aleatorias X i"+1 se interpretan como el nimero de descendientes del
i-ésimo individuo de la n + 1-ésima generacién. En un principio, tendremos en
cuenta que el proceso inicia con un individuo i.e. Zy = 1; una parte importante
del modelo es que la familia de variables aleatorias (Z,,),>¢ nos daran el tamafio
de la poblacién en la generacién correspondiente.

Trabajaremos con el modelo méas sencillo el cual supone que {X”}iennen son
v.a.i.i.d con distribucion de probabilidad llamada ley de ramificacion o reproduc-
cion- r:= (r;);en dada por

Observacién 1.1 1. El evento {X = 0} es que el individuo i muere en la
generacion n sin dejar descendientes.

2. En éste capitulo se supondrd que la ley T es no degenerada, es decir ro > 0 y
19+ 11 < 1 lo que significa que hay probabilidad positiva de que un individuo
no tenga descendientes o tenga mds de un hijo en un periodo de reproduc-
cion.

1.1.1. Propiedad de Ramificaciéon

Se puede crear el proceso de Bienaymé-Galton-Watson (Z,,),>0 que inicie con
més de un individuo bajo las siguientes hipétesis:

e Los descendientes de un individuo de cualquier generacién forman un proceso
equivalente al total.

e El proceso iniciado en Zy = i es la suma de i copias independientes de Z;
iniciadas en 1.

Esto es para toda i,k € N

(3

P((Zn+i)nz0 € 12k =8) =P((D_ ZP)nz0 € -)

donde P(ij) €-)=P(Z, € -|Zy = 1) para j = 1,...,i. De esta forma pode-
mos descomponer al proceso en subprocesos que son idénticamente distribuidos al
proceso original.

1.2. Ejemplos
Ejemplo 1.2

En [Roe] encontramos que la reproduccion de los segmentos de ADN de longitud
N se pueden modelar para a,b € (0, 1) con la siguiente ley de ramificacion

erg=b 1 =(01-b1-d") ro=(1-0b)a r;=0paraj>3



1.2. EJEMPLOS 3

Ejemplo 1.3

MNustramos un BGW que inicia con tres individuos y tiene ley de ramificacion
binaria la cual esta dada para ro > 0 por:

ro=1-—rg r; = 0 para j ¢ {0,2}

La reproduccion de esta poblacién se resume en la figura (1.1), en este ejemplo la
poblacién se extingue en la cuarta generacion.

-——
’7

——
—<

| | >
_ n

Z=3 Z1=4 Z,=6 Z,=2

Figura 1.1: Representacion de un BGW con ley de reproduccion binaria. Con ¢
denotamos a los individuos que no tienen progenie y con e a los que tuvieron 2
hijos

La primera consecuencia que probaremos de la descripcién del proceso es que
(Z)n>0 s una cadena de Markov lo cual mostramos formalmente en la siguiente

Proposicion 1.4 El proceso de Bienaymé-Galton- Watson es una Cadena de Mar-
kov con E =N

Demostraciéon. Tenemos que demostrar que la propiedad (A.1) se cumple.
Sean i, j, 20, 21, - -y 2n—1 € N

Zn

P(Zpir = j|Zn = i,..., Zo = 20) =P _ Xp™ = j|Zn =1i,..., Zo = z))
k=1

=P Xt =j|Z, =i,..., 2o = z)
k=1
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Debido a que Z; y X,?Hson independientes para k € {1,2,...i} y [ € {0,2,...n},
lo anterior es igual a

=P X =) =P+ 4 X7 =)
k=1

Pero se puede reinterpretar como

PXPH 4o X = ) = P(XPH o X = 12, =)
=P(Zny1 =j|Zn = 1)

Es decit P(Zpp1 = j|Zn =1i,..., 20 = 1) = P(Zyy1 = j|Z, = i) O

Ademas al ser {X21}7m=1 v.aii.d, podemos usar la ecuacion (A.3)

Zn i
P(ZX,Z“ = j|Zp =i,. .., 20 = 20) = P(ZX,Q“ = 7)
k=1 k=1
= X e =00)
k14 +ki=j

Donde 7! es la convolucién de r i—veces. Esto tltimo nos permite concluir que la
matriz de transicion P = (P, ;); ;>0 del proceso esta dada por

Pj=(r)() 4.j>0 (L1)

Una consecuencia importante de ser Cadena de Markov es que la razén del
tamano de la poblacién y la media forman una martingala

Proposiciéon 1.5

Sea (Zy,)n>0 un proceso de Bienaymé-Galton- Watson donde las variables aleatorias
XD tienen media p1. Entonces M, = IZT:: es martingala con respecto a la filtracion

Fo=o(X} ..., XMi>1).

Demostracién. Sea n > 1, tenemos

[e e} Zn
E(My|Fn) =) B (Wl(zn_l_mﬂl) (1.2)
k=0
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Ahora bien si nos enfocamos en el sumando, es claro que o(X},..., X" i > 1) =
X}
U(u"""’ ”n ,i>1), por lo que
Z, k n
E(”l( =k | Fn 1> —E<Zil( =i Fn 1>
1=1
k
X’ﬂ
-y (301 13)
=1 ®
k
= —E(X7")(z, .=k (1.4)
I
k
= Lz 1=k
'un—l ( )

Xn
La ecuacion (1.3) es resultado de la independencia de —fl de F,_1 y de que

1(z,_,=k) € Fn_1 medible por lo que E(1(z, _,—p)|Fn-1) = 1(z,_,—). Al ser
las variables X' idénticamente distribuidas para ! € {1,2,...,k} se obtiene (1.4).
Finalizamos la demostracion al sustituir este valor en (1.2)

[eS) k [eS) Zn_l
Z nfll(Zn 1=k) Zn-1=k) o1 M1
ot _ H

Por lo tanto E(M,|F,—1) = M,—1 O

Observacion 1.6 La importancia de esta propiedad es que como consecuencia del
teorema de convergencia de Martingalas de Doob ? al ser M,, una martingala con
M, > 0 para toda n € N, sabemos que lim, oo M,, = M cs y0 < M < oo,
Gracias a esta propiedad si sucede que p > 1 entonces el proceso crece de manera
geométrica, es decir Z, ~ u"M. Esto iltimo es el andlogo estocdstico de la ley de
Malthus sobre el crecimiento geométrico de la poblacion 3.

1.3. Funcion Generadora de Probabilidades

Definicién 1.7 Sea X una variable aleatoria que toma valores en N U {0}. La
funcidn generadora de X (denotada como fx(s) o simplemente f(s) cuando sea
claro de que variable aleatoria se trate) estd dada por

fx(s)=E(s¥) =Y s*P(X =k) para|s| <1 (1.5)
k=0
siempre que E(sX) sea finita.

Notacién 1.8 En el caso del BGW, denotaremos por f,(s) a E(s%")

2Este teorema se puede consultar en [Tud02] (Teorema 2.21)
3Veéase [Har63| para mas informacion
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Mencionaremos algunas propiedades que posee esta funcion. El lector puede
consultar las propiedades referentes a series de potencias en el Apéndice A. Se
supondra que E(X) < oo

1.3.1. Propiedades

1

f es una funcién no decreciente sobre [0, 1]: si u < v se sigue que
fw) =Y u"P(X =n) <Y v"P(X =n):= f(v) (1.6)
n=0 n=0

Existe un R > 0 tal que la suma (1.5) es absolutamente convergente si
|s| < R,y divergente si |s| > R (exzistencia del radio de convergencia). La
suma es uniformemente convergente sobre conjuntos de la forma {s : |s| <
R’} con R <R

f es integrable y derivable término a término con derivada de todos los
ordenes dentro de su radio de convergencia R

La derivada de (1.5) esta dada por:
(f(£) =D k" 'B(X = k)
k=1

En nuestro caso -
fls) =D ks¥TIP(X{ = k) >0 (1.7)
k=1

Debido a los supuestos de que la ley de reproduccién es no degenerada.
De aqui se deduce que es una funcién estrictamente creciente para toda

€ (0,1]. Si el radio de convergencia R es mayor a 1, al evaluar la ecuacion
(1.7) en s = 1 se tiene la esperanza de la variable en cuestion:

(F(L)) =D kP(X =k)=> kP(X =k)
k=1 k=0
= E(X) (1.8)

De esta forma, al derivar n-veces (1.5) con s entre [—R, R]

£ () = A (B()) = (Zs’w - k))
k=0

Podemos intercambiar las derivada con la suma debido a que la serie converge
uniformemente

0

s FP(X = k) =E 16X (1.9)
S e --5 ()
E(X(X —

k— (k

= DX —-2)...X —n+1]s5")
:ik( D...(k—n+1)s""P(X = k) (1.10)

k=n
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y al tomar s = 1
fMO)=E[(X(X -1)(X=2)...(X —n+1)] (1.11)

Si esta esperanza existe, podemos obtener P(X = n) de (1.10), ya que al
desarrollar esta expresion

f@(s)=nP(X =n)+(n+DIsP(X =n+1)+... (1.12)
por lo que en s = 0 se tiene

F™(0) = n!P(X = n) (1.13)

1
entonces P(X =n)= —'f(”)(O) para n>1
n:

6. La varianza de X esta dada por Var(X) = E(X?) — (E(X))?, si utilizamos
la ecuacion (1.11) para el caso n = 2 se tiene

E(X?) = f®1) + f'(1) (1.14)
= Var(X) = fO1) + £/(1) - (f'(1))° (1.15)

7. Si fx(s) = fy(s) paratoda 0 < s < R’ < R entonces entonces X es igual

a'Y en distribucién denotado como (X 2 Y)*.
Por hipétesis se tiene que

Z sFP(X = k) = Z s*P(Y = k) que es igual a
k=0

k=0
isk(P(X =k)-P(Y =k)=0
k=0

Como consecuencia de que es una serie no negativa, se concluye que s*(P(X =
k) —P(Y =k)) = 0 para toda k € NU {0} de donde se sigue el resultado

8. En el caso en que el radio de convergencia sea R = 1 las expresiones anteriores
se toman como

lim f(s). (1.16)

s—1—
Siempre y cuando el limite exista.

9. Para la expresion (1.16) afirmamos que se cumple

lim f(s)=1

s—1—

14X 2v)si P(X = k) = P(Y = k) para toda k que esta [-R,R]
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Sea € > 0. Tenemos que probar que [f(s) — 1| <e si0<1—s<d

oo
|Z s*P(X = k) — 1| < e que es lo mismo que pedir que
k=0

|iskP(X:k) fiIP(X =k)<e
k=0

k=0

yaque 0 <1—s<d entonces s < 1 porlo que s* < s para k > 1, luego
<3l DBX = k)| <c
k=0
=Y (1-s)P(X =k)| <e
k=0
(oo}
<) OP(X =k) <
k=0

finalmente, tomando § = € obtenemos el resultado.

10. La relacion (1.8) también se cumple, es decir

lin f'(s) = E(X) (1.17)
Partimos de la expresion %(j)
L—f(s) _ fQ)—f(s)
1—s 1—s
_ ZZO:O P(X =k)— Ziio s"P(X = k)
1—s
_ ZZ":O(I —sMP(X = k)
1—s

Recordemos que 1 —s* = (1 —5s)(1+s+---+s*71), asf la igualdad anterior
es lo mismo que



1.3. FUNCION GENERADORA DE PROBABILIDADES 9

Al aplicar el limite cuando s tiende a 1 por la izquierda.

lim s'P(X > j)

s—1-

[M]8

<
i
o

Por la convergencia uniforme de la serie sobre s € [—1,1], podemos inter-
cambiar el limite y la suma

7=0
=Y P(X > )
j=0
am 22SG) f(1) =E(X)

s—»1- 1—3s

.. . . 1_ o .
Observacion 1.9 En particular la igualdad g(s) = 1{(;’) =37 P(X >
J) muestra que g : [0,1] — R es no decreciente

11. En base a (1.11) podemos aplicar argumentos similares al anterior para ob-
tener
lim fM(s) =E[X(X —1)(X —=2)... X —n+1] (1.19)

s—1—

Enunciaremos un teorema que fue probado por Galton (véase [Har63]) el cual da
una propiedad béasica que nos permite calcular la funcién generadora de probabi-
lidades de Z,, del proceso de BGW.

Teorema 1.10 Sea f1 la funcion generadora de Zy. Para n > 1 sea f,(s) la
funcion generadora de Z,, entonces se tiene que f, es la n-ésima composicion de
f1 consigo misma.

Demostracion. Al condicionar con respecto al valor de Z,, se produce la siguiente
expresion para fr11

fat1(s) = E(s% 1) = E(E(s7+*|Z,))

= ]E(Z E(SZ"+1 |Zn = k)l{z,n:k;})
k=0

=E(Y_E(MT 15, )
k=0

- iE(SXT) L E(sNE)P(Z, = k)
k=0
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y como X' ¢ =1,...,k son identicamente distribuidas

= S (B P(Z, = k)

Por lo que nos podemos percatar que si realizamos este procedimiento n veces
obtendremos el resultado deseado.

S fn(8) = fro---0 fi(s)
—_—

n

O

Observacion 1.11 Cabe aclarar que bajo el principio de ramificacion podemos es-
tablecer que si iniciamos con un individuo se tiene E(s%1|Zy = 1) = E(s%1) = f(s)
con lo que la funcion generadora condicionada a tener al tiempo cero i individuos
simplemete es

E(s7'|Zy = i) = (f1(s)) (1.20)

con el siguiente Lema se determinan los momentos del proceso de ramificacién en
el tiempo n si se conoce la media y la varianza de las variables {X}; =12, ..

Lema 1.12 Con la notacion E(X}') = u, Var(X}) = o2, se tiene que

E(Z,) =p" n>1 (1.21)
no? st =1
Var(Z,) = n—1 1.22
(Zn) Jgﬂn,lLl diptl (1.22)
-

Demostracion. Para probar (1.21) recordemos que al evaluar la derivada en uno
de la funcién generadora de probabilidades nos dara la esperanza de la variable en
cuestion

E(Zn) = fi(s) = (f1(fn-1(s)))" = fi(fn-1(5))fr -1 (5) (1.23)
=fn(1) = pfy 1 (1) (1.24)

De forma recursiva podemos ver que

fra (D) = (Alfn2)(D) = I (Fr-2(1))

Al sustituir este valor en la ecuacion (1.24)

Fr(D) = plpu(fa—2(1))) = @2 (fa—2(1))
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De esta forma después de n — 2 pasos

fu) =p"
Para verificar (1.22) derivamos la ecuaciéon (1.23) y evaluamos en s = 1
1) = 2 W) + AW ) (1.25)

Distinguimos dos casos:

Caso I. 4 = 1. Podemos utilzar la formula (1.15)

1) = Var(X) = i)+ (HO) =0 = 141° = 0?
= [P =0+ [

y al iterar n — 1 veces llegamos a

fP1)=no? n>1

Caso II. p # 1. Notese de (1.25)

20 = (PO )2 + A2
= P+ w1 (1)

Si usamos recursion podemos escribir a fflz_)l(l) como
= AP + u(f2 O+ ufi25(1)
Al agrupar

2 n— n— 2
= B2 20 4 2 £,25(1)
2 n— n— n— 2
= AP 42 ) 4 B2 (1)

= f1(2)(1) (M2n—2 T R MZn—(k+1)> n Mkfr(i)k(l)

Finalizamos con la expresiéon

_ 1(2)(1) (M2n72_’_u2n73_~_.”+ﬂln71)
:fl(Q)(l)'un—l (,un—l +Mn—2_~_._.+1)
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la razén de la suma es y, se sigue que

_ @)y, -1 (LK
— e (2

"o
= 12w = e (S

Por lo que al sustituir esta expresion en la férmula para la varianza de f,
Var(Z,) = f2(1) + fr(1) = (fn(1))?

= (0 —pr A Ty ()

w—1
*02;1 1 *(,u M2)M ! fT/L(l)*(fv/L(l)F
w—1 1
_ 2 n—l:u’n_ 2n __ ,n n __ ,2n
o p +u Bt K
pw—1
n
-1
Var(Z,) a2u"_1'u

d

1.4. Proceso de Ramificacién con Inmigracién

Hasta este momento s6lo hemos contemplado poblaciones que se encuentran
aisladas de otras y que provienen de un mismo ancestro. Sin embargo, para llegar
a explicar de forma mas fidedigna cémo se comporta una poblacién, construiremos
un proceso de ramificaciéon que de aqui en adelante llamaremos Proceso de Rami-
ficacion de Bienaymé-Galton-Watson con Inmigracion (BGWI); el cual modelara
al nimero total de individuos en una poblacién condicionado a que pueden llegar
inmigrantes que son incorporados al modelo y se reproducen de la misma manera
bajo los siguientes supuestos:

e Los individuos presentes en la poblacién se reproducen de acuerdo al modelo
de BGW usual.

e El nimero de inmigrantes que se integran en cada periodo de reproduccién
son independientes de la historia pasada del proceso y del resto de los indi-
viduos en cada generacién.

e Asi mismo, los inmigrantes poseen la misma ley de reproduccion y son indis-
tinguibles del nimero de inmigrantes ya presentes para el siguiente periodo.

1.4.1. Formulacién Matematica

Para el proceso de BGWI definimos a la familia de variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas (W), la cual denotara al numero de
individuos que inmigran a la poblacién en el periodo (n — 1,n), se cumple que
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Wp~W, n=1,2....
Se considera que al tiempo cero hay Z; individuos en la poblacién y si Z,

denota al tamano de la misma al tiempo n, se tiene entonces que Z, esta dada
por la relacion:

Zn=X{+X3+--+ Xz  +W, (1.26)
Donde cada X' serd el numero de descendientes del i—ésimo individuo en el
periodo de reproduccién n. Se sigue que el tamano de la generacion n estard da-

do por los descendientes de la generacién n—1 mas los inmigrantes en el periodo n.

Una vez establecido el modelo daremos una proposicién la cual nos permite
obtener la funcién generadora de probabilidades de un BGWL

Proposicion 1.13 (Ramificacién Con Inmigracién) Sea (Z,),>0 un proceso
de ramificacion de BGWI. Sea g la funcion generadora de la variable aleatoria W .
Entonces la funcion generadora f, del tamatio de la n-ésima generacion satisface
la relacion

fn(s) = fu-1(f1(s))g(s)

donde f1 es la funcion generadora del BGW.

Demostraciéon. Debido al supuesto de independiencia entre la poblacion y
los inmigrantes se tiene al tiempo n para 2g,...,2,-1 € E

]P(Wn = i|Zn,1 = Zn—1y---> ZO = Z()) = P(Wn = Z)

Si el ntimero de inmigrantes en diferentes generaciones es independiente del nimero
de individuos presentes: entonces para toda I,m,n € Nm,n>1,m#mn

P(W, =i,W,, =j|Z;) =P(W,, =i, W, = j)
Por lo que
fa(s) = E(s”") = E(E(s7"[Zn-1))

=EO (s |Zn1 =k)l{z,_,_,})
k=0
ya que Z, esta dada por (1.26), entonces

_ E(ZE(SX{‘-&-X;-%W-%X;]C-&-W” |Zn71 — k)l{Zn_lzk})
k=0
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por independencia de las variables {X['}i=12,. % y de los inmigrantes con los
individuos presentes en la poblacién

= ZE(SXT/SXQH 5N sV P(Z,_1 = k)

[ee]
=Y (M s s R P(Zmy = k)

Al ser las variables {X[};=1 2,
W,, funcién generadora g

ey

= ([1()'P(Znor = K)g(s)
k=0

Por lo tanto fu(s) = fa_1(f1(s))g(s) O
Por medio de la siguiente proposicién se describe el comportamiento de la media
de un BGWI.

Proposiciéon 1.14 Sea (Z,),>0 es un BGWI con E(W,,) = X y E(X}) = u para
toda n > 0,i € {1,2,...}. Entonces la media del proceso esta dada por

(1.27)

Bz = 1" HAS p#l
14+ nA pn=1

Demostracion. El propésito de la demostracion es formular una expresion re-
cursiva de la media condicionada al valor de la variable Z,,_

E(Zn) = E(E(Zn|zn—l))
De acuerdo a (1.26)

=EEX] + X3 +---+ Xz +WulZ, 1))
— B(E(X] + X5 + -+ X5, | Z01)) + E(EWalZ01))

-

Nuevamente si hacemos uso de que el nimero de inmigrantes presentes al tiempo
n es independiente de la generacién anterior

=EEX]!+X3+ -+ Xz )Zn1) +EW,)
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Realizamos el calculo a partir de la definicién de la esperanza condicional

=B B(X?+ X5+ + XP|Zn1 = k)2, ,_,y) + E(Wy)
k=0

=B E(X] +--+ X[)1(z,_,_}) + E(W,)
k=0
=Y E(X]+ -+ XP)P(Zoo1 = k) (1.28)
k=0

Basandonos en el argumento de que los vastagos al tiempo n y los individuos
presentes en la generacion pasada son independientes, ademés de la hipotésis de
que las variables {Xj”};?:O son identicamente distribuidas se sigue que

= Z kE(XJn)]P(Zn—l = k) + A
k=0

oo
=Y kP(Zn1=k)+ A
k=0
entonces [E(Z,) = pE(Z,-1) + A
Recursivamente es claro que

= p(HE(Zn—2) + X) + X = ?E(Zp—2) + A + A

= WFE(Zn_i) + MF T A+ A

Finalmente

= u"E(Zo) + A" A A

=" At Y (1.29)
La suma se puede expresar si pu # 1

1— yn
:Mn+1+A17M

Si sucede que la media es uno, se sigue inmediatamente el resultado por (1.29). O

1.5. Clasificacion de Estados

Podemos apoyarnos en la interpretacion del proceso de BGW y deducir que
tipo de estados tendria éste. Imaginemos que bajo una poblacién sin inmigracion
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al desarrollarse el proceso de ramificaciéon se llega a tener una generacién que no
tiene hijos es decir, la siguiente generacion tiene cero individuos. De ahi en adelante
ya no habria descendientes y concluiriamos que cero es un estado absorbente, pero
una buena interrogante es averiguar si es el tnico. Por medio de este teorema
podremos catalogar a los estados del proceso y confimar que el cero es el dnico
absorbente.

Teorema 1.15 Sea (Z,),>0 un proceso de BGW no degenerado (es decir ry >
0yro+rm <1). Entonces:

1) El estado 0 es el unico estado absorbente, es decir
P(Z,=0/Z,-1=0)=1
11) Sii>1; entonces es transitorio
P(Z,, =i para algin n € N|Zy =1i) < 1.
Demostracion.

IT) Definimos T; = inf{n € N|Z,, = i}, variable aleatoria que nos indica la primera
vez que se visita el estado ¢« = 0,1,2,... Si ¢ > 1, para ver que es un estado
transitorio demostraremos que

P(T; = 0| Zg = i) > 0

Si A={weQ:Tj(w) = oo} es el conjunto de las trayectorias para las cuales el
proceso nunca llego a i; puede suceder que P(A4) = 0 o P(A4) > 0. Para probar que
este evento tiene probabilidad positiva basta ver que con probabilidad positiva en
un numero finito de pasos se llega a 0. Al ser la cadena homobgenea calcularemos

P(Znyr =i—1|Zy =) >0

Esta probabilidad de transicion esta dada por (1.1), i.e. (7*?)(i — 1). Afirmamos
que esta convolucion es positiva:

(r)i—-1)=P(X1+-+X;=i—1)

>P U Xpy=i—-1]|.,X,=0
ke{l,...,i—1},l#£k

va que el proceso es no degenerado sabemos que hay méas de una forma de que se
tenga un individuo menos en la siguiente generacién, aqui mostramos una posibi-
lidad

Y
~

(Xl :1,...,Xi,1 :1;X7,:0)

i—1
I[Pk =1DP(X,=0)>0

=1

=
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que deacuerdo a la definicién de la ley de ramificacién es igual a 7o H;;ll(rl) =
ro(r1)"~ . Entonces

P(T; = 00| Zy = i) > P(Ty = i|Zy = i) = (r1)" ‘1o >0

por lo que hay probabilidad positiva de no regresar al estado ¢, i.e. es transitorio.
I) Tenemos que O es absorbente ya que si en determinado tiempo n hay cero
individuos, entonces para cualquier tiempo m > n se tendran cero individuos
también, es decir si j #0y n,20,21...,2n—1 €N

P(Zpi1 = j1Zn =0,..., 70 = 20) = P(Zns1 = j|Zn = 0) =0

P(Zn+1 = 0|Zn =0,...,20 = ZO) = P(Zn-‘rl = O|Z’n = O) =1

Por lo que al ser todos los estados j > 1 transitorios, entonces se da la unicidad
del cero como estado absorbente. [

1.6. Extincion del Proceso

En esta parte del capitulo tenemos los elementos necesarios para determinar la
probabilidad de extincién de una poblacién, razén de la creacién de los procesos
de ramificacién. Antes de dar comienzo con su estudio clasificaremos al proceso de
acuerdo al nimero promedio de individuos generados en una reproduccién.

Definicién 1.16 (Criticidad) Elvalor medio del proceso de ramificacion de BGW
con ley de reproduccion r estd definido por

p=> jri=>_ jP(Z1 =j) =E(Z) (1.30)
j=0 j=0

Supondremos que p < oo. Para su estudio de consideran tres casos:
* < 1: ramificacion subcritica
* = 1: ramificacion critica
* > 1: ramificacion supercritica

Observacion 1.17 Con este criterio, podemos establecer el comportamiento del
crecimiento de la varianza de la ecuacion (1.22) la cual crece geométricamente si
la media es supercritica (u > 1) o decrece geométricamente si la tasa es subcritica
(< 1). Serd lineal si es critica (u=1).

Adicionalmente, por medio de ésta propiedad se puede llegar a un comportamien-
to asintdtico en el proceso de BGWI una vez establecida la ecuacion (1.27). Con
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la notacion de esa proposicion enfocindonos en particular en el caso p < 1 se
concluye que conforme n crece

, , n+1 1—pu”
lim E(Z,)= lm (p""" + A
n— oo n—oco 1—pu

A
L—p
Esto es, si la tasa de reproduccion de los individuos no inmigrantes es subcritica, la
tasa de reproduccion del BGWI permanece constante a lo largo de las generaciones.

En [Har63] encontramos la siguiente definicion de extincion.

Definicién 1.18 Extincion es el evento en que la sucesion (Zy,)n>o de variables
aleatorias consiste en ceros para toda n > n*, esto para algin n* finito.

Para facilitar el estudio de la extincién del proceso definimos la siguiente sucesion
de conjuntos
A, ={w e Q|Z,(w) =0}

al ser el 0 el tnico estado absorbente, se tiene una sucesiéon monoténa A,, C A, 41.
De esta forma

lim A, = L—JlAn =A (1.31)

Donde A = {w € 2|Z,(w) = 0 para alguna n > 1}.

Como Z,, toma valores en NU{0} la Definicién 1.18 se puede traducir en el evento
{Z, — 0} es decir {nlirlgo Zn =0}

Para el evento anterior tenemos las siguientes expresiones para el calculo de su

probabilidad:

P(Z, — 0) =P(Z, = 0 para alguna n > 1)
=P(A4)

=P((JAn)

Por el teorema de continuidad de la probabilidad se sigue que

P(Z, — 0) = lim P(A,)

n—oo

(1.32)
Por dltimo daremos la notacién que se usard para referirnos a la probabilidad de
extincion

Notacion 1.19 Tomaremos como n a la probabilidad de extincion de una familia,
es decir
n=PH{w € QZ,(w) =0 para alguna n > 1}) = P(A) (1.33)
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El siguiente teorema nos da una forma explicita de conocer el comportamiento de
la poblacion en un tiempo lejano en funcion de la tasa de reproduccion del proceso.
Para este teorema se tomaron como referencias a [CRUV04] y [PMO00]

Teorema 1.20 Si (Z,)n>0 es un proceso de BGW no degenerado. Entonces
lim P(Z, = 0) = P({ extincidn en un tiempo finito})
oo (1.34)
=1
Donde n es la raiz no negativa mds pequena de la ecuacion f1(s) = s. Ademds
e =1, si p <1 (casos critico y subcritico)
e <1 sip>1 (caso supercritico).

Es decir, en los casos critico y subcritico la poblacién se extingue casi seguramente
y para el caso supercritico la poblacién sobrevive con probabilidad positiva.

Demostraciéon. Definimos P(A,) = 7, la probabilidad de extinciéon de la
familia al tiempo n. De acuerdo a (1.32) y (1.33)

n=P(A) = lim P(4,) = lim 7,

n—roo n—oo

de esta forma la sucesién monoténa de probabilidades 7,, converge

n= lim n, (1.35)

n—oo

Por otro lado, se tiene una relacion entre la funcién generadora de probabilidades
valuada en cero y la sucesién de probabilidades de extincién

fn(0) =P(Z,, = 0) = P(An) = nn (1.36)
Si aplicamos limite cuando n — oo

lim f,(0) = lim P(Z, =0) = lim 7,

n—oQ n—oo n—oQ

Empleamos el Teorema 1.10, recursién y obtenemos
M = fn(0) = f1(fa-1(0)) = f1(nn-1)
finalmente con (1.35) y al hacer n tender a infinito
Y Y Y Z1
n=lm n, = lm fi(n.-1) = lim E[(n,-1)"]

ya que la sucesion (n,)%2; es monoétona y converge podemos aplicar el Teorema
de Convergencia Dominada

=E[ lim (n,—1)"] = E(n™) = fi(n)
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por lo tanto 1 = f1(n). Entonces 7 es solucion de la ecuacion f;(s) = s. Ahora
mostraremos que 7 es la raiz més pequena que satisface esta solucion. Para esto
sea A > 0 otra soluciéon de fi(s) = s, como f1(s) es una funciéon no decreciente
para s € [0,1] por (1.7)

m = fi(no) = f1(0) < fi(A) = A

la segunda igualdad se sigue de que 1y = P(Zy = 0) = 0. Si utilizamos iteraciones
y al ser mp < A

n2 = film) < fi(A) = A

Al realizar este procedimiento varias veces tenemos que para toda n € Ny, < A
concluimos que 7 < A. Por lo tanto n es la raiz mas pequena de la ecuacién
f1(s) = s. Para la prueba del tltimo resultado distinguimos tres casos: pu < 1,
pw=1y pu>1,los primeros dos se pueden resumir en uno solo.

Caso I) p < 1. Mostraremos que la ecuacion f1(s) = s no tiene raices en el
intervalo [0, 1). Para ello definimos g : [0,1) — R como g(s) = fi(s) — s, se sigue
que g cumple con ¢g(0) = f1(0) y g(1) = 0 y con ser estrictamente decreciente ya
que su derivada ¢'(s) = (f1(s))’ —1 < 0 lo cual es consecuencia del hecho de que
uw <1y fi(s) es estrictamente creciente en el intervalo [0,1) por (1.7).

N p<1 4 p=1

f(s) fis)

.

Funcion Funcién
Identidad Identidad

1 s 1 s

Entonces ¢g(s) > 0 para todo su dominio y no puede suceder que exista una
raiz debido a que la funcién no seria estrictamente decreciente y continua en el
intervalo [0,1). Asi fi(s) > s en [0,1) y no hay solucién a la ecuacion fi(s) = s

Caso II). ;> 1 Lo que mostraremos es que la funcion s — (f1(s) — s)’ toma
valores negativos y después positivos lo que lleva a afirmar que existe una raiz en
el intervalo [0, 1]. Para este caso se tiene

m fl(s) =p>1 (1.37)

s—1—
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Al ser la funcion f;(s) continua existe una vecindad donde se cumple (1.37), esto
es existe un sy € (0,1) tal que para toda y € (sg,1), fi(y) > 1 y por el teorema
del valor medio se puede expresar como

f1(1) = f1(s0)

s = fily) >1
como f1(1) =1 lo anterior se reduce a %5(20) > 1 entonces f1(sg) < so
N p=>1
Identidad
f(s) i
n 1 s

Al ser f1(s) — s continua en s y no negativa en s = 0, entonces por el teorema del
valor intermedio (véase Apéndice existe una n € [0, s9) tal que fi(n) —n =10

Por ultimo nos gustaria aclarar un caso que surge cuando p = 1 y que esta rela-
cionado con la varianza o2. Si sucede que o2 = 0 entonces por (1.15) se sigue que
fi(s) = s y asi la raiz més pequenia de fi(s) —s = es n = 0. Por otra parte si
o2 > 0 entonces fi(s) > s para s € [0,1) y por lo tanto n =1 O

1.6.1. Calculo de la probabilidad de extincién

El propésito del primer ejemplo que presentamos es mostrar la dificultad que se
presenta en el calculo de la probabilidad de extincién si no se contempla el Teorema
1.20 y en su lugar partimos de (1.33). Para ello empleamos una ley de reproduccion
bastante recurrida en la literatura de los procesos de ramificacién.

Ejemplo 1.21 A la ley de reproduccion r; = qp*, i > 0 con p € (0,1) se le
conoce como la reproduccion geométrica, para esta ley obtengamos la generadora
de probabilidades para Z, y Z,

Tenemos por definicién que

oo

fi(s) = ZS”IP’(Zl =n)= Z qs"p" =q Z(sp)"
n=0 n=0

n=0
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Debido a que tanto s como p son menores a 1 tenemos una serie geométrica y
sabemos que converge a

1
— sp

CENE

) 1
para |s| < =
p

Si derivamos con respecto a s y evaluamos en uno; establecemos que la media de
la distribucién geométrica es

R f_ap P
(R = () = s = (1)

1—ps 1— sp) (1-p3? ¢
Demostraremos por induccién que la funciéon generadora de Z,, es

n—(n—1)s

sip=1/2=
n+1—ns p / a
fn(s) = L .
qlp" —q" —ps(" —q" )] y
prtt — gt —ps(pm — q") p7d
1 1 . ..
Casol) p=gq=5.Paran=1 fi(s) = 5 duees la misma expresién que en el
— S

primer céalculo:

f1(8)=;(1_1;>:;(2is):;<2:)

Al suponer para n se sigue

T e i; (3)

n+1—ns — 2

n—(n—1)s

Donde w = =-5=.=, identificamos nuevamente una serie geométrica
1 1 1 1 _ n+1-—mns
S 21-w/2 2—w o_n=(m=ls 912 9ps—n+ns—s
n+l—ns
n+1-—ns

Caso IT) p # q. Para el caso n = 1 se tiene que f;(s)

Fuls) = a(p —q) _ a(p—q) _ 4 q
' pPP—q¢—pslp—q) (¢—p)g+p)—ps(¢g—p) p+q—ps p+l—p—ps



1.6. EXTINCION DEL PROCESO 23

Al cumplirse la igualdad para este caso y al suponer su validez para n, establecemos
paran+1

glp” — q" — ps(p" ! — q’“ﬂ)

fnJrl(s) = fl(fn(s)) = fl ( pn+1 _ qn+1 _ps(pn _ qn)

= q
> alwp)" =1
k=0 - wp
n__ ,n _ n—1 _ n—1
donde w = alp ¢ —ps(p 4 )], sOlo resta sustituir el valor en la con-

prtt — gt = ps(p — q7)
vergencia de la serie.
q
(" —q" —ps(p" ' —q" "))
Pt — gt = ps(p — ¢7)

1

q
Pt — "t —ps(p™ — q") — qp(p™ — ¢ — ps(p" Tt — ¢" 1))
prtt =gt = ps(p™ — ¢7)

_ g(p"*t — g™ — ps(p" — q"))
pn-i-l _ qn+1 _pSLpn _ qn _ qp(pn—l _ qn—l)] _ qpn+1 + qn-l-lp

Fijandonos en el denominador al simplificarlo verificamos

P —q) — " (1 —p) —ps(p" — ¢" — " + ¢"p)

n+2 n+2 n+2 _ n+2

Ya que p = 1 — g se sigue p"** —¢" " —ps(p"(1—q) —¢"(1—p)) =p
ps(p"t! — ¢"*1). Finalmente se llega al resultado deseado

q

a(p" ™t — ¢ —ps(p" — q"))
pn+2 _ q’rL+2 _ ps(pn—i-l _ q7L+1)

fn+1(5) =

Podemos considerar el comportamiento asintético de la poblaciéon después de varias
generaciones esto es, conocer si la poblacién se extingue o no. Para resolver estas
inquietudes evaluamos f,(s), en s = 0:

n

n-+1 sip:q:%
q@" —q") .
pn+1_qn+1 Slp?éq

Por lo que si n — oo

Pt " 1 _1¢gyn+l
lim q(" —¢") — lim q[W p”“] — lim ¢ |2 q(p>n
n—o00 p”+1 — qn+1 n—soo 1 — (%)7l+1 n—o0o 1— (%)"+1
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i g
51p<1

si dividimos entre ¢"*!

Para el caso en que g =p = % es facil ver el limite también es uno. En resumen

n—oo

1 sip<
fm }P(an()):{q Sh=4q
p

Tenemos que

P(Extincion en un tiempo finito) = lim P(Extincion antes del instante n)
n—oo

= lim P(Z, = 0)

n—oo

{1 sip<gq
g o
p S1p>q
Por lo que la extincién ocurre casi seguramente en el caso en que % =u=E(Z) <
1, es decir cuando en promedio cada individuo tiene un hijo o menos. Este resulta-

do concuerda con el Teorema 1.20 donde se representa el caso subcritico. Por otro
lado el caso supercritico es, de acuerdo a lo desarrollado, cuando p > q.

Los subsecuentes ejemplos haran uso del Teorema 1.20.

Ejemplo 1.22 Distribucion Fraccional lineal. Supongamos que las probabili-
dades py,pz, ... forman una serie geométrica esto es pr, = bp*~ ' para k=1,2...
conb >0 yb<1—p. Los siguientes cdlculos tienen como propdsito obtener la
funcion generadora de probabilidades y la probabilidad de extincion

De la definicién de la distribucion se tiene que

= b 1—b—p
bo g_lpk 1—p 1—p
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y asi la funcién generadora es

1—b—p <= 1, b1 1—b b
=P S =1 1.
f1(s) - —|—k:15 D l_p—l—s s (1.38)

al derivar esta expresion y valuar en s = 1 se tiene que la media de reproduccién
b es

(1 —sp)b—bs(—p) b

=" p = a—p

Recordemos que, deacuerdo al Teorema 1.20 la probabilidad de extincion es lim,, o, P(Z,, =
0) = n donde 7 es la raiz mas pequefia de la ecuacion f;(s) = s sobre el intervalo
[0,1). Los siguientes célculos nos dan el valor de 7

fl(s)—s:l—%_’_ 1fsp8_
_ (1=p)A—ps) —b(1 —ps) +bs(1 —p) — s(1 —p)(1 —ps))
- (1-p)(1 - ps)
B 1—ps—p+p>—0b+bps+bs—bps — s+ ps®+ ps — p3s
a (1—=p)(1—ps)

b+p?—1 1-b—p

_’82 S =
T p(l—-p)  p(l-p) 0

ya que s = 1 siempre es raiz de la ecuacion fi(s) = s, la expresion anterior la
1—b—p

podemos factorizar como (s — 1)(s — m), por lo que
_1-b-p

=G (1.39)

Ui

Observemos que n < 1 si 4 > 1y que en el caso en que p < 1 no hay raiz sobre el
intervalo [0, 1), resultados que ya conociamos gracias al Teorema 1.20.

A.J. Lotka entre los afios 1931-1939 utiliz6 las ideas del BGW para calcular
la probabilidad de extincién de los varones estadounidenses en base a los datos
de fertilidad del censo de 1920. El model6 esta probabilidad con la distribucion
fraccional lineal y encontro los siguientes valores

b=0.2126 p=0.5893 y po = 0.4825
Por lo que su probabilidad de extincion estaba dada por (Véase [Har63]).

102126 — .5893

_ =0.819
1= 0.5893(1 — 0.5893)

Ejemplo 1.23
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Un ejemplo muy sencillo sobre el calculo de la probabilidad de extincién lo propor-
ciona la ley binaria ya que dicha probabilidad sera la raiz de la ecuacion f;(s) = s,
la cual se traduce en

ro + $%re —s=0
que tiene por soluciones a

1+ /-

27"2

del hecho de que 7o + 15 =1

L T 14/ - /T- Gt a3 L4/~ A2

27“2 27"2 2T2
14/ =1 —=2r
B 27"2

en ambos casos se observa que una de las soluciones son uno y

To 7o

n:’f‘g_l*T’O

1.7. Propiedades Adicionales y Ejemplos

Ejemplo 1.24 Consideremos nuevamente el proceso de Bienaymé-Galton- Watson
(Zp)n>o donde X; con v.a.i.i.d con media p1 y varianza o®. Sea F, = o(X}, ..., X" i >
1). Veremos que

E(Z2,\|Fn) = 12 X2 + 0°X,

Prueba:
Zn o k
E(Z2 1 F0) = E(S. X217 = 3B [(3 X)Lz, —0 | F
j=1 k=0 j=1

Debido a la independencia del nimero de hijos del individuo j con tamano de la
generacién al tiempo n el sumando es igual a

k k
EQ) X7+ X:X;) =Y E(X,)*+ > E(X)E(X))
=1 i#] i=1 i
k

(Var(X;) +p®) + Y _u?
j=1 i
E ok
= ko? +ZZM2 = ko? + k*u?
j=11i=1
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Esto para todos los valores de k, sustituimos este valor
o0
Z kO’ +]€2 2 l(Z =k) — 2X72L+O—2Xn
k=1

Ejemplo 1.25 Sea {Z,,,n > 1} un proceso de ramificacion tal que la ley del tama-
fio de la familia tipica tiene funcion generadora G dada por: G(s) = g~ (H(g(s)))
donde g : R — R es una funcion biyectiva tal que g(1) = 1 y g~ su inversa, y
H es la funcion generadora de alguna ley de probabilidad. En estas condiciones
podemos expresar a G, en términos de g,g ' y H.

Prueba:

Ya que

Debido a que su inversa de g es g~ !

=g H(H(H(g(5))) = g~ (HP(g(s)))

Si G,_1(s) = g~ *(H™ V(g(s))), entonces para n

@
3
—
w0
~—
|
@
—~
D
3
L
—
»
~—
~—
Il

Glg ' (H" V(g(s))) =g~ (H" V(glg " H(g(5))))
g H"TD(H(g(s))) = g7 (H™(g(s)))

2 Gls) = g7 (H™ (g(9)) (1.40)

En el caso particular de que g(s) = s™, y H(s) este dada por:

H(s) = para algin~y > 1

y—(y—1)s

para establecer (1.40) calculamos H (™ (s):

100 =1 (55 =)

_ wa(i/fl) _ y—s(v—1) S
7=~ D=ty ) MmO D=GeT ~ 52—y - (7 + 1

s(v=1)

- S
QR CERY
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Si es valido para n — 1, H" Y(s) = W y por ser H una funcién

generadora de alguna probabilidad H™ (s) = H(H™ 1 (s))

Y= s(yntt = 1)

S
—(y—1
Y (’7 ),Yn_l _ S(’)/n_l _ 1)

_ Yl = syt - 1)
Y sy 1) —s(y = 1)

Yt =s(ynt = 1)
S S

Y= (Y —sy) —sy+s AT — sy sy —sy+s
S

S =s(yn - 1)

S

S = G

Ya que g(s) = s™ entonces g~ !(s) = %/s, tenemos que calcular

Guls) =g~ (H"g(6) =g~ (™) =97 (s )

,yn _ sm(,yn _ 1)
— m s™ _
Yt —sm(yr = 1)

Podemos extrapolar nuestro ejemplo y preguntarnos cuando la variable H es la
funcion generadora de una ley geométrica con parametro ¢ € (0, 1).

His) = (1—qsp>

que converge para |s| < % y deacuerdo a lo desarrollado con anterioridad

n—(n—1)s .
_ =1/2 =
n+1—ns SLp / 1
H™ (s) =

alp" —q" —ps(p" " —q" )]

prtt =gt —ps(p” — q7)

sip#q
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Por lo que ya tenemos los elementos necesarios para calcular Gy, (s) con g(s) =

s™y gl (s) = R/s

Gn(s) =g "(H™(g(s))) = g~ (H™(s™)) =

m/n—(n—1)sm .
n+1-—nsm sip=1/2=¢

"{/q[pn — " — ps(pr—1 — gn=1)]

P ps(pr —gq) T 7
Ejemplo 1.26 Se puede hablar de una ley de reproduccion bernoulli en donde
la reproduccion de los individuos contempla dos casos: o tienen un sélo hijo o
ninguno con probabilidades ro y r1 respectivamente. Se asume que ro +11 =1y
r; = 0 para j # {0,1}. Para esta ley obtendremos su funcion generadora para la
n—ésima generacion.

Prueba:

fi(s) =Y s*P(Zy = k) = $"P(Z1 = 0) + sP(Zy = 1) = 1 + sr1.
k=0

Para Z,, empezaremos por calcular fl(z)(s) para tratar de encontrar un patrén

1(2)(5) = fi(ro+sr1) =ro+ (ro + sr1)r1 =ro + ror1 + sr%

Suponemos que se vale que f) =rg+rory +--- + ror?_l + srf, se sigue que

7O () = AGO(E) = falro +ror ++ rorl ™ 4 )

2 —1 n
=70 + (7" r + 7’“7“] + et + T Tn] + ST] )7']
2 3 mn +1
=T 07 ot T ror 81n

L f D (5) = 7 >io r T 4 st

1.8. Algunas consideraciones sobre distribuciones
estacionarias

Para concluir este capitulo dedicaremos esta tltima seccién al estudio de las
distribuciones estacionarias de una cadena de Markov. Recordaremos brevemente
las condiciones que se deben cumplir para que exista dicha distribucion y daremos
dos ejemplos ilustrativos de tales distribuciones. Mencionemos la definicién de
distribucién estacionaria

Definicién 1.27 Un vector de probabilidad m = (7;);cr es una distribucion esta-
cionaria de una Cadena de Markov {X,}n>0 si al tener matriz de transicion P
cumple que
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e 7, >0 para toda i € E
[ ] Z;.io’ﬂiil
e TP =

Sea {X,}n>0 una cadena de Markov con espacio de estados E y matriz de
transicion P.

Afirmacion 1.28 La existencia de un vector de probabilidad estacionario permite
que la cadena mantenga esta distribucion, si la distribucion inicial es precisamente
el vector de probabilidad invariante

Si X tiene a m como su distribucion estacionaria inicial entonces si y € FE

m(y) =PXo=y) =Y P(Xi=2Xo=y) = »_ P(X; =2z|Xo =y)P(Xo =)
zel zel

al suponer valido para n — 1 esto es w(y) = P(X,,—1 = y) se tiene que para n

(y) =P(Xp1=y) = Z P(X,, = x‘anl =y)P(X,1 =y) =P(X,, =)
zeE

de donde se concluye que la distribucién de X, es independiente de n. Supdéngamos
que ocurre lo contrario, esto es, que la distribucién de X,, es independiente de n.
Entonces la ley inicial 7y es tal que

T =P(Xo=y) =P(X1 =y) = Y _ mP(x,y) (1.41)
reE
Es significa que 7 es un vector estacionario. Por lo tanto, X,, es independiente
de n si y solo si la distribucién inicial es estacionaria.

Sea A C E. Definimos el tiempo de entrada a A como la variable aleatoria

T — mf{n>0:X,€A} si{n>1:X,€A}#0
A7 40 si{n>1:X,€A} =0

Esto es T4 denota la primera vez que la cadena entra al conjunto de estados A.
El siguiente teorema nos proporciona las requerimientos que tiene que tener una
cadena de Markov para que posea una distribucién estacionaria.

Teorema 1.29 Una cadena de Markov irreducible recurrente positiva tiene una
unica distribucion estacionaria © dada por

m(j) = — para toda j € E

donde m; = E(T;|Xo = z)
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Una detallada demostracion de este teorema se puede consultar en [CRUV04]
(Teorema 3.2.2). El objetivo de estudiar estas distribuciones es facilitar el calculo
de las matrices de transicién P™ para n > 1, en particular para valores grandes de
n gracias a que el comportamiento de la cadena en tiempos grandes se determina
con las herramientas desarrolladas con anterioridad.

Ejemplo de Distribuciéon Estacionaria: Cadena de Nacimiento y Muer-
te

A modo de ejemplo consideremos (X,,), >0 la Cadena de Nacimiento y Muerte
en N de donde si un individuo esta en el estado x la transicién a otro estado se da
bajo estas condiciones:

e Se da nacimiento a un individuo cuando la cadena avanza a x + 1
e La transicion del estado x a x — 1 corresponde a la muerte del individuo.

e Si no sucede ninguno de los eventos mencionados, el individuo permanece en
el estado z

De esta forma, las transiciones se pueden resumir como

¢z sSty=z-—1
Pla,y) =P(X1=y|Xo=2)=qr, siy=z
Py Siy=x+1

donde g, +r; + p, = 1 para toda = € N, supondremos ademas que p; y g, son
positivas para toda z € N

o Po 0 0 0
@1 1 pp 0 O
0 ¢ 71 p2 O
0 0 ¢ 713 p3

o o oo
o O oo
o O oo

Cuadro 1.1: Matriz de transiciéon de la Cadena de Nacimiento y Muerte

Esta cadena tiene amplias aplicaciones si interpretamos cada estado de transi-
cion como la poblacion de un sistema, un ejemplo puede ser la evolucién de genes
o cancer. Por otro lado, puede ser una heramienta para la construccién de otros
modelos de crecimiento poblacional diferentes al de BGW como lo son los mode-
los de Moran y el de Wright Fisher ®. Cade destacar que esta cadena en tiempo
continuo tiene una amplia aplicacién en la teoria de colas.

Shttp://bib.oxfordjournals.org/content /7,/1/70.full
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Encontraremos la distribucion estacionaria 7 de esta cadena. Dicho vector debe
cumplir con el siguiente sistema de ecuaciones

Ty =Y mP(,y) (1.42)
r=1
ro+po=18Siy =0 tenemos
7o = P(0,0)my + P(0,1)m = romo + 171
por lo cual
(1 —=ro)mo = q1m
y como g +po =1

(po + 10 — 10)T0 = 1M1 p1#0

= T = @ﬂ'o
q1

y paray > 1

Ty = Py—1Ty—1 + TyTy + Qy4 1Ty 41

(qy + 1y +Py)Ty = py—1Ty—1 + ryTy + Qyy17Ty41
por lo que obtenemos la siguiente relacién recursiva
Py—1Ty—1 + Qy+1Ty+1 = qyTy + PyTy

veamos el caso y =1

q1Po P1Po
PoTo + @22 = @171 + P11 = — 7o + o
q1 q1
de esta forma
P1Po
Ty = ——T qq2 # 0
q192

supondremos que se cumple para k + 1 € N y demostraremos para k + 2

DeTk + Qk4+2Tk+2 = Qk+1Tk+1 + Py+1Tk+1

PoP1 - - - Pk Po - - - PkPr+1
) + )

q1---qk+1 q1 .- -qk+1

= qk+1

gracias a la hipotesis de induccion, por lo que

bop1 - - Pk—-1 boP1 - --Pk Po---Pk+1
Pr——————T0 + Qr+2Tkt2 = mo + T
q1.--4k q1-- -9k q1---4k+1
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se sigue que

0 - Pk+1
p p+7r0

qQ---qrr2 #0
q1..-qg+2

Tk+2 =
Este vector tiene sus entradas no negativas. Definimos al vector 7 como
1 sij=0

LPoPi gy >
q1---qj+1 -

’/Tj:

De esta forma para toda j € N 7; = my©; Para encontrar la distribucién esta-
cionaria necesitamos dar condiciones de existencia y unicidad sobre ésta cadena. En
[PHS81| se demuestra que la cadena es recurrente si y s6losi 3572 % < o0, la
cual es una de las condiciones para que exista la distribucion estacionaria (Teorema,

1.29). Por lo que para aseverar que es la distribucién estacionaria de la cadena nos

oo
falta demostrar que ZZO:O Ty = 1’ para esto supongamos que Z M < 00,
=i Gnt

se sigue que

oo

1:§:7Tnzz Po-.-DPn To
n=0

"0 q1 - . ~Qn+1
1

ZOO Po---Pn
n=0 q1...qn+1

Por lo que el comportamiento de la cadena lo podemos conocer por medio de
la distribucién estacionaria

T —

e (3o )

Observacion 1.30 Si sucede el caso en que Y

T4l = para todan € N

o Po---Pj —
i=1 Gy = entonces ya que

expresamos a la distribucion invariante como m; = T conluimos que no existe la
distribucion estacionaria m

Cuando existe la distribucion estacionaria de una cadena, no necesariamente
es Unica como lo muestra el siguiente ejemplo

Ejemplo de Distribucién estacionaria que no es tnica: Urna de Eh-
renfest T. Ehrenfest propuso este modelo para estudiar el intercambio de calor
o de gases entre dos cuerpos aislados. Supongamos que tenemos dos cajas Cy y
Cs, en ellas estan distribuidas d bolas numeradas. En cada paso la dindmica es la
siguiente: se elije un namero al azar entre {0,...,d}, (la probabilidad de escoger
cada nimero es é) se observa en cual cual urna esta la bola con el nimero elegido
y se cambia de urna. Sea X,, el nimero de bolas al tiempo n en la caja C;. Es facil
ver que {X,,}n>0 es una cadena de Markov. Para calcular su matriz de transicion
supongamos que hay x bolas en la caja C; al tiempo n. Entonces con probabilidad
Z la bola sera escogida en el n + 1-ésimo ensayo, por lo que habrd x — 1 bolas al
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tiempo n + 1 en C;. De manera analoga con probabilidad % la bola elegida en

la n 4 1-ésima prueba de trasladard de Cy a Cq, con un total de x 4+ 1 bolas al
tiempo n + 1. Por lo tanto

g siy=x—1
Plz,y)=¢1-2 siy=x+1
0 e.0.C.

01 0 0 0000
L0 % 0 0000
02 0 <2 0000

Cuadro 1.2: Matriz de transicion de la Urna de Ehrenfest

Veamos que la distribucién estacionaria en este caso no es tnica. Para esto
calculemos el vector invariante m para d = 3

O owr O
QW O
= owhh O
ow— O O

Cuadro 1.3: Matriz de transicién cuando d = 3

1N

. . _ 1 _
Observamos que es una cadena de nacimiento y muerte con ¢, = 5y pz = y
T

r, =0 para x = 1,2 con mg = 1 por lo desarrollado con anterioridad los valore
son

wn w

3
i
|
wlm| =
I
w
)
o
|

T3 =

3
al ser la suma >0 _ BoPiP2ps _ 1 Jog yalores del vector 7 son
n=0 q192q3q4 8’

Observemos lo siguiente. Al iniciar en el estado cero en un niumero par de pasos
se puede estar en los estados 0 y 2 y en un ntamero impar en el 1 y 3. Observemos



1.8. ALGUNAS CONSIDERACIONES SOBRE DISTRIBUCIONES ESTACIONARIAS 35

que en este caso P(x,z) = 0 para x impar y se puede demostrar que P"(z,z) =0
para n impar. Por lo que

nl;ngo P*(z,2) =0=m,
Por lo anterior el limite lim,,_,, P(X,, = y|Xo = ) no existe y esto implica que
no hay una tnica distribucién estacionaria para este ejemplo.
Debido a que el proceso de ramificacion de BGW no es una cadena recurrente
positiva por tener un estado absorbente y los demés transitorios, es evidente que
no tendrd distribucién estacionaria como lo vemos en la siguiente proposiciéon

Proposiciéon 1.31 El proceso de BGW tiene como distribucion estacionaria la
que asigna uno al cero (en ocasiones denominada distribucion de Dirac en cero)
mo=1ym =0st7>1:

Demostraciéon. La prueba se hara por reduccién al absurdo. Supongamos que
7 es una distribucién estacionaria del BGW. Por lo desarrollado anteriormente,
esta es una ley que es invariante sobre la dinamica de reproduccién i.e. sobre las
generaciones. Lo que implica que si la ley de Z; es 7, entonces para cada tiempo
n la ley de Z,, se queda igual a 7; en particular

mo=P(Z1 =0)=P(Z =0,Q) = > P(Z1 =0, % =)

1=0
= P(Z1=0Zy =i)P(Zo = i) = > _(r")(0)m;
1=0 =0

(To)iﬂ'z‘ > T

o

N
I
=)

la quinta igualdad se debe al uso de la propiedad de ramificaciéon, por otra parte,
recordemos que el valor (7**)(0) denota la i-ésima convolucion del vector r valuado

en cero, la cual es por definiciéon E Thy' Tk, de aqui se deduce que todos
ki+...k;=0
los indices k; son cero paral =1,...,7y se concluye que dicha convolucién no es

mas que 7o 7o+ - - 7o = (r0) y asf llegamos a la tiltima igualdad. Como consecuencia
Y
1-veces
de los supuestos que hicimos en la Observacion (1.1) se obtiene una contradicién,
por lo que concluimos que 7m; = 0 para toda i # 0 y al ser m un vector de proba-
blidad, tenemos my = 1.0J

Por lo que para conocer el comportamiento del proceso para una n grande no
se puede obtener por medio de esta teoria. Esta problematica sera tema de nuestro
interés en el siguiente capitulo.






CAPITULO 2

Distribuciones Cuasi-estacionarias y Q;procesos

Nuestro propésito en este capitulo es estudiar el comportamiento asintético de
la poblacién a lo largo del tiempo en base al proceso de ramificacion de Bienaymé-
Galton-Watson, para este fin nos enfocaremos en poblaciones que tienen una tasa
de reproduccion pu < 1 (caso subcritico) y que no presentan inmigracion, bajo estos
supuestos la competencia por los recursos limitados lleva a que la poblacién esté
predestinada a extinguirse, conclusién que se conoce de antemano gracias a la teo-
ria del capitulo anterior. De esta manera en tiempo finito se tendran 0 individuos
en alguna generacién y al ser éste el tinico estado absorbente, todo el proceso de
ramificacién muere.

Sin embargo, el tiempo de extincién puede ser considerablemente grande para
el tiempo de escala de los seres humanos y esto provoca que al momento de estu-
diar la dindmica de algunas poblaciones, éstas oscilen sobre ciertos valores por un
tiempo considerable antes de su inminente extincién.

La primera herramienta con la que podriamos estudiar éste fenémeno es por medio
de la distribucién estacionaria del BGW y analizar su comportamiento a lo largo
del tiempo, sin embargo recordemos que en el capitulo anterior se verificoé que la
tnica distribucion estacionaria m del proceso de BGW es la distribucién de Dirac
en cero. Debido a que esta distribucién aporta nula informacion sobre la dinamica
de la poblacién, tendremos que desarrollar mas teoria para responder a preguntas
como:

1. Dada una ley de reproduccién r. ; Cuél es la probabilidad de que la poblacion
sobreviva a un tiempo n?

2. Una vez establecida dicha probabilidad, ;Cémo se distribuye?

37
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3. ;Existen trayectorias que nunca alcancen el estado absorbente?, y de llegar
a existir ;Cudl es su ley?

Lo que puedan arrojar estas respuestas pueden reflejar ciertos comportamientos
en la naturaleza; ya que se conoce de algunas especies que se encuentran en peligro
de extincién y logran estabilizar algunos rasgos biologicos como sucede con la ser-
piente de cascabel de canto-olfateo del Sur de Arizona Crotalius Willardi Willardi
[Mé109].

2.1. Distribuciones cuasi-estacionarias y Limite de
Yaglom

Para dar respuesta a la primera pregunta, haremos uso de las denominadas
distribuciones cuasi-estacionarias que no es mas que la probabilidad condicional
de tener ¢ individuos al tiempo n dada la no extincién del proceso. También tienen
la propiedad de ser distribuciones estacionarias sobre los estados transitorios.

Definicién 2.1 Decimos que una ley de probabilidad = (7;);>1 es cuasi-
estactonaria para una Cadena de Markov (X,,)n>0 si al tener Xo ley © entonces
para toda n > 1

P(X, = j|X,>0)=¢ je{1,2,3...} (2.1)

Por otro lado se puede estudiar la probabilidad condicionada a la no extincién
conforme n crece. De existir dicho limite se conoce como limite de Yaglom' y se
define como sigue

Definicién 2.2 Sea (X,,)n>0 una cadena de Markov, definimos el limite de Ya-
glom como una distribucion de probabilidad v la cual para cada j € {1,2,...}
cumple con

vj = lim P(X, = j|X, >0) (2.2)

n—oo

Observacion 2.3 Si partimos de una Cadena de Markov X que tiene una distri-
bucion T que es cuasi-estacionaria, entonces el correspondiente limite de Yaglom
existe y es igual a 7.

Relacionaremos estos conceptos con el proceso de BGW a través del siguiente teo-
rema que nos da las condiciones necesarias sobre el proceso para que exista dicha
ley, asi como la existencia del limite de Yaglom, que es la distribucién cuasiesta-
cionaria asociada al proceso.

Teorema 2.4 Si (Z,)n>0 es un proceso de BGW subcritico y no degenerado, con
ley de reproduccion r= (1;);>0 y generadora de probabilidades f1. Entonces eziste
el limite de Yaglom 7 definido en (2.2) el cual es una distribucion cuasiestacionaria

! Akiva Moiseevich Yaglom (1921-2007). Matematico ruso quien fue el primero en estudiar
éste tipo de limite.
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para el proceso. Ademds, sif es la funcion generadora de la ley = (7;);>1 se tiene
que

A B 1— fu(s)
fn(s) =1— = £,00) (2.3)
y para toda s € [0,1], 1— fo fi(s) = u(l — f(s)). (2.4)

Demostraciéon. La demostracion del teorema tendra cinco etapas:

1) Construccion de la ley 7 a través de una sucesion de generadoras de proba-
bilidades condicionadas

2) Probar que dicha sucesion es no decreciente y acotada en el intervalo [0, 1],
por lo que el limite f existe.

3) Obtener la ecuacion (2.4)
4) Justificar que f (s) es la funcion generadora de la distribucion de Yaglom
5) Verificar que la distribucion 7 = (#;)$2, es cuasi-estacionaria.

1) Definimos

fa(s) = E(s%"|Z, > 0) (2.5)
Demostraremos que el limite de esta sucesion existe. De acuerdo a (2.5)
E(s%"1{z,>0})
E(s7"Zp > 0) = —————~
(s )= Bz, >0)

Si se obtienen complementos

E(s%"(1 = 1;z,-0}))

1-P(Z, =0)
_ E(s7") —E(s”"1(2,-0)
1-P(Z, =0)

Observese que
E(s7"11z,—0y) = B(s"11z,-0}) = E(1{z,=0}) = P(Zn = 0) = fn(0)

Por lo que nuestra sucesiéon de esperanzas condicionales puede estar descrita en
términos de la generadora de probabilidades de Z,,, es decir

Fe) = D) = Inl0) 1= fal0) 14 uls) 1 )

l_fn(o) 1_fn(0) T 1_fn(0)
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2) Veremos que esta sucesion de funciones (f,, )52, es acotada para s en el intervalo
[0,1]. Ya que la generadora f,(s) es una funcién no decreciente por (1.6)

fn(0) < fu(s)
1= fu(s) <1—f,(0)

] 1 - fn(s)
1-— <1
se sigue que 1 — fn(s) < 1, es decir f,(s) > 0. Para encontrar la cota superior
veamos que al ser 0 < f,(s) < 1 para s € [0,1] se sigue que 0 < 1 — f,,(s) y de
esta forma concluimos que

Fuls) =1— 1:;:28% <1
Mostraremos que (1 — n(s)) 0071 cumple con ser una sucesiéon mondtona creciente
para toda s € [0,1] "
f (s) = L — fny1(s) (1_fn(5)) (1_fn(0 >
T T T = £001(0) \1 = fuls) ) \1 = £a(0)
~ha() (1260 (1-46))
L= fa(s) \1- fn+1(0 fn(0)
> l_fn+1 ( 1- (0) ) ( fn(s)>
B l_fn 1- fn+1(0 1_fn(0)
_1-=fals) )
B 1 _fn( ) =1 f ( )

para la cuarta desigualdad anterior se utilizé que la funcién A : [0, 1] — R definida
como h(u) = L f(“) es creciente lo cual es consecuencia de la Observacién 1.9 del
Capitulo 1. Esta propledad nos permite afirmar que h(f,(s)) > h(f,(0)), es decir

1_fn+1(5) > l_fn+1(0)
L—fu(s) = 1= fa(0)

y eso da la cuarta desigualdad. Hemos probado que 1 > Gp4+1(s) > Gp(s) con
Gn(s) = 1:){”%33 y esto para toda n € N. Luego lim,,_,, G, (s) existe y es menor
o igual a uno.

. 1—
o lim f(s)=1— lim

n— oo n—oo 1 — fn(())

Denotamos a su limite como
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3) Para mostrar la ecuacion (2.4)

. (1—fn(f $) 1 1a(0) )

Escrito de esta forma reconocemos el primer limite como la composiciéon 1 — f o
f(s) y en el segundo hacemos uso de que el proceso es subcritico y se cumple
lim;, 00 frn(0) = lim,, oo P(Z,, = 0) = 1, podemos realizar un cambio de variable

1_fn(0) ; 1—u

lim ————— =1

Este limite es la inversa de la derivada de f; valuada en 1, si llamamos a la media
1

Al Despejar obtenemos la ecuacion deseada.

4) Ahora veamos que f (s) es la funciéon generadora de la distribucion de Yaglom
definida en (2.2)

R R Y fn(s)_fn(o)
Hs) = lim ===

. = 5(P(Z, =i)) - P(Z, =0)
m Z 1-P(Z, = 0)

= s'P(Z, =i, Zy, > 0)
_ oy , ,
oo Z P(Z, > 0)

= nh_}rréoz;s P(Z, =i|Z, > 0)
1=

la tercera igualdad es resultado del valor para i = 0, i.e.

sO(P(Z, = 0) — P(Z, = 0)
P(Z, > 0)

=0
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y al hecho de que para ¢ > 1, {Z, = i} C {Z, > 0} lo que implica que
{Z, > 0,Z, =i} = {Z, = i}. Se sigue de la definicién de probabilidad con-
dicional la ultima igualdad. Ahora bien, por ser la expresién anterior una serie
de potencias sabemos que converge uniformemente sobre s € [—1,1], entonces
podemos intercambiar el limite y la suma

=> ' lim P(Z, =i|Z, > 0)

asi  f(s) = Z 57y

i>1

5) Solo nos resta probar que la distribucion 7 = (#;)$2; es cuasi-estacionaria.
Para esto, usaremos la notaciéon P; para hablar de la ley P(-|Zy ~ 7), es de-
o0

cir Pp(A) = >~ P(A|Zy = 4)7; y la propiedad de ramificacién para obtener la
funcién generadora del proceso cuando se inicia con 4 individuos, es decir

Pi(Z1 = 0) = P(Z, = 0|Zy ~ #)
— ZP(Z1 =0|Zy = i)P(Zy = i)

i>1

= P(Z1 =0|Zy = i)i;
i>1

= (ro)'w;
i>1

P#(Z1 = 0) = f(ro)

en la tercera igualdad se utiliz6 que P(Z; = 0|Zy = i) es la probabilidad de
que ¢ individuos no tengan descendencia y conocemos su valor que es P(Z; =
0|Zo = i) = (r**)(0), pero por lo demostrado en la Proposicién 1.31 sabemos que
dicha convolucion es (rg)® por lo que se sigue que dicha serie es la generadora de
probabilidades f calculada en dicho valor Ps(Z; = 0) = f(rq). Ahora calculemos
la generadora de Z; bajo P;

Eq(s71) = R(E(s%1|Zy > 0))

ZZEZ:SH z{:PKZﬁ::7ﬂ2%1:i)ﬁ
n=0

i>1
=> <Z S"P(Z1 = n|Zy = i)) s
i>1 \n=0

= (f1(s))'#

i>1

= f(f1(5))
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el intercambio de la sumas se justifica por el teorema de Fubini. La propiedad de
ramificacién se usa en la expresion en paréntesis de la tercera igualdad para asi
obtener la generadora de probabilidades de la variable Z;. Ahora

Ef-(]. Z,>0 SZI)
Ee (s 21 > 0) = ﬁ
r
#(s71(1 = 1yz,—0}))
1-— IPf-(Zl = 0)
E;(s%1) — Ee (5142, -0})
1—P:(Z; = 0)

_ f(f1(8))A— f(ro) (2.6)
1— f(ro)

en la segunda igualdad se obtienen los complementos de la primera expresion de
esta esperanza condicional. Por otra parte al aplicar (2.4) y el hecho que f1(0) =g

~ ~

1= f(f1(0)) = (1 = £(0))

1= f(ro) = u(1—-0) porque 7 = f(0) = nlingom -

1—fofi(s

o
1

~—

1- f(s)

Con (2.7) vimos que para i € {1,2,...} sucede que P(Z; =i|Z; > 0,Zyg ~ ) = ¥
y por ser el BGW una Cadena de Markov P(Z; = i|Z; > 0) = ;. La demostracion
para Z, con n > 1 es semejante. []

Observacion 2.5 FEste teorema nos indica que en el proceso de BGW subcritico, el
limite de Yaglom existe y es igual a la distribucion cuasi-estacionaria. En general
el limite de Yaglom es una distribucion cuasi-estacionaria pero el reciproco no
siempre se cumple (véase [Mél09])
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2.1.1. Ejemplos

En esta seccion haremos el cédlculo de dos distribuciones cuasiestacionarias, en
los cuales se puede obtener explicitamente la n-ésima funcién generadora

1. Distribucién geométrica(q). Si X tiene ésta distribucién se calcul6 en el ca-
pitulo anterior la funcién generadora para Z,, es

n—(n—1)s .

_— =1/2 =

n+1—ns SLp / 4
fnl(s) = ) )

qp" —q" —ps(p" —q"" .

v ( 1 ipsq

prtl — gt —ps(p™ — qn)

El caso subcritico se presenta cuando % < lestoessip> % Haremos el

célculo de la funcién generadora f en este caso y para esto reescribimos a la
expresion anterior de la siguiente manera (se divide numerador y denomina-
dor entre ¢"*1)

Pyn _ (Pyng 4 Dg _
@)= ()s+Es—1

- (i;j)nJrl _ (%)nJrl 4 %s -1

l—s)+Es—1
(I-s)+Es—1

para facilitar la notacién escribiremos ¢ := g

"(1—s)+es—1

fn(s) = (1 —s)+es—1
Asi al evaluar en cero f,(0) = C+171 y de acuerdo a (2.3)
cn —
c"(1—s)4cs—1 e —
2 fn(s) - fn(o) c”+(1(1—)s)+cs—1 - c"+1—11
fn(S) = 1— f (0) = 1— cn—1
n onFI_—q

(e =D = 1)(c"(1—8)+cs—1) — (" = 1)(c"TH1 — 8) + cs — 1)]

(et —1D)er(e—1)(ent (1 —5)+es—1)

c"s(c? +1—2¢)
cles(c— et 4 —1) + (et — e — 1) + 1]

y al factorizar se termina con

. B s(1—c¢)?
fuls) = csfc(1—c) = (L—¢)] —c[c"(1—c)+1] +1
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sabemos que si aplicamos limite cuando n tiende a infinito, se tiene la gene-
radora f

5) = lim (1-c)”
1(s) nlaoo(cs[c”(lc)(10)]c(cn(lc)+1)+l>

Por encontrarnos en el caso subcritico lim,, .., ¢ = limnqoo(fll)” = 0, con-
cluimos que

fl)= 2129

que es la funciéon generadora de una distribucion geométrica de parametro
1l—c=1- B de esta manera la distribucién cuasiestacionaria 7 esta dada
por

=1 —c) ()it =(1-B)E) parai>1
q q
2. Distribucién fraccional lineal. Se elabord en el capitulo 1 la generadora de
probabilidades de esta distribucion y la probabilidad de extincién. En esta
seccion obtendremos la funcién generadora para la n-ésima generacion para
después calcular el limite de Yaglom. De la generadora de probabilidades de
esta distribucion (ecuacion (1.38)) se sigue que si u € [—1,1]

1-0 sb 1-0 ub
fo) = ) = T T P T T T w
_ sb(1 — up) — (ub)(1 — sp) _ b(s — u)
(1 =sp)(1 — up) (1 —sp)(1 — up)
b(s—v)

de manera anéloga si v € [-1,1] f(s) — f(v) = T=sp) iy ¥ resultado de
hacer el cociente

b(s—u)

fls) = f(w) _ T=sma—wm _ (s —u)(1—vp)
fls) = flv) e (s —v)(1 - up)

(1—sp)(1—vp)

(2.8)

b_
(1 p)
tomamos u =17y v = 1 se tiene para u # 1 en (2.8)

si recordamos que 7 = es la probabilidad de extincién en este caso y

f(s) — (s—n)(1—p)
) =1~ (s— D)1= ) (29)
l—p _f(s)—m s—=1_f(s)—mn(f(s)—1\"
MeEOT T e =1 sy -7 ( s—1 >

al aplicar el limite cuando s tiende a 1 se tiene por la existencia del limite
del producto

L-p (o SO =0\ (o f& -1\ L
1—pn s=1 s—mn s—»1 s—1 o



46

2. DiISTRIBUCIONES CUASI-ESTACIONARIAS Y Q—PROCESOS

por lo que al sustituir en (2.9) ;E:;:;’ = u(iizn)‘ Afirmamos que
n — 11—
fa(s)=m 1 1-p (2.10)

fals)=1  pl—pn

la cual probaremos por induccién, al suponer valido para n

foia1(s)=m _ folf(s))=m 1 fls)=n 1 s—n
fora(s) =1 fulf(s)) —s  pm fls) =1 prtt s—1

al despejar de (2.10) se obtiene

w0 = D 1)

se puede manipular (2.11) para tener la expresion que se encuentra en [Har63]

n _ _(s=m)
_pMs—1)—(s=m) "1~ -
fals) = pr(s—1)—(s—n) 11— Lls=n
pm(s—1)
(s—=m)
T = R A R S
o _ _(s=m) B __(s—m)
- o6n - o6n
Y A € /)1 C Rt Y Y T € el )l Gt
s(ut —1) +n—pr pr—mn—s(p"—1)
Y e/ B k)
pr—mn ot —n—s(p"—1)
s—1

pr(l—m) (u"—n)(s—1)
pr=mn pt—n—s(pr—1)
ptl—m) p"(s—1)—n(s—1)+s—s

pn = pt—n—s(p"—1)
o) (Aom)s — (- pts —nts)
pr = pr—mn—s(um—1)
ps(l=m? _ nq o\t —p"s—nts
=14 K0 ) B =n

pr—n—s(u"—1)

2
n S 177
u(l—n)+“ (u —n>

n __ pun—1
pt=n =55

por lo tanto  f,(s) =1—

Finalmente para calcular la distribucién estacionaria sélo resta calcular

1— p"(1=n) 4 u 9(;LI"—]W)Q —14+ p"(1=n)

¢ o fn(s) - fn(o) o wr=n 1*85::7,:] ur=mn
fn(s) = 1— fn(s) - 1_ (1 B Hn@,m)
=

(Z"_n)} L=
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®
—~

(-3)

al aplicar el limite cuando n crece y al estar en el caso subcritico f (s) =
7

que es la funcién generadora de una distribucién geométrica con parametro
por lo tanto en el caso fraccional lineal

1 1\
?’i:(l—> () para i > 1
Ui Ui

2.2. Q-procesos

Para responder a la pregunta sobre la existencia de trayectorias que nunca
llegan al estado absorbente, que se traduce en calcular la probabilidad conforme
k crece de

P(X,, = | Xpsp > 0) (2.12)

tomamos como referencias a [Mél09] y [Roe] donde se menciona que ésta probabi-
lidad converge a una medida de probabilidad que de aqui en adelante denotaremos
PT en el sentido de las distribuciones finito dimensionales: si fijamos una j, 7 en los
naturales el vector de probabilidad (P(X,, = 1| Xp4x > 0),...,P(X,, = j|Xntr >
0)) nos permite conocer como se comporta todo el proceso si k crece y este es igual
en distribucion al vector (PT(X, = 1),...,PT(X,, = j)). A este nuevo proceso se
conoce en la literatura como @-proceso que definimos como sigue

Definicién 2.6 Sea X := (X,,)n>0 una cadena de Markov con espacio de estados
sobre los enteros positivos, con el O como estado absorbente. El proceso condicio-
nado a la no estincion en (2.12) converge cuando k — oo a un limite PT que
llamaremos Q-proceso el cual es una medida de probabilidad definida como

PY(X, =j) = Jim. P(X,, = j|Xnix > 0) (2.13)

Otra forma de definir a este proceso lo encontramos en [Mél09], que utiliza la
variable aleatoria del tiempo de extincion.

To = inf{n >0 : Z, =0}
Asi, la definicion de un Q-proceso se puede estudiar como

PN(X, =j) = Jim P(X, = j|Ty > k) (2.14)

Para la relacién del Q-proceso con el BGW necesitaremos un lema? el cual estd
relacionado con la estimacion que di6 Kolmogorov (véase [Roe]) sobre el compor-
tamiento asintotico de la poblacion.?

2La referencia que tomamos para la demostracion de este lema fue V.A. Vatu-
tin. Branching Processes and their Applications, Notas, 2005, Cf. http://ismi.math.uni-
frankfurt.de /vatutin/BranchingProcIndex. shtml
g(h)

3Se utilizara la notacién habitual de que una funcién real g es o(h) si limn— 0o oo =0
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Lema 2.7 Sea H(s ths una generadora de probabilidades y 6 € (0,1)
k=0

entonces / (1-H(1—-9))dr < oo siy sdlo si th logk < oo
1 k=1

Demostracion. Sea d = e~ ® con a > 0, es claro que cumple con estar entre
cero y uno. Entonces

/100(1 — H(1l - e *%))dz = é/l_d 1AW Iflily)dy -

1 Y1 - H(y) 1209 _ H(y)
a(/o Ly dy*/o Ly dy)

Luego

1-6 1-6 1-§
1—H(y) / dy 1/ 1-¢
—2dy < — < = dy= —— < 0
/0 1y V=) 1y~ Y 0

La primera igualdad surge del cambio de variable y = 1 — §*. Si nos enfocamos

1-6

1-H

en / li(y)dy al ser H no decreciente entonces se sigue que H(y) > 0
0 -y

y 1 — H(y) < 1. La penaltima desigualdad se obtiene de que la funcion g(y) :

[0,1 — 6] — R definida como g(y) = ﬁ es no decreciente con § como va-

lor maximo en el intervalo [0,1 — §]. Nos interesa saber bajo que condiciones

1-H

/ li(y)dy < 00, para esto al integrando lo podemos ver como una nueva
0 -y

generadora de probabilidades y de esta forma tener una serie geométrica

1— H(y) _ leio hy —ZZOZO ykhk _ Z (1 *yk)hk
Ly Ly = l-v
k—1
—thzyj
7=0

finalmente al integrar con respecto a y, gracias al teorema de convergencia domi-
nada debido a que los sumandos estan acotados

/01—y Zh;):'ozzo

1
]+2

"y,

1 1
Si tomamos a z € [j + 1,5 + 2], < — < —— y al sumar sobre j =1,...,k
x

j+1

SH

oo
g;m
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e’} k s}
Asi concluimos que concluimos que h log k lo cual prueba
q q ;; kj by +1 ;:: » log p

que la integral es finita si y sélo si Z hilogk < oo O
k=1

Corolario 2.8 Bajo las hipdtesis del Lema 2.7 Z[l —H(1-46)] < oo siy sdlo
n=0

si th logk < o0
k=1

Demostracién. Tomemos z € [n,n + 1], si § € (0,1) esto implica que 6"+ <
6% < 6™ y como H es no decreciente para valores entre cero y uno es facil ver que

I-H1-6""M<1-H1-6")<1-H(1-¢6")

al integrar sobre el intervalo [n,n + 1]
n+1
1— H(1—6"h g/ 1—-H(1—-6")de <1—-H(1-4)

si ahora sumamos de n = 1 a infinito se tiene que

(1—6"t1) Z/ [1— H(1—d%)] i1 H(1—6§"))

2
i — H(1—6")) g/ [1—H(1-6%)] i H(1—6"))
= 1 ot

En consecuencia

iu —H(1—-6") - /oo 1— H(1—6%)dx < iu —H(1—6") —1+H(1 -
n=1 1 n=1

Ahora bien, por el Lema (2.7) sabemos que dicha integral es finita si y solo si

Y peq hi log k converge. Por lo que al asumir que se cumple dicha condicion multi-

plicamos por (—1) la segunda desigualdad anterior y sumamos y -, (1—H(1—6"))

en ambos lados de la desigualdad para obtener la tercera desigualdad. Observe-

mos que el ultimo término de la desigualdad al ser una suma telescopica es igual
—H(1-6) <1—H(1—-¢). En consecuencia

< iu —H(1—6")] <1—H(1-0) +/°°[1 — H(1 - §%)]dz
1

por lo que Z[l —H(1—-6")] < cosiy solo si Z hilog k < co. Una vez estable-
n=1 k=1

cida esta convergencia ya que sblo estamos sumando un término més la serie que
oo

inicia con n = 0 converge. Concluimos que Z[l —H(1-M]<ooO
n=0
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Para una sucesién de numeros reales se da la convergencia de un producto infinito
si el limite existe y no es cero, trabajaremos con la siguiente proposicién cuya
demostracion se puede consultar en [Bré9l] pag. 422

Proposiciéon 2.9 Sea {a,}n>1 una sucesion de nimeros reales sobre el intervalo
[0,1)

o Siy > an < oo entonces lim, oo [[}_(1—ax) >0

o Si > > an =00 entonces lim, o [[1_,(1 —ax) =0
Teorema 2.10 Sea Z = (Z,)n>0 un proceso de BGW con media 1 < 1 y funcion
generadora f1 entonces son equivalentes

1. emiste ¢ > 0 tal que

Qn =P(Z, > 0) «~ cu™(1+0(1)) (2.15)

E(X{log* X{) =E(Zilog" Z1) = pjjlogj < oo.t.

j=1

Demostraciéon. Sea H(s) = lu_({i(j)), donde f; es la generadora de probabili-

dades de Z; entonces

u(l = s) p(l = s)
e’} . o) j—1
1 1—s 1 E
:727"]1 - ==y s
Mj:l -8 'uj:1 k=0

i sk f: T (2.16)

e o . . E;ikﬂ i
La ultima igualdad se debe al uso del teorema de Fubini. Si definimos a by, = —————
o
se sigue que
o , 1 1
0< hk _ Z]=k+1 Tj _ P(Xl T k) — OED(XI >1k) <1 (217)
H E(X7) > ko P(X1 > k)

En consecuencia Y o hgs® < Y77, sF < 1 para s € [0,1]. Es decir H(s) es una
funcién generadora de probabilidades. Ademés

1- fn+1(5)

4Denotamos por log™ (z) = méx(0, log(z))

1= fuy1(s) = (1 = fu(s)) = p(1 = fu(8))H(fn(s))
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donde f,(s) es la generadora de probabilidades de Z,,. Al evaluar en s =0, 1—

fa41(0) = p(1 = fa(0))H(f,(0)), de esta forma al usar Qu+1 = 1 — fns1(0)
tenemos la siguiente expresion

QnJrl = MQnH(fn(O»

Qn

y al dividir entre p"*! y definir ¢, = —

n

Qny1 Qn
pntl B ur

H(fn(0)) = cn41 = cnH(fn(0))

Asi establecemos una relacion recursiva. En consecuencia ¢, se puede determi-
n—1

nar como ¢, = H H(£;(0)). Lo que nos ocupa es determinar cuando ¢ := lim ¢,
n—oo
1=1

existe, para esto si llamamos a u; = H(f;(0)). De acuerdo a la Definicion 2.9 si

Zvl Z — H(fi(0))] < o0 entonces H(ul) converge (2.18)

=1 =1

para todo subintervalo de [-1,1]. Para esto acotamos el término 1 — f;(0) para toda
1€{0,...,n— 1} como sigue

1- £i(0) =P(Z > 0) <E(Z) ==
por otro lado, apoyandonos en que el proceso es no degenerado r; > 0 por lo que
1—£1(00)=P(Z>0)>P(Z1=1,Z2=1,...,Z;1=1)

Zk—1
de donde si Z;_1 = 1 entonces Z; = Z Xk Xf para k =1,2...,1, se concluye

que
P(Zy=1,Z=1,....2=1) =P(J[ X{ = 1) = [[P(X{ = 1) = (1 = £i(0))" := &

se sigue que 63 < 1 — f;(0) < 41, y por la monotonia de H(s)

o0

S0 = (- 8] < Y1~ H(AO)] < 3001 - H(1 = 5))

=0 =0 =0
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de la cual para demostar que la expresiéon de en medio converge basta demostrar

que Z[l — H(1 — 6%)] < 0o. Deacuerdo al Colorario 2.8 esto sucede si y solo si
1=0

Z hi log k < oo, ademaés
k=1

oo oo

[e'e] o0 Jj—1
thlogk:lz Z rjlogk::erjZlogk:
k=1 k=1

=1 =kt K3

o
< pjjlogj < oo
j=1

en la primera igualdad se uso de la ecuacion (2.17) y en la segunda se hizo un
j—1

cambio en la suma. Debido a que Z log k es una suma finita y la funcién logaritmo
k=1

es no decreciente podemos acotar la suma por jlog j, finalmente se definié p; = %’

o0
la cual es menor a uno ya que p = Zj]P’(Xll =j)= erj. Por lo que aseguar la

j=1 j=1
oo o0
convergencia de Z[l — H(f;(0))] se da si y sélo si ijj log j < co. Se sigue que
1=1 j=1
o0 ’ o0
si ijjlogj < 00, entonces por la ecuaciéon (2.18) el producto H(ul) converge
j=1 =1

y nos lleva a afirmar que el limite de ¢ existe. Por lo tanto existe una ¢ > 0 tal que

) n P(Z, > 0)
c= lim — = lim ——
n—oo MM n—o00 M"
O
Las aproximaciones arrojadas de los lemas anteriores se emplearan en la de-
mostracion del siguiente teorema que asocia al Q-proceso con el BGW a través de
la medida probabilidad P pero asociada a una nueva cadena de Markov la cual se
define como sigue

Teorema 2.11 Sea (Z,,)n>0 un proceso de BGW subcritico y no degenerado, con
funcion generadora f1 donde se cumple Z;’;l(j log j)r; < oco. Eziste una cadena

de Markov Z" := (Z)),>0 homogénea con espacio de estados E = {1,2,...} y la
matriz de transicion de n pasos verifica

(PI)™ =P(Z] = j|Z5 =) = %P-”- (2.19)

Mn 2,7

Donde Pi(,?) esta dada por (1.1)
Demostracion.

P(Zn = 34,20 =i, Zpyr > 0)
P(Zy =i, Znyr > 0)

]P(Zn = j|Z0 == i7Zn+k > 0) =
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por la regla de Bayes

_ P(Zuss > 0120 = . Zo = )P(Zn = §120 = )P(Zo = )
]P)(Zn+k > O‘ZO = Z)]P(Zo = Z)

por la Proposicién 1.4

P(Z, > 0|2y = j)P(Z,, = j|Zo = 1)

P(Zy = j|Znsx > 0) = 1= (furx(0))

(2.20)

de esta forma,

[1— (0P
1= (fa+x(0))?
Encontraremos una expresion para la expresién anterior y asi justificar la existencia

de su limite cuando k crece. A partir del Teorema 2.10 podemos encontrar una
aproximacion en funcién de k

]P)(Zn = ]‘ZO - i, Zn+k > O) =

L= (0 1= (1= ety
1= (a0~ T (1= o)

Notemos lo siguiente

(-afy =3 () oty =1 e+ > (7)o

=0

como la media p es menor a 1, la suma la podemos hacer arbitrariamente
pequeiia. Afirmamos que (cu*)? es o(h) para j = 2,3,... porque limy,_,q (Chhk)J =
¢ limy, 0 h*=1) = 0y como la suma de funciones o(h) es también o(h) se tiene que
(1—cp®) = 1—jeu® +o(h). De la misma manera (1 —cu %)t = 1 —icu™** +o(h)
por lo que

L= (f(0) 1= (L—jep* +o(h)) _ jeu* +o(h)
L= UnraO)) T (L—iep ™ 4 o(h))  iep™™ + ofh)

si aplicamos limite cuando h tiende a cero concluimos que

L= (fu(0) _ j
L= (furr(0)F "

Por lo tanto el Q-proceso existe y de hecho conocemos su valor que es

Jim P(Z, = j|Zo = i, Zosr > 0) : = P(Z) = j|Z] = i)
—00

_ P g L= k(O
= b = 0y
_ Lp(ﬂ)

mm ,J
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Por tltimo nos queda demostrar que Z' es una cadena de Markov

P(Zpi1 =3, Z1=14,...,20 =ip)

P =12 =t 2o = o) = ——pz g —7 3

Debido a que {Z,1; > 0} € {Znq14x > 0}

_ Pl =4 Z =i, Z0 =0, Znsik > 0)
]P(Zl =1...,0)= iO7Zn+l+k > 0)
P(Zn+l :j|Zl =1,...,00 = io) :P(ZrH»l :]|Zl =1,...,00 = io,Zn+l+k > 0)

entonces

de la regla de Bayes se sigue que

— ]P)(Zn+l+k > 0|Z’I’L+l = j? Zl = i7 sy ZO = ZO)]P)(ZTL+I = j) ZnJrkfl = i7 ey ZO = ZO)
P(Znsion > O|Z1 =i ..., Z0 = i0)P(Z1 =i ..., Zo = i)

como el BGW es una Cadena de Markov homogénea

. P(Zn+l+k > 0|Zn+l = j)P(Zn+l = lel =1,...,00 = io)]P(Zl =1,...,00 = io)
o P(Zn—i-l—l-k > 0|Zl = Z)P(Zl = i, ey Zo = io)

 P(Znsk > 0|2y = iYP(Zy = j|Z0 = i)

N ]P)(Zn+k > 0|Z0 = Z)

lo que al tener la misma expresién que en (2.20) concluimos a que

[1— (fx(0))7]P%
1= (furr(0))i

para finalizar la proposicién aplicamos limite cuando k£ — oo, entonces

P(Zn-i-l = j|Zl =1,...,20 =10, Inti+k > O) =

P(Z ., =j1Z] =i,.... 2} =) = Jim P(Z,1) = j|Z1 = ..., Zo = io)

J_ pn)
imn I
—B(Z] = j|z] = i)

De esta forma se tiene que el nuevo proceso que llamamos Q-proceso es una cadena
de Markov [J

2.3. Relacion entre las distribuciones cuasi-estacionarias,
limite de Yaglom y Q-procesos

Una vez presentadas éstas leyes de probabilidad que se basan en la idea de condi-
cionar a la supervivencia de la poblacién bajo diferentes enfoques, nos interesa las
relaciones que hay entre ellas. Lo primero que observamos es que si partimos de
una distribucion cuasi-estacionaria tenemos el limite de Yaglom (Observacion 2.3).
A su vez hemos hecho hincapié (Observacion 2.5) que en el BGW subcritico sucede
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que el limite de Yaglom es a su vez la distribucién cuasi-estacionaria asociada al
proceso. Ahora bien la relacién que existe entre el limite de Yaglom y el Q-proceso
es la siguiente. Si tenemos al menos un individuo en la generaciéon n nos garantiza
que se da la contenciéon {Z,, > 0} D {Z,1xr > 0} y asi P(Z, > 0) > P(Z,4x > 0)
de un simple célculo obtenemos

P(Zn = .j7 Zn > O) > P(Zn = .j7 Zn > 0)

P(Z,4r>0) — P(Z, > 0)
asi
P(Z, = j|Zp+r > 0) > P(Z, = j|Z, > 0) (2.21)

Bajo una hipdtesis adicional, establecemos la siguiente proposicién

Proposiciéon 2.12 Sea (Z,),>0 un BGW subcritico y no degenerado donde se
cumple que Z;’;ljlogjrj < 0. Si existe el limite de Yaglom 7 y el Q- proceso

5

converge en distribucion® a una variable aleatoria Z1_ entonces

P(ZL, =) > 7
Demostraciéon. Al ser vélida (2.21) para toda n, k,j € N, entonces si k crece
lim P(Z, = j|Zp+x > 0) > lim P(Z, = j|Z, > 0) =P(Z, = j|Z, > 0)
k— o0 k—o0
]P)(Z;]; :]) > P(Zn :j|Zn > O)
debido a que el Q-proceso existe. Si ahora hacemos crecer n obtenemos

lim P(Z" = j) > lim P(Zy, = j|Zy > 0)

n—oo

P(ZL, =j) > ¥

La cuarta igualdad usamos que el Q-proceso converge en distribucién y que el
limite de Yaglom existe.

Demostramos que lim,, oo P(Z) = 7) > lim,, oo P(Z,, = j|Z, > 0)% O
De esta relacion se tiene que el Q- proceso posee un limite de Yaglom y del
Teorema 2.4 dicho limite sera cuasi-estacionario.

5Una sucesion de variables aleatorias X1,..., Xp,... converge en distribucién a una variable
aleatoria X si limp o0 Fx,, () = Fx () para todos los puntos donde Fx () es continua

SEl lector interesado en la convergencia en distribucién del Q-proceso puede consultar Lambert,
A. (2008) Population Dynamics and Random Genealogies. Stoch. Models 24 45-163.
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Proposiciéon 2.13 Si (Z,),>1 es una Cadena de Markov subcritico y no dege-
nerado con funcion generadora de probabilidades f1 y Z;iljlogj < o0. Existe
una distribucion estacionaria (v*) = (r})i>1 para el Q-proceso (Z1),>1 igual a la
distribucion de Yaglom sesgada, esto es

ri = cjr; (2.22)

J
Demostracion. Sea j > 1, la probabilidad condicional de tener j individuos en
el tiempo n dada la no extinciéon del proceso se puede expresar en términos de la
matriz de transicion (1.1)

B CP(Zy =32y >0)  P(Zn=3) _ P(Zn=ilZ=1)
P =ilZn >0 = =57 =0y ~ 1Bz, =0) 1= £u(0)

()"
= 71 — fn(()) (2.23)

la tercera igualdad hace uso de que empezamos el proceso con un individuo en-
tonces P(Zy = 1) = 1. Al aplicar limite conforme n crece tenemos

PO PO i )L € ) S A P C S ¥ )
n—oo 1 —f(0)  1—(l—cpm) cnooo pn
P )"
fic = lim ()" (2.24)

n—o00 M”

La segunda igualdad hace uso de la aproximacién de la supervivencia dada en el
Teorema 2.10. Si usamos la ecuacion (2.19) cuando i = 1 se sigue que

P Y™ L — lim . pn
(P = i P

= cjf; (2.25)

La ultima ecuacion fue resultado de la ecuacion (2.24) O



CAPITULO 3

Proceso de Bienaymé-Galton-Watson Sexual

Uno de los supuestos que nos permitié construir el BGW fue que la progenie de
los individuos fuera indistinguible, por lo que seres como células y bacterias son
apropiados para las aplicaciones. Esto nos sugiere que en la poblacién no hay cam-
bios ya sea en el fenotipo o genotipo conforme se desarrollan las generaciones. Asi
concluimos que la reproduccién se da de manera asexual.

Nuestro proposito en éste Capitulo es extender el modelo de reproduccion a mas es-
pecies. Una forma seria incorporar el sexo de los individuos, y conservar en cuanto
sea posible las ideas que originaron el BGW. La primera propuesta la encontramos
en [DHTS&6] el cual argumenta que en ciertas especies podemos estudiar solo a las
hembras. Pero es inevitable pensar que habra cambios en el genotipo de los des-
cendientes que nos llevaria a realizar nuevos supuestos alejados del BGW original,
por lo que no seria viable desarrollar esta idea.

Es por esto que crearemos un nuevo proceso para poder incorporar el sexo y
la manera en que se agrupan al reproducirse nuestros individuos de estudio, para
esto nos basaremos en [DHT86], [AR96] y [Bar06] donde se describe el proceso
que nombraremos Proceso de Bienaymé-Galton-Watson Sezual (BGWS) L. Para
la reproduccién sexual se requiere que los individuos se agrupen en parejas; es
por esto que en vez de contar al nimero de individuos en una generaciéon ahora
nos enfocaremos en el nimero de parejas que estan presentes al tiempo n que
denotaremos como Z,.

I Este proceso aparece por primera vez en un articulo de Daley, D.J.: Extinction conditions for
certain bisexual Galton-Watson branching processes. Wahrscheinlichkeitsth. 9, 315-322 (1968)

a7
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3.1. Descripciéon del Modelo

El proceso inicia en el tiempo 0 con Zy parejas las cuales estan formadas por un
ntmero aleatorio de individuos que se distinguen por su sexo, esto es la i-ésima
pareja consta de (£Y,7Y) vastagos en la cual £ es el nimero de hembras de la
i-ésima pareja de la generacion 0 y 1) sera el ntimero de machos correspondiente.
Cada una de las parejas que forman la generacién Zy se reproducen (si lo hacen)
y mueren en una unidad de tiempo. Se modela la reproduccion y el apareamiento
de manera recursiva como sigue: definimos a F; y M; al nimero de hembras y
machos que hay en toda la poblacién al tiempo uno, expresaremos dicha cantidad
a través de un vector de probabilidad bivariado

Zo

(P, My) =Y (€0,m7)

i=1
Asi para la generacion n + 1 el numero de hembras y machos estara dado por

z,
(Fog1, Mus1) =Y (&7 (3.1)

i=1

Supondremos que las variables aleatorias (£, 7}")$%,—o son independientes e idén-
ticamente distribuidas, las cuales nos indican el nimero de hembras y machos de
la i—ésima pareja de la generacién n. Con esto queremos decir que la progenie de
cada pareja es indistiguible de otra y que no se interfiere en su reproducciéon debi-
do a su independencia. Finalmente la formacién de las parejas para la generaciéon
n+ 1 serd

Zn
Zn1 = C(Fpy1, Mpia) = C(Z( ) (3.2)

=1

donde ¢(z,y) se conoce en la literatura como funcién de apareamiento y que defi-
nimos como sigue

Definicién 3.1 La funcion de apareamiento ((-,-) : [0,00) X [0,00) — [0,00)
es una funcion determinista que toma valores en los naturales para argumentos
naturales y con la cual se establece el numero de parejas que se tendrdn con x
hembras y y machos.

3.1.1. Propiedades de la funcién ¢

De acuerdo a [AR96] y [DHTS86] las funciones de apareamiento ¢ que se acercan
més a la realidad son las que cumplen las siguientes propiedades:

1. Si z o y son cero entonces ((x,y) = 0 ya que necesitamos de ambos sexos
para el apareamiento.

2. ((x,y) < zy la cual nos asegura que la cantidad de parejas que se obtengan
con ( no serd mayor a todas las parejas posibles.
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3. Es necesario que cumpla la condicion de superaditividad: si x,2’,y,y’ €
[0, 00) entonces

Clx+2'y+vy) > C(x,y) + (2, y) (3.3)

la interpretaciéon de la ultima propiedad es que si la poblacién la dividimos en 2
subgrupos ({z,y} y {#/,y'}) y éstos se aparean, el ntmero de parejas resultantes
no puede ser mayor a la cantidad de parejas de la poblacién original. ? Con las
propiedades mencionadas afirmamos que ¢ es una funciéon no negativa

((z,y) > ¢(x,0) +¢(0,y) =0

y que es monétona en cada entrada: si z > x’ entonces
C(‘ra y) = C(’I‘ - ‘T/ + I/, y) Z C(IL‘ - I/a y) + C(IZ?/, y) Z C(’I}/7 y)

Anélogamente ((z,y) > ((z,y') siy >y’

Ejemplos
Las funciones de apareamiento mas usadas son:

e ((v,y) = min(z,y) para x,y >0

se relaciona con el apareamiento monégamo ya que garantizamos que ca-
da macho tendré una sola hembra. Es claro que se cumplen las propiedades
(1) v (2), por lo que si z,2,y,y’ € [0,00) se sigue de las propiedades del
minimo que:

Clx+2y+vy)=min(z+2",y+y') > min(z,y +y') + min(z’,y +¢)
> min(z, y) + min(z,y’) + min(z’, y) + min(z’,y’)
> ((z,y) + ¢, y)

e ((x,y) = min(x,dy). Al aumentar d-veces el nimero de machos entonces
cada uno de ellos se puede aparear a lo méas con d hembras. Esta funcion
estd asociada a la poligamia. Ilustraremos numericamente el uso de esta
funcién: supongamos que en la generacién 3 hay en la poblacién 5 hembras
y 4 machos; al tomar d = 2 implica que en la generacion 4 habra ((5,4) =
min(5,4(2)) = 5 parejas.

e ((z,y) = zmin(l,y) es la funcién asociada a la promiscuidad ya que se
necesita al menos un macho para generar a todas las parejas de determinada
generacion. Este ejemplo serd de gran importancia ya que estudiaremos a
detalle su probabilidad de extinciéon al final del capitulo.

e ((x,y) = z. Con esta funcion confirmamos que el proceso de BGW lo pode-
mos conseguir a través del BGWS.

2Kl lector interesado del porqué esta condicién puede consultar el articulo de David M. Hull
A neccesary condition for extinction in those biserual Galton- Watson branching processes with
supperadditive mating functions J. Appl. Probab. 19 847-850
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Para los anteriores ejemplos es sencillo comprobar las propiedades (1), (2) y (3).
Una vez tratados los pormenores del BGWS veremos las propiedades que posee.
La primera de ellas es que cumple la condicién de Markov:

Proposiciéon 3.2 El BGWS (Z,)n>0 es una Cadena de Markov.

Demostracién. Dados i, j, ig,...,in,—1 € N al calcular la probabilidad condi-
cional

P(Zpi1=341Zn =1,...,2Z0 =1p)
Z. 2,

= PSS nt) = 1Zn = is. s Zo = o)
k=1 k=1

k=1 k=1
_ PC(hy 8 S ) = Gy Zn =iy, Zo = o)
P(Zn:Z,,Zoilo)

al estar Z; en términos del nimero de parejas (f,lﬁ, 772) las cuales son independientes
en cualquier generaciéon [ ain cuando se aplique la funcién ¢

P(C( ey &8 S pa 1) = 9)P(Zy =i, .., Zo = i)
P(Zn =i,...,2 :io)

se sigue que ) )
P(Znsr = j|Zn =1i,..., Zo = i) = P(C(hy &8 Xhmr i) = J)

P Zng =4|Zn =0, Zo = io) = P(Zna = |2 =4) O

Esta Cadena de Markov es homogénea:

Zn
P(Zns1 = j|Zn = i) = PC(Y_ (&0, 0)) = 120 = 1)
k=1
Pt (€05 10) = s Zn = i) _ PC(E g (615 m1) = §)P(Zn = i)
P(Z, = i) P(Z, =)

al tener el vector bivariado de los hijos la misma distribucién para cualquier gene-
racién entonces lo anterior es igual a

: i 0 0\ _ - _
= ]P’((;(Z(ch,ng)) —j)= P(C(Zk=1(£§égz))i)])]}b(zo = 1)

k=1

para concluir, utilizamos la independencia del niimero de parejas en el tiempo uno
con respecto al nimero de parejas de la generacién anterior tal como lo hicimos
previamente
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Observacion 3.3 FEl cero es un estado absorbente. Si Z, = 0, n € N entonces
para la siguiente generacion

Zn
P(Zpt1 = 01Zn = 0) =P (&' ni) = 0|12, = 0) = 1 (34)

=1
y asi para cualquier m > n P(Z,, =0|Z, =0) =1
3.1.2. Propiedades de Monotonia y Subprocesos del BGWS

En esta seccién haremos uso de la siguiente definicién dada por Daley 3

Definiciéon 3.4 Sea {X,,},>0 una Cadena de Markov con espacios de estados E.
Decimos que X,, es estocdsticamente mondtona si la probabilidad de transicion a
un paso cumple que para todos x,y € E es no-creciente en x para una y fija esto
es

P( X1 <ylXp=2)>P(Xpp1 <ylX,=z+1) (3.5)

Afirmacién 3.5 Es fdcil ver que el BGWS cumple (3.5) si k,j € N :

P(Zl<k|Z0_] Z&zazn <k|ZO_-])

(C( 15 i= 1le)<k720:j)
P(Zy = j)

Debido a la independencia de los pares (£2,70)7_, de Z,

P(Zo = J)
Ahora cons1deramos que al ser las variables (&Y, nY)] +11 no negativas y ¢ mondtona
Jj+1 Jj+1

Zg Zn ) <¢ Zf an‘) c.s. Lo anterior implica que
i=1

P(C(IH €0, 57 n?) < k)P(Zo = j +1)
Zﬁ Zm <k)< P(Zol_]+1) 0

y al aplicar nuevamente argumentos de independencia

P(Z, <k|Zog=j) >P(Z1 <k|Zy=j5+1)

3Daley, D.J. Stochastically Monotone Markov Chains. Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw.
Geb., 10,305-317, (1968)
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Asi que la probabilidad de que la poblacion sea menor de k parejas forma una
sucesion decreciente en funcién de la poblacién inicial. Esta condicién es valida
para cualquier n € N ya que (£2,7?) tiene la misma distribucién para toda i,n € N
(que es lo mismo que decir que la cadena es homogénea) y si realizamos el mismo
célculo que en la proposicion (3.2) se cumple para la generacion n que

Sean (Z))n>0 ¥ (Z]!)n>0 dos procesos de BGWS con la misma funcién de
apareamiento ¢ y vector bivariado (£, 7}")7%5,—o pero que difieren en la poblacién
inicial digamos Z) =i+ 1y Z{] = i; asi Z{] es un subproceso de Z| y

P(Z < j) <P(Zg < j)

Entonces Z/, es estocisticamente menor que Zj (denotado como Z}) <¢ Z[)),
facilmente al aplicar la propiedad (3.5) se tiene que Z/, <% Z!':

P(Z, <j)=P(Z, < jlZy =i+ )P(Z; =i+1)

porque al iniciar (Z),),>0 con i + 1 parejas P(Z) = i + 1) = 1. De igual manera
P(Z =) =1, finalmente

P(Z, <j)=P(Z, <jlZ) =i+ 1)P(Z,=1i+1)
<P(Z, < jlZy = i)P(Zg = i) =P(Z, <)

Por lo que queda demostrado que Z! <% Z”. También se puede obtener esta
relacién intuitivamente al asumir que si (Z],),,>0 tiene mas parejas en un inicio hay
una mayor probabilidad de que se incremente el niimero de parejas para la siguiente
generacion. Veremos la relevancia de estos conceptos en el Teorema (refsexextin

3.2. Ley de Reproduccién

En lo que refiere a la ley de reproduccion o ramificaciéon usaremos la notacion

PU&" ') = (,5)) = 7 (3.6)

para referirnos a la probabilidad de que una pareja tenga ¢ hembras y j machos. Pa-
ra que sea una probabilidad como tal deberd cumplir que r; ; > 0, para toda i,5 y
> >0 = 1. Asumiremos que la distribucién de los descendientes y la funcién
¢ son no degeneradas

0<P(Zps1=jlZn=4)<1 j=1,2,...¥n,l €N (3.7)

Esto nos indica que hay probabilidad positiva de que los integrantes de la
generacion n + 1 no formen alguna pareja con lo que el tamano de la poblacién
permanece constante. Con frecuencia se han dado las siguientes distribuciones a
la ley r:
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1. 7y =rf ré” . El cual supone independencia entre machos y hembras; por lo

que el vector bivariado tiene entradas independientes:

P& mg) = (,5)) = P(&F = O)P(ny = j) =’ 7;

2. BINOMIAL MODIFICADA 7= ("t7)a’(1 — a)i7;y; . Aqui 7;4; indica la pro-
babilidad de que los descendientes sumen ¢ + j individuos, al condicionar
sobre el nimero total de descendientes el sexo de los individuos se determina
como si “lanzaramos volados independientes ” esto es, habra ¢ hembras con
probabilidad o’ y con probabilidad (1 — «)? seran machos. Por lo que es una,
forma de distribucién binomial modificada. Esta ley es més comidn en los
mamiferos y de hecho en los humanos el valor de o = %

Por otra parte el primer ejemplo que supone independencia entre hembras y

machos esta relacionado con cualquier distribucién que cumpla esa condicién

aunque comunmente se eligen distribuciones geométrica, Poisson, etc. ...

3.3. Media de la Reproduccién

Al igual que en el BGW la media de reproduccién seré la herramienta para esta-
blecer la probabilidad de extincién, se define como:

Definicién 3.6 Para un proceso BGWS (Z,,)n>0 la media de reproduccion la de-
finimos para toda j > 0

_ E%l% =)

Cuando j = 1 usaremos simplemente m. Ilustraremos este concepto a través de
los siguientes

3.3.1. Ejemplos

1. Consideremos una poblacion pequenia de cisnes los cuales se conoce que tie-
nen un comportamiento mondégamo. Podemos usar la funcién de apareamien-
to {(x,y) = min(z, y), imaginemos que cada pareja tiene oportunidad de no
tener hijos con probabilidad 1 — g y tener 3 hijos con probabilidad ¢. Si la
pareja de cisnes tiene hijos, las hembras se distribuirdn como una variable
aleatoria Bin(3,p) con p = % De esta forma para j > 1

E(Z1|Zo = j) = E(((F1, M1)|Zo = j) = ZP(C(FhMﬂ > k| Zy = j)
k=1
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donde usamos que si X es una v.a. positiva E(X) = Y72 P(X > k), y al
tener cada hembra 3 cisnes el nimero de parejas que se pueden formar se
triplica

3j j j 35 P P .
‘ ; Pmin(} 254 &5 2 im1mi) =k, Zo =)
> Pluin(3 D€ 30 a) = hizo =) = Y T S
k=1 i=1 i=1 k=1 0=1J
37 J J
=Y Pmin(Y_ &> ) > k)
k=1 =1 i=1

esto por la independencia de los vastagos de la generacién 1 con las parejas al
tiempo cero. Si usamos que para cualesquiera z,y € R™ min(z,y) > k =
r,y >k

3

39 J i j j J
> P (Zf? >k 0> k) =SS > g =0y 0 =m)
k=1 i=1 i=1 P

k=11=k m=k i=1

si utilizamos la notacién 7, = P((£2,7?) = (I,m)) al ser las variables £2,7?
v.a.i.i.d parai=1,...,k lo anterior lo podemos sustituir por
35 J

donde 7}, (j) es la j—ésima convolucioén de las variables €919 esto es
* (s Z ! E: d up + vp 1\
Tim (]) = H Tup,lp = H U 5 Tup+ly
uy+--+u; =l p=1 wy+--Fuj=Il p=1 p
V1t Fvi=m v+ Fvj=m

yva que de acuerdo al planteamiento del ejemplo se trata de una binomial
modicada la cual sélo asigna valores positivos a 7o y 73 que son 1 —q y ¢
respectivamente

. Es facil verificar que la funcién dada por:

r+y—1 siz>0 >0
<<x,y>={ Y vy (3.9)

0 en otro caso

es de apareamiento. Si x o y son cero entonces ((x,y) = 0 por definicion,
ademas esta funcién esta acotada por xy, por lo que resta ver la propiedad
de superaditividad:

C(I + xlv y+ y/) = (I + .1?/ +y+ yl - 1)1{z+m’>0,y+y’>0}
> (z+y—Dlggrersoyty >0y + (2" +y — D1{at2r>0,54y>0}
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la superaditividad se concluye de observar que {z,y € R : z +y > 0} D
{z,y € R: 2z 6 y > 0} y de hecho se cumple la otra contencién ya que para
que la suma de dos nimeros reales sea positiva al menos uno tiene que ser
positivo, entonces {z,y e R:x+y >0} ={z,y e R:2 6y >0}y asi

Cz+a',y+y) = (= +y — Dlesoyufe>03n{y>0}u{y >0})
+(@' + 9 — 1) 1lis01u{er >0 n({y>0}Ufy' >0}
por la propiedad de distributividad
= (T + Y — D) 1{e>05>0}U{e>0,y >0 {2/ >0,y>0}U{z’ >0y’ >0})
+(2" + 9 — 1)1{250,4>0}U{e>0,y >0}U({2/ >0,y>0} U{a’ >0y’ >0})

al cumplirse para cualesquiera conjuntos A, B se cumple AUB 2 A =
laus 2 1a

> (:E +y—- 1)1{ac>0,y>0} + (.ﬁ/ + y/ - 1)1{a:’>0,y’>0}
y con esto concluimos la demostracion

Sty 4y > ) + 2 Y)

Al asumir que la ley de reproduccion en este ejemplo es de una binomial
modificada con 73 = 1y a € (0, 1) calcularemos la media de reproduccion m
cuando el proceso inicia con 1 pareja

m = E(Z1|ZO = 1) = E(C(Fo,M0)|ZO = 1)
= > &) = Gy = Z(z‘+j—1><lj7>ai(1—a>jmj

4,520 4,520

lo anterior es resultado de sustituir la expresion de la funcién ¢ y del vector
;5. El iinico valor donde 7;4; asigna un valor positivo es a 73 = 1 por lo que
lo anterior es igual a

=(2+1-1) (‘;’) ?(1—a)fz+(1+2-1) G’)a(l —a)’ry

=2-3a%(1 —a) +2-3a(l — a)?
= 6a(l — a)

Retomaremos este ejemplo més adelante para hacer el calculo de la probabili-
dad de extincién que es lo que empezaremos a desarrollar.

3.4. Crecimiento Poblacional: Extincién o Explo-
sion

En esta seccion haremos un analisis sobre el crecimiento de una poblacién que
servird para todos los procesos de Ramificacion que se estudiaran en este trabajo,
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nos basaremos en [DHT86] para explicar porqué solo se dan estas dos condiciones.
La frase “el tamano de la poblacién tiende a infinito ” la relacionamos con el hecho
de que al no haber carencia de recursos o de espacio en la poblacién de estudio ésta
puede crecer sin control, en otras palabras explota. Si sucede el caso contrario, esto
es si el tamafo de la poblacion no consume todos los recursos a su disposicion ( y
por ende no se extingue) debe existir un valor asociado al tamaifio de la poblacion
el cual se alcanza en repetidas ocasiones. Por lo que al estudiar el crecimiento
poblacional pueden ocurrir 3 cosas:

e La poblacién se extingue.
e La poblacion crece sin control (explota).

e Existen nimeros a,b € R con 0 < a < b tales que el tamano de la poblacién
esta entre estos valores para cualquier generacion.

El siguiente argumento muestra que la tltima opcién es inviable. Si hubiera
por lo menos una variaciéon en la reproduccién de al menos un individuo llevaria
a que el tamano de toda la poblacién no estuviera entre estos valores para todas
las generaciones, pero esto siempre sucede ya que el modelo de reproducciéon no es
determinista sino estocastico y la reproducccion de todos los individuos es incierta.
Para ser méas precisos; si la poblacién esta acotada entre dos valores el tamano de
la poblacion puede incrementarse o disminuir. Si sucede lo dltimo indicaria que se
contempla la posibilidad de que los individuos no tengan descendientes y a su vez
conlleva a que haya un riesgo (aunque sea pequefio) que nadie de los b posibles
individuos en la poblacién tenga hijos y por lo tanto se extinga.

Es por esta razoén que en nuestros modelos que consideraremos sélo puede ocurrir
la explosién o la extincion de la poblacion cuando aumenta el nimero de genera-
ciones. Este analisis [DHT86] lo resume en una suposicién que estara presente en
todo momento del trabajo:

Considere un individuo vivo. Cualquiera que sea su historia o si-
tuacion actual y cualquiera que sea el destino de la progenie de todos
los individuos vivos existe un numero w > 0 tal que la probabilidad de
que la poblacion se extinga a partir de este individuo es mayor que 7

3.5. Probabilidad de Extinciéon

Para el BGWS esta probabilidad estard definida de la misma manera que en la
definicion (1.34) pero con la siguiente notacion

g; = P(extincién definitiva cuando se inicia con j parejas)
=P(Z,—=0Z0=35) j=12,... (3.10)

asi expresaremos la probabilidad de extincién iniciando el proceso con j parejas.
Queremos dar condiciones sobre (3.10) para saber cuando g; =10 ¢; < 1, para
j € N. Primero recordemos que para conocer esta cantidad se vio a detalle las
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propiedades de la funcién generadora de probabilidades, sin embargo como lo po-
demos ver en el siguiente ejemplo no es viable este camino ya que tanto la notacién
como la expresion se vuelven complicados.

Ejemplo 3.7

Tomemos la funcion de apareamiento vinculada con la promiscuidad ((z,y) =
zmin(l,y) y la funcién generadora de probabilidades de Z,, condicionada a iniciar
el proceso con k individuos:

Bin(s) = Ep(s?") =B(s?"|Zy=k) k>1n>0 ysc|[-1,1]

llamaremos a fi(s) = > oo s"P(& =n) = > 07 s"(rE) la funcién generadora de
las hembras.

También definimos £ (s) = fi(s) y fM(s) = 7} fi(s) donde 1} = P(n; = 0).
Mostraremos que para el caso n = 1 se tiene

hia(s) = 1+ (FO)* = (FOD* = 1D ()" = (FD(1))")

k

k
D =Ry} =0)

i=1

hiea(s) = Eg(sSEia €. X)) = B (S €. 2 )

k k
> nd > 0P nl >0)

i=1 i=1

+ Ek(SC(Zle 5?ﬁ2§:1 777(,))

al tomar la funcién de promiscuidad y al ser las variables aleatorias 1 enteros no
negativos (pues cuentan individuos) P(Zle 7 =0) = (P(n? = 0))* = (r))*

k
> o0 =0)(rg")"
i=1

k
don > 0)(1 - (1")") (3.11)

=1

By (0o €0 min(L Ay )

+ Ek(52?=1 & mfﬂ(LEf:l )

del primer sumando de (3.11) notamos que si Zle 7Y = 0 entonces min(1, Zle nd) =
0 y por otro lado en el segundo sumando el valor min(1, Zle n) =1y de esta
forma

k k
E(s=m1 8020 =k, 300 = 0)(rd ) + E(s==1 820 = k, S0 > 0)(1 - (rd)¥)
i=1 =1
k . . k
=E(1Zo =k, uf = 0)(rg")* + E(s>=1%|Zy = k, Y _nf > 0)(1 - (rg")")
=1

i=1
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ya que estamos en el modelo de promiscuidad {Zy # 0} = {Zle nY > 0}, se sigue
que la expresion anterior es igual a

= () + E(sZ=1 6|2y = k)(1 — (r}1)*) = (rd)* + (B(s%[ Zo = 1))*(1 — EM >§>
3.12

la dltima igualdad se obtiene al recordar que al contemplar sélo a las mujeres,
tenemos el BGW usual y en el cual utilizamos la propiedad de ramificacion. Fi-

nalmente (rg")* + (fi(s)* = (fi(s)rg")* = FO Q) + (FO(s)*F + (fV(5))*. De

acuerdo a nuestra notaciéon. La funcion generadora queda demostrada al usar que

O =1

hia = (rg")* + (fuls)® = (fuls)rg")"
= (FPW)F + (D) = (D s)F 1= (1O )
=1+ (FO@)" = (FO W) = LD = (rP )"

Para la n-ésima generacién se puede probar que la funcién generadora del ejemplo
de promiscuidad toma la forma de:

hin(s) =1+ Z Iﬂ\ m) 0--:0 f(ﬂn))k(s) _ (f(ﬂl) 0--:0 f(wn))k(l))
7e{0,1}"

para todo k,n > 1 donde m = (m1,...,m,) y |7| = 37_, 7).

Observacion 3.8 Debido a la dificultad de la expresion anterior que sélo es un
ejemplo particular de una funcion de apareamiento las distribuciones cuasi-estacionarias
y sus procesos limites no serdn desarrollados para el BGWS.

Al descartar el uso de la funciéon generadora de probabilidades, haremos uso
de otras herramientas como lo son las siguientes definiciones:

Definicién 3.9 Sea (Q, F, u) un espacio de medida y sea {A,}52, una sucesion
de subconjuntos de ). Definimos el limite superior la sucesion A, como:

limsup A4,, := ﬁ fj Ay (3.13)

n—roo n=1k=n

Observacion 3.10 w € limsup,, ., A, si y sdlo si w € A, para una infinidad de
n

Si z € limsup,,_, . A, implica que z € (°_, U, An luego = € |-, An para
toda n > 1 de esta forma podemos reescribir el limite superior como

limsup A, : {x € Q:xz € A; para algin i > n Vn > 1} (3.14)

n—oo

Por otro lado si definimos a B,, := U;OZ” Ay, se forma una sucesion

Bn;)BnJrl;
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la cual es decreciente y por lo tanto converge a la interseccién de todos los conjuntos
B,, v se tiene que

o o0
zeB,=xze () |JA=2eclimsupA4,

n=1k=n nTreo
Con esta definicion podemos hacer célculos de probabilidades a través del si-
guiente

Lema 3.11 (Borel-Cantelli) Sea (Q2, F,P) un espacio de probabilidad y {A,}5, €
F una sucesion de eventos

1. 851y P(A,) < oo = P(limsup,, ., 4,) =0

2. Sila sucesion {A,}52, es independiente y >~ P(A,) = oo entonces
P(limsup A,) =1
n—o0

La demostracion la podemos encontrar en el Apéndice A. Gracias a la expli-
cacion dada del BGWS podemos establecer una condiciéon necesaria y suficiente
para que el proceso se extinga la cual considera que si en alguna generacién n las
parejas ya no se forman es consecuencia de que los descendientes sean del mismo
sexo lo cual es un evento posible:

Z’Vl,

P(Zpsr = 0|Zn = §) =P (&8, 0]) = 012, = )
=1

como para una n € N fija {§; =0, para toda i < Z,} C {C(Zizz"l( o)) =0} se
tiene

2.,
PCOY (&8 ) =01Zy = j) > P(& =0 para toda i < Z,,)

i=1

si empleamos el supuesto (3.7) sabemos que hay probabilidad positiva de no ge-
nerar parejas en la generacién subsecuente que puede ser consecuencia de que al
momento de reproducirse, los individuos s6lo generaron un sélo sexo, con esto con-
cluimos que P(§; = 0 para toda i < Z,) > 0. Este evento se puede reescribir si
sumamos todas las columnas del renglén 0, y por independencia de los hijos de

cada pareja
Zn

P(Zpi1 =0|Zn =) > | Y 70, >0 (3.15)
j=0
Lo primero que mostraremos con respecto a la extincién del proceso sexual sera

que

Proposicion 3.12 Si el BGWS (Z,,)n>0 esta acotado, entonces se extingue casi
sequramente.
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Demostracion. Por hipotesis existe una M > 0 tal que Z,, < M casi se-
guramente. Para demostrar la extincién basta ver que la poblacién femenina se
extinga para eso definimos la sucesion de v.a.ii.d ()1<i<m, n>0, consideremos
las siguientes variables:

Retomemos el ejercicio con funcion dada por (3.9) para calcular la probabilidad
de extincion. Por la Definiciéon 1.33:

1 — n = P(el proceso nunca se extinga) = P(Z,, > 1, para toda n) = P( ﬂ Zn > 1)

como se genera una sucesion decreciente {Z,,+1 > 1} C {Z,, > 1}, por el Teorema
de continuidad de la probabilidad 1 — n = lim, . P(Z, > 1), la probabilidad
anterior la podemos expresar a través del teorema de Bayes

P(Zyp > 1|Zp_1 > 0)P(Zp_1 > 0) =
=P(Zn > 11Zn-1 > O)P(Zy_1 > 0[Zn_2 > O)P(Zy_5 > 0) = [[P(Zi > 1|1Z;-1 > 0)

i=1

si vemos el complemento de dicha probabilidad es igual a [T}, (1 — P(Z; = 0|Z;_1 > 0)).
Asi 1 —n=1lim, o [[=,(1 =P(Z; = 0|Z;_1 > 0)), para probar la convergencia
utilizaremos la Proposicién 2.9, para esto notemos lo siguiente: si Z,, > 0 es porque

al menos hay una pareja y para la siguiente generacion Z,+1 = ((Fny1, Mpt1) =
F,y11+M,+1—1, ahora como cada pareja al reproducirse (si lo hace) tendré 3 hijos
entonces habra el triple de individuos para constituir las parejas con respecto a la
generacion anterior, de esta forma 7,1 = 37, — 1 la cual la podemos expresar
como Z, = %(3” +1). Para n = 0 es claro que se cumple y al suponer valido para

n

1 gntl 3
Zn+1:3Zn—1=3(§(3"+1))—1: +§_1
_ B+

N 2

asi P(Z;41 = 0|Z; > 0) = P( todos los individuos sean del mismo sexo)

Z,; Zi
=P() & =012 >0)+P> i =012 > 0)
k=1 k=1

al disponer de la expresion alternativa para Z; y de la independencia

3(3'+1) 3(3'+1)

=[] p& =0+ [[ Pmi=0)
k=1

k=1
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como se obtiene una hembra con probabilidad o y un macho con probabilidad

11—«
— (g) a3%(3i+1) + (g) (1 _ 05)3%(3”"1)

conforme a la Proposicion 2.9 verifiquemos que la serie asociada converge

oo [eS) 9] . )
=S = 3B =002, > 0) = S (1
n=0 n=0 =

Z %3"+1)+Z 3 LIGEER D

yaque 0 < a < 1y el exponente claramente es mayor a uno. Por lo que el producto
converge a un valor diferente de cero y de este modo hay probabilidad positiva de
no extinguirse. Lo interesante del ejemplo es que esta condicién de supervivencia
es valida en particular para o = 0.8, el cual arroja una media de reproduccién
= 6(0.8)(0.2) = .96 < 1, por lo que el criterio de la media no es suficiente
para conocer si el proceso muere. Es por esta razon por lo que incorporamos otra
hipétesis como lo veremos en el teorema de extincién.
La media de reproduccién de cada sexo es

mp =B =>_|i>_ py my =E(n) =) (ijij> (3.16)

i=1 \ j=0 j=1

El siguiente lema nos indica que podemos aplicar la ley fuerte de los grandes
numeros a funciones superaditivas.

Lema 3.13 Para una sucesion {(§;,m;)}i=1,2,... de v.a. bivariadas independientes
e indenticamente distribuidas, con medias finitas dadas por (3.16) y funcion de
apareamiento ¢ se cumple que

7< quzm _> hm C(JmFa.ij) (317)

i=1 i=1
para simplificar la notacion escribiremos pu(mp,myr) = lim =¢(jmp, jmas)
Jj—oo )

Demostraciéon. Recordemos que la funcién de apareamiento esta valuada
sobre los reales positivos asi que ((jmp,jmys) esta bien definido para toda j.
Observemos que la funcion definida por g : j — ((jmp, jmas) es superaditiva ya
que ¢ lo es y gracias a [DHT86] sabemos que en estas funciones existe el limite
y esta dado por lim;_, # = sup; (7.) Por otro lado cada entrada del vector
(&, m;) cumple las hipotesis de la ley fuerte de los grandes nimeros (las esperanzas
las suponemos finitas), de esta forma

1
IE”(h'm—Zfl»:mF)zl hm—an—mM )=1

TL—>OO n
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por lo que con probabilidad 1 existe Ny € N tal que para toda N > Ny

—mp| <€ que sucede siy solo si (3.18)

S &
N

N
N(mp —¢€) <Z§i < N(e+mp)

i=1

de igual manera N(mp —€) < Zivzl n; < N(mas + €) casi seguramente. Debido
a que la superaditividad implica que { es monétona en cada entrada se sigue que
para N > Ny con probabilidad 1

((N(mp =€), N(mar —€)) <<Zsz,zm ) < N (mp + €),N(mar +¢))
(3.19)

al momento de dividir (3.19) por N el lado derecho se puede acotar por § =

m y por la monotonia de ¢

%C(N(mp +e¢),N(mpy +¢)) = %C(N(l + mLF)mF,N(l + i)mM)

mag
(1+9)

S M35 WA+ 0)me, N(1+d)ma) (3.20)

y por lo tanto al aplicar limite conforme N crece

lim —C( (mp +¢€), N(my +¢€))

N—oco N
1
< [ —
< Jim (1+0)+ N T 5)C(N(1 +0)mp, N(1 + 8)may)
lo que implica que

pwmp +e,mpy +e) < (1+0)u(mp, mar) (3.21)

De forma anéloga el lado izquierdo de (3.19) esta acotado por

N =€), NG — ) = N (N < - —F>mF,N<1 — S ymar)

lo que implica que

Jim fg( (mp =€), N(my —€) > lim_ Mg(z\m —8)ymp,N(1 = 8)mas)
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y por lo tanto

wimp —e,mpy —€) > (1= 8)u(me, mar) (3.22)
Distinguimos dos casos:

e Si el limite p(mp,mar) < oo de (3.21),(3.22) y (3.19) concluimos que

3.5.1. Ejemplos
Aunque el término p(mp, mar) no es facil de calcular en general, para los ejemplos

con los que hemos trabajado si lo es ya que en todos los usamos que si ¢ > 0 se
cumple que min(cA, cB) = cmin(A4, B)

1. para la monogamia ((x,y) = min(x,y) se tiene
P S .
p(mp,mar) = lim = min(jmpg, jma)

j—o0 j

P ,
= lim —jmin(mg,my) = min(mpg, mar)
Jj—o0 )

2. para la poligamia ((z,y) = min(z, dy)
p(mp,my) = lim —min(jmp, jdmar)
j—o0 )

1
= lim —jmin(mpg,dmys) = min(mp,dmas)
J—00 J

3. para la promiscuidad ((z,y) = z min(1,y)
1
pmp,myr) = lim —jmpmin(l, jmar)
J—0o0 )

si mys no es cero entonces el limite seria la media de las hembras asi
que

p(me,mar) = mplim,, 20}

4. para el BGW ((z,y) ==«

, 1,
wlmp,mpr) = lim —jmp = mp
J—00 )

5. para la funcién (3.9)

, 1, )
p(me,mar) = ]hlgo }(JmF + Jmar = D)l ime mar>0}

=mp + li{mFJVLM>O}
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Una vez desarrollado gran parte de la teoria este nuevo proceso veamos ahora la
demostracion del Teorema de extincién.

Teorema 3.14 Para un BGWS (Z,,)n>0 con funcion de apareamiento ¢ y (§;,1:)52,
sucesion de v.a.i.i.d con media de reproduccion de E(§) := mp,E(n) := mys tal que
Var(€),Var(n) < co. Entonces la sucesion de la media de reproduccion (m;);so
converge a (L = SuP;>oM; Y

<1 siysolosiVj ¢qj =1 (3.23)
Si sucede que p > 1

existe io 1> qiy > Qig,y > - (3.24)

Demostracién. La demostraciéon del teorema tendré 3 partes:

1) Ver que la sucesién (m;);>o converge
2) Estudiar el caso m < 1

3) Obtener para el caso m > 1 la sucesion dada en (3.24)
1). Definimos a a(j) = jm; afirmamos que es superaditiva:

J+l
a(j +1) = E(Z1|Z0 = j+1) = BCQ_(&n))
J - J+
=E(CQ_ (&) + 3 (&)

i=1 i=j+1

va que ( es superaditiva y la esperanza es monoétona

J G+l
a(j+1) > BCO € m))) +EC( D (€,n9)))
i=1 i=j+1

al ser las variables (&;, ;) i.i.d el segundo sumando lo podemos reescribir por
el namero de variables que se suman en realidad ]E(C(Zézl( 9.n%))) ¥ con
esto a(j +1) > a(j) + a(l) para toda I,j > 0. Por el mismo argumento que
en la demostraciéon del lema anterior el limite de esta funcion existe
existe lim @ =supm;:=p (3.25)
j—oo ) j

Mostraremos que (g;);>0 €s una sucesién decreciente, por el teorema de
continuidad de probabilidad

1—¢;, =P( para todan Z, > 1|2y =1i) = lim P(Z, > 1|Zy =)
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y ahora usamos que el proceso es estocasticamente monoténo para ver que
y asi concluimos que ¢; 1 < ¢;.

2) Probemos ahora que si ¢ < 1 entonces el proceso muere. Para este
caso una vez demostrado que el limite existe para toda j7 > 0 calculemos su
esperanza condicional

E( n+1|Z Zl{Z _j}C ZE" 72771 n
Z {Z, —J}E Zfz aznz

7=0

8

= 7= E(C Zﬁ Zn?))
i—0 =
o0
= Zn J}E Zfz7znz |Z0_.]
j:
=2 Yz.=i3im; (3.26)
=0

en la segunda igualdad aplicamos propiedades de independencia y de espe-
ranza condicional, la tercera igualdad hace uso de que las variables (£, n]")
son identicamente distribuidas para toda n, finalmente al estar la media de
reproduciéon m; acotada por su supremo /. obtenemos que (3.26) es igual a

oo
E(Zni1|Z0) < 1Y 1 z,=33] = 1Zn (3.27)
§=0
Asi (Z,,)n>0 es una supermartingala positiva la cual coverge casi seguramente

a una variable finita por el Teorema de Convergencia de Martingalas (véase
Observacion 1.6)

. lim Z, = Zoo (3.28)

n—oo

el cual no depende de la poblacién inicial. Pero por lo manifestado en la
seccion (3.4) el dnico valor al que puede converger es a cero.

S P(Zy = 0) =1 (3.29)

y ¢; = 1Vj. De esta forma si ;1 < 1, el proceso muere con probabilidad 1.
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3) El otro caso es mas técnico, si u > 1 por el Lema 3.17

1
lim NC(NmF7NmM) =H

N—00

esto es, dada e >0 (s.p.ge<pu—1)y Ny € Ntal que si N > Ny

1
'Ng(NmF,NmM) — ,u‘ < € que implica N((NmF,NmM) >pu—€

(3.30)
Sean €1, €2 > 0, definimos los BGW asociados a cada sexo
Zn Zn
Fop1 =Y &Y M1 =) n (3.31)
i=1 i=1

y los siguientes conjuntos

Zn, F, M,
A= {Zﬂgu—e} F::{ ZH SmF—el} M::{ZHSmM—EQ}

n n n

(3.32)
en los cuales pedimos que la razén ya sea entre el ntimero de parejas o del ntimero
de individuos de cada sexo comparado con el nimero de parejas de la generacién
n sea arbitrariamente mas pequeno al nimero esperado de parejas o del promedio
de individuos de cada sexo y de hecho como se eligio ¢ hace que en el conjunto
A la razén sea estrictamente menor a uno. Al ser valido de manera general que
ACFUMU(AN(FUM) al tomar una N € N que cumple N > Ny

(2 < ez, = N) < B2 < — ]2, = N)
M,
+P(—2

n

Z, F, M,
‘HP(TH <p—e ZH > mp — €1, Z+1 >mpy — €2|Z, = N) (3.33)

<mp — €2|Z, = N)

Afirmamos que la tltima probabilidad es cero casi seguramente, para esto
tomemos w €  arbitraria. Siw € FN M N{Z, = N} entonces

Fn w Mn w
+]\1[()>mF761y ‘]F\;()

Fn+1(w) > N(mp — 61) y MnJrl(w) > N(mM — 62)

> mar — € (3.34)

Al tomar € = méx(ey, €2) y por la monotonia de ¢ en cada argumento

Z"JFTM = %anH(W)a Myi1(w)) = %C(N(mlf —¢€1), N(my — €2))
! C(N(mp —€),N(mar — €)) —— p(mp — €, mpr — €)

>
- N N—o00
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al usar (3.22) tenemos que lo anterior es mayor a (1 — §)u(mp, mar), donde

6= W Afirmamos que
Fyma)

u(mp — € ;my —€) > (1= 8u(mp,my) = p(mp,my) — Sp(mep, mar) > p— €
(3.35)

la cual se cumple al tomar € < € es una cantidad suficientemente pequefia.
Al expresar al ¢ < min(mpg,myy) - & por (3.30) y de esta forma

’ . € . . . / . €
€ <min(mp,mpr) - — siy solosi —e > —min(mp, mpr)—
[ 1

€
siysolosi —d > ——siysoélosi —du > —e¢
L

al sumar en la dltima desigualdad u se obtiene (3.35). Asi se tiene que para
toda N>Noywe FNMN{Z, =N} Z”+T1(w) > 11 — € esto significa que

Fn+1 Mn+1
> mp — €1, 7
n

Z
n+1 <M_€

Z. = y 7, >mM—62‘Zn:N)=O

B(

por lo que resta acotar las otras probabilidades de (3.33)

Z F, M,
]P>(7g~'1 <u-—¢€Z,=N) SIP(ZLi—H SmF_€1|Zn:N)+IP(ZL+1 < muy — €|Z, = N)

que es igual a

== P(Fn+1 - mFZn S —€1Zn‘Zn = N) +P<Mn+1 - mMZn S _62Zn‘Zn = N)

= P(|Fus1 — mpZn| > €170 Zn = N) + P(|Myi1 — mas Zn| > €270|Zn = N)

que por la desigualdad de Chebyshev la podemos acotar por la varianza de las
variables

Var(Fny1)  Var(M,41)
= snz 2772
egN esN

ya que estas variables estan determinadas por (3.31) donde las &; y 7; son
v.a.ii.d y al condicionar sobre el nimero de parejas

NVar(&) NVar(n;) Var(&)  Var(n)
2N2 o2 2 +—
egN esN N esN
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Al sumar sobre todos los valores N mayores a Ny y desarrollar

Z, VYar(&; VYar(n;), 1
Z IP( ;rl <u—elZ,=N)liz,-ny < Z ( 2(&) + Q(T]Z))NI{Z-,L:N}

N>N, n N>N, € €2
ZiVo < 1INVO
Var(&) | Var(n:), = 1 Var(&)  Var(mi), 4
<( + ) Lz, =ny = ( + )Z,,
e% e% NZ:ON {Zn=N} e% e%
Z \% ; \Y ;
= P(;iﬂ S o — GIZn Z NO) S ( a:2(£z) + a’zz(nl) )Z;l
n 1 2

y asi lo ultimo lo podemos reescribir como

Zni1 s 111 (Var(&) Var(n)
P(ign <pu—e€lZ, > Np) < 1_[(7;r )zt =+ :

2 2
€ €
i=0 1 2

K2

(3.36)

esta expresion la utilizaremos mas adelante. Ahora bien si % > po—
J
epara0<j<n—1y Zy> Ny entonces para Z;

Zo Zo Zo
Zy =¢8> n))) =D &l )
=1 =1 =1

y en general Z,, > Ny:

Zj+1
Z;

><M—€):>Zj+1>Zj(u—€> Vi=0,....,n—1

y de forma recursiva obtenemos
L > ZQ(,[L — E)n > Zy > Ny (337)

la altima desigualdad se obtiene de que por hipotesis 4 —e > 1. A continua-
cién probaremos que se cumple

Zn, Z,; )
P(igufdﬁ>ufeVO§]§n—l,ZOZNO)
Zn Z
_ _n, Var(&; Var(n;
< N - (L) Yarnd, (3.38)
1 2

para simplificar la notacion definimos B := {% >u—eV0<ji<n—1,7Zy> Ng}
J

y C = Var(&i) + V%g’” Para iniciar la demostraciéon vemos que por la defi-
2

2
€1

nicién de B

Z, Zn
> P Zzl Sp—€Zn =Nz -nmlp= > P ZT <p—€Zn=N)liz,-n1s
N>0 N=No

n—1
Z; _
<C H(Tﬂ)_lzo "p
i=0 v



3.6. PROBABILIDAD DE EXTINCION 79

Por definicién de esperanza condicional 15y~ P( Zg“ < u-—e€z, =

N)liz,-ny = lBE(l{ Zy i1 gﬂ—e}|Z”) y al aplicar esperanza nuevamente

n—1
Zit1\-1,,-1
E(1BE(1{ZZISH}|ZH))gcm(l‘[o(Ti) Zy'1p)
1=

como el BGWS es una Cadena de Markov Z,, = F,, = 0(Zo,...,Z,) y con
esto 1 es medible con respecto a esta filtracion y por la condicion de que
Zrl s - eV0<j<n—1

J

E(E(1p1, 2, .,

(st o)) S E((n— ) "N 1 CLp)

- E(131{22:1 SH—G}) < (u 6)*"]\]'0—10]13’(B)

y al ser el producto de las indicadoras la indicadora del producto se obtiene (3.38),
la utilidad de esta ecuacién es que por medio de ella probaremos que hay probabi-
lidad positiva de que la poblacion crezca sin control (i.e. que explote). Si definimos
Ap = { Zg—:l < u — €} al usar la definicion de probabilidad condicional

P((1) AnlZo = No) = lim P(() Ax|Zo > No)

n=0 k=0
n—1 n—1
= lim P(A,| () Ak, Zo > No)P(() Ak, Zo > No)
noee k=0 k=0
n—1 n—2 n—2
= lim P(A,] () Ak Zo > No)P(An_1| () Ak, Zo = No)P(() Ar, Zo > No)
k=0 k=0 k=0
s} n—1 [e%s) B n—1
= [T PAnl () Ax. Z0 = No) = [ (1 = P(An| () Ak, Zo > No))
n=0 k=0 n=0 k=0

que por (3.38) P(NM;2g AnlZo > No) > [I52o(1 — Ny (n — ) ¥ 4

€1
Va:iém)) > 0 i.e. el producto converge ya que al ser 0 < e < p—1 =1y

Ny 'O (1 — €)™ < 0. De esta forma si w € (0 {22t > u— ¢}
entonces

Zp+1(w) > (p — €)Z,(w) paratodan eN
>(u—€>Zyp1>...>(u—e"Z ™ (3.39)
—00

Finalmente

1-— 4Ny = ]P)(Zn — OO|ZQ = No) = P(Zn Z 1 V’I’I,‘ZO = NQ)
)

Z,
=P([) ;*1 > 1 — €| Zy = No) > 0

n

n=0

S 1>an, >an, - O
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3.6. Matriz de transicién del BGWS

Para el estudio de la matriz de transicién P asociada al proceso (Z,,)n>0 definimos
e po(i) = P(Zy = 0|Zy = i) que es la probabiidad de extincién en un
paso.

o u;; =P(Zy =j|Zy =1) 1,5 # 0 la cual es la probabilidad de tener j
parejas al tiempo 1 partiendo de i parejas.

1 sii=0yj=0

, o Jo sii=o0yj>1
P(Z, = j|Zo = i) = v

po(i) sij=0
Ui en otro caso
Asi la matriz P tendra la forma
1 0o ... 0...
po(l) Uil Uyj.--
Do (Z) Uil 027

La cual se puede ver como

j- (plo 8) (3.40)

Ejemplo 3.15

Calcularemos la matriz de transicién para el caso monégamo. El vector de extinciéon
esta dado por

po(i) =P(Zy = 0|12y = i) = P(C(D_ &0, > i) = 0)
k=1

k=1

por los argumentos de independencia que hemos usado a lo largo del capitulo.
Porque ¢ es funciéon de apareamiento lo anterior implica que P(}";_, &) =

06 Zzzl 772 =0) y asi

.
N

g

= (pg i+ (pg/[) (Po,o)i
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=1 k=1 k=1

que si se expresa en términos de los renglones de la matrices relacionadas
con el BGW de cada sexo pf = P(§ =0) = Y ,oopor ¥y Py =P(n =0) =
> k>0 Pro y finalmente -

% %

ZPOk + Zpk;o —(po,o)i

E>0 E>0
Para la submatriz U recordamos que la convolucion de dos v.a. f, g valuada

en i es similar cuando se valua (f * g)(é) = >_;,—, f(4)g(k) por lo que para
toda i,7 >0

g =P(Z1=jlZy=1) = Z%Zm =)
k=1

si recordamos que la funcién de apareamiento es el minimo entre dos canti-
dades,

wo
||

m =7 5221)+P m > Z

i Sk

que se puede reinterpretar como

Y BQ =iy Y m=0+Y PO &Q=1ly > nl=1i)
I=j k=1 k=1 I=j

k=1 k=1
PO & =iy > m=1J
k=1 k=1

de la misma forma que en el ejemplo de los cisnes, si 1, = P((£,n) = (I, m))
se sigue

= G0+ YD) =G ) = D (G D + (L) = G )
I=j l=j

1=j

donde la 7*(j,1) es la i-ésima convolucién de las hembras y los machos

T*i(jal) = Z H r(mp,np)

mi+--+m;=j p=1
ni+---4n; =l

Ejemplo 3.16

En el caso de ((z,y) = x min(1, y) podemos ver el proceso (Z,,),>0 como el proceso
solo de las mujeres (F,),>0 que se muere en 0. Si F,, = j, el proceso de BGWS
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muere i.e. Z, = 0 con probabilidad k(j) que corresponde a probablhdad de tener
s6lo a hembras i.e. esta relacionada con pedir P(n = 0) = p}?, por lo que

. J 1
K(j) = ()" = w
Por ende si designamos a U’ la matriz de transicién de las hembras (F,),>0 y

P la matriz de (Z,),>0 entonces para toda ¢, > 0 por los calculos que se han
realizado en todo el capitulo

pij =P(Z1 =j|Zo = i) = kaaZﬂk ) =1) kamm Z ) 7)
k=1

k=1

por el teorema de Bayes al condicionar sobre el nimero de machos al tiempo
cero

=P(Z£2mfn(1,2 —JIan > 0)P an > 0)+
k=1
Py & ml’n(l,Zni) =l Znﬁ = O)P(Z g =0)
k=1 k=1 k=1 k=1

con los mismos argumentos empleados en el célculo de la funcién generadora
de este ejemplo

ng—] (1—(r)") —HP’kammlO—ﬂan—O (rdhy?

del segundo sumando si sumamos sobre todo el valor de j € E = {0,1,...}

> p( Zskmmlo —JIan—O )(jemy i)

JEE =

el tnico valor que tiene sentido calcular dicha probailidad es cuando 5 = 0,

finalmente
pij = (1 = K(0)ui; + 1=y (K()) (3.41)
con este resultado obtenemos la forma de toda la matriz de transicion, al
hacer j =0,
po(i) =K'+ (1 -k )ul 0 y ui; = (1— f{i)u;j (3.42)

La cual tiene una expresién mas factible de desarrollar que el ejemplo anterior.
Concluimos el capitulo con la siguiente observacion.
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Observacion 3.17 La funcion de apareamiento ¢ impide que el BGWS tenga la
propiedad de ramificacion

El lector puede observar que en la demostracion del Teorema 3.24 nunca se utilizo
que ¢; = (q1)°, esto es no se utiizé la propiedad de ramificacion. Y los ejemplos
anteriores demuestran que el calculo de ésta probabilidad no es sencillo para cual-
quier funcién de apareamiento que se tome. Por lo que de manera rigurosa el
BGWS no es proceso de ramificaciéon como tal.






CAPITULO 4

Aplicaciones

Para concluir este trabajo mencionaremos algunas aplicaciones de la teoria desarro-
llada en los capitulos anteriores en campos como la genética, la biologia molecular,
el ciclo celular y a enfermedades como el cancer. Con el propésito de que el lector
que no esté familiarizado con el comportamiento de los genes, ADN o reproduccién
celular pueda comprender las descripciones biologicas, daremos una breve explica-
ci6n de los conceptos que se utilzaran, apoyandonos en [KA(02] y [BBDLJRR102].

El genoma, ADN (4cido desoxirribonucleico) y los genes intervienen en las funcio-
nes principales de los seres vivos referentes al almacenamiento, expresiéon y difusién
de la informacién que se heredara al momento de la reproduccion, expliquemos ca-
da uno. La molécula que posee la totalidad de la informacion genética que tiene
un organismo se llama genoma y guarda todo lo relativo a las proteinas que un
organismo puede sintetizar. E1 ADN es una macromolécula la cual contiene el
material genético esencial en el genoma de todas las células y tiene la labor de
almacenar y heredar la informacién genética a la progenie. El ADN lo podemos
definir desde el punto de vista quimico como un polimero que consiste en dos lar-
gas cadenas complementarias donde cada una ésta formada por un nucledtido el
cual se compone por tres elementos como lo podemos ver en la figura (4.1)

Para especificar la secuencia del ADN basta con nombrar solo a sus bases -adenina
(A), timina (T), guanina (G) y citosina(C)- y la disposicion de éstas en la cadena
es la que codifica la informacién genética, en el caso de los organismos vivos, el
ADN se presenta como una doble cadena de nucleotidos, en la que las dos hebras
estdn unidas entre si por unas conexiones denominadas puentes de hidrégeno y
donde la base A soélo se puede unir con una base T en la otra hebra y de la misma

85
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| Nucleotido |

Grupo Fosfato

. Base
Azacar | Nitrogenada

“adenina (A) [Actua comeo enlace entre ]

aziicar formando una
Timina T) cadena: "azticar-fosfato-
Guanina (6} azticar"

Citosina (C)

Desoxirribosa |

Figura 4.1: Composicién de un nucleétido

forma una base G con una C como lo vemos en la figura (4.2)

aziicar

Esqueleto de
azicares y fosfato
=] y

I_[_I

puente de hidrégeno entre las bases

Figura 4.2: Estructura de ADN

Por otro lado las proteinas son macromoléculas que realizan la mayoria de las
funciones en la célula de las que destacamos la formacién de enzimas que catali-
zan todas las reacciones quimicas, y la regulacion de la expresion de los genes. A
grandes rasgos las propiedades y funciones que una célula pueda hacer son deter-
minadas casi en su totalidad por las proteinas. La relacion de las proteinas con los
genes es que la secuencia de las cuatro bases de nucleétidos en un gen deben de
alguna forma codificar la secuencia de los aminoacidos (subunidades de proteinas).
Esta tarea se logra al transcribir dicha secuencia de ADN en una secuencia de bases
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Los genes son una subsecuencia especifica del #Cromosoma
ADN y son la unidad fisica y funcional de la he- 7 =

rencia. Su trabajo es copiar de manera exacta la _{{,‘Mp .
informacion biolégica que contienen para que al
momento en que la célula se divide se pueda trans-
mitir -mas adelante- dicha informacién a las cé-
lulas hijas producto de dicha divisién. Cabe des-
tacar que los genes se presentan en contadas oca-
siones en el genoma. Figura 4.3: Gen

de una molécula relacionada que lleva el nombre de ARN (4cido ribonoclueico)
cuyo codigo se transforma a su vez en una secuencia de aminoécidos.

En resumen, la informacién genética que se realiza en un gen es ':

ADN — ARN — proteina — fenotipo
cuya heuristica es

gen — mensaje —» catdlisis — rasgos observables

Telémero

El genoma humano divide el ADN en peque-

nas piezas de diversas longitudes que contie- p
nen una considerable cantidad de diversos ge-

nes para asi protegerlos y hacer una correcta
transmision a la siguiente generacion. Cada
pieza de ADN se compacta y asociada con eraze
las proteinas que sintetiza el ARN forman un
cromosoma. Los telémeros se encuentran en
los extremos del cromosoma, y se especializan
en la replicaciéon del ADN que permite a una
célula dar origen a dos células hijas en un cromaétidas hermanas

proceso llamado mitosis. Cabe destacar que

estos componentes son altamente repetitivos Figura 4.4: Fotografia que mues-
y se ha encontrado que estéan vinculados con tra los componentes de un cro-
ciertos tipos de cancer. mosoma,

Por otra parte los centrémeros son necesarios para segregar los cromosomas des-
pués de la replicacién de su ADN y enviar sélo un par del cromosoma duplicado a
cada una de las dos células hijas. Es muy importante que cada cromosoma tenga
un centrémero ya que:

1E] genoma de cada célula de un mamifero es de aproximadamente 3 x 10° bases y 30,000
genes. En un ser humano cada célula contiene 2 metros de ADN y 23 pares de cromosomas, mien-
tras que la secuencia total de nucledtidos equivaldria a escribir cerca de mil libros de alrededor
de 4000 hojas cada uno
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e en su ausencia el cromosoma se segrega de manera aleatoria a las dos
células hijas con la posibilidad de que ambos pares de cromosomas vayan
a una séla de ellas.

e si hay dos o mas centréomeros al momento de la replicacién usualmente
el cromosoma se rompe.

Se sabe que entre el 5-10% del ADN esta encargado de codificar proteinas, sin
embargo del resto de la cadena no se conoce su funcién por completo. Este es el
caso de los centromeros de los cuales se tiene conocimiento de su importante papel
en la segregacion del ADN de la progenie celular aunque se desconoce la secuencia
completa de material genético. Si sucediera que algunos fragmentos del ADN no
tuvieran centrémeros, tendria como consecuencia que las células se dividieran sin
control.

Finalmente concluimos este marco biolégico con
el dltimo elemento que estudiaremos que es la re-
plicacion del ADN el cual esta presente aunque
de manera subjetiva en todas las aplicaciones que
mostraremos y del que hemos hablado sin abun-
dar mucho en detalles. En dicho proceso el ADN
se duplica y de manera formal sintetiza una copia
idéntica de él mismo. La forma en la que se con-
sigue es a través del mecanismo auto-conservador
con el cual las dos cadenas complementarias del
ADN original, al separarse, sirven de molde cada
una para la sintesis de una nueva cadena comple-
mentaria de forma que cada nueva doble hélice
contiene una de las cadenas del ADN original.
Gracias a la integracién dnica que se da entre las
cuatro bases que forman la secuencia de cada una
de las cadenas, el ADN tiene la importante pro- Figura 4.5: Replicacion Semiconser-
piedad de reproducirse idénticamente, lo que vativa del ADN

hebra
original

permite que la informacion genética se transmita completa de una célula madre
a las células hijas. En otras palabas, de una molécula de ADN tunica, se obtienen
dos o méas “clones”. de la primera.

Las tan anunciadas aplicaciones tienen su origen en aspectos particulares de los
temas que hemos desarrollado previamente y de hecho algunas de ellas forman
parte de lo que se conoce como una mutaciéon. Una mutacion es la alteraciéon en
la secuencia de las bases del ADN la cual puede ser desde un ligero cambio en
una Unica base, hasta un rearreglo de todo el ADN en un cromosoma, este cambio
puede provocar que la habilidad de la célula para absorber proteinas se vea com-
prometido. Las consecuencias que puede traer son la incapacidad de controlar el
crecimiento y divisién celular lo que conlleva a desarrollar tumores malignos y la
nueva capacidad de éstas células de crecer atn en la presencia de un medicamento
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que mataria células “normales”. Un ejemplo de este suceso lo constituye la am-
plificacion génica en el cual algunas regiones del ADN pueden incrementarse
o amplificarse. Si la regién en cuestién contiene codificado un gen puede tener
como consecuencia que exista un auge o declive en la cantidad de proteinas nece-
sarias para el correcto funcionamiento de la célula. Dilucidemos estas ideas con el
siguiente cuadro

Siuna proteina aumenta puede afectar

Reproduccién Celular Efectividad de un farmaco

S

Lo que tiene como consecuencias

Elincremento desmesurado de Las células sean resistentes y crezcan
células que pueden originar cancer atn en presencia del fairmaco

Figura 4.6: Consecuencias de la amplificacién de un gen en una proteina

4.1. Aplicacién a la Amplificaciéon Génica

De acuerdo a un estudio realizado por Kimmel y Axelrod 2 se encontré una relacién
entre la enzima dihidrofolato reductasa (DHFR) y la resistencia celular a la droga
metotrexato (MTX) que se administra para combatir enfermedades autoinmunes
y en especial a diversos tipos de cancer como lo son el cancer de seno, cabeza y
cuello etc. . .la enzima DHFR esta codificada en los humanos por el gen DHFR.

Expliquemos como se diferencia una célula resis-
tente a un farmaco de una que no lo es. Cuando se
da la amplificacién de un gen a veces existen tan-
tas copias de la region amplificada que éstas pue-
den formar sus propios pseudo-cromosomas lla-
mados dobles minutos los cuales pueden aumen-
tar o disminuir en cada divisién celular debido
a que éstos elementos no tienen centrémeros (en
ocasiones llamados acéntricos) los cuales son in-
dispensables para proporcionar un cromosoma a
cada célula producto de la mitosis. Asi las célu-
las que tienen por lo menos un doble minuto que
contiene el gen DFHR las llamaremos resistentes Figura 4.7: Estructura tridimensio-
y a su contraparte sensibles. nal de la enzima DFHR

2FEste estudio se publicé en Mathematical Models of gene amplification with applications to
cellular drug resistance and tumorigenicity. Genetics 125: 633-644
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El aumento de los dobles minutos en las células resistentes, que a su vez incrementa
el namero de copias del gen DFHR se forman cuando una poblacion sensible crece
en presencia de la droga MTX. Cabe destacar que el proceso en el cual una célula
se vuelve resistente es reversible: basta con transferir estas células a un medio libre
de medicamentos y asi la células perderan el exceso de los dobles minutos.

Para una descripcién matemética del modelo que cuente el nimero de dobles mi-
nutos en el organismo se hard una seleccién aleatoria de las células como sigue:
primero tomaremos una célula, después una de su progenie, luego otra célula de
la progenie de la progenie y asi sucesivamente. Asi, la n-ésima célula producto de
ésta eleccion contendrd Z,, dobles minutos que tienen el gen amplificado. Cuan-
do se hace la replicacién del ADN cada par de dobles minutos puede replicarse
con probabilidad (c.p.) a o no replicarse con probabilidad 1 — a. Al momento de
segregarse en las células se pueden presentar los siguientes casos:

¢ Si el doble minuto no se replica, se asigna a la progenie con una proba-
bilidad de 3.
e Si se replica

o ambas copias se van a cualquier célula c.p. § para la célula 1y 5
para la célula 2.

o cada copia se va a una célula c.p. 1 — «

Interpretemos los valores que puede tomar . Si o = % entonces es el inico caso en
que los dobles minutos se segregan independientemente a la progenie. Si o > % de
un pequeno célculo 1 —a < % lo que quiere decir que hay una preferencia de irse a
la misma célula y finalmente, si sucede el caso contrario a < % se ird a diferentes
células con mayor probabilidad.

Si escogemos una célula resultado del proceso descrito anteriormente, de acuerdo
a la figura (4.8) puede suceder que la célula que elegimos

e No tenga replicas del original doble minuto c.p.

1—a n ax
2 2
S~—— ~~~

no se replica  ambas copias fueron a la otra célula

e Tenga una replica del doble minuto
l—a . a(l — )

2 2
— —

no se replica  una copia se quedo en esta célula

e Encontrar ambas replicas c.p. %*

Por lo que el BGW asociado al niumero de dobles minutos toma valores en los
nimeros pares unicamente, el cual Kimmel define formalmente como

7 1+ logaZ, si Z, #0
"0 si Z, =0

Con este preambulo, conoceremos el comportamiento del proceso a traves de la
funcién generadora de probabilidades f1(s), la cual toma valores hasta n = 2
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Replicacién Division

‘
¢

Célula con a
dobles
minutos del

gen DHFR @

12

12

a2

a2

o600 6ee

Figura 4.8: Ilustracion del modelo de amplificacién génica

debido a que en cada periodo de reproducién a lo mas puede suceder que los dos
pares de dobles minutos se encuentren en una séla célula.

fi(s) =P(X] =0) + sP(X] = 1) + s*P(X] = 2)

_1—a+aa+ 1—a+ (1 ) +aas
T2 g T8\ T T 2

2

que se puede expresar como
fi(s) =d+s(1 —b—d)+ bs* (4.1)

(1;‘1) + % ya que

con b= % d=

l+ala—1) aa 2—-1-ala—1)—aa
2 2 2

que es lo mismo que el coeficiente lineal en (4.1). Ya que los dobles minutos even-
tualmente desaparecen de la poblacién en la ausencia de la seleccién descrita por
el modelo, se asume que el proceso contrario a la amplificacion que es la reduccion
génica es mayor al de la amplificacion por lo que nuestro modelo presentado es
subcritico, esto significa que debe cumplir con

F(1)=1—b—d—2bs|s—y =1+b—d<1 (4.2)

1—d—b=1-

por lo que en este caso debe cumplirse que b < d.

4.1.1. Inmunidad a los farmacos

Cuando se hace esta seleccion de células en un laboratorio, después de N genera-
ciones que se desarrollan bajo la presencia de la droga MTX todas las células de la
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poblacién tienen por lo menos una copia del gen DHFR, en otras palabras Zy > 0
De esta forma el namero de copias del gen se distribuyen como {Zy|Zy > 0}.
Cuando N crece al cumplirse las hipdtesis del Teorema de Yaglom su comporta-
miento serd de acuerdo a (2.2). Por lo que con la notacion dada por la ecuacion
anterior, la funcion generadora f satisface

1= fofi(s) = pu(1= f(s))
con u=1+b—dy fi(s) expresada como (4.1)
=1—f(d+s(1=b—d)+bs?)=(1+b—d)(1— f(s))

La cual no podemos expresar de manera mas especifica ya que si revisamos la
construccién de la generadora f encontramos que esta en términos de la n-ésima
funcién generadora de f la cual en este caso implica una dificultad en su expresion
ya que para n = 2 tiene la forma de d + s(d + s(1 —b—d) + bs?) +b(d + s(1 — b —
d) +bs?)2. Lo que sf podemos usar es la cota que di6 Kolmogorov para el valor de
la no extincién

P(Z, > 0) «~ cu™(1+ o(1))

A partir del hecho de que las células resistentes en el ambiente dado por el ex-
perimento se duplican, ¢ = 2 y asi el ritmo de crecimiento promedio para cada
generacion es de 2u. La descripcion del procedimiento del laboratorio concluye
de la siguiente forma: después de tener las N generaciones con al menos un gen
DFHR amplificado se traslada a la poblacién a una regién libre del farmaco, donde
las células sensibles en cada generacion se duplican (i.e. su factor de crecimiento
es 2), mientras que las resistentes seguiréan a su ritmo de 2u < 2 por generacion.
Bajo esta circunstancia si definimos a R(n) como el numero de células resisten-
tes al tiempo n y de manera anéloga a S(n) como el nimero de células sensibles

entonces el cociente de células resistentes sera r(n) = % con

R(n) = (20)"R(0) ¥ S(n) + R(n) = 2"(S(0) + R(0))

por lo tanto

(20)" R(0)
r(n) _ @ROFS0) _ g
r(()) - R(0) -
R(0)+5(0)

Ya que el proceso es subcritico vemos que la proporcién de células resistentes de-
crece geométricamente a razéon . Esto consistente con los resultados del articulo
de Brown, P.C., Beverly, S.M. and R.T. Schimke ? donde se trabajo en la relacién
de los genes amplificados del gen DFHR con los dobles minutos del linaje de cé-
lulas fibroblasticas inestables de ratones . Dichas conclusiones se resumen en la
figura (4.9). Dos resultados causan interés. El primero de ellos que no desconcierta

31981. Relationship of amplified dihydrofolate reductase genes to double minute chromosomes
in unstably resistant mouse fibroblasts cell lines. Molecular and Cellular Biology 1:1077-1083.
4El fibroblasto es una célula del tejido conectivo
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es que la proporcion de células con el gen amplificado disminuye al transcurso del
tiempo. La segunda consecuencia la cual era menos predecible nos indica que la
distribucién del nimero de copias del gen en la subpoblacién de células resistentes
conservan su forma mientras la resistencia se pierde.

2001 (A) n ©
1501-:.!

1004!
: [91%] [46%]

FRACTION OF TOTAL (1073) PER UNIT

100 1
[71%] [22%]
50 1 i*"i‘”‘\
3
0 ‘ e . Y I s
I} 10 20 30 10 g 1 20 30 40

RELATIVE FLUORESCENCE PER CELL

Figura 4.9: Grafica que indica la pérdida de las copias amplificadas del gen DFHR
en un ambiente libre de la droga MTX. En el estudio mencionado se trabajo
con células resistentes al MTX que crecieron en diversas unidades de tiempo. El
término flourescence per cell indica que el crecimiento celular fue proporcional
al namero de copias del gen por cada célula. Los porcentajes que se encuentran
entre corchetes son las células que presentaron un niimero de copias del gen mayor
que en las células sensibles. En (A) la linea punteada y en negritas representan
las células sensibles y resistentes respectivamente. En (B) hay 17 generaciones de
células que crecieron en un ambiente libre de MTX, en (C) y (D) el tiempo de
espera es respectivamente de 34 y 47 generaciones.

Finalmente damos a conocer los valores estimados de b y d que se encuentran en
[KAO02] que son: b = 0.47 y d = 0.50 por lo que, resultado de poner los valores de
by den términos de a y « se tiene quea=1—-2(b—d) =094y a = %b =1. La
interpretacion a estos valores es que aunque la replicacién de los dobles minutos
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que esta dada por a es una probabilidad muy grande, todas las copias se van a
una sola célula casi seguramente.

4.2. Aplicacién a la replicaciéon de biomoléculas

Veamos el uso del BGW a la reproduccion de este tipo de moléculas las cuales
sabemos que estan compuestas por 6 elementos: carbono (C), hidrégeno (H), oxi-
geno (O), nitrogeno (N), fosforo (P) y azufre (S) y que constituyen del 95 al 99 %
de los tejidos de todos los seres vivos. Estas moléculas tienen la habilidad de que al
momento de replicarse (por medio de sus nucle6tidos de ADN) lo hacen sin error,
esto es, la molécula que surge es idéntica a su predecesora.

Para iniciar la descripcién del modelo
consideremos una cadena de polimeros
formada por v nucledtidos, supondremos
que hay un valor p, p € (0,1) que indi-
ca la probabilidad de que un nucleétido
se copie correctamente. Asi p¥ es la pro- {
babilidad que la biomolécula tenga la se-
cuencia correcta. El tiempo que dura la
replicacion del ADN es de una unidad de

tiempo en el cual puede suceder que la
biomolécula: Figura 4.10: Nucledtido en el ADN

e sobreviva y se duplique de manera exacta con probabilidad w y p”
respectivamente o

e muera con probabilidad 1 — w

Finalmente cada molécula da lugar a dos, una, o ninguna biomolécula del mismo
tipo con probabilidad wp”, w(1 — p”), 1 — w respectivamente. El modelo de BGW
es adecuado para conocer la poblaciéon de biomoléculas que se duplican sin error,
por lo que su estudio serd por medio del proceso (Z,,)n>0 €l cual indicaré el na-
mero de biomoléculas correctas presentes en la generacién n con X' el nimero
de biomoléculas que dio origen la :—ésima biomolécula de la n—ésima generacién.
Los resultados de ésta aplicacion lo haremos a través de la funcion generadora de
probabilidades de la variable Z;. De acuerdo a la notacién asumida en el capitulo
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uno.

fi(s) = i s"P(X] =n) = s"P(X] =0) +sP(X] = 1) + s*P(X] = 2)
n=0

= P(no sobrevive) + sP(sobrevive pero se duplica con error)
+ 5P (sobrevive y se duplica correctamente)

= (1 —w)+ sw(l —p*) + s2wp”

esta biomolécula se preservara de manera indefinida con probabilidad po-
sitiva si la media de reproduccion es supercritica (Teorema 1.20). Por las
propiedades de la funcién generadora, la media de reproduccion la obtene-
mos al derivar ésta y evaluar en uno de esta forma f(s) = w(1—p”)+2wsp”.
Asi = f/(1) es mayor a uno si

w(l —p”) 4+ 2wp” > 1
w(l+p”)>1

es decir cuando

1—w
v 4.3
P> (4.3)

Ahora bien, para saber con que probabilidad sucede la no extincién de la biomolé-
cula haremos primero el célculo de su complemento. Sabemos que ¢ = lim,,—, oo P(Z,, =

0) se consigue en el caso subcritico al encontrar la tnica raiz de la ecuaciéon
f1(s) = s sobre el intervalo [0, 1), de esta forma

fi(s) —s =wp’s* + s(w(l —p") —1)+1—w

por lo que fi(s) —s =0 siy solo si

1—p¥ 1 1-—
82+S<w(p) >+ w:(]
wpY wpY wpY

que se puede reescribir como

9 <1 1> 1—w
=s8"+s|——-1— +
Y wp¥ wp”

-1 1—
232—|—3<w —1>—|— sz
wp¥
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la cual tiene por soluciones a

sty

uet 1) - ags

wpY pY

2
w—1 2 w—1 w—1
(W) fQ(wpy)+1+4( )
2
_(w—1_1)+/_ w—1+12
wpY wpY
2

(ot 1)+

2
al ser w, p¥ probabilidades (ﬁ;} + 1) = ’5);} + 1. Finalmente la raiz que

representa la probabilidad de extincion (ya que la otra solucién es 1 la cual
no pertenece al intervalo) es

-1 )—1 —

1= 2 N 2 wp¥

la cual es menor que uno por (4.3). Por lo que la probabilidad de sobrevivir
indefinidamente es

1—
1—-q=P(Z,>1 paratoda neN)=1- d

wpY

4.3. Aplicacién al ciclo celular con muerte e inac-
tividad

La reproducciéon de una célula se da cuando ésta se puede dividir y dar origen a
dos células del mismo tamano. Se ha observado que células similares no producen
el mismo ntmero de células de una colonia (denominaciéon para la progenie de
una célula) debido a varios factores entre ellos la aleatoriedad del deceso o la
inactividad de la célula en el cual la célula esta viva pero ni se duplica ni muere.

4.3.1. Modelo matematico

Para esta situacion podemos iniciar con el modelo de BGW para conocer el niimero
de células al tiempo n. Sin embargo, para poder describir este modelo a través de
su funcién generadora de probabilidades al tiempo n, haremos una construccién
alternativa del proceso que llamaremos Bienaymé-Galton-Watson retrospectivo el
cual se basa en la propiedad de ramificacién con la cual aseguramos que todos los
individuos que estan en la poblacion (salvo los que inician el proceso) son atribui-
bles a un ancestro en la primera generacién. En otras palabras, el proceso se puede
describir como la unién de subprocesos que inician con la primera generacién de



4.3. APLICACION AL CICLO CELULAR CON MUERTE E INACTIVIDAD 97

hijos del ancestro que comienza el proceso. Para describir lo anterior mateméti-
camente, definimos a la variable aleatoria Zl(]% 41 como el nimero de individuos
de la n + 1-ésima generacién del proceso iniciado por un antepasado que nacié al
tiempo uno, el superindice es el namero de copias independientes e idénticamente

distribuidas del individuo uno. Entonces

Z{}T)L-‘,-l+'.'+Z£,j7)l+l+.”+Z§7an'~)‘1 si Z1 >0
Zn+1 =
0 si Z1 =0

Ancestro] |
comun

Figura 4.11: Representacién del BGW retrospectivo, sumamos los bloques de la
extrema derecha obtenemos Z, 1

Una vez dada la descripcién empecemos el modelo del crecimiento celular. Inicia-
remos el proceso con una célula prolifica la cual se duplica y da lugar a dos células
donde cada una presentaré la siguiente tricotomia

e se reproducird con probabilidad ps

e quedara inactiva con p; de probabilidad?®

e moriré sin haberse dividido con probabilidad pg
claramente se debe de cumplir py + p1 + p2 = 1. Este modelo esta construido de
tal forma que podemos distinguir las células prolificas de las que son inactivas, asi
nombramos a Z, la cantidad de células prolificas de la j-ésima célula al tiempo n y

a (., a su contraparte de células sin actividad, de acuerdo a la nueva construcciéon
del BGW

Zl Ql
Zn+1 = Z Z{‘?'r)],-i,-l y Qn-‘rl = Z ng,zl-t,-l (4'4)
j=1 j=1

5En ocasiones se le conoce como estado quiescente o perfodo Go del cual las células pueden
salir y volver a tomar parte del ciclo celular si fuese necesario
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(7) . . . . .
donde Zy7; .1y Q1 n41 serdn respectivamente el ntimero de células prolificas o
inactivas de la j-ésima célula de la generacion n + 1 en el proceso iniciado por un
antepasado que naci6 al tiempo uno. Adicionalmente el niimero de células inactivas
que habra en cada generacién serd una, que es ella misma.

El estudio de su comportamiento serd a través de la funcién generadora de proba-
bilidades conjunta la cual esta definida como

fn(s,w) = E(sZ1ngQ1n) = Z s'WP(Zy . =i,Q1n =j) con (s,w) € [0,1]?
i,j>0
(4.5)
donde habra Valores diferentes de cero para i,j < 2. De acuerdo a la propiedad
de ramificaciéon Z1 1 Y ngzl 41 tienen la misma distribucion que Z,,Q, para
toda n € N. Ahora bien, para obtener una recursion sobre (4.5) condicionamos
(Zn+1,Q@n+1) alos valores de (Z1,Q1). En la tabla (4.1) obtenemos las posibilida-

des viables de (Z7, Q1) con su respectiva probabilidad e interpretacion.

Cuadro 4.1: Casos posibles del modelo de reproduccion celular
(Z1,Q1) Probabilidad Interpretacion

(0,0) p3 ambas células mueren

(0,1) 2pop1 una célula muere y la otra se vuelve inactiva
(0,2) p3 ambas células seran inactivas

(1,0 2papo una célula muere y la otra se replica

(1,1) 2pap1 una célula se replica y otra queda inactiva
(2,0) p3 ambas células se replican

La interpretacion en el BGW y su valor en la funcién generadora se da a través
de la siguiente tabla donde los primeros tres valores es resultado de sustituir en la
generadora de probabilidades

froy1(s,w) = ZsuﬂP n=1,Qn=17)

%,7=0

Los 3 casos restantes los explicaremos a continuacion. Cuando Z; = 1 se tiene
que al momento que la célula se replique cada una de las dos células resultan-
tes puede morir, replicarse o quedarse inactiva, es asi que por la propiedad de
ramificacion se tiene el mismo proceso pero con la condicién de que el ancestro
estard en cualquiera de las n generaciones restantes. Si una célula es prolifica y la
otra inactiva entonces se aplica el mismo argumento de ramificacion con el detalle
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Cuadro 4.2: Funcién generadora del modelo celular con inactividad

(Z1.Q1)  (Zin1, @unst) Fr1(s,w)
00) (00 1

01 (01 w

(0,2) (0,2) w?

(1L0) (201, Q%) Fals,w)
(L) (Zen @ + D) Fals, w)w
20) (2 + 220000 QP (Falsw)’

que al sumar 1 estamos se cuenta la célula inactiva @1, por otra parte al tomar
fn(s,w) = E(s?1rnw®nw) se obtiene el resultado de la tabla (4.2). Para con-
cluir, si las células son prolificas se tendran 2 subprocesos y al calcular su funcién
generadora gracias a la independencia de cada subproceso

(1) (2) (1) (2)
fals,w) = B(s7n s @inw@in) = (B(s%rw@in))?

Como resultado de multiplicar las probabilidades de la tabla(4.1) con los valores
de la generadora en (4.2) tenemos que

fn+1(53w> = (prn(saw) +prw +pO)2 (46)

Finalmente podemos conocer la funcién generadora para las células prolificas o
inactivas. De (4.5) al tomar w = 1 se obtiene la funciéon generadora “marginal”

Fu(s 1) =YY S'P(Zin =6, Qun =) =Y _ sP(Z1n =1,9) = fuls)

i=0 j=0 i=0

que al sustituir en (4.6), f,(s) = (p2fn(s) + p1 + po)°. De manera analoga se ob-
tiene el resultado para las células inactivas al tomar w = 1.

Estas ideas son la base del modelo utilizado en [KA02] para establecer las di-
ferencias en el crecimiento de las colonias de dos tipos de células fibroblasticas:
Las células NIH y una version modificada de ellas que lleva por nombre NIH(ras).

El primer tipo de célula se considera “normal ” para el estudio. Un oncogén es
un gen anormal o activado que procede de una mutacién de un gen llamado proto-
oncogén. El término ras procede de “rats sarcoma ” porque inicialmente se aisl6 de
ratas que padecian sarcoma, bajo este preAmbulo las céulas NIH(ras) se crearon al
transferir el gen mutante ras oncogene en las células NIH, ya que dicha alteracion
del gen esté relacionada con tumores malignos. Lo que arrojo el experimento fue
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el tamano de las colonias no varia mucho y que al tomar la funcién generadora de
la suma de las variables Z,, + @,, reproduce de manera exacta la variabilidad de
la colonias. °

6El lector que esté interesado en el procedimiento puede consultar [KA02] pags. 39-42
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Apéndice

Definicién A.1 (Cadena de Markov) Sea (2, F,P) un espacio de Probabili-
dad, y E un conjunto no vacio (finito o numerable). Una sucesion de variables
aleatorias {X,, : Q@ — E,;n =0,1,2,...} se llama Cadena de Markov homogénea
con espacio de estados E si se satisface la Propiedad de Markov, esto es, si
para todo n > 1 y para cualesquiera xg,x1,...,Tn, 2,y € E se cumple.

]P)(X'n, = y|Xn71 =Z,... ,XO = Q:0) = IP)(XTL = y|X’n*1 = l’) (A]')

Usualmente E es un subconjunto de N, Z 6 R

A.1. Convolucion de variables aleatorias

Sean X,Y variables aleatorias discretas, no negativas e independientes con distri-
buciones F'x, Fy y funciones de densidades de masa px y py respectivamente. A
la distribucion de probabilidad de (X 4+ Y) se le conoce como la convolucién de
X con Y (denotada como Fx x Fy) y se define como sigue:

(Fx = Fy)(s) =Y Fx(s — k)py (k) (A.2)
k=0

101
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Veamos que de hecho (A.2) es la distribucion de Fixy:
Fxiv(s):=P(X+Y <5s)

= ip(xw <slY =y)P(Y =vy)

=Y P(X <s—y|Y =y)py
y=0

s s
=Y P(X<s—ylpy =Y Fx(s—y)py
y=0 y=0

La segunda igualdad usa la ley de probabilidad total ya que las variables aleatorias
X y Y son no negativas. Finalmente al tener la independencia de dichas variables
obtenemos la distribucion de Fx y con esto concluimos la afirmacién. Si derivamos
(A.2) con respecto a s se sigue del hecho de que la suma es finita y del teorema
fundamental del Célculo que

d (X0 Fx(s = k)py (k)

fx+v(s) = 7 = Ix(s—k)py (k)
y=0

Inductivamente se demuestra que si tenemos X, Xo, ..., X,, variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas con distribuciéon de probablidad F
entonces la suma de estas n variables aleatorias tienen funciéon de distribucion
F x--- % F que se denota simplemente F*", por lo que

——

n

P(Xy 4+ Xn =) = (F™)()) (A.3)

La siguiente seccién contempla el uso de la serie de potencias estudiadas en el
capitulo 1. Se daran pruebas sobre los resultados que empleamos en dicho capitulo.

A.2. Series de Potencias

Definicion A.2 Sea Ziio ar una sucesion en R y sea ro € R. La serie

oo
Z ag(x — :co)k
k=0

de funciones reales de variable real se llama una serie de potencias. El radio de
convergencia R de la serie anterior es

o0
R = sup{r > 0| Z ar® converge}
k=0
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Existe una formula que permite expresar el radio de convergencia de una serie de
potencias en funcién de sus coeficientes. Si {aj}72, sucesion de coeficientes reales,
en este caso el radio de convergencia es
1
lim supy,_, o, |ax|*/*

si limsup |ag|Y* > 0
k—o0

00 si limsup,_, . ax|"* =0

aunque habitualmente se trabaja con los distintos valores de x para encontrar
dicho radio de convergencia tal y como lo hicimos a lo largo del texto.

A.2.1. Propiedades de series de potencias

Sea Z un espacio métrico y V un espacio de Banach. Cp(Z, V') sera la notacion pa-
ra el espacio de funciones continuas y acotadas de Z a V' y || f||oc 1= sup,c || f(2)|]
la norma uniforme. También se hard uso del criterio de Weierstrass para la con-
vergencia de series’

Proposicion A.3 Sea (aj)ren una sucesion en R y xg € R. Las series de poten-

cias
o0 o0
Zak(x—xo)k Y Zkak(x—xo)kfl
k=0 k=1

convergen uniformemente en [xo — 7,z + r| para todo r € (0, R).

Demostracién. Sea r € (0, R). Definimos f, € C’[(;O_T 2o-+r] COMO

fr = ag(z — z0)*

Probaremos que la sucesion (fi)ren satisface el criterio de Weierstrass. De la
definicién de radio de convergencia se sigue que existe 7 € (r, R) tal que >, _, ax?*
converge en R. Por tanto, existe un ¢ € R tal que |ai7*| < ¢ para todo k € N en
consecuencia para toda k € N y para todo x € [zg — 1,29 + 7]

|fu(@)] = lagllz — 2ol < ar|F*0" < co*

donde 6 := %. Se tiene entonces que

I3

|| felloo < cO” para toda k€N

como consecuencia del criterio de Weierstrass Y-, ax(z — )" converge unifor-
memente en [zg — r, 2o + 7).

Por otra parte si definimos g, € C%[zg — r, 29 + ] como g () := kax(z — x0)* 1,
con k > 1 tenemos que

1Si Z es un espacio métrico, V un espacio de Banach y (fx)ren una sucesion en C,?(Z, V). Si
la serie de numeros reales > 72 || fx||co converge, entonces > 72 ; fi converge uniformemente en
Z a una funcién f € CY(Z,V) que se denota por f =322, fx
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lgr(2)| = klag||z—z0|*~1 < gk@k_l para toda k € N, y para toda x € [zo—r, 20+7]

Por tanto ||gk||oc < $k6% 1. Dado que la serie -7, k6%~ converge en R (es una
serie geométrica), de la misma forma que el caso anterior concluimos que

Z kay(z — zo)" 1
k=1

converge uniformemente en [xg — r,zo + 7] O

Proposicion A.4 Si fi : [a,b] = R es una sucesion de funciones continuamen-
te diferenciables en [a,b] tales que (fr)ren converge a f puntualmente en [a,b] y
(fi)ken converge a g uniformemente en [a,b] entonces f es continuamente dife-
renciable en [a,b] y f' =g

Demostracién. Sea g € (a,b). Al usar el teorema del valor medio a la funcién
fi — fx se tiene que, para cada = € (a,b) existe &, € (a,b) tal que

fi(@) = fi(@) = (fi(z0) = fu(w0)) = (fj(&) = fr(&)) (@ — 20)
en consecuencia, para toda x € (a,b)
£i (@) = fixo) = fu(@) + fr(zo)l Ifj = filloolz — 2ol

como (f1)ken converge en C[a,b], dada e > 0 existe ko € N tal que

|fi(x) = fi(z0) — fu(x) + fr(xo)| < %Ix —x0| paratoda x € (a,b),k > ko

(A4)
por otra parte existe k1 € N tal que
fi(wo) — glao)l < 5 paratoda k= ky (A.5)
sea k. := max{ko,k1} y sea § > 0 tal que
fe. () = fe.(x0) €
T — %o - fk*(wo) < 3 S1 ‘.I‘ — 1?0| <4 (AG)
de las desigualdades (A.4),(A.5),(A.6), se sigue que
f(@) = f(zo) a(@o)| < ‘f(fl?) — f(@o)  fr. (@) — fr.(20)
T — o T — o T — o
x) — x
| L@ S0 ) 1 o) — gtao)
Tr — X
<e si|lz—z| <9 (A7)

Es decir f es diferenciable en zg y f'(z0) = g(z¢). Finalmente como f; € C°[a,b),
se tiene que g € C%[a, b], es decir, f es continuamente diferenciable en [a, b] O
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Corolario A.5 Sea (ay)ren una sucesion en R y xg € R. La serie de potencias

oo
Z ap(z — x0)*
k=0

es continuamente diferenciable en (xg — R,x0 + R), donde R es su radio de con-
vergencia, y su derivada es la serie de potencias

Z kay(x — x0)* 1
k=1

Demostracion. Seaz € (zo— R, o+ R). Escojamos r € (|z—xg|, R) y denotemos
por

k

Tk = Zaj(l' —z0) , flx):= Zaj(x — o) g(x) = Zjaj(f —xo) !

Jj=0 Jj=0

Las funciones (fx)ren son continuamente diferenciables entonces converge unifor-
memente a f en [xg—7,2o+7] y f}, converge uniformemente a g en [xg —17, zo +7].
Por la proposiciéon anterior sabemos que f es continuamente diferenciable en
[xo — 7,20 + 7] ¥ que f' = g en dicho intervalo. En particular, f, es diferenciable

enzy f'(r) =g(z) O

A.3. Lema de Borel Cantelli

Veamos la demostraciéon de este lema, para eso recordemos que éste lema menciona
que si (2, F,P) es un espacio de probabilidad y {Ax}32, € F una sucesion de
eventos

1. Si > 2 P(Ax) < oo = P(limsupy,_, o Ax) =0

2. Si la sucesion {A}7° ; es independiente y Y r- | P(Ag) = co entonces
P(limsup A;) =1

k— o0

Demostraciéon. Ya que limsup;,_,. A = e, Uy An entonces

P(lim sup Ax) < IP( [j Ap) < i P(An)
n=~k

k—o0 n—k

como el ultimo término es la cola de la sucesion y estamos bajo la hipotesis
de que dicha serie converge se sigue que dicha serie tiende a cero conforme
k — oo. En el otro caso tenemos que Y, P(Ay) con (A;)72, una sucesion
independiente, entonces podemos utilizar el primer caso, por lo que tenemos
que demostrar que

P((limsup A)¢) = P(ﬂ U AS)=0

k—o0 k=1n—Fk
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para esta condicion simplemente basta con mostrar que P(U;—, A,) = 0
para toda k. Al ser Aj, una sucesion de eventos también independientes, al
usar que 1 —t < e~ ! parat € R

K K

(4.)9) = [Tt =PA)] < [ e P = exp(= Y P(A,))
n==k

n=~k n=~k

P(

C=

k

n

El dltimo término de la expresién anterior converge a cero cuando K — oo y con
esto concluimos la demostracion. [
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