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Prefacio

Este trabajo tiene por objeto desarrollar el artı́culo On the Topology of
Positively Curved 4-Manifolds with Symmetry [11], donde el resultado prin-
cipal es que si se tiene una 4-variedad orientable, compacta, con curvatura
positiva que acepte una acción isométrica no trivial de S1, entonces es
homeomorfa a la 4-esfera o al espacio complejo proyectivo de dimensión
2.

Hsiang y Kleiner observaron que se sabı́a muy poco acerca de la
topologı́a de las 4-variedades compactas con curvatura positiva. Primero
consideraron sólo a las variedades compactas con curvatura positiva pues
el trabajo de Gromoll y Meyer da una comprensión cuidadosa de las va-
riedades no compactas con curvatura positiva. Luego, tomando en cuen-
ta la dimensión, se tiene que las 2-variedades orientables compactas con
curvatura positiva son homeomorfas a la 2-esfera (gracias al teorema de
Synge y a la clasificación de las superficies compactas). Las 3-variedades
compactas con curvatura positiva fueron determinadas por Hamilton. En
cambio, las 4-variedades compactas con curvatura positiva no habı́an sido
lo suficientemente estudiadas, por lo que Hsiang y Kleiner se interesaron
en estos espacios.

En el resultado principal se piden bastantes hipótesis que juegan un
papel importante, por ejemplo, observemos que si no pedimos que la
variedad tenga curvatura positiva entonces el resultado no se cumple pues
se tiene el toro de dimensión 4. En este trabajo es muy importante pedir
que la variedad tenga simetrı́a (una acción isométrica de S1), dado que
la prueba se basa en estudiar el conjunto de los puntos fijos de la acción
de S1 y ası́ poder calcular la caracterı́stica de Euler de la variedad. Cabe la
pregunta de si la hipótesis sobre la simetrı́a en la variedad es o no necesaria,
pero por el momento no se tiene una respuesta al respecto, aunque lo más
seguro es que se necesitarı́an distintas ideas y herramientas para la prueba
al debilitar la hipótesis.

En el primer capı́tulo se desarrolla la herramienta necesaria para poder
demostrar el resultado principal, en sı́, se desarrollan resultados sobre:
variedades con simetrı́a, el espacio orbital, órbitas principales, variedades
con curvatura positiva, con el propósito de utilizar lo mejor que se pueda
todas nuestras hipótesis. En el segundo capı́tulo todo se une para poder
probar varias proposiciones y finalmente el resultado principal.



Capı́tulo 1

Conceptos preliminares

Este capı́tulo contiene conceptos, notaciones y herramienta que uti-
lizaremos en la demostración del teorema principal. Dado que la herra-
mienta es diversa y la demostración de algunos resultados nos aleja un
poco de nuestra meta, nos enfocaremos en demostrar sólo algunos resulta-
dos que consideramos importantes para introducir la herramienta y para
poder entender mejor la demostración del teorema principal.

1.1. Campos vectoriales

Sea M una variedad diferenciable, donde el espacio tangente en un pun-
to de M, digamos p, lo denotaremos como TpM y su haz tangente será TM.
Un campo vectorial diferenciable X en una variedad diferenciable M, es
una transformación diferenciable X : M → TM tal que X(p) ∈ TpM. Para
mayor simplicidad denotaremos a los campos vectoriales diferenciables
sólo como campos vectoriales.

Ya que las variedades son localmente euclidianas, el teorema de exis-
tencia y unicidad local para ecuaciones diferenciales de primer orden se
extiende a variedades, por lo que tenemos el siguiente resultado: Sea M
una variedad diferenciable y X un campo vectorial en M para cada p ∈M,
existe un intervalo I que contiene al 0 y una única curva suave cp : I → M
tal que cp(0) = p y para cada t ∈ I se tiene c′p(t) = X(cp(t)). De hecho también
se tiene un resultado de ecuaciones diferenciales un poco más fuerte, el
cual nos dice que dado un punto de M existe un dominio que lo contiene
y un intervalo (−δ, δ) en el que están definidas las soluciones para cada
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4 1.1. Campos vectoriales

condición inicial en el dominio, es decir, se tiene lo siguiente:

Proposición 1.1.1. Sea M una variedad diferenciable con X un campo vectorial,
entonces para p ∈M, existe un abierto U de p y un intervalo I que contiene al 0 con
los que se tiene una función diferenciable F : I ×U→M tal que para cada q ∈ U
la curva cq(t) = F(t, q) , con t ∈ I , es la única curva que satisface c′q(t) = X(cq(t))
y cq(0) = q.

Demostración. Sea p ∈ M y (V, ϕ) un sistema coordenado en p, existe un
abierto conexo U ⊂ V de p y nos fijamos en (U, ϕ|U) que también es un
sistema coordenado de p. En U se tiene el resultado de ecuaciones dife-
renciales por lo que existe un intervalo I que contiene al cero donde cada
curva solución suave cq, con cq(0) = q, está definida para cada q ∈ U.

Ahora podemos definir F : I × U → M como F(t, p) B cp(t) , es una
función diferenciable porque X es un campo vectorial y por la regularidad
de las soluciones de ecuaciones diferenciales con respecto a condiciones
iniciales. �

Definición 1.1.2. El flujo local de un campo vectorial X en una variedad di-
ferenciable M es Ft : U → M con Ft(p) = F(t, p) el mapeo suave del resultado
anterior.

Proposición 1.1.3. El flujo local Ft es un difeomorfismo local, y si t,t̂ y t + t̂ ∈ I,
entonces Ft ◦ Ft̂ = Ft+t̂.

Demostración. Sea p ∈M, fijémonos en cp(t+ t̂) = F(t+ t̂, p); ésta es una curva
que satisface c′p(t+ t̂) = X(cp(t+ t̂)), le podemos dar dos interpretaciones, por
un lado es la solución de la ecuación diferencial con condición inicial cp(0) =
p y por otro lado si fijamos t̂ es la solución de la misma ecuación diferencial
pero con condición inicial cp(0 + t̂) = cp(t̂) = F(t̂, p). Ahora fijémonos en
la curva cF(t̂,p) que satisface cF(t̂,p)(0) = F(t̂, p) y c′

F(t̂,p)
(t) = X(cF(t̂,p)(t)). Por la

unicidad de las curvas soluciones de X dada una condición inicial, se tiene
cp(t + t̂) = cF(t̂,p)(t), y como

Ft ◦ Ft̂(p) = F(t,F(t̂, p)) = cF(t̂,p)(t)
Ft+t̂(p) = F(t + t̂, p) = cp(t + t̂)

por lo tanto Ft ◦ Ft̂ = Ft+t̂.
Ahora veremos que Ft es un difeomorfismo local. Para ello considera-

mos Ft : U→ Ft(U) y sin pérdida de generalidad a I = (−δ, δ). Ft es inyectiva
pues si Ft(p) = Ft(q) por lo anterior F−t(Ft(p)) = F0(p) = F0(q) = F−t(Ft(q)) por
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lo tanto p = q, de hecho F−t es la inversa de Ft y como F es suave, entonces
Ft y F−t son suaves. Por lo que Ft es un difeomorfismo local. �

Necesitamos pedirles a las curvas solución un poco más para poder
trabajar con ellas con facilidad, pues tenemos la siguiente situación: A la
curva solución en p, cp : I → M, puede que todavı́a podamos extenderla
más, es decir, que exista ĉp : J → M que sea curva solución en p con I ⊆ J
y ĉp|I = cp. Por lo que vamos a extender la curva lo más que se pueda
obteniendo un intervalo máximo en el que la curva solución se pueda
definir.

Ahora tenemos cp con I máximo, vamos a ver qué pasa con I si M es
compacta. Como para cada p ∈ M existe un intervalo Iδ = (−δ, δ) y una
vecindad abierta de p en el que el flujo está definido (proposición 1.1.1), y
M es compacta, entonces existe un número finito de estas vecindades que
cubre a M. Sea δ0 el mı́nimo de los deltas de los intervalos correspondientes.
Si I = (a, b) con b , ∞, sea tn una sucesión creciente que tiende a b, sea N ∈N
lo suficientemente grande para que b−tN < δ0/2, entonces la curva solución
en cp(tN) tiene como intervalo máximo a (a− tN, b− tN) (pues I es máximo),
pero esto es una contradicción ya que tenı́amos que para cada punto de
M su curva solución está definida tan siquiera para el intervalo (−δ0, δ0) y
nosotros tenemos que b− tN < δ0. Por lo que forzosamente b = ∞. Con esto
probamos el siguiente lema:

Lema 1.1.4. Sea M una variedad compacta y X un campo vectorial sobre M,
entonces las curvas solución del campo se pueden extender a todo R.

Proposición 1.1.5. Sea M una variedad compacta y X un campo vectorial sobre
M, entonces el flujo local Ft de X se extiende a un difeomorfismo de M, y con cada
curva cp definida para todo valor de R.

Demostración. Dado que M es compacta hay una cubierta abierta finita
{U1, . . .Un} de M, con Ui las vecindades del flujo local de X. Para cada
p ∈ M, por el lema anterior, podemos definir a cp en todo R y ası́ nos va a
quedar la curva extendida en la mayor cantidad de los Ui’s posibles. Con
esto podemos definir F : R ×M → M como F(t, p) = cp(t) y por 1.1.1 se
tiene que está bien definido y es suave. Finalmente por 1.1.3 se tiene que
Ft : M→M es un difeomorfismo. �

Para analizar un campo, por lo general es conveniente estudiar el con-
junto de sus puntos fijos, es decir, a Y = {p ∈ M | X(p) = 0}. Para esto
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observemos algunas propiedades de Y:

Observación 1.1.6. Y es cerrado, pues si yi → y, con yi ∈ Y, entonces Ft(yi) = yi

converge a Ft(y) y como M es Hausdorff Ft(y) = y, por lo tanto Y es cerrado.

Observación 1.1.7. Las componentes conexas Yi de Y son cerradas pues sabemos
que Yi son conexas y Y es cerrado; también se tiene que son ajenas dos a dos. Dado
que M es T4 y, en nuestro caso, es compacto, hay un número finito de componentes
conexas de Y.

De ahora en adelante le vamos a pedir a los campos otra propiedad:

Definición 1.1.8. Un campo vectorial X en una variedad diferenciable M se llama
campo de Killing si los flujos locales de X son isometrı́as.

Nos interesan estos campos porque vamos a estar trabajando con varie-
dades diferenciables que admiten una acción isométrica de S1 y entonces,
como veremos después, se tiene un campo de Killing no trivial definido
mediante la acción.

Antes de continuar con la siguiente proposición, que es un poco técnica,
necesitaremos de las vecindades tubulares que son fáciles de manejar, y
utilizaremos cierta propiedad de estas vecindades más adelante. Si el lector
quiere profundizar más sobre este tema puede ver [13].

Definición 1.1.9. Sea M una variedad diferenciable, con d la métrica riemanniana
y S ⊂M. Una vecindad tubular abierta de S es U = {p ∈M | d(S, p) < ε} .

El caso que nos interesa es cuando S es una subvariedad, porque en-
tonces S es un retracto de la vecindad tubular, esto se puede ver con lo
siguiente.

Definición 1.1.10. Sea M una variedad suave y S una subvariedad de M, el haz
normal de S en M es N(S) = {(q, v) ∈ S × TqM | v ⊥ TqS}.

Tenemos una proyección natural π : N(S)→ S definida como π(q, v) =
q, la cual es una retracción y con el siguiente lema (cuya demostración
puede verse en [13]) vamos a poder concluir que S es un retracto de su
vecindad tubular.

Lema 1.1.11. Sea S una subvariedad diferenciable compacta de M, entonces θ :
N(S, ε)→ U, donde N(S, ε) = {(q, v) ∈ N(S) | ‖v‖ < ε} y U = {p ∈M | d(S, p) <
ε}, con θ(q, v) = expq(v) es un difeomorfismo (exp denota la exponencial).
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Entonces tenemos un difeomorfismoθ : N(S, ε)→ U, conθ−1 la inversa,
y consideramos la siguiente composición π ◦ θ−1 : U → S esto nos da una
retracción de U en S, es decir, S es un retracto de su vecindad tubular.

Retomando todo lo anterior tiene sentido la siguiente proposición que
nos ayudará más adelante:

Proposición 1.1.12. Sea M una variedad diferenciable compacta con la métrica
riemanniana d, X un campo de Killing en M y F : R ×M → M con Ft, t ∈ R,
los flujos de X. Nos fijamos en el conjunto Y = {p ∈ M | X(p) = 0} con Yi, i ∈ Λ,
las componentes conexas de Y; para cada i, sea Ui la vecindad tubular de Yi tal
que Ui ∩U j = ∅ para cada i , j y U = ∪i∈ΛUi. Entonces Ft|∂U ' Id∂U con ∂U la
frontera de U y Ft|K ' Id|K con K = M rU.

Demostración. Primero veremos que Ft ' IdM, sea H : M × [0, 1] → M
definida como H(p, s) = Fts(p) la cual es claro que es la homotopı́a que se
querı́a.

Ahora vamos a ver que la restricción de esta homotopı́a a la frontera
de U está bien definida. Para esto notemos que ∂U = ∪i∈Λ∂Ui con cada
Ui = {p ∈ M | d(p,Yi) < εi} y ∂Ui = {p ∈ M | d(p,Yi) = εi}, por lo que
si p ∈ ∂Ui entonces existe algún y ∈ Yi tal que d(p, y) = εi, y como Ft es
una isometrı́a para cada t ∈ R, d(Ft(p),Ft(y)) = εi y Ft(y) = y por lo que
Ft(p) ∈ ∂Ui. Con esto tenemos que H|∂Ui : ∂Ui × [0, 1] → ∂Ui está bien
definida para cada i ∈ Λ, entonces H|∂U : ∂U × [0, 1] → ∂U está bien
definida, por lo tanto Ft|∂U ' Id∂U.

Para K, también podemos interpretarlo como K = ∩i∈Λ{p ∈M | d(p,Yi) ≥
εi} y con un razonamiento análogo tenemos que Ft|K ' IdK . �

1.2. Distribuciones

Dado que vamos a utilizar el teorema de Frobenius, necesitaremos de
las siguientes definiciones:

Definición 1.2.1. Se dice que D es una distribución c-dimensional de una varie-
dad diferenciable M, si D(p) < TpM es un subespacio de dimensión c del espacio
tangente para cada p ∈M.

Definición 1.2.2. Una distribución D es diferenciable si para cada p ∈ M existe
una vecindad U de p en la que se tenga c campos vectoriales X1, . . . ,Xc de clase
C∞ tal que X1(q), . . . ,Xc(q) genera a D(q) para cada q ∈M.
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Definición 1.2.3. Una distribución D es involutiva si cada vez que tenga X y
Y campos vectoriales que pertenecen a D , es decir, X(p),Y(p) ∈ D(p), entonces
[X,Y] ∈ D .

Definición 1.2.4. Una distribución D es integrable en M, si para cada p ∈ M
existe una subvariedad N ⊆M tal que TpN = D(p).

Sólo vamos a enunciar el Teorema de Frobenius, pero la prueba se
encuentra en [18].

Teorema 1.2.5. (Frobenius) Sea D una distribución c-dimensional, diferencia-
ble, e involutiva de Mm. Entonces D es integrable. De hecho, existe un sistema
coordenado (U, ϕ) centrado en p, y con funciones locales x1, . . . , xm tal que cada
corte definido por xi = constante, i ∈ {c + 1, . . . ,m} es una subvariedad de M que
me sirven para D . Entonces si N ⊆ U es una subvariedad conexa, y coincide su
espacio tangente en cada punto con la distribución D , se tiene que N está contenida
en uno de estos cortes.

Para poder probar que se cumplen las hipótesis del teorema eventual-
mente, vamos a utilizar el transporte paralelo:

Definición 1.2.6. Sea M una variedad suave con una conexión riemanniana. Sea
V un campo vectorial sobre la curva α : I → M, se llama paralelo si DV

dt = 0,
∀t ∈ I.

La siguiente proposición nos dice que efectivamente podemos definir
un transporte paralelo sobre una curva diferenciable dada. La prueba de
esta proposición se encuentra en [3].

Proposición 1.2.7. Sea α : I→M una curva diferenciable en una variedad suave
M, y v0 ∈ Tα(t0)M. Entonces existe un único campo vectorial paralelo V sobre α,
tal que V(α(t0)) = v0. Ya que V depende de t, escribimos el transporte paralelo
sobre α como V(t).

Notemos que si U y V son transportes paralelos sobre una trayectoria
diferenciable α con condición inicial U(p) = u,V(p) = v ∈ TpM con u
y v perpendiculares entonces son perpendiculares en todo punto de la
curva, ya que la conexión de M es compatible con la métrica entonces
〈U,V〉 = cte y como 〈u, v〉 = 0, por lo que 〈U,V〉 = 0. De hecho 〈V,V〉 = 〈v, v〉
y 〈U,U〉 = 〈u,u〉.
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1.3. Acciones

Definición 1.3.1. Se dice que G, un grupo multiplicativo con elemento identidad
e, actúa (por la izquierda) en un conjunto K cuando existe una función
θ : G × K→ K , llamada acción de G en K que satisface:

a ) θ(e, k) = ek = k para cada k ∈ K.

b ) θ(h, θ(g, k)) = h(gk) = θ(hg, k) = (hg)k para todo g, h ∈ G y k ∈ K.

Se le pide más propiedades a la acción dependiendo de K, por ejemplo si
K es un espacio topológico pedimos que θg : K→ K conθg(k) = gk = θ(g, k)
sea continua para cada g ∈ G , o si K es una variedad diferenciable pedimos
que θg : K → K sea diferenciable. En nuestro caso nos interesa que G
actúe isométricamente en una variedad riemanniana, es decir que cada
θg : K→ K con g ∈ G sea una isometrı́a.

Vamos a ver algunos ejemplos de acciones isométricas de S1 en los
espacios que nos interesan, los cuales son S4 y CP2:

1. Sea ρ : S1
×R5

→ R5, definida como

(eiθ, (x1, x2, x3, x4, x5)) 7→


cosθ senθ 0 0 0
− senθ cosθ 0 0 0

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1




x1

x2

x3

x4

x5

 .
Esta acción es isométrica y deja invariante a S4, por lo que tenemos
una acción isométrica de S1 en S4 restringiendo a ρ.

De hecho, se tiene que cualquier isometrı́a de Sn es una restricción
de una isometrı́a en Rn+1 (la prueba se puede ver en [15]). Por lo que
cada acción isométrica de S1 en S4 viene de la restricción de algún
subconjunto adecuado de SO(n + 1).

2. Sean k, l ∈ Z tal que (k, l) = 1, y sea ρ : S1
× CP2

→ CP2, definida
como:

(eiθ, [(z1, z2, z3)]) 7→ [(eikθz1, eilθz2, z3)].

Esta acción se puede ver que está bien definida y es isométrica pues
sólo son rotaciones.
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Ahora, en general, si tenemos una acción θ de G en K observemos que
tenemos un homomorfismo de G al grupo de permutaciones de K con la
composición que denotaremos como Biy(K), o si pedimos que la acción
sea isométrica con K espacio métrico, tenemos un homomorfismo de G al
grupo de isometrı́as de K con la composición que denotaremos como Iso(K)
de la siguiente manera:

Θ : G→ Iso(K) con Θ(g) = θg.

Proposición 1.3.2. Sea G un grupo que actúa en K, entonces G/ker Θ también
actúa en K.

Demostración. Sea ρ : G/ker Θ × K→ K definida como ρ(g ker Θ, k) B gk.
Veremos que está bien definida, sea g y ĝ ∈ G tal que gkerΘ = ĝ ker Θ
entonces g−1 ĝ ∈ ker Θ, es decir, (g−1 ĝ)k = k para cada k ∈ K, entonces
usamos la propiedad b) de la acción θ y después sólo multiplicamos por g
de los dos lados para que nos quede que ĝk = gk para cada k ∈ K, por lo
que ρ está bien definida.
Ahora veremos que es una acción:

i) ρ(ker Θ, k) = f k = k, pues f ∈ ker Θ, para cada k ∈ K

ii) ρ(h ker Θ, ρ(g ker Θ, k)) = h(gk) = (hg)k por la propiedad b) de θ.

por lo tanto ρ es una acción de G/ker Θ en K. �

Notemos que si G actúa isométricamente en K, entonces G/ker Θ tam-
bién actúa isométricamente en K. Esto pasa pues ρg ker Θ : K→ K está defini-
da como ρg ker Θ(k) = ρ(g ker Θ, k) = gk = θg(k) entonces ρg ker Θ = θg, y se
tiene que θg es una isometrı́a, por lo tanto ρg ker Θ es una isometrı́a para
cada g ker Θ ∈ G/ker Θ.

Daremos algunas definiciones prácticas para una acción continua de G
en el espacio topológico X:

Definición 1.3.3. El grupo de isotropı́a de x es Gx = {g ∈ G | gx = x}.

Hay propiedades útiles sobre el grupo de isotropı́a que son fáciles de
ver como:

Para cada x ∈ X, Gx es un subgrupo de G.
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ker Θ = ∩x∈XGx, por lo que también es un subgrupo de G.

Definición 1.3.4. Una acción es libre si Gx = {e} para todo x ∈ X.

Definición 1.3.5. Un abierto U de X se dice que es G-equivariante si g(U) ⊂ U
para cualquier g ∈ G.

El siguiente lema es de gran utilidad pues según nos convenga vamos
a poder trabajar con campos vectoriales en lugar de acciones:

Lema 1.3.6. Sea M una variedad diferenciable compacta, si M admite una acción
isométrica no trivial de S1 entonces admite un campo de Killing no trivial.

Demostración. Sea φ : S1
×M→M una acción isométrica no trivial, fijamos

un punto p ∈ M nos queda una curva cerrada suave cp(t) B φ(t, p) en
M. Entonces para cada p ∈ M, definimos el vector X(p) B c′p(e) con e la
identidad en S1. Esto define un campo vectorial suave pues es la derivada
de curvas suaves, cuyos flujos podemos definir para todo t real usando
la transformación f : R → S1 dada por f (t) = (cos(2πt), sen(2πt)). De
hecho los flujos Ft : M → M satisfacen Ft(p) = φ( f (t), p) , por lo que Ft es
una isometrı́a para cada t ∈ I. Por lo tanto X es un campo de Killing no
trivial. �

El regreso de este lema no siempre es cierto, ya que por ejemplo en R2

se puede definir un campo de Killing que tiene como curvas solución a las
rectas con pendiente irracional. Al pasar al 2-toro tenemos un campo de
Killing con trayectorias no cerradas, por lo que no se puede definir una
acción de S1 correspondiente a este campo. Pero si pedimos que las curvas
solución de nuestro campo de Killing sean cerradas entonces sı́ se da el
regreso:

Lema 1.3.7. Sea M una variedad diferenciable compacta, Si M admite un campo
de Killing no trivial con curvas solución cerradas, entonces M admite una acción
isométrica no trivial de S1.

Demostración. Sea X un campo de Killing no trivial en M. Como M es
compacta podemos extender sus flujos Ft : M→M con cada curva solución
definida en todo R.
R es un grupo con la suma y podemos definir la siguiente acción en M:

φ : R×M→M como φ(t, p) B Ft(p) , es claro que está bien definida. Ahora
veremos que cumple las propiedades:
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i) φ(0, p) = F0(p) = p para cada p ∈M.

ii) φ(t,φ(t̂, p)) = Ft(Ft̂(p)) = Ft+t̂(p) = φ(t+ t̂, p) para cada t y t̂ ∈ R y p ∈M
(proposición 1.1.3).

iii) φt = Ft : M→M las cuales son isometrı́as.

por lo que tenemos una acción isométrica deR en M y una transformación
Θ de R en el conjunto de isometrı́as de M dada por Θ(t) = φt para cada
t ∈ R.

Ahora veremos que ker Θ es un conjunto discreto. Para esto primero
notemos que ker Θ , {0} pues las curvas solución son cerradas. Sea τ el
ı́nfimo de ker Θ∩R+

\ {0}. Si τ = 0 entonces existe una sucesión de ti ∈ ker Θ
con ti → 0 lo que implica que para cada ε > 0 existe ti ≤ ε donde ∀p ∈ M
se tiene que cp(ti) = p, me queda una curva cerrada en p para cada ε > 0,
pero como el campo vectorial está bien definido esto implica que cp(t) = p
∀ t ∈ R y ∀p ∈M lo cual es una contradicción pues X es un campo vectorial
distinto del trivial.

Tenemos τ , 0 , afirmamos que ker Θ = {nτ | n ∈ Z}:
Para ver que ker Θ ⊆ {nτ | n ∈ Z} lo haremos por contradicción. Supon-
gamos que existe s ∈ ker Θ tal que s , nτ para toda n ∈ Z, podemos
pedir que s = |s| ya que ker Θ es un subgrupo, entonces existe n ∈ Z tal que
nτ < s < (n+1)τ eso implica que o < s−nτ < (n+1)τ−nτ = τ y s−nτ ∈ ker Θ
lo que contradice que τ es ı́nfimo, por lo tanto ker Θ ⊆ {nτ | n ∈ Z}.
Sólo falta ver que ker Θ ⊇ {nτ | n ∈ Z}. Tenemos nτ con n ∈ Z, si n > 0
entonces Fnτ(p) = F(n−1)τ ◦ Fτ(p) = F(n−1)τ(p) = · · · = F(n−(n−1))τ ◦ Fτ(p) = p y de
una manera similar se tiene para cuando n < 0, por lo que nτ ∈ ker Θ.

Por la proposición 1.3.2 y la nota que sigue de la proposición, R/ker Θ
también actúa isométricamente en M, pero tenemos que ker Θ es discreto
entonces R/ker Θ ≈ R/Z ≈ S1, por lo que tenemos una acción isométrica
no trivial de S1 en M. �

Una de las grandes cualidades de las variedades diferenciables es que
el estudio de su haz tangente nos arroja mucha información sobre lo que
pasa en la variedad. Pero para esto primero hay que ver que información
tenemos en el haz tangente dadas ciertas hipótesis en la variedad, lo cual
es la finalidad de la siguiente proposición en el caso en que la variedad
admita una acción de S1.
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Proposición 1.3.8. Sea M una variedad diferenciable que admite una acción
diferenciable de S1 , entonces el haz tangente TM también admite una acción
diferenciable de S1.

Demostración. Definimos una acción φ : S1
× TM → TM de S1 en el haz

tangente por φ(s, (p, v)) = (sp, (s ◦ α)′(0)) donde α es la curva suave tal que
α
′(0) = v y α(0) = p.

Primero veremos que está bien definida, pero es fácil ya que cada s ∈ S1

define un difeomorfismo en M, y de hecho, de esta manera nos induce un
difeomorfismo en TM. Dado que tenemos una acción de S1 en M, esto nos
induce que φ cumpla las propiedades de ser una acción, pues:

φ(1, (p, v)) = (1p, (1 ◦ α)′(0)) = (p, v)

φ(τ, φ(s, (p, v))) = φ(τ, (sp, (s◦α)′(0))) = (τsp, (τ◦s◦α)′(0) = φ(τs, (p, v))

φs : TM→ TM es suave. �

1.4. Espacio orbital y órbitas principales

El espacio orbital de un espacio X en donde actúa G es el conjunto
de órbitas X/G provisto de la topologı́a cociente respecto a la proyección
orbital π : X→ X/G.

Para poder asegurar que X/G sea un espacio de Hausdorff, necesitamos
la siguiente propiedad de la acción:

Definición 1.4.1. Una acción continua de un grupo topológico G en un espacio
topológico X se dice que es una acción propia si:
(g, x) 7→ (gx, x) es una función continua propia : G × X→ X × X.

Lema 1.4.2. Para una acción continua y propia en un espacio de Hausdorff, el
espacio orbital es de Hausdorff.

Demostración. Sea G el grupo topológico que actúa continua y propiamente
en X, δ : G × X→ X × X dada como en la definición. Primero observemos
que R B δ(G × X) es cerrado en X × X, esto pasa pues para cada x̂ ∈ R
el cual es el punto de acumulación de alguna sucesión x̂n en R entonces
{x̂n}n∈N ∪ {x̂} es un conjunto compacto de X ×X y como δ es propia se tiene
que δ−1({x̂n}n∈N∪{x̂}) es compacto y por la continuidad de δ entonces x̂ ∈ R.
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Ahora sean [x] , [y] ∈ X/G entonces (x, y) < R ( pues para que (x, y) ∈ R
necesitamos que exista g ∈ G tal que gy = x, es decir, [x] = [y]) entonces
existe una vecindad Ũ de (x, y) tal que Ũ ⊂ X × X \ R pues es abierto, y
podemos escoger una vecindad de la forma U × V ⊂ Ũ en X × X de (x, y).

Sea UR = π−1(π(U)) y VR = π−1(π(V)) con π la proyección orbital;
veremos que son ajenos, si existe z ∈ UR

∩ VR entonces existen x′ ∈ U y
y′ ∈ V con [x′] = [z] y [z] = [y′] por lo que [x′] = [y′] pero eso quiere decir
que (x′, y′) ∈ U × V y (x′, y′) ∈ R lo cual es una contradicción, por lo tanto
UR
∩ VR = ∅. Esto nos dice que π(U) ∩ π(V) = ∅ los cuales son los abiertos

que separan a [x] y [y]. �

Nos interesa el caso particular en que el grupo que actúa es S1 y el
espacio X es compacto, por lo que debemos asegurarnos que se tenga una
acción propia:

Lema 1.4.3. Sea X un espacio topológico Hausdorff y compacto en el que actúa
continuamente S1, entonces la acción es propia.

Demostración. Tenemos que ver que la función continua δ : S1
×X→ X×X,

dada por δ(s, x) = (sx, x), es propia. Sea K ⊂ X × X un compacto, como X
es Hausdorff entonces X × X es Hausdorff por lo que K es cerrado. Dado
que δ es continua entonces δ−1(K) es cerrado en S1

×X el cual es compacto
pues tanto S1 como X son compactos por lo tanto δ−1(K) es compacto. �

Ahora si tomamos variedades y acciones diferenciables, queremos ver
si hay condiciones para poder darle una estructura diferenciable al espacio
orbital. El siguiente teorema nos dice cuáles son esas condiciones:

Teorema 1.4.4. Sea G un grupo de Lie, M una variedad diferenciable y θ una
acción diferenciable de G en M tal que es propia y libre. Entonces M/G tiene
una única estructura de variedad diferenciable, de dimensión dim M − dim G,
haciendo que π : M→M/G sea una sumersión.

Supongamos que se cumplen las hipótesis del teorema, es decir, tene-
mos una acción propia, libre y suave θ : G × M → M. Nos fijamos en
θp : G→M, con p ∈M fijo. Afirmamos que dθpe : TeG→ TpM es inyectiva,
pues sea u ∈ TeG tal que dθpe(u) = 0, y α : I → G con α′(0) = u, entonces
dθpe(u) = θp(α(0))′ = 0 por lo que θp ◦ α(t) es constante, pero como θ es
libre entonces α(t) tiene que ser constante, es decir, u = 0 por lo tanto dθpe

es inyectiva.
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La prueba de este teorema 1.4.4 se basa en la observación anterior ya que
tenemos Ŝ una subvariedad suave de M por p tal que dθpe(TeG)⊕TpŜ = TpM
(se puede hacer utilizando la exponencial) y por la continuidad de θ, existe
una subvariedad suave S tal que para todo x ∈ S se tiene dθpe(TeG)⊕ TxS =
TxM. Esta S nos va a inducir la estructura suave en el espacio orbital. Se
puede consultar [5] para una prueba más detallada.

En nuestro caso, donde M es compacta y G = S1, nos gustarı́a poder
usar este teorema para darle estructura de variedad diferenciable al espacio
orbital, pero sólo tenemos que esta acción es propia mas no libre. De
hecho, por lo general esta acción no va a ser libre, sin embargo no es
problema ya que nos basta que la acción restringida a un subconjunto de
la variedad sea libre, quedándonos un subespacio del espacio orbital con
estructura de variedad diferenciable. Para definir el subconjunto adecuado
de la variedad necesitaremos de las órbitas principales.

Sea G un grupo de Lie que actúa diferenciable y propiamente en una
variedad diferenciable M.

Definición 1.4.5. Una órbita G(p) se llama principal si existe un abierto U ⊆M
de p tal que para todo y ∈ U, Gp es conjugado a algún subgrupo de Gy, es decir,
existe a ∈ G tal que aGpa−1 es un subgrupo de Gy.

Denotaremos al conjunto de todos los puntos en M cuyas órbitas son
principales como M0. Vamos a probar una propiedad de estas órbitas que
nos será de gran utilidad, pero antes necesitamos definir las secciones:

Definición 1.4.6. Una subvariedad S de M se llama sección en p ∈ M si existe
una vecindad abierta G-invariante U de G(p) y una retracción r diferenciable
G-equivariante (r(gy) = gr(y)) r : U→ G(p) tal que S = r−1(p).

Se puede probar que para cada p ∈ M existe una sección, no lo vamos
a hacer aquı́ pero se puede ver en [1]. Vamos a utilizar este hecho en la
siguiente propiedad:

Propiedad 1.4.7. Existen órbitas principales en M.

Demostración. Sabemos que los subgrupos de isotropı́a son compactos, lo
cual implica que el número de sus componentes conexas es finito. Entonces,
consideremos entre el conjunto de subgrupos de isotropı́a aquellos con
mı́nima dimensión y entre estos escojamos H con el mı́nimo número de
componentes conexas. Sea p ∈ M tal que Gp = H, afirmamos que G(p) es
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una órbita principal. Sea Sp una sección, y U = G(Sp) el cual es abierto,
para toda y ∈ U se tiene que existe s ∈ Sp con Gy = Gs y que Gs ⊆ Gp por la
definición de sección. Pero por como escogimos a H se tiene que Gs = H.
Por lo tanto G(p) es una órbita principal. �

Observemos que M0 es un abierto, pues G(Sp) es un abierto, con Sp una
sección de p ∈M0, por lo que M0 = ∪p∈M0G(Sp).

Para poder usar el teorema 1.4.4, hay que ver que restringiendo la acción
al conjunto de órbitas principales me queda una acción libre. Tenemos
θ : S1

×M → M una acción diferenciable e isométrica no trivial en una
variedad diferenciable y compacta M, sea

M0 = { p ∈M | S1(p) es una órbita principal }.

Notemos que M0 es una subvariedad de M pues es abierto de M.

Lema 1.4.8. Sea θ como en el párrafo anterior, entonces θ|M0 : S1
×M0 →M0 es

una acción diferenciable y libre.

Demostración. Primero está bien definida pues para cualquier (s, p) ∈ S1
×

M0 se tiene que la órbita de sp es principal pues la de p lo es, entonces
sp ∈M0.

Cadaθs|M0 : M0 →M0 es diferenciable e isométrica pues es la restricción
de una isometrı́a en una subvariedad.

Sólo nos falta ver que esta acción es libre. Sea p ∈ M0 y s ∈ S1
p. Como

S1(p) es principal tenemos un abierto U de p en M tal que para todo y ∈ U,
se tiene que existe a ∈ S1 tal que aS1

pa−1 es subgrupo de S1
y, pero como S1

es abeliano entonces se reduce a que S1
p es subgrupo de S1

y, es decir, s fija a
todo U. Pero la acción de S1 es isométrica por lo que forzosamente s fija a
todo M y sabemos que sólo e fija a todo M, por lo tanto S1

p = {e}. �

Como vamos a estar usando acciones isométricas, esto nos debe de dar
más información de la estructura que le podemos dar al espacio orbital.
Para empezar si tenemos una distancia en M y una acción propia entonces
una forma muy fácil de definir una distancia en el espacio orbital es de la
siguiente manera:

Definición 1.4.9. La distancia orbital esta definida en el espacio orbital M/G
como sigue: dados dos elementos en M/G, la distancia entre ellos es la distancia
entre las órbitas correspondientes en M.
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Ahora si M es una variedad riemanniana con una acción isométrica de
G, para darle una métrica riemanniana al espacio orbital de tal manera que
la proyección orbital sea una sumersión riemanniana hay que recordar las
observaciones del teorema 1.4.4, pues tenemos una subvariedad S que pasa
por p ∈ M donde sólo se tiene un representante de las órbitas alrededor
de p. Podemos escoger a S de tal manera que sea ortogonal a G(p) y que
sea una subvariedad totalmente geodésica, entonces vamos a tener que
S es ortogonal a cada órbita de s ∈ S ya que la acción es isométrica.
Ası́ tenemos que M le hereda a S una métrica riemanniana con la cual se
le puede dar una métrica riemanniana a la vecindad abierta de π(p), π(S).
Esto pasa para cada punto en el espacio orbital por lo que se tiene una
métrica riemanniana en el espacio orbital tal que la proyección orbital π es
una sumersión riemanniana (por como definimos la métrica riemanniana).
Notemos que las geodésicas de S van a ser las geodésicas de M/G.

1.5. Espacios de curvatura positiva

Vamos a estar trabajando con variedades diferenciables con curvatura
positiva, por lo que en esta sección vamos a presentar algunos resultados
que se dan en este contexto. Uno de los resultados es el teorema de Frankel,
el cual es muy importante en este trabajo ya que aparte de utilizarlo, vamos
a usar el método con el que se prueba. Por esta razón vamos a desarrollar
con detalle la prueba. También veremos un poco sobre las sumersiones
riemannianas para poder argumentar eventualmente que cierta variedad
tiene curvatura positiva. Los otros dos resultados que utilizaremos son los
teoremas de Synge y de Toponogov.

Primero veremos que las sumersiones riemannianas no decrecen la cur-
vatura, es decir, la curvatura seccional en cualquier punto del dominio es
menor o igual que la curvatura seccional del punto correspondiente en la
imagen. Para esto recordemos lo que es una sumersión y cómo se puede
descomponer al espacio tangente. Sea f : M̃n+k

→Mn una sumersión, es de-
cir, f es suprayectiva y para todo p̃ ∈ M̃, d fp̃ : Tp̃M̃→ TpM es suprayectiva
(tiene rango n). Entonces tenemos que la fibra f −1(p) = Fp es una subvarie-
dad de M̃ para toda p ∈ M, y un vector tangente de M̃ que es tangente a
algún Fp con p ∈ M, es llamado vector vertical de la sumersión, por lo que
denotamos al espacio tangente de Fp en un punto p̃ ( f (p̃) = p) como Vp̃ y
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visto como subespacio de Tp̃M̃ se tiene que ker d fp̃ = Tp̃Fp = Vp̃.

Definición 1.5.1. Sean M̃ y M variedades riemannianas. Una sumersión rie-
manniana f : M̃n+k

→ Mn es una sumersión tal que para todo p̃ ∈ M̃, se tiene
que d fp̃ : Tp̃M̃→ TpM preserva longitudes de vectores ortogonales a Fp, es decir,
si u, v ∈ V⊥p̃ = Tp̃F⊥p entonces 〈u, v〉 = 〈d fp̃(u), d fp̃(v)〉.

Siguiendo con nuestra notación, un vector tangente a M̃ en p̃ es llamado
horizontal si es ortogonal a Vp̃, y Hp̃ = V⊥p̃ . Ahora podemos descomponer al

espacio tangente Tp̃M̃ como:

Tp̃M̃ = Hp̃ ⊕ Vp̃.

Si tenemos un campo vectorial W sobre M̃ entonces podemos ver que se
expresa de forma única como W = Wh + Wv, con Wh un campo horizontal
(Wh(p̃) ∈ Hp̃) y Wv un campo vertical (Wv(p̃) ∈ Vp̃).

Lema 1.5.2. Sea X un campo vectorial sobre M y f : M̃ → M una sumersión
riemanniana. El levantamiento horizontal X̃ de X es el único campo horizontal
definido por

d fp̃(X̃(p̃)) = X( f (p̃)) = X(p).

Entonces:

i) X̃ es diferenciable.

ii) Sean ∇ y ∇̃ conexiones riemannianas de M y M̃ respectivamente. Se tiene
que

∇̃X̃Ỹ = ∇̃XY +
1
2

[X̃, Ỹ]v,

con X y Y campos vectoriales sobre M.

Demostración. i) Tenemos que X̃ = X̃h por lo que escogeremos una carta
coordenada conveniente. Sea p̃ ∈ M̃, existe una subvariedad V′ de M̃ tal
que su espacio tangente en p̃ es Hp̃. Dado que d fp̃ : Hp̃ → T f (p)M es un
isomorfismo entonces existe un abierto V en V′ tal que f |V es un difeo-
morfismo. Tenemos una carta coordenada (V, ϕ) de V′ en p̃ (restringiendo
a V si es necesario), y otra carta coordenada (U′, ϕ̃′) de M̃ en p̃ tal que
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(U′ ∩ V′, ϕ̃′|U′∩V′) = (V, ϕ), pero para que no haya complicaciones vamos
a tomar a la carta coordenada (U, ϕ̃) de M̃ en p̃ con U = U′ ∩ f −1( f (V)) y
ϕ̃ = ϕ̃′|U. Por como escogimos a las cartas podemos escribir localmente

a los campos de la siguiente manera: X(p) =
n∑

i=1
ai(p)d fp̃( ∂

∂xi
), con ai dife-

renciable para cada i ∈ {1, 2, . . . ,n}, y a X̃(p̃) =
n+k∑
j=1

b j(p̃) ∂
∂x j

. Dado que X̃ es

levantamiento horizontal de X, forzosamente las b j’s son diferenciables.

ii) Vamos a ver cuál es la parte horizontal y cuál es la parte vertical
del campo ∇̃X̃Ỹ. Sea W un campo vertical en M̃, entonces:

〈∇̃X̃Ỹ,W〉 =
1
2

(X̃〈Ỹ,W〉 + Ỹ〈W, X̃〉 −W〈X̃, Ỹ〉

−〈Ỹ, [X̃,W]〉 − 〈W, [Ỹ, X̃]〉 + 〈X̃, [W, Ỹ]〉).

Se tiene que 〈Ỹ,W〉 = 〈W, X̃〉 = 0 pues son ortogonales, W〈X̃, Ỹ〉 =
W(〈X,Y〉 ◦ f ) = 0 y dado que la proyección del corchete de dos campos
vectoriales al espacio horizontal es el corchete de las proyecciones de los
campos vectoriales al espacio horizontal, se puede ver que [X̃,W] es un
campo vertical pues W lo es, de igual manera se tiene que [Ỹ,W] es un
campo vertical. Entonces la ecuación nos queda:

〈∇̃X̃Ỹ,W〉 =
1
2

(−〈W, [Ỹ, X̃]〉 + 〈X̃, [W, Ỹ]〉)

=
1
2

(〈W, [X̃, Ỹ]〉 + 〈X̃,−[Ỹ,W]〉)

=
1
2

(〈W, [X̃, Ỹ]〉).

Ahora sea Z̃ un campo horizontal en M̃, entonces

〈∇̃X̃Ỹ, Z̃〉 =
1
2

(X̃〈Ỹ, Z̃〉 + Ỹ〈Z̃, X̃〉 − Z̃〈X̃, Ỹ〉

−〈Ỹ, [X̃, Z̃]〉 − 〈Z̃, [Ỹ, X̃]〉 + 〈X̃, [Z̃, Ỹ]〉).
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Primero observemos que [X̃, Ỹ]h = [̃X,Y], por lo que 〈Ỹ, [X̃, Z̃]〉 =

〈Ỹ, [X̃, Z̃]h
〉 = 〈Ỹ, [̃X,Z]〉, y análogamente con los otros términos nos queda:

〈∇̃X̃Ỹ, Z̃〉 =
1
2

(X̃(〈Y,Z〉 ◦ f ) + Ỹ(〈Z,X〉 ◦ f ) − Z̃(〈X,Y〉 ◦ f )

−〈Ỹ, [̃X,Z]〉 − 〈Z̃, [̃Y,X]〉 + 〈X̃, [̃Z,Y]〉)

=
1
2

(X〈Y,Z〉 + Y〈Z,X〉 − Z〈X,Y〉

−〈Y, [X,Z]〉 − 〈Z, [Y,X]〉 + 〈X, [Z,Y]〉)
= 〈∇XY,Z〉
= 〈∇̃XY, Z̃〉.

Por lo que tenemos el resultado

∇̃X̃Ỹ = ∇̃XY +
1
2

[X̃, Ỹ]v.

�

La siguiente proposición nos dice cómo se relacionan las curvaturas en
una sumersión riemanniana. Seguiremos con la misma notación, f : M̃→
M una sumersión riemanniana, X, Y, Z, W campos vectoriales sobre M y
X̃, Ỹ, Z̃, W̃ sus levantamientos horizontales.

Proposición 1.5.3. Sean R y R̃ los tensores de curvatura de M y M̃ respectiva-
mente. Entonces:

i) 〈R̃(X̃, Ỹ)Z̃, W̃〉 = 〈R(X,Y)Z,W〉 − 1
4〈[X̃, Z̃]v, [Ỹ, W̃]v

〉

+1
4〈[Ỹ, Z̃]v, [X̃, W̃]v

〉 −
1
2〈[Z̃, W̃]v, [X̃, Ỹ]v

〉.

ii) K(σ) = K̃(σ̃) + 3
4‖[X̃, Ỹ]v

‖
2
≥ K̃(σ̃), con σ subespacio dos dimensional del

espacio tangente en p ∈ M y σ̃ el subespacio dos dimensionales en M̃
generado por el levantamiento horizontal de los vectores de σ.

Demostración. i) Sabemos que

R̃(X̃, Ỹ)Z̃ = ∇̃Ỹ∇̃X̃Z̃ − ∇̃X̃∇̃ỸZ̃ + ∇̃[X̃,Ỹ]Z̃,
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vamos a desarrollar el producto interior con W̃ de cada término para llegar
a donde queremos.

Por el lema 1.5.2 tenemos ∇̃X̃Ỹ = ∇̃XY + 1
2 [X̃, Ỹ]v À por lo que se

tiene que 〈∇̃X̃Ỹ, W̃〉 = 〈∇XY,W〉 para cualquier levantamiento horizontal
W̃.

Como ∇̃ es compatible con la métrica, entonces

X̃〈∇̃ỸZ̃, W̃〉 = 〈∇̃X̃∇̃ỸZ̃, W̃〉 + 〈∇̃ỸZ̃, ∇̃X̃W̃〉

〈∇̃X̃∇̃ỸZ̃, W̃〉 = X̃〈∇̃ỸZ̃, W̃〉 − 〈∇̃ỸZ̃, ∇̃X̃W̃〉.

Ahora por À tenemos:

〈∇̃ỸZ̃, ∇̃X̃W̃〉 = 〈∇̃YZ + 1
2 [Ỹ, Z̃]v, ∇̃XW + 1

2 [X̃, W̃]v
〉

= 〈∇̃YZ, ∇̃XW〉 + 〈∇̃YZ, 1
2 [X̃, W̃]v

〉

+〈 1
2 [Ỹ, Z̃]v, ∇̃XW〉 + 1

4〈[Ỹ, Z̃]v, [X̃, W̃]v
〉

= 〈∇̃YZ, ∇̃XW〉 + 1
4〈[Ỹ, Z̃]v, [X̃, W̃]v

〉.

Uniendo las dos ecuaciones y teniendo en cuenta que ∇ es compatible
con la métrica, se tiene

〈∇̃X̃∇̃ỸZ̃, W̃〉 = X̃〈∇̃ỸZ̃, W̃〉 − 〈∇̃YZ, ∇̃XW〉 − 1
4〈[Ỹ, Z̃]v, [X̃, W̃]v

〉

= X〈∇YZ,W〉 − 〈∇YZ,∇XW〉 − 1
4〈[Ỹ, Z̃]v, [X̃, W̃]v

〉

= 〈∇X∇YZ,W〉 − 1
4〈[Ỹ, Z̃]v, [X̃, W̃]v

〉 Á

Por otro lado, sea T un campo vertical en M̃, por simetrı́a de la conexión
tenemos:

∇̃TX̃ − ∇̃X̃T = [T, X̃]

entonces
〈∇̃TX̃, Ỹ〉 = 〈∇̃X̃T, Ỹ〉 + 〈[T, X̃], Ỹ〉
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pero como 〈[T, X̃], Ỹ〉 = 0, pues T es un campo vertical entonces [T, X̃]
también lo es. Por lo que

〈∇̃TX̃, Ỹ〉 = 〈∇̃X̃T, Ỹ〉.

Ahora por la compatibilidad de la métrica y observando que 〈T, Ỹ〉 = 0, se
tiene

0 = X̃〈T, Ỹ〉 = 〈∇̃X̃T, Ỹ〉 + 〈T, ∇̃X̃Ỹ〉
por lo tanto

−〈T, ∇̃X̃Ỹ〉 = 〈∇̃X̃T, Ỹ〉 = 〈∇̃TX̃, Ỹ〉. Â

Sabemos que podemos descomponer un campo vectorial en M̃ como la
suma de un campo horizontal y uno vertical, entonces [X̃, Ỹ] = [X̃, Ỹ]h +

[X̃, Ỹ]v. Con esto tenemos

〈∇̃[X̃,Ỹ]Z̃, W̃〉 = 〈∇̃[X̃,Ỹ]hZ̃, W̃〉 + 〈∇̃[X̃,Ỹ]vZ̃, W̃〉

utilizando À, Â y que f es sumersión riemanniana se tiene

〈∇̃[X̃,Ỹ]Z̃, W̃〉 = 〈∇[X,Y]Z,W〉 − 〈[X̃, Ỹ]v, ∇̃Z̃W̃〉

= 〈∇[X,Y]Z,W〉 − 〈[X̃, Ỹ]v, ∇̃ZW〉 −
1
2
〈[X̃, Ỹ]v, [Z̃, W̃]v

〉

= 〈∇[X,Y]Z,W〉 −
1
2
〈[X̃, Ỹ]v, [Z̃, W̃]v

〉

Ahora sı́, teniendo en cuenta la ecuación anterior y Á podemos desa-
rrollar lo siguiente:

〈R̃(X̃, Ỹ)Z̃, W̃〉 = 〈∇̃Ỹ∇̃X̃Z̃, W̃〉 − 〈∇̃X̃∇̃ỸZ̃, W̃〉 + 〈∇̃[X̃,Ỹ]Z̃, W̃〉

= 〈∇Y∇XZ,W〉 −
1
4
〈[X̃, Z̃]v, [Ỹ, W̃]v

〉

−〈∇X∇YZ,W〉 +
1
4
〈[Ỹ, Z̃]v, [X̃, W̃]v

〉

+〈∇[X,Y]Z,W〉 −
1
2
〈[X̃, Ỹ]v, [Z̃, W̃]v

〉

= 〈R(X,Y)Z,W〉 −
1
4
〈[X̃, Z̃]v, [Ỹ, W̃]v

〉

+
1
4
〈[Ỹ, Z̃]v, [X̃, W̃]v

〉 −
1
2
〈[X̃, Ỹ]v, [Z̃, W̃]v

〉.
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ii) La curvatura seccional en M de σ ⊆ TpM se calcula como

K(σ) =
〈R(X,Y)X,Y〉
|X ∧ Y|2

,

con X y Y dos vectores linealmente independientes que generan a σ en p,
por lo que podemos suponer que |X ∧Y|2 = 1. Entonces usando i) se tiene:

K(σ) = 〈R(X,Y)X,Y〉

= 〈R̃(X̃, Ỹ)X̃, Ỹ〉 +
1
4
〈[X̃, X̃]v, [Ỹ, Ỹ]v

〉

−
1
4
〈[Ỹ, X̃]v, [X̃, Ỹ]v

〉 +
1
2
〈[X̃, Ỹ]v, [X̃, Ỹ]v

〉

= 〈R̃(X̃, Ỹ)X̃, Ỹ〉 +
1
4
〈[X̃, Ỹ]v, [X̃, Ỹ]v

〉

+
1
2
〈[X̃, Ỹ]v, [X̃, Ỹ]v

〉

= K̃(σ̃) +
3
4
‖[X̃, Ỹ]v

‖
2
≥ K̃(σ̃).

�

Observación 1.5.4. Como consecuencia de la proposición1.5.3 se observa que
si la variedad riemanniana M̃ tiene curvatura positiva, entonces M va a tener
curvatura positiva también.

Para el teorema de Frankel y el de Synge: Primero observemos que
una variedad diferenciable conexa es conectable por trayectorias, pues se
puede ver que para cada punto en la variedad se tiene que su componente
conectable por trayectorias es un conjunto abierto y cerrado. De hecho
se tiene que se puede unir cualquiera dos puntos con una curva suave
a pedazos ya que podemos cubrir a la curva con un número finito de
cartas coordenadas. Esto nos sirve para definir una distancia en cualquier
variedad riemanniana conexa. Recordando el teorema de Hopf y Rinow
tenemos que cualesquiera dos puntos se pueden unir con una geodésica tal
que su longitud sea igual a la distancia entre los dos puntos, si la variedad
riemanniana es completa. En el caso que la variedad riemanniana sea
compacta es fácil ver que entonces es completa.
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Otra cosa que hay que recordar son las variaciones diferenciables de
una curva: Dada una curva diferenciable c : [t1, t2] → M en una variedad
diferenciable M, decimos que una variación diferenciable de c es una fun-
ción diferenciable f : (−ε, ε)× [t1, t2]→M tal que f (0, t) = c(t), t ∈ [t1, t2]. Se
tienen algunos resultados de las variaciones de una curva que se conocen
como: las fórmulas para la variación de la energı́a de una curva, que se
pueden consultar en [3].

Teniendo en cuenta lo anterior, vamos a probar el teorema de Frankel:

Teorema 1.5.5 (Frankel). Sea Mn una variedad riemanniana completa de cur-
vatura positiva y A, B dos subvariedades totalmente geodésicas. Entonces A y B
deben intersecarse, si dim A + dim B ≥ n.

Demostración. Procedemos por contradicción: Supongamos que A y B son
ajenas, entonces existe una geodésica γ entre A y B tal que minimiza la
distancia, es decir, l(γ) = d(A,B) con γ : [t1, t2]→M γ(t1) ∈ A y γ(t2) ∈ B.

Queremos ver que hay algún vector en Tγ(t1)A, tal que su transporte
paralelo caiga en Tγ(t2)B. Sea {v1, . . . , vs} una base ortonormal para Tγ(t1)A y
bajo el transporte paralelo los mandamos a Tγ(t2)M, los cuales me generan
un subespacio Â. Notemos que γ′(t2) es un vector ortogonal a Tγ(t2)B y que
el transporte paralelo de γ′(t1) cae en γ′(t2), entonces Â ⊆ γ′(t2)⊥. Tenemos
que dim Â + dim Tγ(t2)B ≥ n y dimγ′(t2)⊥ = n−1 con Tγ(t2)B, Â ⊆ γ′(t2)⊥, por
lo tanto Â ∩ Tγ(t2)B , {0}. Por lo que existe V(t2) ∈ Â ∩ Tγ(t2)B tal que viene
del transporte paralelo V de algún vector v ∈ Tγ(t1)A.

Se puede consultar [3] para ver que existe una variación diferenciable

f : (−ε, ε) × [t1, t2]→M

de γ, con f (0, t) = γ(t), y tal que V(t) =
∂ f
∂s (0, t) =

∂ ft
∂s (0).

Ahora vamos a usar la fórmula para la segunda variación. Sea

E(s) =

∫ t2

t1

∥∥∥∥∥∂ f
∂t

(s, t)
∥∥∥∥∥2

dt,

la energı́a de la curva f (s, t) = fs(t) fijando cada s ∈ (−ε, ε), y R la curvatura
de M. Tenemos lo siguiente:
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1
2

E′′(0) = −

∫ t2

t1

〈
V(t),

D2V
dt

+ R
(

dγ
dt
,V

)
dγ
dt

〉
dt −

〈
D
ds
∂ f
∂s
,

dγ
dt

〉
(0, t1)

+

〈
D
ds
∂ f
∂s
,

dγ
dt

〉
(0, t2) −

〈
V(t1),

DV
dt

(t1)
〉

+
〈
V(t2),

DV
dt

(t2)
〉
.

Usando que DV
dt = 0, D2V

dt2 = 0 y que

d
ds

〈
∂ f
∂s
,

dγ
dt

〉
=

〈
∂ f
∂s
,

d2γ

dsdt

〉
+

〈
D
ds
∂ f
∂s
,

dγ
dt

〉
con 〈V(t), dγ

dt (t)〉 = 0 y d2γ
dsdt = 0, entonces sólo nos queda:

1
2

E′′(0) = −

∫ t2

t1

〈
V(t),R

(
dγ
dt
,V

)
dγ
dt

〉
dt.

Ahora nos fijamos que la curvatura seccional del subespacio generado
por dγ

dt y V evaluados en alguna t ∈ [t1, t2] es:

K
(

dγ
dt
,V(t)

)
=

〈
R

(
dγ
dt ,V(t)

)
dγ
dt ,V(t)

〉
∣∣∣∣ dγ

dt ∧ V(t)
∣∣∣∣2

como
∣∣∣∣dγ

dt ∧ V(t)
∣∣∣∣2 =

∥∥∥∥ dγ
dt

∥∥∥∥2
‖V(t)‖2 −

〈
V(t), dγ

dt

〉2
va a ser igual a 1 para todo

t ∈ [t1, t2] ya que γ es una geodésica. Juntamos esto con la ecuación anterior
y nos queda que

1
2

E′′(0) = −

∫ t2

t1

K
(

dγ
dt
,V(t)

)
dt,

y tenemos que la curvatura es positiva, entonces 1
2E′′(0) < 0, por lo que

dE
ds es estrictamente decreciente en una vecindad de cero. Esto muestra que
existe una curva c en la variación tal que E(c) < E(γ).

Sólo falta observar cómo se relaciona la longitud de arco con la energı́a
de una curva. Si tomamos h ≡ 1 y g =

∥∥∥ dc
dt

∥∥∥, entonces por la desigualdad de
Schwarz se tiene que

(
∫ t2

t1

hg dt)2
≤

∫ t2

t1

h2dt ·
∫ t2

t1

g2dt,
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con lo que obtenemos
(l(c))2

≤ |t2 − t1|E(c),

y se da la igualdad cuando g es constante.
Entonces nos queda que (l(c))2

≤ |t2 − t1|E(c) < |t2 − t1|E(γ) = l(γ)2.
Dado que γ es una geodésica que minimiza la distancia entre las dos
subvariedades, obtenemos una contradicción por suponer que éstas eran
ajenas. �

Hay varias maneras de probar el teorema de Synge, pero nosotros
seguiremos la prueba que se da en [16]. Para esto necesitamos la siguiente
proposición que se puede probar de una manera muy parecida al teorema
de Frankel.

Proposición 1.5.6. Si M es una variedad riemanniana con dimensión par, ori-
entable y con curvatura positiva, y γ una geodésica cerrada en M(inmersión del
cı́rculo), entonces γ es homotópica a una curva cerrada con longitud estrictamente
menor que γ.

La base de la demostración es la siguiente: usando que M es orientable
y de dimensión par, se construye un campo sobre la curva γ que sea
ortogonal a la derivada de γ en cada punto y esté bien definido, luego
usamos que existe una variación propia en γ con el campo que construimos
entonces usamos la fórmula para la segunda variación y como M tiene
curvatura positiva se puede concluir lo que se querı́a. Esto lo usaremos
para demostrar el teorema de Synge:

Teorema 1.5.7 (Synge). Sea M una variedad riemanniana compacta de dimen-
sión par, orientable, conexa y con curvatura seccional positiva, entonces M es
simplemente conexo.

Demostración. Por las observaciones que se hicieron antes, se tiene que M es
conectable por trayectorias. Sólo falta ver que Π1(M) = {e}, con cualquiera
que sea el punto base. La idea es ver que cualquier lazo es homotópico a
un lazo geodésico para usar la proposición anterior.

Vamos a denotar a d como la métrica riemanniana en M. Sea [γ] ∈ Π1(M)
y K ≥ l(γ), observemos a la siguiente familia de funciones (lazos):

F = {α : S1
→M | [α] = [γ], están parametrizadas por longitud

de arco y con l(α) ≤ K}.
Queremos usar Arzela-Ascoli, para esto hay que checar que F cumple

con las hipótesis:
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Sea ε > 0. Esta familia es equicontinua pues se tiene que para todo
α ∈ F , si d(s, s0) ≤ ε, entonces

d(α(s), α(s0)) ≤
∫ s

s0

∥∥∥∥∥dα
dt

∥∥∥∥∥ dt =

∥∥∥∥∥dα
dt

∥∥∥∥∥ d(s, s0) ≤ ε

pues las curvas están parametrizadas por longitud de arco.

Sea Fs = {α(s) | α ∈ F }, entonces se tiene que F s es compacto pues
cualquier cerrado en un compacto lo es.

Ahora sea l el ı́nfimo de las longitudes de F , existe pues está acotada
por cero, y si [γ] , [e] entonces l > 0. Vamos a usar Arzela-Ascoli para
la sucesión αi ∈ F tal que l(αi) = li, con li → l, entonces esta sucesión
converge uniformemente a cierta curva α.

Primero veremos que [α] = [γ]. Vamos a construir una sucesión de
homotopı́as:

Como αi converge uniformemente a α, sea ε > 0, entonces existe N
tal que d(αi(s), α(s)) < ε para toda i ≥ N. Podemos construir la siguiente
sucesión: sea ε1 = ε y εk = máx{d(αN+k−1(s), αN+k(s)) | s ∈ S1

}, y se tiene que
εk tiende a cero.

Tenemos una homotopı́a H : S1
× [0, 1] → M tal que H(s, 1) = αN(s) y

H(s, 0) = αN+1(s). Vamos a hacerle dos modificaciones a la homotopı́a, la
primera es Ĥ : S1

×

[
1

N+1 , 1
]
→ M dada por Ĥ(s, t) = H(s, (N+1)t

N −
1
N ). Luego

tomamos una vecindad tubular cerrada U1 de αN+1 con radio ε1, queremos
una homotopı́a de αN y αN+1 que se quede contenida en U1. Si la imagen
de Ĥ no está contenida en U1 entonces Ĥ

(
S1
×

[
1

N+1 , 1
])
∩ ∂U1 , ∅ por lo

que hay lazos que se salen de la vecindad, supongamos que uno de ellos es
en t0 ∈

[
1

N+1 , 1
]

entonces existen s1, s2 ∈ S1 tal que Ĥ(s1, t0), Ĥ(s2, t0) ∈ ∂U1 y

Ĥ((s1, s2), t0)∩∂U1 = ∅. Como ∂U1 es un cerrado conectable por trayectorias,
tenemos que existe una trayectoria que minimiza la longitud de arco en
∂U1 que une a Ĥ(s1, t0) con Ĥ(s2, t0), digamos σt0 , y definimos el nuevo lazo:
sea

Ĥ′(s, t0) =

 Ĥ(s, t0) si s ∈ S1
\ (s1, s2)

σt0(s) si s ∈ [s1, s2].

Ası́ para cada lazo que se salga de la vecindad U1. De esta manera cons-
truimos una nueva homotopı́a continua contenida en U1.
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Ahora sı́, tenemos la siguiente sucesión de homotopı́as: Sea

H1 : S1
×

[ 1
N + 1

, 1
]
→M

la homotopı́a entre αN y αN+1 con H1

(
S1
×

[
1

N+1 , 1
])
⊆ U1. Sea

Ĥ2 : S1
×

[
1

N+2 ,
1

N+1

]
→M con Ĥ2(s, 1

N+1 ) = αN+1(s), Ĥ2(s, 1
N+2 ) = αN+2(s) y con

Ĥ2

(
S1
×

[
1

N+2 ,
1

N+1

])
⊆ U2, donde U2 es la vecindad tubular cerrada de αN+2

con radio ε2; y definimos la siguiente homotopı́a H2 : S1
×

[
1

N+2 , 1
]
→ M

como sigue

H2(s, t) =


H1(s, t) si t ∈

[
1

N+1 , 1
]

Ĥ2(s, t) si t ∈
[

1
N+2 ,

1
N+1

]
.

Entonces sea Hk : S1
×

[
1

N+k , 1
]
→M con

Hk(s, t) =


Hk−1(s, t) si t ∈

[
1

N+k−1 , 1
]

Ĥk(s, t) si t ∈
[

1
N+k ,

1
N+k−1

]
donde Ĥk : S1

×

[
1

N+k ,
1

N+k−1

]
→ M una homotopı́a tal que Ĥk(s, 1

N+k−1 ) =

αN+k−1(s), Ĥk(s, 1
N+k ) = αN+k(s) y su imagen está contenida en la vecindad

tubular Uk de αN+k con radio εk.
Esta sucesión de homotopı́as Hk va a converger a H, donde

H : S1
× [0, 1] → M con H(s, 0) = α(s) pues el radio de las vecindades

tubulares tiende a cero por lo que no me genera más puntos. Se puede ver
que H es continua ya que tenemos que la familia de lazos F es equicon-
tinua y por como estuvimos acotando a las homotopı́as. Por lo tanto αN es
homotópica a α, es decir [α] = [γ].

Ahora vamos a ver que α es diferenciable y geodésica. Se puede hacer
por contradicción ya que si no es diferenciable ó geodésica, entonces en
una vecindad fuertemente convexa (para cualesquiera dos puntos en la
cerradura de la vecindad se tiene una geodésica que une a los dos puntos,
cuyo interior se queda contenido en la vecindad) de los puntos en donde
α no es diferenciable o geodésica podemos construir una nueva curva
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homotópica a α pero con longitud de arco menor estricto al de α, lo que
contradice el hecho de que l(αi)→ l. Por lo que α es una geodésica.

Por lo anterior tiene sentido pensar que l(α) = l, y esto es cierto pues
hacemos una partición de S1 con intervalos [si, ti] tal que sólo se traslapen
en los puntos finales y tenemos que:

l(αk) ≥
∑

l(αk|[si,ti]) ≥
∑

d(αk(si), αk(ti))

y al hacer tender k a infinito nos queda:

l ≥
∑

d(α(si), α(ti)) = l(α)

pues l(αk) → l y α es geodésica. Como l es el ı́nfimo de las longitudes de
F , se tiene l(α) ≥ l. Por lo tanto l(α) = l.

Tenemos que α es una geodésica cerrada con l(α) = l, entonces α
necesariamente tiene que ser la curva constante, ya que si no podemos
usar la proposición 1.5.6 antes mencionada por lo que α es homotópi-
ca a una curva cerrada (lazo) con longitud de arco estrictamente menor
que α y llegarı́amos a una contradicción. Entonces [γ] = [e], por lo tanto
Π1(M) = {e}. �

Ahora sólo nos falta ver el teorema de Toponogov, el cual nos da una
manera de comparar a las variedades completas con los espacios de cur-
vatura constante. Pero primero necesitamos introducir un poco de no-
tación: Denotaremos a un triángulo geodésico en una variedad riemannia-
na como (γ1, γ2, γ3) donde γi son los segmentos geodésicos parametrizados
por longitud de arco con longitudes l1, l2, l3, y a sus ángulos interiores
αi = ∠(−γ′i+1(li+1), γ′i+2(0)) (con el ı́ndice modulo 3).

Teorema 1.5.8 (Toponogov). Sea M una variedad completa con curvatura sec-
cional K ≥ c. Sea (γ1, γ2, γ3) un triángulo geodésico en M. Supongamos que γ1,
γ3 son mı́nimas y si c > 0, supongamos que l(γ2) ≤ π

√
c . Entonces en M(c), el

espacio 2-dimensional simplemente conexo y con curvatura constante c, existe un
triángulo geodésico (γ̂1, γ̂2, γ̂3) tal que l(γi) = l(γ̂i) y α̂1 ≤ α1, α̂3 ≤ α3. Sólo en
el caso en que c > 0 y l(γi) = π

√
c para alguna i, el triángulo está únicamente

determinado.

El lector puede ver la demostración en [4].





Capı́tulo 2

S1-Variedades riemannianas

Una S1 -variedad riemanniana M es una variedad riemanniana con una
acción isométrica no trivial de S1, la cual vamos a seguir denotando como
θ : S1

×M→M. En este capı́tulo vamos a estudiar el conjunto de los puntos
fijos de θ y algunas propiedades de la geometrı́a del espacio orbital de la
S1 -variedad riemanniana, sobre todo cuando ésta tenga dimensión cuatro.

2.1. El conjunto de los puntos fijos

Recordemos que el propósito de este trabajo es demostrar el teorema de
Hsiang y Kleiner, el cual nos dice que si M es una S1-variedad riemanniana
de dimensión 4 compacta, orientable, y con curvatura positiva, entonces
M es homeomorfa a S4 o CP2. Gracias a un resultado de Freedman, basta
con calcular la caracterı́stica de Euler de M para la prueba de este teorema.
Pero, como veremos a continuación, la caracterı́stica de Euler de M es igual
a la caracterı́stica de Euler del conjunto de los puntos fijos de la acción θ,
por lo que vamos a estudiar este conjunto.

Proposición 2.1.1. Sea M una S1-variedad riemanniana compacta, y sea F el
conjunto de los puntos fijos, es decir,

F = {p ∈M | gp = p ∀ g ∈ S1
}.

Entonces:

1. La caracterı́stica de Euler de F es igual a la caracterı́stica de Euler de M.

31
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2. Cada componente conexa de F es una subvariedad totalmente geodésica con
codimensión par.

Antes de probar la proposición veremos un lema que nos ayudará en
la prueba.

Lema 2.1.2. Consideremos una sucesión exacta de espacios vectoriales:

0→ Ak → Bk → Ck → Ak−1 → Bk−1 → Ck−1 → . . .

entonces
k∑

i=1

(−1)i dim Ai −

k∑
i=1

(−1)i dim Bi +

k∑
i=1

(−1)i dim Ci = 0

Demostración. La demostración será por inducción sobre k. Para k = 1,
tenemos la siguiente sucesión exacta:

0→ A1
f1
−→ B1

g1
−→ C1 → 0

como C1 es un espacio vectorial se tiene que es libre, por lo que la sucesión
se escinde, es decir, ∃ ĝ1 : C1 → B1 tal que g1 ◦ ĝ1 = IdC1 , entonces

B1 = im ĝ1 ⊕ ker g1.

Como im f1 = ker g1, y tanto f1 como ĝ1 son inyectivas, tenemos que
dim ker g1 = dim A1 y dim im ĝ1 = dim C1, por lo tanto

dim B1 = dim C1 + dim A1.

Ahora suponemos cierto el resultado para k − 1 y lo demostraremos para
k. Tenemos la siguiente sucesión exacta:

0→ Ak
fk
−→ Bk

gk
−→ Ck

hk
−→ Ak−1

fk−1
−−→ Bk−1

gk−1
−−→ . . .

Esta sucesión la vamos a descomponer en cuatro sucesiones exactas, de la
siguiente manera:

0→ Ak
fk
−→ Bk

gk
−→ im gk → 0 À

0→ im gk ↪→ Ck
hk
−→ im hk → 0 Á

0→ im hk ↪→ Ak−1
fk−1
−−→ im fk−1 → 0 Â

0→ im fk−1 ↪→ Bk−1
gk−1
−−→ Ck−1 → . . . Ã
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Como ya tenemos que el lema es cierto para sucesiones exactas cortas
entonces se lo podemos aplicar a À, Á y a Â, y por hipótesis de inducción
también se lo podemos aplicar a Ã y nos queda:

(−1)k dim Ak − (−1)k dim Bk + (−1)k dim im gk = 0
−(−1)k dim im gk + (−1)k dim Ck − (−1)k dim im hk = 0

−(−1)k−1 dim im hk + (−1)k−1 dim Ak−1 − (−1)k−1 dim im fk−1 = 0

(−1)k−1 dim im fk−1 +

k−2∑
i=1

(−1)i dim Ai −

k−1∑
i=1

(−1)i(dim Bi − dim Ci) = 0

Sumando las cuatro ecuaciones se cancelan los términos adicionales,
por lo que:

k∑
i=1

(−1)i dim Ai −

k∑
i=1

(−1)i dim Bi +

k∑
i=1

(−1)i dim Ci = 0,

lo cual concluye la demostración. �

Ahora podemos demostrar la primera parte de la proposición 2.1.1:

Demostración. Tenemos F = ∪i∈ΛYi con cada Yi componente conexa de
F. Observamos que F es un conjunto cerrado al igual que cada Yi(por la
observación 1.1.6), con i ∈ Λ. Además las componentes son ajenas dos a dos
y Λ es finito por la observación 1.1.7. Ahora vamos a tomarnos vecindades
tubulares cerradas N′i de cada Yi, con εi > 0, en M, de tal manera que
N′i ∩ N′j = ∅ si i , j, y sea Ni ⊂ N′i otra vecindad tubular cerrada pero

tomándonos εi
2 > 0 con i ∈ Λ, para que Ni ⊂ N′i . Definimos los siguientes

conjuntos:

N′ = ∪i∈ΛN′i , N = ∪i∈ΛNi, K′ = M rN′, K = M rN,

donde N′ ∩ K′ = ∂N′ es la frontera de N′ y N ∩ K = ∂N es la frontera de N.
Primero vamos a demostrar que

χ(M) = χ(N) + χ(K) − χ(∂N).
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Consideremos la sucesión exacta de homologı́a de la pareja M y K, con
K ⊆ M, que denotaremos como (M,K) para tomar la homologı́a relativa.
Ésta sucesión está inducida por:

K→M→ (M,K)

donde las dos son inclusiones, entonces tenemos

Hq(K)→ Hq(M)→ Hq(M,K)
δ̂q
−→ Hq−1(K)→ . . .

y
∞∑

q=0

(−1)q dim Hq(K) −
∞∑

q=0

(−1)q dim Hq(M) +

∞∑
q=0

(−1)q dim Hq(M,K) = 0.

Por el lema 2.1.2, es decir χ(K) − χ(M) + χ(M,K) = 0. Análogamente lo
hacemos para la pareja (N, ∂N) y nos queda: χ(∂N) − χ(N) + χ(N, ∂N) = 0.

Ahora para demostrar que χ(M,K) = χ(N, ∂N) observemos que N es
retracto por deformación de N′, por lo cual tomando a V = K′ r ∂N′ y
U = K r ∂N tenemos que (M r U,K r U) = (N, ∂N) es un retracto por
deformación de (M r V,K r V) = (N′,K r V). Como V está contenido en
el interior de K utilizamos el teorema de escisión, por lo que V se puede
escindir con respecto a la pareja (M,K). También tenemos que U se puede
escindir, es decir, la inclusión (M r U,K r U) = (N, ∂N) ↪→ (M,K) induce
isomorfismo en homologı́a. Por lo tanto χ(N, ∂N) = χ(M,K) y nos queda la
igualdad que se querı́a.

Dado que la acción de S1 es isométrica y no hay puntos fijos en K y
∂N, tenemos algún s ∈ S1 distinto de la identidad con la propiedad de que
θs : M → M no tiene puntos fijos en K y ∂N. Por ésta razón usaremos el
teorema de Lefschetz, que nos dice que para cualquier variedad compacta
X con una función diferenciable f : X → X sin puntos fijos entonces
L( f ) = 0, donde L( f ) es el número de Lefschetz de f . Por lo que tenemos
que L(θs|K) = 0 = L(θs|∂N) y como θs|K ' IdK (proposición 1.1.12) entonces
L(θs|K) = L(IdK) = χ(K), igual para ∂N, por lo tanto χ(K) = 0 = χ(∂N).

Ası́ de la igualdad anterior nos queda χ(M) = χ(N). Pero como F es
un retracto por deformación de N entonces χ(F) = χ(N), y finalmente
obtenemos χ(M) = χ(F). �

Para la segunda parte de la proposición 2.1.1 usaremos las distribu-
ciones y la función exponencial.
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Demostración. Sea Y una componente conexa de F, vamos a ver que es una
subvariedad de M:
Primero observemos que Y es cerrado. Como F es cerrado (ya que es el
conjunto de los puntos fijos) entonces Y ⊂ F y como Y es una componente
conexa de F entonces Y = Y.

Sea y ∈ Y, nos fijamos en dθsy : TyM→ TyM para cada s ∈ S1 la cual es
una transformación lineal que preserva la distancia. Sea

Sy = {v ∈ TyM | dθsy(v) = v ∀s ∈ S1
},

se tiene que Sy < TyM pues cada dθsy es una transformación lineal. Veremos
que esto define una distribución que satisface las hipótesis del teorema de
Frobenius.

Primero veremos que la dim Sy es la misma para cada y ∈ Y:

Sea r = máx{dim Sy | y ∈ Y} ≤ n, con n = dim M. Entonces vamos a fijarnos
en los siguientes conjuntos:

A = {y ∈ Y | dim Sy = r} , ∅, B = {y ∈ Y | dim Sy < r}.

Claramente Y = A∪B. Vamos a ver que B = ∅, para esto afirmamos que
A es cerrado:
Sea y un punto de acumulación de A, dado que Y es cerrado entonces y ∈ Y.
Sea U = expy(Bε(0)) una vecindad normal de y, con expy : Bε(0) ⊂ TyM→M
la función exponencial definida en una bola abierta de radio ε y centro en
el cero. Como y es un punto de acumulación de A, existe a ∈ U, con
a ∈ A, y α : I → M una geodésica que une a y con a. Sea {v1, . . . , vk}

una base ortonormal de Sy. Vamos a tomarnos el transporte paralelo Vi

sobre α tal que Vi(y) = vi con i ∈ {1, 2, . . . , k} pero para la subvariedad
N B expy(Sy ∩ Bε(0)).

Afirmamos que N ⊆ Y, pues sea x ∈ N entonces existe una geodésica
β : I→ N que une a x con y y β′(0) ∈ Sy con β(0) = y, y como s◦β también es
geodésica tal que s◦β′(0) = β′(0), para cualquier s ∈ S1, entonces s◦β(t) = β(t)
por lo que s(x) = x ∀ s ∈ S1, es decir, x ∈ Y.

Entonces TaN ⊆ Sa por lo tanto Vi(a) ∈ Sa para cada i ∈ {1, . . . , k}. Dado
que {v1, . . . , vk} es un base ortonormal, tenemos que {V1(a), . . . ,Vk(a)} es una
base ortonormal de TaN.

Si k < r, entonces existe u ∈ Sa tal que u < TaN y normal a v1(a), . . . , vk(a).
Sea γ : I → U con γ(0) = a y γ′(0) = u, como u < TaN existe t̂ tal que
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γ(t̂) ∈ Y∩U \N por lo que hay una geodésica ι que une a γ(t̂) con y tal que
ι′(0) < Sy (ι(0) = y), pero sabemos que una geodésica contenida en U y que
pasa por dos puntos es única, por lo que s ◦ ι(t) = ι(t) pues s ◦ ι(0) = y y
s ◦ ι(t1) = s ◦ γ(t̂) = γ(t̂) para toda s ∈ S1. Por lo que ι′(0) ∈ Sy, lo cual es una
contradicción. Por lo tanto k = r, es decir A es cerrado.

Ahora como Y es conexo entonces existe x ∈ A∩B con dim Sx = r, dado
que puedo encontrar un b ∈ B muy cercano a x con dim Sb < r utilizamos
la vecindad normal en b y un marco parecido al anterior sobre la geodésica
que una a b con x. Análogamente, vamos a poder encontrar un punto x̂ ∈ A
tal que la geodésica que une a x̂ con b cumple con que su derivada no
está en Sb, pero como x̂, b ∈ Y y la geodésica que los une está contenida en
la vecindad normal de b entonces la derivada debe estar en Sb, lo cual es
una contradicción. Por lo tanto B = ∅, lo que quiere decir que la dim Sy = r
para todo y ∈ Y.

La distribución es suave.

Consideramos de nuevo U = expy(Bε(0)) vecindad de y ∈ Y.Vamos a definir
los campos vectoriales necesarios para mostrar la suavidad de la distribu-
ción. Sea x ∈ Y ∩ U, entonces tenemos una geodésica que une a y con x
y como vimos antes escogemos una base ortonormal de Sy, tomamos el
transporte paralelo sobre la geodésica en la subvariedad expy(Bε(0)∩Sy) de
la base de Sy, y esto nos va a dar una base ortonormal en Sx; y asi definimos
los campos vectoriales para cada x ∈ Y∩U con la propiedad que se querı́a.

La distribución es involutiva.

Sean X1 y X2 dos campos vectoriales en M tal que X1(y),X2(y) ∈ Sy para
todo y ∈ Y vamos a ver que [X1,X2](y) ∈ Sy.

Para una representación local (x1, . . . , xn), en algún y ∈ Y, tenemos que:

X1 =

n∑
i=1

ai
∂
∂xi
, X2 =

n∑
j=1

b j
∂
∂x j

;

y entonces

[X1,X2] = X1X2 − X2X1 =
∑

i, j

(ai
∂b j

∂xi
− bi

∂a j

∂xi
)
∂
∂x j

.
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Evaluando en cualquier x ∈ Y en la vecindad de y y al aplicar dθsx con
s ∈ S1 se tiene:

dθsx

∑
i, j

ai(x)
∂b j

∂xi
(x)

∂
∂x j
− bi(x)

∂a j

∂xi
(x)

∂
∂x j


= dθsx

∑
i, j

ai(x)
∂b j

∂xi
(x)

a j(x)
a j(x)

∂
∂x j

 − dθsx

∑
i, j

bi(x)
∂a j

∂xi
(x)

b j(x)
b j(x)

∂
∂x j


=

∑
i, j

ai(x)
a j(x)

∂b j

∂xi
(x)dθsx

(
a j(x)

∂
∂x j

)
−

∑
i, j

bi(x)
b j(x)

∂a j

∂xi
(x)dθsx

(
b j(x)

∂
∂x j

)
=

∑
i, j

ai(x)
a j(x)

∂b j

∂xi
(x)a j(x)

∂
∂x j
−

∑
i, j

bi(x)
b j(x)

∂a j

∂xi
(x)b j(x)

∂
∂x j

=
∑

i, j

ai(x)
∂b j

∂xi
(x)

∂
∂x j
− bi(x)

∂a j

∂xi
(x)

∂
∂x j

.

Como dθsx es lineal y X1(x),X2(x) ∈ Sx, tenemos que [X1,X2](x) ∈ Sx.

Por lo que tenemos una distribución suave e involutiva en Y y por el
teorema de Frobenius(teorema 1.2.5) existe una subvariedad de M con el
espacio tangente igual a Sy, pero por la definición de la distribución se
tiene que Y es la subvariedad.

Ahora veremos que es totalmente geodésica, pero esto se tiene ya que:
sea v ∈ TyY y sea α : I → M una geodésica, es decir d

dt〈
dα
dt ,

dα
dt 〉 = 0 , con

α(0) = y y α′(0) = v. Sea s ∈ S1 tenemos que θs◦α(0) = y y d
dt〈

dθs◦α

dt ,
dθs◦α

dt 〉 = 0,
pues 〈dθs◦α

dt ,
dθs◦α

dt 〉 = 〈dα
dt ,

dα
dt 〉 por ser θs isometrı́a, entonces θs ◦ α es una

geodésica y como dθsy(v) = v pues v ∈ TyY, por lo que tenemos dos
geodésicas con la misma velocidad por lo tanto θs ◦ α(t) = α(t), es decir,
α(I) ⊆ Y.

Sólo falta ver que Y tiene codimensión par. Sea y ∈ Y, observemos que
la acción de S1 en M induce una isometrı́a en el espacio tangente TyM.
Esta isometrı́a se puede representar mediante una matriz ortogonal n × n
(n = dim M), que a su vez tiene una forma con r submatrices de rotación y
una matriz identidad n − 2r al final.

Al aplicar la isometrı́a a los vectores tangentes, tenemos que ésta fija
cada uno de los vectores en un subespacio de dimensión n − 2r. Ahora al
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pasar a la variedad tomando una vecindad normal U de y que no interseca
a otras componentes conexas de F y es difeomorfa a Bε(0) ⊆ TyM con la
función exponencial, se tiene que el conjunto de vectores fijos contenidos
en Bε(0) se transforma precisamente en el conjunto de puntos fijos de la
acción en U. Esto significa que el conjunto Y ∩ U forma una variedad de
dimensión n−2r, de modo que su codimensión es n− (n−2r) = 2r, par. �

Desde ahora vamos a considerar, sin más especificaciones, que (S1,M, g)
es una 4-variedad orientable, compacta, con curvatura positiva, con una
acción efectiva de S1 y g tensor métrico. Con esto podemos decir cómo se
ve el conjunto de puntos fijos:

Proposición 2.1.3. Sea (S1,M, g) como arriba y sea F el conjunto de los puntos
fijos. Entonces F no es vacı́o y,

F =


χ(M) puntos aislados
ó
S2
∪ {(χ(M) − 2) puntos aislados}.

Demostración. Por el teorema de Synge(teorema1.5.7) tenemos que M es
simplemente conexa, entonces Π1(M, p) = {e} pero como M es conectable
por trayectorias se tiene que Π1(M, p) � H1(M) (Hurewicz).

Por el teorema de dualidad se tiene que H1(M) � H3(M), es decir,
dim H1(M) = 0 = dim H3(M).

También tenemos que H0(M) � H4(M), y H0(M) � Z pues M es conec-
table por trayectorias, es decir dim H0(M) = 1 = dim H4(M).

Por lo que tenemos que χ(M) = 2 + dim H2(M) ≥ 2, y por la parte uno
de la proposición 2.1.1, χ(M) = χ(F) ≥ 2 entonces F , ∅.

Sea Y una componente conexa de F, por la afirmación sobre la codimen-
sión en la segunda parte de la proposición 2.1.1 tenemos que dim Y = 0
ó dim Y = 2:

Si cada componente conexa Yi de F tiene dimensión cero entonces
tenemos un total de χ(M) = χ(F) puntos aislados pues

Hk(F) = Hk

∐
i

Yi

 � ⊕iHk(Yi)
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y

Hi({pt}) �

Z si i = 0
0 si i , 0

.

Si existe alguna componente conexa Y tal que dim Y = 2. Suponga-
mos que existe Y′ otra componente conexa de F de dimensión dos,
entonces tenemos dos subvariedades totalmente geodésicas de M
con dim Y + dim Y′ = 4 y por el teorema de Frankel(teorema1.5.5)
tenemos que Y ∩ Y′ , ∅, lo cual es una contradicción. Por lo que sólo
puede existir una componente conexa de dimensión dos.

Ahora si F tiene una componente conexa Y de dimensión dos, veremos
que Y � S2. Como Y es una subvariedad totalmente geodésica entonces
tiene curvatura positiva también y por el teorema de Gauss-Bonnet se tiene"

Y
kdA = 2πχ(Y),

entonces χ(Y) > 0.
Vamos a utilizar la clasificación de superficies compactas orientables y

conexas, sólo falta notar que la acción de S1 me induce una orientación en Y
en TY⊥ por lo que Y es orientable. Sabemos que la esfera es la única super-
ficie conexa, orientable, compacta y con χ(S2) > 0 salvo homeomorfismos,
entonces Y � S2.

Como χ(S2) = 2 entonces χ(Y) = 2, por lo que F tiene que ser homeo-
morfa a S2

∪ (χ(M) − 2 puntos aislados). �

2.2. Geometrı́a del espacio orbital

Tenemos nuestra S1-variedad riemanniana M. Ahora consideremos la
geometrı́a del espacio orbital M = M/S1, al cual lo vamos a equipar con la
distancia orbital. Nos vamos a fijar en el conjunto de S1-órbitas principales
en M y le llamaremos M0, también definimos a π(M0) = M0, donde π :
M → M/S1 es la proyección orbital. Ya sabemos por la sección 1.4 que
le podemos dar una estructura suave a M0 tal que π : M0 → M0 es una
sumersión, de hecho también le podemos dar una métrica riemanniana g
a M0 haciendo que π : (M0, g)→ (M0, g) sea una sumersión riemanniana.
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Observación. Si el conjunto de puntos fijos tiene una componente conexa
Y de dimensión dos, entonces existe una vecindad U de y ∈ Y tal que el
grupo de isotropı́a de cada punto en U \Y es trivial. Esto se puede mostrar
como sigue: Sea U = expy(Bε(0)) una vecindad que no contenga puntos fijos
aislados , sea x ∈ U\Y y r ∈ S1

x, nos fijamos en la acción isométrica inducida
de S1 en TyM y como tenemos una geodésica que une a x y y entonces su
velocidad v ∈ TyM lo fija r también. Ahora sea w ∈ TyM\TyY, como TyY son
los puntos fijos de dimensión dos entonces w sólo le queda una dirección
para poder moverse de tal manera que la acción sea isométrica pero al
tomar en cuenta que r fija a v nos queda que r debe fijar a w, es decir, r fija
a todo U el cual es abierto y como la acción es isométrica entonces r fija
a todo M, pero sabemos que el único que hace esto es el idéntico, por lo
tanto S1

x = {e} para todo x ∈ U \ Y.

Proposición 2.2.1. Supongamos que el conjunto de puntos fijos F es de la forma
S2
∪ {puntos aislados}. Sea S2 = π(S2) ⊂ M, entonces la estructura riemanniana

(M0, g) se extiende a una estructura riemanniana en N = M0 ∪ S2 con una
frontera totalmente geodésica S2. La distancia en N inducida por esta estructura
riemanniana coincide con la restricción de la distancia orbital en M a N ⊆M.

Demostración. La geometrı́a local de M cerca de π(y) ∈ S2 está determinada
por la geometrı́a de la representación local en y ∈ S2. Como cerca de y los
grupos de isotropı́a son triviales, esta representación es equivalente a

φ : S1
× C2

→ C2; eiθ(z1, z2) = (z1, eiθz2),

donde z1, z2 ∈ C. Entonces la estructura local de M en π(y) es de la forma

C2/S1
≈ C × (C/S1) � R2

×R+.

Esto quiere decir que N = M0 ∪ S2 tiene estructura diferenciable pero con
frontera en S2. También se extiende la estructura riemanniana en la frontera.

Las geodésicas en N son las proyecciones de las geodésicas en M que son
perpendiculares a las órbitas y como S2 es totalmente geodésica tenemos
que S2 es totalmente geodésica en M.

La distancia inducida en N por la estructura riemanniana coincide con
la distancia orbital en el subconjunto denso M0, por la observación anterior,
entonces coincide con la distancia orbital en todo N. �
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Sea y ∈ M un punto fijo aislado. La representación de la acción en y es
equivalente a

φk,l : S1
× C2

→ C2; eiθ(z1, z2) = (eikθz1, eilθz2),

donde z1, z2 ∈ C y k, l ∈ Z con (k, l) = 1.
Sea S3

⊂ C2 la esfera unitaria y sea d : S3
× S3

→ R la función distancia
que a cada pareja v, w ∈ S3 le asocia ∠(v,w), el ángulo entre v y w. Sea
(Xk,l, dk,l) el espacio orbital de (φk,l, S3, d) con la distancia orbital dk,l.

Proposición 2.2.2. Si [z1], [z2], [z3] son puntos arbitrarios en Xk,l, entonces

dk,l([z1], [z2]) + dk,l([z2], [z3]) + dk,l([z1], [z3]) ≤ π.

Demostración. Primero veremos qué ocurre en el caso k = l = 1. Sean

z = (x1 + ix2, x3 + ix4), ẑ = (x̂1 + ix̂2, x̂3 + ix̂4) ∈ S3.

Afirmamos que d1,1([z], [ẑ]) ≤ π/2. Sabemos que d(z, ẑ) es el ángulo entre
ellos, dado por cosθ = 〈z, ẑ〉/(‖z‖ · ‖ẑ‖). Si 〈z, ẑ〉 ≥ 0, nuestra afirmación es
cierta. Si 〈z, ẑ〉 < 0, entonces eiπz = (−x1−ix2,−x3−ix4) por lo que 〈eiπz, ẑ〉 > 0.
Por lo tanto d1,1([z], [ẑ]) ≤ π/2.

Ahora tenemos queφ1,1(eiθ, (z1, z2)) = (eiθz1, eiθz2) y recordando la defini-
ción de CP1, es fácil ver que X1,1 es isométrico a CP1 con diametro π/2.
Sabemos que CP1 es isométrico a la esfera, por lo que vamos a tener que
X1,1 es isométrico a la esfera de radio 1/2; y en el caso de la esfera de radio
1/2 se tiene que para cualesquiera tres puntos que forman un triángulo,
su perı́metro va a ser menor o igual al perı́metro del “triángulo” formado
por alguna circunferencia máxima de la esfera, cuya longitud es π (pues el
radio es 1/2). Por lo que para el caso k = l = 1 se tiene el resultado.

Para el caso en que k , 1 y (k, l) = 1, vamos a comparar el espacio X1,1

con Xk,l. Primero notemos que el conjunto de órbitas principales de Xk,l es
X̃k,l = Xk,l \ {[(z, 0)], [(0, z)]} ya que el grupo de isotropı́a de (z, 0) y (0, z) es
distinto del trivial. Entonces vamos a estudiar los puntos de S3 quitando
los circulos máximos dados por z1 = 0 y z2 = 0, que se ven de la forma
((cos c)eiθ, (sen c)eiθ′), con cos c , 0 , sen c. Fijando c tenemos un toro T2(c).

En cada toro tenemos que las órbitas deφ1,1 son rectas de pendiente uno
(ver figura 2.1) y las órbitas de φk,l son rectas con pendiente l/k (ver figura
2.1), por lo que intuitivamente las órbitas de φk,l estan más ”juntas”que las
órbitas de φ1,1.
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Figura 2.1: Órbitas.

Vamos a definir una función del espacio orbital T̃1,1 de la acción φ1,1 en
el toro, al espacio orbital T̃k,l de la acción φk,l en el toro como sigue:

µ : T̃1,1 → T̃k,l, µ[(eiθ, eiθ′)] = [(ei0, ei (θ′−θ)
k )],

que es multiplicar e−iθ(eiθ, eiθ′) dado que me queda la misma órbita y con
ei0 en la primera entrada y después dividir entre k. µ esta bien definida, es
continua y es suprayectiva.

También es claro que

d(µ[(eiθ, eiθ′)], µ[(eiρ, eiρ′)]) ≤ d([(eiθ, eiθ′)], [(eiρ, eiρ′)]),

por lo que en cada toro tenemos que la desigualdad se satisface. Luego
tenemos que X̃k,l es denso, entonces tenemos que la desigualdad se satisface
en todo Xk,l. �

Proposición 2.2.3. Si dim F = 2, entonces la representación local de S1 en
cualquier punto aislado tiene que ser equivalente a φ1,1.

Demostración. Primero observemos lo siguiente: Sea Y una componente
conexa 2-dimensional de F. En la proposición 2.2.1, vimos cómo es la
representación local de la acción de S1 en TyM con y ∈ Y; de esto se sigue
que existe una vecindad tubular de Y, digamos U, tal que el grupo de
isotropı́a es trivial para todo x ∈ U \ Y.

Supongamos que existe un punto fijo aislado p ∈ F tal que la repre-
sentación local de S1 en TpM es equivalente a φk,l con (k, l) = 1 y k > 1. Dado
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que Zk ⊂ S1 me fija a los puntos de la forma (z1, 0) ∈ C2, entonces si nos
fijamos en la acción isométrica de Zk en M vamos a tener que el conjunto
de puntos fijos contiene al menos dos componentes conexas de dimensión
dos. Esto contradice el teorema de Frankel que asegura que dos superficies
totalmente geodésicas en M no pueden ser disjuntas. �

2.3. Teorema de Hsiang-Kleiner

En esta sección vamos a probar la siguiente versión del teorema de
Hsiang y Kleiner, publicado en [11]:

Teorema 2.3.1. Sea M una 4-variedad compacta orientable, con curvatura positi-
va. Si M admite una acción isométrica no trivial de S1, entonces M es homeomorfa
a S4 o CP2.

Demostración. Vamos a utilizar el resultado de Freedman [7], el cual es vital
en esta demostración, que nos dice que M es homeomorfa a S4 o a CP2, si
la caracterı́stica de Euler es a lo más tres. Por lo que nos vamos a enfocar
en calcular la caracterı́stica de Euler de M, para esto recordemos que por
los lemas 2.1.1 y 2.1.3 tenemos que χ(M) = χ(F) y

F =


χ(M) puntos aislados
ó
S2
∪ {(χ(M) − 2) puntos aislados}.

Por esto la prueba del teorema se reduce en probar que F consiste en a lo
más tres puntos aislados o en S2 con a lo más un punto aislado. Vamos
a dividir la prueba en dos casos dependiendo de la dimensión de F y lo
vamos a hacer por contradicción.

Caso 1, dim F = 2.

Supongamos que F = S2
∪ {p, q}, con p y q dos puntos fijos aislados. Sea γ

una geodésica que minimiza la distancia entre p y q en M. Consideremos
a las S1 órbitas de γ, S1(γ), y sea η la geodésica que minimiza la distancia
entre S2 y S1(γ); entonces l(η) = dist(S2, S1(γ)), y sean los extremos de η
A ∈ S2 y B ∈ S1(γ). Notemos que los grupos de isotropı́a de los puntos
a lo largo del interior tanto de γ como de η son iguales, es decir, si x y y
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están en el interior de γ (ó de η) entonces S1
x = S1

y. Si suponemos que pasa
lo contrario se tendrı́a tan siquiera un punto x en el interior de γ tal que
sx = x, para algún s ∈ S1, y para cualquier vecindad abierta de x exista un
punto y en el interior de γ tal que s < S1

y. Entonces tenemos dos geodésicas,
γ y sγ, con distintos vectores tangentes en x y que minimizan la distancia
entre p y q. Digamos que γ está definida en el intervalo [t0, t1], con γ(t0) = p,
γ(t1) = q, y γ(t̂) = x para algún t̂ ∈ (t0, t1). Podemos construir la siguiente
curva: Sea c : [t0, t1] → M, con c|[t0,t̂] = γ|[t0,t̂] y c|[t̂,t1] = sγ|[t̂,t1], esta curva es
suave a pedazos y con la misma longitud que la geodésica minimizante,
lo cual es una contradicción. También por esta misma observación se tiene
que dist(S2, S1(γ)) , 0.

Supongamos que B = p. Como S2 es una subvariedad totalmente
geodésica y cerrada, entonces η, que minimiza la distancia, es perpen-
dicular a S2. Recordando que la representación local de la acción de S1 en
p es equivalente a φ1,1, por la proposición 2.2.3, también vamos a tener
que η es perpendicular a S1(γ) (pues si no pasara podrı́amos encontrar una
curva suave a pedazos perpendicular a S1(γ) y con menor longitud que
η), entonces eiθγ es perpendicular a η en p para todo eiθ

∈ S1. Por lo que
existen α y β ∈ (0, 2π], tal que eiαγ, eiβγ y η son perpendiculares entre si en
p. Esto fuerza a que tengamos un transporte paralelo que va de un vector
tangente de S1(γ) en p a otro vector tangente de S2 en A a lo largo de η.
La idea es proceder como se hizo en el teorema de Frankel 1.5.5. Sea V el
transporte paralelo sobre η, entonces tenemos una variación diferenciable

f : (−ε, ε) × [t1, t2]→M

de η, con f (0, t) = η(t), y tal que V(t) =
∂ f
∂s (0, t) =

∂ ft
∂s (0). Usaremos la fórmula

para la segunda variación, la cual es

1
2

E′′(0) = −

∫ t2

t1

〈
V(t),

D2V
dt

+ R
(

dη
dt
,V

)
dη
dt

〉
dt −

〈
D
ds
∂ f
∂s
,

dη
dt

〉
(0, t1)

+

〈
D
ds
∂ f
∂s
,

dη
dt

〉
(0, t2) −

〈
V(t1),

DV
dt

(t1)
〉

+
〈
V(t2),

DV
dt

(t2)
〉
.

donde

E(s) =

∫ t2

t1

∥∥∥∥∥∂ f
∂t

(s, t)
∥∥∥∥∥2

dt,

con s ∈ (−ε, ε), y R la curvatura de M.
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Usando que DV
dt = 0, D2V

dt2 = 0 y 〈V(t), dη
dt (t)〉 = 0, sólo nos queda:

1
2

E′′(0) = −

∫ t2

t1

〈
V(t),R

(
dη
dt
,V

)
dη
dt

〉
dt

y tenemos que la curvatura es positiva, entonces 1
2E′′(0) < 0, que quiere

decir que dE
ds es estrictamente decreciente en una vecindad de cero. Por lo

que tendrı́amos una curva en la variación con menor longitud que η, es
decir, l(η) > dist(S2, S1(γ)) lo cual es una contradicción. Lo mismo pasa para
B = q.

Ahora supongamos que B cae en el interior de γ. Como habı́amos dicho
anteriormente, el grupo de isotropı́a no varı́a a lo largo del interior de γ y
por la proposición 2.2.3 sabemos que alrededor de p la acción es equivalente
a

φ1,1 : S1
× C2

→ C2; eiθ(z1, z2) = (eiθz1, eiθz2),

entonces el grupo de isotropı́a en el interior de γ es el trivial, y recordando
la observación para la proposición 2.2.1 que nos dice como es la acción
localmente en cualquier punto de la esfera, se tiene de la misma manera
que el grupo de isotropı́a es trivial en el interior de η. Entonces tenemos
que η ⊆M0∪ S2. Sea γ = π(γ \ {p, q}) ⊆M0, y η = π(η) ⊆M0∪ S2 = N. Por la
proposición 2.2.1 se tiene que N es una variedad riemanniana con frontera
y π : M0 ∪ S2

→ N es una sumersión riemanniana y sabemos que las
sumersiones riemannianas son siempre de curvatura no decrecientes por
la proposición 1.5.3, entonces en cualquier punto de N se tiene curvatura
seccional mayor que cierto δ > 0. Procedemos como se hizo anteriormente,
sólo que en N y la variación sobre η; de nuevo tendrı́amos que l(η) >
dist(S2, S1(γ)) y observando que dist(S2, S1(γ)) = dist(S2, π(γ)) = l(η) lo cual
es una contradicción.

Por lo tanto F contiene a lo más un punto aislado junto con la esfera.

Caso 2, dim F = 0.

Supongamos que F contiene al menos cuatro puntos aislados, pi, 1 ≤ i ≤ 4.
Sea li j = dist(pi, p j) y sea Ci j = {γ : [0, li j] → M | γ es una geodésica
que minimiza la distancia desde pi hasta p j}, 1 ≤ i, j ≤ 4. Para cada trı́o
1 ≤ i, j, k ≤ 4 (con i , j , k) sea:

αi jk = mı́n{∠(γ′j(0), γ′k(0)) | γ j ∈ Ci j, γk ∈ Cik}.
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Notemos que el mı́nimo existe porque M es compacta.
Antes de seguir necesitamos el siguiente resultado.

Lema 2.3.2. Para cada trı́o de distintos enteros 1 ≤ i, j, k ≤ 4,

αi jk + αki j + α jki > π.

Demostración. Por simplicidad vamos a tomar (i, j, k) = (1, 2, 3). Dado que
M tiene curvatura positiva entonces sabemos que existe R1 ∈ R+ tal que
1

R2
1

es un mı́nimo de la curvatura seccional de M, y tenemos el triángulo
geodésico formado por (γ12, γ13, γ23) con cada γi j ∈ Ci j. Sea R2 ∈ R tal que
l(γ12) = l12, l13, l23 ≤ R2π, y sea R = máx{R1,R2}. Entonces 1

R2 es un mı́nimo
de la curvatura seccional en M y

l12, l13, l23 ≤ Rπ =
π
√

1/R2
.

Aplicando el teorema de Toponogov 1.5.8, tenemos tres puntos x1, x2,
x3 en la esfera de radio R tal que el triángulo geodésico 4(x1, x2, x3) tenga
l12, l13, l23 como sus tres longitudes en la esfera y

∠(γ′12(0), γ′13(0)) ≥ ∠(x1x2, x1x3)

como fue para cualesquiera geodésicas en C12 y C13 se tiene que α123 ≥

∠(x1x2, x1x3). Análogamente para los otros ángulos, entonces α123 + α321 +
α231 ≥ la suma de los ángulos interiores de 4(x1, x2, x3) > π, que era lo que
se querı́a demostrar. �

Vamos a tomar en cuenta a los cuatro trı́os de distintos enteros, 123,
234, 314 y 412. Dado que αi jk = αik j sólo vamos a tomar el subı́ndice αi jk tal
que j < k. Entonces por el lema anterior se sigue que:∑

1≤i≤4

∑
1≤ j<k≤4, j,k,i

αi jk > 4π.

Ahora recordemos que en cada pi se tiene que la acción localmente
es equivalente a φk,l con (k, l) = 1 y que d(γ′j(0), γ′k(0)) = ∠(γ′j(0), γ′k(0)),
y en el espacio de órbitas, Xk,l, se tiene la distancia orbital dk,l. Tenemos
[γ′j(0)], [γ′k(0)] ∈ Xk,l entonces

dk,l([γ′j(0)], [γ′k(0)]) = d(S1(γ′j(0)), S1(γ′k(0)))

= mı́n{∠(eiθγ′j(0), eiθ̂γ′k(0)) | θ, θ̂ ∈ (0, 2π]}
≥ αi jk.
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Esto pasa pues eiθγ j son geodésicas que unen pi con p j, que son puntos fijos,
con (eiθγ j)′(0) = eiθγ′j(0).

Ası́, para p1 obtenemos tres puntos [γ′2(0)], [γ′3(0)] y [γ′4(0)] en Xk,l con
α123 + α124 + α134 ≤ dk,l([γ′2(0)], [γ′3(0)]) + dk,l([γ′2(0)], [γ′4(0)])

+dk,l([γ′3(0)], [γ′4(0)]).

También tenemos por la proposición 2.2.2 que

dk,l([γ′2(0)], [γ′3(0)]) + dk,l([γ′2(0)], [γ′4(0)]) + dk,l([γ′3(0)], [γ′4(0)]) ≤ π,

puesto que α123 + α124 + α134 ≤ π. Esto pasa análogamente para cualquier
punto aislado pi, con 1 ≤ i ≤ 4. Entonces tomando en cuenta los cuatro
puntos vamos a tener que:∑

1≤i≤4

∑
1≤ j<k≤4, j,k,i

αi jk ≤ 4π

lo que nos da una contradicción. Por lo tanto F sólo puede tener a lo más
tres puntos aislados cuando dim F = 0.

Con esto terminamos la prueba del teorema de Hsiang-Kleiner. �

Hay un corolario de este teorema bastante directo, que nos ayuda con el
problema de Hopf: ¿S2

×S2 admite una métrica riemanniana con curvatura
positiva?

Corolario 2.3.3. S2
× S2 no admite una métrica riemanniana con curvatura

positiva y con una acción isométrica de S1.

Nos dice que si S2
×S2 admitiera una métrica riemanniana con curvatu-

ra positiva, ésta no podrı́a tener tanta simetrı́a como los ejemplos usuales
que conocemos de 4-variedades compactas que admiten una métrica rie-
manniana con curvatura positiva.

Un resultado bastante impresionante en la lı́nea del teorema de Hsiang-
Kleiner, es el teorema de Grove-Searle(1994). Ellos estudiaron el rango de
simetrı́a de una variedad riemanniana M, en [9], el cual es una manera de
medir la cantidad de simetrı́a que tiene M. Este rango de simetrı́a de M se
puede definir como el número más grande r tal que un toro r-dimensional
actúe efectiva e isométricamente en M. Lo que Grove y Searle mostraron
fue que el rango de simetrı́a de M con curvatura positiva es menor o igual
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a dim M+1
2 , y que se da la igualdad si y sólo si M es difeomorfa a la esfera

unitaria, o al espacio complejo proyectivo, o al espacio lenticular.
La clasificación de n-variedades con curvatura positiva y simetrı́a(con

su grupo de isometrı́as suficientemente grande) salvo homeomorfismos
ha progresado desde este resultado de Hsiang y Kleiner(1989), y también
gracias al resultado de Grove-Searle. En 2002, Rong demostró en [17] que si
M es una 5-variedad cerrada, simplemente conexa, con curvatura positiva
y con rango de simetrı́a igual a dos, entonces M es homeomorfa a la esfera.
En 2005, Fang y Rong demostraron en [6] que para n ≥ 8, una n-variedad
cerrada, simplemente conexa, con curvatura positiva y con casi máximo
rango de simetrı́a [n−1

2 ], entonces es homeomorfa a la esfera, al espacio
complejo proyectivo o al espacio proyectivo plano cuaterniónicoHP2.

Los dos resultados de Hsiang-Kleiner y Grove-Searle impulsaron a la
demostración de la conjetura de Hsiang y Kleiner: Una 4-variedad cerra-
da orientable, con curvatura positiva y que admite una acción efectiva e
isométrica de S1, entonces es difeomorfa a S4 o CP2. La cual fue demostra-
da por Jin Hong, en el 2007 (ver [10]). Originalmente en las hipótesis de
la conjetura se pedı́a que la variedad fuera compacta en lugar de cerrada,
pero Hong lo pide ası́ para poder usar un resultado.

Con lo que podemos concluir que el trabajo de Hsiang y Kleiner en
su artı́culo [11] fue de gran importancia para el desarrollo del estudio de
variedades con curvatura positiva y simetrı́a.
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