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Prefacio

Este trabajo tiene por objeto desarrollar el articulo On the Topology of
Positively Curved 4-Manifolds with Symmetry [11], donde el resultado prin-
cipal es que si se tiene una 4-variedad orientable, compacta, con curvatura
positiva que acepte una accién isométrica no trivial de $', entonces es
homeomorfa a la 4-esfera o al espacio complejo proyectivo de dimensién
2.

Hsiang y Kleiner observaron que se sabia muy poco acerca de la
topologia de las 4-variedades compactas con curvatura positiva. Primero
consideraron sélo a las variedades compactas con curvatura positiva pues
el trabajo de Gromoll y Meyer da una comprensién cuidadosa de las va-
riedades no compactas con curvatura positiva. Luego, tomando en cuen-
ta la dimensioén, se tiene que las 2-variedades orientables compactas con
curvatura positiva son homeomorfas a la 2-esfera (gracias al teorema de
Synge y a la clasificacién de las superficies compactas). Las 3-variedades
compactas con curvatura positiva fueron determinadas por Hamilton. En
cambio, las 4-variedades compactas con curvatura positiva no habian sido
lo suficientemente estudiadas, por lo que Hsiang y Kleiner se interesaron
en estos espacios.

En el resultado principal se piden bastantes hipoétesis que juegan un
papel importante, por ejemplo, observemos que si no pedimos que la
variedad tenga curvatura positiva entonces el resultado no se cumple pues
se tiene el toro de dimensién 4. En este trabajo es muy importante pedir
que la variedad tenga simetrfa (una accién isométrica de S'), dado que
la prueba se basa en estudiar el conjunto de los puntos fijos de la accién
de $' y asi poder calcular la caracteristica de Euler de la variedad. Cabe la
pregunta de si la hip6tesis sobre la simetria en la variedad es o no necesaria,
pero por el momento no se tiene una respuesta al respecto, aunque lo mds
seguro es que se necesitarfan distintas ideas y herramientas para la prueba
al debilitar la hipétesis.

En el primer capitulo se desarrolla la herramienta necesaria para poder
demostrar el resultado principal, en si, se desarrollan resultados sobre:
variedades con simetria, el espacio orbital, 6rbitas principales, variedades
con curvatura positiva, con el propésito de utilizar lo mejor que se pueda
todas nuestras hipétesis. En el segundo capitulo todo se une para poder
probar varias proposiciones y finalmente el resultado principal.



Capitulo 1

Conceptos preliminares

Este capitulo contiene conceptos, notaciones y herramienta que uti-
lizaremos en la demostracién del teorema principal. Dado que la herra-
mienta es diversa y la demostracién de algunos resultados nos aleja un
poco de nuestra meta, nos enfocaremos en demostrar sélo algunos resulta-
dos que consideramos importantes para introducir la herramienta y para
poder entender mejor la demostracién del teorema principal.

1.1. Campos vectoriales

Sea M una variedad diferenciable, donde el espacio tangente en un pun-
to de M, digamos p, lo denotaremos como T,M y su haz tangente serd TM.
Un campo vectorial diferenciable X en una variedad diferenciable M, es
una transformacién diferenciable X : M — TM tal que X(p) € T,M. Para
mayor simplicidad denotaremos a los campos vectoriales diferenciables
s6lo como campos vectoriales.

Ya que las variedades son localmente euclidianas, el teorema de exis-
tencia y unicidad local para ecuaciones diferenciales de primer orden se
extiende a variedades, por lo que tenemos el siguiente resultado: Sea M
una variedad diferenciable y X un campo vectorial en M para cadap € M,
existe un intervalo I que contiene al 0 y una tinica curva suavec, : I - M
tal que ¢,(0) = py para cada t € I se tiene ¢,,(f) = X(c,(f)). De hecho también
se tiene un resultado de ecuaciones diferenciales un poco mas fuerte, el
cual nos dice que dado un punto de M existe un dominio que lo contiene
y un intervalo (-6, ) en el que estdn definidas las soluciones para cada

3



4 1.1. CAMPOS VECTORIALES

condicién inicial en el dominio, es decir, se tiene lo siguiente:

Proposicién 1.1.1. Sea M una variedad diferenciable con X un campo vectorial,
entonces parap € M, existe un abierto U de p y un intervalo I que contiene al 0 con
los que se tiene una funcion diferenciable F : I X U — M tal que para cada q € U
la curva c,(t) = F(t,q) , con t €1, es la tinica curva que satisface cp(f) = X(cq(t))
y Cq(o) =q.

Demostracién. Sea p € My (V, @) un sistema coordenado en p, existe un
abierto conexo U C V de p y nos fijamos en (U, ¢|y) que también es un
sistema coordenado de p. En U se tiene el resultado de ecuaciones dife-
renciales por lo que existe un intervalo I que contiene al cero donde cada
curva solucién suave ¢;, con ¢,;(0) = g, estd definida para cada q € U.
Ahora podemos definir F : I X U — M como F(t,p) = cy(t) , es una
funcién diferenciable porque X es un campo vectorial y por la regularidad
de las soluciones de ecuaciones diferenciales con respecto a condiciones
iniciales. m|

Definicién 1.1.2. EI flujo local de un campo vectorial X en una variedad di-
ferenciable M es F; : U — M con Fi(p) = F(t,p) el mapeo suave del resultado
anterior.

Proposicién 1.1.3. El flujo local F; es un difeomorfismo local, y sit,fyt+f €,
entonces Fy o F; = F, ;.

Demostracion. Seap € M, fijémonos en ¢,(t+f) = F(t+1, p); ésta es una curva
que satisface ¢, (t + h=X (cp(t+ £)), le podemos dar dos interpretaciones, por
un lado es la solucién de la ecuacién diferencial con condicién inicial ¢, (0) =
py por otro lado si fijamos f es la solucién de la misma ecuacién diferencial
pero con condicién inicial ¢,(0 + f) = ¢,(f) = F(f, p). Ahora fijémonos en
la curva cp ) que satisface ¢y, (0) = Fit,p)y C’F(f,p)(t) = X(Cpip)(t)). Por la
unicidad de las curvas soluciones de X dada una condicién inicial, se tiene
cp(t+ 1) = cpp(t), y como

E o Fy(p) = F(t, E(,p)) = crp(®)

Fiyi(p) = F(t+ £ p) = cp(t +1)
por lo tanto F; o F; = F, ;.

Ahora veremos que F; es un difeomorfismo local. Para ello considera-

mosF; : U — F,(U) y sinpérdida de generalidad al = (-6, 6). F; es inyectiva
pues si Fy(p) = Fi(q) por lo anterior F_;(Fi(p)) = Fo(p) = Fo(q) = F-«(F:(q)) por
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lo tanto p = g, de hecho F_; es la inversa de F; y como F es suave, entonces
F; y F_; son suaves. Por lo que F; es un difeomorfismo local. O

Necesitamos pedirles a las curvas solucién un poco mds para poder
trabajar con ellas con facilidad, pues tenemos la siguiente situacién: A la
curva solucién en p, ¢, : I — M, puede que todavia podamos extenderla
mas, es decir, que exista ¢, : | — M que sea curva solucién en p con I C |
y &li = ¢,. Por lo que vamos a extender la curva lo mds que se pueda
obteniendo un intervalo maximo en el que la curva solucién se pueda
definir.

Ahora tenemos ¢, con I mdximo, vamos a ver qué pasa con [ si M es
compacta. Como para cada p € M existe un intervalo Iy = (-6,0) y una
vecindad abierta de p en el que el flujo esta definido (proposicién 1.1.1), y
M es compacta, entonces existe un nimero finito de estas vecindades que
cubre a M. Sea 6 el minimo de los deltas de los intervalos correspondientes.
Sil = (a,b) conb # oo,seat, unasucesion creciente que tiendeab,sea N € IN
lo suficientemente grande para que b—fy < 0p/2, entonces la curva solucién
en ¢,(ty) tiene como intervalo méximo a (a — ty, b — ty) (pues I es maximo),
pero esto es una contradiccién ya que teniamos que para cada punto de
M su curva solucién estd definida tan siquiera para el intervalo (—0o, 60) y
nosotros tenemos que b — ty < 0. Por lo que forzosamente b = co. Con esto
probamos el siguiente lema:

Lema 1.1.4. Sea M una variedad compacta y X un campo vectorial sobre M,
entonces las curvas solucion del campo se pueden extender a todo R.

Proposicién 1.1.5. Sea M una variedad compacta y X un campo vectorial sobre
M, entonces el flujo local F; de X se extiende a un difeomorfismo de M, y con cada
curva c, definida para todo valor de R.

Demostraciéon. Dado que M es compacta hay una cubierta abierta finita
{th,...U,} de M, con Uj; las vecindades del flujo local de X. Para cada
p € M, por el lema anterior, podemos definir a ¢, en todo Ry asinos va a
quedar la curva extendida en la mayor cantidad de los U;’s posibles. Con
esto podemos definir F : R X M — M como F(t,p) = c,(t) y por 1.1.1 se
tiene que esta bien definido y es suave. Finalmente por 1.1.3 se tiene que
F; : M — M es un difeomorfismo. O

Para analizar un campo, por lo general es conveniente estudiar el con-
junto de sus puntos fijos, es decir, a Y = {p € M | X(p) = 0}. Para esto
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observemos algunas propiedades de Y:

Observacién 1.1.6. Y es cerrado, pues si y; — y,con y; € Y, entonces F(y;) = y;
converge a Fi(y) y como M es Hausdorff Fy(y) = y, por lo tanto Y es cerrado.

Observacion 1.1.7. Las componentes conexas Y; de Y son cerradas pues sabemos

que Y; son conexas y Y es cerrado; también se tiene que son ajenas dos a dos. Dado
que M es Ty y, en nuestro caso, es compacto, hay un niimero finito de componentes
conexas de Y.

De ahora en adelante le vamos a pedir a los campos otra propiedad:

Definicién 1.1.8. Un campo vectorial X en una variedad diferenciable M se llama
campo de Killing si los flujos locales de X son isometrias.

Nos interesan estos campos porque vamos a estar trabajando con varie-
dades diferenciables que admiten una accién isométrica de $' y entonces,
como veremos después, se tiene un campo de Killing no trivial definido
mediante la accién.

Antes de continuar con la siguiente proposicién, que es un poco técnica,
necesitaremos de las vecindades tubulares que son faciles de manejar, y
utilizaremos cierta propiedad de estas vecindades mas adelante. Si el lector
quiere profundizar mds sobre este tema puede ver [13].

Definicién 1.1.9. Sea M una variedad diferenciable, con d la métrica riemanniana
y S € M. Una vecindad tubular abierta de Ses U = {p € M | d(S,p) < €} .

El caso que nos interesa es cuando S es una subvariedad, porque en-
tonces S es un retracto de la vecindad tubular, esto se puede ver con lo
siguiente.

Definicién 1.1.10. Sea M una variedad suave y S una subvariedad de M, el haz
normal de S en M es N(S) = {(q,v) € SX T,M | v L T,S}.

Tenemos una proyeccién natural 7w : N(S) — S definida como n(g,v) =
g, la cual es una retraccién y con el siguiente lema (cuya demostracion
puede verse en [13]) vamos a poder concluir que S es un retracto de su
vecindad tubular.

Lema 1.1.11. Sea S una subvariedad diferenciable compacta de M, entonces O :
N(S,e) = U, donde N(S,¢) = {(g,0) e N(S) | [lvll < e}y U ={p e M |d(S,p) <
e}, con 0(q,v) = exp,(v) es un difeomorfismo (exp denota la exponencial).
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Entonces tenemos un difeomorfismo 0 : N(S, ¢) — U, con 07! lainversa,
y consideramos la siguiente composicién 7t o 87! : U — S esto nos da una
retracciéon de U en S, es decir, S es un retracto de su vecindad tubular.

Retomando todo lo anterior tiene sentido la siguiente proposicién que
nos ayudard maés adelante:

Proposicién 1.1.12. Sea M una variedad diferenciable compacta con la métrica
riemanniana d, X un campo de Killingen My F : RXM — Mcon F;, t € R,
los flujos de X. Nos fijamos en el conjunto Y = {p € M | X(p) =0} con Y;, i € A,
las componentes conexas de Y; para cada i, sea U; la vecindad tubular de Y; tal
que U; N U; = QO paracadai # jy U = UieaU;. Entonces Filyy ~ Idyy con dU la
fronterade Uy Filx = Id|x con K=M\ U.

Demostracién. Primero veremos que F; =~ Idy, sea H : M x [0,1] —» M
definida como H(p,s) = Fis(p) la cual es claro que es la homotopia que se
queria.

Ahora vamos a ver que la restricciéon de esta homotopia a la frontera
de U esta bien definida. Para esto notemos que dU = UjexadU; con cada
U={peMl|dpY) <elydl, ={p e M|dp,Y:) = &, por lo que
si p € dU; entonces existe algtn y € Y; tal que d(p, y) = ¢€;, y como F; es
una isometria para cada t € R, d(F;(p), F(y)) = €y Fi(y) = y por lo que
Fi(p) € dU;. Con esto tenemos que H|yy, : dU; X [0,1] — JU; estd bien
definida para cada i € A, entonces H|y; : dU X [0,1] — JU esta bien
definida, por lo tanto Filoy =~ Iday.

Para K, también podemos interpretarlo como K = Niealp € M | d(p, Yi)

>
¢i} y con un razonamiento analogo tenemos que F|x =~ Idx . O

1.2. Distribuciones

Dado que vamos a utilizar el teorema de Frobenius, necesitaremos de
las siguientes definiciones:

Definicién 1.2.1. Se dice que 9 es una distribucion c-dimensional de una varie-
dad diferenciable M, si 9(p) < T,M es un subespacio de dimension c del espacio
tangente para cada p € M.

Definicién 1.2.2. Una distribucion 9 es diferenciable si para cada p € M existe
una vecindad U de p en la que se tenga c campos vectoriales X, ..., X, de clase
C™ tal que X1(q), ..., Xc(q) genera a 2(q) para cada q € M.
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Definicién 1.2.3. Una distribucion 9 es involutiva si cada vez que tenga X y
Y campos vectoriales que pertenecen a 9, es decir, X(p), Y(p) € Z(p), entonces
[X, Y] € 2.

Definicién 1.2.4. Una distribucion 9 es integrable en M, si para cada p € M
existe una subvariedad N € M tal que T,N = Z(p).

S6lo vamos a enunciar el Teorema de Frobenius, pero la prueba se
encuentra en [18].

Teorema 1.2.5. (Frobenius) Sea & una distribucion c-dimensional, diferencia-
ble, e involutiva de M™. Entonces & es integrable. De hecho, existe un sistema
coordenado (U, @) centrado en p, y con funciones locales x1, ..., X, tal que cada
corte definido por x; = constante, i € {c +1,...,m} es una subvariedad de M que
me sirven para 4. Entonces si N C U es una subvariedad conexa, y coincide su
espacio tangente en cada punto con la distribucion 9, se tiene que N estd contenida
en uno de estos cortes.

Para poder probar que se cumplen las hipétesis del teorema eventual-
mente, vamos a utilizar el transporte paralelo:

Definicién 1.2.6. Sea M una variedad suave con una conexion riemanniana. Sea
V un campo vectorial sobre la curva o : I — M, se llama paralelo si bv —,

dt
Ytel

La siguiente proposicién nos dice que efectivamente podemos definir
un transporte paralelo sobre una curva diferenciable dada. La prueba de
esta proposicion se encuentra en [3].

Proposicion 1.2.7. Sea o : I — M una curva diferenciable en una variedad suave
M, y vy € Tyu,)M. Entonces existe un iinico campo vectorial paralelo V sobre «,
tal que V(a(ty)) = vo. Ya que V depende de t, escribimos el transporte paralelo
sobre o como V(t).

Notemos que si U y V son transportes paralelos sobre una trayectoria
diferenciable « con condicién inicial U(p) = u,V(p) = v € T,M con u
y v perpendiculares entonces son perpendiculares en todo punto de la
curva, ya que la conexién de M es compatible con la métrica entonces
(U, V) = ctey como (u,v) = 0, porlo que (U, V) = 0. De hecho (V, V) = (v, v)
y (U, U) = (u, u).
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1.3. Acciones

Definicién 1.3.1. Se dice que G, un grupo multiplicativo con elemento identidad
e, actda (por la izquierda) en un conjunto K cuando existe una funcion
0:Gx K — K, llamada accién de G en K que satisface:

a) O(e k)= ek =kparacadak € K.
b) O(h,0(g k) = h(gk) = O(hg, k) = (hg)k para todo g,h € Gy k € K.

Se le pide més propiedades a la acciéon dependiendo de K, por ejemplo si
K es un espacio topoldgico pedimos que 0, : K — Kcon 04(k) = gk = 6(g, k)
sea continua para cada g € G, o si K es una variedad diferenciable pedimos
que 0, : K — K sea diferenciable. En nuestro caso nos interesa que G
actte isométricamente en una variedad riemanniana, es decir que cada
0, : K — K con g € G sea una isometria.

Vamos a ver algunos ejemplos de acciones isométricas de $' en los
espacios que nos interesan, los cuales son $* y CP*:

1. Sea p : $' x R° - RR®, definida como

cos@ senB@ 0 0 0)(x;

' —senf cos@ 0 0 Of]x;
(619/ (xll X2, X3, X4, x5)) = 0 0 1 00 X3|.

0 0 0 1 Of]xs

0 0 0 0 1J)lxs

Esta accion es isométrica y deja invariante a $*, por lo que tenemos
una accion isométrica de $' en $* restringiendo a p.

De hecho, se tiene que cualquier isometria de §" es una restriccion
de una isometria en R"*! (la prueba se puede ver en [15]). Por lo que
cada accién isométrica de $' en $* viene de la restriccién de algtn
subconjunto adecuado de SO(n + 1).

2. Sean k,I € Z tal que (k,I) = 1, y sea p : $' x CP> — CP?, definida
como: ‘ ‘ ‘
(619/ [(Zl/ 22, 23)]) = [(elkezl/ 611622/ 23)]'
Esta accién se puede ver que estd bien definida y es isométrica pues
s6lo son rotaciones.
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Ahora, en general, si tenemos una acciéon 0 de G en K observemos que
tenemos un homomorfismo de G al grupo de permutaciones de K con la
composiciéon que denotaremos como Biy(K), o si pedimos que la accién
sea isométrica con K espacio métrico, tenemos un homomorfismo de G al
grupo de isometrias de K con la composicién que denotaremos como Iso(K)
de la siguiente manera:

O:G — Iso(K) con ©O(g) = 0,.

Proposicién 1.3.2. Sea G un grupo que actiia en K, entonces G/ ker ® también
actiia en K.

Demostracién. Sea p : G/ ker ©® X K — K definida como p(gker ©, k) := gk.
Veremos que esta bien definida, sea gy ¢ € G tal que gker® = $ker®
entonces ¢"'¢ € ker®, es decir, (¢7'¢)k = k para cada k € K, entonces
usamos la propiedad b) de la accién 0 y después s6lo multiplicamos por g
de los dos lados para que nos quede que ¢k = gk para cada k € K, por lo
que p estd bien definida.

Ahora veremos que es una accién:
1) p(ker®,k) = fk =k, pues f € ker®, para cada k € K
1) p(hker®, p(gker®,k)) = h(gk) = (hg)k por la propiedad b) de 0.
por lo tanto p es una accién de G/ ker ® en K. m|

Notemos que si G acttia isométricamente en K, entonces G/ ker © tam-
bién acttia isométricamente en K. Esto pasa pues p,iere : K — Kesta defini-
da como pgrere(k) = p(gker®,k) = gk = O,(k) entonces pyrere = O, y se
tiene que Qg es una isometria, por lo tanto Pgker® €S UNA isometria para
cada gker ® € G/ ker ©.

Daremos algunas definiciones practicas para una accién continua de G
en el espacio topolégico X:

Definicién 1.3.3. EI grupo de isotropia de x es G, = {g € G | gx = x}.

Hay propiedades ttiles sobre el grupo de isotropia que son féciles de
Ver como:

» Para cada x € X, G, es un subgrupo de G.
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n ker © = NyexG,, por lo que también es un subgrupo de G.
Definicién 1.3.4. Una accion es libre si G, = {e} para todo x € X.

Definicién 1.3.5. Un abierto U de X se dice que es G-equivariante si g(U) C U
para cualquier g € G.

El siguiente lema es de gran utilidad pues segtin nos convenga vamos
a poder trabajar con campos vectoriales en lugar de acciones:

Lema 1.3.6. Sea M una variedad diferenciable compacta, si M admite una accion
isométrica no trivial de §' entonces admite un campo de Killing no trivial.

Demostracion. Sea ¢ : $!' x M — M una accién isométrica no trivial, fijamos
un punto p € M nos queda una curva cerrada suave c,(t) = ¢(t,p) en
M. Entonces para cada p € M, definimos el vector X(p) = c,(e) con ¢ la
identidad en $'. Esto define un campo vectorial suave pues es la derivada
de curvas suaves, cuyos flujos podemos definir para todo t real usando
la transformacion f : R — §! dada por f(t) = (cos(2mt), sen(2mt)). De
hecho los flujos F; : M — M satisfacen Fi(p) = ¢(f(t),p) , por lo que F; es
una isometria para cada t € I. Por lo tanto X es un campo de Killing no
trivial. O

El regreso de este lema no siempre es cierto, ya que por ejemplo en R?
se puede definir un campo de Killing que tiene como curvas solucién a las
rectas con pendiente irracional. Al pasar al 2-toro tenemos un campo de
Killing con trayectorias no cerradas, por lo que no se puede definir una
accién de ' correspondiente a este campo. Pero si pedimos que las curvas
soluciéon de nuestro campo de Killing sean cerradas entonces si se da el
regreso:

Lema 1.3.7. Sea M una variedad diferenciable compacta, Si M admite un campo
de Killing no trivial con curvas solucién cerradas, entonces M admite una accion
isométrica no trivial de S'.

Demostracion. Sea X un campo de Killing no trivial en M. Como M es
compacta podemos extender sus flujos F; : M — M con cada curva solucién
definida en todo R.

R es un grupo con la suma y podemos definir la siguiente accién en M:
¢ : RXM — M como ¢(t,p) = Fi(p), es claro que estd bien definida. Ahora
veremos que cumple las propiedades:
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1) ¢(0,p) = Fo(p) = pparacadap € M.

m) ot &, p)) = F(Fi(p)) = Fii(p) = O(t+1,p) paracadatyf e Ryp e M
(proposiciéon 1.1.3).

1) ¢; =F, : M — M las cuales son isometrias.

por lo que tenemos una accién isométrica de IR en M y una transformacién
© de R en el conjunto de isometrias de M dada por O(t) = ¢, para cada
teR.

Ahora veremos que ker ® es un conjunto discreto. Para esto primero
notemos que ker ® # {0} pues las curvas solucién son cerradas. Sea 7 el
infimo de ker ®NIR* \ {0}. Si 7 = 0 entonces existe una sucesién de t; € ker ©
con t; — 0 lo que implica que para cada ¢ > 0 existe t; < ¢ donde Yp € M
se tiene que ¢,(t;) = p, me queda una curva cerrada en p para cada ¢ > 0,
pero como el campo vectorial estd bien definido esto implica que ¢,(t) = p
¥ t € Ry Vp € Mlo cual es una contradiccién pues X es un campo vectorial
distinto del trivial.

Tenemos 7 # 0, afirmamos que ker ® = {nt | n € Z}:

Para ver que ker® C {nt | n € Z} lo haremos por contradiccién. Supon-
gamos que existe s € ker® tal que s # nt para toda n € Z, podemos
pedir que s = [s| ya que ker ® es un subgrupo, entonces existe n € Z tal que
nt <s < (n+1)resoimplicaqueo < s—nt < (n+1)1—nt = t1ys—nt € ker®
lo que contradice que 7 es infimo, por lo tanto ker ® C {nt | n € Z}.

Solo falta ver que ker® 2 {nt | n € Z}. Tenemos nt conn € Z,sin > 0
entonces FnT(P) = F(n—l)T © FT(P) = F(n—l)T(p) == F(n—(n—l))T © FT(P) =Py de
una manera similar se tiene para cuando n < 0, por lo que nt € ker ®.

Por la proposiciéon 1.3.2 y la nota que sigue de la proposicién, R/ ker ©
también actta isométricamente en M, pero tenemos que ker © es discreto
entonces R/ ker® ~ R/Z ~ §!, por lo que tenemos una accién isométrica
no trivial de $' en M. m

Una de las grandes cualidades de las variedades diferenciables es que
el estudio de su haz tangente nos arroja mucha informacién sobre lo que
pasa en la variedad. Pero para esto primero hay que ver que informacién
tenemos en el haz tangente dadas ciertas hipétesis en la variedad, lo cual
es la finalidad de la siguiente proposicién en el caso en que la variedad
admita una accién de §'.
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Proposicion 1.3.8. Sea M una variedad diferenciable que admite una accion
diferenciable de S' , entonces el haz tangente TM también admite una accion
diferenciable de S'.

Demostracién. Definimos una accién ¢ : 8! Xx TM — TM de $' en el haz
tangente por ¢(s, (p,v)) = (sp, (s o @) (0)) donde a es la curva suave tal que
a'(0) =ovy a(0) =p.

Primero veremos que estd bien definida, pero es facil ya que cada s € §'
define un difeomorfismo en M, y de hecho, de esta manera nos induce un
difeomorfismo en TM. Dado que tenemos una accién de $! en M, esto nos
induce que ¢ cumpla las propiedades de ser una accién, pues:

= ¢(L (p,0)) = (Ip, (Lo ) (0)) = (p,v)
= (T, (5, (p,0)) = P(T, (5p, (s0) (0))) = (x5, (Tos o) (0) = P(ts, (p, V)
s ¢, : TM — TM es suave. O

1.4. Espacio orbital y 6rbitas principales

El espacio orbital de un espacio X en donde actia G es el conjunto
de 6rbitas X/G provisto de la topologia cociente respecto a la proyeccién
orbital 7 : X — X/G.

Para poder asegurar que X/G sea un espacio de Hausdorff, necesitamos
la siguiente propiedad de la accién:

Definicién 1.4.1. Una accién continua de un grupo topolégico G en un espacio
topologico X se dice que es una accién propia si:
(g,x) = (gx, x) es una funcién continua propia : G X X —» X x X.

Lema 1.4.2. Para una accién continua y propia en un espacio de Hausdorff, el
espacio orbital es de Hausdorff.

Demostracion. Sea G el grupo topolégico que acttia continua y propiamente
en X, 6:GX X — XX X dada como en la definicién. Primero observemos
que R = 6(G X X) es cerrado en X X X, esto pasa pues para cada £ € R
el cual es el punto de acumulacién de alguna sucesién £, en R entonces
{£1}nen U {2} s un conjunto compacto de X X X y como 6 es propia se tiene
que 67 ({R,}new U {£}) es compacto y por la continuidad de 6 entonces £ € R.



14 1.4. EsSPACIO ORBITAL Y ORBITAS PRINCIPALES

Ahora sean [x] # [y] € X/G entonces (x, y) ¢ R (pues para que (x,y) € R
necesitamos que exis@ g € G tal que gy =x,es decir, [x] = [y]) entonces
existe una vecindad U de (x,y) tal que U C X X X \ R pues es abierto, y

podemos escoger una vecindad de la forma U X V C Uen X X X de (x, y).

Sea UR = nl(n(U)) y VR = nl(n(V)) con 1 la proyeccién orbital;
veremos que son ajenos, si existe z € UR N VR entonces existen v’ € Uy
y € Veon [x'] = [z] y [z] = [y'] por lo que [x'] = [y'] pero eso quiere decir
que (x,y) e UX Vy (x,y') € R1o cual es una contradiccién, por lo tanto
UR N VR = (. Esto nos dice que 7(U) N (V) = 0 los cuales son los abiertos
que separan a [x] y [y]. ]

Nos interesa el caso particular en que el grupo que acttia es $' y el
espacio X es compacto, por lo que debemos asegurarnos que se tenga una
accion propia:

Lema 1.4.3. Sea X un espacio topolégico Hausdorff y compacto en el que actiia
continuamente 8, entonces la accion es propia.

Demostracién. Tenemos que ver que la funcién continua 6 : $' XX — Xx X,
dada por 6(s, x) = (sx, x), es propia. Sea K C X X X un compacto, como X
es Hausdorff entonces X x X es Hausdorff por lo que K es cerrado. Dado
que 6 es continua entonces 6~'(K) es cerrado en §! x X el cual es compacto
pues tanto $' como X son compactos por lo tanto 67(K) es compacto. O

Ahora si tomamos variedades y acciones diferenciables, queremos ver
si hay condiciones para poder darle una estructura diferenciable al espacio
orbital. El siguiente teorema nos dice cudles son esas condiciones:

Teorema 1.4.4. Sea G un grupo de Lie, M una variedad diferenciable y © una
accion diferenciable de G en M tal que es propia y libre. Entonces M/G tiene
una tinica estructura de variedad diferenciable, de dimension dim M — dim G,
haciendo que 1t : M — M/ G sea una sumersion.

Supongamos que se cumplen las hipétesis del teorema, es decir, tene-
mos una accién propia, libre y suave 0 : G X M — M. Nos fijamos en
0, : G —» M, con p € M fijo. Afirmamos que d0,, : T,G — T,M es inyectiva,
pues sea u € T.G tal que dO,,(u) = 0,y a : [ - G con a’(0) = u, entonces
d0,,(u) = 0,(a(0))" = 0 por lo que 6, o a(t) es constante, pero como 0 es
libre entonces a(t) tiene que ser constante, es decir, u = 0 por lo tanto d0,,
es inyectiva.
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La prueba de este teorema 1.4.4 se basa en la observacién anterior ya que
tenemos 5 una subvariedad suave de M por p tal que d6,,(T.G)®T,S = T,M
(se puede hacer utilizando la exponencial) y por la continuidad de 0, existe
una subvariedad suave S tal que para todo x € S se tiene d0,,(T.G) ® T.S =
T M. Esta S nos va a inducir la estructura suave en el espacio orbital. Se
puede consultar [5] para una prueba mas detallada.

En nuestro caso, donde M es compacta y G = !, nos gustaria poder
usar este teorema para darle estructura de variedad diferenciable al espacio
orbital, pero sélo tenemos que esta accién es propia mas no libre. De
hecho, por lo general esta accién no va a ser libre, sin embargo no es
problema ya que nos basta que la accién restringida a un subconjunto de
la variedad sea libre, queddndonos un subespacio del espacio orbital con
estructura de variedad diferenciable. Para definir el subconjunto adecuado
de la variedad necesitaremos de las 6rbitas principales.

Sea G un grupo de Lie que actta diferenciable y propiamente en una
variedad diferenciable M.

Definicién 1.4.5. Una érbita G(p) se llama principal si existe un abierto U € M
de p tal que para todo y € U, G, es conjugado a algiin subgrupo de G, es decir,
existe a € G tal que aGpa™" es un subgrupo de G,,.

Denotaremos al conjunto de todos los puntos en M cuyas 6rbitas son
principales como My. Vamos a probar una propiedad de estas 6rbitas que
nos serd de gran utilidad, pero antes necesitamos definir las secciones:

Definicién 1.4.6. Una subvariedad S de M se llama seccién en p € M si existe
una vecindad abierta G-invariante U de G(p) y una retraccion r diferenciable
G-equivariante (r(gy) = gr(y)) r : U — G(p) tal que S = r'(p).

Se puede probar que para cada p € M existe una seccién, no lo vamos
a hacer aqui pero se puede ver en [1]. Vamos a utilizar este hecho en la
siguiente propiedad:

Propiedad 1.4.7. Existen 6rbitas principales en M.

Demostracion. Sabemos que los subgrupos de isotropia son compactos, lo
cual implica que el nimero de sus componentes conexas es finito. Entonces,
consideremos entre el conjunto de subgrupos de isotropia aquellos con
minima dimensién y entre estos escojamos H con el minimo ntimero de
componentes conexas. Sea p € M tal que G, = H, afirmamos que G(p) es
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una Orbita principal. Sea S, una seccién, y U = G(S,) el cual es abierto,
para toda y € U se tiene que existe s € S, con G, = G, y que G, € G, por la
definicién de seccién. Pero por como escogimos a H se tiene que G; = H.
Por lo tanto G(p) es una 6rbita principal. m|

Observemos que M, es un abierto, pues G(S,) es un abierto, con S, una
seccion de p € My, por lo que My = U,ep, G(S)).

Para poder usar el teorema 1.4.4, hay que ver que restringiendo la acciéon
al conjunto de 6rbitas principales me queda una accién libre. Tenemos
0 : $! x M — M una accién diferenciable e isométrica no trivial en una
variedad diferenciable y compacta M, sea

M, = {p € M| $'(p) es una 6rbita principal }.
Notemos que M, es una subvariedad de M pues es abierto de M.

Lema 1.4.8. Sea O como en el parrafo anterior, entonces 0|y, : $' X My — M es
una accion diferenciable y libre.

Demostracién. Primero estd bien definida pues para cualquier (s,p) € $' X
M, se tiene que la 6rbita de sp es principal pues la de p lo es, entonces
sp € M.

Cada 0|y, : My — M es diferenciable e isométrica pues es la restriccion
de una isometria en una subvariedad.

S6lo nos falta ver que esta accién es libre. Sea p € My y s € S;. Como
S$!(p) es principal tenemos un abierto U de p en M tal que para todo y € U,
se tiene que existe a € §' tal que aS,a~! es subgrupo de $,, pero como §'
es abeliano entonces se reduce a que $, es subgrupo de S, es decir, s fija a
todo U. Pero la accién de $' es isométrica por lo que forzosamente s fija a
todo M y sabemos que soélo e fija a todo M, por lo tanto Srl, = {e}. m]

Como vamos a estar usando acciones isométricas, esto nos debe de dar
mds informacién de la estructura que le podemos dar al espacio orbital.
Para empezar si tenemos una distancia en M y una accién propia entonces
una forma muy fécil de definir una distancia en el espacio orbital es de la
siguiente manera:

Definicién 1.4.9. La distancia orbital esta definida en el espacio orbital M/G
como sigue: dados dos elementos en M/G, la distancia entre ellos es la distancia
entre las orbitas correspondientes en M.



CarituLo 1. CONCEPTOS PRELIMINARES 17

Ahora si M es una variedad riemanniana con una accion isométrica de
G, para darle una métrica riemanniana al espacio orbital de tal manera que
la proyeccién orbital sea una sumersion riemanniana hay que recordar las
observaciones del teorema 1.4.4, pues tenemos una subvariedad S que pasa
por p € M donde s6lo se tiene un representante de las 6rbitas alrededor
de p. Podemos escoger a S de tal manera que sea ortogonal a G(p) y que
sea una subvariedad totalmente geodésica, entonces vamos a tener que
S es ortogonal a cada ¢rbita de s € S ya que la accién es isométrica.
Asi tenemos que M le hereda a S una métrica riemanniana con la cual se
le puede dar una métrica riemanniana a la vecindad abierta de nt(p), 7(S).
Esto pasa para cada punto en el espacio orbital por lo que se tiene una
métrica riemanniana en el espacio orbital tal que la proyeccién orbital 7 es
una sumersion riemanniana (por como definimos la métrica riemanniana).
Notemos que las geodésicas de S van a ser las geodésicas de M/G.

1.5. Espacios de curvatura positiva

Vamos a estar trabajando con variedades diferenciables con curvatura
positiva, por lo que en esta seccién vamos a presentar algunos resultados
que se dan en este contexto. Uno de los resultados es el teorema de Frankel,
el cual es muy importante en este trabajo ya que aparte de utilizarlo, vamos
a usar el método con el que se prueba. Por esta razén vamos a desarrollar
con detalle la prueba. También veremos un poco sobre las sumersiones
riemannianas para poder argumentar eventualmente que cierta variedad
tiene curvatura positiva. Los otros dos resultados que utilizaremos son los
teoremas de Synge y de Toponogov.

Primero veremos que las sumersiones riemannianas no decrecen la cur-
vatura, es decir, la curvatura seccional en cualquier punto del dominio es
menor o igual que la curvatura seccional del punto correspondiente en la
imagen. Para esto recordemos lo que es una sumersién y cémo se puede

descomponer al espacio tangente. Sea f : M — M" una sumersion, es de-
cir, f es suprayectiva y para todo fj € M, d fp - T,;]VI — T,M es suprayectiva
(tiene rango n). Entonces tenemos que la fibra f~!(p) = F, es una subvarie-
dad de M para toda p € M, y un vector tangente de M que es tangente a

algtin F, con p € M, es llamado vector vertical de la sumersién, por lo que
denotamos al espacio tangente de F, en un punto 7 (f(#) = p) como V; y
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visto como subespacio de TﬁM se tiene que kerdf; = T;F, = V.

Definicién 1.5.1. Sean M y M variedades riemannianas. Una sumersién rie-
manniana f : M"™* — M" es una sumersion tal que para todo p € M, se tiene

que df; Tﬁ]\7[ — T,M preserva longitudes de vectores ortogonales a F,, es decir,
siu,ve V; = TpF, entonces (u,v) = (df(u),df;(v)).

Siguiendo con nuestra notacién, un vector tangente a Men p esllamado
horizontal si es ortogonal a V;, y Hy = V5. Ahora podemos descomponer al

espacio tangente Tﬁ]\7[ como:

Si tenemos un campo vectorial W sobre M entonces podemos ver que se
expresa de forma tnica como W = W" + W¥, con W" un campo horizontal
(W"(p) € H;) y WY un campo vertical (W?(p) € V).

Lema 1.5.2. Sea X un campo vectorial sobre M y f : M — M una sumersion
riemanniana. El levantamiento horizontal X de X es el tinico campo horizontal
definido por

dfp(X(p)) = X(f(P)) = X(p).

Entonces:

1) Xes diferenciable.

1) Sean V y V conexiones riemannianas de M y M respectivamente. Se tiene
que

VY = VxY + 2[X, YT,

N~

con X y'Y campos vectoriales sobre M.

Demostracion. 1) Tenemos que X = X" por lo que escogeremos una carta
coordenada conveniente. Sea jj € M, existe una subvariedad V' de M tal
que su espacio tangente en j es Hy. Dado que df; : H; — T, M es un
isomorfismo entonces existe un abierto V en V' tal que fly es un difeo-
morfismo. Tenemos una carta coordenada (V, @) de V’ en j (restringiendo

a V si es necesario), y otra carta coordenada (U’,¢") de M en p tal que



CarituLo 1. CONCEPTOS PRELIMINARES 19

' NV, @' lwnv) = (V,9), pero para que no haya complicaciones vamos
a tomar a la carta coordenada (U, @) de Men fcon U = U N f(f(V))y
@ = @'|y. Por como escogimos a las cartas podemos escribir localmente
a los campos de la siguiente manera: X(p) = ). a;(p)d fﬁ(%), con g; dife-
i=1 !
—_ n+k —_
renciable para cada i € {1,2,...,n}, y a X(p) = ). b]-(ﬁ)gixj. Dado que X es
j=1
levantamiento horizontal de X, forzosamente las b;’s son diferenciables.

11) Vamos a ver cudl es la parte horizontal y cudl es la parte vertical
del campo VY. Sea W un campo vertical en M, entonces:

(VzY, W) = %(5(’07, W) + Y(W, X) — W(X, Y)
—(Y, [X, WI) = (W [Y, X]) + (X, [W, Y])).

Se tiene que (?, W)y = (W, }?) = 0 pues son ortogonales, W(}FZ, ?} =
W(X,Y) o f) = 0y dado que la proyeccién del corchete de dos campos
vectoriales al espacio horizontal es el corchete de las proyecciones de los

campos vectoriales al espacio horizontal, se puede ver que [X, W] es un

campo vertical pues W lo es, de igual manera se tiene que [Y, W] es un
campo vertical. Entonces la ecuacién nos queda:

TV, W) = WY, XD) + (X, W, 7))
= SQWIX, YD)+ (X, -V, W)

= JCWIX,TD).

Ahora sea Z un campo horizontal en M, entonces
V.2 = (KT, 2)+YZ, %)~ UK
~(Y,[X, Z1) = (Z,[Y, X]) + (X, [Z, Y])).
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Primero observemos que X, Y] = [XY], por lo que Y, [X,Z]) =
,[X, 2] = (Y, [/)_(,\Z/]), y analogamente con los otros términos nos queda:

_—— 1 ~ ~ —
(VzY,2) = S(X(%Z)o ))+YUZX)o )= Z(X,Y)o f)
(Y, [X,Z) - (Z, [V, X]) + (X, [Z,Y]))
= %(X(Y, 2+ Y(Z,X)—Z(X,Y)

~(Y[X, Z]) - (Z [, X]) + (X, [Z, Y]))
= (VxY,Z)
= (VxY,Z).

Por lo que tenemos el resultado

%X? = ny +

[X, YT

N~

O

La siguiente proposiciéon nos dice como se relacionan las curvaturas en

una sumersion riemanniana. Seguiremos con la misma notacién, f : M —
M una sumersion riemanniana, X, Y, Z, W campos vectoriales sobre M y

X Y Z W sus levantamientos horizontales.

Proposicién 1.5.3. Sean Ry R los tensores de curvatura de M y M respectiva-
mente. Entonces:

) (RXYVZW) = (RXY)ZW) - 4<[X ZF,[Y, W)
+H(IY, Z, [X, W) = K2, W, IX, YT

1) K(o) = R(&) + %ll[)?, i/-]vll2 > I?((i), con o subespacio dos dimensional del
espacio tangente en p € M y & el subespacio dos dimensionales en M
generado por el levantamiento horizontal de los vectores de o.

Demostracion. 1) Sabemos que

RE N7 = V07 -V
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vamos a desarrollar el producto interior con W de cada término para llegar
a donde queremos.

Por el lema 1.5.2 tenemos V Y = VyY + 1 [X Y]’ ® por lo que se
tiene que (i;?, W) = (VxY, W) para cualquier levantamiento horizontal

W.
Como V es compatible con la métrica, entonces

41

)
)

X(VsZ, (V5VsZ, W) + (V=Z, VW)
ViV-Z, VoZ, W

W
W >—<Vsz>

1
|

( (

Ahora por ® tenemos:
(VoZ,VzW) = (VyZ + 1Y, Z]F, VxW + L[X, W]")
= (VyZ,VxW) +(VyZ, 31X, W)

+(A[Y, ZT°, VW) + XY, ZF, [X, W)

(Vv Z, VW) + K[, ZF, [X, WI°).

Uniendo las dos ecuaciones y teniendo en cuenta que V es compatible
con la métrica, se tiene

X(VZ, W)y = (VyZ, VxW) — K[Y, ZT, [X, WT")

S
Il

X(VyZ, W) = (VZ, VxW) — K[Y, Z], [X, W]*)

(VxVyZ, W)y = K[Y, ZT°, [X, WI°) @

Por otro lado, sea T un campo vertical en M, por simetria de la conexiéon
tenemos:

ViX = V5T = [T, X]
entonces o _ _ L
<VTX/ Y> = <V§ZT1 Y> + <[T/ X]/ Y>
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pero como ([T, )FZ], ?} = 0, pues T es un campo vertical entonces [T, )Af]
también lo es. Por lo que

(VIX,Y) = (VzT, V).
Ahora por la compatibilidad de la métrica y observando que (T, Y)=0,se
tiene . .
0=X(T,Y) =(V5T,Y) +(T, VzY)
por lo tanto o
—(T,VzY) = (V{L.Y) = (ViX,Y). ®

Sabemos que podemos descomponer un campo vectorial en M como la
suma de un campo horizontal y uno vertical, entonces [X, Y] = [X, Y] +
[X, Y]°. Con esto tenemos

VgnZ W) = VzpZ W)+ V7.2 W)
utilizando @, ® y que f es sumersion riemanniana se tiene

VgnZ W) = (VxnZ W) = (X, YT, VW)

(VisnZ, W) — X, YT, ) ~ (0K, V1, 1Z, W)

(VoonZ, W) - 30X, VT, [Z, W)

Ahora si, teniendo en cuenta la ecuacién anterior y @ podemos desa-
rrollar lo siguiente:

RX,YV)Z,W)y = (V5V3Z, W) = (VzV3Z, W) + (Vg 2, W)

= (VVxz, W) - (X, Z1, [V, W)

~(VxVyZ, W) + (T, 71, X, W)
1 ~ ~

+<V[X,Y]Z/ W> - E([X/ Y]v/ [Z/ W]v>
= (REVZW) - (X, 21, 1Y, W)
#4071 1K W) - 2K, VP, 2, WF)
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1) La curvatura seccional en M de o € T,M se calcula como

(RX, V)X, Y)
K(o) = W,

con X y Y dos vectores linealmente independientes que generan a o en p,
por lo que podemos suponer que |X A Y|* = 1. Entonces usando 1) se tiene:

Ko) = (RX, V)X, Y)

= (RX, VX, Y)+ %qf{, X%, [Y, YT°)

1 ~ ~ _ —
+§<[X/ Y]v/ [X/ Y]U>

= K@)+ K, YI'F = K@)

O

Observacién 1.5.4. Como consecuencia de la proposicion1.5.3 se observa que

si la variedad riemanniana M tiene curvatura positiva, entonces M va a tener
curvatura positiva también.

Para el teorema de Frankel y el de Synge: Primero observemos que
una variedad diferenciable conexa es conectable por trayectorias, pues se
puede ver que para cada punto en la variedad se tiene que su componente
conectable por trayectorias es un conjunto abierto y cerrado. De hecho
se tiene que se puede unir cualquiera dos puntos con una curva suave
a pedazos ya que podemos cubrir a la curva con un ntmero finito de
cartas coordenadas. Esto nos sirve para definir una distancia en cualquier
variedad riemanniana conexa. Recordando el teorema de Hopf y Rinow
tenemos que cualesquiera dos puntos se pueden unir con una geodésica tal
que su longitud sea igual a la distancia entre los dos puntos, si la variedad
riemanniana es completa. En el caso que la variedad riemanniana sea
compacta es facil ver que entonces es completa.
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Otra cosa que hay que recordar son las variaciones diferenciables de
una curva: Dada una curva diferenciable ¢ : [t1,t,] — M en una variedad
diferenciable M, decimos que una variacién diferenciable de c es una fun-
cion diferenciable f : (=¢, €) X [t1, t,] — M tal que f(0,t) = c(t), t € [t1,t2]. Se
tienen algunos resultados de las variaciones de una curva que se conocen
como: las férmulas para la variacién de la energia de una curva, que se
pueden consultar en [3].

Teniendo en cuenta lo anterior, vamos a probar el teorema de Frankel:

Teorema 1.5.5 (Frankel). Sea M" una variedad riemanniana completa de cur-
vatura positiva y A, B dos subvariedades totalmente geodésicas. Entonces A y B
deben intersecarse, si dim A + dim B > n.

Demostracién. Procedemos por contradiccién: Supongamos que A y B son
ajenas, entonces existe una geodésica y entre A y B tal que minimiza la
distancia, es decir, I(y) = d(A,B) cony : [t1,t,] = M y(t1) € Ay y(t,) € B.
Queremos ver que hay algtn vector en T,)A, tal que su transporte
paralelo caiga en T, B. Sea {vy, ..., v;} una base ortonormal para T))A y
bajo el transporte paralelo los mandamos a T, M, los cuales me generan

un subespacio A. Notemos que y'(t,) es un vector ortogonal aT,)Byque
el transporte paralelo de y’(t;) cae en y’(t,), entonces Ac y (t‘z)L Tenemos
que dim A + dim T 1,)B > ny dimy’(t)* = n—1con T,»B, A C y/(t)*, por
lo tanto A N T),)B # {0}. Por lo que existe V(t,) € A N T, B tal que viene
del transporte paralelo V de algan vector v € T))A.

Se puede consultar [3] para ver que existe una variacién diferenciable
fi(=g,e)x[t, ] = M

dey, con f(0,1) = y(t), y tal que V(£) = 5(0,1) = 2(0).
Ahora vamos a usar la férmula para la segunda variacion. Sea

E(s) = f:

la energia de la curva f(s, t) = f(t) fijando cada s € (¢, ¢), y R la curvatura
de M. Tenemos lo siguiente:

of
ot
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%E“@):-—JC2<Vux£EK¥+R(dV V)dy>dt <[)af dV>( )

dt’ " | dt ds ds” dt
d
+<f 4, y><o 2= (Vi) 2 00) + (Ve L),

DV _
OI dt2 -

d [9f dy\ _[of &y\ [DIf dy
ds\ods’ dt | \9s’ dsdt ds ds’ dt

con (V(t), % Tty =0y 5:; = 0, entonces s6lo nos queda:

1, " dy \dy
EE(O)———J: <va)R(d )dt>dt

Ahora nos fijamos que la curvatura seccional del subespacio generado

Usando que 57 0y que

por y V evaluados en alguna t € [t;, ] es:
) (R(Z, V() %, vty
2
LAV(E)

dy
K(ava

2
como % A V(t)l = dy Il - <V(t), dt> va a ser igual a 1 para todo

t € [t1, t2] ya que y es una geodésica. Juntamos esto con la ecuacién anterior

y nos queda que
1, ([
SE m)_—;ﬁ K(E?A«n)m,

y tenemos que la curvatura es positiva, entonces 3E”(0) < 0, por lo que
4E es estrictamente decreciente en una vecindad de cero. Esto muestra que
ex1ste una curva c en la variacion tal que E(c) < E(y).

Sélo falta observar cémo se relaciona la longitud de arco con la energia
de una curva. Si tomamosh =1y g =
Schwarz se tiene que

15} to 15}
( f hg dt)* < f h2dt - f gdt,
t t t




26 1.5. EsPACIOS DE CURVATURA POSITIVA

con lo que obtenemos
((c))* < |t — hi|E(c),

y se da la igualdad cuando g es constante.

Entonces nos queda que (I(c))* < |ta — t1|E(c) < |t2 — HIE(Y) = 1(y)*
Dado que y es una geodésica que minimiza la distancia entre las dos
subvariedades, obtenemos una contradiccién por suponer que éstas eran
ajenas. |

Hay varias maneras de probar el teorema de Synge, pero nosotros
seguiremos la prueba que se da en [16]. Para esto necesitamos la siguiente
proposicioén que se puede probar de una manera muy parecida al teorema
de Frankel.

Proposicién 1.5.6. Si M es una variedad riemanniana con dimension par, ori-
entable y con curvatura positiva, y y una geodésica cerrada en M(inmersion del
circulo), entonces y es homotopica a una curva cerrada con longitud estrictamente
menor que ).

La base de la demostracién es la siguiente: usando que M es orientable
y de dimensién par, se construye un campo sobre la curva y que sea
ortogonal a la derivada de y en cada punto y esté bien definido, luego
usamos que existe una variacion propia en y con el campo que construimos
entonces usamos la férmula para la segunda variacién y como M tiene
curvatura positiva se puede concluir lo que se queria. Esto lo usaremos
para demostrar el teorema de Synge:

Teorema 1.5.7 (Synge). Sea M una variedad riemanniana compacta de dimen-
sién par, orientable, conexa y con curvatura seccional positiva, entonces M es
simplemente conexo.

Demostracion. Por las observaciones que se hicieron antes, se tiene que M es
conectable por trayectorias. S6lo falta ver que Iy (M) = {e}, con cualquiera
que sea el punto base. La idea es ver que cualquier lazo es homot6pico a
un lazo geodésico para usar la proposicién anterior.

Vamos a denotar a d como la métrica riemanniana en M. Sea [y] € I'l;(M)
y K > I(y), observemos a la siguiente familia de funciones (lazos):

Z = {a:8' - M| [a] = [y], estdn parametrizadas por longitud
de arco y con /(a) < K}.

Queremos usar Arzela-Ascoli, para esto hay que checar que .# cumple

con las hipétesis:
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= Sea e > 0. Esta familia es equicontinua pues se tiene que para todo
a € .F,sid(s,sg) < €, entonces

d(a(s), a(sy)) < f

pues las curvas estdn parametrizadas por longitud de arco.

do
dt

do

dt = I

d(s,sg) < ¢

» Sea #; = {a(s) | a € F}, entonces se tiene que .#; es compacto pues
cualquier cerrado en un compacto lo es.

Ahora sea | el infimo de las longitudes de .#, existe pues estd acotada
por cero, y si [y] # [e] entonces [ > 0. Vamos a usar Arzela-Ascoli para
la sucesiéon a; € # tal que l(a;) = [;, con [; — I, entonces esta sucesion
converge uniformemente a cierta curva a.

Primero veremos que [a] = [y]. Vamos a construir una sucesién de
homotopias:

Como a; converge uniformemente a a, sea ¢ > 0, entonces existe N
tal que d(ai(s), a(s)) < ¢ para toda i > N. Podemos construir la siguiente
sucesion: sea &1 = € y & = max{d(ank-1(5), an+k(s)) | s € 8}, y se tiene que
& tiende a cero.

Tenemos una homotopia H:S8'x[0,1] - M tal que H(s,1) = an(s) y
H(s,0) = an41(s). Vamos a hacerle dos modificaciones a la homotopia, la
primera es H:S'x [N+1, 1] — M dada por H(s t) = H(s, (N”)t ). Luego
tomamos una vecindad tubular cerrada U; de a1 con radlo €1, queremos
una homotopia de ay y ans+1 que se quede contenida en U;. Si la imagen

de H no esta contenida en U, entonces H <51 [ N1 ]) NJdU; # 0 por lo
que hay lazos que se salen de la vecindad, supongamos que uno de ellos es
enty € [N+1, 1] entonces existen 1,5, € ! tal que H(s1, to), H(sz, tg) € dUy y
H ((s1,52), to)NAU; = 0. Como dU, es un cerrado conectable por trayectorias,
tenemos que existe una trayectoria que minimiza la longitud de arco en

dU; que une a H(sy, t) con H(s,, ty), digamos oy, y definimos el nuevo lazo:
sea _
H(s, to) sis€S"\ (s1,52)

ot,(s) sis € [sy,82].

H'(s, to) = {

Asi para cada lazo que se salga de la vecindad U;. De esta manera cons-
truimos una nueva homotopia continua contenida en U;.
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Ahora si, tenemos la siguiente sucesién de homotopias: Sea

1
leslx[NH, ]—>M

la homotopia entre ay y ans1 con Hy (Sl [N+1, 1]) C Uj. Sea

: 5! X [m, ﬁ] — M con H\2(5, ﬁ) = an+1(9), Hz(S, m) = an+2(s) y con

H, (Sl [N+2' N+1]>

con radio &;; y definimos la siguiente homotopia H, : 3! X [ N3 1] - M
como sigue

C U,, donde U, es la vecindad tubular cerrada de an;»

Hi(s,t) sit €[5, 1]
HZ(S/t)z
Hy(s,t) site | |-

N+1

Entonces sea Hy : §! X | o, 1] — M con

Hi (s, t) site [N+k 1,1]

Hk(S, t) =

N+k’ N+k-1

Hi(s,t) site [ #]

’ N+k 1) -
an+k-1(5), Hk(s, 5 +k) an+k(s) y su imagen estd contenida en la vecindad
tubular Uy de ayn.x con radio &.

Esta sucesion de homotopias Hy va a converger a H, donde
H : %' x[0,1] —» M con H(s,0) = a(s) pues el radio de las vecindades
tubulares tiende a cero por lo que no me genera més puntos. Se puede ver
que H es continua ya que tenemos que la familia de lazos .7 es equicon-
tinua y por como estuvimos acotando a las homotopias. Por lo tanto ay es
homotépica a ¢, es decir [a] = [y].

Ahora vamos a ver que a es diferenciable y geodésica. Se puede hacer
por contradiccion ya que si no es diferenciable 6 geodésica, entonces en
una vecindad fuertemente convexa (para cualesquiera dos puntos en la
cerradura de la vecindad se tiene una geodésica que une a los dos puntos,
cuyo interior se queda contenido en la vecindad) de los puntos en donde
a no es diferenciable o geodésica podemos construir una nueva curva

donde Hk : Gl x [N+k, N 1] — M una homotopia tal que Hk(s
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homotépica a @ pero con longitud de arco menor estricto al de a, lo que
contradice el hecho de que I(¢;) — [. Por lo que a es una geodésica.

Por lo anterior tiene sentido pensar que I(a) = I, y esto es cierto pues
hacemos una particion de §! con intervalos [s;, t;] tal que sélo se traslapen
en los puntos finales y tenemos que:

M) = ) Havdgosn) = ) dlax(s:), (1)

y al hacer tender k a infinito nos queda:

12 ) d(as), at)) = I(@)

pues I(ax) — Iy a es geodésica. Como [ es el infimo de las longitudes de
Z, se tiene l(a) > I. Por lo tanto I(a) = I.

Tenemos que a es una geodésica cerrada con I(a) = [, entonces «a
necesariamente tiene que ser la curva constante, ya que si no podemos
usar la proposicién 1.5.6 antes mencionada por lo que a es homot6pi-
ca a una curva cerrada (lazo) con longitud de arco estrictamente menor
que «a y llegariamos a una contradicciéon. Entonces [y] = [e], por lo tanto
I, (M) = {e}. |

Ahora sélo nos falta ver el teorema de Toponogov, el cual nos da una
manera de comparar a las variedades completas con los espacios de cur-
vatura constante. Pero primero necesitamos introducir un poco de no-
tacion: Denotaremos a un tridngulo geodésico en una variedad riemannia-
na como ()1, 2, y3) donde y; son los segmentos geodésicos parametrizados
por longitud de arco con longitudes [, I, I3, y a sus dngulos interiores
a; = L(=y,,(li1),7?,,(0)) (con el indice modulo 3).

Teorema 1.5.8 (Toponogov). Sea M una variedad completa con curvatura sec-
cional K > c. Sea (y1,V2,y3) un tridngulo geodésico en M. Supongamos que 1,
y3 son minimas y si ¢ > 0, supongamos que 1(y,) < - Entonces en M(c), el
espacio 2-dimensional simplemente conexo y con curvatura constante c, existe un
tridngulo geodésico (1,72, 73) tal que I(yi) = 1(Vi)) y &1 < a1, &3 < as. Sélo en
el caso en que ¢ > 0y I(y;) = ~; para alguna i, el tridngulo estd tinicamente
determinado.

El lector puede ver la demostracién en [4].






Capitulo 2

6l.Variedades riemannianas

Una §! -variedad riemanniana M es una variedad riemanniana con una
accion isométrica no trivial de $', la cual vamos a seguir denotando como
0 : $'xM — M. En este capitulo vamos a estudiar el conjunto de los puntos
tijos de O y algunas propiedades de la geometria del espacio orbital de la
! -variedad riemanniana, sobre todo cuando ésta tenga dimension cuatro.

2.1. El conjunto de los puntos fijos

Recordemos que el propdsito de este trabajo es demostrar el teorema de
Hsiang y Kleiner, el cual nos dice que si M es una $'-variedad riemanniana
de dimensién 4 compacta, orientable, y con curvatura positiva, entonces
M es homeomorfa a $* o CP?. Gracias a un resultado de Freedman, basta
con calcular la caracteristica de Euler de M para la prueba de este teorema.
Pero, como veremos a continuacion, la caracteristica de Euler de M es igual
a la caracteristica de Euler del conjunto de los puntos fijos de la accién 0O,
por lo que vamos a estudiar este conjunto.

Proposicién 2.1.1. Sea M una $'-variedad riemanniana compacta, y sea I el
conjunto de los puntos fijos, es decir,

F={peM|gp=pVY geS}.
Entonces:

1. La caracteristica de Euler de F es igqual a la caracteristica de Euler de M.

31
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2. Cada componente conexa de F es una subvariedad totalmente geodésica con
codimension par.

Antes de probar la proposicién veremos un lema que nos ayudara en
la prueba.

Lema 2.1.2. Consideremos una sucesion exacta de espacios vectoriales:
O—>Ak—>Bk—>Ck—>Ak_1 _)Bk—l —>Ck_1 - ...
entonces
k k k
Z(—l)’ dim A; - Z(—w dim B; + Z(—l)l dimC; = 0
i=1 i=1 i=1

Demostracion. La demostracién serd por induccién sobre k. Para k = 1,
tenemos la siguiente sucesion exacta:

O—>A1£>B1£>C1—>O

como C; es un espacio vectorial se tiene que es libre, por lo que la sucesiéon
se escinde, es decir, 4 §; : C; — By tal que g1 o §1 = Idc,, entonces

By =im & @ ker g1.
Como im f; = kerg;, y tanto f; como §; son inyectivas, tenemos que
dimker g; = dim A; y dimim ¢; = dim C;, por lo tanto

dim B = dim Ci + d1mA1

Ahora suponemos cierto el resultado para k — 1 y lo demostraremos para
k. Tenemos la siguiente sucesion exacta:

O%Aki)Bk&)Ckh—k)Ak_lh)Bk_lﬁ...

Esta sucesién la vamos a descomponer en cuatro sucesiones exactas, de la
siguiente manera:
Je Sk .
0> Ar > Br—img— 0
. b .
0—>1mgk;>Ck—k>1mhk—>0

0 - imh — A le> im fro1 =0

® 0 0

. 8k-1
O0—=imfq =B — C1— ...
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Como ya tenemos que el lema es cierto para sucesiones exactas cortas
entonces se lo podemos aplicara @, @ y a ®, y por hipétesis de induccién
también se lo podemos aplicar a @ y nos queda:

(-1)*dim Ay — (-1)dim By + (-1)Fdimim g, = 0
—(-1)*dimim g + (-1)*dim C; — (-1)dimimh = 0
—(-1"'dimimhy + (-1)* ' dim A, - (-1)*'dimim f,;, = 0

k-2 k-1
(-1 dimim fi_; + Z(—1)i dim A; - Z(—l)i(dim B;—dimC) = 0
i=1 i=1

Sumando las cuatro ecuaciones se cancelan los términos adicionales,
por lo que:

k k k
Y (-1 dimA; = Y (-1)'dimB; + Y (-1)'dim C; = 0,
i=1 i=1

i=1
lo cual concluye la demostracion. O

Ahora podemos demostrar la primera parte de la proposicién 2.1.1:

Demostracion. Tenemos F = Ui, Y; con cada Y; componente conexa de
F. Observamos que F es un conjunto cerrado al igual que cada Y;(por la
observacion 1.1.6), coni € A. Ademads las componentes son ajenas dos a dos
y A es finito por la observacién 1.1.7. Ahora vamos a tomarnos vecindades
tubulares cerradas N} de cada Y;, con ¢; > 0, en M, de tal manera que
NN N: = 0sii# jyseaN; CNjotra vecindad tubular cerrada pero

tomandonos 3 > 0 con i € A, para que N; C N/. Definimos los siguientes
conjuntos:

N =UjaN!, N =UjN;, K =M\N,K=MN\N,

donde N’ N K" = dN’ es la frontera de N’ y NN K = JN es la frontera de N.
Primero vamos a demostrar que

X(M) = x(N) + x(K) = x(dN).
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Consideremos la sucesién exacta de homologia de la pareja M y K, con
K € M, que denotaremos como (M, K) para tomar la homologia relativa.
Esta sucesion esta inducida por:

K—>M — (M,K)

donde las dos son inclusiones, entonces tenemos
§
H,(K) — Hy(M) — H, (M, K) - H,1(K) — ...
y

i(—m dim H,(K) - i(—m dim H, (M) + i(—m dim H, (M, K) = 0.
q=0 q=0 7=0

Por el lema 2.1.2, es decir x(K) — x(M) + x(M, K) = 0. Andlogamente lo
hacemos para la pareja (N, dN) y nos queda: x(dN) — x(N) + x(N,JdN) = 0.

Ahora para demostrar que x(M, K) = x(N,dN) observemos que N es
retracto por deformacién de N’, por lo cual tomandoa V = K" \JN' y
U = K\ IN tenemos que (M \ U, K\ U) = (N,dN) es un retracto por
deformacién de (M \ V,K\ V) = (N’,K \ V). Como V est4 contenido en
el interior de K utilizamos el teorema de escision, por lo que V se puede
escindir con respecto a la pareja (M, K). También tenemos que U se puede
escindir, es decir, la inclusion (M \ U, K \ U) = (N,dN) — (M, K) induce
isomorfismo en homologia. Por lo tanto x(N, dN) = x(M, K) y nos queda la
igualdad que se queria.

Dado que la accién de §' es isométrica y no hay puntos fijos en K y
JN, tenemos algtin s € §' distinto de la identidad con la propiedad de que
0s : M — M no tiene puntos fijos en K y dN. Por ésta razén usaremos el
teorema de Lefschetz, que nos dice que para cualquier variedad compacta
X con una funcién diferenciable f : X — X sin puntos fijos entonces
L(f) = 0, donde L(f) es el nimero de Lefschetz de f. Por lo que tenemos
que L(0s|x) = 0 = L(0s|sn) y como O;|x = Idk (proposicién 1.1.12) entonces
L(6slx) = L(Idx) = x(K), igual para dN, por lo tanto x(K) = 0 = x(JN).

Asi de la igualdad anterior nos queda x(M) = x(N). Pero como F es
un retracto por deformacién de N entonces x(F) = x(N), y finalmente
obtenemos x(M) = x(F). O

Para la segunda parte de la proposiciéon 2.1.1 usaremos las distribu-
ciones y la funcién exponencial.
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Demostracién. Sea Y una componente conexa de F, vamos a ver que es una
subvariedad de M:
Primero observemos que Y es cerrado. Como F es cerrado (ya que es el
conjunto de los puntos fijos) entonces Y ¢ F y como Y es una componente
conexa de F entonces Y = Y.

Sea y € Y, nos fijamos en d6;, : T,M — T,M para cada s € §' la cual es
una transformacion lineal que preserva la distancia. Sea

Sy={veT,M|db;,(v)=0vVse€ sy,

se tiene que S, < T,M pues cada d6;, es una transformacién lineal. Veremos
que esto define una distribucién que satisface las hipétesis del teorema de
Frobenius.

» Primero veremos que la dim S, es la misma para cada y € Y:

Sear = méax{dim S, | y € Y} < n,conn = dim M. Entonces vamos a fijarnos
en los siguientes conjuntos:

A={yeY|dimS,=r}#0, B={yeY|dimS, <r}.

Claramente Y = AU B. Vamos a ver que B = (), para esto afirmamos que

A es cerrado:
Sea y un punto de acumulacién de A, dado que Y es cerrado entonces y € Y.
Sea U = exp,(B:(0)) una vecindad normal de y, conexp, : B.(0) Cc T,M — M
la funcién exponencial definida en una bola abierta de radio ¢ y centro en
el cero. Como y es un punto de acumulacién de A, existe a € U, con
a €A ya:l — Muna geodésica que une a y con a. Sea {vy,..., Uk}
una base ortonormal de S,. Vamos a tomarnos el transporte paralelo V;
sobre «a tal que Vi(y) = v; coni € {1,2,...,k} pero para la subvariedad
N := exp,(S, N B.(0)).

Afirmamos que N C Y, pues sea x € N entonces existe una geodésica
p:I > Nqueuneaxconyyp'(0) €S, conp(0) =y, ycomosoftambién es
geodésica tal que sop’(0) = p’(0), para cualquier s € $!, entonces sop(t) = B(t)
por lo que s(x) = x ¥V s € 8!, es decir, x € Y.

Entonces T,N C S, por lo tanto V;(a) € S, para cadai € {1,...,k}. Dado
que {vy, ..., v} es un base ortonormal, tenemos que {V1(a), ..., Vi(a)} es una
base ortonormal de T,N.

Sik < r,entonces existe u € S, tal que u ¢ T,N ynormal avi(a), ..., vk(a).
Seay : I — Ucony(0) =ayy(0) =u comou ¢ T,N existe f tal que
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y(f) € YNU\ N por lo que hay una geodésica t que une a y(f) con y tal que
(0) ¢ Sy (10) = y), pero sabemos que una geodésica contenida en U y que
pasa por dos puntos es tnica, por lo que s o i(t) = () puesso 1(0) =y y
so(t;) = soy(f) = y(f) para toda s € $'. Por lo que V'(0) € Sy, 1o cual es una
contradiccién. Por lo tanto k = 7, es decir A es cerrado.

Ahora como Y es conexo entonces existe x € AN B con dim S, = r, dado
que puedo encontrar un b € B muy cercano a x con dim S, < r utilizamos
la vecindad normal en b y un marco parecido al anterior sobre la geodésica
que una a b con x. Andlogamente, vamos a poder encontrar un punto £ € A
tal que la geodésica que une a £ con b cumple con que su derivada no
estd en S, pero como %, b € Y y la geodésica que los une esta contenida en
la vecindad normal de b entonces la derivada debe estar en S;, 1o cual es
una contradiccién. Por lo tanto B = 0, lo que quiere decir que la dim S, = r
paratodoy €Y.

m [a distribucién es suave.

Consideramos denuevo U = exp,(B.(0)) vecindad de y € Y.Vamos a definir
los campos vectoriales necesarios para mostrar la suavidad de la distribu-
cién. Sea x € Y N U, entonces tenemos una geodésica que une a y con x
y como vimos antes escogemos una base ortonormal de S,, tomamos el
transporte paralelo sobre la geodésica en la subvariedad exp, (B.(0)NS,) de
labasede S,, y esto nos va a dar una base ortonormal en S,; y asi definimos
los campos vectoriales para cada x € YN U con la propiedad que se queria.

m [a distribucién es involutiva.

Sean X; y X, dos campos vectoriales en M tal que X;(y), Xo(y) € S, para
todo y € Y vamos a ver que [X;, X5](y) € S,,.
Para una representacién local (xy, ..., x,), en algtn y € Y, tenemos que:

n

0 - 0
Xy = aia—xi, Xy = ;‘b]‘a—%,

i=1
y entonces

db; da; 9
X1, X = XiXz = XaXo = ) (ai = big D5
i i i Okj
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Evaluando en cualquier x € Y en la vecindad de y y al aplicar dO,_ con
s € 8! se tiene:

ob; 9 da; J
do,, [2}: () 7 (5~ b )5

_ dbj  ai(x) J da;  bi(x) 9
=d0;, [,Z]: ai(x)a_xi(x)aj(_x)a_xj] —do;, ZZ] bi(x)a—Xi(x ma—x]]
ai(x) 9 bi(x) 0
Za](x)a ()desx(‘ ) Zb()a ()d@sx(b(x) )
_ v a9 bi(x) @
_;a](x)a()]() Zb()a ]()

I N L P AN A
- ZJ: )7 ()7 = b)) o

Como d0;, es lineal y X;(x), X»(x) € Sy, tenemos que [X;, Xz](x) € S,.

Por lo que tenemos una distribucién suave e involutiva en Y y por el
teorema de Frobenius(teorema 1.2.5) existe una subvariedad de M con el
espacio tangente igual a S,, pero por la definicién de la distribucién se
tiene que Y es la subvariedad.

Ahora veremos que es totalmente geodésica, pero esto se tiene ya que:
seav € T,)Y yseaa: I — M una geodésica, es decir %(";—‘tx, ‘;—‘f} =0, con
a(0) = yy a’(0) = v.Seas € $! tenemos que O;0(0) = yy %(’ie;f“, de;f“) =0,
pues (2o dOoay - (da day pop ser O isometria, entonces 05 o a es una
geodésica y como db; (v) = v pues v € T,Y, por lo que tenemos dos
geodésicas con la misma velocidad por lo tanto 0, o a(t) = «aft), es decir,
al) CY.

Sélo falta ver que Y tiene codimension par. Sea y € Y, observemos que
la accién de $' en M induce una isometria en el espacio tangente T, M.
Esta isometria se puede representar mediante una matriz ortogonal n X n
(n = dim M), que a su vez tiene una forma con r submatrices de rotacién y
una matriz identidad n — 2r al final.

Al aplicar la isometria a los vectores tangentes, tenemos que ésta fija

cada uno de los vectores en un subespacio de dimensién n — 2r. Ahora al
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pasar a la variedad tomando una vecindad normal U de y que no interseca
a otras componentes conexas de F y es difeomorfa a B.(0) € T,M con la
funcién exponencial, se tiene que el conjunto de vectores fijos contenidos
en B,(0) se transforma precisamente en el conjunto de puntos fijos de la
accion en U. Esto significa que el conjunto Y N U forma una variedad de
dimensién n — 27, de modo que su codimensién es n— (n —2r) = 2r, par. O

Desde ahora vamos a considerar, sin més especificaciones, que (', M, Q)
es una 4-variedad orientable, compacta, con curvatura positiva, con una
accion efectiva de $' y ¢ tensor métrico. Con esto podemos decir c6mo se
ve el conjunto de puntos fijos:

Proposicién 2.1.3. Sea (3!, M, ) como arriba y sea F el conjunto de los puntos
fijos. Entonces F no es vacio y,

X (M) puntos aislados
F=<{96
$? U {(x(M) — 2) puntos aislados}.

Demostracion. Por el teorema de Synge(teoremal.5.7) tenemos que M es
simplemente conexa, entonces IT;(M, p) = {e} pero como M es conectable
por trayectorias se tiene que I'l; (M, p) = H;(M) (Hurewicz).

Por el teorema de dualidad se tiene que H;(M) = H3(M), es decir,
dim H;(M) = 0 = dim H3(M).

También tenemos que Hy(M) = Hy(M), y Ho(M) = Z pues M es conec-
table por trayectorias, es decir dim Hy(M) = 1 = dim Hy(M).

Por lo que tenemos que x(M) = 2 + dim Hy(M) > 2, y por la parte uno
de la proposicion 2.1.1, x(M) = x(F) > 2 entonces F # 0.

Sea Y una componente conexa de F, por la afirmacién sobre la codimen-
sién en la segunda parte de la proposiciéon 2.1.1 tenemos que dimY = 0
6dimY =2:

= Si cada componente conexa Y; de F tiene dimension cero entonces
tenemos un total de x(M) = x(F) puntos aislados pues

Hi(F) = Hy [H Yz-] = &H(Y))
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Z sii=0
Hillpt) = {0 sii#0
= Si existe alguna componente conexa Y tal que dim Y = 2. Suponga-
mos que existe Y’ otra componente conexa de F de dimensioén dos,
entonces tenemos dos subvariedades totalmente geodésicas de M
con dimY + dimY” = 4 y por el teorema de Frankel(teoremal.5.5)
tenemos que Y NY” # 0, lo cual es una contradiccién. Por lo que sélo
puede existir una componente conexa de dimensién dos.

Ahora si F tiene una componente conexa Y de dimensién dos, veremos
que Y = $%. Como Y es una subvariedad totalmente geodésica entonces
tiene curvatura positiva también y por el teorema de Gauss-Bonnet se tiene

ffde =2mx(Y),
Y
entonces x(Y) > 0.

Vamos a utilizar la clasificaciéon de superficies compactas orientables y
conexas, s6lo falta notar que la accién de §! me induce una orientaciéon en Y
en TY* por lo que Y es orientable. Sabemos que la esfera es la tinica super-
ficie conexa, orientable, compacta y con x(%%) > 0 salvo homeomorfismos,
entonces Y = $°.

Como x($%) = 2 entonces x(Y) = 2, por lo que F tiene que ser homeo-
morfa a $* U (x(M) — 2 puntos aislados). O

2.2. Geometria del espacio orbital

Tenemos nuestra $'-variedad riemanniana M. Ahora consideremos la
geometria del espacio orbital M = M/$?, al cual lo vamos a equipar con la
distancia orbital. Nos vamos a fijar en el conjunto de $'-6rbitas principales
en M y le llamaremos M,, también definimos a (M) = M,, donde 7t :
M — M)/S! es la proyeccion orbital. Ya sabemos por la seccién 1.4 que
le podemos dar una estructura suave a M, tal que m : My — M, es una
sumersion, de hecho también le podemos dar una métrica riemanniana g
a ]\TO haciendo que 7t : (Mo, §) — (]\TO, g) sea una sumersion riemanniana.
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Observacién. Si el conjunto de puntos fijos tiene una componente conexa
Y de dimensién dos, entonces existe una vecindad U de y € Y tal que el
grupo de isotropia de cada punto en U \ Y es trivial. Esto se puede mostrar
como sigue: Sea U = exp,(B:(0)) una vecindad que no contenga puntos fijos
aislados, seax € U\ Yy r € 8}, nos fijamos en la accion isométrica inducida
de 8! en T,M y como tenemos una geodésica que une a x y i entonces su
velocidad v € T,Mlo fija r también. Ahoraseaw € T,M\T,Y,como T,Y son
los puntos fijos de dimensién dos entonces w sélo le queda una direccién
para poder moverse de tal manera que la accién sea isométrica pero al
tomar en cuenta que r fija a v nos queda que r debe fijar a w, es decir, r fija
a todo U el cual es abierto y como la accién es isométrica entonces r fija
a todo M, pero sabemos que el tiinico que hace esto es el idéntico, por lo
tanto 5. = {e} paratodox e U\ Y.

Proposicién 2.2.1. Supongamos que el conjunto de puntos fijos F es de la forma
$? U {puntos aislados}. Sea %2 = 7(S?) € M, entonces la estructura riemanniana
(Mo, Q) se extiende a una estructura riemanniana en N = M, U $2 con una
frontera totalmente geodésica 2. La distancia en N inducida por esta estructura
riemanniana coincide con la restriccion de la distancia orbital en M a N C M.

Demostracién. La geometria local de M cerca de n(y) € 52 est4 determinada
por la geometria de la representacién local en y € $*. Como cerca de y los
grupos de isotropia son triviales, esta representacion es equivalente a

¢ : 8 X C* > C% €%@z1,22) = (71, €%20),
donde z1,z, € C. Entonces la estructura local de M en 1i(y) es de la forma
C?/S' ~ Cx (C/S') =2 R*> x R".

Esto quiere decir que N = My U $? tiene estructura diferenciable pero con
frontera en 5. También se extiende la estructura riemanniana en la frontera.

Las geodésicas en N son las proyecciones de las geodésicas en M que son
perpendiculares a las 6rbitas y como $° es totalmente geodésica tenemos
que $? es totalmente geodésica en M.

La distancia inducida en N por la estructura riemanniana coincide con
la distancia orbital en el subconjunto denso My, por la observacién anterior,
entonces coincide con la distancia orbital en todo N. m|
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Sea y € M un punto fijo aislado. La representacion de la accién en y es
equivalente a

Pri: S X € = C% €%z1,20) = (6"921,€"%2),

donde zy,z, € Cyk,l € Z con (k,]) = 1.

Sea $° C C? la esfera unitaria y sead : $° X $° — R la funcién distancia
que a cada pareja v, w € $° le asocia (v, w), el angulo entre v y w. Sea
(X1, i) el espacio orbital de (¢, $°,d) con la distancia orbital d,.

Proposicién 2.2.2. Si[z1], [z2], [z3] son puntos arbitrarios en X, entonces

dii([z1], [22]) + dii([z2], [z3]) + dii([z1], [23]) < T
Demostracién. Primero veremos qué ocurre en el caso k = = 1. Sean
zZ= (Xl + iXQ, X3 + iX4),2 = (5(\71 + i.’ffz,)%y, + 15(\74) € 53.

Afirmamos que dy1([z], [Z]) < /2. Sabemos que d(z, 2) es el &ngulo entre
ellos, dado por cos 0 = (z,2)/(||zll| - [IZ]]). Si (z,2) > 0, nuestra afirmacién es
cierta. Si(z,2) < 0,entonces ™z = (—x;—ixp, —x3—ix4) por lo que (¢™z,2) > 0.
Por lo tanto d; 1([z], [£]) < m/2.

Ahora tenemos que ¢1 1(¢”, (21, 22)) = (€921, €"%2,) y recordando la defini-
cion de CIP!, es facil ver que X1 es isométrico a CP' con diametro 7t/2.
Sabemos que CIP' es isométrico a la esfera, por lo que vamos a tener que
Xj,1 es isométrico a la esfera de radio 1/2; y en el caso de la esfera de radio
1/2 se tiene que para cualesquiera tres puntos que forman un tridngulo,
su perimetro va a ser menor o igual al perimetro del “tridngulo” formado
por alguna circunferencia maxima de la esfera, cuya longitud es  (pues el
radio es 1/2). Por lo que para el caso k = [ = 1 se tiene el resultado.

Para el caso en que k # 1y (k,I) = 1, vamos a comparar el espacio X,
con Xi,. Primero notemos que el conjunto de 6rbitas principales de Xj; es
Xi; = Xii \ {[(z,0)],[(0, 2)]} ya que el grupo de isotropia de (z,0) y (0,z) es
distinto del trivial. Entonces vamos a estudiar los puntos de $° quitando
los circulos méximos dados por z; = 0y z, = 0, que se ven de la forma
((cos c)e'®, (sen c)e®), con cos ¢ # 0 # sen c. Fijando ¢ tenemos un toro T%(c).

En cada toro tenemos que las 6rbitas de ¢, ; son rectas de pendiente uno
(ver figura 2.1) y las 6rbitas de ¢, son rectas con pendiente //k (ver figura
2.1), por lo que intuitivamente las 6rbitas de ¢, estan mds “juntas”que las
Orbitas de 1.
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' Q
4 Q
| 4
Accion de ¢uien el toro. Accion de ¢naen el toro.
-- - Orbita de (e, e”) .- - Orbita de (e”, €*)
— Orbita de (e7, €) — Orbita de (e™, €”)

Figura 2.1: Orbitas.

Vamos a definir una funcién del espacio orbital T ; de la accién ¢ ; en
el toro, al espacio orbital T; de la acciéon ¢ en el toro como sigue:

~ ~ o . (6/-6)
i Tig = Tep, pl@®,e”)] = [, e 7)),

que es multiplicar e7?(¢'?, ") dado que me queda la misma 6rbita y con
¢” en la primera entrada y después dividir entre k. u esta bien definida, es
continua y es suprayectiva.

También es claro que

d(ul(e”, e )], ul(e®,e”)]) < d([(e?,e)], [(e”, e*)]),

por lo que en cada toro tenemos que la desigualdad se satisface. Luego

tenemos que Xj; es denso, entonces tenemos que la desigualdad se satisface
en todo Xj . O

Proposicién 2.2.3. Si dimF = 2, entonces la representacién local de $' en
cualquier punto aislado tiene que ser equivalente a ¢ ;.

Demostracién. Primero observemos lo siguiente: Sea Y una componente
conexa 2-dimensional de F. En la proposicién 2.2.1, vimos cémo es la
representacion local de la accién de Sl en T,M con y € Y; de esto se sigue
que existe una vecindad tubular de Y, digamos U, tal que el grupo de
isotropia es trivial para todox € U\ Y.

Supongamos que existe un punto fijo aislado p € F tal que la repre-
sentacion local de 5! en T,M es equivalente a ¢y con (k,I) = 1y k > 1. Dado
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que Zy C S' me fija a los puntos de la forma (z;,0) € C?, entonces si nos
fijamos en la accién isométrica de Z; en M vamos a tener que el conjunto
de puntos fijos contiene al menos dos componentes conexas de dimensién
dos. Esto contradice el teorema de Frankel que asegura que dos superficies
totalmente geodésicas en M no pueden ser disjuntas. ]

2.3. Teorema de Hsiang-Kleiner

En esta secciéon vamos a probar la siguiente versién del teorema de
Hsiang y Kleiner, publicado en [11]:

Teorema 2.3.1. Sea M una 4-variedad compacta orientable, con curvatura positi-
va. Si M admite una accién isométrica no trivial de $', entonces M es homeomorfa
a %o CP%.

Demostracion. Vamos a utilizar el resultado de Freedman [7], el cual es vital
en esta demostracion, que nos dice que M es homeomorfa a $* 0 a CP?, si
la caracteristica de Euler es a lo més tres. Por lo que nos vamos a enfocar
en calcular la caracteristica de Euler de M, para esto recordemos que por
los lemas 2.1.1 y 2.1.3 tenemos que x(M) = x(F) y

X(M) puntos aislados
F=:{06
S U {(x(M) — 2) puntos aislados}.

Por esto la prueba del teorema se reduce en probar que F consiste en a lo
maés tres puntos aislados o en $* con a lo mas un punto aislado. Vamos
a dividir la prueba en dos casos dependiendo de la dimensién de F y lo
vamos a hacer por contradiccién.

m Caso1l,dimF = 2.

Supongamos que F = 5% U {p, g}, con p y q dos puntos fijos aislados. Sea y
una geodésica que minimiza la distancia entre p y g en M. Consideremos
a las §' orbitas de y, $'(y), y sea 1 la geodésica que minimiza la distancia
entre $* y $'(y); entonces (1) = dist(5% 5'(y)), y sean los extremos de 1
A € 8%y B € §'(y). Notemos que los grupos de isotropia de los puntos
a lo largo del interior tanto de  como de 7 son iguales, es decir, si x y y
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estdn en el interior de y (6 de 1) entonces $; = ;. Si suponemos que pasa
lo contrario se tendria tan siquiera un punto x en el interior de y tal que
sx = x, para algun s € $', y para cualquier vecindad abierta de x exista un
punto y en el interior de y tal que s ¢ 5. Entonces tenemos dos geodésicas,
¥y sy, con distintos vectores tangentes en x y que minimizan la distancia
entre p y q. Digamos que y esta definida en el intervalo [f, t1], con y(ty) = p,
y(t1) = g,y y(f) = x para algtn f € (t, t;). Podemos construir la siguiente
curva: Sea ¢ : [to, t1] = M, con ¢l 5y = YVl ¥ Clige) = 8Yliis,), €Sta curva es
suave a pedazos y con la misma longitud que la geodésica minimizante,
lo cual es una contradicciéon. También por esta misma observacion se tiene
que dist($?, $%(y)) # 0.

Supongamos que B = p. Como $* es una subvariedad totalmente
geodésica y cerrada, entonces 7, que minimiza la distancia, es perpen-
dicular a $*. Recordando que la representacion local de la accion de $' en
p es equivalente a ¢, por la proposiciéon 2.2.3, también vamos a tener
que 7 es perpendicular a $()) (pues si no pasara podriamos encontrar una
curva suave a pedazos perpendicular a $'(y) y con menor longitud que
1), entonces ey es perpendicular a 17 en p para todo ¢ € §'. Por lo que
existen a y B € (0,2m], tal que ¢y, ¢y y n son perpendiculares entre si en
p. Esto fuerza a que tengamos un transporte paralelo que va de un vector
tangente de $!(y) en p a otro vector tangente de $* en A a lo largo de 1.
La idea es proceder como se hizo en el teorema de Frankel 1.5.5. Sea V el
transporte paralelo sobre 7, entonces tenemos una variacién diferenciable

f : (—E, 8) X [tl,tz] - M

den, con f(0,t) = n(t), y tal que V(t) = %(O, t) = %(O). Usaremos la férmula
para la segunda variacién, la cual es

1, 2 D*v dn _\dn D df dn
2F (0)__ft1 <V(t) R(dt )dt>d _<d_a dt>(0' h)

2 Z D om - (v, 5 e) + (v, 5 ).

Es) = f )

cons € (—¢,¢), y Rla curvatura de M.

donde
af
ot
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Usando que % =0, % =0y (V(), %(t)) = 0, s6lo nos queda:

vy [ dn . \dn
SE'(0) = ft <V(t),R(dt,V) dt>dt

y tenemos que la curvatura es positiva, entonces 3E”(0) < 0, que quiere
decir que % es estrictamente decreciente en una vecindad de cero. Por lo
que tendriamos una curva en la variacién con menor longitud que 1, es
decir, I(n) > dist(5%, $'(y)) lo cual es una contradiccién. Lo mismo pasa para
B=g.

Ahora supongamos que B cae en el interior de y. Como habiamos dicho
anteriormente, el grupo de isotropia no varia a lo largo del interior de y y
por la proposicién 2.2.3 sabemos que alrededor de pla acciéon es equivalente
a

1118 X C? = C% €%z, 2) = (6921,€92,),

entonces el grupo de isotropia en el interior de y es el trivial, y recordando
la observacién para la proposicién 2.2.1 que nos dice como es la accién
localmente en cualquier punto de la esfera, se tiene de la misma manera
que el grupo de isotropia es trivial en el interior de 7. Entonces tenemos
quen C MyUS?. Seay = nt(y \ {p,q}) € My, y 7 = () S MyUS? = N. Por la
proposicién 2.2.1 se tiene que N es una variedad riemanniana con frontera
y m : MpUS%* — N es una sumersion riemanniana y sabemos que las
sumersiones riemannianas son siempre de curvatura no decrecientes por
la proposicion 1.5.3, entonces en cualquier punto de N se tiene curvatura
seccional mayor que cierto 6 > 0. Procedemos como se hizo anteriormente,
s6lo que en N y la variacién sobre 7; de nuevo tendriamos que (1) >
dist(5?, $'(y)) y observando que dist($?, $'(y)) = dist($%, 7(y)) = (1) lo cual
es una contradiccion.
Por lo tanto F contiene a lo més un punto aislado junto con la esfera.

m Caso2,dimF = 0.

Supongamos que F contiene al menos cuatro puntos aislados, p;, 1 <i < 4.
Sea l;; = dist(p;,p;) y sea Cij = {y : [0,I;;] - M | y es una geodésica
que minimiza la distancia desde p; hasta p;}, 1 < i,j < 4. Para cada trio
1<i,jk<4(coni# j+#k)sea:

aije = min{Z(y3(0), y,(0)) | v € Cij, vk € Cic}.
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Notemos que el minimo existe porque M es compacta.
Antes de seguir necesitamos el siguiente resultado.

Lema 2.3.2. Para cada trio de distintos enteros 1 < i, j, k < 4,
Qijk + Qkij + Qi > T

Demostracién. Por simplicidad vamos a tomar (i, j, k) = (1,2,3). Dado que

M tiene curvatura positiva entonces sabemos que existe R; € R tal que

= es un minimo de la curvatura seccional de M, y tenemos el tridngulo
1

geodésico formado por (12,13, y23) con cada y;; € Cjj. Sea R; € R tal que
I(y12) = ha, hs, Iz < Rym, y sea R = max{R;, R,}. Entonces % es un minimo
de la curvatura seccional en M y

T

VI/RZ

Aplicando el teorema de Toponogov 1.5.8, tenemos tres puntos x;, x,
x3 en la esfera de radio R tal que el tridngulo geodésico A(x3, x, x3) tenga
L2, I13, I3 como sus tres longitudes en la esfera y

£(r12(0),715(0)) = £(x1x2, X1X3)

como fue para cualesquiera geodésicas en Ci, y Ci3 se tiene que ap3 >
£(x1x2, X1X3). Andlogamente para los otros dngulos, entonces a3 + a1 +
a3 > la suma de los dngulos interiores de A(x3, X2, x3) > T, que era lo que
se queria demostrar. O

Lz, I13,13 < Rm =

Vamos a tomar en cuenta a los cuatro trios de distintos enteros, 123,
234,314 y 412. Dado que a;j = ajj s6lo vamos a tomar el subindice a;j tal
que j < k. Entonces por el lema anterior se sigue que:

Z ijk > 4.
1<i<4 1<j<k<4, jk+i
Ahora recordemos que en cada p; se tiene que la accién localmente
es equivalente a ¢; con (k,I) = 1 y que d()/;.(O), v:(0)) = A()/}(O), 7:(0)),
y en el espacio de 6rbitas, Xy, se tiene la distancia orbital dy;. Tenemos
[)/}(0)], [;(0)] € Xi,; entonces

Aoy O [y40))

d(S$'(y(0)),8'(y,(0))
min{£(¢y/(0),¢”4(0)) | 6,0 € (0,2n]}
aijk-

\Y
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Esto pasa pues e’@y json geodésicas que unen p; con p;, que son puntos fijos,
con (¢9y,)(0) = eley}(O).
Asi, para p; obtenemos tres puntos [)7,(0)], [y5(0)]y [y,(0)] en Xi,; con

a3 + g + s < dig([Y5(0)], [Y5(0)]) + dri([y5(0)], [2(0)])
+di([50)], [y (0)D).

También tenemos por la proposicién 2.2.2 que

dii([50)], [y50)]) + dri([y5(0)], [y (0)]) + dii([y5(0)], [y4(0)]) < 7,

puesto que o3 + Qg + (134 < T Esto pasa anélogamente para Cualquier
punto aislado p;, con 1 < i < 4. Entonces tomando en cuenta los cuatro
puntos vamos a tener que:

Z Z o < 41

1<i<4 1<j<k<4, jk#i

lo que nos da una contradiccién. Por lo tanto F sélo puede tener a lo mas
tres puntos aislados cuando dim F = 0.
Con esto terminamos la prueba del teorema de Hsiang-Kleiner. m|

Hay un corolario de este teorema bastante directo, que nos ayuda con el
problema de Hopf: ;5* X $* admite una métrica riemanniana con curvatura
positiva?

Corolario 2.3.3. $* X $% no admite una métrica riemanniana con curvatura
positiva y con una accion isométrica de $'.

Nos dice que si $* X $* admitiera una métrica riemanniana con curvatu-
ra positiva, ésta no podria tener tanta simetria como los ejemplos usuales
que conocemos de 4-variedades compactas que admiten una métrica rie-
manniana con curvatura positiva.

Un resultado bastante impresionante en la linea del teorema de Hsiang-
Kleiner, es el teorema de Grove-Searle(1994). Ellos estudiaron el rango de
simetria de una variedad riemanniana M, en [9], el cual es una manera de
medir la cantidad de simetria que tiene M. Este rango de simetria de M se
puede definir como el nimero més grande r tal que un toro r-dimensional
acttie efectiva e isométricamente en M. Lo que Grove y Searle mostraron
fue que el rango de simetria de M con curvatura positiva es menor o igual
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a ImMH v que se da la igualdad si y s6lo si M es difeomorfa a la esfera

unitaria, o al espacio complejo proyectivo, o al espacio lenticular.

La clasificacién de n-variedades con curvatura positiva y simetria(con
su grupo de isometrias suficientemente grande) salvo homeomorfismos
ha progresado desde este resultado de Hsiang y Kleiner(1989), y también
gracias al resultado de Grove-Searle. En 2002, Rong demostré en [17] que si
M es una 5-variedad cerrada, simplemente conexa, con curvatura positiva
y con rango de simetria igual a dos, entonces M es homeomorfa a la esfera.
En 2005, Fang y Rong demostraron en [6] que para n > 8, una n-variedad
cerrada, simplemente conexa, con curvatura positiva y con casi maximo
rango de simetria ["—;1], entonces es homeomorfa a la esfera, al espacio
complejo proyectivo o al espacio proyectivo plano cuaterniénico HP?.

Los dos resultados de Hsiang-Kleiner y Grove-Searle impulsaron a la
demostracién de la conjetura de Hsiang y Kleiner: Una 4-variedad cerra-
da orientable, con curvatura positiva y que admite una accién efectiva e
isométrica de $', entonces es difeomorfa a $* o CP?. La cual fue demostra-
da por Jin Hong, en el 2007 (ver [10]). Originalmente en las hipotesis de
la conjetura se pedia que la variedad fuera compacta en lugar de cerrada,
pero Hong lo pide asi para poder usar un resultado.

Con lo que podemos concluir que el trabajo de Hsiang y Kleiner en
su articulo [11] fue de gran importancia para el desarrollo del estudio de
variedades con curvatura positiva y simetria.
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