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Introduccion

En los dltimos 25 afios los derivados se han vuelto muy importantes en el sector de
las finanzas. Futuros y opciones se comercializan en muchas bolsas alrededor del mundo.
Diferentes tipos de swaps, opciones y otros derivados se comercializan por instituciones
financieras, gestores de fondos y casas de bolsa en el mercado de venta over-the-counter
market (“en el mercado extrabursatil”). Este tipo de mercado es una importante alterna-
tiva de intercambio y, si se toma en cuenta la cantidad de volumen intercambiada, este
se ha vuelto mas grande que el ezchange-traded market (“mercado de cambio-negocio”),
mercado en el cual las personas comercian contratos estandarizados que se han definido
mediante el intercambio. Este tipo de mercado tiene mucho tiempo y se creo para granjeros
y comerciantes. El mercado de venta es una red informatica y telefénica de corredores de
bolsa que no se conocen directamente. Estos intercambios por lo general son entre dos in-
stituciones financieras o una institucion financiera y uno de sus clientes. Las instituciones
financieras siempre estdn preparadas para ofertar un precio al que estén dispuestos a pagar
y un precio al que estén dispuestos a vender. Los participantes del mercado son libres de
negociar cualquier acuerdo mutuamente atractivo. Una desventaja, es que suele haber un
riesgo de crédito, un pequeno riesgo el cual puede no ser bueno, pero el intercambio se ha
organizado para eliminar practicamente todo el riesgo de crédito.

Un derivado puede ser definido como un instrumento financiero cuyo valor depende
de los valores de otros, més bésicos, las variables subyacentes. Muy a menudo las variables
de los activos subyacentes son los precios de los activos negociados.

Las opciones se intercambian tanto en el exchange como en el over-the-counter mar-
ket. Hay dos tipos de opciones, la opcion Call u opciéon de compra y la opcién Put u
opcién de venta. Este tipo de opciones se definirdn mas adelante. La diferencia entre las
opciones, los forwards y futuros es que el poseedor estd obligado a comprar o vender el
activo subyacente. Mientras que no cuesta entrar a un contrato forward o a un futuro, si
hay un costo al obtener una opcién.
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Los tipos de participantes en los mercados de opciones son: compradores de Calls,
vendedores de Calls, compradores de Puts y vendedores de Puts. Se dice que los com-
pradores tienen la posicién larga, mientras que los vendedores tienen la posicién corta.

Los tipos de operadores en un mercado son: aseguradores, especuladores y “arbitra-
jistas”. Los aseguradores se encargan de minimizar el riesgo al que se puedan enfrentar por
posibles movimientos en el futuro en una variable de mercado. Los especuladores apuestan
sobre la direccién futura de una variable de mercado y los “arbitrajistas” toman posiciones
de retribucién en dos o mas instrumentos para asegurar la ganancia.

En 1969 Black y Scholes ya habian concebido la hoy famosa ecuacién para determinar
el precio justo (de no arbitraje) que un inversionista debe pagar por el derecho a comprar o
vender un activo financiero en un tiempo pactado anteriormente. El articulo fue rechazado
en dos revistas importantes: Journal of Political Economy, JPE y Review of Economics.
Fue hasta 1973, después de hacer unos arreglos sugeridos por Merton Miller y Eugene
Famma, que fue publicado en JPE.

Una de las hipétesis formulada por Famma a los mercados eficientes es que ningtin
especulador podria ganar mas que el mercado, i.e., que este tipo de mercados son impre-
decibles. Si se acepta la hipdtesis de Fama entonces también se debe aceptar a las caminatas
aleatorias (en tiempo discreto) y al movimiento Browniano (en tiempo continuo) como los
“mejores” modelos para explicar el comportamiento de las variables financieras. Para el ano
de 1900 Bachelier [1] fue el primero en incorporar el movimiento Browniano o proceso de
Gauss-Wiener estandar para la explicacién de dichas variables, éste hecho fallé pues este
proceso estocastico permitia valores negativos para los activos financieros. Tiempo después
Black, Scholes y Merton propusieron como modelo al movimiento Browniano geométrico
que eliminaba tal desventaja.

Considérese un mercado financiero donde los precios de las acciones estan dados por
el procesos estocéstico S={S; }o<t<7 en un espacio de probabilidad (€2, F',P). Si el mercado
es completo entonces cualquier instrumento contingente, visto como una variable aleatoria
en (Q, F,P), puede ser generado por una estrategia de replicado en base al proceso de la
accién S. Esta es la visién econémica detrés de la férmula de Black-Scholes.

En la ausecia de oportunidad de arbitraje, existe una medida de propabilidad P*
equivalente a P, tal que S es martingala bajo P*, de aqui que S es una semimartingala bajo
P. De forma matematica, completez es que cualquier instrumento contingente H puede ser
representado como una integral estocéstica de la semimartingala S.

En el caso de mercados incompletos, un instrumento en general no es, necesaria-
mente, una integral estocastica de S. Desde un punto de vista ecnondémico esto significa
que dicho instrumento tendra un riesgo intrinseco. Lo que se espera realizar a partir de
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CAPITULO 0. INTRODUCCION

esto es minimizar tal riesgo y el problema se sigue en encontrar estrategias tales que hagan
esto.

Los mercados incompletos dan pie a que haya muchas medidas martingalas, las
cuales dan un precio en el que puede haber arbitraje. Se han realizado varios estudios para
escoger una medida que minimize el riesgo. Entre ellos estd la medida martingala minimal
de Follmer y Schweizer (1990), la medida martingala de minima entropia por Miyahara
(2001) y Fritelli (2002), la medida minimal de Bellini y Fritelli (2002), la medida martingala
de minima distancia por Goll y Riischendrof (2001) y la transformada de Esscher por
Gerber y Shiu (1994).

Las hipdtesis que siguen Black y Scholes en su andlisis son los siguientes: (a) el
comportamiento de precio del activo subyacente coresponde a un modelo log-normal con
media p y varianza o constante, (b) no hay costos de transaccion, (c) el activo subyacente
no paga dividendos durante la vida de la opcién, (d) no hay oportunidad de arbitraje, (e)
los precios se forman continuamente, (f) los inversionistas pueden prestar o pedir prestado
a la misma tasa de interés libre de riesgo y (g) la tasa de interés libre de riesgo, r, es
constante. Asi es como se empezara en este trabajo, con el modelo de Black-Scholes y
se presentaran las famosas férmulas para la valuacién de opciones de compra y venta,
Call y Put options, respectivamente. Se introducird la definicién de mercados completos
con una breve demostracion mencionando y utilizando teoremas como el de Girsanov y
el de Representacién Martingala. Seguido de esto se demostrard que, si se debilitan las
hipétesis y tomando en cuenta una tasa de interés estocastica se llegua al mismo resultado
dando asi una explicacién de la generalizacion de este modelo al caso de activos que tienen
una dindmica con saltos, el llamado modelo de Merton no sin antes haber mencionando
al Capital Asset Pricing Model (CAPM) cuya importancia radica en dar el rendimiento
de un activo contra un portafolio y el rendimiento del mercado. Este modelo tiene gran
relevancia ya que lo necesitaron para poder derivar la ecuacién del precio de una opcién.

En el segundo capitulo, se verd la férmula de Samuelson para la valuaciéon de un
derivado en general y asi como se dé la definicién de mercados completos tambien se
dard la de mercados incompletos. Para este tipo de mercados se debe seleccionar con
cuidado una medida de riesgo neutral ya que una de las caracteristicas de estos es que no
poseen una Unica medida de riesgo neutral, asi como los mercados completos. Para esto
se mencionaran dos formas de escoger dicha medida, la medida martingala minimal y la
transformada de Esscher. En esta tltima se profundizara maés, ya que es una herramienta
utilizada por los acutarios, desde 1932, como por ejemplo en aseguradoras. Este trabajo se
enfocard a la valuacion de derivados si el logaritmo del valor de los precios estan regidos por
un proceso estocastico con incrementos estacionarios e independientes. Se veran familias
de procesos como el Movimiento Browniano, el proceso Poisson, el proceso Gamma, entre
otros. Como un caso particular de la transformada de Esscher se llegara a la formula de



Black-Scholes.

Por 1ltimo en el tercer capitulo se veran algunos ejemplos numéricos para la val-
uaciéon de derivados en mercados incompletos con dindmicas como la log-normal, log-
poisson, log-gamma y log-hiperbdlica utilizando la férmula de Samuelson y la Transforma-
da de Esscher y en el cuarto capitulo se comparan las formas de valuacién entre mercados
completos e incompletos con datos reales.

VI



Capitulo 1

El1 Modelo de Black-Scholes

Se construird el modelo de Black-Scholes para un derivado en general y se dard como
un caso particular el precio de una opcién Call y Put. Se demostrara que el modelo es com-
pleto dando las bases necesarias, tales como el teorema de Girsanov y el teorema de Rep-
resentacién Martingala. Se debilitaran las hipotesis de Black-Scholes y se demostrara que
bajo éstas se llega al mismo resultado. A partir de esto se quiere extender el modelo para
llegar al Modelo de Samuelson, tomando en cuenta una tasa de interés estocéstica.

1.1. Preliminares

Definicién 1.1. Sean el precio del subyacente (accion o activo) al tiempo t como Sy y
S(0) 6 Sy el valor inicial de la accion, el precio de entrega ¢ término (strike) como K y la
fecha de maduracion como T.

Definicién 1.2 (Movimiento Browniano). Un proceso estocdstico {Wy}1>0 es un Movimien-
to Browniano si y solo si

1. Wy es continua y Wy = 0.
2. Wy ~ N(0,t).

3. El incremento Wsyy — Ws ~ N(0,t) y es independiente de (s, la o-dlgebra generada
por Wj, j < s.

Propiedades del Movimiento Browniano

» Aunque las trayectorias de W; son continuas (c.s.), éstas no son diferenciables.

1



1.1. PRELIMINARES

» W} tomara cualquier valor real (c.s.).
= Una vez que Wy tome un valor, lo volverd a tomar infinitamente seguido.
= Las trayectorias de W; lucen igual, es un fractal.

Como se mencioné anteriormente, W; no es diferenciable, entonces si se considera

una expansiéon de Taylor de f(W}) para f suficientemente suave, se tiene
df (W) = f'(We)dWy + f”( £ (dWy)? + f’"( £ (dW)® + - - (1.1)

Lema 1.1 (It61).
X es un proceso estocdstico que satisface dX; = pdt + o;dWy y f es una funcion C?, en-
tonces Yy := f(Xy) es un proceso estocastico que satisface,

dYy = (e f'(Xe) + Ut LI (Xe))dt+ (onf'(X4)) AW (1.2)

Ahora bien, si f depende de dos variables, i.e., f = f(t, W}), se realiza una expansién
de Taylor en dos variables y se obtiene

af
ot

1 6*f
20W?

of

af (t, Wy) = Bl

(t Wt)dt+ (t Wt)th + = (t Wt)d (13)

de aqui, el siguiente resultado.

Lema 1.2 (It62).
X un proceso estocdstico tal que dXy = h(Xy, t)dt + g(X¢, t)dWy, entonces Y = f(Xy,t)
es un proceso que satisface

af af 10%f
dy; —dt + ——dX, —=d X dX
t ot + Or t+ 5 5 g2 A tdA
f [l 232f of
- -+ = 1.4
((%Jrha +59° 575 ) dt+ g5 -dW. (1.4)
Enseguida se verd la justificacién de porqué dW}? = dt. Véase la siguiente tabla de
multiplicacién:
« |t | daw,
dt | o 0
dW, | o | dt

Luego dW; = Wiyq — Wy ~ N(0,dt), entonces
E(dW?) = Var(dWy) = dt

2



CAPITULO 1. EL MODELO DE BLACK-SCHOLES

Var(dW?) = E(th4) — E(dW})?
= o(dt) — dt*
= o(dt) —0=0

por lo tanto dW? = dt.

1.2. Modelo de Black-Scholes

El inicio de la teoria moderna de valuacién de opciones comenz6 en 1900 en la
Sorbona con la tesis de Louis Bachelier [1]. La férmula de Black-Scholes fue publicada en
la primavera de 1973 en el “Journal of Political Economy (JPE)”. En abril del mismo ano,
“The Chicago Board Options Exchange (CBOE)”comenzé la compra-venta de opciones
Call en 12 empresas, en cambio las opciones Put salieron a la compra-venta hasta 1977.
Para el 2000, ambas opciones ya estaban en el mercado.

Fischer Black y Myron Scholes empezaron a trabajar en el problema de valuacién de
opciones en 1969 cuando Black era un consultor independiente y Scholes un asistente de
profesor en MIT. Tuvieron muchas platicas con Robert Merton, quien también trabajaba
en valuacion de opciones. El primer articulo tuvo fecha de 1970, pero JPE lo rechazé y,
como consecuencia, otras revistas conocidas también. En 1972, Eugene Fama y Merton
Miller reconocieron la importancia del trabajo de Black y Scholes e intervinieron con JPE
para que éste se publicara. Posteriormente, Robert Merton publicé un importante y amplio
articulo de seguimiento que, ademads de otras aportaciones, establecié la restricciéon de no
arbitraje en los precios de las opciones, la generalizacion de la férmula de Black-Scholes y
la derivacién del modelo.

En 1997, Robert Merton y Myron Scholes recibieron el Premio Nobel de Economia
por su aportacién en la valuacién de opciones. Fischer Black no recibié el premio pues
fallecié en 1995.

n ue n ué rbitraje’ ntien r arbitraj urar un nan-
Antes que nada, ;Qué es arbitraje? Se entiende por arbitraje el asegura a gana
cia sin riesgo al realizar transacciones simultdneas en dos o més mercados

Este modelo se compone de dos activos con dindmicas dadas por:

dBt = TBtdt (15)
dSt ,uStdt + O'Stth, (16)

donde r,  y o son constantes deterministicas y B; es un proceso libre de riesgo, caja de

3



1.2. MODELO DE BLACK-SCHOLES

ahorros o cuenta corriente, llamado bono y estd dado por B; = €™ y S; es el precio del
subyacente al tiempo t.

Utilizando Ité en (1.6) se obtiene

d(log(Sy)) = (u — %Uz)dt + odWy, (1.7)

donde log(S;) = log(So) (1 — 30°)t + oW, entonces

1
Sy = Soexp{(p — 502)75 + oW}, (1.8)
donde Wy ~ N(0,t).

Supongase la existencia de r, u y o tales que los respectivos precios pueden ser
representados como

Sy = Spexp{ut + ocW;} (1.9)
By = " (1.10)
entonces todos los reclamos contingentes g(S;) conocidos en algin horizonte temporal T,

tienen estrategias de replicado asociadas (ay;b;). Atin mas, el precio de no-arbitraje del
contingente g(S;) al tiempo t < T estd dado por

BiEq[Br~'g(S)|¢] = ¢ TV Eqlg(S1)I¢:] (1.11)

y tomando a S; como en (1.8) se tiene,
o (T— 1
p(g) = e TIE[g(Soexpl(r — Lo*)T + oWr)]. (112)

Esta tltima es la formula de Black & Scholes para un derivado g general. A partir de ésta
se obtienen las famosas férmulas de valuacién para las Call y Put-europeas.

1.2.1. Foérmulas de Black-Scholes para Opciones Call y Put Europeas

Definicién 1.3 (Opcién Call (Put)). Es un contrato entre dos partes, el comprador y
vendedor de la opcion. Una opcion Call (Put), también llamadas como opcion de compra
(venta), con precio de ejercicio K y tiempo de maduracion (vencimiento) T le da a su
poseedor el derecho, mas no la obligacion de comprar (vender) el subyacente al tiempo T
a precio K.



CAPITULO 1. EL MODELO DE BLACK-SCHOLES

La diferencia entre opcion americana y europea es que la americana puede ser ejer-

cida en cualquier momento hasta T y la europea solo en T.

A continuacién se mencionara algunas herramientas para verificar tales férmulas.

Lema 1.3. Supongase que X ~ N(u,?). Entonces para a y b niimeros reales cualesquiera,

o 1
E[e®X|X > b] = exp {a,u—i— W} N(d);

—b+putac?

con d =
g

Paridad Put-Call 1.1. La siguiente relacion entre el precio de una Call y un Put se

cumple.
C[S(0),T, K] — P[S(0),T, K] = S(0) — Ke™"T.

Se tiene que

C[S(0),T,K] = S(0)N(dy) — Ke "I N(dy) (1.13)
P[S(0),T,K] = Ke ""N(—dy)— S(0)N(dy), (1.14)

donde

di = J\lﬁ [log (%?) + (7“ + ;O—Q> T} .
dy = o—\l/T [log (5;0)) + (r - ;(72> T} =d, —oVT.

Usando el lema anterior con el payoff para una Call europea e~ "1 (S(0)e* — K); se
obtiene C[S(0),T,K], donde x4 = x si x > 0y x4 = 0 si # < 0. De ahi, utilizando la
paridad Put-Call se tiene P[S(0),T,K].

A continuacién se demostraran tales resultados.

, 2
CIS(O), T, K] = e'7 /_ Z(S(O)eI—K)+U ;TW exp _<x_g;;22> ") d

(1.15)

La integral tiene sentido cuando el integrando es diferente de cero, i.e., S(0)e* — K >

0=z > log (%) Sea b = log (%), luego, la integral queda

5



1.2. MODELO DE BLACK-SCHOLES

(- ()7,

2T 2

; (1.16)

y separandola para utilizar en lema 1.3 con a = 1 y a = 0 respectivamente se tiene

) 2
eTT/bOOS(O)emU L oxp (e (=5)7) dr = S(0)N(d)

V2T 2T 02
2
r [~ 1 B (m B (r B %2> T) T
e’ ex dr = Ke "™ N(ds).
/b e s ()

De donde se obtiene el resultado deseado. Ahora utilizando la paridad Put-Call se veri-
ficara el precio para una Put.

P[S(0),T,K] = C[S(0),T,K]— (S(0) — Ke™"T)
= S(0)N(dy) — Ke "I N(dy) — (S(0) — Ke™'T)
= Ke"'(1 - N(d2)) = S(0)(1 = N(d1))
= Ke "T'N(—dy) — S(0)N(—d,).

6



CAPITULO 1. EL MODELO DE BLACK-SCHOLES

Ganancia
10 30
L1

T T T 1 T T
0 20 40 60 80 100

Precio de la accidén

30
|

Ganancia
10
|

T T T T T T
0 20 40 60 80 100

Precio de la accién

Figura 1.1: Gréafica de una Puty Clall respectivamente con precio de ejercicio K=50

1.2.2. Completez

Se dice que el modelo de Black & Scholes es completo si para cada contingente existe
un portafolio que es auto-financiado y replica.

A continuacién algunas definiciones para aclarar conceptos.

Primero se daré la definicién de lo que es un portafolio.

Definicién 1.4 (Portafolio («,b)). Un portafolio es un par de procesos {a},{b} los cuales
describen el nimero de unidades de activo y de bono que se debe mantener al tiempo t.
Estos pueden tomar valores positivos y negativos. El componente del activo del portafolio
a debe ser dependiente solo de la informacion hasta el tiempo t.

Definicién 1.5 (Propiedad de auto-financiado). Si (i, b:) es un portafolio con precio de
la accion Sy y precio del bono By, entonces (ay,by) es autofinanciado si

d% = atdSt + btdBt.



1.2. MODELO DE BLACK-SCHOLES

Definicién 1.6 (Estrategia de replicado). Supongase que un mercado consta de un bono
B sin riesgo, un activo riesgoso S con volatilidad o y un contingente X = g(S;) (payoff)
en eventos hasta el tiempo T. Entonces una estrategia de replicado para X es un portafolio
auto-financiado (c,b) tal que

T
/ olaldt < oo
0
Yy
Vr =arSt +brBr = X = g(St).

Definicién 1.7 (Equivalencia entre medidas). Si A cualquier evento en un espacio mues-
tral, entonces P(A) >0 < Q(A) >0, i.e., si A es posible bajo P, entonces es posible bajo

Q.

Definicién 1.8 (Martingala). Un proceso estocdstico {M;}i>0 es una martinagala si

w E[My|M,; 0 <r <s]= M para s <t.

Definicién 1.9 (Proceso previsible). Un proceso estocdstico {(t}i>0 es previsible si al
tiempo t estd completamente determinado por la informacion dada al tiempo t-1.

A continuacién algunos teoremas que ayudaran para la prueba de completez de Black
& Scholes.

Teorema 1.1 (Girsanov). Si Wy es un Movimiento Browniano y -y, es un proceso (-
previsible que satisface IEP[% exp{fOT V2dt}] < oo, entonces existe una medida Q tal que

1. Q es equivalente a P.
T T
2. Z—?D = exp{— [, ndW; —%fo y2dt}.

g t . . . . g
3. Wy = Wy + fo vsds es un Movimiento Browniano con respecto a @, i.e., Wi es
Movimiento Browniano con tendencia v al tiempo t.

Teorema 1.2 (Representaciéon Martingala). Sean {M;} una martingala cuya volatilidad
oy es distinta de cero (c.s) y { N} otra martingala, entonces existe un proceso (-previsible
« tal que

T
/ QZoldt < 0o c.s
0
y N puede ser escrita como
t
Ny =Ny —1—/ osd M.
0

Mads ain, o es unico.
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Si se desea ver la demostracién de estos teoremas véase, por ejemplo, [22].

Dadas las definiciones se puede dar una prueba intuitiva de la completez de Black &
Scholes. Se dividira la prueba en dos casos: tasa de interés nula y tasa de interés no nula.

Caso I. Se quiere encontrar una medida Q bajo la cual {S;} sea una martingala. Se

tiene que

Sy = exp{ut + oW, }. (1.17)

Si se hace Y; = log(S;) = S¢ = exp{Y;} y

Y = pt + oWy, (1.18)

entonces

dY; = pdt + odW;. (1.19)
Utilizando It6 para S; se obtiene su EDE
1
dSy = (p + 502)5@5 + oSy dW;. (1.20)

Ahora se quiere que S; sea una martingala, i.e., que Sy no tenga tendencia (u—+ %02 =

pt50

0). Sea v, = , entonces por Girsanov existe Q tal que Wy = Wy + ¢ es Movimiento

Browniano bajo Q. Luego

dS; = 08, dWs, (1.21)

de aqui que S; es una martingala bajo @ pues se sostiene la condicién del criterio para
martingalas exponenciales ya que o es constante. Dada Q, se construye un proceso a partir
de X = g((S)),

N, = EqlX[¢] (1.22)
que es una martingala.

Por el teorema de la representacion martingala se sabe que existe un proceso pre-
visible {ay} tal que
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t
N; = EQ[X‘Q] = Ny —l—/ asdSs (1.23)
0

entonces, dada Q que hace que S; sea una martingala con volatilidad positiva, se tiene que

dNt = OétdSt (124)
para alguna ay.

El valor del portafolio es

Vi = ouSi+biBy
= OétSt —|— Nt — OétSt

pues se quiere tener by = Ny — aySt en la cuenta de efectivo y por nuestra suposicién
B; = 1. Entonces

Vi =Ny, (1.25)
esto nos dice que se obtiene una estrategia de replicado.

También hay que checar que esta estrategia es autofinanciada. Se sabe que dV; =
adSy + byd By, entonces por (1.25)

d‘/t = dNt == OétdSt por (124)
= oudS;+b; %0
= atdSt + btdBt. (126)

Por lo tanto hay un precio de no-arbitraje para X = g((S¢)) en cualquier tiempo. O

Caso II. En el caso para tasa de interés no nula es un poco méas complicado pues
aqui se tiene que tomar en cuenta el crecimiento del efectivo. Para que éste no nos moleste,
se descontard, asi que témese a B, 1 el proceso de descuento y sean Z; = B, lg, =
(e7)(So exp{pt + o W;}) una accién descontada y B;'X un payoff descontado.

Luego, tomando a Y; = (u — )t + oW, y utilizando It6 en Z; = Spe¥* se tiene

1
dZ, = Zy((w—r + 502)dt + adWy), (1.27)

10
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por Girsanov existe Q tal que W; = W; + fg ~vsds es Movimiento Browniano bajo Q, donde
/L—T+%O’2

7= —,2—, tal que

dZt == O'Zt + th (128)
es martingala bajo Q.

Se requiere un proceso que al tiempo T valga lo mismo que el payoff descontado y
que también sea martingala, entonces se toma

Ny = Eq[Br' X|¢ (1.29)
que ya es martingala por construccién bajo Q.

Por el teorema de la representacién martingala, existe {ay} un proceso previsible tal
que Ny = Ny + f(f asdZs, entonces

dNt = OétdZt. (130)

El valor del portafolio es

Vi = St +biBy
= oSt + (Nt — v Zy) By
= N/ By. (1.31)
Hay que comprobar que Vr = X sea una estrategia de replicado.
Vr = NpBr = BrEq[B:' X ¢

pero B} Les (¢ medible, entonces

Vp=X. (1.32)

Para ver que es autofinanciado, se dard un resultado antes.

Paridad Put-Call 1.2. Si {B;} es un proceso de volatilidad cero y {X:} cualquier otro
proceso, entonces
d(B,X;) = BidX, + X;dB,. (1.33)

11
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Se tiene que V; = N B, entonces

AV = d(N;By)
= NydB; + B;dN, (1.34)

pues B; no tiene volatilidad.

= NudBy + BiowdZy por(ntatzt)
— (b + o Z)dB; + ByawdZ,
a(d(BiZy)) + bid By
—  dS, + bdB,. (1.35)

Por lo tanto la estrategia es autofinanciada. O

1.2.3. Derivacion Alterna

Ahora se verd otra forma para la derivacién de Black & Scholes bajo hipétesis més
débiles y considerando la posibilidad de interés estocastico.

Las hipétesis a considerar son las siguientes:

= No hay costos de transaccion.
= La accidén sigue la siguiente dinamica:
dS; = adt + odz, (1.36)

donde «, 0, dz son la media, varianza de la accién y Movimiento Browniano Estandar
respectivamente.

= El precio del bono sigue la siguente dindmica:

dBy = p(T)dt + o(T)dq(t; T), (1.37)

donde 1, 62 y dq son la media, varianza y Movimiento Browniano Estdndar del bono-
cup6n cero con fecha de maduraciéon T'. Ademés

dq(t;7)dq(t;T) = prrdt 7 #T
B(0)=1 y 6(0)=0.

12
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Supdngase que d no es estocastico e independiente del nivel de B. En el caso en que
la tasa de interés no se estocdstica y constante en el tiempo, 6 =0,u=r y B(T) =
exp{—rT}.

Si H es la funcién del precio de la opciéon y ésta depende del precio de la accién, del
bono sin riesgo y el tiempo de expiracién entonces dadas las distribuciones de S y B, se

tiene, por Ito

1
dH = H\dS + HydB — Hydt + 5 [Hi1(0S)?dt + 2H12p06SBdt + Hoo(6B)?dt], (1.38)

donde los subindices denotan derivadas parciales. Ahora, retomando a (1.36) y (1.37) y
agrupando elementos se puede escribir a (1.38) como

dH = BHdt +yHdz + nHdg, (1.39)

donde

%(05)21{11 + podSBHys + %(53)21‘122 +aSH, + uBHs — Hs

6 = H )
o O'SHl

7= H
 6BH;

TS TH

Se formara un portafolio Y que contenga la misma accién, la opcién y el bono sin
riesgo con fecha de maduracién igual que la opcién, tal que la inversion agregada del
portafolio sea cero. Sea Wj la cantidad de dolares que se invirtieron en la accién, Ws
la cantidad de dolares invertidos en la opcion y Wj la cantidad de dolares invertidos en
bonos. Entonces la condicion de inversién agregada puede ser escrita como

Wi+ We4+W3=0

Si dY es el rendimiento del dolar en el portafolio

dY = [Wi(a — p) + Wa(B — p)ldt + (Wio + Way)dz 4 [Wan — (W1 + Wa)dldg, (1.40)
donde W3 = —(W1 + WQ).

13
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Supéngase que para una estrategia WS los coeficientes de dz y dq son cero esto
implicaria que dY ™ no seria estocdstico, ademas se formé el portafolio de tal manera que
su inversion fuera cero, entonces el rendimiento esperado del portafolio con esta estrategia
es cero. Dado esto se puede escribir como un sistema de ecuaciones lineales de 3x2.

(=)Wl +(B—pWy =
oW +4W5 =
W 4 (- W = . (1.41)

Una solucién no trivial para (1.41) con W; y W3 distintas de cero, existe sii

_o-n (1.42)

Si se cumple (1.42), entonces X =1 — 7 y sustituyendo v y n de (1.39) se tiene

H = SH, + BH. (1.43)

Tomando la segunda condicién de (1.42) y sustituyendo los valores de 5y v de (1.39)
se obtiene

1 1
5(05)2H11 + podSBH + 5(53)21122 + uSH, + puBHy — Hy — uH =0 (1.44)

y sustituyendo H de (1.43) se puede reescribir a (1.44) como

1
5[(05)211111 +2pc8SBH 5 4 (§B)*Hy] — Hs = 0. (1.45)

Si H es el precio de una opcién Europea entonces debe cumplir (1.45) sujeto a las
siguientes condiciones de frontera

H(0,B,T;K) = 0,
H(S,1,0; K) = max(0,S — K).

Sea x = %(T) el precio por accién en unidades del precio de ejercicio en dolares
pagada a una fecha fija en el futuro. Recordando (1.36), (1.37) y utilizando It6 se sigue
que la dinamica de x esta dada por

14
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dz; = (o — p+ 62 — pod)dt 4+ odz — ddgq. (1.46)

De aqui que el rendimiento esperado de x es una funcién de S y B a través de o y
py la varianza es V2(T) = 0% + 62 — 2pcd y solo depende de T.
Para ver que H es homogénea se hard un cambio de variable. Sea h(z,T; K) = H(S,B,T; K)/KP
donde h es indepentiende de B y es el valor del precio de la opcién en las mismas unidades
que x. Sustituyendo h en (1.45) y en las condiciones de frontera, lo cual resulta

1
§V2x2h11 — hg = 0. (1.47)

Como h no depende de K esto implica que H si es homogénea de grado 1 en
[S: K B(T)].

Considérese una nueva variable de tiempo 7 = fOT V2(s)ds. Si se define a y(z,7) =
h(z,T) y sustituyendo en (1.47), entonces y satisface

1

sujeto a las condiciones de frontera

y(O’T) = 0,
y(xz,0) = max(0,z—1)

Escribiendo el precio de la opcién en su forma completa H(S,B,T; K, o252, p),
entonces y = H(x,1,7;1,1,0,0) que es el precio de la opcién con fecha de maduracién
(en afios) y precio de ejercicio de un dolar en un accién con unidad de varianza, cuando
la tasa de interés de mercado es cero durante la vida del contrato.

El precio de cualquier opciéon Europea estd dado por

T
H(S,B,T;K) = KB(T)y [K;(T)/O V2(s)ds} : (1.49)

Para poder resolver (1.49) se necesita pasar a su forma estandar haciendo el cambio
de variable Z = logxz + % y ¢(Z,7) = y(x,7)/x, sustituyendo se obtiene

%gbn —¢2=0 (1.50)
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sujeto a las condiciones de frontera |¢(Z,7)| <1y ¢(Z,0) = max[0,1 — exp{—Z}]. (1.50)
se puede resolver por variables separables o bien por Transformada de Fourier. Su solucién

es
fc(h1) — erfe(h
ylaorr) = 2(2,) = 2 Zenll), (151)
i —(loga:-l—%‘r) N —(logx—%'r) ., ., .
donde hy = T vy ho = ? y la relacién entre la funcién erfc y ¢ estd dada
T)2 T)2
por

b(z) =1 %erfc(q:/Q%).

Observacién: La ecuacién (1.51) es igual a (1.13) con r = 0,02 = 1y K = 1,
esto implica que (1.49) es idéntica a (1.13) en el caso particular de una tasa de interés no
estocéstica y constante (i.e. 6 = 0,u =7, B = exp{—rT} y 7 = 0°T)

A continuaciéon se daran dos teoremas que se citaran en la siguiente seccién:

Teorema 1.3. Dado el precio de un accion, la opcién es una funcion mo creciente de
B(T) y por lo tanto una funcion no decreciente de la tasa de interés a T-anos.

Teorema 1.4. FEl precio de la opcion es una funcion no decreciente del rendimiento de la
varianza del precio de la accion.

1.3. Capital Asset Pricing Model (CAPM)

Sharpe (1959) y Lintner (1965) contribuyeron al trabajo de Markowitz (1959) para
el desarrollo de las implicaciones en la economia. La derivacién de Sharpe y Lintner del
CAPM asume la existencia de préstamo a una tasa de interés libre de riesgo.

Antes de su descubrimiento no habia modelos de valuaciéon de activos construidos
a partir de principios bésicos sobre la naturaleza de los gustos y las oportunidades de
inversién y con claras predicciones comparables sobre riesgo e inversion. Se gener6 origi-
nalmente como un modelo del equilibrio de valuacién y no como un modelo de riesgo per
se. Su funcidn es dar el rendimiento esperado de un activo “individual” contra un portafolio
de mercado y el rendimiento excesivo esperado del mercado. Propone que el mercado de los
precios de activos sean de tal manera que sus rendimientos esperados sean proporcionales
a su riesgo medido por su beta, la cual mide la sensibilidad del rendimiento individual de
un activo con rendimiento del mercado.

Definicion 1.10. Se entiende por portafolio de mercado a un portafolio que contiene todas
las inversiones disponibles y las mantiene en proporcion a sus valores de mercado.
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El CAPM basa sus conclusiones en el concepto de equilibrio de mercado, el cual
implica, en particular, que no hay gastos y todos los inversionistas son “uniformes”en el
sentido que tienen la misma capacidad de prediccion en los movimientos de los precios, el
mismo horizonte de ejercicio y todas sus decisiones se basan en la media y covarianza de
los precios. También se asume que todos los activos son infinitamente divisibles y existe
una tasa libre de riesgo para los valores medios.

Black y Scholes usaron el equilibrio del CAPM para derivar la ecuacién del precio
de una opcién y tuvieron la visién de poder asumir, para propositos de valuacion, que el
rendimiento de la opcion sea igual a la tasa libre de riesgo.

Definicion 1.11. Se dice que una variable aleatoria X y su distribucion son infinitamente
divisibles si para toda n > 1, existen variables aleatorias X;, i = 1,2,...,n id tal que
X=X1+Xo+ -+ X,

donde ¢ denota convergencia en distribucién:

Estas y solo estas distribuciones pueden ser los limites de las distribuciones de las
sumas de variables en forma de serie.

Algunos ejemplos de distribuciones que son infinitamente divisibles son: Poisson,
Gamma, Binomial negativa, t de Student, etc; y algunos ejemplos de distribuciones no
infinitamente divisibles son: Binomial y Uniforme.

1.3.1. Black (1972)

En la ausencia de un activo libre de riesgo, Black (1972) creo una version mas general
del CAPM. El rendimiento esperado de un activo i en exceso del rendimiento del portafolio
cero-beta estd linealmente relacionado con su beta. Las hipdtesis para la derivacién de

E(R;) = Ry + Bi[E(Ryn) — Ryl (1.52)

donde R; es el rendimiento del activo i en el periodo, R,, es el rendimiento del portafolio
de mercado de todos los activos, Ry es el rendimiento de un activo sin riesgo en el periodo
y B; es la sensibilidad del mercado del activo i y es igual a la pendiente de la regresion
lineal relacionando R; y R,,, de forma matematica

_ cov(R;, Ryp)
" var(Ry)

son
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= Todos los inversionistas tienen la misma opinion acerca de la posibilidad de diversos
valores al fin del periodo para todos los activos. Tienen la misma distribucién de
probabilidad conjunta para los rendimientos de los posibles activos.

= La distribucién de probabilidad conjunta es normal o estable con un solo exponente
caracteristico.

= Los inversionistas escogen portafolios que maximicen su utilidad esperada al final
del periodo y todos los inversionistas son adversos al riesgo.

= Un inversionista puede tomar una posicion larga o corta de cualquier tamano en
cualquier activo , incluyendo los activos sin riesgo. Cualquier inversionista puede
pedir o dar un préstamo de cualquier cantidad que quiera a la tasa de interés libre
de riesgo.

Definicién 1.12 (portafolio cero-beta). Es aquel portafolio que tiene la menor varianza
de todos los correlacionados con el portafolio de mercado. Cualquier otro portafolio no
correlacionado tiene el mismo rendimiento pero mayor varianza.

La longitud del periodo para el cual el modelo se aplica no se especifica, sin embargo,
las hipdtesis se cumplen solo si el periodo es infinitesimal. Para cualquier periodo finito, la
distribucién de los posibles rendimientos de un activo son muy parecidos a la distribucon
log-normal que a la normal. En particular, si la distribucién de los rendimientos es normal,
entonces habra una probabilidad finita que hace que el precio del activo sea negativa al
final.

Black trabaja bajo dos hipdtesis, las cuales son mas restrictivas que las hipotesis
trabajadas en la derivacion del CAPM, éstas son: no hay activo sin riesgo y que no es
permitido el pedir o dar un préstamo sin riesgo. En este articulo Black concluye que el
rendimiento esperado en cualquier activo riesgoso es una funcién lineal de su beta, esto
se sostiene aunque no haya restricciones. Por esto a la ecuacién (1.52) se le conoce como
la linea de CAPM. Si existe un activo sin riesgo, entonces las pendiente que relaciona la
beta con el rendimiento de su activo riesgoso tiene que ser mas chica que cuando no hay
restricciones.

1.4. Modelo de Merton

La validez de la féormula de valuacién de opciones de Black & Scholes depende de
la capacidad de los inversionistas de seguir una estrategia para la dindmica del portafolio
de la accién que replique el payoff de la accién. La hipdtesis para que tal estrategia sea
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posible es que la dindmica del o de los rendimientos de la accién puedan ser descritos
por un proceso estocastico con trayectoria continua. En ésta seccion la férmula para la
valuacion de una opcion se deriva de un caso mas general, cuando los rendimientos del
stock son generados tanto por un proceso continuo como uno de salto.

La primera aplicacién de procesos de salto en la valuacion de opciones fue introducida
por Robert Merton (1976). Merton considerd el modelo de salto de difusién

s sven{((a- % ) 1.0 i,

donde W; es un movimiento Browniano estdndar, « es el rendimiento esperado de la accién

y

yn) = 1,sin=0
n
= [[v; n>1,
j=1

donde n es un proceso Poisson con intensidad A independiente de W y las Y son variables
iid. Obsérvese que si n = 0, i.e., no hay saltos(claramente A = 0), entonces se tiene el
modelo de Black-Scholes.

1.4.1. Dinamica del Precio de la Acciéon y de la Opcién

El cambio en el precio del stock se compone por dos tipos de cambios:

= El primero es el cambio normal en el precio debido a un desequilibrio temporal
entre oferta y demanda, cambios en la economia o cualquier otra informaciéon que
cause cambios marginales en el valor del stock. Este componente se modela por un
movimiento Browniano geométrico con una varianza constante por unidad de tiempo
y tiene una trayectoria continua.

= El segundo es el cambio “anormal”’en el precio debido a la llegada de nueva e im-
portante informacién acerca de la accién que tiene mas de un efecto en el cambio
marginal en el valor de la accién. Este tipo de informacion tiene llegada de forma
discreta y tal componente se modela con un proceso Poisson que refleja el impacto
en el cambio de la accion.

Definicién 1.13. Una familia de variables aleatorias (N;) es un proceso de contar si:
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= Ng =0
n Ny, < Ny, parat todo t1 < to
= N, toma valores en N U {0}

Definicién 1.14 (Proceso Poisson). Una familia de variables aleatorias {Ni}i>o es un
proceso Poisson si:

= es un proceso de contar
= tiene incrementos independientes y estacionarios

» P[Ny = 1] = A+ o(h), donde h es el tamarnio del intervalo y se puede hacer tan
chico como se quiere, i.e., que el evento ocurra una vez en el intervalo (t, t + h)

u P[Nh > 2] IO(h)

donde o(h) es tal que,

lim o(h)/h] = 0.

Dado que el evento ocurre (i.e., llego informacién importante de la accién), hay un
“dibujo”de una distribucién que determina el impacto de tal informacién en el precio de
la acciéon. Si S; es el precio de la accién a tiempo t y Y es la variable aleatoria que describe
tales “dibujos”entonces, dejando por ahora a un lado la parte continua, el precio de la
accién a tiempo (t + h, S(t + h)) es la variable aleatoria S(t + h) = S(t)Y, dado que
tal arrivo si se dio en el intervalo (t, t + h). El soporte de Y es compacto y Y > 0. Mds
aun, la variable aleatoria {Y'} de sucesién de dibujos son independientes e identicamente
distribuidas (iid).

Como se habia mencionado el rendimiento del precio de la accién es una “mezcla”’de
los dos tipos de cambios antes mencionados. Formalmente lo que se expondra como una
ecuacion diferencial estocastica.

dS; = (o — Ak)dt + odW + dN, (1.53)

donde « es el rendimiento instantaneo esperado de la accién, o2 es la varianza del rendimien-
to, condicionada a que no hubo arrivos de informacién, i.e., no ocurrieron eventos del
proceso Poisson, dW es el Browniano estandar y N es el proceso Poisson descrito en la
definicién, dN y dW son independientes, A es el niimero de arrivos por unidad de tiempo,
k= puy(Y —1) donde Y - 1 es el cambio porcentual de la variable aleatoria en el cambio
del precio de la accién si el evento Poisson ocurre y iy es la esperanza de Y.
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La ecuacién (1.53) puede ser reescrita de la siguiente manera:

dS: = (a—Ak)dt+ odW, Si el evento Poisson no ocurre.
= (a—=Ak)dt+ odW + (Y — 1), Si el evento Poisson ocurre.

La trayectoria resultante de S; serd continua casi todo el tiempo con saltos finitos
de distintos signos y amplitudes que ocurren en tiempo discreto.

Supdngase que el precio de la opcidén V puede ser escrito como dos funciones diferen-
ciables continuas del precio de la accién y tiempo, V(t) = F(S, t). Si el precio de la accién
sigue la dindmica descrita en la ecuacién anterior, entonces la dindmica del rendimiento
de la opcién puede ser escrita como

dVi = (ay — Aky)dt + oydW + dNy, (1.54)

donde ay es el rendimiento esperado de la opcién y o2 es la varianza del rendimiento,
condicionada al evento Poisson de que no ocurra, Ny es un proceso Poisson independiente
con parametro A, ky = py, (Yy — 1) donde Yy — 1 es el cambio porcentual de la variable
aleatoria en el cambio del precio de la opcién si el evento Poisson ocurre y uy, es la
esperanza de Yy .

Antes de continuar se citard un lema anélogo a [to.

Lema 1.4. Sean F(Py,..., Py,t) una funcion de clase C? definida en R" x [0,00) ¥ la
integral estocdstica

¢ ¢
Pi(t) = P;(0) + | fi(P,s)ds +/ gi(P,s)dz, i=1,...,n
0 0

entonces la variable aleatoria dependiente del tiempo Y = F' es una integral estocdstica y
su diferencial estocdstica es

OF " 9F
dy = aPd dt+ ZZaPanPdP

Donde los productos de las diferenciales dP;dP; estan definidos por

ledZJ = pijdt i,jzl,...,n
dZjdt = 0, 1i=1,.n,
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1.4. MODELO DE MERTON

donde p;; es el coeficiente de correlacién entre los movimientos Brownianos dZ; y dZ;.

Usando Ito6 para la parte continua y el lema anterior para la parte con salto se siguen
las siguientes relaciones:

L(08)2Fss(S,t) + (o — ANk)SFs(S,t) + Fy + A (F(ST, t) — F(S5,1))
av F(S,%)
Fs(S,t)0S
A T

(1.55)

donde los subindices de F(S, t) denotan derivadas parciales.

Observacién: El evento dado por el proceso Poisson del precio de la opcién ocurre
sii el evento dado por el proceso Poisson del precio de la accién ocurre. Mds atn, si ocurre
el evento Poisson para la accién y la variable aleatoria Y toma el valor y, i.e. Y = y,

entonces el evento para la opcién también ocurre y la variable aleatoria Yy = F},EE?;?

Considérese una estrategia de mercado que contenga la accion, la opcién y el activo
sin riesgo (con rendimiento r por unidad de tiempo) en proporciones wi,ws y w3 donde
Z?:l w; = 1. Si P es el valor del portafolio, entonces la dindmica del rendimiento es

dP = (Ozp - )\kp)dt—f-UPdW—i-de, (1.56)

donde ap es el rendimiento esperado de la opcién y o?p es la varianza del rendimiento,
condicionada al evento Poisson de que no ocurra, Np es un proceso Poisson independiente
con pardmetro A, kp = py,(Yp — 1) donde Yp — 1 es el cambio porcentual de la variable
aleatoria en el cambio del precio de la opcién si el evento Poisson ocurre y py, es la
esperanza de Yp.

De (1.53) y (1.54) se tiene

ap = wila—r)+wi(o —1)+T

op = w10 + waoy

w2[F(SY>t) _F(Sﬂf)]
F(S,1) ’

Yp—1 = wi(Y —1)+ (1.57)

donde wg = 1 — w1 — ws.

En el analisis de Black & Scholes con A = 0 el rendimiento del portafolio puede
hacerse libre de riesgo escogiendo w; = wj y w2 = w3 de tal manera que wjo +w3oy = 0.
Dado esto se debe evitar arbitraje en el rendimiento esperado del portafolio con peso wj y
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CAPITULO 1. EL MODELO DE BLACK-SCHOLES

wj igual a la tasa libre de riesgo r. Usando la primeras ecuaciones de (1.57) ésta condicién

implica
oy ay —T

o a—r
Tomando la definicién de ay, con A = 0, de oy de (1.55) y tomando la conclusién
de arriba se llega a la famosa ecuacién para la valuacion de opciones

1
—(0S)?Fsg +rSFg —rF + F, = 0. 1.58
2

Se puede verificar que la solucién de la ecuacién anterior viene dada por
F(S,t) = S(f-(S,1)) — e " K®(f1(5,1)),

donde . 5 .
fr= VT (logK + <7’ + 202> (T — t))
fo= — % (log[i + (7“ - ;a2> (T — t))

y para el caso en el que t = 0 se obtienen las ecuaciones (1.13) y (1.14).

Noétese que con la presencia del proceso de salto dq, el rendimiento del portafolio
con pesos wj y wj no serd libre de riesgo. Mas atin la tercera ecuacién de (1.57) nos
dice que no se puede eliminar el término de “salto”, i.e., hacer Yp = 1. Esto sucede pues
la composicién del portafolio es lineal y el precio de la opcién es una funciéon no lineal
del precio de la accién. Por lo tanto si Y tiene una dispersién positiva, (en el caso en que
02 =0y Y un proceso Poisson puro, entonces se puede crear una covertura libre de riesgo)
entonces para cualquier wy y we, Yp — 1 tomard valores distintos de cero para algunos
valores de Y.

De la covertura de Black & Scholes se sigue que uno puede trabjar las caracteristicas
del rendimiento del portafolio. Sea P* el valor del portafolio, entonces por (1.56) se tiene

dP* = (o — AKS)dt + AN (1.59)

Noétese que el rendimiento del portafolio es un proceso de salto puro pues la parte
continua de la accién y precio fueron cubiertas, ademas se puede observar que el rendimien-
to del portafolio serd predecible y su rendimiento serd ap — Akp.

De (1.55) y (1.57) se sigue que

Wi[F(SY,t) — F(S,t) — Fs(S,t)(SY — S)]
F(S,%)

Yi-1=
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1.4. MODELO DE MERTON

Por la convexidad del precio de la opcién en el precio de la accién F(SY,t) — F(S,t) —
Fs(S,t)(SY — S) es positivo para cualquier valor Y. Luego, si w3 es positivo, entonces
Y75 — 1 también serd positivo y el rendimiento inesperado de la covertura del portafolio
serd siempre positiva. De manera andloga si w3 es negativo. Mds atin el signo de k7, serd el
mismo que el de w3.

1.4.2. Foérmula para la Valuacién de Opciones con Salto

En la seccion pasada se vio que no hay manera de construir un portafolio libre de
riesgo de la accién y la opcién, entonces no se puede usar la técnica de Black & Scholes
de no arbitraje. Sea g(S,T) el equilibrio instantdneo de la tasa esperada del rendimiento
de la opcién cuando el precio de la accion es S y la fecha de maduracion es T. Luego de
(1.55), F escrita como funcién dependiente del tiempo de expiracién satisface

1
5(05)21755 + (= Mk)SFs — F; — g(S,T)F + M\u[F(SY,T) — F(S,T)] =0  (1.60)
sujeta a las condiciones

F(0,T) = 0
F(S,0) = max(0,5 - K),

donde K es el precio de ejercicio de la opcién.

Una segunda aproximacioén del problema de valuacién se sigue de la derivacién origi-
nal de Black & Scholes la cual asume que el CAPM es una descripcion vélida de equilibrio
en los rendimientos de los valores. En la seccién pasada se vio que la dindmica del precio
del stock estd descrita por dos componentes: la parte continua que representa la llegada
de nueva informacién y la parte de salto que representa la llegada de nueva informacion
importante. Si ésta dltima informacion es especifica de una empresa o industria, entonces
puede tener un leve impacto en el mercado. Si los saltos son provenientes de tal infor-
macién, entonces la parte de salto del rendimiento del stock representara un riesgo no
previsible, i.e., la componente del salto no sera correlacionada con el mercado.

Retomando P* de la seccién pasada en la ecuacién (1.59) se muestra que la tnica
parte incierta es la componente de salto de la accién. Pero por hipétesis tales componentes
representan un riesgo no previsible, por lo tanto la “beta”de éste portafolio es cero. Si el
CAPM se cumple, entonces el rendimiento esperado en todos los valores cero-beta deben
ser iguales a la tasa libre de riesgo. Por lo tanto, a}, = r. Pero de (1.57) esto implica que

wi(a—r)+wi(aw —r)=0
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CAPITULO 1. EL MODELO DE BLACK-SCHOLES

o bien

ow aw —T

— = . 1.61
o a—r (1.61)
Combinando (1.61) con (1.55) implica que F debe cumplir
1
(08)?Fss + (r — Mk)SFs — Fp — rF + MAu[F(SY,T) — F(S,T)] = 0 (1.62)

2
sujeta a las mismas condiciones que (1.60). Nétese que la ecuacién dada sélo depende de
la tasa de interés r y no de a y ¢(S,7") como en el caso estandar de Black & Scholes. Mds
aun (1.62) es igual a (1.58) con A =0 ,i.e., no hay saltos.

Sea GBS(S,T; K, 02, r) la férmula para la valuacién de opciones de Black & Scholes
para el caso en donde no hay saltos, entonces GP9 satisface (1.58) bajo las mismas condi-
ciones de frontera. De la seccién 1.2 se puede escribir a GP¥ como (1.13) para el caso de
una call-europea.

Sean X,, una variable aleatoria que tenga la misma distribucién del producto de n
variables aleatorias iid cada una identicamente distribuidas a Y definida en (1.53) donde
se denota a Xg =1, ux, es la esperanza de X,,.

La solucién de (1.62) con S el precio de la accién puede ser escrita como

o0

F(S,T) = Z

n=0

exp{ =T }(\T)"
n!

px, [GP3 (S X, exp{—MkT}, T; K, 0%, 7)]. (1.63)

Hay dos casos en los que (1.63) puede ser simplificada:

Caso I: Descrito por Samuelson (1972b) donde menciona que hay una probabilidad
positiva de ruina inmediata, i.e., si ocurre el evento Poisson, entonces el precio de la accion
se va a cero. En nuestra notacion esto es Y = 0 con probabilidad uno, por lo tanto X,, =0
paran # 0y k = -1. Entonces (1.63) se convierte en

F(S,T) = exp{-AT}GP%[Sexp{\T},T; K, o> r]
= GBS(S,T;K,02,T—|—)\).

Esta ecuacion es igual a la formula estandar de Black & Scholes pero con una tasa de
interés mayor, como se mencioné en la seccion 1.2.2; el precio de la opcién es una funcién
creciente de la tasa de interés.
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1.4. MODELO DE MERTON

Caso II: La variable aleatoria Y se distribuye log-normal. Sean §2 la varianza de
log(Y) y v = log(1 + k). En este caso, X,, se distribuird log-normal con la varianza del
log(X,) = 6*n y px, = exp{ny} y fn(S,T) = GPY(S,T; K,v2,r,), donde v2 = ¢% + %62
y 7 =1 — Mk 4 7. Entonces (1.62) se convierte en

F(S.T) = i exp{—NT}HNT)"

n=0

fn(S,T),

n!

donde X\ = A(1+k). f,(S,T) es el valor de la opcién condicionado a saber que exactamente

n saltos Poisson ocurriran durante la vida de la opcién.
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Capitulo 2

Modelos con Saltos

En este capitulo se verd la generalizacién del modelo de Black & Scholes y uno de
tantos modelos que presentan saltos, que es el caso de la Transformada de Esscher. Se
dard una explicacion de porque este tipo de modelos son incompletos y la férmula para la
valuacién de opciones con este modelo en particular.

2.1. Modelo de Samuelson

Como se mencioné anteriormente, el inicio de la teorfa moderna para la valuaciéon
de opciones comenzé con el trabajo de Bachelier (1900) [1] con su modelo lineal

Sy = So + pt + oW

Apesar del avance en la aplicacién de conceptos probabilisticos en el andlisis de
mercados financieros, éste modelo tenia sus deficiencias, la més notable es que los precios
subyacentes S; podian tomar valores negativos.

Aproximadamente después de 10 anos, inspirado por el trabajo de Bachelier, fue
publicado el trabajo de Samuelson (1965). En este modelo no se toma en cuenta la de-
valuacién del tiempo (tasa de interés). Se considera una accién Sy con tasa r libre de
riesgo y derivado g tipo europeo con fecha de maduraciéon T. Samuelson supuso que los
log-rendimientos podian ser modelados de forma lineal como lo habia propuesto Bachelier,
esto es
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2.1. MODELO DE SAMUELSON

Utilizando Ito,

dSt = Studt + StO'th.

Aunque la férmula de Samuelson (1965) no proponia ninguna distribucién en es-
pecifico, lo que propuso es que el precio de una opcién de compra se podia ver como el
valor presente por el valor esperado del derivado, i.e.

e "TE[(Sr — K)+],

donde p es el rendimiento de la opcién.

En el precio de una accion esta incluido su rendimiento esperado y su riesgo, dado
por

E[ST]
So
a tiempo T. Se normaliza Sp al dia de hoy como S7pSy/E(Sr). Este es el valor “pre-

sente”’riesgoso v es aleatorio. Al llevar tal valor a tiempo T se tiene

eSSy /E[ST], (2.1)

ejerciendo y trayendolo a valor presente

e "Tg(e™ SrSo/E[ST]), (2.2)

entonces una prima justa para el derivado es

plg) =¢"E (9 (e’“TSoEng))) : (2.3)

Los mercados incompletos se caracterizan por falta de informacién, no existe una

cobertura perfecta, existe una infinidad de medidas de riesgo neutral y una infinidad de
precios que son llamados admisibles.

Definicion 2.1. Una medida @ es de riesgo neutral si:

» Q) es equivalente a P (QQ = P), donde P es la medida original.

= FEl proceso de precio descontado es martingala bajo Q).
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2.2. Algunas Opciones para la Eleccion de la Medida de
Riesgo Neutral

Existen diversas formas para la elecciéon de una medida de riesgo neutral. Una de
ellas es la Medida Martingala Minimal.

En el caso de un mercado incompleto, como se menciond, la medida equivalente a
P deja de ser tnica. Por lo tanto se debe de tener cuidado en la elecciéon de la medida
martingala P para determinar la estrategia éptima en términos de ésta misma. Follmer
y Schweizer (1990) proponen la medida martingala minimal P la cual hace que S sea
martingala.

En el caso de mercado incompleto, un contingente tendra un riesgo intrinseco y se
busca construir y caracterizar cierto tipo de estrategias tal que minimizen el riesgo. Para
el caso de martingalas, el concepto de minimizar el riesgo de la estrategia se introdujo
por Follmer y Sondermann (1986). Schweizer (1988), definié la minimizacién de riesgo de
forma local, y la construccién de tales estrategias se redujo a una ecuacién de optimalidad
estocéstica.

Follmer y Schweizer (1990) consideraron el caso general en el que el precio de la
accién, S, no es martingala sino una semimartingala bajo P, la medida original.

Definicién 2.2. Una medida P ~ P es minimal si

«» P=Pen Co, o-dlgebra a tiempo 0.

= Para cualquier martingala cuadrado-integrable que es ortogonal a M, otra martingala
cuadrado-integrable, entonces esta es martingala bajo P, ie.,

L e M*y(L,M) =0 = L es martingala bajoP.

En la clase de todas las medidas martingalas equivalentes, esta minima modificacion
en la medida ogirinal, P, también puede ser representada en terminos de la entropia relativa
H(-[P).

E |48 1og 52 ] si Q<P
H(Q|P) =

+oo en otro caso

Algunas propiedades de ésta es que es no-negativay H(Q|P) = 0siy solosi @ = P.

Otra forma para la eleccién de medida de riesgo neutral es la Transformada de
Esscher.
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En el libro Stochastic Finance, An introduction in Discrete Time de Follmer y Schied
en el capitulo 3 proponen que la maximizacién de una funciéon de utilidad de la ganancia
neta descontada, a lo que se le conoce como payoff, es equivalente a la minimizacién de la
funcién generadora de momentos, Z(\) = E[e*Y], \ € R.

Teorema 2.1. Sea mg = m(Py,) para algin \g € R. Entonces para cualquier medida Q)
tal que EQ[Y] = my,

H(Q|P) > H(Py,|P) = Aomo — logZ (o),

y la igualdad se da si QQ = Py,.

Donde m(\) = %E[Y@‘Y] y Py es un elemento de {P\|A € R}, conjunto de la

familia de medidas exponenciales de P respecto a Y, definida como

ap, _

P~ Z(\\)’

En este teorema si se toma a my = 0, entonces se da una medida equivalente de
riesgo neutral llamada medida de riesgo neutral minimizadora de entropia, también se le
conoce como la transformada de Esscher de P.

En la siguiente seccion se profundizara maés en ésta ultima.

2.3. Transformada de Esscher

Este método es también una herrameinta eficiente para la valuacion de derivados si el
logaritmo del valor de los precios estan regidos por un proceso estocastico con incrementos
estacionarios e independientes. Esta familia de procesos incluye el Movimiento Browniano,
el proceso Poisson, el proceso Gamma y proceso Gausiano inverso.

Este modelo es utilizado para la construcciéon de una medida de riesgo neutral asig-
nando mayor peso a eventos adversos y menor peso a eventos benéficos. La Transformada
de Esscher es conocida desde 1932 [9)].

Una aplicacion de ésta, ademés de la valuacion de derivados es en las aseguradoras.

Las companias de seguros se basan en sus célculos de seguro de vida no en la distribu-
cién de la esperanza de vida (tablas de mortalidad de segundo tipo, la tabla de mortalidad
de cohorte, se basa en las tasas de mortalidad experimentadas por una cohorte relacionada
con el nacimiento), si no, en otra distribucién (tablas de mortalidad de primer tipo, se
basa en la experiencia sobre un periodo corto de tiempo, por ejemplo, un ano, tres anos o
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un perfodo inter censal, en el cual la mortalidad ha permanecido mas o menos igual) que
tiene la propiedad de intercambiar el balance entre eventos benéficos y adversos.

Para una funcién de densidad f(x), sea h un real tal que M(h) = [ e f(z)dx

existe como una funcién en x,

eh® f(x
flash) = i) (2.4

es una densidad y se le llama Transformada de Esscher (con parametro h) de la distribucién
original.

Sea S; como antes, el precio de una acciéon que no paga dividendos a tiempo t
y S; = SpeX® donde X(t) es un proceso estocastico con incrementos estacionarios e
independientes que se puede ver como - continuously compounded rate of return - (tasa
de rendimiento continua). Sea M(z,t) = E[e*X®)] la funcién generadora de momentos.
Asumiendo que M(z,t) es continua en t=0 entonces

M(z,t) = [M(z, 1. (2.5)

Supéngase que X(t) tiene densidad

f(z,t) = %F(m,t),t > 0; (2.6)
entonces
M(z,t) = /OO e f(x, t)dz. (2.7)

Sea h un real tal que M(h,t) existe y por lo anterior si M(h,t) existe para un real
positivo entonces existe para todo real positivo. Ahora se introducird la Transformada
de Esscher con pardmetro h del proceso X(t). Donde este vuelve a ser un proceso con
incrementos independientes y estacionarios.

Definiendo a la funcion de densidad de X(t) como

o f(at) e (a,t)

[z t;h) = ffooo eh f(y,t)dy — M(h,t)

(2.8)

Esto es, la distribucién modificada de X(t) es la Transformada de FEsscher de la
funcién original. La generadora de momentos correspondiente es
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M(z,t;h) = /OO e f(x,t; h)dx

_ ]\ZZ(; + h, t)‘
= My (29)
y por (2.5)
M (z,t;h) = [M(z,1; h)]". (2.10)

En el articulo de Gerber y Shiu se encuentra h=h* tal que {e”St}tzo es martingala
con respecto a la medida de probabilidad correspondiente con h*, donde h* es la solucién
a la ecuacién e = M(1,t;h*) y es de tal forma que r = log[M(1,1;h*)]. A la Tranformada
de Esscher de parametro h* se le llama Transformada de Esscher de riesgo neutral y a la
correspondiente medida de martingala equivalente la medida de Esscher de riesgo neutral,
que es unica.

Considérese una opcién call-europea con precio de ejercicio K y fecha de ejercicio T,
T > 0. El valor al tiempo cero es de

E*[e"T (S(T) — K)4]. (2.11)

Recordando la definicién de x4, tomando a b=log[K/Sy] y utilizando la definicién
de esperanza, (2.11) es

e’”T/ [Soe® — K| f(x,T; h*)dx = e’"TSo/ e f(x, Ty h*)dx — e " K[1 — F(b, T; b))
b b
(2.12)

Tomando en cuenta (2.8), (2.9) y el = M(1,¢; h*) se tiene que
e f(x, T;h*) = e f(x, T h* + 1),

sustituyendolo en (2.12) se sigue el precio de una call-europea con precio de ejercicio K y
fecha de ejercicio T.

So[l = F(b, T;h* +1)] — e "TK[1 — F(b,T; h*)]. (2.13)
Donde (2.13) contiene, entre otras, la férmula de Black-Scholes.
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2.3.1. Logaritmo del Precio de una Accién con Distribucién Normal

Como hipoétesis clasica se supondra que el precio de la accién tiene una distribucion
log-normal y sea {X;};>0 un movimiento Browniano con media u y varianza 0. Entonces

f(a,t) = N(z; pt, o’t)

M(z,t) = exp { <uz + ;chzZ> t} .

Donde N (z; i, 02) denota la funcién de distribucién normal con media u y varianza
o2. Por (2.9) se sigue

M (z,t; h) = exp { ((u + ho?)z + ;o%ﬂ) t} .

Entonces la Transformada de Esscher (con parametro h) de la Normal vuelve a ser
una Normal, pero con media modificada (p + ho?) y misma varianza, de donde

f(a,t;h) = N(@; (1 + ho®)t, 0*t) (2.14)
y por r = log[M(1, 1; h*)] se tiene

2

r=(p+h*o?) + =o%

N | =

Por consiguiente, el 'proceso’ transformado tiene media

= p+h*o? =r—(c?/2). (2.15)

De (2.13) se sigue que el precio de una call-europea es

So [1 = N(b; (u* +0*)T,0°T)] — e "™ K [1 — N(b; u*T, 0*T)]

=Sy [1 - N <b; (r + ;(72> T, a‘ZTﬂ —e"TK [1 - N (b; <r — ";) T, aQTﬂ . (2.16)

Ahora, utilizando la distribucién normal estandar ®, (2.16) resulta

33



2.3. TRANSFORMADA DE ESSCHER

So® (_b i (;%2/2)T> e TR <_b * (Z\;TUQ/Q)T> , (2.17)

donde (2.17) es la cldsica férmula de Black & Scholes.

2.3.2. Logaritmo del Precio de una Accién Como un Proceso Poisson
Desfazado

La valuacién de opciones con este tipo de movimientos lo estudiaron Cox y Ross
(1976) en su articulo “The Valuation of Options for Alternative Stochastic Processes”,
sin embargo, no obtuvieron ninguna férmula. Esta aparecié anos después en el articulo
“Option Pricing: A Simplificated Approach”de Cox, Ross y Rubinstein (1979), se creé a
partir de un caso limite de la férmula del modelo binomial para la valuacién de opciones.

Sea Xy = kN(t) — ct, donde {N(t)} es el proceso Poisson con pardmetro A, k y ¢
son constantes positivas y X; = log(g—;). Sea,

—A\J
Aoy = Y &5

|
0<g<z I

la distribucién Poisson con parametro A. Entonces la distribucién de X; resulta

T+ ct

). (2.18)

fla,t) = A(

Como la generadora de momentos de una Poisson es
E[e*V] = exp{At(e” — 1)},

entonces

M(z,t) = e =Desdt, (2.19)

de donde se obtiene

M (z,t;h) = ePe" (e =—ezlt, (2.20)

Luego, la Transformada de Esscher (con pardmetro h) de un proceso Poisson des-
fazado vuelve a ser un proceso Poisson desfazado con pardmetro modificado, \e™*.
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Por r = log[M(1, 1; h*)] se tiene la condicién
r = )\eh*k(ek — 1) — C,

por lo tanto un derivado es valuado de acuerdo al parametro modificado A\*, donde

 _ hk_?“—i-c
A= de —ﬁ

De (2.13) y (2.18), el precio para una call-europea resulta
So[l = A((b+ 1) /k; M*e*T)] — Ke ™ [1 — A((b + 1) /k; \*T)). (2.21)

2.3.3. Logaritmo del Precio de una Accién Como un Proceso Gamma
Desfazado

Definicién 2.3. Un proceso {X:}i>0 es un proceso de Lévy si:

= Xp=0.
» X, tiene trayectorias continuas por la derecha con limite a la izquierda (cadlag).

= Tiene incrementos independientes y homogéneos, i.e., si 0 < t; < ... <t,, entonces
Xy, Xty — Xty oo, Xiy, — Xy, son variables aleatorias independientes y Xy — X ~
Xi_s.

Definicion 2.4. Un proceso Gamma es un proceso de Lévy con incrementos independi-
entes que se distribuyen Gamma.

El proceso Gamma es estrictamente creciente y no tiene un componente de difusion,
es un proceso de salto puro. Dado que la distribucién Gamma sélo tiene saltos positivos,
solo puede haber saltos numerables, y el proceso Gamma tiene que ser continuo en casi
todas partes. Como muestra la Figura 2.1 se ve, que para A pequeiia, la densidad se
concentra cerca de cero. Por lo tanto, el proceso Gamma es como un proceso Poisson,
incluyendo saltos pequenos. Esto podria ser una descripcién 1til de los precios de las
acciones, que tienen pequenos saltos en la escala de tiempo de transaccion y accidentes
poco frecuentes en una escala de tiempo mayor. Nétese que durante largos periodos, los
incrementos gamma son aproximadamente normales. Por lo tanto, este proceso se asemeja
a un movimiento Browniano que es discontinuo infinitesimalmente. La media y la varianza
de esta distribucién son iguales a los grados de libertad. Al igual que el movimiento
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Browniano y el proceso de Poisson, el proceso Gamma tiene incrementos independientes,

con una variacién constante por unidad de tiempo.

Para mayor informacién sobre el proceso Gamma véase [16].

Distribucion Gamma

[on]
p .
— n=2, lambda=2
---- n=3, lambda=2
"""" n=5, lambda=1
e I [ N I n=9, lambda=3
= _|
L ]
o~
L]
i | -h""‘---.h__‘___ ~~~~~~~~~~~
Lo ]
1 1 1 1 |
0 2 4 5] 8
X

Figura 2.1: Gréafica de una densidad Gamma

Supédngase que X; = Y (t) — ct, donde Y(t) es un proceso Gamma con parametros
a'y [,y ces un tercer pardmetro constante y positivo. Se denotard como g(z;a, ) a la
distribucién Gamma, donde

/804 /a: 1
g(x;a, B) = y*te Py, = >0.
(B = 10y
Entonces
f(z,t) = g(z + ct; at, 3) (2.22)
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5 at
M(z,t) = <B — z) e 2 < B (2.23)

Por lo tanto,

—h
M(z,t;h) = <B€h—z

que bajo la Transformada de Esscher vuelve a ser el mismo proceso con 8 — h en lugar de
B. Recordando r = log[M(1, 1; h*)| se tiene que

ﬁ_h* a _—c
o1

at
> e % 2<B—h, (2.24)

e = (

Definase 8* = 8 — h*, entonces por lo anterior se obtiene

. 1
B — m. (2.25)
En este caso el precio de una call-europea queda como
So[l = g(b+ cT;aT, B* —1)] — Ke "'[1 — g(b+ cT; aT, 5)]. (2.26)

2.3.4. Logaritmo del Precio de una Accion Como un Proceso Desfazado
con Distribucion Gaussiana Inversa

Supdéngase a X; como antes, i.e., X; = Y; — ¢t donde Y; es un proceso Gaussiano
Inverso.

La funcién de densidad de una distribucién Gaussiana Inversa se define como

1/2
fwian) = (50 ) exo{ =gl - a2}

y su funcién de distribucién esta dada por

F(z;a,0) = @(—\/% ++/2Bx) + e2a‘/ﬁ¢(—\/% —/2px), x > 0.
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Distribucién Inversa Gaussiana

< _|
[ ]
—— mu=5, lambda=10
| ---- mu=15, lambda=1.5
I!"',_\ -------- mu=4, lambda=8
P T T B mu=12, lambda=2
o
[ ]
; ]
= _|
[ ]
I ' ! |
: 5 10 15
X

Entonces se tiene F(x+-ct;at,3) y dado que la funcién generadora de momentos de
una Gaussiana Inversa es de la forma

exp {a(v/B-VB=2)}.

entonces

M(z,t) = exp {at(\/B —VpB—2z)— ctz} , (2.27)

luego

M(z,t,h):exp{at(\/ﬂ—h—\/ﬂ—h—z)—ctz}.

Recordando la ecuacién r=log(M(1,1;4*)) para obtener la Transformada de Esscher
se tiene

r = a(/B-h*—/B—-h"—1)—c
Tomando a 8% = 8 — h* se sigue que

38



CAPITULO 2. MODELOS CON SALTOS

\/@_ 1 = c—i—r‘

Con un poco de édlgebra se obtiene que

2+ 2cr + 12 + o2 2

p = 2¢2 + 4er 4 2r?

Por lo tanto por (2.13) se tiene que el precio para una call-europea es
So[l = F(b+cT;aT,5* —1)] — Ke "' [1 — F(b+ cT;at, )] (2.28)

2.3.5. Distribucién Hiperbdlica

Eberlein y Keller (1995) hicieron una investigacién para determinar qué distribucién
era la mas correcta para los rendimientos. Entre los muchos modelos que han sido inves-
tigados, ademas de la distribucién normal, se pueden mencionar la distribucién Pareto,
la t de Student, entre otras, pero Eberlein y Keller (1995) encontraron que es la clase de
distribuciones hiperbdlicas la que mejor se ajusta y da un modelo mas realista. Este tipo
de distribuciones se han utilizado en diferentes areas, una de ellas es el modelado de la
distribucién del tamano de una particula de depdsitos de arena edlica, otras areas son el
modelado de turbulencia y el uso de distribuciones hiperbdlicas en fisica estadistica.

Eberlein y Keller (1995) demostraron que la mejor distribucién es la hiperbélica
tomando datos reales. En nuestro caso se hard lo mismo, tomando uno de los casos de
la distribucién hiperbdlica, la normal inversa gaussiana (NIG) cuyo caso se verd en la
siguiente subseccion, y con la ayuda de la Transformada de Esscher se obtendria una
férmula para la valuacion de derivados con distribucion hiperbdlica.

Como antes se menciond, la distribucién hiperbélica es infinitamente divisible; esto se
demostro6 por Brandorff-Nielsen y Halgreen (1977) probando que la distribucion Gaussiana-
Inversa generalizada, que es usada en la representacion de la distribucién hiperbdlica como
una mezcla de normales, es infinitamente divisible.

Una caracteristica de esta ditribucién es que su log-densidad es una hipérbola. La
parametrizacion de la densidad hiperbdlica estd dada por

2 2

o —
hyp(z) = AN exp {—om/(;2 + (x — p?) + Bz — ,u)} , (2.29)
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donde K es la funcién de Bessel modificada de tercer tipo con indice 1. ay 5 con 0 < |f| <
«, determinan la forma de la distribucién, mientras que 0 y p son los pardmetros de escala
y localizacién. Con & = (1 + 0+/a2 — 82)~1/2 y x = £B/a se obtiene una parametrizacién
diferente, hyp(x;x,&,0, ) donde 0 < |x| < &, que tiene la ventaja de que & y x son
invariantes bajo transformaciones de escala y localizacién.

Téngase en cuenta los casos limites y que es lo que se obtiene si: £ — 0 se tiene la
distribucién normal, si & — 1 se tiene la distribucién de Laplace simétrica y asimétrica,
para x — +£ es la distribucién Gaussiana Inversa Generalizada(aqui si se toma a A = —%,
resulta la distribucién Normal Inversa Gaussiana) y por dltimo |x| — 1 se tiene una
distribucién exponencial.

En la tercera seccién del articulo de Eberlein y Keller (1995) concluyen que hay que
limitarse al caso simetrico, i.e., 3 = u = 0. Usando ¢ = ¢~2 — 1. La ecuacién (2.29) se

hype 5(2) = %Kll(@exp {—q/l + (§)2}. (2.30)

Sea (Zf‘s)tzo el proceso de Lévy con densidad hypc s, tal que Zg“s =0y L(Zf’(s)

convierte en

tiene densidad hyp¢s. A (Zt@)tzo se le llamara movimiento hiperbédlico de Lévy.

La dindmica que plantean Eberlein y Keller (1995) para una accién con rendimientos
hiperbdlicos en intervalos de tamano 1 esta dada por

Sy = Spexp{Z*°}. (2.31)

Este modelo no es completo, es aqui donde se recurre a la Transformada de Esscher.

Antes de continuar se verificard cudl es la funcién caracteristica de la distribucion
hiperbdlica y la funcién de densidad de L(Zf’a) dadas, respectivamente, por

CK1(\/C? + 6%u?)
K1(¢)V/¢% + 62u?

P(u; ¢, 0) =

t{,é(q;) = i—/ooo cos(ux)pi(u; ¢, 6)du.

Si se supone que ff(s es la funcién de densidad de L(Zfd), entonces utilizando la
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Transformada de Esshcer y por (2.8) se tiene

chefs’ (@)

IS e 10 (y)dy

(@i h) = (2.32)

Se procederd a encontrar h = h*; al igual que se hizo el cdlculo al principio de ésta
seccidn, tal que el proceso descontado (e"S;);>( sea martingala. En particular,

Sy = E*[e7"S
A
= e_TthE*[eZtC(s] por(2.30)
1 = e E 4. (2.33)

Por otro lado, si M%9(u,t) = E[exp{qu"s}] es la generadora de momentos del
movimiento hiperbélico de Lévy y M9 (u, t; h) = ffooo elr f’(s(x; h)dx, entonces por (2.10)
se tiene

MO (u, t; h) = MO (u,1; h)t.

Dado esto, se sigue de (2.33) que

e’ = MS°(1,1;h)
MO (h+1,1)

- Mgl (2.34)

Donde M¢?(u, 1) es facil de obtener:

o _ CK1+\/C? = 5202 g
M&°(u,1) Kl(o\/m, \u|<5.

Sustituyendo en (2.34) y resolviendo la ecuacién, se obtiene el valor de h*.

K.\ /02 — 52 12 2 _ 52 2
r = log NSELEUER) —llogC 5(h+1). (2.35)

Ki/C? — §2h2 2 ¢ — 02h?

Como en casos anteriores, se calculard el precio para una call-europea
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S’o/ fr}’a(x; h* 4+ 1)dz — e_TTK/ f§’§($; h*)dz,
b b
donde b = log(K/So).

El precio para la call-europea con dindmica hiperbdlica se calculé numéricamente
dando los resultado en la tabla (3.11) de la siguiente seccién. Para calcular el precio de
dicha opcién se estimé a o y ¢ como lo hicieron Eberlein y Keller (1995).

o2 — 5*K»(¢)
CK1(¢)
- Ki(¢) 1/2
b= <CK2(C)>

2.3.6. Logaritmo del Precio de una Accion Como una Normal Gaussiana
Inversa

Como antes se menciond, un caso limite de la distribucién hiperbdlica es la distribu-

cién normal inversa gaussiana.

A este tipo de distribucién también se le conoce como un proceso de Lévy. Este pro-
ceso es relativamente nuevo y fue introducido en el articulo de Barndoff-Nielsen (1995),
consideré mezclas de varianza y medias de normales y defini6 la distribucién Normal In-
versa Gaussiana (NIG) como el caso cuando la mezcla de las distribuciones son Gaussianas

Inversas.

En éste mismo articulo se vio que cuando se utiliza este proceso para la valucaién de
opciones, el pardmetro de lugar (i) no tenia ningin efecto en el valor de la opcién y por
conveniencia se toma a u = 0. Este tipo de proceso por ser un caso limite de la hiperbéli-
ca, también es infinitamente divisible. Empieza en 0, tiene incrementos estacionarios e
independientes ~ NIG(a, 3, 9).

La distribucion de dicho proceso es,

ad Ky (a\/52 + (z — u)2>
donde y=+/a? — [32.

Luego, suponiendo que X; = Y; — ct, donde Y sigue una distribuciéon NIG y ¢ es una

exp{dy + Bz — p)}, (2.36)

constante positiva. Recurriendo a la Transformada de Esscher, se tiene que
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Distribucion NIG

= _|
mu=0
alpha=1, beta=0, gamma=1

© ---- alpha=2, beta=1, gamma=2
o i e alpha=5, beta=0, gamma=1

'''''' alpha=7, beta=3, gamma=3
w |
(o= ]
= _|
(o= ]
™|
L= ]
(=1 S
L= ]

T | T T T T T |
-4 -2 0 2 4 6 5] 10
X
M(z,t) = exp{td(v/a? — 32 — /a2 — (B + 2)2) + utz} (2.37)
entonces,
M(z,t,h) = exp{dt(y/a? — (B+ h)2 — \/a? — (B + z + h)2) + utz}. (2.38)

Que vuelve a ser una NIG pero con pardmetro S=p-+h. Retomando la ecuacién
r=log(M(1,1,h*)), se tiene la condicién

r=06(vVa2—(B+h)2— /a2 —(B+1+h)?).

Tomando f*=h*+f se sigue que,

54+ 6202 4 1\ /=02(82 + 12)(6% + 12 — 45202)

Fr=- 202(37 1 12)

(2.39)

Luego por (2.13) y (2.38) se tiene que el precio para una call-europea es
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Soll — g(b,a, B* — 1,8t)] — Ke"T[1 — g(b, o, %, 6¢)]. (2.40)

Como se vid, la Transformada de Esscher de alguna distribucién solo cambia un
parametro, como en el caso de la Normal, cambia la media, i.e., desplaza la grafica. En
el caso de la Gamma y la NIG, ademas de recorrerlas las “aplasta”. En seguida se mues-
tran unas gréaficas para entender que es lo que pasa con algunas distribuciones con la
Transformada de Esscher.

Distribucion Gamma

oo
g
[Ty:)
pc
n=50, lambda=10
n=50, lambda=10, h=1
S - n=50, lambda=10, h=4
n=50, lambda=10, h=6
2 |
L]
o~
L ]
=
= .
[ ]
T T T T | |
0 5 10 15 20 25
X

Figura 2.2: Transformada de Esscher para la distribucién Gamma

La distribucién Normal Inversa Gaussiana y los procesos estocasticos asociados
fueron presentados por Barndorff-Nielsen (1997 y 1998). El nombre viene de su repre-
sentaciéon como la distribucién del movimiento browniano con el cambio de la deriva
(tendencia) por el proceso inverso gaussiano inverso de Lévy. Dado que la distribucién
es infinitamente divisible, da lugar a un correspondiente proceso de Lévy, que se ha de-
mostrado que es capaz de modelar con precisién el rendimiento de una serie de activos en
las bolsas alemanas, danesas, y los EE.UU..

El proceso NIG de Lévy es en muchos aspectos similar al proceso gamma varian-
za debido a Madan y Seneta. Ambos pertenecen a la familia de los procesos de Lévy
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Distribucion NIG

= _|
— alpha=50, beta=4, gamma=15, mu=0
-------- alpha=50, beta=4, gamma=15, mu=0, h=5
o | | - alpha=50, beta=4, gamma=15, mu=0, h=15
= ---- alpha=50, beta=4, gamma=15, mu=0, h=20
w |
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< _| i i
=] / i
o :_-" Il.'\.
= ] !
o T e
[ ]
T T T T T T
0 2 4 6 & 10
X

Figura 2.3: Transformada de Esscher para la distribucién NIG

del tipo hiperbdlica generalizada, sin embargo, tienen propiedades unicas que los hacen
particularmente manejables y convenientes para la valuacién de opciones. En particular,
estos son los tnicos en la familia hiperbdlica que tienen la propiedad de ser cerrada bajo
convolucion (es decir, la suma de variables independientes e idénticamente distribuidas de
la distribucién dada tiene la misma distribucién). Ambos procesos se pueden representar
como un cambio en el tiempo de un movimiento browniano con deriva un proceso de Lévy,
con incrementos cada vez mayor. En el caso del proceso gamma varianza el cambio en el
tiempo es un proceso gamma, en el caso de un proceso NIG es un proceso gamma inver-
so. Ambos procesos son procesos de salto puro de Lévy, pero difieren en la naturaleza de
saltos: el proceso gamma varianza tiene saltos de variacion finita, mientras que la variacién
del proceso NIG es infinito.
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Capitulo 3

Ejemplos Numéricos

En esta seccion se daran tanto ejemplos de la Trasformada de Esscher como la
férmula de Samuelson y la comparacion entre los modelos que se han mencionado: Black-
Scholes, Samuelson y la Transformada de Esscher. Se verdan 5 procesos en particular: el
log-normal, log-poisson, log-gamma, log-1G y log-NIG.

A continuacién se desarrollard la dindmica de dichos procesos utilizando la férmula
de Samuelson visto en el capitulo 2 para asi, encontrar el precio para un derivado en
general (p(g)) con sus respectivas dindmicas. Es evidente que para la dindmica log-normal
se llegard al modelo de Black-Scholes.

3.1. Dinamica con Incrementos Normal para la Férmula de

Samuelson

. o : 142 : o
Supéngase una dindmica log-normal, i.c., Sp = Spe#=27)T+7Wr A continuacién se

realizara a detalle el calculo.

Se tiene por (2.3)

o) =T g (it ). (3.1

donde
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3.2. DINAMICA DE DIFUSION DE SALTOS PARA LA FORMULA DE
SAMUELSON

w-zr [ 1 =
E[Sr] = Spe't™ 2 / e’” e2T dx
[ST] 0 . oot
2 o0 — ox
= Soe(u—az)T/ 1 e 4
—0o V27T
2 oo 2202 (oT2
= Soe(“UZ)T/ ! e(ziTT)eg;) dx
—oo V21T
= SoeuT,

entonces

TS,

Y

_ S _ Soexp{(p — 202)T + cWr}
rT rT T _ rT 0 2
B o (Tsoggg)| = ¢ Elg SoerT

= ¢ TR {g (Soe(r_%‘#)TJ“’WT)} . (3.2)

Por lo tanto,

p(g) = TR [g (Soe(rféaz)TJroWT)} )

Como ya se sabia es la formula de Black-Scholes para un derivado g(-) en general,
ver (1.12).

3.2. Dinamica de Difusion de Saltos para la Férmula de
Samuelson

En el capitulo 1 seccion 1.4 se vio que el modelo de Merton para un proceso de
difusion de salto esta dado por St = Sp exp { (a — %2 — )\k‘) T+ O‘WT} ~(n). Para utilizar

Samuelson se necesita saber E[S7]. Entonces

i = sk foo{ (a- 2 8 7oy} ]

— SoE {exp { <a - "; - )\k:) T+ oWTH E[y(n)]. (3.3)

La primera esperanza, SolE [exp { (a — %2 — )\k) T+ UWTH , se calcula como sigue;
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o2 > 1 2
= Spe a—— —Mk)T et —— /2T gy
vexplla—G =T} [ e

2 oo V27T

_ Soe(a_Ak)T.

2 o0
Soexp{(a — 7 _ /\k:)T}/ 1 o—(@=0T)2/2T ,(oT)? /2T ..

La parte faltante de E[St] se puede ver como sigue. Claramente haremos el caso en

el que n > 1, ademads supdéngase que las Y; son log-normales con varianza y ~ Poisson(e).

EE[y(n)|Nr =n]] = E|E

Nt
IR n”
i=1

luego de (3.3) se tiene

E[ST] — Soe)\T(ef(k+1))+aT’

y sustituyendo en (2.3)

plg) = ¢"E

exp{\T'(e — 1)}
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3.3. DINAMICA CON INCREMENTOS POISSON PARA LA FORMULA DE
SAMUELSON

3.3. Dinamica con Incrementos Poisson para la Formula de
Samuelson

Se consideraré la dindmica, propuesta por la Transformada de Esscher, de un proceso
Poisson desfazado dada por Sy = Sy exp{kN;—ct}. Considerando la férmula de Samuelson
para un derivado en general, se prosigue a calcular el precio para la dindmica propuesta.

Como ya es usual primero se checard E[S;] y tomando en cuenta que
E[E[S¢| Nt = n]] = E[S;] se sigue,

E[E[S| N; = n]] = E[Sp exp{kn — ct}],

luego,

& )\TL
E — = E — A2
[So exp{kn — ct}] So 2 exp{kn — ct}e !

. o0 3 )\ek n
_ S(]e tze /\( n')
n=0 )

= Spexp{Aef — ct}.

Sustituyendo en (2.3) se sigue que el precio para un derivado en general con dindmica
log-poisson es

plg) = e*TTE[g(e’"TSO exp{Y; — )\ek})]. (3.6)

3.4. Dinamica con Incrementos Gamma para la Férmula de
Samuelson

Steven L. Heston (1993) introdujo un nuevo modelo de valucacién de opciones basado
en la distribucién log-gamma. En ésta formula el precio de la opcién no depende de la
escala del rendimiento del subyacente pero si de la media del rendimiento del mismo. En
su articulo extiende la férmula log-gamma a tiempo continuo definiendo el proceso gamma.
Que a diferencia del proceso Poisson éste puede saltar instantaneamente a un conjunto
de valores continuo, por lo tanto no tiene cobertura. Si el proceso gamma tiene un salto
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hacia “arriba”, entonces el rendimiento de la accién tiene un sesgo positivo y si tiene un
salto hacia “abajo”, entonces el rendimiento de la accién tiene un sesgo negativo.

Heston observé que la férmula no puede ser aplicada para opciones con diferentes
tiempos de maduracién. Para lograr esto, el precio del stock debe tener una distribucién
log-gamma en multiples fechas.

Ahora bien da.do un proceso gamima x su Oniendo ue S sigue un proceso 10 -
3 t t
gamma se tiene

log(Sy) = log(So) +v(t) + o,

donde z; ~ Gamma(6,1) y v(t) = —log(P(t))l{,Ll}(y)a*él/Q, con 174 13(y) la
funcién indicadora que con propabilibad p vale 1 y con probabilidad 1-p vale -1, entonces

log(S;) = log(So) + v(t) + oxt
= log(So) — log(P(1)1(_1,1}(y)o"6"* + oy

S
= og 7(; ) 1{_171}(3/)0*51/2 + oxy 0 = 0'*5_1/2

So . _
- <P<t> Ly (o™ (012 + 671 2),

por lo tanto

So . _
S = gy O {1 o (82 07 ) ). (3.7)

Calculando la esperanza de S; para utilizar Samuelson se tiene

Bis = | gt e {1 0o’ 072+ 07 2 |
_ ];5&61(1,)0*51/21[3 [61@)0*5—1/2%}
— P*S;(i) (y)o=o'/? /OOO 1(y)o*s 1/2%1“(16) 6-1y= g,
= e (1 agera ) [ (- 1%’;51/2)6x6—1e—xt<1—1<y>o*5
— PS(Z) 1(y)o*o'/? (1 _ 1(y)0*5—1/z> J

1/2)

dx



3.5. DINAMICA CON INCREMENTOS GAUSSIANA INVERSA PARA LA
FORMULA DE SAMUELSON

sustituyendo en (2.3) y simple dlgebra se obtiene

plg) = e E [g <€TTSO exp {1(y)0571/2xt} (1 — 1(y)a51/2>6>} . (3.8)

3.5. Dinamica con Incrementos Gaussiana Inversa para la
Foérmula de Samuelson

Para comparar entre los modelos antes mencionados y como era de esperarze, tam-
bién se tomara la dindmica de una distribucién Gaussiana Inversa, considerando a S; como
antes mencionado.

Como ya es costumbre revisaremos primero como es E[S;] para después obtener el
valor de un derivado en general para el caso de una distribucién Gaussiana Inversa.

E[ST] = E[S() exp{YT — CT}]

= Soe TE[eYT]  generadora de Yy con z =1

2
= Soe_CTexp{)\ (1— 1—2u>}.
I A

Sustituyendo en la férmula de Samuelson

g <€TTSO exp {YT — 2 (1 —1/1— 25) })] . (3.9)

3.6. Dinamica con Incrementos Normal Inversa Gaussiana

p(g) = e E

para la Formula de Samuelson

Como se vio antes, la ecuacién (2.36) define a la distribucién de una NIG con
parametros (o, 3,9, 1). Lo que sigue es el cdlculo ya tan conocido que se ha hecho hasta
ahora para obtener el precio de un derivado utilizando la férmula de Samuelson.

Recordando la generadora de momentos de la seccion 2.3.6 y que se tomo a pu=0 se
sigue

52



CAPITULO 3. EJEMPLOS NUMERICOS

E[ST] = E[SO exp{YT - CT}] YT ~ NIG
= Spe TE[e¥T]

= Spe= T exp{é(\/(JzQ - B2 - \/042 — (B+ 1))},

entonces

Sr o _ So eXP{YT — T}
E[ST] Soe—<T exp{5(\/a2 - Va2 —(B+1)2)}
= exp{YT—5(\/a2 \/a2 B"‘l )}

Por lo tanto, el precio para un derivado en general con incrementos que se distribuyen
NIG es

plg) = e TElg(e"Soexp{Yr - §(Va? - B2 — /a2 — (B +1)2)})].

En la siguiente grafica se muestran diferentes tipos de dinamicas de algunos subya-
centes calculados anteriormente con la Férmula de Samuelson.
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3.7. EJEMPLO DE UN MOVIMIENTO BROWNIANO

Dinamica log-Normal Dinamica log-NIG
i o |
5 =
b o |
1 - =
] w g
o =7
=
o
o _| =
3 =
I I I I I I I I I I
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
tiempao tiempo
Dinamica log-Gamma Dinamica log-IG
=
8 ]
[
[T¥]
[ o
3 | =
= -
w = w e
o =
2 i
[T¥]
o
o — —
I I I I I I I I I I
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
tiempao tiempo

Figura 3.1: Dindmica log-Normal, NIG, Gamma e IG de los subyacentes respectivamente
3.7. Ejemplo de un Movimiento Browniano

Supdéngase que para una cierta accién, ¢ = 0.2 y Sg = 100. Considérese una call-
europea con precio de ejercicio K = 90 a seis meses a partir de hoy (T = 0.5). Con una tasa
de interes constante libre de riesgo de r = 0.1, entonces el valor de la opcién de acuerdo a
(2.17) es

1009(1.1693) — 90e~2%5®(1.0279) = 15.29.

Si el logaritmo del precio de la accién no sigue una distribucion simétrica, entonces
la suposicién del movimientro Browniano no es la apropiada.

Supéngase que el proceso { X;} tiene media y, varianza o2 y tercer momento #3. Sea

3 . . ,
v = % el coeficiente de asimetria de X;. Entonces
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log[E[e**]] = log[M(z,1)]
tlog[M(z,1)]
tluz + 0?22 /2 + 0323 /30 + .. ]
= tluz+ 02222+ 70323 /30 + .. ] (3.10)

3.8. Ejemplo de un Proceso Poisson Desfazado

Se supondré, como en el ejemplo pasado que o = 0.2, Sg = 100 y r = 0.1. En este
caso también se tendrd p=0.1y v=1.

Por (3.10) y (2.19), igualando los tres primeros momentos del modelo del proceso
Poisson desfazado se tiene las siguientes ecuaciones

Me—c = p
M2 = o2
M2 = 03,
(3.11)
de donde se obtiene
k=~ = 0.2
A=~2 1
o
c=——p = 01 (3.12)
Y

El valor de X realmente no se necesita pues los calculos se realizan para A*. Entonces
el valor de la opcién de acuerdo a (2.21) suponiendo que K =90y T = 0.5 es

100[1 — A(—0.2768;0.5516)] — 90e 951 — A(—0.2768;0.4516)] = 14.39.
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3.9. EJEMPLO DE UN PROCESO GAMMA DESFAZADO

3.9. Ejemplo de un Proceso Gamma Desfazado

Por (3.10) y (2.23) igualando los tres primeros momentos en el modelo del proceso
Gamma desfazado se obtienen las siguientes ecuaciones

% —c = L (3.13)
% = o2 (3.14)
2% =0 = 4ob, (3.15)
de donde se sigue
4
o = ? = 4
2
g=— = 10
a7y
20
c= P w = 0.3 (3.16)

El haber realizado el célculo para 8 fue insignificante pues el valor que realmente se
necesita es $*. Entonces el valor de la opcién con respecto a (2.26) suponiendo K = 90,
So =100, T =0.5,r = 0.1 es

100[1 — g(0.0446,2,9.5083)] — 90e ™20 [1 — g(0.0446,2, 10.5083)] = 14.50
3.10. Ejemplo de un Proceso Gamma Desfazado

Siguiendo con la misma tematica, por (3.10) y (2.27) e igualando los tres primeros
momentos se tienen las siguientes ecuaciones

aﬂ%l
—Cc =
5 1
;3
aﬁ42 _ 2
304,2 2 _ g 70_3
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que resulta

a = 3vV1.2
8 = 7.5
= 0.5

Retomando los resultados obtenidos en 2.3.4

VB VT = S

0.2

de donde B* resulta ser
B* = 1.0174796

3.11. Ejemplo de un Proceso con Distribucion Normal Gaus-

siana Inversa

Al igual que en las secciones pasadas por (3.10) y (2.37) igualando los tres primeros

momentos se tiene la siguiente ecuacione

2.2 3
o~z o~z
+7
2 31

3

t(0(vVa2 — 52 — /a2 = (B+ 2)2) + mz) = t(zpu+ ) (3.17)

y como se puede observar no es facil resolverla.

En seguida se muestran unas tablas con los valores para una call-europea con dis-
tintos strikes (K) y tiempos de maduracién (T) de un movimiento Browniano, un pro-
ceso Poisson desfazado, un proceso Gamma desfazado respectivamente y un movimiento

hiperbdlico de Lévy a modo de ejemplo.
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3.11. EJEMPLO DE UN PROCESO CON DISTRIBUCION NORMAL GAUSSIANA
INVERSA

K T =020 T=05 T=207% T=1

80  21.99 24.03 26.04 27.99
8 17.21 19.52 21.74 23.86
90  12.65 15.29 17.72 19.99
95  8.58 11.50 14.07 16.44
100 5.30 8.28 10.88 13.27
105 2.95 5.69 8.18 10.52
110 1.47 3.74 5.99 8.18

115 0.66 2.35 4.28 6.26

Cuadro 3.1: Valor de una call-europea para el modelo de Black-Scholes

K T =020 T=05 T=207% T=1

80  21.98 23.90 25.78 27.61
8 17.10 19.15 21.14 23.09
90  12.22 14.39 16.50 18.56
95 7.35 9.63 12.91 15.70
100 4.39 7.83 10.63 13.01
105 3.40 6.10 8.35 10.31
110 2.42 4.37 6.06 7.62

115 1.43 2.64 4.32 6.42

Cuadro 3.2: Valor de una call-europea para un proceso Poisson desfazado

K T =02 T=05 T=107 T=1

80  21.98 23.90 25.78 27.62
85 17.10 19.15 21.18 23.24
90  12.22 14.50 16.89 19.17
95 7.60 10.59 13.20 15.59
100 4.66 7.61 10.18 12.55
105 2.93 5.45 7.80 10.03
110 1.88 3.91 5.96 7.99

115 1.23 2.82 4.55 6.35

Cuadro 3.3: Valor de una call-europea para un proceso Gamma desfazado
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K T=02 T =05 T =07 T =1

80  21.98 23.90 25.78 27.64
85  17.10 19.15 21.22 23.27
90 12.22 14.56 16.95 19.21
95 7.70 10.63 13.23 15.61
100 4.67 7.61 10.18 12.54
105 2.88 5.41 .77 10.01
110 1.83 3.86 5.91 7.95

115 1.20 2.77 4.50 6.31

Cuadro 3.4: Valor de una call-europea para un proceso con distribucién Gaussiana Inversa

K T =02 T=05 T=107 T=1

80  22.02 23.79 25.22 26.37
8  17.26 19.17 20.70 21.91
90  12.72 14.86 16.51 17.82
95 8.64 11.02 12.80 14.20
100 5.35 7.83 9.65 11.08
105 3.02 5.32 7.08 8.49
110 1.58 3.49 5.07 6.40
115 0.78 2.21 3.56 4.75

Cuadro 3.5: Valor de una call-europea para un proceso con distribuciéon Normal Gaussiana
Inversa desfazado
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Capitulo 4

Resultados

Para ejemplificar los modelos vistos en los capitulos anteriores se tomaran valores
reales obtenidos de la bolsa de Nueva York (NYSE por sus siglas en inglés) y se compararan
con los mismos. Se estimaran unos pardmetros via méxima verosimilitud y, dado que otros
no resultan tan facil de calcular, se estimaran numéricamente; como es el caso de la Gamma

y la NIG.

Lo que se observara enseguida es qué tanto se ajustan los datos tomados de la bolsa
de Nueva York utilizando el método estadistico qgplot. Lo que hace este método es que
un punto (z,y) en la gréifica corresponde a uno de los cuantiles de la segunda distribucién
(coordenada y) en funcién del mismo cuantil de la primera distribucién (coordenada z),i.e.
compara los cuantiles de una distribucién dada contra la distribucién de los datos. Si las
dos distribuciones que se comparan son parecidas, los puntos en la grafica se encuentran
aproximadamente en la recta y = x. Si las distribuciones estan relacionadas linealmente, los
puntos en la grafica se encuentran aproximadamente en una recta, pero no necesariamente

en la recta y = x.

A continuacién se mostraran las tablas de los histogramas, asi como los estimadores
para los diferentes activos obtenidos de la NYSE, ademas del andlisis estadistico antes
mencionado y de la tabla con los precios para cada uno de los modelos desarrollados en
este trabajo. Cada una de las siguientes imagenes y cuadros se realizaron con el programa
estadistico R.
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Cuadro 4.1: Estimacién de pardmetros de la NIG utilizando el algoritmo de Karlis D.(2002)

[20]

Normal Inversa Gaussiana

Stmbolo Q I} ) i

ABT 175.0027 | -24.9484 | 0.0139 | 1.0016
C 78.0154 -2.0937 | 0.0447 | 1.0028
EL 51.7504 7.5574 | 0.0159 | 0.9998
FDX 66.5160 2.7133 | 0.0233 | 0.9996
JNJ 106.1023 | -5.6070 | 0.0071 | 1.0003
KO 81.0347 | -2.3728 | 0.0081 | 1.0009
NVS 98.6541 8.6055 | 0.01246 | 0.9995
PEP 95.7659 6.2305 | 0.0084 | 0.9998
PQ 62.1406 -2.8489 | 0.0675 | 1.0041
SNE 65.1476 -6.5481 | 0.0233 | 1.0018

Inversa Gaussiana Gamma

Simbolo i A 7 A

ABT 0.999 | 12250.84 50.0076 | 1.0088
C 1.001 1754.38 4.4767 | 1.1169
EL 1.000 3035.80 62.6119 | 1.0011
FDX 1.003 2893.38 85.2029 | 1.0036
JNJ 0.999 | 15345.91 60.9318 | 1.0075
KO 1.000 10425 55.56 | 1.0058
NVS 1.005 7853.30 50.9622 | 1.0072
PEP 1.001 | 11265.55 63.3845 | 1.0072
PQ 1.003 915.44 6.7630 | 1.0715
SNE 997 2770.57 33.0033 | 1.0104

Cuadro 4.2:

Estimacién de parametros de una Inversa Gaussiana y Gamma
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Normal Inversa Gaussiana Gamma Inversa Gaussiana B-S
Simbolo | Esscher Samuelson Esscher | Samuelson | Esscher | Samuelson
ABT 8.2447 7.0595 6.9581 7.3183 6.9585 6.9565 | 8.3236
C 0.7045 0.9483 0.6854 0.6855 0.6855 0.6854 | 0.7261
EL 5.2937 8.0694 2.8200 4.1586 3.3591 2.8166 | 5.3024
FDX 18.4742 18.3281 18.3281 18.5480 18.3271 18.3281 | 18.5423
JNJ 16.8780 16.6781 16.6781 18.7053 16.6785 16.6781 | 16.9298
KO 10.4700 9.6584 9.6581 11.7962 9.6583 9.6581 | 10.5324
NVS 5.6709 7.7289 3.3981 4.5489 3.3977 3.3972 | 5.6836
PEP 14.1110 13.7581 13.7581 15.5660 13.7590 13.7581 | 14.1894
PQ 2.0889 2.0858 2.0858 2.0858 2.0856 2.0858 | 2.0975
SNE 3.9645 4.6964 2.8750 3.1077 2.8752 2.8746 | 3.9934

Cuadro 4.3: Diferentes valores para una opcién Call

Para el analisis de las figuras 4.2 a 4.5 se tuvo que hacer el uso de los estimadores
para cada activo mostrados en los Cuadros 4.1 y 4.2. Como se menciond, el calculo para
los estimadores de la NIG no fueron sencillos y por eso se uso el método propuesto por
Karlis D.(2002) [20].

En las figuras se observa que todas se encuentran en una recta, que claramente no
es la y = x y por lo tanto, como se habia mencionado anteriormente, las distribuciones
estan relacionadas linealmente. Era de esperarse que las distribuciones Normal, NIG e IG
debian de estar relacionadas pues son funciones con las que ya se ha venido trabajando en
la modelacion de activos financieros y aunque con la IG no sea el caso, ésta resulta ser un
caso de la NIG. La que resulté interesante en el andlisis fue la distribucién Gamma, a pesar
de que ésta y la IG comparten la propiedad de tener un posible sesgo a la derecha. Si se
escogen los pardametros correctamente, entonces éstas dos distribuciones pueden ser muy
parecidas. La distribucién Gamma como lo propone Heston (1993) [16] si reulta una buena
distribucién para la modelacién de activos. Habiendo establecido lo anterior, se prosiguié a
calcular los precios de cada activo (Cuadro 4.3), puesto que cada uno presenta una relacién
con las funciones de distribucién antes establecidas, con cada modelo propuesto y asi hacer
la comparacién de estos.

En el articulo de Bibby & Sorensen [2] se menciona que la distribucién hiperbdlica
es mejor que la normal. En este trabajo para la distribucién hiperbdlica se toma su caso
limite, la NIG. Como se puede observar en el Cuadro 4.3, los precios, bajo la férmula de
Samuelson con la NIG, en algunas acciones estdn por debajo del valor marcado por Black
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& Scholes; con la Gamma, estan por encima en algunas otras y con la IG siempre estan
por debajo. Dado esto, se puede concluir que tanto la NIG como la Gamma son buenas
distribuciones para modelar activos. Por otro lado, en la Transformada de Esscher la NIG
es la que mejor se aproxima al modelo de Black & Scholes, mientras que la Gamma queda
muy por debajo de éste. De aqui que la Transformada de Esscher sea un buen modelo para

la valuacion en mercados incompletos.
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Conlusiones

El célculo a mano para la formula de Samuelson puede resultar un tanto complicado
y tedioso, mientras que para la Transformada de Esscher no lo es tanto y sélo consiste en

sustituir valores puesto que ya se conocen las funciones generadoras de momentos.

Sin embargo, el verdadero problema con la Transformada de Esscher es el encontrar
la medida de riesgo neutral, que se denoté como h*. Mientras que para las demés distribu-
ciones el cédlculo para encontrar h* fue simple algebra, en el caso particular de la NIG el
calculo fue un tanto complicado, pero se obtuvo el resultado gracias a la ayuda de métodos
numéricos. Ahora bien, si se recurre a los métodos numéricos, la férmula de Samuelson
resulta mucho mas facil de operar pues solo se tiene que hacer un cierto nimero de simu-
laciones para calcular el precio del activo deseado (esto no es posible con la Transformada
de Esscher).

Estos modelos podrian ser de gran utilidad ya que resultados de recientes articulos
publicados han demostrado que la funcién de distribucién normal no es un buen modelador
de activos financieros.

Por lo tanto, he concluido que este trabajo puede servir de base para futuros trabajos
de investigacion en cuanto a la eficiencia en modelos para la valuacién de opciones.
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